
Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà

Îëåã Ãóòiê

Ëåêöiÿ 24: Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó
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(êîîðäèíàòíèõ îñåé), ùîäî ÿêèõ ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ îñîáëèâî ïðîñòå
îïèñàííÿ. Òàêi òåîðåìè ïðî äiàãîíàëiçàöiþ � öå ñïåöiàëüíi âèïàäêè òîãî,
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âîíè ñòîñóþòüñÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (�ñïåêòðiâ�) ïåðåòâîðåííÿ.

Çðåøòîþ, âèÿâèòüñÿ, ùî ïåðåòâîðåííÿ äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, ÿêùî ìàòðèöÿ,
ïîâ'ÿçàíà ç íèì, ¹ ñèìåòðè÷íà àáî åðìiòîâà. Íà æàëü, öi âëàñòèâîñòi
ìàòðèöi íå çàëåæàòü âiä áàçèñó, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ
ìàòðèöi. Íàïðèêëàä, ìîæíà çíàéòè ïåðåòâîðåííÿ òà äâà áàçèñè, ùîá
ìàòðèöÿ áóëà ñèìåòðè÷íîþ ùîäî îäíîãî áàçèñó, i íå áóëà ñèìåòðè÷íîþ
ùîäî iíøîãî. Îçíà÷åííÿ, ÿêå ôiêñó¹ ñóòü íåîáõiäíî¨ íàì ñèìåòði¨, � öå
�ñïðÿæåíå� ïåðåòâîðåííÿ.
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Ëåìà 1.13.1

Íåõàé V � n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k. ßêùî α : V → k �
íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, òî

dimker(α) = n− 1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë α � íåíóëüîâèé, òî
dim im(α) = 1, i òîäi òâåðäæåííÿ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì
òåîðåìà 1.2.84. ■

Òåîðåìà 1.2.84

ßêùî T : V → W � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V i W íàä ïîëåì k, òî

ÿäðî òà îáðàç âiäîáðàæåííÿ T ¹ âåêòîðíèìè ïiäïðîñòîðàìè âåêòîðíèì ïðîñòîðiâ V i W,

âiäïîâiäíî. Áiëüøå òîãî,
dimV = dim im(T ) + dimker(T ).

ßêùî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V âèçíà÷åíî âíóòðiøíié äîáóòîê •, òî ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà −→u ∈ V âiäîáðàæåííÿ

u∗ : V → k,

îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
u∗(−→v ) = −→v • −→u

¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Ïðè÷îìó
âèêîíó¹òüñÿ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.
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ïðîñòîði íàä ïîëåì k ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð
−→u ∈ V òàêèé, ùî

α(−→v ) = −→u • −→v
äëÿ âñiõ −→v ∈ V .

Äîâåäåííÿ. ßêùî α � íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ, òî î÷åâèäíî, ùî −→u ¹
íóëü-âåêòîð. Îòæå, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî α íå ¹ íóëüîâèì
âiäîáðàæåííÿì. Çà ëåìîþ 1.13.1 âèìið ïiäïðîñòîðó X = ker(α) äîðiâíþ¹
n− 1. Íåõàé −→u 0 � äîâiëüíèé îäèíè÷íèé âåêòîð â îäíîâèìiðíîìó
îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi X⊥ ïiäïðîñòîðó X. Ìè ïîêàæåìî, ùî

−→u = α(−→u 0)
−→u 0

� øóêàíèé âåêòîð1. ßêùî −→v � äîâiëüíèé âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ,
òî ç ðiâíîñòi V = X ⊕X⊥ âèïëèâà¹, ùî −→v = −→x + c−→u , äëÿ äåÿêîãî
âåêòîðà −→x ∈ X i äåÿêîãî ñêàëÿðà c ∈ k. Àëå òîäi ìà¹ìî, ùî

α(−→v ) = α(−→x + c−→u ) = α(c−→u ) = c |α(−→u 0)|2
i −→u • −→v = −→u • (−→x + c−→u ) = c−→u • −→u = c |α(−→u 0)|2.
Îòæå, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òàêîãî âåêòîðà −→u ∈ V .

1Îïåðàöiÿ ñïðÿæåííÿ ïîòðiáíà, ÿêùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè íàä
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âåêòîðà −→x ∈ X i äåÿêîãî ñêàëÿðà c ∈ k. Àëå òîäi ìà¹ìî, ùî
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Òåîðåìà 1.13.2
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ïðîñòîði íàä ïîëåì k ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð
−→u ∈ V òàêèé, ùî

α(−→v ) = −→u • −→v
äëÿ âñiõ −→v ∈ V .

Äîâåäåííÿ. ßêùî α � íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ, òî î÷åâèäíî, ùî −→u ¹
íóëü-âåêòîð. Îòæå, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî α íå ¹ íóëüîâèì
âiäîáðàæåííÿì. Çà ëåìîþ 1.13.1 âèìið ïiäïðîñòîðó X = ker(α) äîðiâíþ¹
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−→u 0

� øóêàíèé âåêòîð1. ßêùî −→v � äîâiëüíèé âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ,
òî ç ðiâíîñòi V = X ⊕X⊥ âèïëèâà¹, ùî −→v = −→x + c−→u , äëÿ äåÿêîãî
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äëÿ âñiõ −→v ∈ V . Çîêðåìà, ïðèéíÿâøè −→v = −→u −−→u ′, îòðèìó¹ìî, ùî

(−→u −−→u ′) • (−→u −−→u ′) = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî −→u = −→u ′, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî âåêòîðà −→v ∈ V âèçíà÷èìî ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë T−→v çà ôîðìóëîþ

T−→v (
−→w) = T (−→w) • −→v .

Çà òåîðåìîþ 1.13.2 iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð −→v ∗ ∈ V òàêèé, ùî

T−→v (
−→w) = −→v ∗ • −→w .

Îçíà÷åííÿ 1.13.3

Ïåðåòâîðåííÿ T ∗ : V → V , îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

T ∗(−→v ) = −→v ∗

íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T : V → V .
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Ëåìà 1.13.4
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äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■

Ëåìà 1.13.5

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó,
îòðèìó¹ìî, ùî

−→u • T ∗(a−→v +b−→w) = T (−→u ) • (a−→v +b−→w) = aT (−→u ) • −→v +b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v )+b−→u • T ∗(−→w) = −→u • (aT ∗(−→v ))+−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (aT ∗(−→v )+b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V , òî ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (aT ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),
à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. ■
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Ëåìà 1.13.4

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi
äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),
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T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Ìîæíà äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå

Ëåìà 1.13.7

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V , òî T ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.13.7 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî
−→v • T (−→w) = T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.6

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî
T = T ∗.

Ç ëåìè 1.13.4 âèïëèâà¹, ÿêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V ¹
ñàìîñïðÿæåíèì, òî

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Ìîæíà äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå

Ëåìà 1.13.7

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V , òî T ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.13.7 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî
−→v • T (−→w) = T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.6

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî
T = T ∗.

Ç ëåìè 1.13.4 âèïëèâà¹, ÿêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V ¹
ñàìîñïðÿæåíèì, òî

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Ìîæíà äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå

Ëåìà 1.13.7

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V , òî T ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.13.7 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî
−→v • T (−→w) = T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.6

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî
T = T ∗.

Ç ëåìè 1.13.4 âèïëèâà¹, ÿêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V ¹
ñàìîñïðÿæåíèì, òî

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Ìîæíà äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå

Ëåìà 1.13.7

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V , òî T ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.13.7 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî
−→v • T (−→w) = T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.6

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî
T = T ∗.

Ç ëåìè 1.13.4 âèïëèâà¹, ÿêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V ¹
ñàìîñïðÿæåíèì, òî

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Ìîæíà äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå

Ëåìà 1.13.7

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V , òî T ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.13.7 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî
−→v • T (−→w) = T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.8

Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹
åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T

∗(−→u i) • −→u j , âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j = −→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,
çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. ■

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.13.9

Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ.
Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü
ñèìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè
òåîðåìè 1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ
êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â
öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi
çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ
íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10

Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T íà
êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T i −→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u •−→u )=λ−→u •−→u=T (−→u )•−→u=−→u •T ∗(−→u )=−→u •T (−→u )=−→u •λ−→u=λ(−→u •−→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn
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(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ëåìà 1.13.11

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñíîìó
n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi
(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ,
òâåðäæåííÿ (1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn

i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i
T (−→v ) = µ−→v äëÿ λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u • −→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà
−→v îðòîãîíàëüíi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.12 (ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Òâåðäæåííÿ
òåîðåìè î÷åâèäíå ó âèïàäêó n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âèìiðó n− 1, n > 1. Ðåøòó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ó äâà åòàïè.

Ïî-ïåðøå, íàì íåîáõiäíî çíàòè, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T íàñïðàâäi ìà¹
ïðèíàéìíi îäíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ. Öå áóëî äîâåäåíî â ëåìi
1.13.11(1). Íåõàé −→v � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.12 (ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Òâåðäæåííÿ
òåîðåìè î÷åâèäíå ó âèïàäêó n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âèìiðó n− 1, n > 1. Ðåøòó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ó äâà åòàïè.

Ïî-ïåðøå, íàì íåîáõiäíî çíàòè, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T íàñïðàâäi ìà¹
ïðèíàéìíi îäíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ. Öå áóëî äîâåäåíî â ëåìi
1.13.11(1). Íåõàé −→v � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.12 (ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Òâåðäæåííÿ
òåîðåìè î÷åâèäíå ó âèïàäêó n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âèìiðó n− 1, n > 1. Ðåøòó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ó äâà åòàïè.

Ïî-ïåðøå, íàì íåîáõiäíî çíàòè, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T íàñïðàâäi ìà¹
ïðèíàéìíi îäíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ. Öå áóëî äîâåäåíî â ëåìi
1.13.11(1). Íåõàé −→v � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.12 (ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Òâåðäæåííÿ
òåîðåìè î÷åâèäíå ó âèïàäêó n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âèìiðó n− 1, n > 1. Ðåøòó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ó äâà åòàïè.

Ïî-ïåðøå, íàì íåîáõiäíî çíàòè, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T íàñïðàâäi ìà¹
ïðèíàéìíi îäíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ. Öå áóëî äîâåäåíî â ëåìi
1.13.11(1). Íåõàé −→v � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.
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1.13.11(1). Íåõàé −→v � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 1.13.12 (ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Òâåðäæåííÿ
òåîðåìè î÷åâèäíå ó âèïàäêó n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âèìiðó n− 1, n > 1. Ðåøòó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ó äâà åòàïè.

Ïî-ïåðøå, íàì íåîáõiäíî çíàòè, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T íàñïðàâäi ìà¹
ïðèíàéìíi îäíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ. Öå áóëî äîâåäåíî â ëåìi
1.13.11(1). Íåõàé −→v � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.
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Òåîðåìà 1.13.12 (ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)
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âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.
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.
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äðóãèé êðîê, ùîá âèêîðèñòàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá
äîâåñòè, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ W⊥ ïiäïðîñòîðó W =

〈−→v 〉
=

〈−→u 1

〉
¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ÿêùî −→w ∈ W⊥, òî

−→v • T (−→w) = −→v • T ∗(−→w) = T (−→v ) • −→w = λ−→v • −→w = 0,

à îòæå, T (−→w) ∈ W⊥. Î÷åâèäíî, çâóæåííÿ S = T |W⊥ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì
ïåðåòâîðåííÿì (n− 1)-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó W⊥. Çàñòîñóâàâøè
ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ −→u 2,

−→u 3, . . . ,
−→u n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W⊥, ùî ¹

âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S (à îòæå, i äëÿ ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ). Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n ¹ øóêàíèìè, à öå

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.12 ¹

Òåîðåìà 1.13.13

ßêùî A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ îðòîãîíàëüíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ P äóæå ïðîñòî: ñòîâïöÿìè ìàòðèöi P
áóäóòü âåêòîðè, ÿêi óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöi A. ■
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Äðóãèé êðîê, ùîá âèêîðèñòàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá
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〉
¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T äiéñíîãî
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−→v • T (−→w) = −→v • T ∗(−→w) = T (−→v ) • −→w = λ−→v • −→w = 0,

à îòæå, T (−→w) ∈ W⊥. Î÷åâèäíî, çâóæåííÿ S = T |W⊥ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì
ïåðåòâîðåííÿì (n− 1)-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó W⊥. Çàñòîñóâàâøè
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âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S (à îòæå, i äëÿ ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ). Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n ¹ øóêàíèìè, à öå

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.12 ¹

Òåîðåìà 1.13.13

ßêùî A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ îðòîãîíàëüíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ P äóæå ïðîñòî: ñòîâïöÿìè ìàòðèöi P
áóäóòü âåêòîðè, ÿêi óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöi A. ■
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Äðóãèé êðîê, ùîá âèêîðèñòàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá
äîâåñòè, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ W⊥ ïiäïðîñòîðó W =

〈−→v 〉
=

〈−→u 1

〉
¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ÿêùî −→w ∈ W⊥, òî

−→v • T (−→w) = −→v • T ∗(−→w) = T (−→v ) • −→w = λ−→v • −→w = 0,

à îòæå, T (−→w) ∈ W⊥. Î÷åâèäíî, çâóæåííÿ S = T |W⊥ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì
ïåðåòâîðåííÿì (n− 1)-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó W⊥. Çàñòîñóâàâøè
ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ −→u 2,

−→u 3, . . . ,
−→u n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W⊥, ùî ¹

âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S (à îòæå, i äëÿ ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ). Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n ¹ øóêàíèìè, à öå

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.12 ¹

Òåîðåìà 1.13.13

ßêùî A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ îðòîãîíàëüíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ P äóæå ïðîñòî: ñòîâïöÿìè ìàòðèöi P
áóäóòü âåêòîðè, ÿêi óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöi A. ■
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âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S (à îòæå, i äëÿ ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ). Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n ¹ øóêàíèìè, à öå

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.12 ¹

Òåîðåìà 1.13.13
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äîâåñòè, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ W⊥ ïiäïðîñòîðó W =

〈−→v 〉
=

〈−→u 1

〉
¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T äiéñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ÿêùî −→w ∈ W⊥, òî

−→v • T (−→w) = −→v • T ∗(−→w) = T (−→v ) • −→w = λ−→v • −→w = 0,

à îòæå, T (−→w) ∈ W⊥. Î÷åâèäíî, çâóæåííÿ S = T |W⊥ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì
ïåðåòâîðåííÿì (n− 1)-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó W⊥. Çàñòîñóâàâøè
ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ −→u 2,

−→u 3, . . . ,
−→u n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W⊥, ùî ¹

âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S (à îòæå, i äëÿ ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ T ). Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n ¹ øóêàíèìè, à öå

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.12 ¹

Òåîðåìà 1.13.13

ßêùî A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ îðòîãîíàëüíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ P äóæå ïðîñòî: ñòîâïöÿìè ìàòðèöi P
áóäóòü âåêòîðè, ÿêi óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöi A. ■
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 1.13.13 äà¹ ëèøå äîñòàòíi óìîâè, ùîá ìàòðèöÿ
áóëà ïîäiáíîþ äî äiàãîíàëüíî¨. Íåñèìåòðè÷íi ìàòðèöi òàêîæ ìîæóòü áóòè
ïîäiáíèìè äî äiàãîíàëüíèõ.
Ó òåîðåìi 1.13.13 êiëüêiñòü s äîäàòíèõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi D
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ A. Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
äiàãîíàëü ìàòðèöi D ìà¹ ñïî÷àòêó s äîäàòíèõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ, çà
ÿêèìè éäóòü r − s âiä'¹ìíi åëåìåíòè, à ïîòiì n− r � íóëiâ.

Ïðèêëàä 1.13.14

Íåõàé

A =

(
2 −1
−1 2

)
.

Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá P−1AP áóëà äiàãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

Ðîçâ'ÿçîê. Ââàæàòèìåìî, ùî A ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2. Òîäi êîðåíÿìè õàðàêòåðíîãî ìíîãî÷ëåíà

det(tI2 −A) =

∣∣∣∣t− 2 1
1 t− 2

∣∣∣∣ = (t− 2)2 − 1 = t2 − 4t+ 3

¹ t1 = 1 i t2 = 3, ÿêi ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T .
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2 −1
−1 2

)
.
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∣∣∣∣t− 2 1
1 t− 2
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x y
)
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i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü
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Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè
ðiâíÿííÿ (

x y
)
(1 · I2 −A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 −A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè
âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî.
Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,

1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24
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ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P=


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 i P−1=− 1 ·

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 ·A · P =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 ·
(

2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 =

(
1 0
0 3

)
.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P=


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 i P−1=− 1 ·

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 ·A · P =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 ·
(

2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 =

(
1 0
0 3

)
.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P=


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 i P−1=− 1 ·

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 ·A · P =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 ·
(

2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 =

(
1 0
0 3

)
.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P=


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 i P−1=− 1 ·

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 ·A · P =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 ·
(

2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 =

(
1 0
0 3

)
.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P=


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 i P−1=− 1 ·

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 ·A · P =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 ·
(

2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 =

(
1 0
0 3

)
.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P=


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 i P−1=− 1 ·

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 ·A · P =


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 ·
(

2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

 =

(
1 0
0 3

)
.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ïðèêëàä 1.13.15

Íåõàé

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá P−1AP áóëà äiàãîíàëüíîþ
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∣∣∣∣∣∣
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−1 −1 t− 2

∣∣∣∣∣∣ =
= (t− 2)3 − 1− 1− (t− 2)− (t− 2)− (t− 2) =

= t3 − 6t2 + 12t− 8− 2− 3t+ 6 =

= (t− 1)2(t− 4)

¹ t1,2 = 1 i t3 = 4, ÿêi ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T .
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3
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3
,
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
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Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
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Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 24



Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Îçíà÷åííÿ 1.13.16

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì,
ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Òåîðåìà 1.13.17 (ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîðìàëüíîãî
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)

Íåõàé T � íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî
T (−→u i) = λi

−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18

ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíiòàðíà
ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó
êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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Äÿêóþ çà óâàãó!

Äÿêóþ çà óâàãó!
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