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Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 1.9.1

Ïiäìíîæèíà X ó n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn íàçèâà¹òüñÿ
îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê p, q ∈ X âiäðiçîê [p, q] ïîâíiñòþ
ìiñòèòüñÿ â X, à â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ
íåîïóêëîþ.

Ïðèêëàäè îïóêëèõ òà íåîïóêëèõ ìíîæèí ó 2-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði R2 íàâåäåíi íà ðèñ. (a) i (b), âiäïîâiäíî.

(a) (b)
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Îïóêëi ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè ïîäiáíå äî îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè
ìíîæèíè. Öå ïiäòâåðäæóþòü òàêi äâà ôàêòè. Ïî-ïåðøå, îñêiëüêè êîæåí
n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið Rn îïóêëèé, òî ìè íiêîëè íå îòðèìó¹ìî
ïîðîæíüîãî ïåðåòèíó. Ïî-äðóãå, çà òâåðäæåííÿì 1.9.2(iii) îïóêëi îáîëîíêè
íàñïðàâäi ¹ îïóêëèìè ìíîæèíàìè. Òàêîæ, ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî conv(X)
ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié îïóêëié ìíîæèíi, ÿêà ìiñòèòü X, i ñàìå òîìó ¨¨
íàçèâàþòü �íàéìåíøîþ� òàêîþ ìíîæèíîþ (äèâ. ðèñ.)

Òâåðäæåííÿ 1.9.4

ßêùî X � îïóêëà ïiäìíîæèíà â Rn, òî conv(X) = X.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1.9.4 çàëèøà¹ìî ñëóõà÷åâi ÿê âïðàâó.
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íàçèâàòè ñàì n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið Rn îïóêëèì ëiíiéíèì
ìíîãîãðàííèêîì. Îïóêëèé ëiíiéíèé ìíîãîãðàííèê � öå îêðåìèé âèïàäîê
ëiíiéíîãî ìíîãîãðàííèêà, ÿêèé áóäå âèçíà÷åíî ïiçíiøå. Âèãëÿäà¹ ïðèðîäíî
äàâàòè òóò îçíà÷åííÿ äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî ïåðåòèí íàïiâïëîùèí óòâîðþ¹
áàãàòî öiêàâèõ i äîñèòü çàãàëüíèõ ìíîæèí, i îäíî÷àñíî äîâîäèòü, ùî öi ìíîæèíè
îïóêëi (äèâ. ðèñ.).
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ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
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Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20



Îïóêëi ìíîæèíè

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6

Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíîãî íàáîðó òî÷îê
v0,v1, . . . ,vk â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk

íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñòî ïèøóòü σk, ùîá
ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íåâàæëèâèé, òî
σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
{w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj

íàçèâà¹òüñÿ j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó
ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå
âæèâàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 20
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σ0 = v0 − òî÷êà
σ1 = v0v1 − âiäðiçîê âiä òî÷êè v0 äî òî÷êè v1

σ2 = v0v1v2 − ïîâíiñòþ âåñü òðèêóòíèê
σ3 = v0v1v2v3 − ïîâíiñòþ âåñü òåòðàåäð

Çâåðíiòü óâàãó íà òå, ùî 2-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið R2 íå ìiñòèòü
æîäíîãî òðèâèìiðíîãî ñèìïëåêñó. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, n-âèìiðíèé
åâêëiäîâèé ïðîñòið Rn íå ìiñòèòü áiëüøèõ çà n-âèìiðíi ñèìïëåêñè,
îñêiëüêè íåìîæëèâî çíàéòè j ëiíiéíî íåçàëåæíèõ òî÷îê ó Rn ïðè
j > n+ 1. Êðiì òîãî, ñèìïëåêñ çàëåæèòü ëèøå âiä ìíîæèíè âåðøèí, à íå
âiä ¨õíüîãî ïîðÿäêó çàïèñó. Íàïðèêëàä, v0v1 = v1v0.
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Îïóêëi ìíîæèíè

k-ñèìïëåêñè � öå íàéïðîñòiøèé âèä áóäiâåëüíèõ áëîêiâ äëÿ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ, ùî íàçèâàþòüñÿ ñèìïëiöèàëüíèìè êîìïëåêñàìè, ÿêi áóäóòü
âèçíà÷åíi ïiçíiøå, i âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â àëãåáðà¨÷íié òîïîëîãi¨.
Âîíè ìàþòü òåõíi÷íi ïåðåâàãè ïåðåä iíøèìè ôiãóðàìè ðåãóëÿðíî¨ ôîðìè,
çîêðåìà òàêèìè ÿê êóáè. Çîêðåìà, ¨õ òî÷êè ìàþòü ãàðíå çîáðàæåííÿ, ÿê
ìè öå íåçàáàðîì äîâåäåìî â òåîðåìi 1.9.9.

Ëåìà 1.9.7

(i) Ìíîæèíà aff({v0,v1, . . . ,vk}) ñêëàäàþòüñÿ ç òî÷îê w, ÿêi ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w =
k∑

i=0

aivi, äå

k∑
i=0

ai = 1. (1)

(ii) Ìíîæèíà conv({v0,v1, . . . ,vk}) ñêëàäàþòüñÿ ç òî÷îê w, ÿêi ìîæíà
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Îïóêëi ìíîæèíè

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (ii) ïîêëàäåìî

S =
{ k∑

i=0

aivi : a0, a1, . . . , ak ∈ [0, 1] i

k∑
i=0

ai = 1
}
.

Íàì òðåáà äîâåñòè, ùî S ¹ íàéìåíøà îïóêëà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü
ìíîæèíó òî÷îê {v0,v1, . . . ,vk}. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî S � îïóêëà
ìíîæèíà. Ðîçãëÿíåìî äâi òî÷êè

w =

k∑
i=0

aivi i w′ =
k∑

i=0

bivi

â S i íåõàé t ∈ [0, 1]. Òîäi

p = tw + (1− t)w′ = t ·

(
k∑

i=0

aivi

)
+ (1− t) ·

(
k∑

i=0

bivi

)
=

=
k∑

i=0

(tai + (1− t)bi)vi.

Î÷åâèäíî, ùî 0 ⩽ tai + (1− t)bi äëÿ âñiõ i = 0, 1, . . . , k. Êðiì òîãî,
k∑

i=0

(tai + (1− t)bi) = t ·

(
k∑

i=0

ai

)
+ (1− t)

(
k∑

i=0

bi

)
= t · 1 + (1− t) · 1 = 1

Öå òàêîæ äîâîäèòü, ùî tai + (1− t)bi ⩽ 1 äëÿ âñiõ i = 0, 1, . . . , k. Îòæå,
òî÷êà p íàëåæèòü ìíîæèíi S, çâiäêè âèïëèâà¹ îïóêëiñòü ìíîæèíè S,
îñêiëüêè p ¹ òèïîâîþ òî÷êîþ íà âiäðiçêó âiä òî÷êè w äî òî÷êè w′.
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Îïóêëi ìíîæèíè

Ïîçàÿê òî÷êà v0 íàëåæèòü ìíîæèíi C, òî òî÷êà
w = a0v0 + (1− a0)u

òàêîæ íàëåæèòü ìíîæèíi C. Îòîæ,
S = conv({v0,v1, . . . ,vk}),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèñëîâëåííÿ (ii). ■
Öiêàâèì íàñëiäêîì ëåìè 1.9.7(i) ¹ òå, ùî âîíà äà¹ íàì îäíîðiäíèé ñïîñiá
âèçíà÷åííÿ ïëîùèíè. Ìè ìîãëè á âèçíà÷èòè k-âèìiðíó ïëîùèíó ÿê
ìíîæèíó, âèçíà÷åíó (k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíîþ òî÷êîþ v0,v1, . . . ,vk, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1)

w =
k∑

i=0

aivi, äå

k∑
i=0

ai = 1 (1)

çàìiñòü òîãî îçíà÷åííÿ, ÿêå ìè ôîðìóëþâàëè ðàíiøå, ùî ñòîñó¹òüñÿ òî÷êè
òà áàçèñó.
Ëåìà 1.9.7(ii) ìîòèâó¹ òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.9.8

Âèðàç âèãëÿäó
k∑

i=0

aivi, äå a0, a1, . . . , ak ∈ [0, 1] i

k∑
i=0

ai = 1,

i äå v0,v1, . . . ,vk � äîâiëüíi îá'¹êòè, äëÿ ÿêèõ âèðàç ìà¹ ñåíñ,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ êîìáiíàöi¹þ öèõ îá'¹êòiâ v0,v1, . . . ,vk.
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Âèðàç âèãëÿäó
k∑

i=0

aivi, äå a0, a1, . . . , ak ∈ [0, 1] i

k∑
i=0

ai = 1,

i äå v0,v1, . . . ,vk � äîâiëüíi îá'¹êòè, äëÿ ÿêèõ âèðàç ìà¹ ñåíñ,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ êîìáiíàöi¹þ öèõ îá'¹êòiâ v0,v1, . . . ,vk.
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Îïóêëi ìíîæèíè

Ïîçàÿê òî÷êà v0 íàëåæèòü ìíîæèíi C, òî òî÷êà
w = a0v0 + (1− a0)u

òàêîæ íàëåæèòü ìíîæèíi C. Îòîæ,
S = conv({v0,v1, . . . ,vk}),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèñëîâëåííÿ (ii). ■
Öiêàâèì íàñëiäêîì ëåìè 1.9.7(i) ¹ òå, ùî âîíà äà¹ íàì îäíîðiäíèé ñïîñiá
âèçíà÷åííÿ ïëîùèíè. Ìè ìîãëè á âèçíà÷èòè k-âèìiðíó ïëîùèíó ÿê
ìíîæèíó, âèçíà÷åíó (k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíîþ òî÷êîþ v0,v1, . . . ,vk, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1)
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k∑

i=0

aivi, äå

k∑
i=0

ai = 1 (1)

çàìiñòü òîãî îçíà÷åííÿ, ÿêå ìè ôîðìóëþâàëè ðàíiøå, ùî ñòîñó¹òüñÿ òî÷êè
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çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1)
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çàìiñòü òîãî îçíà÷åííÿ, ÿêå ìè ôîðìóëþâàëè ðàíiøå, ùî ñòîñó¹òüñÿ òî÷êè
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Îïóêëi ìíîæèíè
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çàìiñòü òîãî îçíà÷åííÿ, ÿêå ìè ôîðìóëþâàëè ðàíiøå, ùî ñòîñó¹òüñÿ òî÷êè
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Îïóêëi ìíîæèíè

Ïîçàÿê òî÷êà v0 íàëåæèòü ìíîæèíi C, òî òî÷êà
w = a0v0 + (1− a0)u

òàêîæ íàëåæèòü ìíîæèíi C. Îòîæ,
S = conv({v0,v1, . . . ,vk}),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèñëîâëåííÿ (ii). ■
Öiêàâèì íàñëiäêîì ëåìè 1.9.7(i) ¹ òå, ùî âîíà äà¹ íàì îäíîðiäíèé ñïîñiá
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ai = 1 (1)
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òà áàçèñó.
Ëåìà 1.9.7(ii) ìîòèâó¹ òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.9.8
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k∑
i=0
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9

Íåõàé v0,v1, . . . ,vk � (k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíà òî÷êà. Òîäi:

(i) êîæíó òî÷êó w ∈ aff({v0,v1, . . . ,vk}) ìîæíà çàïèñàòè ¹äèíèì ÷èíîì
ó âèãëÿäi

w =

k∑
i=0

aivi, äå

k∑
i=0

ai = 1;

(ii) êîæíó òî÷êó w ñèìïëåêñà σ = v0v1 · · ·vk ìîæíà çàïèñàòè ¹äèíèì
÷èíîì ó âèãëÿäi

w =
k∑

i=0

aivi, äå ai ∈ [0, 1] i

k∑
i=0

ai = 1.

Äîâåäåííÿ. Ëåìà 1.9.7 ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà òî÷êà w ìà¹ çîáðàæåííÿ, ÿê
ïîêàçàíî â (i) òà (ii). Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî öå çîáðàæåííÿ ¹äèíå.
Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî äâà çîáðàæåííÿ òî÷êè w âèãëÿäó

w =

k∑
i=0

aivi =

k∑
i=0

a′
ivi.
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9

Íåõàé v0,v1, . . . ,vk � (k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíà òî÷êà. Òîäi:
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w =

k∑
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w =
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Äîâåäåííÿ. Ëåìà 1.9.7 ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà òî÷êà w ìà¹ çîáðàæåííÿ, ÿê
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ivi.
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9

Íåõàé v0,v1, . . . ,vk � (k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíà òî÷êà. Òîäi:
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(ii) êîæíó òî÷êó w ñèìïëåêñà σ = v0v1 · · ·vk ìîæíà çàïèñàòè ¹äèíèì
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Îïóêëi ìíîæèíè
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9
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Îïóêëi ìíîæèíè
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(i) êîæíó òî÷êó w ∈ aff({v0,v1, . . . ,vk}) ìîæíà çàïèñàòè ¹äèíèì ÷èíîì
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aivi, äå

k∑
i=0

ai = 1;
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9
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i
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i
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k∑
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(
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i

)
v0 =

=

k∑
i=0

(
ai − a′

i

)
(vi − v0) =
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k∑

i=1

(
ai − a′

i

)
(vi − v0) .

Ïåðåäîñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
k∑

i=0

(
ai − a′

i

)
=

k∑
i=0

ai −
k∑

i=0

a′
i = 1− 1 = 0.

Àëå æ âåêòîðè v1 − v0,v2 − v0, . . . ,vk − v0 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à
îòæå, a1 = a′

1, a2 = a′
2, . . . , ak = a′

k, ùî òàêîæ îçíà÷à¹, ùî a0 = a′
0. Öå

äîâîäèòü, ùî çîáðàæåííÿ äëÿ òî÷êè w ¹äèíå.
Iíøó ÷àñòèíó (ii) çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó. ■
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äëÿ a0, a1 òà a2. Îñêiëüêè a2 = 1− a0 − a1, òî íàì íàñïðàâäi äîâåäåòüñÿ
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Îïóêëi ìíîæèíè

Òåîðåìà 1.9.9 ñòâåðäæó¹, ùî áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè ¹ ùå îäíèì
ñïîñîáîì ïàðàìåòðèçàöi¨ òî÷îê, i ñàìå òîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêà
òåðìiíîëîãiÿ. Âîíè ¹ ñâîãî ðîäó çâàæåíîþ ñóìîþ òà äóæå êîðèñíi â
çàäà÷àõ, ùî ñòîñóþòüñÿ îïóêëèõ ìíîæèí. Ó áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ
òî÷êà w â îçíà÷åííi áóäå ïðåäñòàâëåíà âïîðÿäêîâàíèì íàáîðîì
(a0, a1, . . . , ak). Áàðèöåíòð ìàâ áè çîáðàæåííÿ(

1
k+1

, 1
k+1

, . . . , 1
k+1

)
.

Áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè äàþòü iíôîðìàöiþ ïðî ñïiââiäíîøåííÿ îá'¹ìiâ
(àáî ïëîù ó âèìiði 2). Ðîçãëÿíåìî ñèìïëåêñ σ = v0v1 · · ·vk i òî÷êó w â
íüîìó. Íåõàé (a0, a1, . . . , ak) � áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè w. Íåõàé
∆ � îá'¹ì ñèìïëåêñà σ, à ∆i � îá'¹ì ñèìïëåêñà ç âåðøèíàìè
v0,v1, . . . ,vi−1,w,vi+1, . . . ,vk (äèâ. ðèñ.).
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iíäóêîâàíèì âiäîáðàæåííÿì âåðøèí f .

Äàëi â ëåêöiÿõ ìè ïîáà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì
ñàìå òîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ñèìïëiöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì

ìiæ ñèìïëiöiàëüíèìè êîìïëåêñàìè òà |f | � iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ íà
¨õíi áàçîâi ïðîñòîðè. Îñíîâíèé ìîìåíò, íà ÿêèé ñëiä çâåðíóòè óâàãó,
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ f âåðøèí iíäóêó¹ âiäîáðàæåííÿ |f | íà
âåñü ñèìïëåêñ. (Öå äóæå ñõîæå íà òå, ÿê âiäîáðàæåííÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði iíäóêó¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
âñüîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó). Öå äà¹ íàì ïðîñòèé àáñòðàêòíèé ñïîñiá
âèçíà÷åííÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ìiæ ñèìïëåêñàìè, õî÷à ôîðìóëà äëÿ
öüîãî âiäîáðàæåííÿ â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ íå òàêà âæå é ïðîñòà.
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Äÿêóþ çà óâàãó!

Äÿêóþ çà óâàãó!
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