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Ïëîùèíè

Äàëi ìè âèçíà÷èìî ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè áiëüø âèñîêèõ âèìiðiâ åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó. Áåçóìîâíî, ùî âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði Rn ïîâèííi áóòè òàêèìè ïðîñòîðàìè, àëå �çñóâè� öèõ ïðîñòîðiâ
òàêîæ ïîâèííi âðàõîâóâàòèñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7.1

Äîâiëüíà ïiäìíîæèíà X n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn âèãëÿäó

X =
{
p+ t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}
, (1)

äå p � ôiêñîâàíà òî÷êà i −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v k � ôiêñîâàíi ëiíiéíî íåçàëåæíi
âåêòîðè â Rn, íàçèâà¹òüñÿ k-âèìiðíîþ ïëîùèíîþ (ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó p). ×èñëî k íàçèâà¹òüñÿ âèìiðîì ïëîùèíè X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
dimX. Âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k íàçèâàþòüñÿ áàçîþ ïëîùèíè X.

Çðîçóìiëî, ùî àëüòåðíàòèâíèì îçíà÷åííÿì k-âèìiðíî¨ ïëîùèíè, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó p, ìîæíà áóëî á íàçâàòè äîâiëüíó ìíîæèíó X
âèãëÿäó

X =
{−→p +−→v | −→v ∈ V

}
, (2)

äå V � k-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïiäïðîñòið â Rn. Êðiì òîãî, ïiäïðîñòið V
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòîðîì X.
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Ïëîùèíè
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Ïëîùèíè

Îñîáëèâî öiêàâèìè ¹ (n− 1)-âèìiðíi ïëîùèíè â Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.7.2

Äîâiëüíà ïiäìíîæèíà X â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn âèãëÿäó

X =
{−→p | −→n • −→p = d

}
, (3)

äå −→n � ôiêñîâàíèé íåíóëüîâèé âåêòîð ó Rn i d � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî,
íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ.

Çàóâàæèìî, ÿêùî −→n = (a1, a2, . . . , an) i
−→p = (x1, x2, . . . , xn) ó Rn, òî

ðiâíiñòü (3) åêâiâàëåíòíà çâè÷àéíié ôîðìi

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d (4)

ðiâíÿííÿ äëÿ ãiïåðïëîùèíè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ÿêùî âåêòîð −→p 0 íàëåæèòü
äî ãiïåðïëîùèíè, òî çà îçíà÷åííÿì d = −→n • −→p 0 i ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè
ðiâíÿííÿ äëÿ ãiïåðïëîùèíè ó âèãëÿäi

−→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0. (5)

Ðiâíiñòü (3) ñòâåðäæó¹, ùî ãiïåðïëîùèíà X ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ òî÷îê −→p
ç âëàñòèâiñòþ, ùî âåêòîð −→p −−→p 0 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî âåêòîðà −→n ó
n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn (äèâ. ðèñ.).
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Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

−→p

−→p 0

n

X

Îçíà÷åííÿ 1.7.3

Ðiâíÿííÿ (5) −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0 (5)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó âèãëÿäi

âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (3)
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (3)

àáî (4)
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d. (4)

Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè

Ïðèêëàä 1.7.4
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íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî öi¹¨ ãiïåðïëîùèíè.
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�ãiïåðïëîùèíà�.
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Ïëîùèíè

Òâåðäæåííÿ 1.7.5

(1) Ãiïåðïëîùèíà X ó Rn ¹ (n− 1)-âèìiðíîþ ïëîùèíîþ. ßêùî
ãiïåðïëîùèíà X âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì −→n • −→p = d, òî êîæíà áàçà
äëÿ âåêòîðíîãî ïiäïðîñòîðó

K =
{
p ∈ Rn | −→n • −→p = 0

}
¹ áàçîþ äëÿ X.

(2) Íàâïàêè, êîæíà (n− 1)-âèìiðíà ïëîùèíà â Rn ¹ ãiïåðïëîùèíîþ.

Äîâåäåííÿ. (1) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî K ¹ âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
Rn. Öå ìîæíà çðîáèòè àáî ïðÿìèì äîâåäåííÿì, àáî æ íàñïðàâäi öå
âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî K � ÿäðî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

T : Rn → R,
îçíà÷åíîãî çà ôîðìóëîþ

T (−→p ) = −→n • −→p .
Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 1.2.43 âèïëèâà¹, ùî K ¹ (n− 1)-âèìiðíèì
âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì ó Rn.

Òåîðåìà 1.2.43

ßêùî T : V → W � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V i W íàä ïîëåì k, òî

ÿäðî òà îáðàç âiäîáðàæåííÿ T ¹ âåêòîðíèìè ïiäïðîñòîðàìè âåêòîðíèì ïðîñòîðiâ V i W ,

âiäïîâiäíî. Áiëüøå òîãî,

dimV = dim im(T ) + dimker(T ).
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Ïëîùèíè

ßêùî p0 � äîâiëüíà òî÷êà ãiïåðïëîùèíè X, òî íåâàæêî äîâåñòè òàêó
ðiâíiñòü

X =
{−→p 0 +

−→q | −→q ∈ K
}
,

çâiäêè âèïëèâà¹ ïåðøå òâåðäæåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî −→x ∈ X, òî−→n • −→x = d,

i îñêiëüêè −→p 0 ∈ X, òî àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî−→n • −→p 0 = d.

Îòæå, −→n • −→x −−→n • −→p 0 = −→n •
(−→x −−→p 0

)
= d− d = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî −→q = −→x −−→p 0 ∈ K. Íàâïàêè, íåõàé −→x ∈ K. Îñêiëüêè
p0 ∈ X, òî −→n • −→p 0 = d.

Òîäi −→n •
(−→x +−→p 0

)
= −→n • −→x +−→n • −→p 0 = 0 + d = d,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî −→x +−→p 0 ∈ X.
Âèñëîâëåííÿ (2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.6.10. ■

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n − k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n − k

}
.
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Ïëîùèíè

Ïðèêëàä 1.7.6

Çíàéäiòü áàçó äëÿ ãiïåðïëîùèíè X â R3, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
2x+ y − 3z = 6.

Ðîçâ'ÿçîê. Áóäå äâà âåêòîðà −→v 1 i −→v 2 â íàøié áàçi. Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ
òâåðäæåííÿì 1.7.5(1). Âåêòîð −→n = (2, 1,−3) ¹ íîðìàëüíèì äî íàøî¨
ïëîùèíè. Òàêèì ÷èíîì, çíàéòè âåêòîðè −→v 1 i −→v 2 ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî
çíàéòè áàçó äëÿ ÿäðà K ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

−→p 7→ −→n • −→p .

Áåçïîñåðåäíié ïiäõiä ïîëÿãà¹ ó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ −→n • −→p = 0, òîáòî
ðiâíÿííÿ

2x+ y − 3z = 0,

äëÿ äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ −→v 1 i −→v 2. ßê âàðiàíò, îá÷èñëèìî òðè
íåêîëiíåàðíi òî÷êè p0,p1,p2 ∈ X i ïîêëàäåìî −→v 1 = −−→p0p1 i −→v 2 = −−→p0p2.
Äëÿ ïðèêëàäó âiçüìåìî p0 = (1, 1,−1), p1 = (3, 0, 0) i p2 = (0, 6, 0), òî ç
íèõ îòðèìó¹ìî −→v 1 = (2,−1, 1) i −→v 2 = (−1, 5, 1). Çà ïîáóäîâîþ öi âåêòîðè
−→v 1 òà −→v 2, òàêîæ áóäóòü áàçîþ äëÿ ÿäðà K. Ïåðøèé ïiäõiä, ÿêèé
ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ ëèøå äëÿ äâîõ òî÷îê, à íå ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ 2x+ y − 3z = 6 äëÿ òðüîõ òî÷îê ¹ î÷åâèäíî ïðîñòiøèì. Îäíàê, â
iíøèõ çàäà÷àõ ïëîùèíó íå ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿì. ■
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äëÿ äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ −→v 1 i −→v 2. ßê âàðiàíò, îá÷èñëèìî òðè
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ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ ëèøå äëÿ äâîõ òî÷îê, à íå ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ 2x+ y − 3z = 6 äëÿ òðüîõ òî÷îê ¹ î÷åâèäíî ïðîñòiøèì. Îäíàê, â
iíøèõ çàäà÷àõ ïëîùèíó íå ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿì. ■
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Ïëîùèíè

Ó ïðèêëàäi 1.7.6 ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà çíàéòè áàçó äëÿ ïëîùèíè, ÿêùî â íié
âiäîìi äåÿêi òî÷êè. Ïèòàííÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ ãiïåðïëîùèí, ïîëÿãà¹ ó òîìó,
ùîá çíàéòè äëÿ íüîãî ðiâíÿííÿ ç óðàõóâàííÿì äåÿêèõ òî÷îê. Äëÿ âiäïîâiäi
íà öå çàïèòàííÿ â R3 ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ âåêòîðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.7.7

Íåõàé −→v ,−→w ∈ R3. Îçíà÷èìî âåêòîðíèé äîáóòîê −→v ×−→w ∈ R3 çà ôîðìóëîþ
−→v ×−→w = (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1) , (6)

äå −→v = (v1, v2, v3) i
−→w = (w1, w2, w3).

Äëÿ çàïàì'ÿòîâóâàííÿ ôîðìóëà (6) ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ. Íàñòóïíà
ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ áiëüø ïðîñòiøèé âàðiàíò äëÿ îá÷èñëåííÿ
âåêòîðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ

−→v ×−→w =
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âåêòîðíîãî äîáóòêó −→v ×−→w .
Ìè ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé äîáóòîê i éîãî âëàñòèâîñòi áiëüø äåòàëüíî
ïiçíiøå. Çàðàç ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëèøå òèì, ùî âåêòîðíèé äîáóòîê äâîõ
âåêòîðiâ öå � âåêòîð, ÿêèé îðòîãîíàëüíèé îáîì öèì âåêòîðàì, ùî ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ç ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó.
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Ïðèêëàä 1.7.8

Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êè p = (1, 0, 1),
q = (1, 2, 0) i r = (0, 0, 3).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìà¹ìî, ùî
−→pq = (1− 1, 2− 0, 0− 1) = (0, 2,−1),
−→pr = (0− 1, 0− 0, 3− 1) = (−1, 0, 2)
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= (4, 1, 2).
Òîäi ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó p = (1, 0, 1) i ìà¹
íîðìàëüíèé âåêòîð −→n = (4, 1, 2), ìà¹ âèãëÿä

(4, 1, 2) • ((x, y, z)− (1, 0, 1)) = 0.
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Ïëîùèíè

(4, 1, 2) • ((x, y, z)− (1, 0, 1)) = 0.

Ïðîâiâøè îá÷èñëåííÿ:

(4, 1, 2) • (x− 1, y − 0, z − 1) = 0,

4(x− 1) + 1(y − 0) + 2(z − 1) = 0,

4x− 4 + y + 2z − 2 = 0,

4x+ y + 2z − 6 = 0,

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ ïëîùèíè:

4x+ y + 2z = 6.

■
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Ïëîùèíè

ßêùî ïîðiâíþâàòè äîâiëüíi k-âèìiðíi ïëîùèíè òà ãiïåðïëîùèíè, òî
áà÷èìî, ùî ïåðøi ìàþòü ïîêè ëèøå ÷iòêå îçíà÷åííÿ ç òî÷êè çîðó
ïàðàìåòðèçàöi¨, òîäi ÿê îñòàííi òàêîæ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi íåÿâíî çà
äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è íîðìàëüíèé âåêòîð. Âëàñíå,
òåîðåìà 1.6.10 âèïðàâëÿ¹ öþ ñèòóàöiþ òà ñòâåðäæó¹, ùî äîâiëüíó
k-âèìiðíó ïëîùèíó X ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ íîðìàëüíèõ
âåêòîðiâ, à îòæå, i ðiâíÿííÿ â òàêîìó çíà÷åííi: ÿêùî p0 � äîâiëüíà òî÷êà
ïëîùèíè, òî iñíóþòü n− k îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðè −→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k

òàêi, ùî

X =
{−→p | −→n i •

(−→p −−→p 0

)
= 0 äëÿ i = 1, . . . , n− k

}
. (7)

Îçíà÷åííÿ 1.7.9

Ðiâíÿííÿ (7) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè â òî÷êîâî-íîðìàëüíîìó

âèãëÿäi.

Íîðìàëüíi âåêòîðè äëÿ ãiïåðïëîùèí íå ¹ ¹äèíèìè, îñêiëüêè áóäü-ÿêèé
íåíóëüîâèé êðàòíèé äî íîðìàëüíîãî âåêòîð âèçíà÷àòèìå òó ñàìó
ãiïåðïëîùèíó.
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i
−→n 2 • −→p = 0
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(n− 1)-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïiäïðîñòið ó Rn, à îòæå çà òåîðåìîþ 1.6.8
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âiäïîâiäíî, ïàðàëåëüíèìè. Âîíè òàêîæ ìàþòü îäíàêîâi áàçè. Öi îçíà÷åííÿ
êîðèñíî óçàãàëüíèòè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.11

Íåõàé X i Y � s- i t-âèìiðíi ïëîùèíè, âiäïîâiäíî, ç s ⩽ t. ßêùî Y ìà¹
áàçó −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v t òàêó, ùî

−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s ¹ áàçîþ äëÿ X, òî ìè
áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïëîùèíà X ¹ ïàðàëåëüíîþ äî Y i ïëîùèíà Y ¹
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Ïëîùèíè

Ëåìà 1.7.12

Ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèí äâà ïîíÿòòÿ ïàðàëåëüíîñòi ïëîùèí çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X i Y � ïàðàëåëüíi ãiïåðïëîùèíè â Rn. Òîäi âîíè
ìàþòü îäíàêîâi áàçè, à îòæå çà îçíà÷åííÿì ¹ ïàðàëåëüíèìè, ÿê
(n− 1)-âèìiðíi ïëîùèíè.
Íåõàé X i Y � ïàðàëåëüíi ãiïåðïëîùèíè â Rn, ÿê (n− 1)-âèìiðíi
ïëîùèíè. Òîäi êîæíà ç íèõ ìà¹ (n− 1)-åëåìåíòíó áàçó, i çà îçíà÷åííÿì
ïàðàëåëüíèõ (n− 1)-âèìiðíèõ ïëîùèí ¨õ áàçè çáiãàþòüñÿ, à îòæå ìàþòü
îäíàêîâå îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ â Rn, ÿêå ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
äåÿêîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà −→n . Òîäi çà ôîðìóëîþ (7)

X =
{−→p | −→n i •

(−→p −−→p 0

)
= 0 äëÿ i = 1, . . . , n− k

}
(7)

ìà¹ìî, ùî
X =

{−→p | −→n •
(−→p −−→pX

)
= 0

}
i

Y =
{−→p | −→n •

(−→p −−→p Y

)
= 0

}
äëÿ äåÿêèõ ðàäióñ-âåêòîðiâ òî÷îê −→pX ∈ X i −→p Y ∈ Y . Òîäi ãiïåðïëîùèíè
X i Y âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

−→n • −→p = d1 = −→n • −→pX i −→n • −→p = d2 = −→n • −→p Y ,

âiäïîâiäíî, à îòæå, ¹ ïàðàëåëüíèìè. ■
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(7)
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X =

{−→p | −→n •
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= 0
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Y =
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)
= 0
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Ïëîùèíè

Äàëi ìè õî÷åìî ðîçøèðèòè ïîíÿòòÿ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ òà
îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðiâ äî ïëîùèí. Íåõàé X � k-âèìiðíà
ïëîùèíà ç áàçîþ −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k. Íåõàé X0 � âåêòîðíèé ïiäïðîñòið,

ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v k, òîáòî
X0 = span

(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v k

)
.

Çàóâàæèìî, ùî X0 � öå ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò i ïàðàëåëüíà äî ïëîùèíè X.

Ëåìà 1.7.13

Ïëîùèíà X0 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçè ïëîùèíè X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
X =

{
p+ t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}
,

i
X =

{
p′ + s1

−→w1 + s2
−→w2 + . . .+ sm

−→wm | s1, s2, . . . , sm ∈ R
}
,

äå p i p′ � ôiêñîâàíi òî÷êè ïëîùèíè X, −→v 1, . . . ,
−→v k i −→w1, . . . ,

−→wm �
ôiêñîâàíi ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè â Rn. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨
òî÷êè x ∈ X iñíóþòü t1, t2, . . . , tk, s1, s2, . . . , sm ∈ R òàêi, ùî

p+ t1
−→v 1 + t2

−→v 2 + . . .+ tk
−→v k = x = p′ + s1

−→w1 + s2
−→w2 + . . .+ sm

−→wm.

Îñêiëüêè òî÷êè p i p′ âèáðàíî äîâiëüíèì ÷èíîì ó X, òî âçÿâøè p = p′,
îòðèìó¹ìî, ùî

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k

)
= span

(−→w1,
−→w2, . . . ,

−→wm

)
,

à îòæå k = m. Òîäi ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ñèñòåì âåêòîðiâ −→v 1, . . . ,
−→v k òà

−→w1, . . . ,
−→wm âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. ■
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Îçíà÷åííÿ 1.7.15
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Ïëîùèíè
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òî÷íèì êîìåíòàð â îñòàííié ëåêöi¨ (äèâ. ðèñ.).
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v∥

v⊥

X

Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ïëîùèíè X ó Rn, áóäü-ÿêèé âåêòîð −→v ó Rn ìîæå
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p0 = (1, 3, 2), ïàðàëåëüíà ïðÿìié
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y = −t,

z = 7
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z = 7
i îðòîãîíàëüíà ïëîùèíi x− z = 2.

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî −→n = (a, b, c) � íîðìàëü äî ïëîùèíè X, òî âåêòîð −→n ìà¹
áóòè îðòîãîíàëüíèì äî íàïðÿìíîãî âåêòîðà (3,−1, 0) âçÿòî¨ ïðÿìî¨ i ¹
îðòîãîíàëüíèì äî íîðìàëi (1, 0,−1) äëÿ âçÿòî¨ ïëîùèíè, òîáòî ìà¹ìî, ùî

(a, b, c) • (3,−1, 0) = (a, b, c) • (1, 0,−1) = 0,
à îòæå,

3a− b = 0 i a− c = 0.
Ðîçâ'ÿçàâøè öi äâà ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî b = 3a i c = a. Iíøèìè
ñëîâàìè, âåêòîð (a, 3a, a) ¹ íîðìàëüíèì äî ïëîùèíè X. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

(1, 3, 1) • ((x, y, z)− (1, 3, 2)) = 0.
Ïðîâiâøè çâè÷àéíi ðîçðàõóíêè, îòðèìó¹ìî:

(1, 3, 1) • (x− 1, y − 3, z − 2) = 0,
1 · (x− 1) + 3 · (y − 3) + 1 · (z − 2) = 0,

x− 1 + 3y − 9 + z − 2 = 0,
à îòæå,

x+ 3y + z = 12
¹ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè X. ■
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Ïëîùèíè
Çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ùå äâîìà îçíà÷åííÿìè. Ïåðøå óçàãàëüíþ¹
íàïiâïëîùèíè Rn

+ i Rn
−.

Îçíà÷åííÿ 1.7.17

Íåõàé −→p 0,
−→n ∈ Rn ç −→n ̸= −→

0 . Ìíîæèíè{−→p ∈ Rn | −→n •
(−→p −−→p 0

)
⩾ 0

}
i {−→p ∈ Rn | −→n •

(−→p −−→p 0

)
⩽ 0

}
íàçèâàþòüñÿ ïiâïëîùèíàìè, âèçíà÷åíèìè ãiïåðïëîùèíîþ
−→n •

(−→p −−→p 0

)
= 0. Ïiâïðÿìà � öå ïiâïëîùèíà â R.

Ãiïåðïëîùèíà â Rn äiëèòü ïðîñòið Rn íà òðè ÷àñòèíè: ¨¨ ñàìó òà äâi
ïiâïëîùèíè ç äâîõ ¨¨ �áîêiâ�. Íà ðèñ. çîáðàæåíî äâi ïiâïëîùèíè íà
ïëîùèíi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïðÿìîþ (ãiïåðïëîùèíîþ) x+ 2y − 2 = 0.

x+ 2y − 2 = 0
x+ 2y − 2 ⩾ 0

x+ 2y − 2 ⩽ 0
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Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè

Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =
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Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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⋂
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−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
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−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì
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⋂
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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aff(X) =

⋂
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Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
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⋂
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äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
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ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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⋂
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⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂
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ùî ⋂
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−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
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¹ ïëîùèíîþ.
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¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè

Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè

Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
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Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè
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Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 18



Ïëîùèíè
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Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂
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¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè

Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè

Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.18

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çàìèêàííÿ

ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
aff(X) =

⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19

(1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.

(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂

Xi íàáîðó ïëîùèí Xi ¹ íåïîðîæíiì.
Òîäi iñíó¹ òî÷êà p0 ∈

⋂
Xi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíî¨ ïëîùèíè
⋂

Xi. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
Xi0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó −→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
Xi0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî,

ùî ⋂
Xi =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .
¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆ X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹

äåÿêîþ ïëîùèíîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè,
ùî òî÷êè −→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X.

Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=aff(X)=

{−→p 0+t1
−−→p0p1+ . . .+tk

−−−→p0pk | t1, . . . ,tk∈R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïëîùèíè

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè.
Ìîæíà òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî
�íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20

Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,
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Ïëîùèíè

Íåõàé X i Y � äâi ïëîùèíè â Rn. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ïëîùèíè âèïëèâà¹, ùî
X i Y ¹ çñóâàìè ¹äèíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V i W , âiäïîâiäíî, òîáòî

X =
{−→p +−→v | −→v ∈ V

}
i Y =

{−→q +−→w | −→w ∈ W
}

äëÿ äåÿêèõ −→p ,−→q ∈ Rn.

Iíòó¨òèâíî äâi ïëîùèíè ¹ ïîïåðå÷íèìè (îñüîâèìè), ÿêùî ïîâ'ÿçàíi ç íèìè
ïiäïðîñòîðè V i W ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè ìàêñèìàëüíî âèìiðíîãî
ïðîñòîðó, ÿê òiëüêè ìîæëèâîãî âçÿòîãî ¨õ âèìiðó. Iíàêøå êàæó÷è, ïåðåòèí
V i W ïîâèíåí áóòè ÿêîìîãà ìåíøèì. Iíîäi öi ïëîùèíè íàçèâàþòü
ïëîùèíàìè, ùî ðîçòàøîâàíi â çàãàëüíîìó ïîëîæåííi. Íàïðèêëàä, îñi x i y
¹ ïîïåðå÷íèìè â Rn, àëå âiñü x i ïàðàëåëüíà ¨é ïðÿìà, îçíà÷åíà y = 1, íå ¹
òàêèìè. Ïëîùèíè xy i yz ¹ ïîïåðå÷íèìè â R3, àëå íå ¹ â R4.
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X i Y ¹ çñóâàìè ¹äèíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V i W , âiäïîâiäíî, òîáòî

X =
{−→p +−→v | −→v ∈ V

}
i Y =

{−→q +−→w | −→w ∈ W
}

äëÿ äåÿêèõ −→p ,−→q ∈ Rn.

Iíòó¨òèâíî äâi ïëîùèíè ¹ ïîïåðå÷íèìè (îñüîâèìè), ÿêùî ïîâ'ÿçàíi ç íèìè
ïiäïðîñòîðè V i W ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè ìàêñèìàëüíî âèìiðíîãî
ïðîñòîðó, ÿê òiëüêè ìîæëèâîãî âçÿòîãî ¨õ âèìiðó. Iíàêøå êàæó÷è, ïåðåòèí
V i W ïîâèíåí áóòè ÿêîìîãà ìåíøèì. Iíîäi öi ïëîùèíè íàçèâàþòü
ïëîùèíàìè, ùî ðîçòàøîâàíi â çàãàëüíîìó ïîëîæåííi. Íàïðèêëàä, îñi x i y
¹ ïîïåðå÷íèìè â Rn, àëå âiñü x i ïàðàëåëüíà ¨é ïðÿìà, îçíà÷åíà y = 1, íå ¹
òàêèìè. Ïëîùèíè xy i yz ¹ ïîïåðå÷íèìè â R3, àëå íå ¹ â R4.
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