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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.7

Íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.
Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X ó V , ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
X⊥, âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

X⊥ =
{−→v ∈ V | −→v • −→w = 0 äëÿ âñiõ −→w ∈ X

}
.

Êîæåí âåêòîð ó ïiäïðîñòîði X⊥ íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äëÿ
ïiäïðîñòîðó X.

Òåîðåìà 1.6.8

ßêùî X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ïðîñòîðó X ¹ ïiäïðîñòîðîì ó V i

V = X ⊕X⊥.
Íàâïàêè, ÿêùî

V = X ⊕ Y ,

äå Y � ïiäïðîñòið ç âëàñòèâiñòþ, ùî êîæåí âåêòîð ç Y ¹ íîðìàëüíèì äî
X, òî Y = X⊥.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî X⊥ � ïiäïðîñòið ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Ñïðàâäi, ÿêùî −→x ,−→y ∈ X⊥, òî äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà −→z ∈ X i äîâiëüíîãî ñêàëÿðà α ìà¹ìî

(−→x +−→y ) • −→z = −→x • −→z +−→y • −→z = 0 + 0 = 0,

(α−→x ) • −→z = α(−→x • −→z ) = α · 0 = 0,

à îòæå X⊥ � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V .
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Äàëi äîâåäåìî, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X òà
X⊥. Íåõàé −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u k � îðòîíîðìîâàíà áàçà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó

X. Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V íàñòóïíèì ÷èíîì:

T (−→v ) =
(−→v • −→u 1

)−→u 1 +
(−→v • −→u 2

)−→u 2 + . . .+
(−→v • −→u k

)−→u k

i T (−→v ) =
−→
0 ÿêùî k = 0. Ç îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà T : V → V

âèïëèâà¹, ùî T (−→v ) =
−→
0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè −→v ∈ X⊥, à îòæå

ker(T ) = X⊥ i −→w − T (−→w) ∈ ker(T ) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà −→w ∈ V . Ìè
òàêîæ ìà¹ìî, ùî

−→v = T (−→v ) + (−→v − T (−→v )).

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî
V = X ⊕X⊥.

Ïðèïóñòèìî, ùî
V = X ⊕ Y ,

äå Y � ïiäïðîñòið ç âëàñòèâiñòþ, ùî êîæåí âåêòîð ç Y ¹ íîðìàëüíèì äî
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−→y ̸= −→

0 , òî îñêiëüêè X ∩X⊥ =
{−→
0
}
, âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü V = X ⊕ Y ,

îòðèìó¹ìî, ùî Y = X⊥. ■
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îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹
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−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■
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îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì
íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8 ¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n− k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.9

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹
îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì
íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8 ¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n− k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.9

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹
îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì
íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8 ¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n− k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.9

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹
îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì
íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8 ¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n− k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.9

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹
îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì
íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8 ¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n− k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.9

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹
îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì
íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8 ¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.

Òåîðåìà 1.6.10

Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n− k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→nn−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→nn−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåïåð, íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì i −→v ∈ V . Îñêiëüêè V = X ⊕X⊥, òî ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè
âåêòîð −→v îäíîçíà÷íî ó âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.11

Âèùå îçíà÷åíèé âåêòîð −→x ∈ X, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ∥
X ,

íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v ∈ V íà ïiäïðîñòið X, à
âåêòîð −→y ∈ X⊥, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ⊥

X , íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì âåêòîðà −→v ∈ V ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X.

Çàóâàæèìî, ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî ïðî ÿêèé ïiäïðîñòið X âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V éäå ìîâà, òî ÷åðåç −→v ∥ i −→v ⊥, âiäïîâiäíî, ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè
îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X, i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, âiäïîâiäíî.
Çàóâàæèìî, âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ îïåðàöi¨ ïðÿìî¨ ñóìè âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî â îçíà÷åííi 1.6.11 îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ −→v ⊥

X âåêòîðà −→v ïî âiäíîøåííþ äî ïiäïðîñòîðó X ¹ òàêîæ
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X⊥. Íàñòóïíà òåîðåìà
ïîêàçó¹ ÿê îá÷èñëþâàòè îðòîãîíàëüíi ïðîåêöi¨ òà îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ
âåêòîðiâ.
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äîïîâíåííÿ −→v ⊥

X âåêòîðà −→v ïî âiäíîøåííþ äî ïiäïðîñòîðó X ¹ òàêîæ
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âåêòîðiâ.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåïåð, íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì i −→v ∈ V . Îñêiëüêè V = X ⊕X⊥, òî ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè
âåêòîð −→v îäíîçíà÷íî ó âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.11

Âèùå îçíà÷åíèé âåêòîð −→x ∈ X, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ∥
X ,

íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v ∈ V íà ïiäïðîñòið X, à
âåêòîð −→y ∈ X⊥, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ⊥

X , íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì âåêòîðà −→v ∈ V ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X.

Çàóâàæèìî, ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî ïðî ÿêèé ïiäïðîñòið X âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V éäå ìîâà, òî ÷åðåç −→v ∥ i −→v ⊥, âiäïîâiäíî, ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè
îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X, i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, âiäïîâiäíî.
Çàóâàæèìî, âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ îïåðàöi¨ ïðÿìî¨ ñóìè âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî â îçíà÷åííi 1.6.11 îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ −→v ⊥

X âåêòîðà −→v ïî âiäíîøåííþ äî ïiäïðîñòîðó X ¹ òàêîæ
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X⊥. Íàñòóïíà òåîðåìà
ïîêàçó¹ ÿê îá÷èñëþâàòè îðòîãîíàëüíi ïðîåêöi¨ òà îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ
âåêòîðiâ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåïåð, íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II
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âåêòîð −→v îäíîçíà÷íî ó âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.11

Âèùå îçíà÷åíèé âåêòîð −→x ∈ X, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ∥
X ,

íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v ∈ V íà ïiäïðîñòið X, à
âåêòîð −→y ∈ X⊥, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ⊥

X , íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì âåêòîðà −→v ∈ V ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X.

Çàóâàæèìî, ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî ïðî ÿêèé ïiäïðîñòið X âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V éäå ìîâà, òî ÷åðåç −→v ∥ i −→v ⊥, âiäïîâiäíî, ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè
îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X, i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, âiäïîâiäíî.
Çàóâàæèìî, âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ îïåðàöi¨ ïðÿìî¨ ñóìè âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî â îçíà÷åííi 1.6.11 îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ −→v ⊥

X âåêòîðà −→v ïî âiäíîøåííþ äî ïiäïðîñòîðó X ¹ òàêîæ
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X⊥. Íàñòóïíà òåîðåìà
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåïåð, íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì i −→v ∈ V . Îñêiëüêè V = X ⊕X⊥, òî ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè
âåêòîð −→v îäíîçíà÷íî ó âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.11
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X ,
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X , íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì âåêòîðà −→v ∈ V ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X.

Çàóâàæèìî, ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî ïðî ÿêèé ïiäïðîñòið X âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V éäå ìîâà, òî ÷åðåç −→v ∥ i −→v ⊥, âiäïîâiäíî, ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè
îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X, i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, âiäïîâiäíî.
Çàóâàæèìî, âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ îïåðàöi¨ ïðÿìî¨ ñóìè âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî â îçíà÷åííi 1.6.11 îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ −→v ⊥

X âåêòîðà −→v ïî âiäíîøåííþ äî ïiäïðîñòîðó X ¹ òàêîæ
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið X⊥. Íàñòóïíà òåîðåìà
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåïåð, íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì i −→v ∈ V . Îñêiëüêè V = X ⊕X⊥, òî ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè
âåêòîð −→v îäíîçíà÷íî ó âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.11

Âèùå îçíà÷åíèé âåêòîð −→x ∈ X, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ∥
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âåêòîð −→y ∈ X⊥, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ⊥
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
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)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
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−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
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(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
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(−→v • −→n 2
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)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
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Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
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)−→n 2 − . . .−
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
i

−→v ⊥ = −→v −
(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (2)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè
−→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n k � îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè

ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V , ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà
ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2). ■

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó
áàçó, iíàêøå ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1) i (2) ¹
õèáíèìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Òåîðåìà 1.6.12

Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥

� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
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v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ,
ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðà −→u , à, îòæå, öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå
îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäåíîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð
ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u .
Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, äëÿ
äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà�
ïðîñòîðó X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ.).

v

v∥

v⊥

X
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ìè çàâåðøó¹ìî öþ ëåêöiþ ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè
ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14

Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî
AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè
îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç
äåòåðìiíàíòîì +1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.16

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (äiéñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
GL(n,R). Ïiäãðóïà îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè
íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O(n).
Îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi O(n), ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SO(n).

Ãðóïè SO(n) i O(n) âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè i ïðî íèõ òà ïðî ¨õ ñòðóêòóðó âiäîìî áàãàòî. Îñü äâi êîðèñíi
õàðàêòåðèçàöi¨ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.16

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (äiéñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
GL(n,R). Ïiäãðóïà îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè
íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O(n).
Îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi O(n), ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SO(n).

Ãðóïè SO(n) i O(n) âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè i ïðî íèõ òà ïðî ¨õ ñòðóêòóðó âiäîìî áàãàòî. Îñü äâi êîðèñíi
õàðàêòåðèçàöi¨ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.16

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (äiéñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
GL(n,R). Ïiäãðóïà îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè
íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O(n).
Îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi O(n), ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SO(n).

Ãðóïè SO(n) i O(n) âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè i ïðî íèõ òà ïðî ¨õ ñòðóêòóðó âiäîìî áàãàòî. Îñü äâi êîðèñíi
õàðàêòåðèçàöi¨ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.16

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (äiéñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
GL(n,R). Ïiäãðóïà îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè
íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O(n).
Îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi O(n), ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SO(n).

Ãðóïè SO(n) i O(n) âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè i ïðî íèõ òà ïðî ¨õ ñòðóêòóðó âiäîìî áàãàòî. Îñü äâi êîðèñíi
õàðàêòåðèçàöi¨ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.16

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (äiéñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
GL(n,R). Ïiäãðóïà îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè
íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O(n).
Îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi O(n), ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SO(n).

Ãðóïè SO(n) i O(n) âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè i ïðî íèõ òà ïðî ¨õ ñòðóêòóðó âiäîìî áàãàòî. Îñü äâi êîðèñíi
õàðàêòåðèçàöi¨ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.
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Òåîðåìà 1.6.17

Iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îðòîãîíàëüíèìè
ìàòðèöÿìè òà îðòîãîíàëüíèìè áàçàìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ââàæàòè ðÿäêè ìàòðèöi âåêòîðàìè, òî îòðèìó¹ìî
âiäïîâiäíiñòü ïîñòàâèâøè êîæíié îðòîãîíàëüíié n× n-ìàòðèöi áàçèñ â
ïðîñòîði Rn, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Ïîäiáíó âiäïîâiäíiñòü
îòðèìó¹ìî ç âèêîðèñòàííÿì ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi. Ç îçíà÷åííÿ
îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi âèïëèâà¹, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê îäíàêîâèõ ðÿäêiâ
(ñòîâï÷èêiâ) îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1, à äîáóòîê ðiçíèõ � 0. Ç
âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî òàê âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü êîæíié
îðòîãîíàëüíié ìàòðèöi îðòîíîðìîâàíó áàçó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn.
Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî òàêå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êòèâíèì. ■
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Òåîðåìà 1.6.18

Íåõàé n ⩾ 1, −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n i −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n � îðòîíîðìîâàíi áàçè â
äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. ßêùî

−→v i =

n∑
j=1

aij
−→u j , aij ∈ R, (5)

òî A = (aij) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, íåõàé A = (aij) �
îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ. ßêùî −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n � îðòîíîðìîâàíà áàçà i

ÿêùî −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n � âåêòîðè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (5), òî
âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n ¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ ó âåêòîðíîìó

ïðîñòîði V .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi

δst =
−→v s • −→v t =

(
n∑

j=1

asj
−→u j

)
•

(
n∑

j=1

atj
−→u j

)
=

n∑
j=1

asjatj .

■

Ñèìâîë Êðîíåêåðà δst âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: δst =

{
1, ÿêùî s = t;
0, ÿêùî s ̸= t.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Iñíó¹ êîìïëåêñíèé àíàëîã îðòîãîíàëüíî¨ äiéñíî¨ ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.6.19

Êîìïëåêñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ, ÿêùî

AAT = AT A = I,
òîáòî îáåðíåíîþ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ ñàìå êîìïëåêñíî ñïðÿæåíà
òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.6.15 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ìè çàìiíèìî
âèñëiâ �îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ� íà �óíiòàðíà ìàòðèöÿ�.

Ëåìà 1.6.15∗

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî óíiòàðíî¨ ìàòðèöi ¹ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Óíiòàðíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò óíiòàðíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç äåòåðìiíàíòîì
+1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè óíiòàðíèõ ìàòðèöü.

Çîêðåìà, óíiòàðíi ìàòðèöi óòâîðþþòü ãðóïó ïîäiáíî äî îðòîãîíàëüíèõ
ìàòðèöü.
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Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.6.15 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ìè çàìiíèìî
âèñëiâ �îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ� íà �óíiòàðíà ìàòðèöÿ�.

Ëåìà 1.6.15∗

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî óíiòàðíî¨ ìàòðèöi ¹ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Óíiòàðíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò óíiòàðíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç äåòåðìiíàíòîì
+1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè óíiòàðíèõ ìàòðèöü.

Çîêðåìà, óíiòàðíi ìàòðèöi óòâîðþþòü ãðóïó ïîäiáíî äî îðòîãîíàëüíèõ
ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Iñíó¹ êîìïëåêñíèé àíàëîã îðòîãîíàëüíî¨ äiéñíî¨ ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.6.19

Êîìïëåêñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ, ÿêùî

AAT = AT A = I,
òîáòî îáåðíåíîþ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ ñàìå êîìïëåêñíî ñïðÿæåíà
òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.6.15 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ìè çàìiíèìî
âèñëiâ �îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ� íà �óíiòàðíà ìàòðèöÿ�.

Ëåìà 1.6.15∗

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî óíiòàðíî¨ ìàòðèöi ¹ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Óíiòàðíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò óíiòàðíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç äåòåðìiíàíòîì
+1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè óíiòàðíèõ ìàòðèöü.

Çîêðåìà, óíiòàðíi ìàòðèöi óòâîðþþòü ãðóïó ïîäiáíî äî îðòîãîíàëüíèõ
ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Iñíó¹ êîìïëåêñíèé àíàëîã îðòîãîíàëüíî¨ äiéñíî¨ ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.6.19

Êîìïëåêñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ, ÿêùî

AAT = AT A = I,
òîáòî îáåðíåíîþ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ ñàìå êîìïëåêñíî ñïðÿæåíà
òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.6.15 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ìè çàìiíèìî
âèñëiâ �îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ� íà �óíiòàðíà ìàòðèöÿ�.

Ëåìà 1.6.15∗

(1) Òðàíñïîíîâàíà äî óíiòàðíî¨ ìàòðèöi ¹ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ.

(2) Óíiòàðíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò óíiòàðíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.

(4) Ìíîæèíà âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç äåòåðìiíàíòîì
+1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè óíiòàðíèõ ìàòðèöü.

Çîêðåìà, óíiòàðíi ìàòðèöi óòâîðþþòü ãðóïó ïîäiáíî äî îðòîãîíàëüíèõ
ìàòðèöü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
ãðóïà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü
ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n).
Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îçíà÷åííÿ 1.6.20

Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ
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Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ

óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n× n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ

ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó.
Ìè îïóñêà¹ìî öi äåòàëi.
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Ïðèêëàä 1.6.21

Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïiäïðîñòîðó X â R4, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ
îáîëîíêîþ âåêòîðiâ−→

b 1 = (1, 2, 3, 4),
−→
b 2 = (0, 5, 0, 5),

−→
b 3 = (8, 10,−8, 14).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà, îòðèìó¹ìî

−→u 1 =
1∣∣−→b 1

∣∣−→b 1 =
1√

12 + 22 + 32 + 42
· (1, 2, 3, 4) = 1√

30
· (1, 2, 3, 4).

Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà −→u 2 ïîêëàäåìî

−→
b =

(−→
b 2 • −→u 1

)−→u 1 =
0 · 1 + 5 · 2 + 0 · 3 + 5 · 4√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4) =

=
10 + 20√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4) =

= (1, 2, 3, 4),

−→w =
−→
b 2 −

−→
b = (0− 1, 5− 2, 0− 3, 5− 4) = (−1, 3,−3, 1).

Òîäi

−→u 2=
1∣∣−→w∣∣−→w=

1√
(−1)2 + 32 + (−3)2 + 12

·(−1, 3,−3, 1)=
1

2
√
5
·(−1, 3,−3, 1).
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√
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∣∣−→u 1

∣∣ = 1√
30

·
√
1 + 4 + 9 + 16 = 1,∣∣−→u 2

∣∣ = 1

2
√
5
·
√
1 + 9 + 9 + 1 = 1,∣∣−→u 3

∣∣ = 1

2
√
31

·
√
81 + 9 + 25 + 9 = 1,

−→u 1 • −→u 2 =
(

1√
30

· (1, 2, 3, 4)
)
•
(

1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1)

)
=

= 1√
30

· 1

2
√
5
(1 · (−1) + 2 · 3 + 3 · (−3) + 4 · 1) =

= 1√
30

· 1

2
√
5
(−1 + 6− 9 + 4) = 0,

−→u 1 • −→u 3 =
(

1√
30

· (1, 2, 3, 4)
)
•
(

1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3)
)
=

= 1√
30

· 1

2
√
31

(1 · 9 + 2 · (−3) + 3 · (−5) + 4 · 3) =

= 1√
30

· 1

2
√
31

(9− 6− 15 + 12) = 0

i

−→u 2 • −→u 3 =
(

1

2
√

5
· (−1, 3,−3, 1)

)
•
(

1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3)
)
=

= 1

2
√
5
· 1

2
√
31

((−1) · 9 + 3 · (−3) + (−3) · (−5) + 1 · 3) =

= 1

2
√
5
· 1

2
√
31

(−9− 9 + 15 + 3) = 0.
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Ïðèêëàä 1.6.22

Íåõàé âåêòîðíèé ïðîñòið X ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ

−→
b 1 = (1, 2, 3, 4),

−→
b 2 = (0, 5, 0, 5),

−→
b 3 = (8, 10,−8, 14),

â R4 (äèâ. ïðèêëàä 1.6.21) i −→u = (4, 3, 2, 1).

(1) Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ äî
ïiäïðîñòîðó X â R4.

(2) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ −→u ∥
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b 1

âåêòîðà −→u íà âåêòîð
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b 1
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ïiäïðîñòîðó X.
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Ïðèêëàä 1.6.22

Íåõàé âåêòîðíèé ïðîñòið X ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ

−→
b 1 = (1, 2, 3, 4),

−→
b 2 = (0, 5, 0, 5),

−→
b 3 = (8, 10,−8, 14),

â R4 (äèâ. ïðèêëàä 1.6.21) i −→u = (4, 3, 2, 1).

(1) Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ äî
ïiäïðîñòîðó X â R4.

(2) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ −→u ∥
−→
b 1

âåêòîðà −→u íà âåêòîð
−→
b 1.

(3) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ −→u⊥−→
b 1

âåêòîðà −→u ñòîñîâíî âåêòîðà
−→
b 1.

(4) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ −→u ∥
X âåêòîðà −→u íà ïiäïðîñòið X.

(5) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ −→u⊥
X âåêòîðà −→u ñòîñîâíî

ïiäïðîñòîðó X.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3),

à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

1√
30

· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
√
31

· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3),

à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

1√
30

· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
√
31

· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
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à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:
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30

· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1
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√
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· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1
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√
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à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

1√
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· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√
5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1
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· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3),

à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

1√
30

· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
√
31

· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3),

à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

1√
30

· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
√
31

· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
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· (9,−3,−5, 3),

à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó
R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:
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· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
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· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1
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√
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R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
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−→u 2 = 1

2
√
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R4. Òîìó êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé
äåÿêîìó âåêòîðó −→a = (a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî
åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,
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−→u 3, òî
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ
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Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

1√
30

· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√

5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
√
31

· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 17



Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹
áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 = 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3),
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1√
30
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1

2
√

5
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1

2
√
31
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II

Îòæå, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
a+ 2b+ 3c+ 4d = 0;
−a+ 3b− 3c+ d = 0;
9a− 3b− 5c+ 3d = 0.

Äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè äîäàìî ïåðøå ðiâíÿííÿ òà çàïèøåìî öþ
ñóìó çàìiñòü äðóãîãî ðiâíÿííÿ:
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5b+ 5d = 0;

9a− 3b− 5c+ 3d = 0,

à îòæå ìà¹ìî, ïðîâiâøè ïîñëiäîâíi îá÷èñëåííÿ, ùî
a+ 2b+ 3c = −4d;

b = −d;
9a− 3b− 5c = −3d,
a− 2d+ 3c = −4d;

b = −d;
9a+ 3d− 5c = −3d,

a+ 3c = −2d;
b = −d;

9a− 5c = −6d.
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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè, II
a+ 3c = −2d;

b = −d;
9a− 5c = −6d.

Ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà 9 òà ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãå òà òðåò¹
ðiâíÿííÿ


9a+ 27c = −18d;
9a− 5c = −6d;

b = −d,
i âiä äðóãîãî ðiâíÿííÿ âiäíiìåìî ïåðøå

9a+ 27c = −18d;
−32c = 12d;

b = −d,
à îòæå ìà¹ìî 

a+ 3c = −2d;
c = − 12

32
d = − 3

8
d;

b = −d,
a− 9

8
d = −2d;
c = − 3

8
d;

b = −d,
a = − 7

8
d;

c = − 3
8
d;

b = −d.
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Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð
(
− 7

8
d,−d,− 3

8
d, d
)
, äå d � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ¹
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ðiâíÿíü. Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ çíà÷åííÿ d = −8, öÿ ëiíiéíà
îáîëîíêà çáiãà¹òüñÿ ç ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðà −→r = (7, 8, 3,−8). Îòæå,
X⊥ = span

(−→r ). Òîäi îäèíè÷íèé âåêòîð

−→r 1 =
1∣∣−→r ∣∣−→r =

1√
72 + 82 + 32 + (−8)2

(7, 8, 3,−8) =
1√
186

(7, 8, 3,−8)

¹ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïðîñòîðó X.
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(2) Çà ôîðìóëîþ (3)
−→v ∥

−→u = −→v ∥ =

(
−→v •

−→u
|−→u |

) −→u
|−→u |

(3)

ìà¹ìî, ùî

−→u ∥
−→
b 1

=

(
−→u •

−→
b 1∣∣−→b 1

∣∣
) −→

b 1∣∣−→b 1

∣∣ =
=

(
(4, 3, 2, 1)•

(
1√

12+22+32+42
·(1, 2, 3, 4)

))
1√

12+22+32+42
·(1, 2, 3, 4)=

=
4 · 1 + 3 · 2 + 2 · 3 + 1 · 4√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4) =

=
20

30
· (1, 2, 3, 4) = 2

3
· (1, 2, 3, 4) =

(
2

3
,
4

3
, 2,

8

3

)
.

(3) Çà ôîðìóëîþ (4)

−→v ⊥−→u = −→v ⊥ = −→v −−→v ∥ = −→v −
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−→u
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) −→u
|−→u |

(4)

ìà¹ìî, ùî

−→u⊥−→
b 1

= −→u −−→u ∥
−→
b 1

= (4, 3, 2, 1)−
(
2

3
,
4

3
, 2,

8

3

)
=

(
10

3
,
5

3
, 0,−5

3

)
.
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(4) Çà ôîðìóëîþ (1)
−→v ∥ =

(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1)
ç òåîðåìè 1.6.12 ìà¹ìî, ùî

−→u ∥
X =

(−→u • −→n 1

)−→n 1 +
(−→u • −→n 2

)−→n 2 +
(−→u • −→n k

)−→n 3,

äå −→n 1,
−→n 2,

−→n 3 � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà â X. Âðàõîâóþ÷è çàäà÷ó
(1) ïðèêëàäó, ïîêëàäåìî

−→n 1 = −→u 1 = 1√
30

· (1, 2, 3, 4),
−→n 2 = −→u 2 = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→n 3 = −→u 3 = 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3).

Âðàõîâóþ÷è öå, îòðèìó¹ìî

−→u ∥
X = 1√

30
· (1 · 4 + 2 · 3 + 3 · 2 + 4 · 1) · 1√

30
· (1, 2, 3, 4)+

+ 1

2
√

5
· (−1 · 4 + 3 · 3 + (−3) · 2 + 1 · 1) · 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1)+

+ 1

2
√

31
· (9 · 4 + (−3) · 3 + (−5) · 2 + 3 · 1) · 1

2
√
31

· (9,−3,−5, 3) =

= 20
30

· (1, 2, 3, 4) + 0
20

· (−1, 3,−3, 1) + 20
124

· (9,−3,−5, 3) =

= 2
3
· (1, 2, 3, 4) + 5

31
· (9,−3,−5, 3) =

(
2
3
+ 45

31
, 4
3
− 15

31
, 2− 25

31
, 8
3
+ 15

31

)
=

=
(
2·31+45·3

3·31 , 4·31−15·3
3·31 , 2·31−25

31
, 8·31+15·3

3·31

)
=

=
(
197
93

, 79
93
, 37
31
, 293

93

)
.
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