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Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè

Ó öié ëåêöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi äóæå âàæëèâi ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç
äîâiëüíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Ìè íàäàëi
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ • äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.
Ñëóõà÷ ìîæå, çàäëÿ êîíêðåòíîñòi, ïîäóìêè çàìiíèòè êîæíó ôðàçó
�âåêòîðíèé ïðîñòið� ôðàçîþ �âåêòîðíèé ïiäïðîñòið Rn� àáî �âåêòîðíèé
ïiäïðîñòið Cn�, àëå ïîâèíåí óñâiäîìèòè, ùî âñå, ùî ìè ðîáèìî òóò,
âèêîíó¹òüñÿ é ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó.
Íàïåâíî, ¹äèíèì íàéâàæëèâiøèì àñïåêòîì ïðîñòîðiâ çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì ¹ iñíóâàííÿ îñîáëèâî õîðîøîãî òèïó áàç.
Îçíà÷åííÿ 1.6.1
Âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

íàçèâàþòüñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî −→v i • −→v j = 0 äëÿ i ̸= j.
Ìíîæèíó âåêòîðiâ áóäåìî íàçèâàòè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíîþ ìíîæèíîþ,
ÿêùî âîíà ¹ àáî ïîðîæíüîþ, àáî ¨¨ âåêòîðè ¹ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.6.2
Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i B � áàçà ïðîñòîðó
V . ßêùî B � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíà ìíîæèíà âåêòîðiâ, òî B íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíîþ áàçîþ â V , i ÿêùî, êðiì òîãî, âåêòîðè áàçè B ¹
îäèíè÷íèìè, òî B íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ. Ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè âåêòîðíèé ïðîñòið V ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëü-âåêòîðà, òî
çðó÷íî íàçèâàòè ïîðîæíþ ìíîæèíó îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â V .
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ïiäïðîñòið Cn�, àëå ïîâèíåí óñâiäîìèòè, ùî âñå, ùî ìè ðîáèìî òóò,
âèêîíó¹òüñÿ é ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó.
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äîáóòêîì ¹ iñíóâàííÿ îñîáëèâî õîðîøîãî òèïó áàç.
Îçíà÷åííÿ 1.6.1
Âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

íàçèâàþòüñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî −→v i • −→v j = 0 äëÿ i ̸= j.
Ìíîæèíó âåêòîðiâ áóäåìî íàçèâàòè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíîþ ìíîæèíîþ,
ÿêùî âîíà ¹ àáî ïîðîæíüîþ, àáî ¨¨ âåêòîðè ¹ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.6.2
Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i B � áàçà ïðîñòîðó
V . ßêùî B � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíà ìíîæèíà âåêòîðiâ, òî B íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíîþ áàçîþ â V , i ÿêùî, êðiì òîãî, âåêòîðè áàçè B ¹
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Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà

Îðòîíîðìîâàíi áàçè ÷àñòî áóâàþòü äóæå êîðèñíèìè, îñêiëüêè âîíè
ìîæóòü çíà÷íî ñïðîñòèòè îá÷èñëåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêáè ìè õîòiëè
âèðàçèòè âåêòîð −→v ÷åðåç áàçèñ −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n, òî íàì çàçâè÷àé

äîâåäåòüñÿ ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

−→v = a1
−→v 1 + a2

−→v 2 + . . .+ an
−→v n

äëÿ êîåôiöi¹íòiâ a1, a2, . . . , an. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ìè ìà¹ìî
îðòîíîðìîâàíó áàçó, òî öå äóæå ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ai =

−→v • −→v i òà íå
ìà¹, ùî ðîçâ'ÿçóâàòè. Íàøèì ïåðøèì êðîêîì áóäå îïèñàííÿ àëãîðèòìó,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ àëãîðèòìîì Ãðàìà-Øìiäòà, ùî ïåðåòâîðþ¹ äîâiëüíó
áàçó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó â îðòîíîðìîâàíó.
Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà � öå àëãîðèòì, ÿêèé ôàêòè÷íî ìîæå áóòè
çàñòîñîâàíèé äî áóäü-ÿêîãî íàáîðó âåêòîðiâ i ñòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó áàçó
äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ öèõ âåêòîðiâ. Ìè
ïðîiëþñòðó¹ìî, ÿê ïðàöþ¹ öåé àëãîðèòì ó âèïàäêó äâîõ i òðüîõ âåêòîðiâ.
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Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà

Íåõàé −→v 1 i −→v 2 � äâà íåíóëüîâi âåêòîðè. Òîäi −→u 1 =
1

|−→v 1|
−→v 1 ¹ îäèíè÷íèì

âåêòîðîì. Ìè õî÷åìî çíàéòè îäèíè÷íèé âåêòîð −→u 2, ùî ¹ îðòîãîíàëüíèì
äî âåêòîðà −→u 1, à îòæå ëiíiéíi îáîëîíêè âåêòîðiâ −→u 1 i −→u 2 i âåêòîðiâ −→v 1 i
−→v 2 çáiãàþòüñÿ (äèâ. ðèñ.).

−→v 2

−→v 1

−→w

−→u 1

−→v

−→u 2

ßêùî á ìè ìîãëè çíàéòè îðòîãîíàëüíèé âåêòîð −→w äî âåêòîðà −→u 1, òî âñå,
ùî íàì ïîòðiáíî ùîá îòðèìàòè âåêòîð −→u 2, öå çðîáèòè âåêòîð −→w
îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, çà óìîâè, ùî âåêòîð −→w íå ¹ íóëüîâèì. Àëå âåêòîð −→w
ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè ç �îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨� −→v âåêòîðà −→v 2 íà
âåêòîð −→u 1, i ÿê ìè âêàçóâàëè â ëåêöi¨ 15, ùî âåêòîð −→v ìîæíà çíàéòè çà
äîïîìîãîþ òî÷êîâîãî äîáóòêó.
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|−→w |
−→w ,

(1)

äå
−→w = −→v 2 −−→v ,
−→v =

(−→v 2 • −→u 1

)−→u 1.
Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî öi îá÷èñëåííÿ ñïðàâäi äàþòü ìîæëèâiñòü
ïîáóäóâàòè îðòîãîíàëüíi âåêòîðè, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî òî÷êîâèé äîáóòîê
âåêòîðiâ −→w i −→u 1 äîðiâíþ¹ íóëþ. Ñïðàâäi, ìà¹ìî
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((−→v 2 • −→u 1

)−→u 1

))
• −→u 1 =

= −→v 2 • −→u 1 −
((−→v 2 • −→u 1

)−→u 1

)
• −→u 1 =

= −→v 2 • −→u 1 −
(−→v 2 • −→u 1

) (−→u 1 • −→u 1

)
=

= −→v 2 • −→u 1 −
(−→v 2 • −→u 1

)
· 1 =

= −→v 2 • −→u 1 −−→v 2 • −→u 1 =

= 0.
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Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà
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Öåé âåêòîð ¹ ñóìîþ äâîõ âåêòîðiâ (3, 0, 0) i (0, 2, 0), ÿêi ¹ îðòîãîíàëüíèìè
ïðîåêöiÿìè âåêòîðà (3, 2, 3) íà âåêòîðè −→e 1 i −→e 2, âiäïîâiäíî. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî ¹äèíîþ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ âåêòîðiâ −→e 1 i −→e 2 ¹ òå, ùî öi âåêòîðè
ñêëàäàþòü îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïëîùèíè. Çàðàç ìè íàêðåñëèëè
êëþ÷îâi iäå¨, íåîáõiäíi äëÿ çàãàëüíî¨ âèïàäêó. Öå ïðèçâîäèòü äî
ðåêóðñèâíî¨ ïîáóäîâè, îïèñàíî¨ â àëãîðèòìi Ãðàìà-Øìiäòà ç íàñòóïíîãî
ïðèêëàäó.
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Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà

Òåîðåìà 1.6.4
Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà äà¹ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò.

Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ äâi ÷àñòèíè äîâåäåííÿ òîãî, ùî àëãîðèòì ïðàöþ¹. Ìè ìà¹ìî
äîâåñòè, ùî

(1) âåêòîðè −→u i óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ìíîæèíó,

(2) âîíè ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ òîãî æ ïðîñòîðó, ùî i ¹ âåêòîðè −→v i.

Äëÿ äîâåäåííÿ ìè âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ â îáîõ âèïàäêàõ.
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i = 1, 2, . . . ,m, ùî ðîáèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Öå ïîêàçó¹, ùî îðòîãîíàëüíiñòü
çáåðiãà¹òüñÿ, êîëè ìè éäåìî äàëi ðîáëÿ÷è êðîê.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî çà iíäóêöi¹þ, ùî íà ïî÷àòêó êðîêó 2
ìà¹ìî
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−→v 2, . . . ,
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)
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(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um
)
. (2)

Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (2) âèïëèâà¹, ùî âåêòîð −→w íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè
span

(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s
)
, à îòæå öå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âåêòîðà −→um+1. Ç öüîãî òà
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. (3)

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âåêòîðà −→w â êðîöi 2 àëãîðèòìó äëÿ âåêòîðà −→v s.
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Ç âêëþ÷åíü (3) i (4) âèïëèâà¹, ùî íàñïðàâäi ìà¹ìî ðiâíiñòü ìíîæèí, ùî

äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (2).
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(1) âåêòîðè −→u i óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ìíîæèíó,

(2) âîíè ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ òîãî æ ïðîñòîðó, ùî i ¹ âåêòîðè −→v i.

Äëÿ äîâåäåííÿ ìè âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ â îáîõ âèïàäêàõ.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî −→w • −→u i = 0,
i = 1, 2, . . . ,m, ùî ðîáèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Öå ïîêàçó¹, ùî îðòîãîíàëüíiñòü
çáåðiãà¹òüñÿ, êîëè ìè éäåìî äàëi ðîáëÿ÷è êðîê.
Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî çà iíäóêöi¹þ, ùî íà ïî÷àòêó êðîêó 2
ìà¹ìî

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v s−1

)
= span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um
)
. (2)

Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (2) âèïëèâà¹, ùî âåêòîð −→w íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè
span

(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s
)
, à îòæå öå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âåêòîðà −→um+1. Ç öüîãî òà

óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî
span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,
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)
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−→v 2, . . . ,

−→v s
)
. (3)

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âåêòîðà −→w â êðîöi 2 àëãîðèòìó äëÿ âåêòîðà −→v s.
Âèêîðèñòàâøè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (2), áà÷èìî, ùî âåêòîð −→v s ëåæèòü ó ëiíiéíié
îáîëîíöi span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,
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−→um
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ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (2) äîâîäÿòü, ùî

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v s

)
⊆ span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,
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. (4)

Ç âêëþ÷åíü (3) i (4) âèïëèâà¹, ùî íàñïðàâäi ìà¹ìî ðiâíiñòü ìíîæèí, ùî

äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (2).
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Çàóâàæèìî, ùî äîâåäåííÿ ïîâíå, ÿêùî âåêòîð −→w â êðîöi 2 âiäìiííèé âiä
íóëü-âåêòîðà. ßêùî æ −→w =

−→
0 , òî öå òà iíøå âèêîðèñòàííÿ ïðèïóùåííÿ

iíäóêöi¨ (2)

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v s−1
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(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um
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(2)
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−→v 2, . . . ,
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(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um+1

)
. (4)

Òàêîæ, âåêòîð −→w íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v s

)
, à

îòæå, öå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âåêòîðà −→um+1. Ç öüîãî òà óìîâè (2) âèïëèâà¹,
ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ (4). Öå ïîâíiñòþ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

■
Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.6.4 ëåãêî áà÷èòè, ùî m = k â àëãîðèòìi
Ãðàìà-Øìiäòà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k ëiíiéíî

íåçàëåæíi. Ó íàéãiðøîìó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà âåêòîðiâ S ¹ ïîðîæíüîþ
àáî −→v 1 = −→v 2 = . . . = −→v k =

−→
0 , òî m = 0.

Ç àëãîðèòìó Ãðàìà-Øìiäòà òà òåîðåìè 1.6.4 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 1.6.5
Êîæåí ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ìà¹
îðòîíîðìîâàíó áàçó.
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Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà

Ïðèêëàä 1.6.6

Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó −→u 1 i −→u 2 äëÿ ïiäïðîñòîðó X â R3, ÿêèé ¹
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ −→v 1 = (2,−1, 1) i −→v 2 = (−1, 4, 0).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà ìè îòðèìó¹ìî
−→u 1 =

1

|−→v 1|
−→v 1 = 1√

6
· (2,−1, 1).

Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà −→u 2 ïîêëàäåìî
−→v =

(−→v 2 • −→u 1

)−→u 1 = −6√
6
· 1√

6
· (2,−1, 1) = (−2, 1,−1),

−→w = −→v 2 −−→v = (1, 3, 1).

Òîäi
−→u 2 =

1

|−→w |
−→w = 1√

11
· (1, 3, 1).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|−→u 1| = 1√
6
·
√
1 + 4 + 1 = 1, |−→u 2| = 1√

11
·
√
1 + 9 + 1 = 1 i

−→u 1 • −→u 2 =
(

1√
6
· (2,−1, 1)

)
•
(

1√
11

· (1, 3, 1)
)
=

= 1√
6
· 1√

11
(2 · 1 + (−1) · 3 + 1 · 1) =

= 1√
6
· 1√

11
(2− 3 + 1) =

= 0.
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