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Êóòè

Iíòó¨òèâíå ïîíÿòòÿ êóòà ìiæ äâîìà âåêòîðàìè � öå òå, ùî ìîæíà ïî÷óòè
ðàíiøå, éìîâiðíî, âèâ÷àþ÷è åâêëiäîâó ãåîìåòðiþ â ñåðåäíié øêîëi. Ó öié
ëåêöi¨ ìè ïîêàçó¹ìî, ùî iñíó¹ äóæå ïðîñòå ñòðîãå îçíà÷åííÿ öüîãî
ïîíÿòòÿ, ÿêå òàêîæ äóæå ëåãêî îá÷èñëèòè. Âñå, ùî ìè ðîáèìî â öié ëåêöi¨,
ñòîñó¹òüñÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iç âíóòðiøíiì
äîáóòêîì, àëå, çàðàäè êîíêðåòíîñòi, ìè îáìåæó¹ìî âèâ÷åííÿ åâêëiäîâèì
ïðîñòîðîì iç éîãî ñòàíäàðòíèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.5.1

Íåõàé −→u ,−→v ∈ Rn. Îçíà÷èìî êóò θ ìiæ âåêòîðàìè −→u i −→v , ÿêèé áóäåìî
ïîçíà÷àòè ∠

(−→u ,−→v
)
, íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî îäèí ç âåêòîðiâ −→u àáî −→v ¹

íóëü-âåêòîðîì, òî θ = 0, â iíøîìó âèïàäêó θ ¹ äiéñíèì ÷èñëîì òàêèì, ùî

cos θ =
−→u • −→v∣∣−→u ∣∣ · ∣∣−→v ∣∣ i 0 ⩽ θ ⩽ π. (1)
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êóòà ìiæ âåêòîðàìè � öå òåîðåìà êîñèíóñiâ ç åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨,
çîáðàæåíà íà ðèñ.

a

−→p

b
−→q

c

θ

a2 + b2 − 2ab cos θ = c2

Ùîá ïîáà÷èòè öå, íåîáõiäíî çàìiíèòè çíà÷åííÿ
∣∣−→p ∣∣, ∣∣−→q ∣∣, òà ∣∣−→p −−→q

∣∣ íà
a, b i c, âiäïîâiäíî, i ñïðîñòèòè ðåçóëüòàò.
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ñêàëÿðíîãî äîáóòêó:
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Îçíà÷åííÿ 1.5.2

Íåõàé −→u ,−→v ∈ Rn. ßêùî ∠
(−→u ,−→v

)
= π/2, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî öi

âåêòîðè ïåðåïåíäèêóëÿðíi òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê: −→u ⊥ −→v . ßêùî
∠
(−→u ,−→v

)
= 0 àáî ∠

(−→u ,−→v
)
= π, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðè −→u i −→v

ïàðàëåëüíi òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê: −→u ∥ −→v .

Îçíà÷åííÿ 1.5.3

Äâà âåêòîðè −→u i −→v ó äîâiëüíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì • íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî −→u • −→v = 0.

Òåîðåìà 1.5.4

Íåõàé −→u ,−→v ∈ Rn. Òîäi:
(i) −→u ⊥ −→v òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ îðòîãîíàëüíèìè;

(ii) −→u ∥ −→v òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (i) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
âåêòîðiâ.
(ii) ßêùî −→u∥−→v , òî çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî ∠

(−→u ,−→v
)
=0 àáî ∠

(−→u ,−→v
)
=π.

Òîäi âåêòîðè −→u i −→v êîëiíåàðíi, òîáòî ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.
Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè −→u i −→v ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi çà
íåðiâíiñòþ Êîøi-Øâàðöà ìà¹ìî, ùî

∣∣〈−→u ,−→v
〉∣∣= ∣∣−→u ∣∣ · ∣∣−→v ∣∣, i ç îçíà÷åííÿ

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî ∠
(−→u ,−→v

)
= 0 àáî ∠

(−→u ,−→v
)
= π, à îòæå

−→u ∥ −→v . ■
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Õî÷à ñëîâà �îðòîãîíàëüíèé� i �ïåðïåíäèêóëÿðíèé� ìàþòü ðiçíi ïîíÿòiéíi
îçíà÷åííÿ, òåîðåìà 1.5.4 ñòâåðäæó¹, ùî âîíè îçíà÷àþòü îäíå i òå æ ñàìå, i
ìè ìà¹ìî íàäçâè÷àéíî ïðîñòèé òåñò íà öþ âëàñòèâiñòü, à ñàìå íàì
ïîòðiáíî ëèøå ïåðåâiðèòè, ÷è òî÷êîâèé äîáóòîê âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ïåðåâiðêà òîãî, ÷è äâà âåêòîðè ïàðàëåëüíi, ¹ òðîõè ñêëàäíiøîþ. Ìè
ïîâèííi ïåðåâiðèòè, ÷è îäèí ç íèõ ¹ êðàòíèì iíøîìó.
Íà çâàâåðøåííi çàóâàæèìî, ÿêùî −→u = (u1, u2, . . . , un) ¹ îäèíè÷íèì
âåêòîðîì, òî ui =

−→u • −→ei = cos θi, äå θi � êóò ìiæ âåêòîðîì −→u i áàçîâèì
âåêòîðîì −→ei . Öå îá ðóíòîâó¹ òàêó òåðìiíîëîãiþ:

Îçíà÷åííÿ 1.5.5

ßêùî −→v � íåíóëüîâèé âåêòîð, òî i-à êîìïîíåíòà îäèíè÷íîãî âåêòîðà
íàçèâà¹òüñÿ i-èì íàïðÿìíèì êîñèíóñîì âåêòîðà.
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