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Ñêàëÿðíi äîáóòêè

Îçíà÷åííÿ 1.3.9

Íåõàé Vi, i = 1, . . . , n, i W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì k.
Âiäîáðàæåííÿ

f : V1 ×V2 × · · · ×Vn → W

íàçèâà¹òüñÿ ïîëiëiíiéíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i = 1, . . . , n
âèêîíóþòüñÿ òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

f(v1,v2, . . . ,vi+v′
i, . . . ,vn) = f(v1,v2, . . . ,vi, . . . ,vn)+f(v1,v2, . . . ,v

′
i, . . . ,vn),

f(v1,v2, . . . , cvi, . . . ,vn) = cf(v1,v2, . . . ,vi, . . . ,vn),

äëÿ âñiõ vj ∈ Vj i c ∈ k.

Åêâiâàëåíòíî, âiäîáðàæåííÿ f ¹ ïîëiëiíiéíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñó
i = 1, . . . , n i äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ v1,v2, . . . ,vi−1,vi+1, . . . ,vn ç vj ∈ Vj

âiäîáðàæåííÿ ç Vi â W âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

v 7→ f(v1,v2, . . . ,vi−1,vi,vi+1, . . . ,vn)

¹ ëiíiéíèì. ßêùî n = 2, òî â öüîìó âèïàäêó âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ
áiëiíiéíèì.
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Îçíà÷åííÿ 1.3.10

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k = C (àáî k = R). Áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ

⟨ , ⟩ : V ×V → k : (u,v) 7→ ⟨u,v⟩ ,

íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì ÷è âíóòðiøíiì äîáóòêîì íà V, ÿêùî öå
âiäîáðàæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi äâi óìîâè äëÿ âñiõ u,v ∈ V:

(1) ⟨u,v⟩ = ⟨v,u⟩ (ÿêùî k = R òî ⟨u,v⟩ = ⟨v,u⟩, òîáòî ôóíêöiÿ ⟨ , ⟩ ¹
ñèìåòðè÷íîþ);

(2) ⟨u,u⟩ > 0 äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ u.

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòó ⟨u,u⟩ âåêòîðà u ¹ çàâæäè
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Îçíà÷åííÿ 1.3.11

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.12

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Cn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Òåîðåìà 1.3.13

Òî÷êîâi äîáóòêè íà Rn i Cn ¹ ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî òî÷êîâi äîáóòêè íà Rn i Cn

çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi (1) i (2) ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Ìè ïðîïîíó¹ìî
÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó äîâåñòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.3.13.
ßêùî âñå, ùî õî÷åòüñÿ çðîáèòè, öå ìàòè òî÷êîâèé äîáóòîê íà Rn, ìè
ìîãëè á âiäìîâèòèñÿ âiä îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i ïðîñòî äîâåëè,
ùî òî÷êîâèé äîáóòîê çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi, ïåðåëi÷åíi â éîãî îçíà÷åííi.
Îäíàê ñåíñ àáñòðàãóâàííÿ îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé â îçíà÷åííi ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî âîíî âèîêðåìëþ¹ ñóòò¹âi âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i íå
ìîæå áóòè âiäõèëåíèì äåòàëÿìè. Âåêòîðíi ïðîñòîðè äîïóñêàþòü áàãàòî
ðiçíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.
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Ñêàëÿðíi äîáóòêè

Îçíà÷åííÿ 1.3.11

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.12

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Cn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Òåîðåìà 1.3.13

Òî÷êîâi äîáóòêè íà Rn i Cn ¹ ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî òî÷êîâi äîáóòêè íà Rn i Cn

çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi (1) i (2) ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Ìè ïðîïîíó¹ìî
÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó äîâåñòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.3.13.
ßêùî âñå, ùî õî÷åòüñÿ çðîáèòè, öå ìàòè òî÷êîâèé äîáóòîê íà Rn, ìè
ìîãëè á âiäìîâèòèñÿ âiä îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i ïðîñòî äîâåëè,
ùî òî÷êîâèé äîáóòîê çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi, ïåðåëi÷åíi â éîãî îçíà÷åííi.
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Ñêàëÿðíi äîáóòêè

Îçíà÷åííÿ 1.3.11

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.12

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Cn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Òåîðåìà 1.3.13
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÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó äîâåñòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.3.13.
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ìîãëè á âiäìîâèòèñÿ âiä îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i ïðîñòî äîâåëè,
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Îçíà÷åííÿ 1.3.11

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:
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÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó äîâåñòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.3.13.
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ìîãëè á âiäìîâèòèñÿ âiä îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i ïðîñòî äîâåëè,
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Îçíà÷åííÿ 1.3.11

Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

u • v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.12
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ðiçíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.
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Ñêàëÿðíi äîáóòêè

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði äîçâîëÿ¹ íàì äàòè ïðîñòå
îçíà÷åííÿ äîâæèíè âåêòîðà ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.3.14

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ⟨ , ⟩ i v ∈ V.
Îçíà÷èìî äîâæèíó |v| âåêòîðà v çà ôîðìóëîþ

|v| =
√

⟨v,v⟩.
Âåêòîð äîâæèíè 1 íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì.

ßêùî âèïèñàòè öå îçíà÷åííÿ äîâæèíè âåêòîðà äëÿ ñòàíäàðòíîãî
òî÷êîâîãî äîáóòêó íà Rn çà éîãî êîîðäèíàòàìè, âèäíî, ùî öå ïðîñòî
çâè÷àéíà åâêëiäîâà äîâæèíà; îäíàê öå íå äóæå âàæëèâèé ìîìåíò. Ñàìå
âëàñòèâiñòü (2) â îçíà÷åííi òî÷êîâîãî äîáóòêó ãàðàíòó¹, ùî íàøå
îçíà÷åííÿ äîâæèíè âåêòîðà êîðåêòíî âèçíà÷åíå. Öÿ òà iíøi âëàñòèâîñòi
òàêîæ ãàðàíòóþòü, ùî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà áóäå âèêîíóâàòèñÿ (äèâ.
òåîðåìó 1.3.16 íèæ÷å), à îòæå ìè ìàëè õîðîøå îçíà÷åííÿ äîâæèíè
âåêòîðà ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Íà öåé àñïåêò
ïîòðiáíî íàãîëîñèòè. Òå, ùî ðîáèòü ëiíiéíó àëãåáðó êðàñèâîþ, öå ñàìå òå,
ùî âîíà äîçâîëÿ¹ íàì ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i åëåãàíòíèì, ÷èñòèì ñïîñîáîì,
íå âòðó÷àþ÷èñü ó áðóäíi îá÷èñëåííÿ ç êîîðäèíàòàìè. Äîêè ìè
âèêîðèñòîâó¹ìî ëèøå çàãàëüíi (i ñóòò¹âi) âëàñòèâîñòi, òàêi, ÿê â îçíà÷åííi
äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, ìè çìîæåìî äàòè ïðîñòi äîâåäåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 1.3.15

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ òî÷îê p,q ∈ V
îçíà÷èìî âåêòîð ç p äî q, ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç pq, çà ôîðìóëîþ

pq = q− p.

ßêùî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V âèçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê, òî
âiäñòàíü âiä p äî q, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç dist(p,q), âèçíà÷àòèìåìî çà
ôîðìóëîþ

dist(p,q) = |pq|.

Iñíóþòü äâi äóæå âàæëèâi íåðiâíîñòi, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó:
öå íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà (íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî) òà íåðiâíiñòü
òðèêóòíèêà, ÿêi äîâåäåíî â òåîðåìi 1.3.16.
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Òåîðåìà 1.3.16

Íåõàé u i v � âåêòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ⟨ , ⟩.
Òîäi:

(1) |⟨u,v⟩| ⩽ |u| · |v| (íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà), i öÿ íåðiâíiñòü
ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè u i v ¹
ëiíiéíî çàëåæíèìè;
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Íåõàé u i v � âåêòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ⟨ , ⟩.
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Àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá äîâåñòè íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà � öå ïðîñòî
âñòàíîâèòè çíà÷åííÿ

c =
1

|v|2
⟨u,v⟩

â íåðiâíîñòi (1) i ñïðîñòèòè îòðèìàíèé âèðàç.
Òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Êîøi-Øâàðöà, îñêiëüêè
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Ñêàëÿðíi äîáóòêè

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñóìà äîâæèí
äâîõ ñòîðií òðèêóòíèêà áiëüøà çà äîâæèíó òðåòüî¨ ñòîðîíè (äèâ. ðèñ.),

p

q

r
|pq|

|qr|

|pr|

i éîãî ñôîðìóëüîâàíî â íàñòóïíîìó íàñëiäêó.

Íàñëiäîê 1.3.17

ßêùî p,q, r ∈ Rn, òî
|pr| < |pq|+ |qr|

çà óìîâè, ùî òî÷êè p, q i r íå ¹ êîëiíåàðíèìè.
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Äÿêóþ çà óâàãó!

Äÿêóþ çà óâàãó!
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