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Ïðàâèëî Êðàìåðà

Ìè ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè, ùî ïîâ'ÿçóþòü äåòåðìiíàíòè ç ðîçâ'ÿçêàìè
ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ax⃗ = b⃗,

äå A =
[
a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n

]
. ×åðåç Ai(⃗b) ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðèöþ, ÿêà

îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A çàìiíîþ ¨¨ i-îãî ñòîâïöÿ íà b⃗:

Ai(⃗b) =
[
a⃗1 a⃗2 · · · b⃗ · · · a⃗n

]
.x

i-é ñòîâï÷èê

Òåîðåìà 1.2.114 (ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü)

ßêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó, òî ñèñòåìà Ax⃗ = b⃗ ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê

xi =
detAi(⃗b)

detA
, i = 1, 2, . . . , n. (1)
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Ïðàâèëî Êðàìåðà

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî:

AIi(x⃗) = A
[
e⃗1 e⃗2 · · · x⃗ · · · e⃗n

]
=

=
[
Ae⃗1 Ae⃗2 · · · Ax⃗ · · · Ae⃗n

]
=

=
[
a⃗1 a⃗2 · · · b⃗ · · · a⃗n

]
=

= Ai(⃗b).

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó âèçíà÷íèêiâ öèõ
ìàòðèöü, òî

detA · det Ii(x⃗) = det(AIi(x⃗)) = detAi(⃗b).
Ðàçîì ç òèì

det(Ii(x⃗)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · x1 · · · 0 0
0 1 · · · x2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · xi · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · xn−1 · · · 1 0
0 0 · · · xn · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xi,

ùî âèïëèâà¹ ç ðîçêëàäó öüîãî âèçíà÷íèêà çà i-èì ðÿäêîì. Òàêèì ÷èíîì,
detA · xi = detAi(⃗b),

çâiäêè äiëåííÿì íà detA (detA ̸= 0 îñêiëüêè ìàòðèöÿ A îáîðîòíà)
çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Ïðèêëàä 1.2.115

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:{
3x1 + 2x2 = 2,
−5x1 − x2 = 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi ñèñòåìè:

∆ =

∣∣∣∣ 3 2
−5 −1

∣∣∣∣ = −3 + 10 = 7.

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Çíàõîäèìî äàëi

∆1 =

∣∣∣∣2 2
1 −1

∣∣∣∣ = −2− 2 = −4,

∆2 =

∣∣∣∣ 3 2
−5 1

∣∣∣∣ = 3− (−10) = 13.

Îòæå, x1 = −4

7
i x2 =

13

7
.
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Ðîçâ'ÿçîê. Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi ñèñòåìè:

∆ =

∣∣∣∣ 3 2
−5 −1

∣∣∣∣ = −3 + 10 = 7.

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Çíàõîäèìî äàëi
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∣∣∣∣ = −2− 2 = −4,
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Îòæå, x1 = −4

7
i x2 =

13

7
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ôîðìóë (1)

xi =
detAi(⃗b)

detA
, i = 1, 2, . . . , n. (1)

(âîíè íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà) â çàãàëüíîìó âèïàäêó
íååôåêòèâíî. Öi ôîðìóëè çðó÷íi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì äðóãîãî ÷è
òðåòüîãî ïîðÿäêó, äëÿ ñèñòåì âèùèõ ïîðÿäêiâ çðó÷íiøå âèêîðèñòàòè ìåòîä
Ãàóñà. Íåçâàæàþ÷è íà öå, ôîðìóëè Êðàìåðà ìàþòü âåëèêó òåîðåòè÷íó
öiííiñòü.
Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî çà äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêiâ detA, detAi(⃗b),

i = 1, 2, . . . , n, ìîæíà âèçíà÷èòè êîëè ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗ ¹
íåñóìiñíîþ, àáî ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó äâîõ öèõ âèïàäêàõ detA = 0,
ïðè÷îìó óñi äåòåðìiíàíòè detAi(⃗b), i = 1, 2, . . . , n, îäíî÷àñíî àáî ðiâíi
íóëþ, àáî æ âiäìiííi âiä íóëÿ. Îòîæ, ìà¹ìî:

(1) ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗ ¹ íåñóìiñíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

detA = 0 i detAi(⃗b) ̸= 0 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n;

(2) ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗ ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè detA = 0 i detAi(⃗b) = 0 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n.

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó (2) çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà íå ìîæíà îïèñàòè

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = b⃗.
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Ïðè¹äíàíà ìàòðèöÿ. Ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Ëåìà 1.2.117 (ïðî ôàëüøèâèé ðîçêëàä âèçíà÷íèêà)

Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ áóäü-ÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà
àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ An×n = [aij ]. Äîâåäåìî, ùî
ak1Al1 + . . .+ aknAln = 0

äëÿ äîâiëüíèõ iíäåêñiâ k ̸= l. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà
îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A çàìiíîþ éîãî l-ãî ðÿäêà k-èì. Òîäi ç îäíîãî áîêó
âií äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìà¹ äâà îäíàêîâèõ ðÿäêè, à ç iíøîãî �
ðîçêëàäàþ÷è éîãî çà l-èì ðÿäêîì çíàõîäèìî:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

...
. . .

...
ak1 · · · akn

...
. . .

...
ak1 · · · akn

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ak1Al1 + . . .+ aknAln.

Îòæå,
ak1Al1 + . . .+ aknAln = 0,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. ■
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Òåîðåìà 1.2.118

ßêùî ìàòðèöÿ An×n = [aij ] � îáîðîòíà, òî

A−1 =
1

detA
·


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann

 =
1

detA
· C∗.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèìî äîáóòîê

A · 1

detA
· C∗.

Íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A · C∗ çà ëåìîþ ïðî ôàëüøèâèé ðîçêëàä
âèçíà÷íèêà äîðiâíþþòü íóëþ, à äiàãîíàëüíi � âèçíà÷íèêó ìàòðèöi,
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...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann

 =
1

detA
· C∗.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèìî äîáóòîê

A · 1

detA
· C∗.

Íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A · C∗ çà ëåìîþ ïðî ôàëüøèâèé ðîçêëàä
âèçíà÷íèêà äîðiâíþþòü íóëþ, à äiàãîíàëüíi � âèçíà÷íèêó ìàòðèöi,
îñêiëüêè ¹ ñóìàìè åëåìåíòiâ ïåâíîãî ðÿäêà íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ òîãî
æ ðÿäêà. Òàêèì ÷èíîì,

A · 1

detA
· C∗ = I,

à öå i îçíà÷à¹, ùî

A−1 =
1

detA
· C∗.

■
Îòæå, äîâåäåíà òåîðåìà ôàêòè÷íî ñòâåðäæó¹, ùî îáåðíåíà äî ìàòðèöi A ¹
òðàíñïîíîâàíîþ ìàòðèöåþ àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi A,
ÿêi ïîäiëåíî íà âèçíà÷íèê ìàòðèöi A.
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Äÿêóþ çà óâàãó!

Äÿêóþ çà óâàãó!
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