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Ëåêöiÿ 10: Äåòåðìiíàíòè (âèçíà÷íèêè) ìàòðèöü i ¨õ çàñòîñóâàííÿ, II

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âèðàæåííÿ äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi ÷åðåç ¨¨ åëåìåíòè

Iíäóêòèâíå îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó ïîðîäæó¹
çàïèòàííÿ: à ÷è iñíó¹ ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ÷åðåç

¨¨ åëåìåíòè? Äëÿ âiäïîâiäi íà öå çàïèòàííÿ ââåäåìî äåÿêi íîâi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.92

Ïåðåñòàíîâêîþ åëåìåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà öèõ
åëåìåíòiâ.

Ïåðåñòàíîâêè âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ ëèøå ïîðÿäêîì åëåìåíòiâ.
Êiëüêiñòü óñiõ ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹

Pn = 1 · 2 · . . . · n = n!.

ßêùî åëåìåíòàìè ïåðåñòàíîâêè ¹ ÷èñëà 1, 2, . . . , n, òî òó ç n!
ïåðåñòàíîâîê öèõ åëåìåíòiâ, â ÿêié âîíè ðîçìiùåíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ,
íàçèâàòèìåìî íîðìàëüíî âïîðÿäêîâàíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.93

Iíâåðñi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òàêå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ÷èñåë â ïåðåñòàíîâöi, êîëè
áiëüøå ÷èñëî ñòî¨òü ïîïåðåäó (ëiâiøå) ìåíøîãî.

Íàïðèêëàä, ïåðåñòàíîâêà 2, 4, 3, 1 ìà¹ ÷îòèðè iíâåðñi¨: 2, 4, 3 ðîçòàøîâàíi
ëiâîðó÷ âiä 1; 4 � ëiâîðó÷ âiä ÷èñëà 3. Ïåðåñòàíîâêà, â ÿêié êiëüêiñòü
iíâåðñié ¹ ïàðíèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, a â iíøîìó âèïàäêó �
íåïàðíîþ.
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Òåîðåìà 1.2.94

Íåõàé A = [aij ] � ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
detA =

∑
n!

(−1)N(α1,...,αn)a1α1a2α2 . . . anαn , (1)

äå N(α1, . . . , αn) � êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi α1, . . . , αn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Íåõàé n = 2. Òîäi ôîðìóëà (1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

detA = (−1)N(1,2)a11a22 + (−1)N(2,1)a12a21 = a11a22 − a12a21,
ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ðàíiøå ââåäåíîþ ôîðìóëîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè n = k − 1. Öå
îçíà÷à¹, ùî äåòåðìiíàíò äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A = [aij ] ïîðÿäêó k − 1
äîðiâíþ¹ ñóìi ∑

(n−1)!

(−1)N(α1,...,αn−1)a1α1a2α2 . . . an−1,αn−1 .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ìàòðèöþ A = [aij ] k-ãî ïîðÿäêó. Òîäi

detA = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1kA1k =
k∑

i=1

a1iA1i =

=

k∑
i=1

(
a1i · (−1)i+1

∑
(k−1)!

(−1)
N

(
α
(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
a
2α

(i)
1

a
3α

(i)
2

. . . a
k,α

(i)
k−1

)
,

äå âíóòðiøíÿ ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïåðåñòàíîâêàì(
α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k−1

)
÷èñåë 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , k.
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Äàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî ââàæàòèìåìî, ùî A = [aij ] � ìàòðèöÿ
n-ãî ïîðÿäêó.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé óñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþþòü
íóëþ. Òîäi ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A çà öèì ðÿäêîì çíàéäåìî:

detA = 0 ·Ai1 + . . .+ 0 ·Ain = 0. ■

Îçíà÷åííÿ 1.2.96

Ìàòðèöÿ AT = [aji] íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A = [aij ].

Íàïðèêëàä, ÿêùî A =

a b c
d e f
g h i

, òî AT =

a d g
b e h
c f i

.
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Ìàòðèöÿ AT = [aji] íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A = [aij ].

Íàïðèêëàä, ÿêùî A =

a b c
d e f
g h i

, òî AT =

a d g
b e h
c f i

.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Ìè ñôîðìóëþ¹ìî âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ ìàòðèöü ó âèãëÿäi òâåðäæåíü.
Äàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî ââàæàòèìåìî, ùî A = [aij ] � ìàòðèöÿ
n-ãî ïîðÿäêó.

Òâåðäæåííÿ 1.2.95

ßêùî ìàòðèöÿ A ìàñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâïåöü), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé óñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþþòü
íóëþ. Òîäi ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A çà öèì ðÿäêîì çíàéäåìî:
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ
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Äàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî ââàæàòèìåìî, ùî A = [aij ] � ìàòðèöÿ
n-ãî ïîðÿäêó.

Òâåðäæåííÿ 1.2.95

ßêùî ìàòðèöÿ A ìàñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâïåöü), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé óñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþþòü
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Ìè ñôîðìóëþ¹ìî âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ ìàòðèöü ó âèãëÿäi òâåðäæåíü.
Äàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî ââàæàòèìåìî, ùî A = [aij ] � ìàòðèöÿ
n-ãî ïîðÿäêó.

Òâåðäæåííÿ 1.2.95

ßêùî ìàòðèöÿ A ìàñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâïåöü), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé óñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþþòü
íóëþ. Òîäi ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A çà öèì ðÿäêîì çíàéäåìî:

detA = 0 ·Ai1 + . . .+ 0 ·Ain = 0. ■

Îçíà÷åííÿ 1.2.96

Ìàòðèöÿ AT = [aji] íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A = [aij ].
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A
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1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
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11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A
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1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
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Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.
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ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.
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ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
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12 + . . .+ a1,k+1A
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1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.
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ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
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Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.
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Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
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ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:
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Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.97

Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:
detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 2 òâåðäæåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
ìàòðèöi A k-ãî ïîðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ
B = [aij ] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT .
Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì

ïðèïóùåííÿì, òî detB = detBT . ■
Íàñëiäîê 1.2.98

Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ
ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.99

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ), òî

detB = −detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.91.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...
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. . .
...
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. . .
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. . .
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 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.100

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî
detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî
áîêó, ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà
òâåðäæåííÿì 1.2.99 çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó
âèïàäêó, êîëè detA = 0. ■

Òâåðäæåííÿ 1.2.101

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.
■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...
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...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...
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...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
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. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.102

ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ i-ãî
ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi
i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =



a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =



a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .

Òîäi
detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB. ■
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.103

ßêùî äî äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi äîäàòè áóäü-ÿêèé iíøèé ðÿäîê
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé
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a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 · · · ajn
...

. . .
...

an1 · · · ann


, B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 + kai1 · · · ajn + kain
...

. . .
...

an1 · · · ann


.

Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî detB = detA. Ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöü B çà
j-ì ðÿäêîì, îòðèìó¹ìî ïiñëÿ ñïðîùåíü çà òâåðäæåííÿì 1.2.100:

detB = detA+ k · det



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann
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■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.103

ßêùî äî äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi äîäàòè áóäü-ÿêèé iíøèé ðÿäîê
(ñòîâïåöü), ïîìíîæåíèé íà äîâiëüíå ÷èñëî, òî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 · · · ajn
...

. . .
...

an1 · · · ann


, B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 + kai1 · · · ajn + kain
...

. . .
...

an1 · · · ann


.

Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî detB = detA. Ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöü B çà
j-ì ðÿäêîì, îòðèìó¹ìî ïiñëÿ ñïðîùåíü çà òâåðäæåííÿì 1.2.100:

detB = detA+ k · det



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann


= detA.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.103

ßêùî äî äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi äîäàòè áóäü-ÿêèé iíøèé ðÿäîê
(ñòîâïåöü), ïîìíîæåíèé íà äîâiëüíå ÷èñëî, òî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 · · · ajn
...

. . .
...

an1 · · · ann


, B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 + kai1 · · · ajn + kain
...

. . .
...

an1 · · · ann


.

Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî detB = detA. Ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöü B çà
j-ì ðÿäêîì, îòðèìó¹ìî ïiñëÿ ñïðîùåíü çà òâåðäæåííÿì 1.2.100:

detB = detA+ k · det



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann


= detA.

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Òâåðäæåííÿ 1.2.103
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Ðîçãëÿíóòi âëàñòèâîñòi äàþòü åôåêòèâíèé iíñòðóìåíò äëÿ îá÷èñëåííÿ
âèçíà÷íèêiâ. Ðîçãëÿíåìî öå íà ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 1.2.104

Îá÷èñëèòè detA, ÿêùî

A =

 2 3 −1
2 5 3
−4 −6 2

 .

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíî âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.2.101 i 1.2.100,
îòðèìó¹ìî

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
2 5 3
−4 −6 2

∣∣∣∣∣∣ = −2 ·

∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
2 5 3
2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Ïðèêëàä 1.2.105

Îá÷èñëèòè detA, ÿêùî

A =


0 2 −4 5
3 0 −3 6
2 4 5 7
5 −1 −3 1

 .
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∣∣∣∣∣∣∣∣
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1 0 −1 2
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∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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∣∣∣∣∣∣∣∣
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1 2
0 2 −4 5
2 4 5 7
5 −1 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çà òâåðäæåííÿì 1.2.103 äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ùî
ïîìíîæåíèé íà −2, à äî ÷åòâåðòîãî ïåðøèé, ùî ïîìíîæåíèé íà −5:

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1 2
0 2 −4 5
0 4 7 3
0 −1 2 −9

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçêëàäåìî äåòåðìiíàíò çà ïåðøèì ñòîâïöåì:

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −4 5
4 7 3
−1 2 −9

∣∣∣∣∣∣ .
Çà òâåðäæåííÿì 1.2.103 äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà òðåòié, ïîìíîæåíèé íà
2, à äî äðóãîãî � òðåòié, ïîìíîæåíèé íà 4:

detA = −3·

∣∣∣∣∣∣
0 0 13
0 15 −33
−1 2 −9

∣∣∣∣∣∣ = 3·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −9
0 0 13
0 15 −33

∣∣∣∣∣∣ = 3·(−1)·15·(−13) = 585.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10
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Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.106

Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

1 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî detE = −1.

2 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà íà äåÿêå
÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k.

3 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.106 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü
1.2.99, 1.2.101 i 1.2.103, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 1.2.107

Äåòåðìiíàíò åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10
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2 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà íà äåÿêå
÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k.

3 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.106 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü
1.2.99, 1.2.101 i 1.2.103, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 1.2.107

Äåòåðìiíàíò åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.106

Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

1 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî detE = −1.

2 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà íà äåÿêå
÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k.

3 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.106 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü
1.2.99, 1.2.101 i 1.2.103, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 1.2.107

Äåòåðìiíàíò åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.106

Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

1 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî detE = −1.

2 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà íà äåÿêå
÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k.

3 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.106 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü
1.2.99, 1.2.101 i 1.2.103, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 1.2.107

Äåòåðìiíàíò åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.106

Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

1 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî detE = −1.

2 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà íà äåÿêå
÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k.

3 ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.106 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü
1.2.99, 1.2.101 i 1.2.103, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 1.2.107

Äåòåðìiíàíò åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
ðÿäêiâ, òî

det(EA) = −detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I
íà äåÿêå ÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî
ðÿäêà ÿêîãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Ëåìà 1.2.108

Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ òîãî æ
ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç
äîïîìîãîþ òîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó
ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ
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Òåîðåìà 1.2.109

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè
detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
çà òåîðåìàìè 1.2.66 òà 1.2.67 ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ n, à çâåäåíîþ ñõiä÷àñòîþ
ôîðìîþ ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
iñíóþòü åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E1, . . . , Em òàêi, ùî Em · . . . · E1 ·A = I,
çâiäêè, ïåðåõîäÿ÷è äî äåòåðìiíàíòiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

1 = det I = det(Em · . . . · E1 ·A) = det(Em) · . . . · det(E1) · det(A),
à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä
íóëÿ. Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî
çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:

1 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. Òîäi rankA = n,
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Òåîðåìó äîâåäåíî. ■
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Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.109

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè
detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
çà òåîðåìàìè 1.2.66 òà 1.2.67 ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ n, à çâåäåíîþ ñõiä÷àñòîþ
ôîðìîþ ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
iñíóþòü åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E1, . . . , Em òàêi, ùî Em · . . . · E1 ·A = I,
çâiäêè, ïåðåõîäÿ÷è äî äåòåðìiíàíòiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

1 = det I = det(Em · . . . · E1 ·A) = det(Em) · . . . · det(E1) · det(A),
à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä
íóëÿ. Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî
çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:

1 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. Òîäi rankA = n,
à òîìó âîíà îáîðîòíà çà òåîðåìîþ 1.2.67.

2 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà B ìàòðèöi A ìà¹ íóëüîâi ðÿäêè. Òîäi
detB = 0. Àëå ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = Em · . . . ·E1 ·A äëÿ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü E1, . . . , Em. Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî âèçíà÷íèêiâ i
âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2.108, çíàõîäèìî
det(Em)· . . . ·det(E1)· det(A)=0, çâiäêè çà íàñëiäêîì 1.2.107 ìà¹ìî,
ùî det(A) = 0. Ïðîòèði÷÷ÿ, à òîìó öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
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Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.109

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè
detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
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ôîðìîþ ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
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à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä
íóëÿ. Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî
çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:

1 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. Òîäi rankA = n,
à òîìó âîíà îáîðîòíà çà òåîðåìîþ 1.2.67.

2 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà B ìàòðèöi A ìà¹ íóëüîâi ðÿäêè. Òîäi
detB = 0. Àëå ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = Em · . . . ·E1 ·A äëÿ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü E1, . . . , Em. Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî âèçíà÷íèêiâ i
âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2.108, çíàõîäèìî
det(Em)· . . . ·det(E1)· det(A)=0, çâiäêè çà íàñëiäêîì 1.2.107 ìà¹ìî,
ùî det(A) = 0. Ïðîòèði÷÷ÿ, à òîìó öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
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Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.109

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè
detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
çà òåîðåìàìè 1.2.66 òà 1.2.67 ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ n, à çâåäåíîþ ñõiä÷àñòîþ
ôîðìîþ ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
iñíóþòü åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E1, . . . , Em òàêi, ùî Em · . . . · E1 ·A = I,
çâiäêè, ïåðåõîäÿ÷è äî äåòåðìiíàíòiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

1 = det I = det(Em · . . . · E1 ·A) = det(Em) · . . . · det(E1) · det(A),
à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä
íóëÿ. Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî
çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:

1 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. Òîäi rankA = n,
à òîìó âîíà îáîðîòíà çà òåîðåìîþ 1.2.67.

2 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà B ìàòðèöi A ìà¹ íóëüîâi ðÿäêè. Òîäi
detB = 0. Àëå ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = Em · . . . ·E1 ·A äëÿ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü E1, . . . , Em. Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî âèçíà÷íèêiâ i
âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2.108, çíàõîäèìî
det(Em)· . . . ·det(E1)· det(A)=0, çâiäêè çà íàñëiäêîì 1.2.107 ìà¹ìî,
ùî det(A) = 0. Ïðîòèði÷÷ÿ, à òîìó öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.

Òåîðåìó äîâåäåíî. ■
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 10



Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.109

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè
detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
çà òåîðåìàìè 1.2.66 òà 1.2.67 ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ n, à çâåäåíîþ ñõiä÷àñòîþ
ôîðìîþ ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
iñíóþòü åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E1, . . . , Em òàêi, ùî Em · . . . · E1 ·A = I,
çâiäêè, ïåðåõîäÿ÷è äî äåòåðìiíàíòiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

1 = det I = det(Em · . . . · E1 ·A) = det(Em) · . . . · det(E1) · det(A),
à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä
íóëÿ. Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî
çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:

1 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. Òîäi rankA = n,
à òîìó âîíà îáîðîòíà çà òåîðåìîþ 1.2.67.

2 Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà B ìàòðèöi A ìà¹ íóëüîâi ðÿäêè. Òîäi
detB = 0. Àëå ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = Em · . . . ·E1 ·A äëÿ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü E1, . . . , Em. Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî âèçíà÷íèêiâ i
âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2.108, çíàõîäèìî
det(Em)· . . . ·det(E1)· det(A)=0, çâiäêè çà íàñëiäêîì 1.2.107 ìà¹ìî,
ùî det(A) = 0. Ïðîòèði÷÷ÿ, à òîìó öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
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Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.109

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè
detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi
çà òåîðåìàìè 1.2.66 òà 1.2.67 ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ n, à çâåäåíîþ ñõiä÷àñòîþ
ôîðìîþ ìàòðèöi A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
iñíóþòü åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E1, . . . , Em òàêi, ùî Em · . . . · E1 ·A = I,
çâiäêè, ïåðåõîäÿ÷è äî äåòåðìiíàíòiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

1 = det I = det(Em · . . . · E1 ·A) = det(Em) · . . . · det(E1) · det(A),
à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä
íóëÿ. Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî
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detB = 0. Àëå ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = Em · . . . ·E1 ·A äëÿ äåÿêèõ
åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü E1, . . . , Em. Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî âèçíà÷íèêiâ i
âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2.108, çíàõîäèìî
det(Em)· . . . ·det(E1)· det(A)=0, çâiäêè çà íàñëiäêîì 1.2.107 ìà¹ìî,
ùî det(A) = 0. Ïðîòèði÷÷ÿ, à òîìó öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
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Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.2.110

Ìàòðèöÿ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíîþ

(îñîáëèâîþ), â iíøîìó âèïàäêó � íåâèðîäæåíîþ (íåîñîáëèâîþ).

Îòæå, òåðìiíè �îáîðîòíà ìàòðèöÿ� òà �íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ�
(�íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ�) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ äåòåðìiíàíòàìè é
îñíîâíèìè îïåðàöiÿìè íàä ìàòðèöÿìè, çîêðåìà íàøîþ ìåòîþ áóäå
âñòàíîâëåííÿ ôîðìóë äëÿ detAT , det(A+B), det(k ·A), det(AB), detA−1

â òåðìiíàõ detA òà detB.
1. Çà òâåðäæåííÿì 1.2.97 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü äëÿ êîæíî¨ êâàäðàòíî¨
ìàòðèöi A:

detAT = detA.

2. Iíòó¨òèâíî ìîæå ñêëàñòèñÿ âðàæåííÿ, ùî det(A+B) = detA+ detB.
Îäíàê, öå íåïðàâèëüíî. Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî

A =

[
1 0
0 0

]
, B =

[
0 0
0 1

]
,

òî detA = detB = 0, àëå det(A+B) = det I = 1.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.110
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(�íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ�) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ äåòåðìiíàíòàìè é
îñíîâíèìè îïåðàöiÿìè íàä ìàòðèöÿìè, çîêðåìà íàøîþ ìåòîþ áóäå
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(îñîáëèâîþ), â iíøîìó âèïàäêó � íåâèðîäæåíîþ (íåîñîáëèâîþ).
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(�íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ�) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ äåòåðìiíàíòàìè é
îñíîâíèìè îïåðàöiÿìè íàä ìàòðèöÿìè, çîêðåìà íàøîþ ìåòîþ áóäå
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