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Äåòåðìiíàíòè (âèçíà÷íèêè) ìàòðèöü i ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A = [aij ] n-ãî ïîðÿäêó. Ïîñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü äàíié ìàòðèöi äåÿêå ÷èñëî, ÿêå ïåâíèì ÷èíîì áóäå
õàðàêòåðèçóâàòè ¨¨ âëàñòèâîñòi. Öå ÷èñëî íàçèâàòèìåìî äåòåðìiíàíòîì
(âèçíà÷íèêîì) ìàòðèöi.
Iñíó¹ äåêiëüêà ðiçíèõ ïiäõîäiâ äî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà, çîêðåìà
êîìáiíàòîðíèé (âèðàæåííÿ äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi ÷åðåç ¨¨ åëåìåíòè),
iíäóêòèâíèé (äåòåðìiíàíò ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó îçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
äåòåðìiíàíò ìàòðèöü n− 1-ãî ïîðÿäêó), àêñiîìàòè÷íèé (âèçíà÷íèê ÿê
iíäèêàòîð ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñèñòåìè âåêòîðiâ). Iñòîðè÷íî ïîíÿòòÿ
äåòåðìiíàíòà âèíèêëî íàáàãàòî ðàíiøå, íiæ áóëà ðîçðîáëåíà òåîðiÿ
ìàòðèöü. Ìè çóïèíèìîñü íà iíäóêòèâíîìó ïiäõîäi.

Îçíà÷åííÿ 1.2.84

Äåòåðìiíàíòîì 1× 1-ìàòðèöi A = [a11] íàçâåìî ÷èñëî a11. Äåòåðìiíàíòîì
(âèçíà÷íèêîì) n× n-ìàòðèöi, n > 1 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

n∑
k=1

a1k(−1)1+kM1k,

äå M1k � äåòåðìiíàíò ìàòðèöi ïîðÿäêó n− 1, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç çàäàíî¨
øëÿõîì âèêðåñëåííÿ ïåðøîãî ðÿäêà òà k-ãî ñòîâïöÿ.

Ïîçíà÷àòèìåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ÷åðåç detA àáî |A|.
Iíîäi, ùîá íå ãîâîðèòè �äåòåðìiíàíò ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó�, ìè
âæèâàòèìåìî òåðìií �äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó�.
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a1k(−1)1+kM1k,
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Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9
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Äåòåðìiíàíòè (âèçíà÷íèêè) ìàòðèöü i ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè äî ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà äðóãîãî òà
òðåòüîãî ïîðÿäêiâ ñôîðìóëþ¹ìî äåêiëüêà äîïîìiæíèõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.2.84

Ìiíîðîì åëåìåíòà aij ìàòðèöi A = [aij ] íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíò ìàòðèöi,
ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ.
Ïîçíà÷à¹òüñÿ Mij .

Îçíà÷åííÿ 1.2.85

Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà aij ìàòðèöi A = [aij ] íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëî (−1)i+jMij . Ïîçíà÷à¹òüñÿ Aij .

Âiäïîâiäíî äî âêàçàíèõ îçíà÷åíü ìîæíà â òàêèé ñïîñiá ïåðåôîðìóëþâàòè
îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi (îçíà÷åííÿ 1.2.83)

Îçíà÷åííÿ 1.2.86

Äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A = [aij ] n-ãî ïîðÿäêó (n > 1) íàçèâà¹òüñÿ ñóìà
äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi
äîïîâíåííÿ:

detA = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.
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∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 =

= a11(−1)1+1a22 + a12(−1)1+2a21 =

= a11a22 − a12a21.
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∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−
− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.
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◦ • ◦
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• ◦ ◦
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∣∣∣∣∣∣
◦ ◦ •
• ◦ ◦
◦ • ◦
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◦ • ◦
• ◦ ◦
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• ◦ ◦
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Îçíà÷åííÿ 1.2.86

Äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A = [aij ] n-ãî ïîðÿäêó (n > 1) íàçèâà¹òüñÿ ñóìà
äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi
äîïîâíåííÿ:

detA = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.

Îçíà÷åííÿ 1.2.86 äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi, òîáòî ïîäàííÿ éîãî ÷åðåç ñóìó
äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà íà âiäïîâiäíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ,
ùå íàçèâàþòü ðîçêëàäîì âèçíà÷íèêà çà ïåðøèì ðÿäêîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî iíøîãî ðÿäêà (àáî íàâiòü ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ òàêîæ äîðiâíþþòü âèçíà÷íèêó
ìàòðèöi. Öåé ôóíäàìåíòàëüíèé ôàêò òåîði¨ äåòåðìiíàíòiâ ìà¹ íàçâó
�òåîðåìà Ëàïëàñà�, äîâåäåííÿ ÿêîãî ìè íàâåäåìî ïiçíiøå.

Òåîðåìà 1.2.87 (òåîðåìà Ëàïëàñà ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A = [aij ] äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ
äîâiëüíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ:

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ai,nAi,n, i = 1, . . . , n,

detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ an,jAn,j , j = 1, . . . , n.
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äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi
äîïîâíåííÿ:
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ìàòðèöi íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ òàêîæ äîðiâíþþòü âèçíà÷íèêó
ìàòðèöi. Öåé ôóíäàìåíòàëüíèé ôàêò òåîði¨ äåòåðìiíàíòiâ ìà¹ íàçâó
�òåîðåìà Ëàïëàñà�, äîâåäåííÿ ÿêîãî ìè íàâåäåìî ïiçíiøå.

Òåîðåìà 1.2.87 (òåîðåìà Ëàïëàñà ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà)
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Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ïðèêëàä 1.2.88

Îá÷èñëèòè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 7 1 −1 4
0 2 −2 5 3
0 0 8 1 0
0 0 3 3 −1
0 0 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ñòîâïöåì:

∆ = 3 ·A11+0 ·A21+0 ·A31+0 ·A41+0 ·A51 = 3 ·(−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 5 3
0 8 1 0
0 3 3 −1
0 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòæå, îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çâåëîñÿ äî îá÷èñëåííÿ
âèçíà÷íèêà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Ðîçêëàäåìî i éîãî çà ïåðøèì ñòîâïöåì:

∆ = 3 · 2 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣
8 1 0
3 3 −1
0 2 0

∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàíèé âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó îá÷èñëèìî, ðîçêëàâøè éîãî çà
òðåòiì ðÿäêîì. Âðåøòi-ðåøò îòðèìó¹ìî:

∆ = 2 · 6 · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣8 0
3 −1

∣∣∣∣ = 12 · (−1) · (−8) = 96.

Âiäïîâiäü. ∆ = 96.
Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9
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∣∣∣∣8 0
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Òåîðåìà 1.2.89

Äåòåðìiíàíò òðèêóòíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ, ÿêi
ðîçòàøîâàíi íà ãîëîâíié äiàãîíàëi öi¹¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äëÿ âèïàäêó âåðõíüî¨
òðèêóòíî¨ ìàòðèöi. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî ðîçìiðó ìàòðèöi.
Áàçà iíäóêöi¨ ∣∣∣∣a11 a12

0 a22

∣∣∣∣ = a11a22

âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äåòåðìiíàíò êîæíî¨ âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨
ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ.
Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíó ìàòðèöþ D (n+ 1)-ãî ïîðÿäêó. Ðîçêëàâøè
äåòåðìiíàíò öi¹¨ ìàòðèöi çà îñòàííiì ðÿäêîì îòðèìó¹ìî, ùî âií äîðiâíþ¹
äîáóòêó åëåìåíòà îñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà íà éîãî
àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ, ÿêå çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì äîðiâíþ¹
a11a22 . . . an,n. Îòæå,

detD = an+1,n+1 · (−1)2n+2a11a22 . . . an,n = a11a22 . . . an,nan+1,n+1

■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9
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Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j , a òîìó äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij ,
çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1) îäíàêîâi. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî
ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij , äå ïîçíà÷åííÿ Mkl,rs îçíà÷à¹
äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k
òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1)

a11A11+a12A12+· · ·+a1nA1n = detA = a11A11+a21A21+· · ·+an1An1, (1)

ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij .
Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 · a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1).
Ìíîæíèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j ,
äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n

...
. . .

...
...

. . .
...

ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j

çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.
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Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 9



Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91

Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ðîçìiðîì ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ
(n− 1)× (n− 1). Äîâåäåìî, ùî òîäi i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî
âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó, êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ
äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r + 1)-é ðÿäêè).
Çà ëåìîþ 1.2.90 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä
çà ïåðøèì ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä
(−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B)
¹ äåòåðìiíàíòîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ìiíîðîì Mil(A) çà
âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Ëåìà 1.2.91
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

ßêùî i = r, òî bi1 = ar+1,1 i Mi1(B) = Mr+1,1(A). Òîäi r-é äîäàíîê ó
ðîçêëàäi detB ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

(−1)r+1br1Mr1(B) = (−1)r+1ar+1,1Mr+1,1(A) = −(−1)(r+1)+1ar+1,1Mr+1,1(A).

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî i = r + 1, òî bi1 = ar,1 i Mi1(B) = Mr,1(A) òà r + 1-é
äîäàíîê â ðîçêëàäi detB äîðiâíþ¹

(−1)(r+1)+1br+1,1Mr+1,1(B) = (−1)rar,1Mr,1(A) = −(−1)r+1ar1Mr1(A).

Iíøèìè ñëîâàìè, r-é òà (r + 1)-é äîäàíêè â ðîçêëàäi detB çà ïåðøèì
ñòîâïöåì ïðîòèëåæíi çà çíàêîì òà ðiâíi çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ,
âiäïîâiäíî ç (r + 1)-èì òà r-èì äîäàíêàìè ðîçêëàäó detA çà ïåðøèì
ñòîâïöåì.
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Ïiäñòàâèìî óñi öi ðåçóëüòàòè â detB i çíîâó çàñòîñó¹ìî ëåìó 1.2.90:
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− (−1)r+1br1(−Mr1(A)) =

= −
n∑

i=1

(−1)i+1bi1Mi1(A) = − detA.

Îòæå, ìè äîâåëè òâåðäæåííÿ ëåìè äëÿ âèïàäêó, êîëè çäiéñíþ¹òüñÿ
ïåðåñòàíîâêà äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî âîíî
ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ïåðåñòàíîâêè äâîõ äîâiëüíèõ ðÿäêiâ ëèøå âiäçíà÷èìî,
ùî ïåðåñòàíîâêó äâîõ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè, ñêàæåìî, r òà s (r < s), ìîæíà
çäiéñíèòè øëÿõîì 2(s− r)− 1 ïåðåñòàíîâîê ñóñiäíiõ ðÿäêiâ. Îñêiëüêè öÿ
êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê íåïàðíà òà êîæíà ç íèõ çìiíþ¹ çíàê äåòåðìiíàíòà
íà ïðîòèëåæíèé, òî çðåøòîþ äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B áóäå ïðîòèëåæíèì çà
çíàêîì i ç äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A. ■
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i=1
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ïåðåñòàíîâêà äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî âîíî
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ùî ïåðåñòàíîâêó äâîõ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè, ñêàæåìî, r òà s (r < s), ìîæíà
çäiéñíèòè øëÿõîì 2(s− r)− 1 ïåðåñòàíîâîê ñóñiäíiõ ðÿäêiâ. Îñêiëüêè öÿ
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íà ïðîòèëåæíèé, òî çðåøòîþ äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B áóäå ïðîòèëåæíèì çà
çíàêîì i ç äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A. ■
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ïåðåñòàíîâêè ñóñiäíiõ ðÿäêiâ ìàòðèöi. Çà ëåìîþ 1.2.91
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(−1)i+jaijMij(A),

òîáòî ìè îäåðæàëè ôîðìóëó ðîçêëàäó äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi A çà i-ì
ðÿäêîì.
Äîâåäåííÿ ðîçêëàäó äåòåðìiíàíòà çà ñòîâïöåì àíàëîãi÷íå ç óðàõóâàííÿì
ëåìè 1.2.90. ■
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Òåîðåìà Ëàïëàñà

Òåïåð ìîæåìî ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ òåîðåìè Ëàïëàñà.
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= (−1)i−1
n∑
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n∑
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(−1)1+jaijMij(A) =
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n∑
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(−1)i+jaijMij(A),
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