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Ùå ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.73

ßêùî A ¹ m× n-ìàòðèöåþ ç âåêòîð-ñòîâïöÿìè a⃗1, . . . , a⃗n i x⃗ ∈ Rn, òî
äîáóòêîì ìàòðèöi A íà âåêòîð x⃗ (ïîçíà÷à¹òüñÿ A · x⃗ àáî Ax⃗) íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíèõ
êîîðäèíàò âåêòîðà x⃗ ÿê âàã:

Ax⃗ =
[
a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n

]

x1

x2

...
xn

 = x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n.
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Ùå ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(1)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

a⃗1 =


a11

a21

...
am1

 , a⃗2 =


a12

a22

...
am2

 , . . . , a⃗n =


a1n

a2n

...
amn

 , b⃗ =


b1
a2

...
am

 .

Òîäi ñèñòåìó (1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗. (2)

Îñòàííþ ðiâíiñòü íàçèâàòèìåìî âåêòîðíîþ ôîðìîþ çàïèñó ñèñòåìè

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1).
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ßêùî æ ãîëîâíó ìàòðèöþ ñèñòåìè (1)
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(1)

ïîçíà÷èòè ÷åðåç A i ââåñòè âåêòîð íåâiäîìèõ

x⃗ =


x1

x2

...
xn

 ,

òî ñèñòåìó (1) ìîæíà ïîäàòè ó òàê çâàíîìó ìàòðè÷íî-âåêòîðíîìó âèãëÿäi

Ax⃗ = b⃗. (3)

Îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íî-âåêòîðíié ôîðìi,
î÷åâèäíî, íàáóâà¹ âèãëÿä

Ax⃗ = 0⃗.
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Âëàñòèâîñòi ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð âèêëàäåíi â
íàñòóïíié òåîðåìi, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì âèêîíàòè
ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 1.2.74

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ, u⃗, v⃗ ∈ Rn, c ∈ R. Òîäi:
1) A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗;

2) A(cu⃗) = c ·Au⃗.

Êðiì öüîãî, çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòîì äîáóòêó ìàòðèöi A íà âåêòîð ej
(âåêòîð, j-òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à ðåøòà � 0) ¹ j-èé ñòîâïåöü
ìàòðèöi A.
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(âåêòîð, j-òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à ðåøòà � 0) ¹ j-èé ñòîâïåöü
ìàòðèöi A.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ùå ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âëàñòèâîñòi ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð âèêëàäåíi â
íàñòóïíié òåîðåìi, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì âèêîíàòè
ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 1.2.74

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ, u⃗, v⃗ ∈ Rn, c ∈ R. Òîäi:
1) A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗;

2) A(cu⃗) = c ·Au⃗.

Êðiì öüîãî, çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòîì äîáóòêó ìàòðèöi A íà âåêòîð ej
(âåêòîð, j-òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à ðåøòà � 0) ¹ j-èé ñòîâïåöü
ìàòðèöi A.
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Ùå ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âëàñòèâîñòi ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð âèêëàäåíi â
íàñòóïíié òåîðåìi, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì âèêîíàòè
ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 1.2.74

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ, u⃗, v⃗ ∈ Rn, c ∈ R. Òîäi:
1) A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗;

2) A(cu⃗) = c ·Au⃗.

Êðiì öüîãî, çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòîì äîáóòêó ìàòðèöi A íà âåêòîð ej
(âåêòîð, j-òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à ðåøòà � 0) ¹ j-èé ñòîâïåöü
ìàòðèöi A.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.
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çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.
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òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
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ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
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ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.75 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
âåêòîðíà ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨ ¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå,
ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õíi
ëiíiéíi îáîëîíêè çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.
Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü
çáiãàþòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹
ñóìiñíîþ. ■
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Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.76

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Ïðîñòîðîì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið row(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ðÿäêàìè
ìàòðèöi A; ïðîñòîðîì ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið col(A)
ïðîñòîðó Rm, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ax⃗ = 0⃗,

äå A � m× n-ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1.2.77

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗ óòâîðþ¹
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u⃗ òà v⃗ � äåÿêi äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗. Öå
îçíà÷à¹, ùî

Au⃗ = Av⃗ = 0⃗.

Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 1.2.74 ïðî âëàñòèâîñòi äîáóòêó ìàòðèöü íà âåêòîð
A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
A(cu⃗) = c ·Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó Rn. ■
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A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
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Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
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A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
A(cu⃗) = c ·Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó Rn. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.76

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Ïðîñòîðîì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið row(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ðÿäêàìè
ìàòðèöi A; ïðîñòîðîì ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið col(A)
ïðîñòîðó Rm, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ax⃗ = 0⃗,

äå A � m× n-ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1.2.77

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗ óòâîðþ¹
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u⃗ òà v⃗ � äåÿêi äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗. Öå
îçíà÷à¹, ùî

Au⃗ = Av⃗ = 0⃗.

Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 1.2.74 ïðî âëàñòèâîñòi äîáóòêó ìàòðèöü íà âåêòîð
A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
A(cu⃗) = c ·Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó Rn. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.76

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Ïðîñòîðîì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið row(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ðÿäêàìè
ìàòðèöi A; ïðîñòîðîì ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið col(A)
ïðîñòîðó Rm, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ax⃗ = 0⃗,

äå A � m× n-ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1.2.77

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗ óòâîðþ¹
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u⃗ òà v⃗ � äåÿêi äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗. Öå
îçíà÷à¹, ùî

Au⃗ = Av⃗ = 0⃗.

Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 1.2.74 ïðî âëàñòèâîñòi äîáóòêó ìàòðèöü íà âåêòîð
A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
A(cu⃗) = c ·Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó Rn. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.76

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Ïðîñòîðîì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið row(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ðÿäêàìè
ìàòðèöi A; ïðîñòîðîì ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið col(A)
ïðîñòîðó Rm, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ax⃗ = 0⃗,

äå A � m× n-ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1.2.77

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗ óòâîðþ¹
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u⃗ òà v⃗ � äåÿêi äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗. Öå
îçíà÷à¹, ùî

Au⃗ = Av⃗ = 0⃗.

Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 1.2.74 ïðî âëàñòèâîñòi äîáóòêó ìàòðèöü íà âåêòîð
A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
A(cu⃗) = c ·Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó Rn. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.76

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Ïðîñòîðîì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið row(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ðÿäêàìè
ìàòðèöi A; ïðîñòîðîì ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið col(A)
ïðîñòîðó Rm, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ax⃗ = 0⃗,

äå A � m× n-ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1.2.77

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗ óòâîðþ¹
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u⃗ òà v⃗ � äåÿêi äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗. Öå
îçíà÷à¹, ùî

Au⃗ = Av⃗ = 0⃗.

Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 1.2.74 ïðî âëàñòèâîñòi äîáóòêó ìàòðèöü íà âåêòîð
A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî
A(cu⃗) = c ·Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó Rn. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
ïðîñòîðó ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), a ñòîâïöåâèé ðàíã �
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó
ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
nullity(A) = dim(null(A)).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.78

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ
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2) çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü;

3) äî çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4) äîäàòè ïî ÷åðçi óñi ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè (5), i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4).

Îçíà÷åííÿ 1.2.80

Íåõàé U � äîâiëüíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn, a⃗ ∈ Rn. Ìíîæèíà

M = a⃗+ U = {x⃗ ∈ Rn : x⃗ = a⃗+ u⃗, u⃗ ∈ U}

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì ïðîñòîðó Rn, ÿêèé óòâîðåíèé
ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì ïiäïðîñòîðó U íà âåêòîð a⃗.

Îòæå, ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n
íåâiäîìèìè ¹ ëiíiéíèé ìíîãîâèä a⃗+ U ïðîñòîðó Rn, äå a⃗ � äåÿêèé
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, U � ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ
âiäïîâiäíî¨ ¨é îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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ñèñòåìè (5), i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4).
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Íåõàé U � äîâiëüíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn, a⃗ ∈ Rn. Ìíîæèíà
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÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, U � ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ
âiäïîâiäíî¨ ¨é îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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3) äî çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4) äîäàòè ïî ÷åðçi óñi ðîçâ'ÿçêè
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ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì ïiäïðîñòîðó U íà âåêòîð a⃗.

Îòæå, ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n
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Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4):

1) ïiäiáðàòè îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè;
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ñèñòåìè (5), i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4).

Îçíà÷åííÿ 1.2.80

Íåõàé U � äîâiëüíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn, a⃗ ∈ Rn. Ìíîæèíà

M = a⃗+ U = {x⃗ ∈ Rn : x⃗ = a⃗+ u⃗, u⃗ ∈ U}

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì ïðîñòîðó Rn, ÿêèé óòâîðåíèé
ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì ïiäïðîñòîðó U íà âåêòîð a⃗.

Îòæå, ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n
íåâiäîìèìè ¹ ëiíiéíèé ìíîãîâèä a⃗+ U ïðîñòîðó Rn, äå a⃗ � äåÿêèé
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, U � ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ
âiäïîâiäíî¨ ¨é îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8



Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíî¨ òà îäíîðiäíî¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ax⃗ = b⃗. (4)

Ax⃗ = 0⃗. (5)
Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4):

1) ïiäiáðàòè îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè;

2) çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü;

3) äî çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4) äîäàòè ïî ÷åðçi óñi ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè (5), i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4).
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íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì ïðîñòîðó Rn, ÿêèé óòâîðåíèé
ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì ïiäïðîñòîðó U íà âåêòîð a⃗.

Îòæå, ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n
íåâiäîìèìè ¹ ëiíiéíèé ìíîãîâèä a⃗+ U ïðîñòîðó Rn, äå a⃗ � äåÿêèé
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, U � ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ
âiäïîâiäíî¨ ¨é îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 8
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Ax⃗ = 0⃗. (5)
Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4):

1) ïiäiáðàòè îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè;

2) çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü;

3) äî çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4) äîäàòè ïî ÷åðçi óñi ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè (5), i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4).
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Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê i ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ìè ïîêàçàëè, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn. Öåé ïiäïðîñòið ìà¹ ñâié áàçèñ. Òi
ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ÿêi óòâîðþþòü áàçèñ, íàçèâàþòüñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 1.2.81

Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ; r � ¨¨ ðàíã. Òîäi ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

Ax⃗ = 0⃗

ìiñòèòü ðiâíî n− r âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïðèâåñòè ìàòðèöþ A äî çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî
âîíà ìiñòèòèìå r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, à îòæå r îñíîâíèõ çìiííèõ, ÿêi
âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç n− r âiëüíèõ çìiííèõ. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi
ââàæàòèìåìî, ùî îñíîâíèìè ¹ çìiííi x1, . . . , xr, à ðåøòà � âiëüíi, òîäi

x1 = γ11xr+1 + γ12xr+2 + · · ·+ γ1,n−rxn,

x2 = γ21xr+1 + γ22xr+2 + · · ·+ γ2,n−rxn,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xr = γr1xr+1 + γr2xr+2 + · · ·+ γr,n−rxn.
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