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Ëåêöiÿ 7: Ìàòðèöi. Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Íåõàé Mn(R) � ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó, çàäàíèõ
íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R. Ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó
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� îäèíè÷íi âåêòîðè (îðòè), íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç I (àáî In, ùîá ïiäêðåñëèòè ðîçìiðíiñòü). Íàçâà öi¹¨ ìàòðèöi
çóìîâëåíà òèì, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A âèêîíó¹òüñÿ
òîòîæíiñòü

A · I = I ·A = A.
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.2.56
Ìàòðèöÿ A′ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

A ·A′ = A′ ·A = I.

Òåîðåìà 1.2.57
ßêùî äî ìàòðèöi iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ, òî ëèøå ¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ äâi ðiçíà îáåðíåíi
ìàòðèöi A′ i A′′. Òîäi

A′ = A′ · I = A′ · (A ·A′′) = (A′ ·A) ·A′′ = I ·A′′ = A′′,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. ■
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Ïðèêëàä 1.2.58

Äîâåäåìî, ùî ìàòðèöÿ A =

[
1 1
2 2

]
íå ìà¹ îáåðíåíî¨.

Íåõàé

[
a b
c d

]
� ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî ìàòðèöi A. Òîäi

[
1 1
2 2

]
·
[
a b
c d

]
=

[
a+ c b+ d

2(a+ c) 2(b+ d)

]
=

[
1 0
0 1

]
,

Çàïèøåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi ñèñòåìè
a+ c = 1;
2(a+ c) = 0;
b+ d = 0;
2(b+ d) = 1.

Öÿ ñèñòåìà ¹ íåñóìiñíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A îáåðíåíî¨ íå ìà¹.

Îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi A ïîçíà÷àòèìåìî A−1. Ìàòðèöÿ, äî ÿêî¨
iñíó¹ îáåðíåíà, íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíîþ.
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Òåîðåìà 1.2.59 (îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó)

ßêùî A =

[
a b
c d

]
i ad− bc ̸= 0, òî ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ, ïðè÷îìó

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
.

ßêùî æ ad = bc, òî äî ìàòðèöi A íå iñíó¹ îáåðíåíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè. Áåçïîñåðåäíüî
îá÷èñëèìî

A ·A−1=

[
a b
c d

]
· 1

ad−bc

[
d −b
−c a

]
=

1

ad−bc

[
ad−bc ab−ba
cd−dc ad−bc

]
=

[
1 0
0 1

]
= I.

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî

A−1·A=
1

ad−bc

[
d −b
−c a

]
·
[
a b
c d

]
=

1

ad−bc

[
da−bc db−bd
−ac+ca −cb+ad

]
=

[
1 0
0 1

]
= I.

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè íàâîäèòè íå áóäåìî, îñêiëüêè öå
òâåðäæåííÿ çãîäîì (òåîðåìà 1.2.66) áóäå äîâåäåíî â áiëüø çàãàëüíîìó
âèãëÿäi. ■
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Çàçíà÷èìî, ùî âèðàç ad− bc íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíòîì (àáî
âèçíà÷íèêîì) ìàòðèöi

A =

[
a b
c d

]
.

Òåîðåìà 1.2.60 (âëàñòèâîñòi îáîðîòíèõ ìàòðèöü)
1 ßêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ, òî ìàòðèöÿ A−1 òàêîæ îáîðîòíà,
ïðè÷îìó (A−1)−1 = A.

2 ßêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ, c ̸= 0, òî ìàòðèöÿ cA òàêîæ îáîðîòíà,

ïðè÷îìó (cA)−1 =
1

c
A−1.

3 ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó A òà B ¹ îáîðîòíèìè, òî
ìàòðèöÿ AB òàêîæ îáîðîòíà, ïðè÷îìó

(AB)−1 = B−1A−1.

Äîâåäåííÿ. 1. Ùîá çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi A−1, ïîòðiáíî
çíàéòè òàêó ìàòðèöþ X, ùî A−1X = XA−1 = I. Àëå ÿêùî X = A, òî öi
ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ, à îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ ëèøå ¹äèíà, òî öå i ¹
ìàòðèöÿ A.
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

2. Ìà¹ìî:

cA · 1
c
A−1 = c · 1

c
A ·A−1 = A ·A−1 = I

i
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c
A−1 · cA =

1

c
· c ·A−1 ·A = A−1 ·A = I.
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òî âðàõîâóþ÷è àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü îòðèìó¹ìî:

ABB−1A−1 = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I,

B−1A−1AB = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I.

Òåîðåìó äîâåäåíî. ■

Îçíà÷åííÿ 1.2.61
Ðàíãîì ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ ó ¨¨ ñõiä÷àòié
ôîðìi.

Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ðàíã ìàòðèöi A ÷åðåç r(A) àáî rank(A).
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Ïðèêëàä 1.2.62
Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi

A =


1 2 3 4 5
2 1 3 3 1
2 1 1 2 −1
−2 −1 −1 −2 1

 .

Ðîçâ'ÿçîê. Çâåäåìî äàíó ìàòðèöþ äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè:

A =


1 2 3 4 5
2 1 3 3 1
2 1 1 2 −1
−2 −1 −1 −2 1

 ∼

äîäàìî äî äðóãîãî òà òðåòüîãî ðÿäêiâ ïåðøèé ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà −2, à
äî ÷åòâåðòîãî � ïåðøèé ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà 2:

∼


1 2 3 4 5
0 −3 −3 −5 −9
0 −3 −5 −6 −11
0 3 5 6 11

 ∼
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∼
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 .

Îòæå, rank(A) = 3.
Ç îçíà÷åííÿ ðàíãó ìàòðèöi rank(A) âèïëèâà¹, ùî âií äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Ëåìà 1.2.63
ßêùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ïîðiâíþ¹ p, òî iñíó¹ ñèñòåìà ç p ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, ÷åðåç ÿêi ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ êîæíèé
âåêòîð-ñòîâïåöü öi¹¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ v⃗1, . . . , v⃗m ìàòðèöi

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


äîðiâíþ¹ p. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ öi¹¨ ñèñòåìè ìiñòèòü p âåêòîðiâ. Íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî áàçèñ óòâîðþþòü âåêòîðè
v⃗1, . . . , v⃗p. Êîæíèé ç ðåøòè âåêòîðiâ ðÿäêiâ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íèõ:

v⃗p+1 = cp+1,1v⃗1 + cp+1,2v⃗2 + · · ·+ cp+1,pv⃗p,

v⃗p+2 = cp+2,1v⃗1 + cp+2,2v⃗2 + · · ·+ cp+2,pv⃗p,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
v⃗m = cm,1v⃗1 + cm,2v⃗2 + · · ·+ cm,pv⃗p.
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p︷ ︸︸ ︷
1, 0, 0, . . . , 0, cp+1,1, cp+1,1, . . . , cm,1),
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Öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà (ïîäóìàéòå ÷îìó). Ç iíøîãî áîêó,
j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ¨õíüî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨:

a⃗j = a1j u⃗1 + a2j u⃗2 + · · ·+ apj u⃗p,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■
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Òåîðåìà 1.2.64
Ðÿäêîâèé i ñòîâïöåâèé ðàíãè ìàòðèöi çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n, ðÿäêîâèé ðàíã ÿêî¨
äîðiâíþ¹ p, à ñòîâïöåâèé � s. Íåõàé áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ
óòâîðþþòü âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p, à âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ � âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗s.
Çà äîâåäåíîþ âèùå ëåìîþ êîæíèé ç âåêòîðiâ ñèñòåìè a⃗1, . . . , a⃗s ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p (òàêi âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p iñíóþòü i
âîíè ëiíiéíî íåçàëåæíi). Òîäi s ⩽ p (â iíøîìó âèïàäêó ñèñòåìà âåêòîðiâ
a⃗1, . . . , a⃗s áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè âîíà ¹
áàçèñîì).
Ðîçãëÿíåìî òàê çâàíó òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöþ

AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

. . .
...

a1m a2n · · · amn


äî ìàòðèöi A. �¨ ðÿäêîâèé ðàíã äîðiâíþ¹ s, à ñòîâïöåâèé � r.
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
Òàêèì ÷èíîì, íàìè äîâåäåíî òàêèé ôàêò:

Íàñëiäîê 1.2.65
Ðàíã äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT :

rankA = rankAT .

À îòæå, ìè òåïåð ïðîñòî ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî ðàíã ìàòðèöi, ðîçãëÿäàþ÷è
éîãî ÿê ðÿäêîâèé àáî ñòîâïöåâèé ðàíã.

Òåîðåìà 1.2.66
Äëÿ òîãî, ùîá äî ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó iñíóâàëà îáåðíåíà, íåîáõiäíî òà
äîñòàòíüî, ùîá ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþâàâ n.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî îáîðîòíó ìàòðèöþ
A =

[
a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n

]
.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ
X =

[
x⃗1 x⃗2 · · · x⃗n

]
,

ùî AX = XA = I. Ìà¹ìî:
AX = A ·

[
x⃗1 x⃗2 · · · x⃗n

]
=

[
Ax⃗1 Ax⃗2 · · · Ax⃗n

]
,

çâiäêè

Ax⃗1 = x11a1 + · · ·+ xn1an = e⃗1;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ax⃗n = x1na1 + · · ·+ xnnan = e⃗n.
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Øóêàòèìåìî ìàòðèöþ
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
Bx⃗ = 0⃗

ÿê ìàòðè÷íó ðiâíiñòü. Ïîìíîæèìî ¨¨ çëiâà íà A:

ABx⃗ = A0⃗.

Ìà¹ìî:
(AB)x⃗ = Ix⃗ = x⃗, A0⃗ = 0⃗.

Òîáòî x⃗ = 0⃗ i ñèñòåìà Bx⃗ = 0⃗ ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Öå îçíà÷à¹,
ùî ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ n. Òîäi çà äîâåäåíèì âèùå iñíó¹ òàêà
ìàòðèöÿ C, ùî BC = I.
Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî äîáóòêè:

ABC = A(BC) = AI = A

ABC = (AB)C = IC = C,

çâiäêè C = A. Îòæå, AB = BA = I, à öå é îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ¹
îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A.
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Ïðèêëàä 1.2.69
Âñòàíîâèòè, ÷è ¹ åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöi

E1 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , E2 =

1 0 0
0 3 0
0 0 1

 , E3 =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1


i îá÷èñëèòè äîáóòêè E1A, E2A, E3A, äå

A =

a b c
d e f
g h i

 .
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ìíîæåííÿì äðóãîãî ðÿäêà íà 3, à E3 � äîäàâàííÿì äî òðåòüîãî ðÿäêà
ïåðøîãî, ïîìíîæåíîãî íà −2. Äàëi çíàõîäèìî:0 0 1

0 1 0
1 0 0

 ·

a b c
d e f
g h i

 =

g h i
d e f
a b c

 ;1 0 0
0 3 0
0 0 1

 ·

a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
3d 3e 3f
g h i

 ; 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 ·

a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
3d 3e 3f

g − 2a h− 2b i− 2c

 .
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Ïðèêëàä 1.2.71
Çíàéòè ìàòðèöþ, îáåðíåíó äî ìàòðèöi

A =

1 0 1
6 2 1
5 1 3

 .

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ìàòðèöþ [A|I] i ç äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü ïðèâåäåìî ¨¨ äî âèäó [I|A−1]: 1 0 1 1 0 0

6 2 1 0 1 0
5 1 3 0 0 1

 ∼

 1 0 1 1 0 0
0 2 −5 −6 1 0
0 1 −2 −5 0 1

 ∼

∼

 1 0 1 1 0 0
0 1 −2 −5 0 1
0 2 −5 −6 1 0

 ∼

 1 0 1 1 0 0
0 1 −2 −5 0 1
0 0 −1 4 1 −2

 ∼

∼

 1 0 0 5 1 −2
0 1 0 −13 −2 5
0 0 −1 4 1 −2

 ∼

 1 0 0 5 1 −2
0 1 0 −13 −2 5
0 0 1 −4 −1 2

 .

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

A−1 =

 5 1 −2
−13 −2 5
−4 −1 2

 .
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 ∼

 1 0 1 1 0 0
0 1 −2 −5 0 1
0 0 −1 4 1 −2
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Ìàòðè÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïðèêëàä 1.2.72
Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó 

x2 + 2x3 = −4,

x1 + 3x3 = −5,

4x1 − 3x2 + 8x3 = −12.

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíà ñèñòåìà ìîæå áóòè çàïèñàíà â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîìó
âèãëÿäi òàê:

Ax⃗ = b⃗,

äå

A =

0 1 2
1 0 3
4 −3 8

 , x⃗ =

x1

x2

x3

 , b⃗ =

 −4
−5
−12

 .

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ìàòðèöÿ A ìà¹ îáåðíåíó (çðîáiòü
ïåðåâiðêó ñàìîñòiéíî), ïðè÷îìó:

A−1 =


−9

2
7 −3

2
−2 4 −4
3

2
−2

1

2

 .
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