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Îçíà÷åííÿ 1.2.44

Ìàòðèöåþ íàä ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ åëåìåíòiâ öüîãî
ïîëÿ

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 , aij ∈ k, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Ìàòðèöi çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè. Iíîäi äëÿ
òîãî, ùîá ïiäêðåñëèòè, ùî ìàòðèöÿ A ñêëàäà¹òüñÿ ç m ðÿäêiâ i n
ñòîâï÷èêiâ, ìè ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ òàê: Am×n àáî [aij ]m×n. Ìàòðèöþ ç
åëåìåíòàìè aij ïîçíà÷àþòü [aij ], à ÷åðåç (aij) � åëåìåíò i-ãî ðÿäêà i j-ãî
ñòîâïöÿ ìàòðèöi A:

Am×n = [aij ]m×n =
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...
. . .

...
. . .

...
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...
. . .
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. . .

...
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←− i-é ðÿäîê

x
j-é ñòîï÷èê
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Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè.

Îçíà÷åííÿ 1.2.45

Ñóìîþ äâîõ m× n-ìàòðèöü A =
[
a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n

]
òà

B =
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗n

]
íàçèâà¹òüñÿ m× n-ìàòðèöÿ A+B, ñòîâïöi ÿêî¨ ¹

ñóìàìè âiäïîâiäíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöü A òà B:

A+B =
[
a⃗1 + b⃗1 a⃗2 + b⃗2 · · · a⃗n + b⃗n.

]

Îçíà÷åííÿ 1.2.46

Äîáóòêîì m× n-ìàòðèöi A =
[
a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n

]
íà ÷èñëî λ ∈ R

íàçèâà¹òüñÿ m× n-ìàòðèöÿ

λA =
[
λa⃗1 λa⃗2 · · · λa⃗n

]
.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.50

Äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n íà ìàòðèöþ Bn×p íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

A ·B = A ·
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗p

]
=

[
Ab⃗1 Ab⃗2 · · · Ab⃗p

]
Ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ ¹ ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m× p.

Ïðèêëàä 1.2.51

Îá÷èñëèòè A ·B òà B ·A, ÿêùî

A =

[
2 3
1 −5

]
, B =

[
4 3 6
1 −2 3

]
.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ðîçìiðíîñòi 2× 2, à ìàòðèöÿ B
ðîçìiðíîñòi 2× 3, òî ìíîæåííÿ ìàòðèöü A ·B âèçíà÷åíå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
b⃗1, b⃗2, b⃗3 ñòîâïöi ìàòðèöü B. Òîäi ôîðìó¹ìî ç âåêòîðiâ Ab⃗1, Ab⃗2, Ab⃗3
ìàòðèöþ A ·B:

Ab⃗1 =

[
11
−1

]
, Ab⃗2 =

[
0
13

]
, Ab⃗1 =

[
21
−9

]
,

A ·B =

[
11 0 21
−1 13 −9

]
.

Ìíîæåííÿ B ·A íåâèçíà÷åíå, îñêiëüêè ðîçìiðè ìàòðèöü B i A íå
óçãîäæóþòüñÿ ç îçíà÷åííÿì ìíîæåííÿì ìàòðèöü (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.2.50).
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Äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n íà ìàòðèöþ Bn×p íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

A ·B = A ·
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗p

]
=

[
Ab⃗1 Ab⃗2 · · · Ab⃗p

]
Ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ ¹ ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m× p.
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Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.50
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Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè
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Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Çàóâàæåííÿ 1.2.52

Äîáóòîê äâîõ ìàòðèöü íå çàâæäè iñíó¹, à ñàìå: äîáóòîê ìàòðèöü
ðîçìiðíîñòi m× n íà ìàòðèöþ ðîçìiðíîñòi k × p iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè n = k. Ðàçîì ç öèì äîáóòîê äâîõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü îäíîãî é òîãî
æ ïîðÿäêó çàâæäè iñíó¹.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äîáóòêó ìàòðèöü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ çðó÷íå ïðàâèëî
ìíîæåííÿ �ðÿäîê íà ñòîâïåöü�. Âîíî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi äîáóòêó ðÿäêà
îäíi¹¨ ìàòðèöi íà ñòîâïåöü iíøî¨.
Íåõàé ìà¹ìî äâi ìàòðèöü Am×n òà Bn×p. Ïiä äîáóòêîì i-ãî ðÿäêà
ìàòðèöi A íà j-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B ðîçóìiþòü ÷èñëî

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj .

Òîäi äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n íà ìàòðèöþ Bn×p ¹ ìàòðèöÿ C ðîçìiðíîñòi
m× p, êîæíèé åëåìåíò cij ÿêî¨ äîðiâíþ¹ äîáóòêó i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà
j-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B.
Íàïðèêëàä,[

2 3
1 −5

]
·
[
4 3 6
1 −2 3

]
=

[
2·4 + 3·1 2·3 + 3·(−2) 2·6 + 3·3

1·4 + (−5)·1 1·3 + (−5)·(−2) 1·6 + (−5)·3

]
=

=

[
11 0 21
−1 13 −9

]
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6
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Äîáóòîê äâîõ ìàòðèöü íå çàâæäè iñíó¹, à ñàìå: äîáóòîê ìàòðèöü
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ìàòðèöi A íà j-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B ðîçóìiþòü ÷èñëî

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj .

Òîäi äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n íà ìàòðèöþ Bn×p ¹ ìàòðèöÿ C ðîçìiðíîñòi
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j-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B.
Íàïðèêëàä,[

2 3
1 −5

]
·
[
4 3 6
1 −2 3

]
=

[
2·4 + 3·1 2·3 + 3·(−2) 2·6 + 3·3

1·4 + (−5)·1 1·3 + (−5)·(−2) 1·6 + (−5)·3

]
=

=

[
11 0 21
−1 13 −9

]
.
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Ëåìà 1.2.53

Íåõàé äàíî ìàòðèöi A ∈Mm×n, B ∈Mn×p i âåêòîð x⃗ ∈ Rp. Òîäi

A · (Bx⃗) = (AB)x⃗.
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Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.
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A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:
1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);

2) A(B + C) = AB +AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

3) (A+B)C = AC +BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);

4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà
C = Cp×q =

[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü

(îçíà÷åííÿ 1.2.50) ìà¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.53, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 6



Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Òåîðåìà 1.2.54

Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îïåðàöi¨, ùî
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1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);
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]
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2. Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p =
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗p

]
i

C = Cn×p =
[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗p

]
. Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 1.2.50

ìíîæåííÿ ìàòðèöü i âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð, çíàõîäèìî:

A(B + C) = A
[⃗
b1 + c⃗1 b⃗2 + c⃗2 · · · b⃗p + c⃗p

]
=

[
A(⃗b1 + c⃗1) A(⃗b2 + c⃗2) · · · A(⃗bp + c⃗p)

]
=

=
[
Ab⃗1 +Ac⃗1 Ab⃗2 +Ac⃗2 · · · Ab⃗p +Ac⃗p

]
=

=
[
Ab⃗1 Ab⃗2 · · · Ab⃗p

]
+

[
Ac⃗1 Ac⃗2 · · · Ac⃗p

]
=

= AB +AC.
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3. Íåõàé ìàòðèöi A,B ∈Mm×n i ìàòðèöÿ C ∈Mn×p. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî ìàòðèöi (A+B)C i AC +BC ìàþòü îäíàêîâi ðîçìiðè n× p. Äîâåäåìî
òåïåð, ùî âiäïîâiäíi åëåìåíòè öèõ ìàòðèöü îäíàêîâi. Åëåìåíò i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi (A+B)C äîðiâíþ¹

n∑
k=1

(aik + bik)ckj ,

à åëåìåíò i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi AC +BC äîðiâíþ¹

n∑
k=1

aikckj +
n∑

k=1

bikckj ,

òîáòî âîíè îäíàêîâi, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Çàóâàæåííÿ 1.2.55

Ïðî ìàòðèöi âàðòî çàïàì'ÿòàòè òàêå:

âçàãàëi êàæó÷è, AB ̸= BA;

ìàòðè÷íå ìíîæåííÿ íå äîïóñêà¹ ñêîðî÷åíü: ÿêùî AC = BC (àáî
CA = CB), òî öå íå îçíà÷à¹, ùî A = B;

ÿêùî äîáóòîê ìàòðèöü AB ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, òî íå ìîæíà
ñòâåðäæóâàòè, ùî A = 0 àáî B = 0.

Ìàòðèöþ A ìîæíà ïîìíîæèòè ñàìó íà ñåáå ëèøå òîäi, êîëè öÿ ìàòðèöÿ
êâàäðàòíà. Íàòóðàëüíèé ñòåïiíü k ìàòðèöi A ðîçóìiþòü ÿê

Ak = A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸
k ìíîæíèêiâ

.
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