
Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà

Îëåã Ãóòiê

Ëåêöiÿ 3: Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïîíÿòòÿ
ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ëåæàòü â îñíîâi ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Ó íàñòóïíié
ëåêöi¨ ìè ðîçãëÿíåìî îñíîâíèé ìåòîä ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ � ìåòîä Ãàóññà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.13

Ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ç n íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b, (1)

äå a1, a2, . . . , an, b � åëåìåíòè ïîëÿ k.

Ïðèêëàä 1.2.14

Ðiâíÿííÿ 4x1 − 5x2 + 2 = x1 i x2 = 2(
√
6− x1) + x3 ¹ ëiíiéíèìè, õî÷à i íå

çàïèñàíi ó âèãëÿäi (1), à ðiâíÿííÿ x1x2 = 6 + x1 + x2 íå ¹ ëiíiéíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.15

Ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ íàáið ç îäíîãî ÷è áiëüøå ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü âiäíîñíî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìíîæèíè çìiííèõ (íàïðèêëàä, x1, x2, . . . ,
xn).
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Ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòèòü m ðiâíÿíü ç n
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ðîçâ'ÿçêiâ.
Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
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öèì âîíà ìîæå áóòè ÿê âèçíà÷åíîþ, òàê i íåâèçíà÷åíîþ. ßêùî
âïîðÿäêîâàíèé íàáið (0, 0, . . . , 0) íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåîäíîðiäíîþ.
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äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà
âèêîðèñòàòè ãðàôi÷íèé ìåòîä.
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Ïðèêëàä 1.2.17
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x− 2y = −1,

−x+ 3y = 3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ãðàôiêè îáîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè â ïðÿìîêóòíèé
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Äîáðå âiäîìî, ùî öå ïðÿìi, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ (äèâ. ðèñ.)

y

xO 3

2

Îòæå, ñèñòåìà ñóìiñíà, ïðè÷îìó (3, 2) � ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.
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Ïðèêëàä 1.2.17

Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü{
x− 2y = −1,

−x+ 3y = 3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ãðàôiêè îáîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè â ïðÿìîêóòíèé
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Äîáðå âiäîìî, ùî öå ïðÿìi, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ (äèâ. ðèñ.)

y

xO 3

2

Îòæå, ñèñòåìà ñóìiñíà, ïðè÷îìó (3, 2) � ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïðèêëàä 1.2.17

Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü{
x− 2y = −1,

−x+ 3y = 3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ãðàôiêè îáîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè â ïðÿìîêóòíèé
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Äîáðå âiäîìî, ùî öå ïðÿìi, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ (äèâ. ðèñ.)

y

xO 3

2

Îòæå, ñèñòåìà ñóìiñíà, ïðè÷îìó (3, 2) � ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïðèêëàä 1.2.17

Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü{
x− 2y = −1,

−x+ 3y = 3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ãðàôiêè îáîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè â ïðÿìîêóòíèé
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Äîáðå âiäîìî, ùî öå ïðÿìi, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ (äèâ. ðèñ.)

y

xO 3

2

Îòæå, ñèñòåìà ñóìiñíà, ïðè÷îìó (3, 2) � ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.18

Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè), ÿêùî
ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨
ñèñòåìè íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü
ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò
ïîëÿ k;

3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;

4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî
ñèñòåìè òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Òåîðåìà 1.2.19

Åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ êîæíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðåâîäèòü ¨¨ ó
åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S2 îòðèìó¹òüñÿ ç ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S1 øëÿõîì ïåâíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
Ïîêàæåìî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè S1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè S2 i
íàâïàêè. Äëÿ ïåðåòâîðåíü 1, 2, 4 öå î÷åâèäíî. Äîâåäåìî öå äëÿ òðåòüîãî
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
Àëå ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü îáîðîòíi. Öå îçíà÷à¹, ÿêùî ìè ç äåÿêî¨ ñèñòåìè S1 øëÿõîì
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ îòðèìàëè ñèñòåìó S2, òî iñíó¹ åëåìåíòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåâîäèòü ñèñòåìó S2 íàçàä â ñèñòåìó S1.
Íåõàé òåïåð ñèñòåìà S1 ìà¹ âèãëÿä (2),

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(2)

à ñèñòåìà S2 âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèñòåìè S1 ëèøå i-ì ðiâíÿííÿì, ÿêå ìà¹
âèãëÿä

(ai1 + caj1)x1 + (ai2 + caj2)x2 + . . .+ (ain + cajn)xn = bi + cbj .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 3



Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Òåîðåìà 1.2.19

Åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ êîæíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðåâîäèòü ¨¨ ó
åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S2 îòðèìó¹òüñÿ ç ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S1 øëÿõîì ïåâíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
Ïîêàæåìî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè S1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè S2 i
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ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S1 øëÿõîì ïåâíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
Ïîêàæåìî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè S1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè S2 i
íàâïàêè. Äëÿ ïåðåòâîðåíü 1, 2, 4 öå î÷åâèäíî. Äîâåäåìî öå äëÿ òðåòüîãî
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
Àëå ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü îáîðîòíi. Öå îçíà÷à¹, ÿêùî ìè ç äåÿêî¨ ñèñòåìè S1 øëÿõîì
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ îòðèìàëè ñèñòåìó S2, òî iñíó¹ åëåìåíòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåâîäèòü ñèñòåìó S2 íàçàä â ñèñòåìó S1.
Íåõàé òåïåð ñèñòåìà S1 ìà¹ âèãëÿä (2),
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a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(2)

à ñèñòåìà S2 âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèñòåìè S1 ëèøå i-ì ðiâíÿííÿì, ÿêå ìà¹
âèãëÿä

(ai1 + caj1)x1 + (ai2 + caj2)x2 + . . .+ (ain + cajn)xn = bi + cbj .
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íàâïàêè. Äëÿ ïåðåòâîðåíü 1, 2, 4 öå î÷åâèäíî. Äîâåäåìî öå äëÿ òðåòüîãî
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
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Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Òîäi ÿêùî (s1, s2, . . . , sn) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè S1, òîáòî
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äàíó ñèñòåìó äî òàê çâàíîãî �òðèêóòíîãî âèãëÿäó�, òîáòî òàêîãî âèãëÿäó,
ÿê ó ïðèêëàäi 1.2.20. Âiä äðóãîãî ðÿäêà âiäíiìåìî ïîòðî¹íèé ïåðøèé
ðÿäîê, à âiä òðåòüîãî ðÿäêà � ïîäâî¹íèé ïåðøèé ðÿäîê
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