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Ðîçäië 1

Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ââîäèíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà äîâîäèìî áàãàòî ðåçóëüòàòiâ, ÿêi
áóäóòü íåîáõiäíi äëÿ âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó äàíîãî êóðñó. Öåé ðîçäië íå ïðèçíà÷åíèé
äëÿ ñèñòåìàòè÷íîãî ÷èòàííÿ, à ëèøå äëÿ ïîñèëàíü.

Ïåðøi òðè ïiäðîçäiëè ìiñòÿòü ïîçíà÷åííÿ òà îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà òåðìiíè. Êîæåí ç
íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëiâ � öå âñòóï äî òåìè, ÿêà íå ïîâíiñòþ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öié êíèçi.
Öi ïiäðîçäiëè ñòîñóþòüñÿ ãîëîâíèì ÷èíîì òåîði¨ àâòîìàòiâ. Ìè ôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó
Êëiíi i ïîêàçó¹ìî, ÿê ïîáóäóâàòè ìiíiìàëüíèé àâòîìàò ç äàíîãî àâòîìàòà. Âèçíà÷åíî
ñèíòàêñè÷íi ìîíîiäè. Öi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè áóäóòü îáãîâîðþâàòèñÿ â iíøîìó êîí-
òåêñòi â ðîçäiëi 9. Ìè ââîäèìî ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè òà âàãîâi àâòîìàòè. Îòðè-
ìàíî äåÿêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi òà äîâåäåíî ÷àñòèíè òåîðåìè Ïåððîíà-Ôðîáåíióñà.

1.1 Ïîíÿòòÿ

Íàäàëi ÷åðåç
N, Z, Q, R i C

ìè ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ i êîìïëåêñ-
íèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî. Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî 0 � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òîáòî 0 ∈ N.
Ïîêëàäåìî

R+ = {x ∈ R : x > 0}.
Íàäàëi â òåêñòi êóðñó ëåêöié, ÷åðåç(

m

n

)
=

n!

m!(n−m)!

ïîçíà÷àòèìåìî áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i m, äå n > m.

Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x i y ïîçíà÷èìî

[x, y) = {z ∈ R : x 6 z < y} .

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ìíîæèíà [x, x) ¹ ïîðîæíüîþ äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà
x.

Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ïiäìíîæèí X i Y ìíîæèíè Z ïîçíà÷èìî

X \ Y = {x ∈ Z : x ∈ X, x /∈ Y } .
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10 Ðîçäië 1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Òàêîæ ÷àñòî, ÷åðåç X ïîçíà÷àòèìåìî äîïîâíåííÿ äî ïiäìíîæèíè X â ìíîæèíi Z.
Åëåìåíò x òà îäíîåëåìåíòíó ìíîæèíó {x} ìè, ÿê ïðàâèëî, íå áóäåìî ðîçðiçíÿòè.
Ìíîæèíó âñiõ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

P(X).

Çàçâè÷àé ñèìâîë âiäîáðàæåííÿ ìè çàïèñóâàòèìåìî ëiâîðó÷ âiä àðãóìåíòà

f(x),

àëå ç äåÿêèìè âèéíÿòêàìè: êîëè ìè ðîçãëÿäà¹ìî êîìïîçèöiþ äié íà ìíîæèíi, äiÿ çà-
ïèñó¹òüñÿ ïðàâîðó÷ âiä àðãóìåíòà. Çîêðåìà, ñèìâîë ïiäñòàíîâêè ìè çàïèñóâàòèìåìî
ïðàâîðó÷ âiä àðãóìåíòà:

(x)σ.

Ðîçáèòòÿì íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ

{Xi : i ∈ I }

íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òàêà, ùî

X =
⋃
i∈I

Xi òà Xi ∩Xj = ∅

äëÿ ðiçíèõ i, j ∈ I . Çàçâè÷àé, ìè âèçíà÷àòèìåìî ðîçáèòòÿ òàê:

�Íåõàé X =
⋃
i∈I

Xi � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè X.�

Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Card(X).
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1.2 Ìîíî¨äè

Íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ. Çàçâè÷àé öÿ îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæåííÿì, àáî ïðîñòî íàïiâãðóïîâîþ
îïåðàöi¹þ, i ââàæà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ. Äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ a òà b íàïiâ-
ãðóïè S çàïèñóâàòèìåìî òàê:

a · b.
Òàêîæ ÷àñòî, äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó ìè îïóñêàòèìåìî ñèìâîë ìíîæåííÿ, ÿêùî çðî-
çóìiëî, ÿêà íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ âèçíà÷åíà: ïèñàòèìåìî ab çàìiñòü a · b.

Åëåìåíò a íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ àáî íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì â S,
ÿêùî

az = za = z

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà z ∈ S. Íàäàëi îäèíèöþ íàïiâãðóïè S ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
1S, àáî ïðîñòî ÷åðåç 1 ó âèïàäêó êîëè âiäîìî ïðî ÿêó íàïiâãðóïó éäå ìîâà. Î÷åâèäíî,
ÿêùî íàïiâãðóïà S ìiñòèòü îäèíèöþ òî öÿ îäèíèöÿ ¹äèíà. Íàïiâãðóïà, ÿêà ìiñòèòü
îäèíèöþ, íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì.

Äëÿ äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè S íà ìíîæèíi P(S) ìîæíà ââåñòè íàñòóïíèì ÷èíîì
íàïiâãðóïîâó îïåðàöiþ:

XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y } , X, Y ⊆ S.

Î÷åâèäíî, ÿêùî íàïiâãðóïà S ìiñòèòü îäèíèöþ 1S, òî {1S} � îäèíèöÿ â P(S) ç âèùå
âèçíà÷åíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ, à îòæå ó öüîìó âèïàäêó P(S) ¹ ìîíî¨äîì.

Ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A â S, ÿêà
çàìêíåíà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ, òîáòî AA ⊆ A. Ó öüîìó âèïàäêó ìò òàêîæ áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî S iíäóêó¹ íà ìíîæèíi A íàïiâãðóïîâó îïåðàöiþ. Ïiäíàïiâãðóïà A ìî-
íî¨äà M ç îäèíèöåþ 1M íàçèâà¹òüñÿ ïiäìîíî¨äîì â M , ÿêùî 1M ∈ A. Î÷åâèäíî, ùî
ïiäíàïiâãðóïà ç âëàñíîþ îäèíèöåþ (òîáòî ìîíî¨ä) ìîíî¨äà íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïiäìîíî-
¨äîì. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âiäðiçîê [0, 1] ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

xy = min{x, y}, äëÿ x, y ∈ [0, 1],

äëÿ ÿêîãî êîæåí âiäðiçîê [0, a], äå 0 < a < 1, ç iíäóêîâàíîþ ç ([0, 1],min) íàïiâãðóïî-
âîþ îïåðàöi¹þ ¹ ìîíî¨äîì, ÿêèé íå ¹ ïiäìîíî¨äîì â ([0, 1],min).

Ìîðôiçìîì (ãîìîìîðôiçìîì) íàïiâãðóï S i T íàçèâà¹òüñÿ òàêå âiäîáðàæåííÿ
ϕ : S → T , ùî

ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t),

äëÿ âñiõ s, t ∈ S, à ÿêùî êðiì òîãî S i T � ìîíî¨äè òà ϕ(1S) = 1T , òî âiäîáðàæåííÿ
ϕ : S → T íàçèâà¹òüñÿ ìîðôiçìîì (ãîìîìîðôiçìîì) ìîíî¨äiâ S i T .

Êîíãðóåíöi¹þ íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi θ1 òàêå,
ùî

s ≡ t mod θ ⇐⇒ usv ≡ utv mod θ, äëÿ âñiõ u, v ∈ S.
Íåõàé ϕ : S → T � ìîðôiçì íàïiâãðóï. Òîäi âiäíîøåííÿ θ íà íàïiâãðóïi S, îçíà÷åíå

s ≡ t mod θ ⇐⇒ ϕ(s) = ϕ(t), s, t ∈ S,
1Ó òåîði¨ íàïiâãðóï âiäíîøåííÿ s ≡ t mod θ òðàäèöiéíî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi (s, t) ∈ θ, àáî sθt.
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¹ êîíãðóåíöi¹þ íà S. Ó öüîìó âèïàäêó êîíãðóåíöiÿ θ íà S íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì ãîìî-
ìîðôiçìà ϕ : S → T . Íàâïàêè, ÿêùî θ � êîíãðóåíöiÿ íà íàïiâãðóïi S, òî íà ôàêòîð-
ìíîæèíi S/θ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi çà âiäíîøåííÿì θ âèçíà÷åíà íàïiâãðóïîâà îïå-
ðàöiÿ òà ïðèðîäíå (êàíîíi÷íå) âiäîáðàæåííÿ π : S → S/θ ¹ ìîðôiçìîì íàïiâãðóï, à
ó âèïàäêó, êîëè S � ìîíî¨ä, òî êàíîíi÷íå âiäîáðàæåííÿ π : S → S/θ ¹ ìîðôiçìîì
ìîíî¨äiâ.

Åëåìåíò s íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì,2 ÿêùî ee = e. ßêùî íàïiâ-
ãðóïà S ìiòèòü iäåìïîòåíò e, òî eSe ¹ ìîíî¨äîì, ÿêèé ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â S. Ëåãêî
áà÷èòè, ùî eSe ¹ íàéáiëüøèì ìîíî¨äîì, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â S i e ¹ éîãî îäèíèöåþ, i â
öüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî íàçèâàòè eSe ìîíî¨äîì ëîêàëiçîâàíèì â iäåìïîòåíòi e.

Åëåìåíò 0 íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ íóëåì, ÿêùî

0s = s0 = 0

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà s ∈ S. Î÷åâèäíî, ÿêùî íàïiâãðóïà S ìiñòèòü íóëü, òî âií
¹äèíèé. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó îäèíèöi íóëü íàïiâãðóïè S áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç 0 àáî 0S.

Íåõàé M � ìîíî¨ä. Ìíîæèíà óñiõ îáîðîòíèõ çëiâà òà ñïðàâà åëåìåíòiâ ìîíî¨äà
M ¹ ãðóïîþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ îäèíèöü ìîíî¨äà M .

Öèêëi÷íà íàïiâãðóïà (öèêëi÷íèé ìîíî¨ä ) � öå íàïiâãðóïà (ìîíî¨ä)M , ÿêà ïîðîä-
æåíà îäíèì åëåìåíòîì (ìiñòèòü ïîðîäæóþ÷èé åëåìåíò), òîáòî

M = {an : n ∈ N}

(ç a0 = 1M) äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a ∈M . Öèêëi÷íèé íåñêií÷åííèé ìîíî¨ä içîìîðôíèé
àäèòèâíié íàïiâãðóïi íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, à íåñêií÷åííà öèêëi÷íà íàïiâãðóïà, ùî
íå ¹ ìîíî¨äîì, içîìîðôíà3 àäèòèâíié íàïiâãðóïi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (áåç íóëÿ). ßêùî
M � ñêií÷åííà öèêëi÷íà íàïiâãðóïà (ñêií÷åííèé öèêëi÷íèé ìîíî¨ä), òî iíäåêñîì
íàïiâãðóïè M íàçèâà¹òüñÿ òàêå íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî i òàêå, ùî iñíó¹ öiëå
÷èñëî r > 1 i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ai+r = ai. (1.1)

Íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî r, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1.1), íàçèâà¹òüñÿ
ïåðiîäîì íàïiâãðóïè (ìîíî¨äà) M . Ïàðà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç iíäåêñó i òà ïåðiîäó r
âèçíà÷à¹ ìîíî¨ä, ÿêèé ìà¹ i+ r åëåìåíòiâ:

Mi,r =
{

1, a, a2, . . . , ai−1, ai, . . . , ai+r−1
}
.

Íàïiâãðóïîâà îïåðàöiþ ìîíî¨äà Mi,r äëÿ çðó÷íîñòi çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.1.

Çà âèêîíàííÿ óìîâè i > 1 ìîíî¨ä Mi,r ìiñòèòü äâà iäåìïîòåíòà. Ñïðàâäi, ïðèïóñ-
òèìî, ùî aj = a2j. Òîäi, àáî j = 0, àáî j > i òà j i 2j ¹ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíèìè)
çà mod p, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî j ≡ 0 mod p. Íàâïàêè, ÿêùî j > i òà j ≡ 0 mod p,
òî aj = a2j.

2Íàäàëi ðiâíiñòü ee = e ìè áóäåìî çàïèñóâàòè e2 = e. Òàêîæ äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a íàïiâãðóïè
S âèçíà÷èìî an+1 = ana, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

3Ái¹êòèíèé ãîìîìîðôiçì ϕ : S → T íàïiâãðóï (ìîíî¨äiâ) S i T íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì. Íàïiâ-
ãðóïè (ìîíî¨äè) S i T íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèìè,, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì ϕ : S → T .
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1
a

a
a

a2
a
· · ·

a
ai

a

ai+1

a

a

ai+r−1

a

Ðèñ. 1.1: Ìîíî¨ä Mi,r

Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíèì iäåìïîòåíòîì, ÿêèé âiäìiííèé âiä îäèíèöi â ìîíî¨äi Mi,r ¹
åëåìåíò e = aj, äå j � ¹äèíå öiëå ÷èñëî ç ìíîæèíè

{i, i+ 1, . . . , i+ r − 1} ,

ÿêå ¹ êðàòíèì ÷èñëó r.

Íåõàé M � ìîíî¨ä. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈M îçíà÷èìî

x−1y = {z ∈M : xz = y} i xy−1 = {z ∈M : x = zy} .

Äëÿ äîâiëüíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí X i Y ìîíî¨äà M âèùå îçíà÷åíi ïîíÿòòÿ ïðî-
äîâæóþòüñÿ äî òàêèõ ïîíÿòü

X−1Y =
⋃
x∈X

⋃
y∈Y

x−1y i XY −1 =
⋃
x∈X

⋃
y∈Y

xy−1.

Ìíîæèíà X−1Y íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ ÷àñòêîþ ìíîæèíè Y , à ìíîæèíà XY −1 � ïðà-
âîþ ÷àñòêîþ ìíîæèíè X. Ëåãêî áà÷èòè, ùî íàñòóïíi òîòîæíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ
ïiäìíîæèí X, Y i Z ìîíî¨äà M , i ¨õí¹ äîâåäåííÿ ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi:

(XY )−1Z = Y −1(X−1Z) i X−1(Y Z−1) = (X−1Y )Z−1.

Ïîçíà÷åííÿX−1Y íå ñëiä ïëóòàòè ç äîáóòêîì îáåðíåíîãî ç iíøèì åëåìåíòîì ó äåÿêié
ãðóïi. � òàêèé âèïàäîê, êîëè ìîæå âèíèêíóòè ïëóòàíèíà, à ñàìå â ðîçäiëi 14, äå áóäå
çíàéäåíî �çàñòåðåæåííÿ�.

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè X ìîíî¨äà M îçíà÷èìî

F (X) = M−1XM−1,

ÿêó íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ ìíîæíèêiâ åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi X. Î÷åâèä-
íî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F (X) = {m ∈M : (∃u, v ∈M)[umv ∈ X]} .
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Ìè äåêîëè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñèìâîë F (X) äëÿ ïîçíà÷åííÿ äîïîâíåííÿ äî ìíî-
æèíè F (X) â ìîíî¨äi M , òîáòî

F (X) = M \ F (X).

Âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi Q íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî êâàä-
ðàòó Q×Q ìíîæèíè Q. Äîáóòêîì äâîõ âiäíîøåíü m i n íà ìíîæèíi Q íàçèâà¹òüñÿ
âiäíîøåííÿ mn íà Q, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

(p, r) ∈ mn ⇐⇒ iñíó¹ q ∈ Q òàêèé, ùî (p, q) ∈ m i (q, r) ∈ n.

Ìíîæèíà P(Q×Q) óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi Q ¹ ìîíî¨äîì ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîáóò-
êó âiäíîøåíü. Äâà âàæëèâèõ âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi Q � öå âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi

idQ = {(q, q) : q ∈ Q}

òà ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ àáî íóëüîâå âiäíîøåííÿ, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç ïîðîæíüîþ ïiäìíî-
æèíîþ â Q×Q. Âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi idQ ¹ îäèíèöåþ ìîíî¨äà P(Q×Q), à ïîðîæí¹
âiäíîøåííÿ ¹ íóëåì â P(Q×Q).

Ìîíî¨ä âiäíîøåíü äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè Q � öå ïiäìîíî¨ä ìîíî¨äà
P(Q × Q). Ìîíî¨ä M âiäíîøåíü íà ìíîæèíi Q íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíèì, ÿêùî
äëÿ âñiõ p, q ∈ Q iñíó¹ åëåìåíò m ∈M òàêèé, ùî (p, q) ∈ m.
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1.3 Ñëîâà

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ÿêó ìè íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè àëôàâiòîì.
Ñëîâîì w íàä àëôàâiòîì A íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè
A:

w = (a1, a2, . . . , an), ai ∈ A.
Ìíîæèíà âñiõ ñëiâ íàä àëôàâiòîì A ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A∗ i íà A∗ âèçíà÷åíî áiíàðíó
îïåðàöiþ äîïèñóâàííÿ ñëiâ, ÿêó ùå íàçèâàþòü êîíêàòåíàöi¹þ:

(a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bm) = (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm).

Î÷åâèäíî, ùî êîíêàòåíàöiÿ ñëiâ ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ. Öå äîçâîëÿ¹
íàì çàïèñóâàòè

w = a1a2 · · · an
çàìiñòü w = (a1, a2, . . . , an), îòîòîæíþþ÷è êîæåí åëåìåíò a ∈ A ç ïîñëiäîâíiñòþ (a).
Åëåìåíò àëôàâiòà íàçèâà¹òüñÿ ëiòåðîþ. Ïîðîæíÿ ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ ïîðîæ-
íiì ñëîâîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç 1 àáî ε. Î÷åâèäíî, ùî ïîðîæí¹ ñëîâî ¹ îäèíèöåþ
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîíêàòåíàöiÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà A∗ ñëiâ íàäiëåíà ñòðóêòó-
ðîþ ìîíî¨äà. Ìîíî¨ä A∗ íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì ìîíî¨äîì íàä ìíîæèíîþ A. Ìíîæèíà
íåïîðîæíiõ ñëiâ íàä àëôàâiòîì A ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A+ i íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ íà-
ïiâãðóïîþ íàä A. Î÷åâèäíî, ùî A+ = A∗ \ {1}.

Äîâæèíîþ |w| ñëîâà w = a1a2 · · · an ç ai ∈ A íàçèâà¹òüñÿ êiëüêiñòü n ëiòåð â
ñëîâi w. Î÷åâèäíî, ùî |1| = 0. Ôóíêöiÿ w 7−→ |w| ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ íà àäèòèâíèé ìîíî¨ä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n îçíà÷èìî

A(n) = {w ∈ A∗ : |w| 6 n− 1} òà A[n] = {w ∈ A∗ : |w| 6 n}.

Çîêðåìà, A(0) = ∅ é A[0] = {1}.
Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè B àëôàâiòó A ÷åðåç |w|B ïîçíà÷èìî êiëü-

êiñòü ëiòåð ñëîâà w, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè àëôàâiòó B. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà
w íàä àëôàâiòîì A ìà¹ìî, ùî

|w| =
∑
a∈A

|w|{a}.

Äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗ ÷åðåç

alph(w) =
{
a ∈ A : |w|{a} > 0

}
ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ëiòåð àëôàâiòó A, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ â ñëîâi w. Òàêîæ äëÿ
ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ïîêëàäåìî

alph(X) =
⋃
x∈X

alph(x).

Ñëîâî w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæíèêîì ñëîâà x ∈ A∗, ÿêùî iñíóþòü ñëîâà u, v ∈
A∗ òàêi, ùî x = uwv. Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ �áóòè ìíîæíèêîì� ¹ ÷àñòêîâèì
ïîðÿäêîì íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Ìíîæíèê w ñëîâà x ¹ âëàñíèì, ÿêùî w 6= x.
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Ñëîâî w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñîì ñëîâà x ∈ A∗, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ A∗ òàêå,
ùî x = wu. Ïðåôiêñ w ñëîâà x ¹ âëàñíèì, ÿêùî w 6= x. Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ
�áóòè ïðåôiêñîì� ¹ çíîâó ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ i òàêå âiäíî-
øåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. ßêùî x
i w � ñëîâà äåÿêîãî âiëüíîãî ìîíî¨äà, òî ìè ïèñàòèìåìî w ≤ x, ÿêùî w ¹ ïðåôiêñîì
ñëîâà x i w < x, ÿêùî w ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x, òîáòî êîëè w ≤ x i w 6= x.
Ïðåôiêñíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ ìà¹ òàêó ôóíäàìåíòàëüíó
âëàñòèâiñòü:

ÿêùî äëÿ äåÿêèõ ñëiâ x, u òà v âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

u ≤ x i v ≤ x,

òî åëåìåíòè u òà v ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, òîáòî u ≤ v àáî
v ≤ u.

Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî wu = w′u′, òî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ: àáî iñíó¹ åëåìåíò
s ∈ A∗ òàêèé, ùî w = w′s (i òàêîæ su = u′), àáî iñíó¹ åëåìåíò t ∈ A∗ òàêèé, ùî
w = w′t (i òîäi u = tu′).

Çîâñiì ñèìåòðè÷íî, íàçâåìî ñëîâî w ∈ A∗ ñóôiêñîì ñëîâà x ∈ A∗, ÿêùî iñíó¹
ñëîâî u ∈ A∗ òàêå, ùî x = uw. Ñóôiêñ w ñëîâà x ¹ âëàñíèì, ÿêùî w 6= x. Ïiäìíîæèíà
P ⊂ A∗ ïðåôiêñíî-çàìêíåíîþ, ÿêùî P ìiñòèòü ïðåôiêñè âñiõ ñâî¨õ åëåìåíòiâ, òîáòî

uv ∈ P =⇒ u ∈ P.

Äóàëüíî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ñóôiêñíî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé àëôàâiò A. Ëåêñèêîãðàôi÷íèé àáî àëôàâiòíèé
ïîðÿäîê íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

u ≺ v ÿêùî u ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà v, àáî u = ras, v = rbt, a < b äëÿ
a, b ∈ A òà r, s, t ∈ A∗.

Äëÿ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîðÿäêó âèêîíó¹òüñÿ òàêà âëàñòèâiñòü:

u ≺ v ⇐⇒ wu ≺ wu, äëÿ u, v, w ∈ A∗.

Ðîçðÿäíèé ïîðÿäîê íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

u < v ÿêùî |u| < |v|, àáî ÿêùî |u| = |v| é u ≺ v â ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó.

Îáåðíåíèì ñëîâîì äî ñëîâà w = a1a1 · · · an, äå ai ∈ A, íàçèâà¹òüñÿ ñëîâî

w̃ = an · · · a2a1.

Îïåðàöiþ âçÿòòÿ îáåðíåíîãî ñëîâà äî ñëîâà w ìè òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè w∼, òîáòî
w∼ = w̃. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u òà v âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

(uv)∼ = ṽ ũ.

Îáåðíåíîþ ìíîæèíîþ X̃ äî ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà X̃ = {x̃ : x ∈ X}.
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Ôàêòîðèçàöi¹þ ñëîâà w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ñëiâ {u1, u2, . . . , un} âiëü-
íîãî ìîíî¨äà A∗ (n > 0) òàêà, ùî

w = u1u2 · · ·un.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ÷åðåç X∗ ïîçíà÷èìî ïiäìîíî¨ä A∗,
ïîðîäæåíèé ïiäìíîæèíîþ X, òîáòî

X∗ = {x1x2 · · ·xn : n > 0, xi ∈ X} ,

à ÷åðåç X+ � ïiäíàïiâãðóïó â A∗, ïîðîäæåíó ïiäìíîæèíîþ X, òîáòî

X+ = {x1x2 · · · xn : n > 1, xi ∈ X} .

Î÷åâèäíî, ùî

X+ =

{
X∗ \ {1}, ÿêùî 1 /∈ X;
X∗, ÿêùî 1 ∈ X.

Ç îçíà÷åííÿ ìîíî¨äàX∗ âèïëèâà¹, ùî êîæíå ñëîâî w ìîíî¨äàX∗ äîïóñêà¹ õî÷à á îäíó
ôàêòîðèçàöiþ w = x1x2 · · ·xn, åëåìåíòè ÿêî¨ íàëåæàòü ìíîæèíi X. Òàêà ôàêòîðèçà-
öiÿ íàçèâà¹òüñÿX-ôàêòîðèçàöi¹þ. Ìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòèìî îáðàçíå çîáðàæåííÿ
X-ôàêòîðèçàöi¨, íàâåäåíå íà ðèñ. 1.2.

w

x1 x2 xn

Ðèñ. 1.2: X-ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà w

Ñëîâî x ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíèì, ÿêùî x íå ¹ ñòåïåíåì æîäíîãî iíøîãî
ñëîâà. Îòæå, ñëîâî x âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ïðèìiòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ç
ðiâíîñòi x = yn, äå y ∈ A∗ i n > 0, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y. Çàóâàæèìî, ùî ïîðîæí¹
ñëîâî íå ¹ ïðèìiòèâíèì.

Äâà ñëîâà x i y âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâàþòüñÿ ñïðÿæåíèìè, ÿêùî iñíóþòü
ñëîâà u, v ∈ A∗ òàêi, ùî

x = uv i y = vu

(äèâ. ðèñ. 1.3). Ìè ÷àñòî ãîâîðèìî â öüîìó âèïàäêó, ùî ñëîâî y ¹ ñïðÿæåíèì äî ñëîâà
x. Äâà ñïðÿæåíi ñëîâà îòðèìóþòüñÿ îäíå ç îäíîãî öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ ëiòåð.
Òî÷íiøå, íåõàé âiäîáðàæåííÿ γ : A∗ → A∗ âèçíà÷åíî òàê:

γ(1) = 1 i γ(av) = va, äëÿ a ∈ A, v ∈ A∗. (1.2)

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ γ : A∗ → A∗ ¹ ái¹êòèâíèì. Äâà ñëîâà x i
y ¹ ñïðÿæåíèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî n òàêå, ùî

x = γn(y).
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u v u

x

y

Ðèñ. 1.3: Äâà ñïðÿæåíi ñëîâà x i y

Ç âèøå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ ñïðÿæåíîñòi ñëiâ íà âiëüíîìó ìîíî¨ä A∗

¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà A∗. Êëàñîì ñïðÿæåíîñòi íà A∗ íàçèâà¹òüñÿ êëàñ
öüîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Êëàñ ñïðÿæåíîñòi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ íàçèâà-
¹òüñÿ òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ íàìèñòîì. Äîâæèíîþ íàìèñòà íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà ñëiâ
ó êëàñi ñïðÿæåíîñòi. Íàìèñòî ¹ ïðèìiòèâíèì, ÿêùî êîæíå ñëîâî â êëàñi ñïðÿæåíîñòi
¹ ïðèìiòèâíèì.

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Êîæíå íåïîðîæí¹ ñëîâî ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ ¹ ñòåïåíåì
¹äèíîãî ïðèìiòèâíîãî ñëîâà â A∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ A+ i δ � çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ γ : A∗ → A∗, âèçíà÷åíîãî
çà ôîðìóëîþ (1.2), íà êëàñ ñïðÿæåíîñòi ñëîâà x. Òîäi δk ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì
êëàñó ñïðÿæåíîñòi ñëîâà x òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ñëîâî x ¹ ñòåïåíåì ñëîâà äîâæèíè,
ùî äiëèòü ÷èñëî k.

Íåõàé p � ïîðÿäîê âiäîáðàæåííÿ δ, òîáòî ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì öiëèõ
÷èñåë k òàêèõ, ùî δk ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì êëàñó ñïðÿæåíîñòi ñëîâà x. Îñêiëüêè
δp ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì êëàñó ñïðÿæåíîñòi ñëîâà x, òî iñíó¹ ñëîâî r äîâæèíè
p òàêå, ùî x = re ç e > 1. Ñëîâî r ¹ ïðèìiòèâíèì, áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
âñíóâàëî á ñëîâî s äîâæèíè q òàêå, ùî r ∈ {s}∗, à öå ó ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî x ∈
{s}∗. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ ÷èñëà p. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ ïðèìiòèâíîãî ñëîâà òàêîãî, ùî ñëîâî x ¹ ñòåïåíåì öüîãî ïðèìiòèâíîãî
ñëîâà â A∗. Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi, ðîçãëÿíåìî ñëîâî t ∈ A∗ òàêå, ùî x ∈ {t}∗ i
íåõàé |t| = k. Îñêiëüêè δk ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì êëàñó ñïðÿæåíîñòi ñëîâà x,
òî öiëå ÷èñëî k ¹ êðàòíèì ÷èñëà p. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî t ∈ {r}∗. Îòîæ, ÿêùî t �
ïðèìiòèâíå ñëîâî, òî t = r.

Íåõàé x ∈ A+. �äèíå ïðèìiòèâíå ñëîâî r òàêå, ùî x = rn íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì
ñëîâà x. ×èñëî n ó öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ñëîâà x.

Òâåðäæåííÿ 1.3.2. Äâà íåïîðîæíi ñïðÿæåíi ñëîâà â A+ ìàþòü îäèíàêîâi ïîðÿäêè
òà ¨õ êîðåíi ¹ ñïðÿæåíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x, y ∈ A+ � äâà ñïðÿæåíi ñëîâà, i íåõàé i � íàòóðàëüíå ÷èñëî
òàêå, ùî y = γi(x). Ïîêëàäåìî r i s � êîðåíi x i y, âiäïîâiäíî, i íåõàé n � ïîðÿäîê
ñëîâà x. Òîäi

y = γi(rn) =
(
γi(r)

)n
.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî γi(r) ∈ {s}∗. Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè ñëîâà x i y, îòðèìà¹ìî γj(s) ∈
{r}∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî γi(r) = s i γj(s) = r. Îòæå ñëîâà r i s ¹
ñïðÿæåíèìè, à îòæå x i y ìàþòü îäèíàêîâi ïîðÿäêè.

Òâåðäæåííÿ 1.3.3. Óñi ñëîâà â êëàñi ñïðÿæåíîñòi âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ìàþòü
îäèíàêîâi ïîðÿäêè. ßêùî C � êëàñ ñïðÿæåíîñòi ñëiâ äîâæèíè n ç ïîðÿäêîì e, òî

Card(C) = n
e
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ An i C � êëàñ ñïðÿæåíîñòi ñëîâà x. Íåõàé δ � çâóæåííÿ
âiäîáðàæåííÿ γ : A∗ → A∗, âèçíà÷åíîãî çà ôîðìóëîþ (1.2), íà êëàñ C i p � ïîðÿäîê
âiäîáðàæåííÿ δ. Êîðåíåì ñëîâà x ¹ ñëîâî r äîâæèíè p òàêå, ùî x = re. Îòæå, n = pe.
Ïîêëàäåìî

C =
{
x, δ(x), . . . , δp−1(x)

}
.

Óñi åëåìåíòè êëàñó C ¹ ðiçíèìè, îñêiëüêè p ¹ ïîðÿäêîì âiäîáðàæåííÿ δ. Òàêèì ÷èíîì,
îòðèìó¹ìî Card(C) = p.

Òåïåð âèçíà÷èìî êiëüêiñòü ñóìiæíèõ êëàñiâ ñëiâ ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè íàä ñêií÷åí-
íèì àëôàâiòîì. Íåõàé A � àëôàâiò ç k ëiòåðàìè. Äëÿ âñiõ ÷èñåë n > 1, êiëüêiñòü
êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi ïðèìiòèâíèõ ñëiâ ó âiëüíîìó ìîíî¨ä A∗ äîâæèíè n áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç `n(k). Òàêå ïîçíà÷åííÿ ìîæíà îïðàâäàòè òèì, ùî öå ÷èñëî çàëåæèòü
ëèøå âiä ÷èñëà k, à íå âiä àëôàâiòó A.

Ïåðøi çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨, äëÿ k = 2, 3, 4, âèêëàäåíî â òàáë. 1.1. Î÷åâèäíî,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
`n(2) 2 1 2 3 6 9 18 30 56 99 186 335
`n(3) 3 3 8 18 48 116 312 810
`n(4) 4 6 20 60 204 670
`n(5) 5 10 40 150 624

Òàáë. 1.1: Êiëüêiñòü `n(k) ïðèìiòèâíèõ êëàñiâ ñïðÿæåííÿ íàä k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì.

ùî `n(1) = 1, ÿêùî n = 1, i `n(1) = 0 â iíøèõ âèïàäêàõ. Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ìà¹ìî, ùî

kn =
∑
d|n

d · `d(k), (1.3)

äå d íàáóâà¹ óñiõ çíà÷åíü äiëüíèêiâ ÷èñëà n. Ñïðàâäi, êîæíå ñëîâî äîâæèíè n íà-
ëåæèòü ðiâíî îäíîìó êëàñó ñïðÿæåííÿ ñëiâ äîâæèíè n. Êîæåí êëàñ ìà¹ d = n/e
åëåìåíòiâ, äå e ¹ ïîðÿäêîì ñëiâ öüîãî êëàñó. Îñêiëüêè iñíó¹ ñòiëüêè êëàñiâ, ñëîâà
ÿêèõ ìàþòü ïîðÿäîê n/e, ñêiëüêè ¹ êëàñiâ ïðèìiòèâíèõ ñëiâ ç äîâæèíîþ d = n/e, òî
âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà (1.3).

Ìè ìîæåìî îòðèìàòè ÿâíèé âèðàç äëÿ ÷èñåë `n(k), âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ
Ìüîáióñà, ÿêó ìè çàðàç ââåäåìî.
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Ôóíêöi¹þ Ìüîáióñà4 (the M�obius function) íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ µ : N\{0} →
N, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: µ(1) = 1 i

µ(n) =

{
(−1)n, ÿêùî n ¹ äîáóòêîì i ðiçíèõ ïåðâèííèõ ÷èñåë;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.4 (ôîðìóëà Ìüîáióñà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ). Íåõàé
α : N \ {0} → N i β : N \ {0} → N � äåÿêi âiäîáðàæåííÿ. Òîäi

α(n) =
∑
d|n

β(d) (n > 1) (1.4)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

β(n) =
∑
d|n

µ(d) · α(n/d) (n > 1). (1.5)

Äîâåäåííÿ. ×åðåç S ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié N \ {0} â N. Îçíà÷èìî íàïiâ-
ãðóïîâó îïåðàöiþ íà S òàê:

(f ∗ g)(n) =
∑
n=de

f(d) · g(e), f, g ∈ S.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî ç òàê âèçíà÷åíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðà-
öi¹þ ìíîæèíà S ¹ êîìóòàòèâíèì ìîíî¨äîì, ïðè÷îìó îäèíèöåþ â S ¹ âiäîáðàæåííÿ
I : N \ {0} → N, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ:

I(n) =

{
1, ÿêùî n = 1;
0, â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.

Íåõàé ι ∈ S � ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî ι(n) = 1 äëÿ âñiõ n ∈ N \ {0}.
Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ι ∗ µ = I. (1.6)

Ñïðàâäi, (ι ∗ µ)(1) = 1. ßêùî n > 2, òî íåõàé

n = pk11 p
k2
2 . . . pkmm

� ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà ïåðâèííi ìíîæíèêè. ßêùî ÷èñëî d äiëèòü n, òî
µ(d) 6= 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

d = pl11 p
l2
2 . . . p

lm
m

äå ñòåïåíi li äîðiâíþþòü 0 àáî 1. Òîäi

µ(d) = (−1)t ç t =
m∑
i=1

li.

4Íàãàäà¹ìî, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî j > 0 íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì, ÿêùî âîíî ìà¹ ëèøå äâà äiëü-
íèêè: 1 i j. Ó òåîði¨ ÷èñåë ïåðâèííi ÷èñëà òàêîæ íàçèâàþòü ïðîñòèìè.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(ι ∗ µ)(n) =
∑
d|n

µ(d) =
m∑
t=0

(−1)t
(
m

t

)
= 0.

Íåõàé òåïåð α, β ∈ S. Òîäi ôîðìóëà (1.4) åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi α = ι ∗ β i ôîð-
ìóëà (1.5) åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi β = µ ∗ α, à çà (1.6) îòðèìó¹ìî, ùî öi ôîðìóëè ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Áåçïîñåðåäíüî ç ôîðìóëè (1.3) òà òâåðäæåííÿ 1.3.4 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.5. Êiëüêiñòü êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi ïðèìiòèâíèõ ñëiâ äîâæèíè n
íàä àëôàâiòîì ç k ëiòåð îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

`n(k) =
1

n

∑
d|n

µ(n/d) · kd.

Ñëîâî w ∈ A+ íàçèâà¹òüñÿ íåîáëÿìîâàíèì, ÿêùî w íå ìà¹ âëàñíîãî íåïîðîæíüîãî
ïðåôiêñó, ÿêèé ¹ ñóôiêñîì ñëîâà w. Iíøèìè ñëîâàìè, ñëîâî w ¹ íåîáëÿìîâàíèì òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ç w ∈ uA+∩A+u âèïëèâà¹, ùî u = 1. ßêùî ñëîâî w ¹ íåîáëÿìîâàíèì,
òî î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

wA∗ ∩ A∗w = wA∗w ∪ {w}.

Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü.

Òâåðäæåííÿ 1.3.6. Íåõàé A � àëôàâiò, ÿêèé ìiñòèòü õî÷à á äâi ëiòåðè. Òîäi äëÿ
êîæíîãî ñëîâà u ∈ A+ iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî ñëîâî uv ¹ íåîáëÿìîâàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a � ïåðøà ëiòåðà ñëîâà u. Òîäi ïîêëàäåìî b � äîâiëüíà ëiòåðà ç
A \ {a}. Äàëi ìè ïåðåâiðèìî, ùî ñëîâî w = uab|u|. Êîæåí íåïîðîæíié ïðåôiêñ t ñëîâà
w ïî÷èíà¹òüñÿ ç ëiòåðè a. Âií íå ìîæå áóòè ñóôiêñîì ñëîâà w, îñêiëüêè |t| > |u|.
Àëå òîäi ìè ìà¹ìî, ùî t = sab|u| äëÿ äåÿêîãî ñëîâà s ∈ A∗, i òàêîæ t = uab|s|. Òàêèì
÷èíîì, ìè îòðèìàëè, ùî |s| = |u|, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî t = w.

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò. Âiëüíà ãðóïà A� íàä àëôàâiòîì A âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé A � êîïiÿ àëôàâiòó A, ÿêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç A. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç a 7→ a ái¹êòèâíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ àëôàâiòîì A òà éîãî êîïi¹þ A. Äàíå
ïîíÿòòÿ ðîçøèðèìî, ïîêëàâøè a = a äëÿ âñiõ a ∈ A ∪ A. Íåõàé δ � ñèìåòðè÷íå
âiäíîøåííÿ, âèçíà÷åíå

uaav ≡ uv mod δ, äëÿ âñiõ u, v ∈
(
A ∪ A

)∗
i a ∈ A ∪ A.

Íåõàé ρ � ðåôëåêñèâíå5 òà òðàíçèòèâíå6 çàìèêàííÿ âiäíîøåííÿ δ íà
(
A ∪ A

)∗
. Òîäi

5Ðåôëåêñèâíå çàìèêàííÿ S âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi X âèçíà¹òüñÿ òàê:

S = R ∪ {(x, x) : x ∈ X}

Iíøèìè ñëîâàìè, ðåôëåêñèâíå çàìèêàííÿ âiäíîøåííÿ R � öå îá'¹äíàííÿ R ç âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi
íà ìíîæèíi X.

6Òðàíçèòèâíå çàìèêàííÿ T âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi X âèçíà¹òüñÿ òàê:

T =

∞⋃
n=1

Rn = R ∪RR ∪RRR ∪ · · · .
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ρ ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà âiëüíîìó ìîíî¨äi
(
A ∪ A

)∗
. Ôàêòîð-ìîíî¨ä A� =

(
A ∪ A

)∗
/ρ ¹

ãðóïîþ. Ñïðàâäi,
aa ≡ 1 mod ρ,

äëÿ âñiõ a ∈ A ∪ A. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè, ùî îáðàçè ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ
¹ îáîðîòíèìè â A�. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî óñi åëåìåíòè â A� ¹ îáîðîòíèìè, à
îòæå A� ¹ ãðóïîþ.

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò. Âiëüíèì êîìóòàòèâíèì ìîíî¨äîì A⊕ íàä àë-
ôàâiòîì A íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-íàïiâãðóïà çà êîíãðóåíöi¹þ, ÿêà ïîðîëæåíà ïàðàìè
(ab, ba) äëÿ a, b ∈ A, a 6= b. ßêùî

A = {a1, a2, . . . , ak} ,

òî ìîíî¨ä A⊕ ìîæíà îòîòîæíèòè ç àäèòèâíèì ìîíî¨äîì çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ

an1
1 a

n2
2 · · · a

nk
k 7→ (n1, n2, . . . , nk) .

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ α : A∗ → A⊕ çà ôîðìóëîþ

α(w) =
∏
a∈A

a|w|a .

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ α : A∗ → A⊕ ¹
ìîðôiçìîì ìîíî¨äiâ.
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1.4 Àâòîìàòè

Íåõàé A� äîâiëüíèé íåïîðîæíié àëôàâiò. Àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A ñêëàäà¹òüñÿ
ç:

� ìíîæèíè ñòàíiâ Q,
� ïiäìíîæèíè I ⊆ Q, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ,
� ïiäìíîæèíè T ⊆ Q, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ êiíöåâèõ ñòàíiâ, òà
� ìíîæèíè ïåðåõîäiâ E ⊆ Q× A×Q.

Àâòîìàò ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
A = (Q, I, T ).

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî ñòàíiâ Q ¹ ñêií-
÷åííîþ.

Øëÿõîì â àâòîìàòi A íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü

c = (f1, f2, . . . , fn)

ïîñëiäîâíèõ ïåðåõîäiâ

fi = (qi, ai, qi+1), i = 1, . . . , n.

Ó öüîìó âèïàäêó öiëå ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ øëÿõó c, à ñëîâî w = a1a2 . . . an
áóäåìî íàçèâàòè ìiòêîþ øëÿõó c. Òàêîæ, ó öüîìó âèïàäêó ìè ãîâîðèòèìåìî, ùî ñòàí
q1 � ïî÷àòêîâèì ñòàíîì øëÿõó c, à ñòàí qn+1 � êiíöåâèì ñòàíîì øëÿõó c. Íàäàëi
âèùå îïèñàíèé øëÿõ çàïèñóâàòèìåìî òàê:

c : q1
w−→ qn+1.

Çà çãîäîþ, äëÿ êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) iñíó¹ øëÿõ äîâæèíè 0 çi
ñòàíó q â q. Ìiòêîþ òàêîãî øëÿõó ¹ ïîðîæí¹ ñëîâî.

Øëÿõ c : i −→ t â àâòîìàòi A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ óñïiøíèì, ÿêùî i ∈ I òà
t ∈ T . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà ñëiâ ðîçïiçíóâàíà àâòîìàòîì A = (Q, I, T ) i
áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç L(A), ÿêùî âîíà ¹ ìíîæèíîþ ìiòîê óñïiøíèõ øëÿõiâ öüîãî
àâòîìàòà.

Ñòàí q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äîñòóïíèì, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ
c : i −→ q äëÿ i ∈ I i êîäîñòóïíèì, ÿêùî ñíó¹ øëÿõ c : q −→ t äëÿ t ∈ T . Àâòîìàò íà-
çèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì (îáðiçàíèì), ÿêùî êîæåí éîãî ñòàí îäíî÷àñíî ¹ äîñòóïíèì
i êîäîñòóïíèì. Íåõàé P � ìíîæèíà óñiõ äîñòóïíèõ i êîäîñòóïíèõ ñòàíiâ àâòîìàòà
A = (Q, I, T ), i íåõàé

A0 = (Q, I ∩ P, T ∩ P ).

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò A0 ¹ âïîðÿäêîâàíèì i êðiì òîãî L(A) = L(A0). Àâòîìàò
A0 íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ÷àñòèíîþ àâòîìàòà A.

Àâòîìàò ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìóëüòèãðàô ç ìiòêàìè, íàäiëåíèé äâîìà âiäìiííè-
ìè ìíîæèíàìè âåðøèí: ïî÷àòêîâèìè òà êiíöåâèìè ñòàíàìè. Ìóëüòèãðàô, ÿêèé ìà¹
ìíîæèíó ñòàíiâ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) çà ìíîæèíó âåðøèí i ìíîæèíó ïåðåõîäiâ
E çà ìíîæèíó ðåáåð, íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíèì ãðàôîì àâòîìàòà A. Àâòîìàò A íàçè-
âà¹òüñÿ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî éîãî îñíîâíèé ãðàô ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, òîáòî äëÿ
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äîâiëüíî¨ ïàðè (p, q) ñòàíiâ àâòîìàòà A (âåðøèí îñíîâíîãî ãðàôà àâòîìàòà A) iñíó¹
øëÿõ ç p â q.

Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà
w ∈ A∗ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕA(w) òàêå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A

(p, q) ∈ ϕA(w) ⇐⇒ p
w−→ q.

Ç îçíà÷åííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ϕA ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗

â ìîíî¨ä óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A. Ïiäìîíî¨ä ϕA(A∗) ìîíî¨äà
óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì ïåðåõîäiâ
àâòîìàòà A = (Q, I, T ).

Î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî ìîíî¨ä ïåðå-
õîäiâ ¹ òðàíçèòèâíèì.

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíîâàíèì, ÿêùî Card(I) = 1 i âèêîíó-
¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ

(p, a, q), (p, a, r) ∈ E =⇒ q = r.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ∈ Q i êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî ñòàíó
q ∈ Q òàêîãî, ùî p

a−→ q. Äëÿ p ∈ Q i a ∈ A îçíà÷èìî

p · a =

{
q, ÿêùî (p, a, q) ∈ E;
∅, â iíøîìó âèïàäêó.

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç Q×A â Q, îçíà÷åíå âèùå, ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ÷àñòêîâîãî
âiäîáðàæåííÿ Q×A∗ ⇀ Q (íà ìíîæèíó âñiõ ñëiâ), ïîêëàâøè p · 1 = p äëÿ âñiõ p ∈ Q,
i äëÿ w ∈ A∗ é a ∈ A òàê:

p · wa = (p · w) · a.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

p · uv = p · u · v. (1.7)

Âèùå îçíà÷åíå ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ (âiäîáðàæåííÿì) ïåðå-
õîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ). Çà öèì îçíà÷åííÿì îòðèìó¹ìî, ùî I = {i} i

L(A) = {w ∈ A∗ : i · w ∈ T} .

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ñòàíó p ∈ Q òà
äîâiëüíî¨ äiòåðè a ∈ A iñíó¹ õî÷à á îäèí ñòàí q ∈ Q òàêèé, ùî p

a−→ q.

Òâåðäæåííÿ 1.4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî àâòîìàòà A iñíó¹ ïîâíèé äåòåðìiíîâàíèé àâ-
òîìàò B òàêèé, ùî

L(A) = L(B).

Áiëüøå òîãî, ÿêùî àâòîìàò A � ñêií÷åííèé, òî àâòîìàò B ìîæíà âèáðàòè ñêií-
÷åííèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, I, T ). Îçíà÷èìî àâòîìàò B = (R, u, V ), ïðèéíÿâøè R =
P(Q), u = I òà

V = {S ⊂ Q : S ∩ T 6= ∅} .
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Îçíà÷èìî ôóíêöiþ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà B òàê: äëÿ äîâiëüíîãî ñòàíó S ∈ R òà äîâiëü-
íî¨ ëiòåðè a ∈ A ïîêëàäåìî

S · a =
{
q ∈ Q : ∃ s ∈ S òàêå, ùî s

a−→ q
}
.

Î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò B ¹ ïîâíèì i äåòåðìiíîâàíèì, i ëåãêî áà÷èòè, ùî L(A) = L(B),
à ÿêùî àâòîìàò A � ñêií÷åííèé, òî àâòîìàò B ¹ ñêií÷åííèì òàêîæ.

Ïðèêëàä 1.4.2. Íà ðèñ. 1.4 íàâåäåíî íåäåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ óñi

1

a, b

a
2

b
3

a
4

Ðèñ. 1.4: Íåäåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó ñëiâ X = {a, b}∗aba.

ñëîâà àëôàâiòó A = {a, b}, ÿêi ìàþòü ñóôiêñ aba. Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, îòðè-
ìàíèé ç äàíîãî àâòîìàòà êîíñòðóêöi¹þ, âèêëàäåíîþ â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1.4.1,
çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.5. ×àñòî áóâà¹ òàê, ùî îáèäâà àâòîìàò A òà âèçíà÷åíèé ñòîñîâíî
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Ðèñ. 1.5: Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó ñëiâ X = {a, b}∗aba.

íüîãî äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1.4.1 àâòîìàò B ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ñòàíiâ.

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ êîæíîãî
ñòàíó q ∈ Q îçíà÷èìî

Lq = {w ∈ A∗ : q · w ∈ T} .

Äâà ñòàíè p, q ∈ Q íàçèâàþòüñÿ íåâiäîêðåìëþâàíèìè, ÿêùî Lp = Lq i âiëîêðåìëþâà-
íèìè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíèì àáî
ìiíiìàëüíèì, ÿêùî äîâiëüíi äâà ðiçíi éîãî ñòàíè ¹ âiäîêðåìëþâàíèìè.
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Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Îçíà÷èìî ñïåöiàëüíèé àâòîìàò A(X)
íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñòàíàìè àâòîìàòó A(X) ¹ íåïîðîæíi ìíîæèíè âèãëÿäó u−1X äëÿ
u ∈ A∗. Ïî÷àòêîâèì ñòàíîì ¹ ìíîæèíà 1−1X, à êiíöåâèìè ñòàíàìè ¹ òàêi, ÿêi ìiñòÿòü
ïîðîæí¹ ñëîâî. Ôóíêöiÿ ïåðåõîäó âèçíà÷åíà äëÿ ñòàíó Y = u−1X i ëiòåðè a ∈ A òàê:

Y · a = a−1Y.

Çàóâàæèìî, ùî öèì ìè âèçíà÷èëè ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi îòðèìó¹ìî

L(A(X)) = X.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî çà iíäóêöi¹þ ìîæíà äîâåñòè ðiâíiñòü X ·w = w−1X äëÿ äîâiëüíîãî
ñëîâà w ∈ A∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè, ùî

w ∈ L(A(X)) ⇐⇒ 1 ∈ X · w ⇐⇒ 1 ∈ w−1x ⇐⇒ w ∈ X.

Àâòîìàò A(X) ¹ çâåäåíèì. Ñïðàâäi, äëÿ Y = u−1X ìà¹ìî

LY = {v ∈ A∗ : Y · v ∈ T} = {v ∈ A∗ : uv ∈ X} .

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî LY = Y .

Àâòîìàò A(X) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì àâòîìàòîì ïiäìíîæèíè X ñëiâ âiëüíî-
ãî ìîíî¨äà A∗. Öÿ òåðìiíîëîãiÿ âèïðàâäàíà òà ìîòèâîâàíà íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 1.4.3. Íåõàé A = (Q, i, T ) � âïîðÿäêîâàíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò
i X = L(A). Íåõàé A(X) = (P, j, S) � ìiíiìàëüíèé àâòîìàò ìíîæèíè X. Òiäi
âiäîáðàæåííÿ ϕ : Q→ P , ϕ(q) = Lq ¹ ñþð'¹êòèâíèì i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè

ϕ(i) = j, ϕ(T ) = S i ϕ(q · a) = ϕ(q) · a.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q ∈ Q i u ∈ A∗ � òàêå ñëîâî, ùî i · u = q. Òîäi

Lq = {w ∈ A∗ : q · w ∈ T} = u−1X.

Îñêiëüêè àâòîìàò A ¹ âïîðÿäêîâàíèì, òî Lq 6= ∅. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Lq ∈ P .
Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ϕ ¹ âiäîáðàæåííÿì ç Q â P . Äàëi ïîêàæåìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ ϕ : Q → P ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íåõàé u−1X ∈ P . Òîäi u−1X 6= ∅. Òàêèì
÷èíîì i · u 6= ∅ i ïîêëàâøè q = i · u, îòðèìó¹ìî Lq = u−1X = ϕ(q). Çâiäêè âèïëèâà¹,
ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ : Q→ P ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Íàðåøòi, äëÿ ñòàíó q = i · u îòðèìó¹ìî

ϕ(q · a) = Lq·a = (ua)−1X = (u−1X) · a = Lq · a,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî àâòîìàò A â òâåðäæåííi 1.4.3 ¹ çâåäåíèì, òî âiäîáðàæåííÿ
ϕ : Q→ P ¹ áèåêöi¹þ, ÿêà îòîòîæíþ¹ àâòîìàò A ç ìiíiìàëüíèì àâòîìàòîì. Ó öüîìó
ñåíñi iñíó¹ ëèøå îäèí ìiíiìàëüíèé àâòîìàò, ÿêèé âèçíà÷à¹ âèáðàíó ìíîæèíó X ñëiâ
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi ρ íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ, ÿêùî äëÿ âñiõ
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ñòàíiâ p i q òà ëiòåð a ∈ A âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî p ≡ q mod ρ i
çíà÷åííÿ p · a òà q · a âèçíà÷åíi, òî p · a ≡ q · a mod ρ.

Ôàêòîð-àâòîìàò àâòîìàòà A = (Q, i, T ) çà êîíãðóåíöi¹þ ρ, ÿêèé ïîçíà÷àòèìåìî
÷åðåç A/ρ, âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñòàíàìè àâòîìàòà A/ρ ¹ êëàñè åêâiâà-
ëåíòíîñòåé âiäíîøåííÿ ρ ìíîæèíè ñòàíiâ Q, éîãî ïî÷àòêîâèìè ñòàíàìè ¹ ïî÷àòêîâi
ñòàíè àâòîìàòà A, à êiíöåâèìè ñòàíàìè � êiíöåâi ñòàíè àâòîìàòà A. Ôóíêöiÿ ïå-
ðåõîäiâ àâòîìàòà A/ρ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ÿêùî q � ñòàí àâòîìàòà A/ρ é a � ëiòåðà
àëôàâiòó A, òî çíà÷åííÿ âèçíà÷åíî, êîëè iñíó¹ ñòàí p àâòîìàòà A â êëàñi q òàêèé, ùî
p · a âèçíà÷åíî, i â öüîìó âèïàäêó q · a ¹ êëàñîì ñòàíó p · a. Îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì,
îñêiëüêè ρ ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A.

Íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ñòàíiâ äåòåðìiíîâàíîãî àâ-
òîìàòà A = (Q, i, T ), ÿêå âèçíà÷åíå

p ≡ q òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ñòàíè p i q ¹ íåâiäîêðåìëþâàíèìè,

¹ êîíãðóåíöi¹þ. ßêùî àâòîìàò A ¹ âïîðÿäêîâàíèì, òî ôàêòîð-àâòîìàò çà òàê âèçíà-
÷åíîþ êîíãðóåíöi¹þ ¹ ìiíiìàëüíèì àâòîìàòîì ìíîæèíè L(A).

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Ðîçãëÿíåìî ìíî-
æèíó F óñiõ ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü çQ âQ. Öi ÷àñòêîâi âiäîáðàæåííÿ áóäåìî çàïèñó-
âàòè ñïðàâà: ÿêùî q ∈ Q i m ∈ F, òî îáðàç ñòàíó q ñòîñîâíî ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ
m ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç qm. Êîìïîçèöiÿ ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

q(mn) = (qm)n.

Òàêèì ÷èíîì, íà ìíîæèíi F óñiõ ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü ç Q â Q iñíó¹ ñòðóêòóðà
ìîíî¨äà.

Íåõàé ϕ � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó ñëîâó w ∈ A∗ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç Q â Q, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

qϕ(w) = q · w.

Âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ â ìîíî¨ä F. Ïiäìîíî¨ä ϕ(A∗) ìî-
íî¨äà F íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A. Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç òåðìiíîëîãi-
¹þ äëÿ çàãàëüíèõ àâòîìàòiâ, îñêiëüêè ÷àñòêîâi âiäîáðàæåííÿ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
áiíàðíèõ âiäíîøåíü.

Çàóâàæèìî, ùî ïîêëàâøè L(A), îòðèìó¹ìî

ϕ−1ϕ(X) = X. (1.8)

Ñïðàâäi w ∈ ϕ−1ϕ(X) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ϕ(w) ∈ ϕ(X), ùî åêâiâàëåíòíî iϕ(w) ∈ T ,
à öå îçíà÷à¹, ùî w ∈ X.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìîðôiçì ϕ ç ìîíî¨äà M íà ìîíî¨ä N ðîçïiçíà¹ ïiäìíîæèíó
ìîíî¨äà M , ÿêùî

ϕ−1ϕ(X) = X.

Ïiäìíîæèíà X ìîíî¨äàM íàçèâà¹òüñÿ ðîçïiçíàâàíîþ, ÿêùî âîíà ðîçïiçíà¹òüñÿ ìîð-
ôiçìîì íà ñêií÷åííèé ìîíî¨ä.
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Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Äëÿ ñëîâà w ∈ A∗ ïàðà (u, v) ñëiâ
òàêèõ, ùî uwv ∈ X íàçèâà¹òüñÿ êîíòåêñòîì ñëîâà w ó ìíîæèíi X. ×åðåç Γ(w)
ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñiõ êîíòåêñòiâ ñëîâà w, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

Γ(w) = {(u, v) ∈ A∗ × A∗ : uwv ∈ X} .

Ñèíòàêñè÷íîþ êîíãðóåíöi¹þ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ âiäíî-
øåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼X íà A∗ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

w ∼X w′ ⇐⇒ Γ(w) = Γ(w′).

Áåçïîñåðåäíüî çâè÷àéíîþ ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî âiäíîøåííÿ ∼X ¹ êîíãðóåíöi¹þ
íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Ôàêòîð-ìîíî¨ä A∗/ ∼X íàçèâà¹òüñÿ ñèíòàêñè÷íèì ìîíî¨äîì
ìíîæèíè X. Íàäàëi öåé ôàêòîð-ìîíî¨ä ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç M(X), à ÷åðåç ϕX �
êàíîíi÷íèé ìîðôiçì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ â ìîíî¨ä M(X). Çàóâàæèìî, ùî ìîðôiçì
ϕX : A∗ →M(X) ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X.

Òâåðäæåííÿ 1.4.4. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ i ϕ : A∗ → M �
ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì íà ìîíî¨ä M . ßêùî ìîðôiçì ϕ ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X, òî
iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì ψ : M →M(X) òàêèé, ùî

ϕX = ψ ◦ ϕ.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

ϕ(w) = ϕ(w′) =⇒ ϕX(w) = ϕX(w′). (1.9)

Ñïðàâäi, ÿêùî òâåðäæåííÿ (1.9) âèêîíó¹òüñÿ, òî äëÿ åëåìåíòà m ∈ M çíà÷åííÿ
ψ(m) âèçíà÷åíî, ÿê ¹äèíèé åëåìåíò â ϕX(ϕ−1(m)). Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1.9)
ðîçãëÿíåìî (u, v) ∈ Γ(w). Òîäi uwv ∈ X. Òîäi ìà¹ìî, ùî ϕ(u)ϕ(w)ϕ(v) ∈ ϕ(X). Ç
ðiâíîñòi ϕ(w) = ϕ(w′) âèïëèâà¹, ùî ϕ(u)ϕ(w′)ϕ(v) ∈ ϕ(X). Îñêiëüêè ìîðôiçì ϕ
ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X, òî ìà¹ìî, ùî uw′v ∈ X, à îòæå (u, v) ∈ Γ(w′).

Òâåðäæåííÿ 1.4.5. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñèíòàêñè÷íèé
ìîíî¨ä ìíîæèíè X içîìîðôíèé ìîíî¨äîâi ïåðåõîäiâ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà A(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ìîíî¨ä ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A(X) = (Q, i, T ) i ϕ : A∗ → M �
êàíîíi÷íèé ìîðôiçì. Ç ðiâíîñòi (1.8) âèïëèâà¹, ùî ìîðôiçì ϕ ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó
X. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.4 iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì ψ : M → M(X) òàêèé, ùî
ϕX = ψ ◦ ϕ.

Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ìîðôiçì ψ : M →M(X) ¹ ií'¹êòèâíèì. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿ-
íåìî åëåìåíòèm,m′ ∈M òàêi, ùî ψ(m) = ψ(m′). Íåõàé w,w′ ∈ A∗ òàêi, ùî ϕ(w) = m
i ϕ(w′) = m′. Òîäi ϕX(w) = ϕX(w′). Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi ϕ(w) = ϕ(w′) ðîçãëÿíåìî
ñòàí p ∈ Q, i íåõàé u ∈ A∗ òàêå ñëîâî, ùî p = u−1X. Òîäi

pϕ(w) = p · w = (uw)−1X = {v ∈ A∗ : (u, v) ∈ Γ(w)} .

Îñêiëüêè Γ(w) = Γ(w′), òî ìà¹ìî, ùî pϕ(w) = pϕ(w′). Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî
ðiâíiñòü ϕ(w) = ϕ(w′), ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî m = m′.
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Äàëi ìè íàâîäèìî êîðîòêå îïèñàííÿ âëàñòèâîñòåé, ñïåöèôi÷íèõ äëÿ ñêií÷åííèõ
àâòîìàòiâ.

Òåîðåìà 1.4.6. Äëÿ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨æà A∗ íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâi-
âàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà X ðîçïiçíà¹òüñÿ ñêií÷åííèì àâòîìàòîì;
(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(iii) ñiì'ÿ ìíîæèí u−1X, äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ A∗, ¹ ñêií÷åííîþ;
(iv) ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨ä M(X) ¹ ñêií÷åííèì;
(v) ìíîæèíà X ðîçïiçíàâàíà.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Íåõàé A � ñêií÷åííèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó
X. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.1 ìîæåìî ââàæàòè, ùî àâòîìàò A ¹ äåòåðìiíiñòè÷íèì. Çà
òâåðäæåííÿì 1.4.3 ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) òàêîæ ¹ ñêií÷åííèì.

Åêâiâàëåíòíiñòü (ii)⇐⇒ (iii) î÷åâèäíà.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (iv) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.5 i ç òîãî ôàêòó, ùî ìîíî¨ä
ïåðåõîäiâ ñêií÷åííîãî àâòîìàòó ¹ çàâæäè ñêií÷åííèì.

Iìïëiêàöiÿ (iv) =⇒ (v) î÷åâèäíà.

(v) =⇒ (i) Íåõàé ϕ : A∗ → M � ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì íà ñêií÷åííèé ìîíî¨ä
M i ïðèïóñòèìî, ùî ìîðôiçì ϕ ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X. Íåõàé A = (M, 1, ϕ(X)) �
äåòåðìiíiñòè÷íèé àâòîìàò ç ôóíêöi¹þ ïåðåõîäiâ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:m·a = mϕ(a).
Òîäi 1 · w ∈ ϕ(X) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ϕ(w) ∈ ϕ(X), à öå âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè w ∈ X. ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî L(A) = X.

Òâåðäæåííÿ 1.4.7. Ñiì'ÿ ðîçïiçíàâàíèõ ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ çàìêíåíà
ñòîñîâíî âñiõ áóëåâèõ îïåðàöié: îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó òà äîïîâíåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X, Y ⊂ A∗ � äâi ðîçïiçíóâàíi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
Íåõàé A = (P, i, S) i B = (Q, j, T ) � ïîâíi äåòåðìiíiñòè÷íi àâòîìàòè òàêi, ùî X =
L(A) i Y = L(B). Îçíà÷èìî ïîâíèé äåòåðìiíiñòè÷íèé àâòîìàò

C = (P ×Q, (i, j), R)

ç ôóíêöi¹þ ïåðåõîäó
(p, q) · a = (p · a, q · a).

Òîäi:

(i) äëÿ R = (S ×Q) ∪ (P × T ) ìà¹ìî L(C) = X ∪ Y ;
(ii) äëÿ R = S × T ìà¹ìî L(C) = X ∩ Y ;

(iii) äëÿ R = S × (Q \ T ) ìà¹ìî L(C) = X \ Y ,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.8. Íåõàé α : A∗ → B∗ � ìîðôiçì âiëüíèõ ìîíî¨äiâ A∗ i B∗. ßêùî
Y � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà â B∗, òî X = α−1(Y ) � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà
â A∗.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Y � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà â B∗, òî Y = ϕ−1(ϕ(Y )), äå
ϕ : B∗ → M � ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì íà ñêií÷åííèé ìîíî¨ä M . Âèçíà÷èìî âiäîáðà-
æåííÿ ψ : A∗ → M çà ôîðìóëîþ ψ = ϕ ◦ α. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü X = ψ−1(ψ(X)).

Òâåðäæåííÿ 1.4.9. ßêùî X � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî
Y −1X � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà â A∗, äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Y ⊆ A∗.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

u−1(Y −1X) =
⋃
y∈Y

(yu)−1X.

Îñêiëüêè X � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî iñíó¹ ñêií÷åííà
êiëüêiñòü ìíîæèí âèãëÿäó (yu)−1X, à îòæå iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí âèãëÿäó
u−1(Y −1X). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Y −1X � ðîçïiçíóâàíà ïiäìíîæèíà â A∗.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñëàáêå óçàãàëüíåííÿ àâòîìàòà. Àñèíõðîííèì àâòîìàòîì íà
àëôàâiòi A íàçèâà¹òüñÿ àâòîìàò A = (Q, I, T ), ïåðåõîäè ÿêîãî ìîæíà ïîìiòèòè àáî
ëiòåðàìè àëôàâiòó A, àáî æ ïîðîæíiì ñëîâîì. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ïåðåõîäiâ
àñèíõðîííîãî àâòîìàòà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F ⊂ Q× (A ∪ {1})×Q.

Äëÿ àñèíõðîííîãî àâòîìàòà ïîíÿòòÿ øëÿõó, óñïiøíîãî øëÿõó ÷è ðîçïiçíóâàíî¨
ìíîæèíè ââîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i äëÿ çâè÷àéíîãî àâòîìàòà.

Òâåðäæåííÿ 1.4.10. Äëÿ äîâiëüíîãî àñèíõðîííîãî àâòîìàòà A iñíó¹ ñêií÷åííèé
àâòîìàò B òàêèé, ùî L(A) = L(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, I, T ) � àñèíõðîííèé àâòîìàò. Íåõàé B � àâòîìàò, îòðèìà-
íèé ç àâòîìàòà A, çàìiíîþ ïåðåõîäiâ òðiéêàìè (p, a, q) òàêèõ, ùî iñíó¹ øëÿõ p

a−→ q
â àâòîìàòi A. Òîäi ìè îòðèìó¹ìî

L(A) ∩ A+ = L(B) ∩ A+.

ßêùî I ∩ T 6= ∅, òî îáèäâi ìíîæèíè L(A) òà L(B) ìiñòÿòü ïîðîæí¹ ñëîâî, à îòæå
çáiãàþòüñÿ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìíîæèíè L(A) òà L(B) ç òî÷íiñòþ äî ïîðî-
æíüîãî ñëîâà, i íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.7, îñêiëüêè ìíîæèíà
{1} ¹ ðîçïiçíàâàíîþ.

Ïîíÿòòÿ àñèíõðîííîãî àâòîìàòà âèêîðèñòà¹ìî äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåð-
äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.11. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ðîçïiçíàâàíîþ,
òî ïiäìîíî¨ä X∗ â A∗ ¹ ðîçïiçíàâàíîþ ìíîæèíîþ òàêîæ. ßêùî ïiäìíîæèíè X i
Y âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ðîçïiçíàâàíèìè, òî ìíîæèíà XY ¹ ðîçïiçíàâàíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, I, T ) � ñêií÷åííèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X.
×åðåç E ïîçíà÷èìî ìíîæèíó éîãî ïåðåõîäiâ. Íåõàé B � àñèíõðîííèé àâòîìàò, îòðè-
ìàíèé ç àâòîìàòó A äîäàâàííÿì äî ìíîæèíè E òðiéîê (t, 1, i), äëÿ t ∈ T é i ∈ I.
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Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî L(B) = X+. Ñïðàâäi, âêëþ÷åííÿ X+ ⊆ L(B) ¹ î÷åâèäíèì. Äî-
âåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé c : i

w−→ j � óñïiøíèé øëÿõ â
àâòîìàòi B. Ç îçíà÷åííÿ àâòîìàòà B âèïëèâà¹, ùî öåé øëÿõ ìà¹ âèãëÿä

c : i1
w1−→ t1

1−→ i2
w2−→ t2

1−→ · · · 1−→ in
wn−→ tn,

ïðè÷îìó i = i1, j = tn i íåìà¹ øëÿõó ck : ik
wk−→ tl, ÿêèé ìiñòèòü ïåðåõiä ïîìi÷åíèé

ïîðîæíiì ñëîâîì. Òîäi w1, w2, · · · , wn ∈ X, à îòæå w ∈ X+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ïiäíàïiâãðóïà X+ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ðîçïiçíàâàíîþ ìíîæèíîþ, à îòæå, ìîíî¨ä
X∗ = X+ ∪ {1} ¹ ðîçïiçíàâàíîþ ìíîæèíîþ.

Íåõàé òåïåð A = (P, I, S) i B = (Q, J, T ) � äâà ñêií÷åííi àâòîìàòè ç ìíîæèíàìè
ïåðåõîäiâ E òà F , âiäïîâiäíî. Íåõàé X = L(A) é Y = L(B). Íà çìåíøóþ÷è çàãàëüíî-
ñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî P ∩Q = ∅. Íåõàé C = (P ∪Q, I, T ) � àñèíõðîííèé àâòîìàò
ç ìíîæèíîþ ïåðåõîäiâ

E ∪ F ∪ (S × {1} × J).

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî L(C) = XY .

Äàëi ìè äàìî iíøå îïèñàííÿ ðîçïiçíàâàíèõ ìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Íåõàé
M � ìîíî¨ä. Íàéìåíøà ñiì'ÿ R ïiäìíîæèí ìîíî¨äà M , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(i) êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìîíî¨äà M ¹ åëåìåíòîì ñiì'¨ R;
(ii) ÿêùî X, Y ∈ R, òî X ∪ Y ∈ R òà XY ∈ R;

(iii) ÿêùî X ∈ R, òî X∗ ∈ R,

íàçèâà¹òüñÿ ñiì'¹þ ðàöiîíàëüíèõ ïiäìíîæèí ìîíî¨äà M . Òðåòþ ç öèõ îïåðàöié áó-
äåìî íàçèâàòè çiðêà-îïåðàöi¹þ àáî ïðîñòî ∗-îïåðàöi¹þ. Îá¹äíàííÿ, ïåðåòèí òà ∗-
îïåðàöiÿ íàçèâàþòüñÿ ðàöiîíàëüíèìè îïåðàöiÿìè.

Òâåðäæåííÿ 1.4.12. Íåõàé α : A∗ → B∗ � ìîðôiçì âiëüíèõ ìîíî¨äiâ A∗ i B∗. ßêùî
X � ðàöiîíàëüíà ïiäìíîæèíà â A∗, òî Y = α(X) � ðàöiîíàëüíà ïiäìíîæèíà â B∗.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè X â
A∗, i ÿêùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äâîõ ïiäìíîæèí X1 i X2 âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗, òî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ¨õ îá'¹äíàíü, ¨õ ïåðåòèíiâ òà äëÿ X∗1 i X∗2 . Òàêèì ÷èíîì,
íàøå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìî-
íî¨äà A∗.

Òåîðåìà 1.4.13 (Êëiíi). Íåõàé A � ñêií÷åííèé àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗ ¹ ðîçïiçíàâàíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X ¹ ðàöiîíàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rec(A∗) i Rat(A∗) ñiì'þ ðîçïiçíàâàíèõ ïiäìíîæèí òà
ñiì'þ ðàöiîíàëüíèõ ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, âiäïîâiäíî. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî
âêëþ÷åííÿ Rat(A∗) ⊆ Rec(A∗). Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà X
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ðîçïiçíàâàíîþ. Áiëüøå òîãî, ç òâåðäæåíü 1.4.7 i 1.4.11 âèïëèâà¹,
ùî ñiì'ÿ Rec(A∗) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (ii) òà (iii) îçíà÷åííÿ ðàöiîíàëüíèõ ïiäìíîæèí
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ Rat(A∗) ⊆ Rec(A∗).

Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ Rec(A∗) ⊆ Rat(A∗) ðîçãëÿíåìî ðîçïiçíàâàíó ïiäìíîæè-
íó X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Íåõàé A = (Q, I, T ) � ñêií÷åííèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹
ìíîæèíó X. Ïîêëàäåìî Q = {1, 2, . . . , n} i

Xi,j =
{
w ∈ A∗ : i w−→ j

}
,
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äëÿ 1 6 i, j 6 n. Ìè ìà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

X =
⋃
i∈I

⋃
j∈T

Xi,j.

Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäìíîæèíà Xi,j âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ðàöiî-
íàëüíîþ. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ∈ {0, 1, . . . , n} ÷åðåç X(k)

i,j ïîçíà÷èìî

ìíîæèíó òàêèõ ñëiâ w ∈ A∗, ùî iñíó¹ øëÿõ c : i
w−→ j, ÿêèé ïðîõîäèòü ëèøå ÷åðåç

ñòàíè l 6 k, êðiì, ìîæëèâî, äëÿ ñòàíiâ i, j. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìà¹ìî w ∈ A∗ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè w = a1a2 · · · am ç

c : i
a1−→ i1

a2−→ i2
a3−→ . . .

am-1−→ im−1
am−→ j

i i1 6 k, . . . , im−1 6 l. Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

X
(0)
i,j ⊆ A ∪ {1}, (1.10)

X
(n)
i,j = Xi,j, (1.11)

X
(k+1)
i,j = X

(k)
i,j ∪X

(k)
i,k+1

(
X

(k)
k+1,k+1

)∗
X

(k)
k+1,j, (0 6 k < n). (1.12)

Îñêiëüêè àëôàâiò A ¹ ñêií÷åííèì, òî ç (1.10) âèïëèâà¹, ùî X(0)
i,j ∈ Rat(A∗). Òàêîæ çà

iíäóêöi¹þ çà óìîâè (1.12) îòðèìó¹ìî, ùîX(k)
i,j ∈ Rat(A∗) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà k, à òîäi çà óìîâîþ (1.11) ìà¹ìî, ùî Xi,j ∈ Rat(A∗).

Ó âèïàäêó íåñêií÷åííîãî àëôàâiòà ðîçïiçíàâàíi ñëîâà íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ðàöiîíàëü-
íèìè: íàïðèêëàä, ñàì àëôàâiò ¹ ðîçïiçíàâàíèì, àëå íå ðàöiîíàëüíèì. Îäíàê áóäü-ÿêà
ðîçïiçíàâàíà ìíîæèíà ¹ îáåðíåíèì îáðàçîì ñòîñîâíî ìîðôiçìó, ÿêèé çáåðiãà¹ äîâæè-
íè ñëiâ, ðîçïiçíàâàíî¨ ìíîæèíè X íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì. Ñïðàâäi, öåé ìîðôiçì
îòîòîæíþ¹ ëiòåðè ç ñàìèìè îáðàçàìè ó ñèíòàêñè÷íîìó ìîíî¨äi ìíîæèíè X. Äëÿ
ñïiëüíîãî âèêîðèñòàííÿ íàçèâàòèìåìî ðåãóëÿðíèìè ðîçïiçíàâàíi ìíîæèíè âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗. Òåîðåìà 1.4.13 ñòâåðäæó¹, ùî ðåãóëÿðíi ìíîæèíè òà ðàöiîíàëüíi ìíîæè-
íè çáiãàþòüñÿ ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ àëôàâiòiâ.

Íàñëiäîê 1.4.14. Ñiì'ÿ ðåãóëÿðíèõ ìíîæèí íàä ñêií÷åííèì àâòîìàòîì ¹ çàìêíå-
íîþ ñòîñîâíî áóëåâèõ îïåðàöié, ðàöiîíàëüíèõ îïåðàöié, îáðàçiâ i ïðîîáðàçiâ ïðè ìîð-
ôiçìàõ, òà ëiâèõ i ïðàâèõ ÷àñòêàõ äîâiëüíèõ ìíîæèí.

Îïèñàííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ìíîæèíè ÷åðåç îá'¹äíàííÿ, äîáóòîê òà ∗-îïåðàöiþ íàçè-
âà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèì àáî ðåãóëÿðíèì çîáðàæåííÿ. Íàïðèêëàä, ìíîæèíà X óñiõ ñëiâ
íàä àëôàâiòîì {a, b}, ÿêi ìiñòÿòü ïàðíó êiëüêiñòü ëiòåðè a, ìà¹ ðàöiîíàëüíå çîáðà-
æåííÿ X = (b ∪ ab∗a)∗. Ðiâíÿííÿ (1.10)�(1.12) çàáåçïå÷óþòü åôåêòèâíó ïðîöåäóðó
îá÷èñëåííÿ ðàöiîíàëüíîãî çîáðàæåííÿ äëÿ ìíîæèíè, ÿêi ðîçïiçíàþòüñÿ äåÿêèì ñêií-
÷åííèì àâòîìàòîì.

Ïðèêëàä 1.4.15 (ïðîäîâæåííÿ ïðèêëàäó 1.4.2). Ìíîæèíà X ñëiâ ç ñóôiêñîì aba
íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ìà¹ ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ A∗aba. Ðiâíÿííÿ (1.10)�(1.12),
çàñòîñîâàíi äî àâòîìàòó çîáðàæåíîìó íà ðèñ. 1.5, ïðèâîäÿòü äî òî¨ æ ìíîæèíè ñëiâ
äî ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ

b∗a(a ∪ b(ab)∗a ∪ b(ab)∗aa)∗b(ab)∗a.
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1.5 Ïåðåòâîðþâà÷i

Ïåðåòâîðþâà÷ T = (Q, I, T ) íàä âõiäíèì àëôàâiòîì A òà âèõiäíèì àëôàâiòîì
B ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè Q ñòàíiâ ðàçîì ç äâîìà âèäiëåíèìè ïiäìíîæèíàìè I òà T
ìíîæèíè ñòàíiâ Q íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíàìè ïî÷àòêîâèõ i êiíöåâèõ ñòàíiâ, i ìíîæèíè
E ïåðåõîäiâ, ÿêà ¹ íàáîðàìè (p, u, v, q), äå p i q � ñòàíè, u � ñëîâî íàä àëôàâiòîì A
òà v � ñëîâî íàä àëôàâiòîì B. Ïåðåõiä òàêîæ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

p
u|v−→ q.

Ïåðåòâîðþâà÷ íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî ñòàíiâ ñêií÷åííà.

ßê i â àâòîìàòàõ, øëÿõîì ó ïåðåòâîðþâà÷i T íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü

c = (f1, f2, . . . , fn)

ïîñëiäîâíîñòi ïåðåõîäiâ

fi = (qi, ui, vi, qi+1), 1 6 i 6 n.

Ó öüîìó âèïàäêó íàòóðàëüíå ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ øëÿõó c. Ñëîâî

w = u1u2 · · ·un

íàçèâà¹òüñÿ âõiäíîþ ìiòêîþ øëÿõó c, à ñëîâî

z = v1v2 · · · vn

� âèõiäíîþ ìiòêîþ øëÿõó c. Ñòàí p = q1 íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîì øëÿõó c, à ñòàí
q = qn+1 � êiíöåì øëÿõó c. Ó öüîìó âèïàäêó ìè âèêîðèñòîâóâàòèìî ïîçíà÷åííÿ

c : p
w|z−→ q.

Øëÿõ i
x|y−→ t íàçèâà¹òüñÿ óñïiøíèì, ÿêùî i ¹ ïî÷àòêîâèì ñòàíîì, à t ¹ êiíöåâèì

ñòàíîì.

Ïåðåòâîðþâà÷ T âèçíà÷à¹ áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ ñëîâàìè íàä äâîìà àëôàâiòà-
ìè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïàðà (x, y) íàëåæèòü öüîìó âiäíîøåííþ ÿêùî âîíà ¹ ìiòêîþ
óñïiøíîãî øëÿõó. Òàêå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì ðåàëiçîâàíèì ïåðåòâî-
ðþâà÷åì T. Öå âiäíîøåííÿ ìîæíà óÿâëÿòè, ÿê ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ç âõiäíèõ
ñëiâ ó âèõiäíi ñëîâà, i òàêîæ ÿê ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ç âèõiäíèõ ñëiâ ó âõiäíi
ñëîâà.

Ïåðåòâîðþâà÷ íàçèâà¹òüñÿ ëiòåðíèì, ÿêùî êîæíà âõiäíà ìiòêà ¹ ëiòåðîþ. Áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî ïåðåòâîðþâà÷ ¹ ç ïðîñòèì âõîäîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ïåðåõîäiâ

(p, u, v, q), (p, u′, v′, q)

ç îäíàêîâèìè ïî÷àòêîì i êiíöåì, ç ðiâíîñòi u = u′ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü v = v′. Öå ãàðàí-
òó¹, ùî ó âèïàäêó êîëè ñòåðòè âèõiäíi ìiòêè, òî íå áóäå áàãàòîçíà÷íèõ ïåðåõîäiâ.

Ëiòåðíèé ïåðåòâîðþâà÷ ç ïðîñòèì âõîäîì ïðèðîäíî âèçíà÷à¹ àâòîìàò íàä éî-
ãî âõiäíèì àëôàâiòîì, íàçèâà¹òüñÿ éîãî âõiäíèì àâòîìàòîì, îòðèìàíèé çàáóâàííÿ
âèõiäíèõ ìiòîê.
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0

1|0

0|1
1

0|0

1|1

1|01
2

Ðèñ. 1.6: Ïåðåòâîðþâà÷, ÿêèé äîäà¹ 1 äî ÷èñëà, çàäàíîãî ó äâiéêîâié ñèñòåìi, ç áiòîì
íàéâèùî¨ âàãè ñïðàâà.

Ïðèêëàä 1.5.1. Ïåðåòâîðþâà÷, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.6 ìà¹ äâà êiíöåâèõ ñòàíè 1 i
2. Ëèøå óñïiøíi øëÿõè ç 0 äî 2 ìàþòü ìiòêè

(1n, 0n1)

i óñïiøíi øëÿõè ç 0 äî 1 ìàþòü ìiòêè

(1n0w, 0n1w)

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n i äåÿêîãî ñëîâà w. Òàêèì ÷èíîì, ïåðåòâîðþâà÷
âiäîáðàæà¹ áiíàðíi çîáðàæåííÿ äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë N â áiíàðíi çîáðàæåííÿ ìíî-
æèíè N + 1. Öåé ïåðåòâîðþâà÷ ¹ ëiòåðíèì i ç ïðîñòèì âõîäîì.
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1.6 Íàïiâêiëüöÿ òà ìàòðèöi

Ìíîæèíà K iç çàäàíèìè íà íié äâîìà îïåðàöiÿìè �+� i �·�, ùî çàäîâîëüíÿþòü
òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) ìíîæèíà K ¹ êîìóòàòèâíèì ìîíî¨äîì ñòîñîâíî îïåðàöi¨ �+� (ùî íàçèâà¹òüñÿ
àäèòèâíîþ) ç îäèíèöåþ, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç 0;

(ii) ìíîæèíà K ¹ ìîíî¨äîì ñòîñîâíî îïåðàöi¨ �·� (ùî íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâ-
íîþ) ç îäèíèöåþ, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç 1;

(iii) îïåðàöiÿ �·� ¹ äèñòðèáóòèâíîþ ñòîñîâíî àäèòèâíî¨ îïåðàöi¨ �+�;
(iv) 0 · x = x · 0 = 0, äëÿ âñiõ x ∈ K,

íàçèâà¹òüñÿ íàïiâêiëüöåì.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíå êiëüöå ¹ íàïiâêiëüöåì. Íàâåäåìî iíøi ïðèêëàäè íàïiâêiëåöü.
Ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N òà ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë R+ ç iíäóêî-
âàíèìè çi çâè÷àéíîãî êiëüöÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ¹ íàïiêiëüöÿìè.

Áóëåâå íàïiâêiëüöå B ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ 0 i 1, òà ç îïåðàöiÿìè

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 0 · 1 = 1 · 0 = 0 · 0 = 0.

Íàïiâêiëüöå B òî÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

1 + 1 = 1.

Iíøèì ìîæëèâèì çíà÷åííÿì äëÿ àäèòèâíî¨ îïåðàöi¨ ¹ 1+1 = 0, i öÿ ðiâíiñòü âèçíà÷à¹
ïîëå Z/2Z.

Áiëüø çàãàëüíî, äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà d > 0 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

B(d) = {0, 1, . . . , d+ 1}.

Ìíîæèíà B(d) ¹ íàïiâêiëüöåì ñòîñîâíî àäèòèâíî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ îïåðàöié, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ, âiäïîâiäíî, òàê:

min{i+ j, d+ 1} i min{i · j, d+ 1}, äëÿ i, j ∈ B(d).

Çîêðåìà ìà¹ìî, ùî B(0) = B.

Äëÿ äîâiëüíîãî ìîíî¨äà M ìíîæèíà P(M) ¹ íàïiâêiëüöåì ñòîñîâíî îïåðàöié
îá'¹äíàííÿ òà ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ â ìîíî¨äi M .

Íàïiâêiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì, ÿêùî íà K âèçíà÷åíî ÷àñòêîâèé ïî-
ðÿäîê ≤, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(i) 0 � íàéìåíøèé åëåìåíò â (K,≤);
(ii) âèêîíóþòüñÿ òàêi iìïëiêàöi¨:

x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z,

x ≤ y =⇒ x · z ≤ y · z, z · x ≤ z · y.

Âïîðÿäêîâàíå íàïiâêiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæ-
íüî¨ ïiäìíîæèíè X â K iñíó¹ ¨¨ òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü â K. Öå ¹ ¹äèíèé åëåìåíò k
êiëüöÿ K òàêèé, ùî
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(i) x ∈ X =⇒ x ≤ k;
(ii) ÿêùî x ≤ k′ äëÿ âñiõ x ∈ X, òî k ≤ k′.

Ó öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî k = sup(X), àáî k = sup{x : x ∈ X}, àáî k = supx∈X(x).

ÍàïiâêiëüöåB ¹ ïîâíèì. Íàïiâêiëüöÿ N i R+ íå ¹ ïîâíèìè, àëå ¨õ ìîæíà ïîïîâíèòè
íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ K = N àáî K = R+ ïîêëàäåìî

K = K ∪ {∞},

äå ∞ /∈ K. Îïåðàöi¨ íàïiâêiëüöÿ K ïðîäîâæèìî äî K, ïîêëàâøè äëÿ êîæíîãî åëå-
ìåíòà x ∈ K:

(i) x+∞ =∞+ x =∞;
(ii) ÿêùî x 6= 0, òî x∞ =∞x =∞;7

(iii) ∞∞ =∞ i 0∞ =∞0 = 0.

Ïðîäîâæèâøè ïîðÿäîê íàïiâêiëüöÿ K äî K ïîêëàâøè x ≤ ∞ äëÿ âñiõ x ∈ K, îòðè-
ìó¹ìî, ùî ìíîæèíà K ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèì êiëüöåì. K ¹ ïîâíèì íàïiâêiëüöåì,
îñêiëüêè äîâiëüíà ïiäìíîæèíà â K ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó, à îòæå ìà¹ òî÷íó âåðõíþ
ãðàíü.

Îçíà÷èìî
N = N ∪ {∞} i R+ = R+ ∪ {∞}

¹ ïîâíèìè íàïiâêiëüöÿìè îòðèìàíèìè çàñòîñóâàííÿì âèùå âèêëàäåíî¨ êîíñòðóêöi¨ äî
íàïiâêiëåöü N i R+, âiäïîâiäíî. ßêùî K � ïîâíå íàïiâêiëüöå, òî ñóìà íåñêií÷åííî¨
ñiì'¨ {xi}i∈I åëåìåíòiâ íàïiâêiëüöÿ K âèçíà÷à¹òüñÿ òàê∑

i∈I

xi = sup

{∑
j∈J

xj : J − ñêií÷åííà ìíîæèíà â I

}
. (1.13)

Ó âèïàäêó íàïiâêiëüöÿ R+ öå îçíà÷åííÿ äà¹ çâè÷àéíå ïîíÿòòÿ ñóìîâíî¨ ñiì'¨: ñiì'ÿ
{xi}i∈I åëåìåíòiâ íàïiâêiëüöÿ R+ ¹ ñóìîâíîþ, ÿêùî ñóìà (1.13) ¹ ñêií÷åííîþ.

Çîêðåìà, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n>0 åëåìåíòiâ ïîâíîãî êiëüöÿ ìè ìà¹ìî∑
n>0

xn = sup
n>0

{∑
i>n

xi

}
, (1.14)

îñêiëüêè êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó
iíòåðâàëi {0, 1, . . . , n}. Áiëüøå òîãî, ÿêùî I =

⋃
j∈J

Ij � ðîçáèòòÿ iíäåêñóþ÷î¨ ìíîæèíè

I, òî ∑
i∈I

xi =
∑
j∈J

(∑
i∈Ij

xi

)
. (1.15)

Íåõàé P i Q � äîâiëüíi íåïîðîæíi ìíîæèíè i K � íàïiâêiëüöå. P ×Q-ìàòðèöåþ
ç êîåôiöi¹íòàìè ç íàïiâêiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ

m : P ×Q→ K.

7Íàäàëi äëÿ ñïðîøåííÿ âèêëàäó, ÿê i â òåîði¨ íàïiâãðóï, îïóñêàòèìåìî ñèìâîë � ·� ìóëüòèïëiêà-
òèâíî¨ îïåðàöi¨ â íàïiâêiëüöi.
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Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
(p,m, q) àáî mp,q

çíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ m â òî÷öi (p, q) ∈ P × Q. Òàêîæ ìè ãîâîðèòèìåìî, ùî m ¹
K-âiäíîøåííÿì ìiæ ìíîæèíàìè P òà Q. ßêùî P = Q, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî m
¹ K-âiäíîøåííÿì íàä ìíîæèíîþ Q. Ìíîæèíà óñiõ K-âiäíîøåíü ìiæ ìíîæèíàìè P
òà Q ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

KP×Q

Íåõàé m ∈ KP×Q � K-âiäíîøåííÿ ìiæ íåïîðîæíiìè ìíîæèíàìè P òà Q. Äëÿ
p ∈ P ðÿäîê iíäåêñó p P × Q-ìàòðèöi m ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç mp∗. Âií ¹ åëåìåíòîì
ìíîæèíè KQ i âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

(mp∗)q = mp,q.

Àíàëîãi÷íî, ñòîâïåöü iíäåêñó q P × Q-ìàòðèöi m ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç m∗q, i âií ¹
åëåìåíòîì ìíîæèíè KP .

Íåõàé P , Q i R � äîâiëüíi òðè íåïîðîæíi ìíîæèíè ø K � äîâiëüíå ïîâíå íàïiâ-
êiëüöå. Äëÿ m ∈ KP×Q i n ∈ KQ×R äîáóòîê mn âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê åëåìåíò ìíîæèíè
KP×R òàê. Çíà÷åííÿ öüîãî äîáóòêó íà åëåìåíòi (p, r) ∈ P ×R äîðiâíþ¹

(mn)p,r =
∑
q∈Q

mp,qnq,r.

Ó âèïàäêó, êîëè P = Q = R, òî ç îòðèìàíîþ òàê àñîöiàòèâíîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ
ìíîæèíà KQ×Q ¹ ìîíî¨äîì. Îäèíèöþ öüîãî ìîíî¨äà ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç idQ àáî IQ.

Ìîíî¨äîì K-âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ ïiäìîíî¨ä ìîíî¨äà KQ×Q.
Âií çîêðåìà ìiñòèòü îäèíèöþ idQ.
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1.7 Ôîðìàëüíi ðÿäè

Íåõàé A � àëôàâiò K � íàïiâêiëüöå. Ôîðìàëüíèì ðÿäîì (àáî ïðîñòî ðÿäîì) íàä
àëôàâiòîì A ç êîåôiöi¹íòàìè â íàïiâêiëüöi K íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ

σ : A∗ → K.

Çíà÷åííÿ ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ â ñëîâi w ∈ A∗ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç (σ,w). Íàäàëi
÷åðåç KA∗ òà K〈〈A〉〉 ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó óñiõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ íàä àëôàâiòîì
A ç êîåôiöi¹íòàìè â íàïiâêiëüöi K. ×åðåç K〈A〉 ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó óñiõ ôîð-
ìàëüíèõ ðÿäiâ σ ∈ K〈〈A〉〉 òàêèõ, ùî (σ,w) = 0 äëÿ âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
ñëiâ w ∈ A∗. Åëåìåíò ìíîæèíè K〈A〉 íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìîì àáî ìíîãî÷ëåíîì íàä
àëôàâiòîì A ç êîåôiöi¹íòàìè â íàïiâêiëüöi K. Ñòåïiíü ïîëiíîìà p 6= 0 � öå ìàêñè-
ìàëüíà äîâæèíà ñëîâà w ∈ A∗ òàêîãî, ùî (p, w) 6= 0. Ñòåïiíü ïîëiíîìà p ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç deg(p). Ñòåïiíü 0-ïîëiíîìà, òîáòî òàêîãî ïîëiíîìà p, ùî p = 0, äîðiâíþ¹ −∞.

Ôîðìàëüíèé ðÿä σ ∈ K〈〈A〉〉 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ç
K〈A〉 â íàïiâêiëüöå K, ïîêëàâøè

(σ, p) =
∑
w∈A∗

(σ,w)(p, w),

äëÿ p ∈ K〈A〉. Òàêå ïðîäîâæåííÿ ¹ êîðåêòíèì, îñêiëüêè p ¹ ïîëiíîìîì. Íåõàé σ, τ ∈
K〈〈A〉〉 i k ∈ K. Îçíà÷èìî ôîðìàëüíi ðÿäè σ + τ , στ i kσ òàê:

(σ + τ, w) = (σ,w) + (τ, w), (1.16)

(στ, w) =
∑
uv=w

(σ, u)(τ, v), (1.17)

(kσ, w) = k(σ,w). (1.18)

Ó ôîðìóëi (1.17) ñóìà âèêîíó¹òüñÿ íàä 1 + |w| ïàðàìè (u, v) òàêèìè, ùî w = uv, à
îòæå âîíà ¹ ñêií÷åííîþ ñóìîþ. Ìíîæèíà K〈〈A〉〉 ìiñòèòü äâà ñïåöiàëüíèõ åëåìåíòè,
ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç 0 i 1, òà âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

(0, w) = 0 i (1, w) =

{
1, ÿêùî w = 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Çàçâè÷àé, ìè ïîçíà÷àòèìåìî σn = σσ · · ·σ︸ ︷︷ ︸
n-ðàçiâ

i σ0 = 1 äëÿ äîâiëüíîãî ôîðìàëüíîãî

ðÿäó σ ∈ K〈〈A〉〉. Ñòîñîâíî îïåðàöié âèçíà÷åíèõ ôîðìóëàìè (1.16) i (1.17) ìíîæè-
íà K〈〈A〉〉 ¹ íàïiâêiëüöåì. Òàêîæ, ìîæíà ïîêàçàòè, ÿêùî K � ïîâíå âïîðÿäêîâàíå
íàïiâêiëüöå, òî K〈〈A〉〉 òàêîæ ¹ ïîâíèì âïîðÿäêîâàíèì íàïiâêiëüöåì.

Íîñi¹ì ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ ∈ K〈〈A〉〉 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

supp(σ) = {w ∈ A∗ : (σ,w) 6= 0} .

Âiäîáðàæåííÿ σ 7→ supp(σ) ¹ içîìîðôiçìîì ç íàïiâêiëüöÿ B〈〈A〉〉 íà íàïiâêiëüöå
P(A∗).
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Ñiì'ÿ {σi}i∈I ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ êîæ-
íîãî ñëîâà w ∈ A∗ ìíîæèíà {i ∈ I : (σi, w) 6= 0} ¹ ñêií÷åííîþ. Ó öüîìó âèïàäêó ôîð-
ìàëüíèé ðÿä σ ïîçíà÷åíèé

σ =
∑
i∈I

σi

ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

(σ,w) =
∑
i∈I

(σi, w). (1.19)

Öå îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì, îñêiëüêè â ñóìi (1.19) ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü âèðàçiâ
âiäìiííà âiä 0. Çâè÷àéíîþ ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨
{σi}i∈I åëåìåíòiâ ìíîæèíèK〈〈A〉〉 òà äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà τ çK〈〈A〉〉 âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

τ

(∑
i∈I

σi

)
=
∑
i∈I

τσi.

Ïîñòiéíèì òåðìîì ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ ∈ K〈〈A〉〉 íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò (σ, 1) íà-
ïiâêiëüöÿ K. ßêùî ôîðìàëüíèé ðÿä σ ìà¹ íóëüîâèé ïîñòiéíèé òåðì, òî ñiì'ÿ {σn}n>0

¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, îñêiëüêè íîñié ôîðìàëüíîãî ðÿäó σn íå ìiñòèòü ñëiâ äîâæèíè
ìåíøå çà n. Ïîçíà÷èìî

σ∗ =
∑
n>0

σn i σ+ =
∑
n>1

σn.

Ôîðìàëüíèé ðÿä σ∗ íàçèâà¹òüñÿ çiðêîþ ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ. Çàóâàæèìî, ùî âè-
êîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

σ∗ = 1 + σ+ i σ∗σ = σσ∗ = σ+.

Òâåðäæåííÿ 1.7.1. Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ i σ ∈ K〈〈A〉〉 � ôîðìàëüíèé ðÿä
òàêèé, ùî (σ, 1) = 0. Òîäi åëåìåíò 1− σ îáîðîòíèé i

σ∗ = (1− σ)−1. (1.20)

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî
1 = σ∗ − σ+ = σ∗ − σ∗σ = σ∗(1− σ),

i ñèìåòðè÷íî
1 = σ∗ − σ+ = σ∗ − σσ∗ = (1− σ)σ∗,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè Z âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ÷åðåçX ïîçíà÷èìî
õàðàêòåðèñòè÷íèé ðÿä ìíîæèíè X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

(X, x) =

{
1, ÿêùî x ∈ X;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ìè ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ðÿä X ìíîæèíè X ÿê åëåìåíò íàïiâêiëüöÿ N〈〈A〉〉.
Êîëè X = {x} ìè çàçâè÷àé ïèñàòèìåìî x çàìiñòü x. Çîêðåìà, îñêiëüêè ñiì'ÿ {x}x∈X
¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, òî ìà¹ìî

X =
∑
x∈X

x.
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Áiëüø çàãàëüíî, äëÿ äîâiëüíîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ ∈ K〈〈A〉〉 ìà¹ìî, ùî

σ =
∑
w∈A∗

(σ,w)w.

Òâåðäæåííÿ 1.7.2. Íåõàé X i Y � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
Òîäi

(X + Y ,w) =


0, ÿêùî w /∈ X ∪ Y ;
1, ÿêùî w ∈ (X \ Y ) ∪ (Y \X);
2, ÿêùî w ∈ X ∩ Y.

Çîêðåìà, äëÿ Z = X ∪ Y ìà¹ìî

X + Y = Z òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X ∩ Y = ∅.

Äëÿ äâîõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí X i Y âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ äîáóòîê XY íàçè-
âà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì, ÿêùî ñëîâî w ∈ XY ìà¹ ëèøå îäíó ôàêòîðèçàöiþ w = uv ç
x ∈ X, y ∈ Y .

Òâåðäæåííÿ 1.7.3. Íåõàé X i Y � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
Òîäi

(X Y ,w) = Card {(x, y) ∈ X × Y : w = xy}

Çîêðåìà, äëÿ Z = XY ìà¹ìî

X Y = Z òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîáóòîê XY ¹ îäíîçíà÷íèì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äóæå áëèçüêî íàáëèæà¹òüñÿ äî îñíîâíîãî ïðåäìåòà öüîãî
êóðñó ëåêöié. Ó íîìó îïèñàíi êîåôiöi¹íòè çiðêè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðÿäó.

Òâåðäæåííÿ 1.7.4. ßêùî X � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+, òî

((X)∗ , w) = Card {(x1, x2, . . . , xn) : n > 0, xi ∈ X, w = x1x2 · · ·xn} . (1.21)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìîíî¨äà (X∗) ìà¹ìî, ùî

((X)∗ , w) =
∑
k>0

(
(X)k , w

)
.

Çàñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ 1.7.3, îòðèìó¹ìî(
(X)k , w

)
= Card {(x1, x2, . . . , xk) : xi ∈ X, w = x1x2 · · ·xk} ,

çâiäêè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (1.21).

Ïðèêëàä 1.7.5. Ôîðìàëüíi ðÿäè A∗ é A∗A∗ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

A∗ = (1− A)−1 =
∑
w∈A∗

w i (A∗A∗, w) = 1 + |w|.
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Òåïåð îçíà÷èìî äîáóòîê Àäàìàðà äâîõ ðÿäiâ äâîõ ðÿäiâ σ, τ ∈ K〈〈A〉〉 ÿê ðÿä σ�τ ,
ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(σ � τ, w) = (σ,w)(τ, w).

Òàê âèçíà÷åíèé äîáóòîê äâîõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ ¹ äèñòðèáóòèâíèé ñòîñîâíî àäèòèâ-
íî¨ îïåðàöi¨ íàïiâêiëüöÿ, òîáòî σ � (τ + τ ′) = σ � τ + σ � τ ′. ßêùî íàïiâêiëüöå K
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

xy = 0 =⇒ x = 0 àáî y = 0,

òî
supp(σ � τ, w) = supp(σ) ∩ supp(τ).

Çîêðåìà, äëÿ ïiäìíîæèí X i Y âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ i Z = X ∩ Y ìà¹ìî

Z = X � Y .

Äëÿ äâîõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ σ, τ ∈ Z〈〈A〉〉 ìè ïèñàòèìåìî σ ≤ τ ó âèïàäêó (σ,w) ≤
(τ, w) äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗.

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò iK � äîâiëüíå íàïiâêiëüöå. ×åðåçK[[A]] ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó óñiõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ ç êîìóòàòèâíèìè çìiííèìè íàä àëôàâiòîì A ç
êîåôiöi¹íòàìè ç íàïiâêiëüöÿ K. Òîäi K[[A]] ¹ ìíîæèíîþ óñiõ âiäîáðàæåíü õ âiëüíîãî
êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà A⊕ â íàïiâêiëüöå K.

Êàíîíi÷íèé ìîðôiçì α : A∗ → A⊕ ëiíiéíî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ìîðôiçìó ç K〈〈A〉〉 â
K[[A]]. Îáðàç ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ ∈ K〈〈A〉〉 ñòîñîâíî ìîðôiçìó α âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ
ñëîâà w ∈ A⊕ çà ôîðìóëîþ

(α(σ), w) = (σ, α−1(w)) =
∑

α(v)=w

(σ, v).

Ìíîæèíó óñiõ êîìóòàòèâíèõ ïîëiíîìiâ íàä àëôàâiòîì A ç êîåôiöi¹íòàìè ç íà-
ïiâêiëüöÿ K ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç K[A].
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1.8 Ñòåïåíåâi ðÿäè

Ñòåïåíåâèì ðÿäîì çi çìiííîþ t, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ïîñëiäîâíiñòþ an äiéñíèõ
÷èñåë, íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíà ñóìà

f(t) =
∑
n>0

ant
n.

Íåõàé r � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðÿä çáiãà¹òüñÿ äëÿ çíà÷åííÿ
r çìiííî¨ t, ÿêùî ñóìà

∑
n>0

anr
n ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ òà ñêií÷åííîþ. Ó ïðîòèëåæíî-

ìó âèïàäêó, êàæåìî, ùî f(t) ¹ ðîçáiæíèì äëÿ t = r. Ðàäióñ çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî
ðÿäó f(t) ¹ íåñêií÷åííèì, ÿêùî f(t) çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë r. Â iíøîìó
âèïàäêó öå íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî ρ òàêå, ùî f(t) çáiãà¹òüñÿ äëÿ 0 6 r < ρ i ðîç-
áiãà¹òüñÿ äëÿ r > ρ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ρ = lim

n→∞
inf |an|

1
n . Ñòåïåíåâèé ðÿä ìîæå

çáiãàòèñÿ, ÷è ðîçáiãàòèñÿ ó âèïàäêó t = ρ.

Ó âèïàäêó 0 6 r < ρ ðÿä çáiãà¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ç [0, ρ)

â ìíîæèíó íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, ðÿä
∑
n>0

tn âèçíà÷à¹ íà iíòåðâàëi

[0, 1) ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ t 7→ 1

1− t
.

Ïðèêëàä 1.8.1. Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ðàäióñ çáiæíîñòi ñòå-

ïåíåâîãî ðÿäó
∑
n>0

tn

nα
äîðiâíþ¹ 1. Âiäîìî, ùî âií ðîçáiãà¹òüñÿ äëÿ t = 1 i çáiãà¹òüñÿ

êîëè α < 2 i çáiãà¹òüñÿ ó âèïàäêó α > 2.

Ñòåïåíåâi ðÿäè, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â öüîìó ïiäðîçäiëi, ¹ ñïåöiàëüíèì êëàñîì ôîð-
ìàëüíèõ ðÿäiâ, ÿêi ðîçãëÿäàëèñü ó ïiäðîçäiëi 1.7, êîëè àëôàâiò ¹ îäíîòî÷êîâîþ ìíî-
æèíîþ. Çîêðåìà, çâè÷àéíi îïåðàöi¨ ñóìè, äîáóòêó òà çiðêè âèêîíóþòüñÿ i â öüîìó
âèïàäêó.

Íåõàé X � ìíîæèíà ñëiâ íàä àëôàâiòîì A. Ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì ìíîæèíè X
íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåâèé ðÿä

fX(t) =
∑
n>0

Card(X ∩ An)tn.

Ïîçàÿê äëÿ âñiõ n > 0, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Card(X ∩ An) 6 kn, äå k = Card(A),
òî îòðèìó¹ìî, ùî ðàäióñ çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäó fX ùîíàéìåíøå äîðiâíþ¹ 1/k.
Ïîñëiäîâíiñòü (un)n>0, äå un = Card(X ∩ An) íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëîì äîâæèíè ìíî-
æèíè X.

Òâåðäæåííÿ 1.8.2. Íåõàé f(t) =
∑

ant
n � ñòåïåíåâèé ðÿä ç íåâiä'¹ìíèìè äiéñíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè òà çi ñêií÷åííèì ðàäióñîì çáiæíîñòi ρ. Íåõàé g(t) : [0, ρ) → R+

� ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà äëÿ r ∈ [0, ρ) çà ôîðìóëîþ g(r) =
∑

anr
n. Òîäi

f(ρ) = lim
r→ρ,r<ρ

g(r).

Çîêðåìà, îáèäâi âåëè÷èíè ¹ îäíî÷àñíî ñêií÷åííèìè àáî íåñêií÷åííèìè.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä f(t) çáiãà¹òüñÿ äëÿ t = ρ, i
ïîêëàäåìî s = f(ρ). Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî N òàêå, ùî

sN = a0 + a1ρ+ . . .+ aNρ
N

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü s > sN > s− ε/2. Ïîêëàäåìî

p(t) = a0 + a1t+ . . .+ aN t
N .

Òîäi iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî r < ρ òàêå, ùî sN > p(t) > sN−ε/2. Äëÿ r 6 x < ρ, îòðèìó¹ìî

f(ρ) > f(x) = g(x) > g(r) > p(r) > sN − ε/2 > f(ρ)− ε.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî g(x) íàáëèæà¹òüñÿ äî f(ρ), êîëè x íàáëèæà¹òüñÿ äî ρ.

Äàëi, ÿêùî âåëè÷èíà f(ρ) ¹ íåñêií÷åííîþ, òî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà M > 0 iñíó¹
íàòóðàëüíå ÷èñëî N òàêå, ùî

sN = a0 + a1ρ+ . . .+ aNρ
N > 2M.

Ïîêëàäåìî çíîâó
p(t) = a0 + a1t+ . . .+ aN t

N .

Òîäi iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî r < ρ òàêå, ùî p(r) > sN/2. Äëÿ r 6 x < ρ, îòðèìó¹ìî

f(x) = g(x) > g(r) > p(r) > sN/2 >M.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî g(x) íàáëèæà¹òüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi ó âèïàäêó, êîëè x íàáëè-
æà¹òüñÿ äî ρ.

Îòæå, äëÿ ñòåïåíåâîãî ðÿäó f(t) =
∑
n

ant
n ç íåâiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè i ðàäi-

óñîì çáiæíîñòi ρ, ìè ìîæåìî ïîçíà÷èòè, âèðàçîì f(r), äëÿ 0 6 r 6 ρ, ñóìó
∑
n

anr
n

i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ ÷åðåç f äëÿ t = r, ç òi¹þ âëàñòèâiñòþ, ùî öi îáèäâà
çíà÷åííÿ ¹ îäíî÷àñíî ñêií÷åííèìè àáî íåñêií÷åííèìè.

Çàóâàæèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè òîìó, ùî êîåôiöi¹íòè an ¹ íå-
âiä'¹ìíèìè. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëàäó ðÿä

f(t) =
∑
n

(−1)ntn.

Ðàäióñ çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó äîðiâíþ¹ 1, i g(t) =
1

1 + t
. Ìè ìà¹ìî g(1) = 1/2, õî÷à

ðÿä f(t) ðîçáiãà¹òüñÿ äëÿ t = 1.

Ñòåïåíåâèé ðÿä
f(t) =

∑
n>0

ant
n

ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà îòðèìàòè ôîðìàëüíî. Ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíèé
ñòåïåíåâèé ðÿä ∑

n>0

ant
n−1,
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ÿêèé ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç f ′(t). Íåõàé ρ � ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó f . Äëÿ r < ρ
çíà÷åííÿ f ′(r) äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ â òî÷öi r ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ ñòåïåíåâèì
ðÿäîì f .

Ç òâåðäæåííÿ 1.8.2 âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 1.8.3. Íåõàé f(t) =
∑
n>0

ant
n � ñòåïåíåâèé ðÿä ç íåâiä'¹ìíèìè äiéñ-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåõàé ρ � ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó f . Òîäi

f ′(ρ) =
∑
n>0

nanρ
n−1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ìåòîä îá÷èñëåííÿ ðàäióñà çáiæíîñòi çiðêè ñòåïåíåâîãî
ðÿäó.

Òâåðäæåííÿ 1.8.4. Íåõàé f(t) =
∑

ant
n � ñòåïåíåâèé ðÿä ç íåâiä'¹ìíèìè äié-

ñíèìè êîåôiöi¹íòàìè i ç ïîñòiéíèì òåðìîì íóëü. Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä

g(t) =
1

1− f(t)
=
∞∑
n=0

f(t)n,

ÿêèé ¹ çiðêîþ ñòåïåíåâîãî ðÿäó f(t), i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρf i ρg ðàäióñè çáiæíîñòi
ðÿäiâ f i g, âiäïîâiäíî. Òîäi ρg 6 ρf , i ÿêùî ρg < ρf , òî ρg ¹ ¹äèíèì äîäàòíiì äiéñíèì
÷èñëîì òàêèì, ùî f(ρg) = 1.

Äîâåäåííÿ. Êîåôiöi¹íòè ðÿäó g(t) ¹ áiëüøèìè, àáî ðiâíèìè çà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè
ðÿäó f(t), à îòæå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ρg 6 ρf . Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ρg < ρf .
Òîäi ðÿä f(t) çáiãà¹òüñÿ äëÿ r = ρg. Âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ôàêò, ùî ðÿä f(t) âèçíà÷à¹
íåïåðåðâíó ôóíêöiþ â ¨¨ iíòåðâàëi çáiæíîñòi.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî f(r) < 1. Òîäi iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî s ç r < s < ρf òàêå,
ùî f(s) < 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî g(s) <∞, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî s > ρg.

Ïðèïóñòèìî, ùî f(r) > 1. Òîäi iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî s ç 0 < s < r òàêå, ùî f(s) > 1.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî g(s) =∞, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî s < ρg.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî f(r) = 1.
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1.9 Íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi

Ìè òåïåð ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi íåâiä'¹ìíèõ ìàòðèöü. Íåõàé Q � ìíîæèíà
iíäåêñiâ. Äëÿ äâîõ Q-âåêòîðiâ v i w ç äiéñíèìè êîîðäèíàòàìè, ìè ïèñàòèìåìî v 6 w,
ÿêùî vq 6 wq äëÿ âñiõ q ∈ Q i v < w, ÿêùî vq < wq äëÿ âñiõ q ∈ Q. Âåêòîð v áóäåìî
íàçèâàòè íåâiä'¹ìíèì (âiäï. äîäàòíiì), ÿêùî v > 0 (âiäï. v > 0). Òóò i íàäàëi ìè
ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 0 íóëü-âåêòîð àáî íóëü-ìàòðèöþ âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó. Àíàëî-
ãi÷íî, äëÿ äâîõ Q × Q-ìàòðèöü M i N ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìè ïèñàòèìåìî
M 6 N , êîëè Mp,q 6 Np,q äëÿ âñiõ p, q ∈ Q i M < N , ÿêùî Mp,q < Np,q äëÿ âñiõ
p, q ∈ Q. Q×Q-ìàòðèöÿ M íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíîþ (âiäï. äîäàòíîþ), ÿêùî M > 0
(âiäï. M > 0). ×àñòî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè åëåìåíòàðíèé ôàêò, ÿêùî M > 0 i
v > 0 ç v 6= 0, òî Mv > 0.

Êîìïëåêñíå ÷èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi M , ÿêùî ìàòðèöÿ
λI −M íå ¹ îáîðîòíîþ. Ó öüîìó âèïàäêó iñíóþòü âåêòîðè v, w 6= 0 òàêi, ùî Mv =
λv i wM = λw. Âåêòîðè w i íàçèâàþòüñÿ ëiâèì i ïðàâèì âëàñíèì âåêòîðîì, ÿêi
âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ. Ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ
ìîäóëü ¨¨ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ M íàçèâà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íîþ, ÿêùî ñóìà ¨¨ åëåìåíòiâ íà
êîæíîìó ðÿäêó äîðiâíþ¹ 1. Åêâiâàëåíòíî ìàòðèöÿ ¹ ñòîõàñòè÷íîþ, ÿêùî âåêòîð v
ç óñiìà êîìïîíåíòàìè, ùî äîðiâíþþòü 1 ¹ (ïðàâèì) âëàñíèì âåêòîðîì äëÿ âëàñíîãî
çíà÷åííÿ 1.

Òâåðäæåííÿ 1.9.1. Ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ñòîõàñòè÷íî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ n × n-ìàòðèöi M i v � ¨¨ ïðà-
âèé âëàñíèé âåêòîð. Ðîçäiëèâøè âñi êîìïîíåíòè âåêòîðîà v íà ìàêñèìóì ¨õ ìîäóëÿ,
ìîæåìî ââàæàòè, ùî |vj| 6 1 äëÿ 1 6 j 6 n i |vi| = 1 äëÿ äåÿêîãî i. Òîäi ç ðiâíîñòi

λvi =
n∑
i=1

Mijvj âèïëèâà¹, ùî

|λ| 6
n∑
i=1

Mij|vj| 6
n∑
i=1

Mij = 1,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A íàä àëôàâiòîì A ç ìíîæèíîþ ñòàíiâ Q íàçèâà-
¹òüñÿ Q×Q-ìàòðèöÿ M ç êîåôiöi¹íòàìè

Mp,q = Card {a ∈ A : p · a = q} .

Íåõàé k = CardA. Ìàòðèöÿ M/k ¹ ñòîõàñòè÷íîþ. Âiäïîâiäíèé ïðàâèé âëàñíèé âå-
êòîð ¹ âåêòîðîì, ó ÿêîãî âñi êîìïîíåíòè äîðiâíþþòü 1. Âií òàêîæ ¹ âëàñíèì âåêòî-
ðîì ìàòðèöiM äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ k. Çà òâåðäæåííÿì 1.9.1, ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
ìàòðèöi M/k äîðiâíþ¹ 1, i òàêèì ÷èíîì ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi M äîðiâíþ¹ k.

ßêùîM � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà G, òî êîðèñíèì ñïîñîáîì óÿâè ïðî âëàñíèé
âåêòîð v ìàòðèöiM ¹ òå, ùî âií ïðèñâîþ¹ êîæíié âåðøèíi q âàãó vq. ÐiâíiñòüMv = λv
âiäïîâiäà¹ óìîâi, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè p, ÿêùî ñêëàñòè âàãè êiíöiâ âñiõ ðåáåð, ùî
ïî÷èíàþòüñÿ ç âåðøèíè p, öÿ ñóìà äîðiâíþ¹ λ ðàçiâ âàãè âåðøèíè p.
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Íåâiä'¹ìíó ìàòðèöþ M íàçèâàþòü íåçâiäíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ iíäåêñiâ p i q
iñíó¹ öiëå ÷èñëî k, òàêå, ùî Mk

p,q > 0, äå ÷åðåç Mk ïîçíà÷à¹òüñÿ k-à ñòåïiíü ìàòðèöi
M . Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìàòðèöþ M íàçèâà¹òüñÿ çâiäíîþ. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî ìàòðèöÿ M ¹ íåçâiäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (I +M)n > 0, äå n � ðîçìiðíiñòü
ìàòðèöiM . Òàêîæ ëåãêî äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿM ¹ çâiäíîþ, ÿêùî iñíó¹ ïåðåñòàíîâêà
iíäåêñiâ òàêà, ùî M â íié ñòà¹ áëî÷íî òðèêóòíîþ, òîáòî ìà¹ âèãëÿä

M =

[
U V
0 W

]
, (1.22)

äå U i W � ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi > 0.
Íàñòóïíèé òâåðäæåííÿ ¹ ÷àñòèíîþ òåîðåìè, âiäîìî¨ ÿê òåîðåìà Ïåððîíà�Ôðî-

áåíióñà. Âîíî, çîêðåìà, ñòâåðäæó¹, ùî ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ íåâiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi ¹ ¨¨
âëàñíèì çíà÷åííÿì.

Òåîðåìà 1.9.2 (òåîðåìà Ïåððîíà�Ôðîáåíióñà). Áóäü-ÿêà íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ
M ìà¹ äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ ρM òàêå, ùî |λ| 6 ρM äëÿ áóäü-ÿêîãî âëàñíîãî çíà-
÷åííÿ λM , i â öüîìó âèïàäêó âëàñíîìó çíà÷åííþ ρM âiäïîâiäà¹ íåâiä'¹ìíèé âëàñíèé
âåêòîð v. ßêùî ìàòðèöÿ M ¹ íåçâiäíîþ, òî âëàñíîìó çíà÷åííþ ρM âiäïîâiäà¹ äî-
äàòíié âëàñíèé âåêòîð v.

Çàóâàæèìî, ùî òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò âèêîíó¹òüñÿ ÿê äëÿ ïðàâîãî, òàê i äëÿ
ëiâîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ.

Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè 1.9.2 ìè âèêëàäåìî ðåçóëüòàò íåçàëåæíîãî õàðàêòåðó,
ÿêèé áóäå âèêîðèñòàíèé ó äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè. Ïîñëiäîâíiñòü (Mn)n>0 äiéñíîçíà÷-

íèõ m × m-ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ, ÿêùî, ïîêëàâøè Mn =
(
a

(n)
p,q

)
, êîæíà ç

äiéñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
(
a

(n)
p,q

)
n>0

çáiãà¹òüñÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðÿä
∑

Mn ìà-

òðèöü çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (Sm)m>0, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

Sm =
∑
n6m

Mn,

çáiãà¹òüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.9.3. Íåõàé M � m×m-ìàòðèöÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. ßêùî
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ ìàòðèöi M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ρ < 1, òî ðÿä

∑
n

Mn çáiãà-

¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî N(z) = I − Mz, äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ òà z � çìiííà.
Ìíîãî÷ëåí N(z) ìîæíà ðîçãëÿäàòè îäíî÷àñíî, ÿê ìíîãî÷ëåí ç êîåôiöi¹íòàìè â êiëü-
öi m × m-ìàòðèöü, àáî ÿê m × m-ìàòðèöþ ç êîåôiöi¹íòàìè â êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ ç
äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè çi çìiííîþ z. Ìíîãî÷ëåí N(z) ¹ îáîðîòíèì ó îáèäâîõ ñòðó-
êòóðàõ, i äî íüîãî îáåðíåíèé ìíîãî÷ëåí

N(z)−1 = (I −Mz)− 1

ó ñâîþ ÷åðãó, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòåïåíåâèé ðÿä ç êîåôiöi¹íòàìè â êiëüöi m×m-
ìàòðèöü, àáî ÿê ìàòðèöþ ÷è¨ êîåôiöi¹íòè ¹ ðàöiîíàëüíèìè äðîáàìè çi çìiííîþ z.
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Ðàäióñ çáiæíîñòi îáåðíåíî¨ ìàòðèöi N(z)−1, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ñòåïåíåâèé ðÿä çi
çìiííîþ z ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîðiâíþ¹ ìiíiìóìó ðàäióñà çáiæíiñòü åëå-
ìåíòiâ ìàòðèöi N(z)−1, ðîçãëÿíóòî¨ ÿê ìàòðèöi ñòåïåíåâîãî ðÿäó ðîçøèðåííÿ ðà-
öiîíàëüíèõ äðîáiâ. Óñi öi ðàöiîíàëüíi äðîáè ìàþòü çíàìåííèê det(I −Mz). Òàêèì
÷èíîì, öüîìó ðàäióñ çáiæíîñòi ðîçøèðåííÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó ¹ íå ìåíøå
íiæ 1/ρ. Îòæå, ðàäióñ çáiæíîñòi ìàòðèöi N(z)−1 ¹ íå ìåíøå íiæ 1/ρ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.9.2. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ìîæíà çâåñòè äîâåäåííÿ äî
âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ M ¹ íåçâiäíîþ. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ M ¹ çâiäíîþ, òî ìè
ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ¨¨ ó áëî÷íî-òðèêóòíèé âèãëÿäi, ÿê ó ðiâíîñòi (1.22). Çàñòîñóâàâøè
çà iíäóêöi¹þ òåîðåìó äî ìàòðèöü U i W , ìè îòðèìó¹ìî íåâiä'¹ìíi âëàñíi âåêòîðè u
i v äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ρU i ρV ìàòðèöü U i V . Ìè äîâîäåìî, ùî ÷èñëî max{ρU , ρV }
¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi M ç äåÿêèì íåâiä'¹ìíèì âëàñíèì âåêòîðîì.

ßêùî ρU > ρV , òî ρU ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöiM ç âiäïîâiäíèì âëàñíèì âåê-

òîðîì

[
u
0

]
. ßêùî ρU < ρV , òî ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ρV ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi

M äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà

[
u′

v

]
, äå

u′ =

(∑
n>0

Unρ−nV

)
v = (I − U/ρV )−1 v.

Ïîçàÿê ρU < ρV , òî ðÿä
∑
n>0

Unρ−nV çáiãà¹òüñÿ çà òâåðäæåííÿì 1.9.3, i âií çáiãà¹òüñÿ äî

ìàòðèöi ç íåâiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè, îñêiëüêè êîæíà ìàòðèöÿ Un ìà¹ íåâiä'¹ìíi
êîåôiöi¹íòè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåêòîð u′ ìà¹ íåâiä'¹ìíi êîåôiöi¹íòè. Áiëüøå òîãî
ç

V v = ρV v = ρV (I − U/ρV )u′ = ρV u
′ − Uu′,

îòðèìó¹ìî, ùî

M

[
u′

v

]
= ρV

[
u′

v

]
.

Öå äîâîäèòü, ùî ρM > max{ρU , ρV }. Íàâïàêè, ÿêùî λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi

M ç âiäïîâiäíèì âëàñíèì âåêòîðîì

[
u
v

]
, òî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi W ó

âèïàäêó v 6= 0, i λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi U ó âèïàäêó v = 0. Öå äîâîäèòü, ùî

ρM = max{ρU , ρV }.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ M ¹ íåçâiäíîþ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî Q-
âåêòîðà v 6= 0, ïîêëàäåìî

rM(v) = min {(Mv)i/vi : 1 6 i 6 n, vi 6= 0} .

Òàêèì ÷èíîì, rM(v) ¹ íàéáiëüøèì äiéñíèì ÷èñëîì r òàêèì, ùî Mv > rv. Äëÿ
äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà λ 6= 0 ìà¹ìî rM(λv) = rM(v). Áiëüøå òîãî, âiäîáðàæåííÿ
v 7→ rM(v) ¹ íåïåðåðâíèì íà ìíîæèíi íåâiä'¹ìíèõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ.
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Ìíîæèíà X íåâiä'¹ìíèõ âåêòîðiâ v òàêèõ, ùî ‖v‖ = 1 ¹ êîìïàêòíîþ. Îçíà÷èìî
âëàñíå çíà÷åííÿ ρM = max {rM(w) : w ∈ X}. Ïîçàÿê êîæíà äiéñíîçíà÷íà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi íàáóâà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ íà öié ìíîæèíi,
òî iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X òàêèé, ùî rM(x) = ρM . Ïîçàÿê M(v) = rM(λv) äëÿ λ 6= 0, òî
îòðèìó¹ìî, ùî ρM = max {rM(w) : w > 0, w 6= 0}.

Ìè äîâåäåìî, ùî Mx = ρMx. Çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ rM ìà¹ìî, ùî Mx >
ρMx. Ïîêëàäåìî y = Mx− ρMx. Òîäi y > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî Mx 6= ρMx. Òîäi y 6= 0.
Ç íåðiâíîñòi (I +M)n > 0, âèïëèâà¹, ùî âåêòîð (I +M)ny ¹ äîäàòíiì. Àëå

(I +M)ny = (I +M)n(Mx− ρMx) = M(I +M)nx− ρM(I +M)nx = Mz − ρMz,

äå z = (I + M)nx. Öå äîâîäèòü, ùî Mz > ρMz, çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü rM(z) >
ρM , a öå ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ âëàñíîãî çíà÷åííÿ ρM . Òàêèì ÷èíîì, ρM ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì ç íåâiä'¹ìíèì âëàñíèì âåêòîðîì.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ρM > |λ| äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî àáî êîìïëåêñíîãî âëàñíîãî
çíà÷åííÿ λ ìàòðèöiM . Ñïðàâäi, íåõàé v � âëàñíèé âåêòîð, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
çíà÷åííþ λ. Òîäi Mv = λv. Íåõàé |v| � íåâiä'¹ìíèé âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè |vi|.
Òîäi M |v| > |λ||v| çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà. Çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ rM çâiäñè
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü rM(|v|) > |λ|, à îòæå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ρM > |λ|.

Ìè âæå äîâåëè, ùî âëàñíîìó çíà÷åííþ ρM âiäïîâiäà¹ íåâiä'¹ìíèé âëàñíèé âåêòîð
x. Òåïåð ïåðåâiðèìî, ùî x > 0. Àëå öå ¹ î÷åâèäíèì, îñêiëüêè (I+M)nx = (1+ρM)nx,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî (1 + ρM)nx > 0 i îòæå x > 0.

Ïðèêëàä 1.9.4. Íåõàé M =

[
1 1
1 0

]
. Âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi M ¹ ÷èñëà

ϕ =
1 +
√

5

2
i ϕ =

1−
√

5

2
,

ÿêi ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ z2− z−1 = 0. Âëàñíîìó çíà÷åííþ $ âiäïîâiäà¹ íåâiä'¹ìíèé
ëiâèé âëàñíèé âåêòîð [ϕ, 1].

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 1.9.2, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.9.5. Êîæíà ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ ìà¹ íåâiä'¹ìíèé ëiâèé âëàñíèé
âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ 1.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM � ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ. Çà òâåðäæåííÿì 1.9.1, ¨¨ ñïåêòðàëüíèé
ðàäióñ äîðiâíþ¹ 1. Çà òåîðåìîþ 1.9.2 iñíó¹ âiäïîâiäíèé íåâiä'¹ìíèé ëiâèé âëàñíèé
âåêòîð.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ äåòåðìiíîâàíîãî àâòîìàòà íàä k-ëiòåðíèì àë-
ôàâiòó ìà¹ ðàäióñ çáiæíîñòi k i ìà¹ âiäïîâiäíèé ïðàâèé âëàñíèé âåêòîð ç óñiìà êîìïî-
íåíòàìè,ùî äîðiâíþþòü 1. Çà òåîðåìîþ 1.9.2, âîíà òàêîæ ìà¹ ëiâèé âëàñíèé âåêòîð
ç íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ k.

Íåõàé k � öiëå ÷èñëî. k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð íåâiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi M , çà
âèçíà÷åííÿì, ¹ âåêòîð v 6= 0 ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè òàêèé, ùî

Mv 6 kv.
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Çíîâó, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî M � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà G, òî íàáëèæåíèé
âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi M ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié âåðøèíi q íåâiä'¹ìíå öiëå
÷èñëî vq, à âåêòîðíå íåðiâíiñòü Mv 6 kv âiäïîâiäà¹ óìîâi, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè
p ñóìà âàã êiíöiâ âñiõ ðåáåð, ùî ïî÷èíàþòüñÿ ïðè âåðøèíi p, ¹ íå áiëüøà çà k ðàçiâ
âàãè âåðøèíè p. Íàì áóäå ïîòðiáíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.9.6. Íåðîçêëàäíà íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ M ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè
çi ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì λ äîïóñêà¹ äîäàòíié k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè k > λ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî k > λ. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ N = kI − M .
Ïîçàÿê k > λ, òî ìà¹ìî, ùî det(N) > 0 à îòæå ìàòðèöÿ N ¹ îáîðîòíîþ. Áiëüøå òîãî,
îñêiëüêè

N−1 = (I +M/k +M2/k2 + . . .)/k

i ìàòðèöÿ M ¹ íåðîçêëàäíîþ, òî ìàòðèöÿ N−1 ¹ äîäàòíîþ. Íåõàé v � ñòîâï÷èê
ìàòðèöi N−1. Ìè ìà¹ìî, ùî Nv > 0, à îòæå Mv 6 kv. Òîäi êîæåí ñòîâï÷èê ìàòðèöi
N−1 ¹ äîäàòíiì k-íàáëèæåíèì âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi M .

ßêùî k = λ, òî çà òåîðåìîþ 1.9.2 iñíó¹ äîäàòíié âåêòîð v òàêèé, ùîMv = kv. Ïî-
çàÿê ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ λ ¹ öiëèì ÷èñëîì, òî êîîðäèíàòè âåêòîðà v ìîæíà âèáðàòè
òàê, øîá âîíè áóëè öiëèìè ÷èñëàìè.

Íà çàâåðøåííi äîâåäåìî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ìàòðèöÿ M îïóñêà¹ äîäà-
òíié âåêòîð òàêèé, ùî Mv = kv, òî k > λ. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ N = 1

λ
M . Çà òåî-

ðåìîþ 1.9.2 iñíó¹ äîäàòíié âåêòîð w òàêèé, ùî Nw = w. Ìà¹ìî, ùî ç Nv 6 (k/λ)v
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü Nnv 6 (k/λ)nv äëÿ âñiõ n > 1. ßêùî λ > k, òî ïðàâà ÷àñòèíà
öi¹¨ íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî 0 ó âèïàäêó, êîëè n → ∞, à îòæå ìàòðèöÿ Nn ïðÿìó¹ äî
íóëü-ìàòðèöi, a öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî Nnw = w äëÿ w > 0.

Ïðèêëàä 1.9.7. Íåõàé

M =

[
1 1
1 0

]
.

Ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi M ¹ ñòðîãî ìåíøå çà 2 i

[
1
1

]
¹ ¨¨ 2-íàáëèæåíèì âëàñ-

íèì âåêòîðîì.
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1.10 Âàãîâi àâòîìàòè

Íåõàé A � àëôàâiò. Ç êîæíèì àâòîìàòîì A = (Q, I, T ) íàä àëôàâiòîì A ç
ìíîæèíîþ ðåáåð E ïîâ'ÿçàíà ôóíêöiÿ

µA : A→ NQ×Q,

ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(p, µA(a), q) =

{
1, ÿêùî (p, a, q) ∈ E;
0, â iíøîìó âèïiäêó.

Öÿ ôóíêöiÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ìîðôiçìó, ÿêèé ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç µA, ç âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗ â ìîíî¨äNQ×Q N-âiäìíîøåíü íàä ñòàíàìèQ (äèâ. ïiäðîçäië 1.6). Çîêðåìà,
ìè ìà¹ìî

µA(1) = IQ,

äå IQ � òîòîæíå âiäìíîøåííÿ íàä ìíîæèíîþ ñòàíiâ Q, i äëÿ u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà

(p, µA(uv), q) =
∑
r∈Q

(p, µA(u), r)(r, µA(v), q).

Ìîðôiçì µA íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì, àñîöiéîâàíèì ç àâòîìàòîì A. Âiäïîâiäíiñòü
ìiæ ìîðôiçìîì µA i ìîðôiçìîì ϕA, âèçíà÷åíèì ó ïiäðîçäiëi 1.4), âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

(p, q) ∈ ϕA(w) ⇐⇒ (p, µA(w), q) 6= 0.

Òâåðäæåííÿ 1.10.1. Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ âñiõ
p, q ∈ Q i w ∈ A∗, âåëè÷èíà (p, µA(w), q) äîðiâíþ¹ (ìîæëèâî íåñêií÷åííié) êiëüêîñòi
øëÿõiâ ç âåðøèíè p äî âåðøèíè q ç ìiòêîþ w.

Â àâòîìàòi A = (Q, I, T ) øëÿõ c → t íàçèâà¹òüñÿ óñïiøíèì, ÿêùî i ∈ I i t ∈ T .
Ïîâåäiíêîþ àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä |A|,
ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(|A|, w) =
∑

i∈I,t∈T

(i, µA(w), t). (1.23)

Ìíîæèíà, ÿêà ðîçïiçíà¹òüñÿ àâòîìàòîì A ¹ íîñi¹ì ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó
|A|. Âîíà ¹ â òî÷íîñòi ëèøå ìíîæèíîþ âñiõ ìiòîê óñïiøíèõ øëÿõiâ òà ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç L(A), ÿê i â ïiäðîçäiëi 1.4.

Òâåðäæåííÿ 1.10.2. Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ âñiõ
ñëiâ w ∈ A∗ ïîâåäiíêà (|A|, w) àâòîìàòà A (p, µA(w), q) äîðiâíþ¹ (ìîæëèâî íåñêií-
÷åííié) êiëüêîñòi øëÿõiâ ç ìiòêîþ w.

Áiëüø êîìïàêòíå íàïèñàííÿ ôîðìóëè (1.23) ïîëÿãà¹ â

(|A|, w) = IµA(w)T. (1.24)

Òóò åëåìåíò I ∈ NQ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðÿäîê âåêòîðà é åëåìåíò T ∈ NQ ÿê ñòîâï÷èê
âåêòîðà, ïðè÷îìó â îáèäâîõ ÷èñëà 0 i 1 ¹ êîåôiöi¹íòàìè.
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1a

a

2

a

Ðèñ. 1.7: Àâòîìàò Ôiáîíà÷÷i

Ïðèêëàä 1.10.3. Íåõàé A � àâòîìàò, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.7, ç I = T = {1}. Éîãî
ïîâåäiíêîþ ¹ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

|A| =
∑
n>0

fn+1a
n,

äå fn � n-òå ÷èñëî Ôiáîíà÷÷i . ×èñëà Ôiáîíà÷÷i âèçíà÷àþòü ðåêóðåíòíî:

f0 = 0, f1 = 1 i fn+1 = fn + fn−1 (n > 0).

Äëÿ n > 1 ìà¹ìî

µA(an) =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
.

Òâåðäæåííÿ 1.10.4. Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ êîæ-
íîãî öiëüîãî ÷èñëà d ìíîæèíà {w ∈ A∗ : (|A|, w) = d} ¹ ðåãóëÿðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ìîíî¨ä Q×Q-ìàòðèöü íàä êiëüöåì B(d). Äëÿ êîæíîãî ñëîâà
w ïîêëàäåìî α(w) �Q×Q-ìàòðèöÿ íàä íàïiâêiëüöåì B(d), îòðèìàíà ç ìàòðèöi µA(w)
çàìiíîþ êîæíîãî ¨¨ åëåìåíòà µA(w)p,q çíà÷åííÿì min {d+ 1, µA(w)p,q}. Ïîçàÿê êîæíà
òàêà çàìiíà ¹ ìîðôiçìîì ç íàïiâêiëüöÿ N íà íàïiâêiëüöå B(d), òî âiäîáðàæåííÿ α ¹
ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íà ìîíî¨ä M . Ìíîæèíà ñëiâ

{w ∈ A∗ : (|A|, w) = d}

¹ ðîçïiçíàíîþ ìîðôiçìîì α; âîíà ¹ ñïðàâäi ìíîæèíà ñëiâ w òàêèõ, ùî Iα(w)T (îá-
÷èñëåíà â B(d)) äîðiâíþ¹ d.

Äëÿ êîæíîãî àâòîìàòà A = (Q, I, T ), ìè ïîâ'ÿçó¹ìî àâòîìàò, ÿêèé ïîçíà÷àòèìåìî
A∗ i íàçèâà¹òüñÿ çiðêîþ àâòîìàòàA, êàíîíi÷íîþ êîíñòðóêöi¹þ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
òàêèõ êðîêiâ. Íåõàé ω /∈ Q � íîâèé ñòàí, i íåõàé

B = (Q ∪ ω, ω, ω) (1.25)

¹ àâòîìàòîì ç ïåðåõîäàìè
F = E ∪ Î ∪ T̂ ∪ Ô,

äå E � ìíîæèíà ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ) i

Î = {(ω, a, q) : iñíó¹ åëåìåíò i ∈ I òàêèé, ùî (i, a, q) ∈ E}, (1.26)
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T̂ = {(q, a, ω) : iñíó¹ åëåìåíò t ∈ T òàêèé, ùî (q, a, t) ∈ E} , (1.27)

Ô = {(ω, a, ω) : iñíóþòü i ∈ I, t ∈ T òàêi, ùî (i, a, t) ∈ E}, (1.28)

Çà îçíà÷åííÿì, àâòîìàò A∗ ¹ âïîðÿäêîâàíîþ ÷àñòèíîþ àâòîìàòà B.

Òàêà òåðìiíîëîãiÿ ¹ çðó÷íîþ äëÿ àâòîìàòà âèãëÿäó A = (Q, 1, 1), ÿêèé ìà¹ ëèøå
îäèí ïî÷àòêîâèé ñòàí, ùî ¹ òàêîæ ¹äèíèì êiíöåâèì ñòàíîì.

Øëÿõ
c : p

w−→ q

íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî âií íå ¹ íóëü-øëÿõîì (òîáòî w ∈ A+) i ÿêùî r 6= 1 äëÿ
êîæíî¨ ôàêòîðèçàöi¨

c : p
u−→ r

v−→ q

øëÿõó c íà äâà íåíóëüîâi øëÿõè.

Äîâiëüíèé øëÿõ c çi ñòàíó p ó ñòàí q ¹ àáî íóëüîâèì øëÿõîì, àáî ïðîñòèì, àáî
âií ðîçêëàäà¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì ÿê

c : p
u−→ 1

x1−→ 1
x2−→ 1 · · · 1

xn−→ r
v−→ q,

äå êîæåí ç öèõ n+ 2 øëÿõiâ ¹ ïðîñòèì.

Òâåðäæåííÿ 1.10.5. Íåõàé X ⊂ A+ i A � àâòîìàò òàêèé, ùî |A| = X. Òîäi

|A∗| = (X)∗. (1.29)

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê A∗ � âïîðÿäêîâàíà ÷àñòèíà àâòîìàòà B, âèçíà÷åíîãî çà ôîðìó-
ëîþ (1.25), òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî |B| = |A|∗.

Íåõàé S � ñòåïåíåâèé ðÿä, îçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ âñiõ w ∈ A∗ ïîêëàäå-
ìî (S,w) � êiëüêiñòü ïðîñòèõ øëÿõiâ ç ñòàíó ω â ñòàí ω ç ìiòêîþ w. Çà ïîïåðåäíiìè
çàóâàæåííÿìè ìà¹ìî

|B| = S∗.

Îòæå çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî
S = X.

Íåõàé w ∈ A∗. ßêùî w = 1, òî

(S, 1) = (X, 1) = 0,

îñêiëüêè ïðîñòèé øëÿõ íå ¹ íóëü-øëÿõîì. ßêùî w = a ∈ A, òî (S, a) = 1 òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè a ∈ X, çãiäíî ôîðìóëè (1.28). Ïðèïóñòèìî, ùî |w| > 2. Ïîêëàäåìî w = aub
ç a, b ∈ A i u ∈ A∗. Êîæåí ïðîñòèé øëÿõ c : ω

w−→ ω ôàêòîðèçó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî òàê

c : ω
w−→ p

a−→ q
b−→ ω

äëÿ äåÿêèõ p, q ∈ Q. Iñíó¹ õî÷à á îäèí óñïiøíèé øëÿõ

i
a−→ p

u−→ q
b−→ t

â àâòîìàòi A. Öåé øëÿõ ¹ óíiêàëüíèì, òîìó ùî ïîâåäiíêà àâòîìàòà A ¹ õàðàêòåðèñ-
òè÷íèì ðÿäîì. ßêùî iñíó¹ iíøèé ïðîñòèé øëÿõ c′ : ω

w−→ ω â àâòîìàòi B, òî iñíó¹
iíøèé óñïiøíèé øëÿõ, ùî ìà¹ ìiòêó w â àâòîìàòi A, à öå ¹ íåìîæëèâèì. Òàêèì
÷èíîì, iñíó¹ ùîíàéáiëüøå îäèí ïðîñòèé øëÿõ c : ω

w−→ ω â àâòîìàòi B i òàêèé øëÿõ
iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi w ∈ X. Îòæå, S = X, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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1

a

a

3

2

a

Ðèñ. 1.8: Àâòîìàò ç ïîâåäiíêîþ X, äëÿ X = {a, aa}

Ïðèêëàä 1.10.6. Íåõàé X = {a, a2}. Òîäi X = |A| äëÿ àâòîìàòà, çîáðàæåíîãî íà
ðèñ. 1.8, ç I = {1}, T = {3}. Àâòîìàò A∗ ¹ àâòîìàòîì, çîáðàæåíèì íà ðèñ. 1.7 ç
òî÷íiñòþ äî ïåðåéìåíóâàííÿ ñòàíó ω. Òàêèì ÷èíîì,

((X)∗, an) = fn

äëÿ n > 0.

Ïðèêëàä 1.10.7. Íåõàé X = {aa, ba, baa, bb, bba}. Òîäi X = |A| äëÿ àâòîìàòà, çîá-
ðàæåíîãî íà ðèñ. 1.9, ç I = {1}, T = {4}. Âiäïîâiäíèé àâòîìàò A∗ çîáðàæåíî íà

1

b

a

4

2

a

3

a, b

a, b

Ðèñ. 1.9: Àâòîìàò ç ïîâåäiíêîþ X, äëÿ X = {aa, ba, baa, bb, bba}

ðèñ. 1.10.

Òåïåð ïîøèðèìî ïîïåðåäíi îçíà÷åííÿ íà áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè ìiòêè ðå-
áåð àâòîìàòà ìîæóòü ìàòè âàãó. Íåõàé A � àëôàâiò i K � íàïiâêiëüöå. Ñêií÷åííèé
âàãîâèé àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàä àëôàâiòîì A òà ç âàãàìè â êiëüöi K âèçíà÷à-
¹òüñÿ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ Q ç äâîìà âiäîáðàæåííÿìè I : Q → K, T : Q → K i
âiäîáðàæåííÿì

E : Q× A×Q→ K.
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ω

a, b

b

a

a

a, b

3

2

Ðèñ. 1.10: Àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ X∗, äëÿ X = {aa, ba, baa, bb, bba}

ßêùî E(p, a, q) = k 6= 0, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî (p, a, q) ¹ ðåáðîì ç ìiòêîþ a òà âàãîþ

k i ïîçíà÷àòèìåìî öå òàê p
ka−→ q. ßêùî c ¹ øëÿõîì

p
k1a1−→ q1 −→ · · · −→ qn−1

k1a1−→ q

ó çâàæåíîìó àâòîìàòi A, òî éîãî ìiòêîþ ¹ ñëîâî x = a1 · · · an, à âàãîþ � äîáóòîê |c| =
k1 · · · kn. Ìè ïîçíà÷àòèìåìî òàêèé øëÿõ òàê c : p

x−→ q. Ïîâåäiíêîþ âàãîâîãî àâòîìàòà
A íàçèâà¹òüñÿ ðÿä, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç |A| òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(|A|, x) =
∑

c : p
x−→q

I(p)|c|T (q).

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ A∗ iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü øëÿõiâ ç ìiò-
êîþ x, òî òàêà ñóìà ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ. Ïîâåäiíêà òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì,
ðîçïiçíóâàíèì âàãîâèì àâòîìàòîì. Ðÿä u íàçèâà¹òüñÿ K-ðàöiîíàëüíèì, ÿêùî âií ¹
ïîâåäiíêîþ âàãîâîãî àâòîìàòà ç âàãàìè â íàïiâêiëüöi K. Ìè îñîáëèâî öiêàâèìîñÿ
N-ðàöiîíàëüíèìè ðÿäàìè.

Òåïåð çàïðîïîíó¹ìî àëüòåðíàòèâíó ôîðìó ðÿäó ðîçïiçíàâàíîãî âàãîâèì àâòîìà-
òîì A = (Q, I, T ) íàä àëôàâiòîì A. Îçíà÷èìî ìîðôiçì µ ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ â
ìóëüòèïëiêàòèâíèé ìîíî¨ä Q×Q-ìàòðèöü ç êîåôiöi¹íòàìè â íàïiâêiëüöi K, ïîêëàâ-
øè

µ(a)p,q = E(p, a, q)

äëÿ a ∈ A. Òîäi äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ A∗ ìà¹ìî, ùî

(|A|, x) = Iµ(x)T,

i òóò I ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âåêòîð-ðÿäîê, à T � ÿê âåêòîð-ñòîâï÷èê. Ó öüîìó âèïàäêó
ìîðôiçì µ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì çîáðàæåííÿì âàãîâîãî àâòîìàòà A = (Q, I, T )



1.10. Âàãîâi àâòîìàòè 55

Ïðèêëàä 1.10.8. Êîæåí àâòîìàò ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âàãîâèé àâòîìàò ç âàãàìè â
Áóëåâîìó íàïiâêiëüöi B, àáî â íàïiâêiëüöi N. Â îñòàííüîìó âèïàäêó ïîâåäiíêà � öå
êiëüêiñòü óñïiøíèõ øëÿõiâ.

Ïðèêëàä 1.10.9. Âàãîâèé àâòîìàò çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.11, ìà¹ öiëî÷èñåëüíi âàãè
é àëôàâiò ç îäíi¹þ ëiòåðîþ. Äëÿ ïðîñòîòè öþ ëiòåðó íå âêàçàíî, à âàãà ðåáðà íå
âêàçó¹òüñÿ, ÿêùî âîíà äîðiâíþ¹ 1. Çíà÷åííÿ ïîâåäiíêè íà ñëîâi äîâæèíè n äîðiâíþ¹
n2.

1 3

2

2

Ðèñ. 1.11: Âàãîâèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè

Ñïðàâäi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç un, vn i wn ñóìó âàã øëÿõiâ äîâæèíè n, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ
â ñòàíi 3 i ïî÷èíàþòüñÿ â ñòàíàõ 1, 2 i 3, âiäïîâiäíî. Ìà¹ìî, ùî wn = 1 äëÿ âñiõ n > 0.
Äàëi, ç ôîðìè àâòîìàòà âèïëèâà¹, ùî vn+1 = vn + wn äëÿ n > 0, çâiäêè îòðèìó¹ìî,
ùî vn = n. Íà çàâåðøåííi ìà¹ìî, ùî un+1 = un + 2vn + wn, à îòæå un = n2 äëÿ âñiõ
n > 0.

Íåõàé A = (Q, I, T ) � âàãîâèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Êîëè ìíîæèíà ïî÷àòêî-
âèõ ñòàíiâ I àâòîìàòà A ¹ îäíîòî÷êîâîþ, òîáòî I(i) = 1 äëÿ äåÿêîãî i ∈ Q, i I(q) = 0
äëÿ q 6= i, òî ñèìâîë I áóäåìî çàìiíÿòè íà i. Àíàëîãi÷íî áóäåìî ðîáèòè ó âèïàäêó
ìíîæèíè êiíöåâèõ ñòàíiâ T ¹ îäíîòî÷êîâîþ.

Âàãîâèé àâòîìàò A = (Q, i, t) íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì (îáðiçàíèì), ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ñòàíó q, iñíóþòü øëÿõ ç i äî q i øëÿõ ç q äî t. Êàæóòü, ùî âàãîâèé àâòîìàò
A ¹ íîðìàëiçîâíèì, ÿêùî íå ìà¹ ðåáåð, ùî âõîäÿòü â i s íå âèõîäèòü ç t i i 6= t.

Òâåðäæåííÿ 1.10.10. Êîæåí N-ðàöiîíàëüíèé ðÿä ç íóëüîâèì ñòàëèì ÷ëåíîì ìî-
æíà ðîçïiçíàòè íîðìàëiçîâíèì âàãîâèì àâòîìàòîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, I, T ) � âàãîâèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A, ÿêèé ðîçïiçíà¹
ðÿä ç íóëüîâèì ñòàëèì ÷ëåíîì, ç âiäîáðàæåííÿì âåðøèí E : Q×A×Q→ K. Íåõàé i
òà t � äâà ñòàíè, ÿêi íå ¹ â Q. Âèçíà÷èìî âàãîâèé àâòîìàò B = (Q′, i, t) ç ìíîæèíîþ
ñòàíiâ Q′ = Q∪{i, t} i âiäîáðàæåííÿì âåðøèí F : Q′×A×Q′ → K íàñòóïíèì ÷èíîì

F (p, a, q) = E(p, a, q) äëÿ p, q ∈ Q,

F (i, a, q) =
∑
p∈Q

I(p)E(p, a, q) äëÿ q ∈ Q,
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F (p, a, t) =
∑
q∈Q

E(p, a, q)T (q) äëÿ p ∈ Q,

F (i, a, t) =
∑
p,q∈Q

I(p)E(p, a, q)T (q).

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ìàòðè÷íèì çîáðàæåííÿì ν àâòîìàòà B òà ìàòðè÷íèì çîáðà-
æåííÿì µ àâòîìàòà A âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

ν(a) =

 0 Iµ(a) Iµ(a)T
0 µ(a) µ(a)T
0 0 0

 ,
äå i òà t ââàæà¹òüñÿ ÿê ïåðøèé i îñòàííié iíäåêñ, âiäïîâiäíî. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
ïîäiáíà ôîðìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëîâà w ∈ A+, i òàêèì ÷èíîì ν(w)i,t =
Iµ(w)T . Öå âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ w = 1, òîìó ùî i 6= t i Iµ(w)T = 0 çà ïðèïóùåí-
íÿì. Öå äîâîäèòü, ùî àâòîìàòè A i B ðîçïiçíàþòü îäèí i òîé æå ðÿä.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä, òîáòî ðÿä âiä îäíi¹¨ çìiííî¨.

Òâåðäæåííÿ 1.10.11. Äëÿ äîâiëüíî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗,
ïîðîäæóþ÷èé ðÿä fX(z) ¹ N-ðàöiîíàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � äåòåðìiíiñòè÷íèé ñêií÷åííèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíî-
æèíó X, i íåõàé B � âàãîâèé àâòîìàò, îòðèìàíèé çàìiíîþ óñiõ ìiòîê â àâòîìàòi A
ñèìâîëîì z. Î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò B ðîçïiçíà¹ ðÿä

∑
n>0

Card(X ∩ An)zn.

Äëÿ âçÿòîãî ðÿäó u(z) =
∑
n>0

unz
n ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ç íóëüîâèì ñòàëèì

êîåôiöi¹íòîì u0 = 0, ÷åðåç u∗(z) ìè ïîçíà÷àòèìåìî ðÿä, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ

u∗(z) = 1/(1− u(z)).

Òâåðäæåííÿ 1.10.12. Íåõàé u(z) =
∑
n>0

unz
n � N-ðàöiîíàëüíèé ðÿä ç íóëüîâèì

ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì. Íåõàé A = (Q, i, t) � íîðìàëiçîâíèé âàãîâèé àâòîìàò, ÿêèé
ðîçïiçíà¹ ðÿä u(z). Íåõàé Q = Q \ {t} i íåõàé A = (Q, i, i) � âàãîâèé àâòîìàò
îòðèìàíèé îòîòîæíåííÿì ñòàíiâ i é t. Òîäi ïîâåäiíêîþ àâòîìàòà A ¹ ðÿä u∗(z).

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî øëÿõ âiä ñòàíó i äî i ¹ ïðîñòèì, ÿêùî âií íå ïðîõîäèòü
÷åðåç ñòàí i ïðîìiæíèì ÷èíîì. Äëÿ êîæíîãî öiëîãî n > 0, êîåôiöi¹íò un ¹ ñóìîþ âàã
ïðîñòèõ øëÿõiâ äîâæèíè n çi ñòàíó i äî i â àâòîìàòi A. Ñïðàâäi, îñêiëüêè àâòîìàò A

¹ íîðìàëiçîâíèì, êîæíîìó ïðîñòîìó øëÿõîâi c : i→ i â àâòîìàòi A âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé
øëÿõ ç ñòàíó i â ñòàí t â àâòîìàòi A, i íàâïàêè.

Äëÿ r > 1 ïîêëàäåìî u(r)(n) � ñóìà âàã øëÿõiâ çi ñòàíó i â ñòàí i, ùî ïðîõîäÿòü
ðiâíî r − 1-ðàçiâ ÷åðåç ñòàí i. Ïîêëàäåìî

u(r)(z) =
∑
n>0

u(r)
n zn i u(0)(z) = 1.
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Ðÿä u(∗)(z) =
∑
r>0

u(r)(z) ¹ ïîâåäiíêîþ àâòîìàòà A.

Äàëi u(r)(z) = u(z)r äëÿ r > 0. Ïîçàÿê

u∗(z) =
∑
r>0

u(z)r,

òî îòðèìó¹ìî, ùî u∗(z) = u(∗)(z).

Çàóâàæèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ ïîâ'ÿçàíå ç òâåðäæåííÿì 1.10.5, ÿêà ìîæå áóòè
âèêîðèñòàíèì äëÿ íàäàííÿ àëüòåðíàòèâíîãî äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî A = (Q, i, t) �
íîðìàëiçîâàíèé àâòîìàò, òî â àâòîìàòi A∗ i ñòàí i ¹ áiëüø íåäîñòóïíèì i ñòàí t ¹
áiëüøå äîñòóïíèì. Òàêèì ÷èíîì, îáðiçàíèé àâòîìàò ¹ iäåíòè÷íèì ç àâòîìàòîì A.

Ïðèêëàä 1.10.13. Íåõàé u(z) = z+z2. Âàãîâèé àâòîìàò A, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.12,
ç i = 1 òà t = 3. Âàãîâèé àâòîìàò A, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.13,

1 32

Ðèñ. 1.12: Âàãîâèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ z + z2

1 2 3

Ðèñ. 1.13: Âàãîâèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ 1/(1− z − z2)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ âàãîâèõ àâòîìàòiâ ç âàãàìè â N ç íåâiä'¹ìíèìè
ìàòðèöÿìè. Ðîçøèðþ¹ìî îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi äëÿ âàãîâèõ àâòîìàòiâ.
Äëÿ âàãîâîãî àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàä àëôàâiòîì A éîãî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi M ¹
Q×Q-ìàòðèöåþ, ÿêà îçíà÷åíà òàê:

Mp,q =
∑
a∈A

E(p, a, q),

äå E(p, a, q) � âàãà ðåáðà (p, a, q).

Òâåðäæåííÿ 1.10.14. Íåõàé u(z) =
∑
n>0

unz
n � N-ðàöiîíàëüíèé ðÿä, ÿêèé ðîçïiçíà-

¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì âàãîâèì àâòîìàòîì A ç ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ M . Òîäi ðàäióñ
çáiæíîñòi ðÿäó u(z) ¹ îáåðíåíèì äî ìàêñèìàëüíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìàòðèöi M .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � ìàêñèìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi M , ÿêå iñíó¹ i ¹ äîäàò-
íiì çà òåîðåìîþ Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà (òåîðåìà 1.9.2). Íåõàé ρ � ðàäióñ çáiæíîñòi
ðÿäó u(z), i äëÿ âñiõ p, q ∈ Q, ρp,q � ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó

up,q(z) =
∑
n>0

Mn
p,qz

n.

Òîäi 1/λ = min ρp,q, îñêiëüêè ðÿä
∑
n>0

Mnzn çáiãà¹òüñÿ äëÿ |z| < 1/λ. Äàëi, îñêiëüêè

àâòîìàò A ¹ âïîðÿäêîâàíèì, òî ðÿä up,q(z) çáiãà¹òüñÿ çà óìîâè, êîëè ðÿä u(z) çái-
ãà¹òüñÿ, à îòæå ρp,q > ρ äëÿ âñiõ p, q ∈ Q. Ç iíøîãî áîêó ρ > min ρp,q îñêiëüêè u ¹
íåâiä'¹ìíîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðÿäiâ sp,q. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ρ = min ρp,q, à öå
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 1.10.15. Âàãîâèé àâòîìàò A, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.14, ðîçïiçíà¹ ðÿä

1 2 3

Ðèñ. 1.14: Âàãîâèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ (1− z2)/(1− 2z2)

u(z) =
1

1− z2

1− z2

=
1− z2

1− 2z2
= 1 + z2 + 2z4 + 3z6 + 4z8 + . . . .

Ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó u(z) äîðiâíþ¹
√

2/2. Ìàòðèöåþ ïåðåõîäó àâòîìàòà A ¹ 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 .
Âëàñíèìè çíà÷åííÿìè öi¹¨ ìàòðèöi ¹ 0 i ±

√
2.
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Äëÿ àëôàâiòó A âiäîáðàæåííÿ π : A∗ → [0, 1] òàêå, ùî π(1) = 1 i∑
a∈A

π(wa) = π(w). (1.30)

äëÿ âñiõ w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëîì iìîâiðíîñòi àáî êîðîòêî ðîçïîäiëîì íà àë-
ôàâiòi A∗. Óìîâà (1.30) íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ êîãåðåíòíîñòi . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî∑

x∈An

π(x) = 1

äëÿ âñiõ öiëèõ n > 0. Ñïðàâäi, öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 0 i äëÿ n > 0 ìà¹ìî∑
x∈An

π(x) =
∑

x∈An−1

∑
x∈A

π(ya) =
∑

x∈An−1

π(y) = 1,

äå ç ïåðøî¨ äî îñòàííüîãî ðiâíîñòi âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâîþ êîãåðåíòíîñòi, à îñòàííÿ
ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çà iíäóêöi¹þ. Ðîçïîäië íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì, ÿêùî π(w) > 0
äëÿ âñiõ ñëiâ w.

Öi ïîíÿòòÿ ïîâ'ÿçàíi çi çâè÷àéíîþ òåîði¹þ éìîâiðíîñòåé. Öå áóäå îïèñàíî â ðîç-
äiëi 13. Çîêðåìà, óìîâà êîãåðåíòíîñòi (1.30) äîçâîëÿ¹ iíòåðïðåòóâàòè ðîçïîäië ÿê
éìîâiðíiñòü, ùî âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ íàáîðiâ ëiòåð ñëîâà çëiâà íà-
ïðàâî.

ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê, ðîçïîäië Áåðíóëëëi ¹ ìîðôiçìîì ç A∗ â [0, 1] òàêèé, ùî∑
x∈A

π(x) = 1. Î÷åâèäíî, ùî ðîçïîäië Áåðíóëëi ¹ ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòi. Âií ¹ äîäà-

òíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè π(a) > 0 äëÿ âñiõ ëiòåð a. Ðîçïîäië Áåðíóëëi âiäïîâiäà¹
ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ. Ðiâíîìiðíèé ðîç-
ïîäië Áåðíóëëi âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

π(a) = 1/Card(A), äëÿ âñiõ a ∈ A.

Äëÿ éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó π íà A∗ ïîêëàäåìî

π(X) =
∑
x∈X

π(x),

äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, Öÿ âåëè÷èíà ìîæå ÿê áóòè ñêií-
÷åííîþ òàê i íåñêií÷åííîþ. Ïîðîäæóþ÷èé ðÿä éìîâiðíîñòåé ìíîæèíè X ⊂ A∗ � öå
ðÿä

FX(t) =
∑
n>0

π(X ∩ An)tn.

Çîêðåìà, FX(1) = π(X). Ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi, ïîðîäæóþ÷èé
ðÿä éìîâiðíîñòåé ïîâ'ÿçàíèé ç (çâè÷àéíèì) ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì òàê:

fX(t) = FX(kt), (1.31)

äå k = Card(A). Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

Card(X ∩ An) = knπ(X ∩ An).
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Âàãîâèé àâòîìàò ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi íà
âiëüíîìó ìîíî¨äà A∗. Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ (ñóìiæíîñòi) âàãîâîãî
àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàä àëôàâiòîì A ¹ Q×Q-ìàòðèöÿ P , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

Pp,q =
∑
a∈A

E(p, a, q).

Ðîçãëÿíåìî âàãîâèé àâòîìàò A = (Q, I, T ) ç íåâiä'¹ìíèìè äiéñíèìè âàãàìè. Àâ-
òîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì, ÿêùî

∑
p∈Q

I(p) = 1 i T (q) = 1 äëÿ

âñiõ q ∈ Q òà éîãî ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ P ¹ ñòîõàñòè÷íîþ.
Äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî àâòîìàòà A = (Q, I, T ) âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

π(x) = (|A|, x) ¹ ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé, íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé,
âèçíà÷åíèì ñòîõàñòè÷íèì àâòîìàòîì A. Ñïðàâäi, π(1) =

∑
p∈Q

I(p) = 1. Äàëi, íåõàé

µ � ìàòðèöÿ çîáðàæåíü àâòîìàòà A. Ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A ¹ ìàòðèöÿ
P =

∑
a∈A

µ(a). Òîäi PT = T i

∑
a∈A

π(xa) =
∑
a∈A

Iµ(xa)T = Iµ(x)

(∑
a∈A

µ(a)T

)
= Iµ(x)PT = Iµ(x)T = π(x),

ùî ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ π çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi êîãåðåíòíîñòi. Ðîçïîäië iìîâiðíîñ-
òåé, âèçíà÷åíèé ñòîõàñòè÷íèì àâòîìàòîì, ÷àñòî íàçèâàþòü ïðèõîâàíèì ëàíöþãîì
Ìàðêîâà.

Îêðåìèé âèïàäîê ñòîõàñòè÷íîãî àâòîìàòà âèíèêà¹, êîëè êiíöåâèé ñòàí ðåáðà ¹ â
ái¹êöi¨ ç éîãî ìiòêîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

a = a′ ⇐⇒ q = q′

äëÿ ðåáåð E(p, a, q) 6= 0, E(p′, a′, q′) 6= 0. Ó öüîìó âèïàäêó, ìíîæèíó êiíöåâèõ ñòàíiâ
ðåáåð ìîæíà îòîòîæíèòè ç àëôàâiòîì. Ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé, âèçíà÷åíèé òàêèì
ñòîõàñòè÷íèì àâòîìàòîì íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì Ìàðêîâà.

Ïðèêëàä 1.11.1. Íåõàé A = {a, b}. Ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé íà àâòîìàòiA, âèçíà÷åíèé
òàê:

π(ax) = 2−|x|, π(bx) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ A∗,
âèçíà÷åíèé ñòîõàñòè÷íèì àâòîìàòîì çîáðàæåíèì íà ðèñ. 1.15 ç I =

[
1 0

]
. Ìàòðè-

1 2
a

1
2
a, 1

2
b

Ðèñ. 1.15: Ñòîõàñòè÷íèé àâòîìàò

÷íå çîáðàæåííÿ çàäà¹òüñÿ òàê:

µ(a) =

[
0 1
0 1/2

]
, µ(b) =

[
0 0
0 1/2

]
.

Òàê îçíà÷åíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië íå ¹ ëàíöþãîì Ìàðêîâà, îñêiëüêè 2 ¹ êiíöåì
ðåáåð ç ìiòêàìè a òà b.
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Íåõàé M � ìîíî¨ä. Ïðàâèì iäåàëîì ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ïiäìíî-
æèíà R â M òàêà, ùî

RM ⊆ R,

àáî åêâiâàëåíòíî, ùî rm ∈ R äëÿ âñiõ r ∈ R i m ∈ M . Ïîçàÿê M ¹ ìîíî¨äîì, òî
ìà¹ìî, ùî RM = R òîìó, ùî M ìiñòèòü îäèíè÷íèé åëåìåíò. Ëiâèì iäåàëîì ìîíî¨äà
M íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà L â M òàêà, ùî ML ⊆ L. Äâîái÷íèé iäåàë
àáî ïðîñòî iäåàë ìîíî¨äà M � öå íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I â M òàêà, ùî

MIM ⊆ I.

Äâîái÷íèé iäåàë ¹ îäíî÷àñíî ëiâèì i ïðàâèì iäåàëîì. Çîêðåìà, ìîíî¨ä M ¹ iäåàëîì
â ñîái.

ßêùî ìîíî¨äM ìiñòèòü íóëü 0, òî ìíîæèíà {0} ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì, ÿêèé ìiñòèòü
â êîæíîìó iíøîìó iäåàëi ìîíî¨äà M .

Iäåàë I (âiäï., ëiâèé, ïðàâèé iäåàë) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî

J ⊆ I =⇒ J = I,

äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëà J (âiäï., ëiâîãî, ïðàâîãî iäåàëà). ßêùî ìîíî¨ä M ìiñòèòü ìi-
íiìàëüíèé äâîái÷íèé iäåàë, òî âií ¹äèíèé, îñêiëüêè äîâiëüíèé íåïîðîæíié ïåðåòèí
iäåàëiâ ¹ çíîâó iäåàëîì. ßêùî ìîíî¨ä M ìiñòèòü íóëü 0, òî ìíîæèíà {0} ¹ ìiíiìàëü-
íèì äâîái÷íèì iäåàëîì â M . Iäåàë I 6== {0} (âiäï., ëiâèé, ïðàâèé iäåàë) íàçèâà¹òüñÿ
0-ìiíiìàëüíèì, ÿêùî

J ⊆ I =⇒ J = 0 àáî J = I,

äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó J (âiäï., ëiâîãî, ïðàâîãî iäåàëó) ìîíî¨äà M . Äëÿ êîæíîãî
åëåìåíò m ìîíî¨äà M ìíîæèíà

R = mM

¹ ïðàâèì iäåàëîì, ÿêèé ¹ íàéìåíøèì ïðàâèì iäåàëîì, ùî ìiñòèòü åëåìåíò m. Àíà-
ëîãi÷íî ìíîæèíà L = Mm ¹ íàéìåíøèì ëiâèì iäåàëîì, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò m i
ìíîæèíà I = MmM ¹ íàéìåíøèì äâîái÷íèì iäåàëîì, ùî ìiñòèòü åëåìåíò m.

Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi R, L , J i H íà ìîíî¨äi M òàê:

mRm′ ⇐⇒ mM = m′M,

mLm′ ⇐⇒Mm = Mm′,

mJm′ ⇐⇒MmM = Mm′M,

mH m′ ⇐⇒ mM = m′M i Mm = Mm′.

Òîìó ìà¹ìî:

(i) mRm′ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü u, u′ ∈M òàêi, ùî m′ = mu i m = m′u′;
(ii) mLm′ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü u, u′ ∈M òàêi, ùî m′ = um i m = u′m′;

(iii) mJm′ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü u, u′, v, v′ ∈ M òàêi, ùî m′ = umv i
m = u′m′v′.
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Î÷åâèäíî, ùî R ⊆J , L ⊆J i H = R ∩L .

Òâåðäæåííÿ 1.12.1. Âiäíîøåííÿ R i L êîìóòóþòü: RL = L R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m,n ∈ M òàêi, ùî mRL n. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò p ∈ M òàêèé, ùî
mRp i pL n (äèâ. ðèñ. 1.16). Òîäi çà îçíà÷åííÿì iñíóþòü u, u′, v, v′ ∈ M òàêi, ùî

m m′

q q′

u

u′

v′ v

Ðèñ. 1.16: Âiäíîøåííÿ RL = L R

p = mu, m = pu′, n = vp, p = v′n. Ïîêëàäåìî q = vm. Òîäi îòðèìó¹ìî

q = vm = v(pu′) = (vp)u′ = nu i n = vp = v(mu) = (vm)u = qu.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî qRn. Êðiì òîãî, ìà¹ìî

m = pu′ = (v′n)u′ = v′(nu′) = v′q.

Ïîçàÿê q = vm, òî çà âèçíà÷åííÿì åëåìåíòà q îòðèìó¹ìî, ùî mL q. Îòîæ, ìà¹ìî, ùî
mL qRn, à îòæåmL Rn. Öå äîâîäèòü âêëþ÷åííÿRL ⊆ L R. Äîâåäåííÿ îáåðíåíîãî
âêëþ÷åííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ R i L êîìóòóþòü, òî âiäíîøåííÿ D , îçíà÷åíå

D = RL = L R,

i âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Îòæå îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ

H ⊆ L ⊆ D ⊆J i H ⊆ R ⊆ D ⊆J .
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L1 L2 L3 L4 · · ·

R1

R2

R3

...

Ðèñ. 1.17: �egg-box�-ñõåìà D-êëàñó

Êëàñè âiäíîøåííÿ D , ÿêi íàçèâàþòüñÿ D-êëàñàìè, ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi òàê
çâàíî¨ �egg-box�-ñõåìè, ùî çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.17. R-êëàñè íà ðèñ. 1.17 çîáðàæåíi
ðÿäêàìè òà L -êëàñè ñòîâï÷èêàìè. Êâàäðàòè, ÿêi ¹ ïåðåòèíàìè äåÿêèõ R- i L -êëàñó
¹ H -êëàñàìè. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi L , R, D , H i H íà íàïiâãðóïàõ ââåäåíi
Ãðiíîì â ïðàöi [85] i íàçèâàþòüñÿ âiäíîøåííÿìè Ãðiíà â òåîði¨ íàïiâãðóï. Äåòàëüíiùå
ïðî âiäíîøåííÿ Ãðiíà äèâ. ìîíîãðàôiþ Êëiôôîðäà òà Ïðåñòîíà [4, 52].

Íàäàëi ÷åðåç L(m), R(m), D(m), H(m) i J(m), âiäïîâiäíî, áóäåìî ïîçíà÷àòè L ,
R, D , H i H -êëàñ åëåìåíòà m ∈M . Î÷åâèäíî, ùî

H(m) = R(m) ∩ L(m) i R(m), L(m) ⊆ D(m) ⊆ J(m).

Òâåðäæåííÿ 1.12.2. Íåõàé m i m′ � R-åêâiâàëåíòíi åëåìåíòè ìîíî¨äà M . Íåõàé
u, u′ ∈M òàêi, ùî

m = m′u′ i m′ = mu.

Òîäi âiäîáðàæåííÿ
ρu : q 7→ qu i ρu′ : q

′ 7→ q′u′

¹ ái¹êöiÿìè ç êëàñó L(m) íà êëàñ L(m′), i áiëüøå òîãî âîíè ¹ âçà¹ìíî-îáåðíåíèìè,
ÿêi âiäîáðàæàþòü R-êëàñ íà ñàìîãî ñåáå.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî ïðàâèé çñóâ ρu âiäîáðàæà¹ êëàñ L(m) íà êëàñ
L(m′). ßêùî q ∈ L(m), òî Mq = Mm, à îòæå Mqu = Mmu = Mm′. Îòîæ, qu = ρu(q)
íàëåæàòü ìíîæèíi L(m′). Àíàëîãi÷íî, îòðèìó¹ìî, ùî çñóâ ρu′ âiäîáðàæà¹ êëàñ L(m′)
â êëàñ L(m).

Ïðèïóñòèìî, ùî q ∈ L(m) i îá÷èñëèìî ρu′ρu(q). Îñêiëüêè qLm, òî iñíóþòü v, v′ ∈
M òàêi, ùî q = vm, m = v′q (äèâ. ðèñ. 1.18). Îñêiëüêè muu′ = m′u′ = m, òî ìà¹ìî,
ùî

ρu′ρu(q) = quu′ = vmuu′ = vm = q.

Öå äîâîäèòü, ùî ρu′ρu � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè L(m). Àíàëîãi÷íî äîâîäè-
òüñÿ, ùî ρuρu′ � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè L(m′).
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m m′

q q′

u

u′

v′ v

Ðèñ. 1.18: Âçà¹ìíi ái¹êöi¨

Íàðåøòi, îñêiëüêè quu′ = q äëÿ âñiõ q ∈ L(m), òî åëåìåíòè q i ρu(q) ëåæàòü â
îäíîìó R-êëàñi.

Òâåðäæåííÿ 1.12.2 ìà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê, ÿêèé îá ðóíòîâóþòü ïðàâèëüíó ôîð-
ìó ðèñ. 1.17.

Òâåðäæåííÿ 1.12.3. Äîâiëüíi äâà H -êëàñè, ùî ìiñòÿòüñÿ â îäíîìó D-êëàñi ìà-
þòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ëîêàëiçàöi¨ iäåìïîòåíòiâ â iäåàëi. Ïåðøèé ðåçóëüòàò îïè-
ñó¹ H -êëàñ iäåìïîòåíòà.

Òâåðäæåííÿ 1.12.4. Íåõàé M � ìîíî¨ä i e ∈ M � iäåìïîòåíò. Òîäi H -êëàñ
iäåìïîòåíòà e ¹ ãðóïîþ îäèíèöü ìîíî¨äà eMe.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m ∈ H(e). Òîäi

e = mu, m = eu′, e = vm, m = v′e,

äëÿ äåÿêèõ u, u′, v, v′ ∈ M . Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî em = e(eu′) = eu′ = m i
me = (v′e)e = v′e = m. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî m ∈ eMe. Îñêiëüêè

m(eue) = mue = e i (eve)m = evm = e,

òî åëåìåíò m ¹ îäíî÷àñíî îáåðíåíèì ñïðàâà é îáåðíåíèì çëiâà â M . Îòîæ, åëåìåíò
m íàëåæèòü äî ãðóïè îäèíèöü ìîíî¨äà eMe. Íàâïàêè, ÿêùî m ∈ eMe ¹ îáîðîòíèì
ñïðàâà é îáîðîòíèì çëiâà, òî ìà¹ìî mu = vm = e äëÿ äåÿêèõ u, v ∈ eMe. Ïîçàÿê
m = em = me, òî îòðèìó¹ìî, ùî mH e.
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Òâåðäæåííÿ 1.12.5. H -êëàñ ìîíî¨äà ¹ ãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öåé êëàñ
ìiñòèòü iäåìïîòåíò.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � H -êëàñ ìîíî¨äà M . ßêùî H ìiñòèòü iäåìïîòåíò e, òî H =
H(e) ¹ ãðóïîþ çà òâåðäæåííÿì 1.12.4. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì.

Òâåðäæåííÿ 1.12.6. Íåõàé M � ìîíî¨ä i m,n ∈M . Òîäi mn ∈ R(m)∩L(n) òîäi i
äèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà R(n) ∩ L(m) ìiñòèòü iäåìïîòåíò.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà R(n) ∩ L(m) ìiñòèòü iäåìïîòåíò e, òî

e = nu, n = eu′, e = vm i m = v′e,

äëÿ äåÿêèõ u, u′, v, v′ ∈M . Îòîæ, îòðèìó¹ìî

mnu = m(nu) = me = (v′e)e = v′e = m,

à îòæå mnRm. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî mnL n. Îòîæ, mn ∈ R(m) ∩ L(n).

Íàâïàêè, ÿêùîmn ∈ R(m)∩L(n), òîmnRm i nLmn. Çà òâåðäæåííÿì 1.12.2 ïðà-
âèé çñóâ íà åëåìåíò n ¹ ái¹êöi¹þ ç êëàñó L(m) íà êëàñ L(mn). Ç òîãî, ùî n ∈ L(mn)
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ åëåìåíòà e ∈ L(m) òàêîãî, ùî en = n. Îñêiëüêè äîìíîæåííÿ
ñïðàâà íà n çáåðiãà¹ R-êëàñè, òî îòðèìó¹ìî äîäàòêîâî, ùî e ∈ R(n). Òàêèì ÷èíîì,
iñíó¹ åëåìåíò u ∈M òàêèé, ùî e = nu. Âíàñëiäîê öüîãî îòðèìó¹ìî

nunu = enu = nu,

à îòæå åëåìåíò e = nu ¹ iäåìïîòåíòîì ìíîæèíè R(n) ∩ L(m).

Òâåðäæåííÿ 1.12.7. Íåõàé M � ìîíî¨ä i D � D-êëàñ ìîíî¨äà M . Òîäi òàêi óìîâè
¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) D ìiñòèòü iäåìïîòåíò;
(ii) êîæåí R-êëàñ â D ìiñòèòü iäåìïîòåíò;

(iii) êîæåí L -êëàñ â D ìiñòèòü iäåìïîòåíò.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè iìïëiêàöiþ (i) ⇒ (ii). Íåõàé e ∈ D �
iäåìïîòåíò. Íåõàé R � R-êëàñ â êëàñi D. H -êëàñ H = L(e)∩R ¹ íåïîðîæíiì. Íåõàé
n � åëåìåíò êëàñó H (äèâ. ðèñ. 1.19). Ïîçàÿê nL e, òî iñíóþòü v, v′ ∈M òàêi, ùî

n = ve i e = v′n.

Íåõàé m = ev′. Òîäi mn = e, îñêiëüêè

mn = (ev′)n = e(v′n) = ee = e.

Áiëüøå òîãî, ìà¹ìî, ùî mRe îñêiëüêè mn = e i m = ev′. Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíò e =
mn ìiñòèòüñÿ â R(m) ∩ L(n). Òîäi çà òâåðäæåííÿì proposition-1.12.6, êëàñ R = R(n)
ìiñòèòü iäåìïîòåíò.

D-êëàñ, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ òâåðäæåííÿ 1.12.7 íàçèâà¹òüñÿ
ðåãóëÿðíèì.
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Ðèñ. 1.19: Ïîøóê iäåìïîòåíòà â êëàñi R

Òâåðäæåííÿ 1.12.8. Íåõàé H � H -êëàñ ìîíî¨äà M. Òîäi òàêi óìîâè ¹ åêâiâà-
ëåíòíèìè:

(i) iñíóþòü h, h′ ∈ H òàêi, ùî hh′ ∈ H;
(ii) H � ïiäãðóïà â M .

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) ßêùî h, h′ ∈ H, òî çà òâåðäæåííÿì 1.12.6 êëàñ H ìiñòèòü
iäåìïîòåíò, à òâåðäæåííÿì 1.12.5 âií ¹ ãðóïîþ.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (i) ¹ î÷åâèäíîþ.

Òåïåð ìè âèâ÷àòèìåìî ìiíiìàëüíèé i 0-ìiíiìàëüíèé iäåàëè â ìîíîiäi. Íàãàäà¹ìî,
ùî ÿêùî ìîíî¨ä M ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé iäåàë, òî âií ¹äèíèé. Îäíàê ìîíî¨ä M ìîæå
ìiñòèòè äåêiëüêà 0-ìiíiìàëüíèõ iäåàëiâ.

Íåõàé M � ìîíî¨ä, ùî ìiñòèòü íóëü 0. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìîíî¨ä M ¹ ïåðâèí-
íèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈M \ {0}, iñíó¹ åëåìåíò u ∈M òàêèé, ùî mun 6= 0.

Òâåðäæåííÿ 1.12.9. Íåõàé M � ïåðâèííèé ìîíî¨ä. Òîäi:

(1) ÿêùî ìîíî¨ä M ìiñòèòü 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë, òî âií ¹äèíèé;
(2) ÿêùî ìîíî¨ä M ìiñòèòü 0-ìiíiìàëüíèé ïðàâèé (âiäï. ëiâèé) iäåàë, òî M ìiñ-

òèòü 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë, i öåé iäåàë ¹ îá'¹äíàííÿì óñiõ 0-ìiíiìàëüíèõ ïðà-
âèõ (âiäï. ëiâèõ) iäåàëiâ ìîíî¨äà M ;

(3) ÿêùî ìîíî¨ä M îäíî÷àñíî ìiñòèòü 0-ìiíiìàëüíèé ïðàâèé iäåàë i 0-ìiíiìàëü-
íèé ëiâèé iäåàë, òî éîãî 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë ñêëàäà¹òüñÿ ç ðåãóëÿðíîãî D-
êëàñó òà íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé I òà J � äâà 0-ìiíiìàëüíi iäåàëè â M . Íåõàé m ∈ I \ {0}
i n ∈ J \ {0}. Ïîçàÿê ìîíî¨ä M ¹ ïåðâèííèì, òî iñíó¹ åëåìåíò u ∈ M òàêèé, ùî
mun 6= 0. Òîäi ç mun ∈ J âèïëèâà¹, ùî I ∩J 6= {0}. Ïîçàÿê ìíîæèíà I ∩J ¹ iäåàëîì,
òî îòðèìó¹ìî, ùî I ∩ J = I = J .

(2) Íåõàé R � 0-ìiíiìàëüíèé ïðàâèé â M . Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî àáî mR = {0}
àáî ìíîæèíà mR ¹ 0-ìiíiìàëüíèì ïðàâèì iäåàëîì â ìîíî¨äi M äëÿ âñiõ m ∈ M .
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Íàñïðàâäi, áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî mR ¹ ïðàâèì iäåàëîì â M äëÿ
äîâiëüíîãî m ∈ M . Ïðèïóñòèìî, ùî mR 6= {0} i íåõàé R′ 6= {0} � ïðàâèé iäåàë â
M , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â mR. Ïîêëàäåìî S = {r ∈ R : mr ∈ R′}. Òîäi R 6= mS i S 6= {0}
îñêiëüêè R′ 6= {0}. Áiëüøå òîãî, S ¹ ïðàâèì iäåàëîì, îñêiëüêè R′ ¹ ïðàâèì iäåàëîì ó
M . Ïîçàÿê S ⊆ R, òî ç òîãî, ùî R ¹ 0-ìiíiìàëüíèì ïðàâèì iäåàëîì âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
S = R. Öå äîâîäèòü, ùî mR = R′, i ÿê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî mR ¹ 0-ìiíiìàëüíèì
ïðàâèì iäåàëîì.

Íåõàé I � îá'¹äíàííÿ óñiõ 0-ìiíiìàëüíèé ïðàâèõ iäåàëiâ ìîíî¨äà M . Òîäi I ¹
ïðàâèì iäåàëîì ó M , i ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî I ¹ ëiâèì iäåàëîì ó M .
Íåõàé J 6= {0} � iäåàë ìîíî¨äà M . Òîäi

RJ ⊆ R ∩ J ⊆ R,

äëÿ äîâiëüíîãî 0-ìiíiìàëüíîãî ïðàâîãî iäåàëó R ìîíî¨äàM . Ìè ìà¹ìî, ùî RJ 6= {0}
îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ r ∈ R \ {0} i m ∈ J \ {0}, iñíó¹ åëåìåíò u ∈ M òàêèé, ùî
rum 6= 0, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî rum ∈ RJ \ {0}. Ïîçàÿê R ¹ 0-ìiíiìàëüíèì ïðàâèì
iäåàëîì ìîíî¨äàM i R∩J � ïðàâèé iäåàë óM , ÿêèé âiäìiííèé âiä {0}, òî R∩J = R.
Îòîæ, R ⊆ J . Çâiäñè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ I ⊆ J . Òàêèì ÷èíîì ìíîæèíà I ìiñòèòüñÿ
â êîæíîìó íåíóëüîâîìó iäåàëi ìîíî¨äà M , à îòæå I ¹ 0-ìiíiìàëüíèì iäåàëîì ó M .

(3) Íåõàé I � 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë ìîíî¨äà M i m,n ∈ I \ {0}. Çà òâåðäæåííÿì
(2) ïðàâèé iäåàë mM i ëiâèé iäåàë Mn ¹ 0-ìiíiìàëüíèìè. Ïîçàÿê ìîíî¨ä M ¹ ïåð-
âèííèì, òî iñíó¹ åëåìåíò u ∈ M òàêèé, ùî mun 6= 0. Ç òîãî, ùî ïðàâèé iäåàë mM
¹ 0-ìiíiìàëüíèì îòðèìó¹ìî, ùî mM = munM , à îòæå mRmun. Àíàëîãi÷íî äîâîäè-
òüñÿ, ùî munL n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî mDn. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî ìíîæèíà I \ {0}
ìiñòèòüñÿ â D-êëàñi. I íàâïàêè, ÿêùî m ∈ I \ {0}, n ∈ M i mDn, òî iñíó¹ åëåìåíò
k ∈M òàêèé, ùî mM = kM i Mk = Mn. Âíàñëiäîê öüîãî îòðèìó¹ìî

I = MmM = MkM = MnM

i çâiäñè âèïëèâà¹, ùî n ∈ I \ {0}. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìíîæèíà I \ {0} ¹
D-êëàñîì.

Äàëi äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà I\{0} ¹ ðåãóëÿðíèì D-êëàñîì. Çà òâåðäæåííÿì 1.12.7
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà I \ {0} ìiñòèòü iäåìïîòåíò. Íåõàé m,n ∈ I \ {0}.

Ïîçàÿê ìîíî¨äM ¹ ïåðâèííèì, òî iñíó¹ åëåìåíò u ∈M òàêèé, ùîmun 6= 0. Ïîçàÿê
ïðàâèé iäåàë mM ¹ 0-ìiíiìàëüíèì i îñêiëüêè mun 6= 0, òî mM = muM = munM .
Îòîæ,mun ∈ R(m). Ñèìåòðè÷íî, îñêiëüêèMn� 0-ìiíiìàëüíèé ëiâèé iäåàë, òîMn =
Mun = Mmun, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî mun ∈ L(n). Òàêèì ÷èíîì, mun ∈ R(m)∩L(n)
i âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.12.6, îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà R(n) ∩ L(m) ìiñòèòü
iäåìïîòåíò. Öåé iäåìïîòåíò íàëåæèòü äî D-êëàñó åëåìåíòà n, à îòæå âií ìiñòèòüñÿ
â I \ {0}.

Íàñëiäîê 1.12.10. ÍåõàéM � ïåðâèííèé ìîíî¨ä. ßêùîM ìiñòèòü 0-ìiíiìàëüíèé
ïðàâèé iäåàë i 0-ìiíiìàëüíèé ëiâèé iäåàë, òî ìîíî¨ä M ìiñòèòü ¹äèíèé 0-ìiíiìàëü-
íèé iäåàë I, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì óñiõ 0-ìiíiìàëüíèõ ïðàâèõ (âiäï. ëiâèõ) iäåàëiâ. Öåé
iäåàë ñêëàäà¹òüñÿ ç ðåãóëÿðíîãî D-êëàñó òà íóëÿ 0. Áiëüøå òîãî, âèêîíóþòüñÿ òàêi
îá÷èñëþâàëüíi ïðàâèëà:

(1) mRmn äëÿ m ∈ I \ {0} i n ∈M òàêèõ, ùî mn 6= 0;
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(2) mRnm äëÿ m ∈ I \ {0} i n ∈M òàêèõ, ùî nm 6= 0;
(3) H2 = H àáî H2 = {0} äëÿ êîæíîãî H -êëàñó H ⊆ I \ {0}.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ãðóïà òâåðäæåíü ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 1.12.9.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (1). Ìè ìà¹ìî, ùî mnM ⊆ mM . Îñêiëüêè mM ¹ 0-ìiíi-
ìàëüíèì ïðàâèì iäåàëîì i mn 6= 0, òî îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü mnM = mM .

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2) ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Íà çàâåðøåííi, äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ïðèïóñòèìî, ùî H2 6= {0}. Íåõàé
h, h′ ∈ H � òàêi åëåìåíòè, ùî hh” 6= 0. Òîäi çà òâåðäæåííÿìè (1) i (2) îòðèìó¹ìî
hRhh′ i h′L hh′. Ïîçàÿê hL h′ i h′L hh′, òî hL hh′. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî
hh′ ∈ H, à îòæå H ¹ ãðóïîþ çà òâåðäæåííÿì 1.12.8.

Íàâåäåìî òåïåð òâåðäæåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü òâåðäæåííþ 1.12.9 i íàñëiäêó 1.12.10
äëÿ ìiíiìàëüíèõ iäåàëiâ çàìiñòü 0-ìiíiìàëüíèõ iäåàëiâ. Öå, çâè÷àéíî, ïðåäñòàâëÿ¹ ií-
òåðåñ ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè ìîíî¨ä íå ìiñòèòü íóëÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.12.11. Íåõàé M � ìîíî¨ä.

(1) ßêùî M ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé ïðàâèé (âiäï. ëiâèé) iäåàë, òî M ìiñòèòü
ìiíiìàëüíèé iäåàë, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì óñiõ ìiíiìàëüíèõ ïðàâèõ (âiäï. ëiâèõ)
iäåàëiâ.

(2) ßêùî M ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé ïðàâèé iäåàë i ìiíiìàëüíèé ëiâèé iäåàë, òî
éîãî ìiíiìàëüíèé iäåàë I ¹ D-êëàñîì. Óñi H -êëàñè â I ¹ ãðóïàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 � åëåìåíò, ùå íå ¹ åëåìåíòîì ìîíî¨äàM i íåõàéM0 = M ∪{0} �
ìîíî¨ä M ç ïðè¹äíàíèì íóëåì 0. Ìîíî¨ä M0 ¹ ïåðâèííèì.

Iäåàë I (âiäï. ïðàâèé iäåàë R, ëiâèé iäåàë L) ìîíî¨äàM ý ìiíiìàëüíèì òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè I ∪ {0} (âiäï. R ∪ {0}, L ∪ {0}) ¹ 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë (âiäï. ïðàâèé iäåàë,
ëiâèé iäåàë) ìîíî¨äà M0. Áiëüøå òîãî, çâóæåííÿ íà M âiäíîøåíü R, L , D , H ó
ìîíî¨äi M0 çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèìè âiäíîøåííÿìè â M . Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ
(1) i (2) ìîæíà âèâåñòè ç òâåðäæåííÿ 1.12.9 i íàñëiäêó 1.12.10.

Íàñëiäîê 1.12.12. Íåõàé M � ìîíî¨ä, ùî ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé ïðàâèé iäåàë i
ìiíiìàëüíèé ëiâèé iäåàë. Òîäi M ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé iäåàë, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì
óñiõ ìiíiìàëüíèõ ïðàâèõ (âiäï. ëiâèõ) iäåàëiâ. Öåé iäåàë ¹ D-êëàñîì i âñi éîãî H -
êëàñè ¹ ãðóïàìè.
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1.13 Ãðóïè ïiäñòàíîâîê

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè íàâîäèìî äåÿêi åëåìåíòàðíi ðåçóëüòàòè é îçíà÷åííÿ ùîäî
ãðóï ïiäñòàíîâîê.

Íåõàé G � ãðóïà òà H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Ïðàâèìè ñóìiæíèìè êëàñàìè ïiä-
ãðóïè H ó G íàçèâàþòüñÿ ìíîæèíè âèãëÿäó Hg, äå g ∈ G. Ðiâíiñòü Hg = Hg′

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè gg′−1 ∈ H. Îòîæ, ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ïiäãðóïè
H â G ¹ ðîçáèòòÿì ãðóïè G.

Êîëè ãðóïà G ¹ ñêií÷åííîþ, òî ÷åðåç [G : H] ïîçíà÷à¹òüñÿ iíäåêñ ïiäãðóïè H â
G. Öå ÷èñëî îäíî÷àñíî äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ Card(G)/Card(H) i êiëüêîñòi ïðàâèõ
ñóìiæíèõ êëàñiâ ïiäãðóïè H ó ãðóïi G.

Íåõàé Q � ìíîæèíà. Ñèìåòðè÷íà ãðóïà íàä Q ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäñòàíîâîê
ìíîæèíè Q i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SQ. Ó âèïàäêó, êîëè Q = {1, 2, . . . , n} ìè ïèñàòè-
ìåìî Sn çàìiñòü S{1,2,...,n}. Òàêîæ ñèìâîë ïiäñòàíîâêè çàïèñóâàòèìåòüñÿ ñïðàâà âiä
àðãóìåíòó. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ g ∈ SQ i q ∈ Q îáðàç åëåìåíòà q ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ
g áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç qg.

Ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ïiäãðóïà ãðóïè SQ.
Íàïðèêëàä, àëüòåðíàòèâíà ãðóïà íàä ìíîæèíîþ {1, 2, . . . , n}, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷å-
ðåç AQ, ¹ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê, òîáòî ïiä-
ñòàíîâîê, ÿêi ¹ äîáóòêàìè ïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié.

Íåõàé G � ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ Q. Ñòàáiëiçàòîðîì òî÷êè q ∈ Q
íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà â G, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäñòàíîâîê ãðóïè G, ùî íå ðóõàþòü
òî÷êó q, òîáòî

H = {h ∈ G : qh = q} .

Ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íèõ p, q ∈ Q iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G òàêèé, ùî pg = q.

Òâåðäæåííÿ 1.13.1. Íåõàé G � ãðóïà òà H � ïiäãðóïà â G. Íåõàé Q � ìíîæè-
íà ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ïiäãðóïè H â G. Íåõàé ϕ � âiäîáðàæåííÿ ç G â SQ,
îçíà÷åíå äëÿ g ∈ G i Hk ∈ Q çà ôîðìóëîþ

(Hk)ϕ(g) = H(kg).

Òîäi âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ìîðôiçìîì ç G â SQ i ãðóïà ïiäñòàíîâîê ϕ(G) ¹ òðàíçèòèâ-
íîþ. Áiëüøå òîãî, ïiäãðóïà ϕ(G) ¹ ñòàáiëiçàòîðîì òî÷êè H ∈ Q.

Íàâïàêè, íåõàé G � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ Q, q ∈ Q i
H � ñòàáiëiçàòîð òî÷êè q. Òîäi âiäîáðàæåííÿ γ ç G â Q, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

γ : g 7→ qg,

iíäóêó¹ ái¹êöiþ α ç ìíîæèíè ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ïiäãðóïè H íà Q çà ôîðìóëîþ

α(Hk)g = α(Hkg),

äëÿ âñiõ k, g ∈ G.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ïðÿìó ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ ϕ êî-
ðåêòíî îçíà÷åíå, îñêiëüêè ç Hk = Hk′ âèïëèâà¹, ùî Hkg = Hk′g. Öå âiäîáðàæåííÿ
¹ ìîðôiçìîì, îñêiëüêè ϕ(1) = 1 i

(Hk)ϕ(g)ϕ(g′) = (Hkg)ϕ(g′) = Hkgg′ = (Hk)ϕ(gg′).

Ãðóïà ïiäñòàíîâîê ϕ(G) ¹ òðàíçèòèâíîþ, îñêiëüêè äëÿ k, k′ ∈ G, ìà¹ìî, ùî

(Hk)ϕ(k−1k′) = Hk′.

Íà çàâåðøåííi, äëÿ âñiõ h ∈ H âiäîáðàæåííÿ ϕ(h) íå ðóõà¹ ñóìiæíèé êëàñ H, i
íàâïàêè, ÿêùî ϕ(g), ç g ∈ G, íå ðóõà¹ ñóìiæíèé êëàñ Hg, òî Hg = H, à îòæå g ∈ H.

Òåïåð äîâåäåìî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî Hg = Hg′. Òîäi gg′−1 ∈ H,
i òàêèì ÷èíîì qgg′−1 = q, ïîêàçó¹, ùî qg = qg′, à îòæå γ(g) = γ(g′). Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè âiäîáðàæåííÿ α, ïîêëàâøè α(Hg) = γ(g). Ïîçàÿê ãðóïà G
¹ òðàíçèòèâíîþ, òî âiäîáðàæåííÿ γ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, i òàêèì ÷èíîì òàêîæ âiäîáðà-
æåííÿ α ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Äëÿ äîâåäåííÿ ií'¹êòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ α ïðèïóñòèìî,
ùî α(Hg) = α(Hg′). Òîäi qg = qg′, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî qgg−1 = q. Òàêèì ÷èíîì,
âiäîáðàæåííÿ gg−1 íå ðóõà¹ òî÷êó q. Îòæå gg′−1 ∈ H, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Hg = Hg′.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî îáèäâi ñòîðîíè ðiâ-
íîñòi äîðiâíþþòü qkg.

Íåõàé G � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ Q. Ïîðÿä-
êîì ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî Card(Q).

Òâåðäæåííÿ 1.13.2. Íåõàé G � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ñêií÷åííîþ
ìíîæèíîþ Q, q ∈ Q i H � ñòàáiëiçàòîð òî÷êè q. Òîäi ïîðÿäîê ãðóïè G äîðiâíþ¹
iíäåêñó ïiäãðóïè H ó ãðóïi G.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ α : Hg 7→ qg ç òâåðäæåííÿ 1.13.1(2) ¹ ái¹êöi¹þ ç ìíîæèíè
ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ïiäãðóïè H íà ìíîæèíó Q. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Card(Q) =
[G : H].

Äâi ãðóïè ïiäñòàíîâîê G íàä Q i G′ íàä Q′ íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ α ç Q íà Q′ é içîìîðôiçì ϕ ç G íà G′ òàêi, ùî

α(qg) = α(q)ϕ(g),

äëÿ âñiõ q ∈ Q i g ∈ G, àáî åêâiâàëåíòíî, ùî

q′ϕ(g) = α((α−1(q′))g),

äëÿ q′ ∈ Q′ s g ∈ G.
ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ãðóïó ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæèíîþ Q, i íåõàé H �

ñòàáiëiçàòîð äåÿêîãî åëåìåíòà q â Q. Çà òâåðäæåííÿì 1.13.1(2) ãðóïà G ¹ åêâiâàëåíò-
íîþ äåÿêié ãðóïi ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ïiäãðóïè H,
îòðèìàíèõ äi¹þ ãðóïè G íà ñóìiæíèõ êëàñàõ ¨¨ ïiäãðóïè H.

Iíøèé ïðèêëàä ðîçãëÿäà¹ äîâiëüíèõ äâà ñòàáiëiçàòîðè H i H ′ äâîõ òî÷îê q i q′ â
òðàíçèòèâíié ãðóïi ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæèíîþ Q. Òîäi H i H ′ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
Ñïðàâäi, îñêiëüêè ãðóïà G ¹ òðàíçèòèâíîþ, òî iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G òàêèé, ùî qg = q′.
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Òîäi åëåìåíò g âèçíà÷à¹ ái¹êöiþ α : Q → Q çà ôîðìóëîþ α(p) = pg. Âiäîáðàæåííÿ
ϕ : H → H ′, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ ϕ(h) = g−1hg ¹ içîìîðôiçìîì, i êðiì òîãî ìà¹ìî,
ùî

α(ph) = α(p)ϕ(h),

äëÿ âñiõ p ∈ Q i h ∈ H.

Íåõàé G � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ Q. Åêâiâàëåíòíiñòþ
iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi θ íà ìíîæèíi Q,
ÿêå ¹ ñòiéêèì ñòîñîâíî äi¨ ãðóïè G. Öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî

p ≡ q mod θ =⇒ pg ≡ qg mod θ,

äëÿ âñiõ g ∈ G. Ðîçáèòòÿ, ïîðîäæåíå äåÿêîþ åêâiâàëåíòíiñòþ iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè
G íà ìíîæèíi Q íàçèâà¹òüñÿ ðîçáèòòÿì iìïðèìiòèâíîñòi .

Íåõàé θ � åêâiâàëåíòíiñòü iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè G. Äiÿ ãðóïè G íà êëàñàõ åêâi-
âàëåíòíîñòi θ âèçíà÷à¹ òðàíçèòèâíó ãðóïó ïiäñòàíîâîê, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Gθ i
íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðîì iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè G äëÿ âiäíîøåííÿ θ.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà q ìíîæèíè Q ÷åðåç [q] ïîçíà÷èìî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi
q mod θ, i íåõàé Kq � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä êëàñîì [q], óòâîðåíà
çâóæåííÿìè ïiäñòàíîâîê g íà [q] òàêèõ, ùî g íå ðóõà¹ åëåìåíòè êëàñó [q], òîáòî
öå ïåðåâiðêà òîãî, ùî [q]g = [q].

Ãðóïà Kq íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêà iíäóêîâàíà ãðóïîþ G íà êëàñ [q].

Äîâåäåìî, ùî âñi ãðóïè Kq, q ∈ Q ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Ñïðàâäi, íåõàé q, q′ ∈ Q i
g ∈ G ¹ òàêèìè, ùî qg = q′. Çâóæåííÿ α åëåìåíòà g íà êëàñ [q] ¹ ái¹êöi¹þ ç [q] íà [q′].
Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ α ¹ ií'¹êòèâíèì. Âîíî ¹ ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè ÿêùî
p ≡ q′ mod θ, òî pg−1 ≡ q mod θ i α(pg−1) = p. Íåõàé ϕ � içîìîðôiçì ç ãðóïè Kq íà
ãðóïó Kq′ , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

p′ϕ(k) = α(α−1(p′)k) äëÿ k ∈ Kq.

Öå äîâîäèòü, ùî ãðóïè Kq i Kq′ ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Çîêðåìà, óñi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi
çà mod θ ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü.

Êîæíà ç åêâiâàëåíòíèõ òðàíçèòèâíèõ ãðóï ïiäñòàíîâîê Kq íàçèâà¹òüñÿ iíäóêî-
âàíîþ ãðóïîþ ãðóïè G íà êëàñàõ åêâiâàëåíòíîñòi iìïðèìiòèâíîñòi θ i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç Gθ.

ßêùî d = Card(Q) � ñòåïiíü ãðóïè G, e � ïîðÿäîê ãðóïè Gθ i f � ïîðÿäîê ãðóïè
Gθ, òî d = ef . Ñïðàâäi, e ¹ êiëüêiñòþ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi iìïðèìiòèâíîñòi θ i f ¹
ñïiëüíîþ ïîòóæíiñòü êîæíîãî ç êëàñiâ çà âiäíîøåííÿì mod θ.

Òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíîþ,
ÿêùî ëèøå åêâiâàëåíòíîñòi iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè G ¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi é óíi-
âåðñàëüíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíà Q.

Òâåðäæåííÿ 1.13.3. Íåõàé G � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ
Q, q ∈ Q i H � ñòàáiëiçàòîð åëåìåíòà q. Ãðóïà G ¹ ïðèìiòèâíîþ òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè H � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà â G.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ãðóïà G ¹ ïðèìiòèâíîþ. Íåõàé K � ïiäãðóïà
â G òàêà, ùî H ⊆ K ⊆ G. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ïiäìíîæèí ìíîæèíè Q, ÿêi ìi ìàþòü
âèãëÿä qKg äëÿ g ∈ G. Äîâiëüíi òàêi äâi ïiäìíîæèíè àáî çáiãàþòüñÿ, àáî íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ k, k′ ∈ K i g, g′ ∈ G, ìà¹ìî, ùî
qkf = qk′g′. Òîäi qkgg′−1k′−1 = q, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî kgg′−1k′−1 ∈ H ⊆ K. Îò-
æå gg′−1 ∈ K, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Kg = Kg′, à îòæå qKg = qKg′. Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíè qKg óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Q, ÿêå î÷åâèäíî ¹ ðîçáèòòÿì iìïðèìi-
òèâíîñòi. Ïîçàÿê G � ïðèìiòèâíà ãðóïà, òî ìà¹ìî, ùî àáî qK = {q}, àáî qK = Q.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó K = H. Ó äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî K = G, îñêiëüêè äëÿ
äîâiëüíîãî g ∈ G iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò k ∈ K òàêèé, ùî qk = qg, çâiäêè âèïëèâà¹,
ùî gk−1 ∈ H ⊆ K, à îòæå g ∈ K. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî H ¹ ìàêñèìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ â G.

Íàâïàêè, íåõàé H � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i θ � åêâiâàëåíòíiñòü iìïðè-
ìiòèâíîñòi ãðóïè G. Îçíà÷èìî ïiäãðóïó

K = {k ∈ G : qk ≡ q mod θ}

â G. Òîäi H ⊆ K ⊆ G, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî K = H àáî K = G. ßêùî K = H, òî êëàñ
åëåìåíòà q çáiãà¹òüñÿ ç q, à îòæå âiäíîøåííÿ θ çáiãà¹òüñÿ ç âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi
íà Q. ßêùî K = G, òî òî êëàñ åëåìåíòà q çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Q, à îòæå θ ¹
óíiâåðñàëüíèì âiäíîøåííÿì íà Q. Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G ¹ ïðèìiòèâíîþ.

Òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ,
ÿêùî âñi åëåìåíòè ç G \ {1} íå ìàþòü íåðóõîìèõ òî÷îê. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî
â öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Card(G) = Card(Q).

Òâåðäæåííÿ 1.13.4. Íåõàé G � òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ
Q i q ∈ Q. Ãðóïà G ¹ ðåãóëÿðíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ñòàáiëiçàòîð åëåìåíòà q ¹
îäíîåëåìåíòíîþ ãðóïîþ.

Íåõàé k > 1 � öiëå ÷èñëî. Ãðóïà ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ
k-òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ k-íàáîðiâ

(p1, p2, . . . , pk) ∈ Qk i (q1, q2, . . . , qk) ∈ Qk,

ÿêi ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ åëåìåíòiâ, iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G òàêèé, ùî

p1g = q1, p2g = q2, . . . , pkg = qk.

1-òðàíçèòèâíi ãðóïè ¹ â òî÷íîñòi òðàíçèòèâíèìè ãðóïàìè. Êîæíà k-òðàíçèòèâíà
ãðóïà äëÿ k > 2 ¹, î÷åâèäíî, òàêîæ (k − 1)-òðàíçèòèâíîþ. Ãðóïà Sn ¹ n-òðàíçèòèâ-
íîþ.

Òâåðäæåííÿ 1.13.5. Íåõàé k > 1 � öiëå ÷èñëî. Ãðóïà ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæè-
íîþ Q ¹ k-òðàíçèòèâíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè çâóæåííÿ íà ìíîæèíó Q \ {q}
ñòàáiëiçàòîðà åëåìåíòà q ∈ Q ¹ (k − 1)-òðàíçèòèâíèì.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü.

Ïðèïóñòèìî, ùî çâóæåííÿ íà ìíîæèíó Q \ {q} ñòàáiëiçàòîðà åëåìåíòà q ∈ Q ¹
(k − 1)-òðàíçèòèâíèì äëÿ ãðóïè ïiäñòàíîâîê G íàä ìíîæèíîþ Q, i íåõàé

(p1, p2, . . . , pk) ∈ Qk i (q1, q2, . . . , qk) ∈ Qk

� äîâiëüíi âïîðÿäêîâàíi k-íàáîðè ðiçíèõ åëåìåíòiâ. Ïîçàÿê ãðóïà G ¹ òðàíçèòèâíîþ,
òî iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G òàêèé, ùî p1g = q1. Íåõàé H � ñòàáiëiçàòîð òî÷êè q1. Ïîçàÿê
çâóæåííÿ ïiäãðóïè H íà ìíîæèíó Q \ {q1} ¹ (k − 1)-òðàíçèòèâíèì, òî iñíó¹ åëåìåíò
h ∈ H òàêèé, ùî

p2gh = q2, . . . , pkgh = qk.

Îñêiëüêè p1gh = q1, òî ïiäñòàíîâêà g′ = gh çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

p1g
′ = q1, p2g

′ = q2, . . . , pkg
′ = qk.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G k-òðàíçèòèâíîþ.

2-òðàíçèòèâíà ãðóïà òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ïîäâiéíî òðàíçèòèâíîþ.

Òâåðäæåííÿ 1.13.6. Êîæíà ïîäâiéíî òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê ¹ ïðèìi-
òèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïîäâiéíî òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ Q.
Ðîçãëÿíåìî åêâiâàëåíòíiñòü iìïðèìiòèâíîñòi θ ãðóïè G. ßêùî âiäíîøåííÿ θ íå ¹
ðiâíiñòþ íà ìíîæèíi Q, òî iñíóþòü äâà ðiçíèõ åëåìåíòà q, q′ ∈ Q òàêi, ùî q ≡ q′

mod θ. Íåõàé q′′ ∈ Q � åëåìåíò âiäìiííèé âiä q. Ïîçàÿê ãðóïà G ¹ 2-òðàíçèòèâíîþ,
òî iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G òàêèé, ùî qg = q i q′g = q′′. Ïîçàÿê θ ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ
iìïðèìiòèâíîñòi, òî q ≡ q′′ mod θ. Îòæå, θ ¹ óíiâåðñàëüíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi
Q. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G ¹ ïðèìiòèâíîþ.

Îáåðíåíå âèñëîâëåííÿ äî òâåðäæåííÿ 1.13.6 ¹ õèáíèì. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî
ïåðâèííîãî ÷èñëà p öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðîäæåíà ïiäñòàíîâêîþ (12 · · · p), ¹ ïðèìiòèâ-
íîþ, àëå íå ïîäâiéíîþ òðàíçèòèâíîþ.

Öiêàâèé âèïàäîê, êîëè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òâåðäæåííÿ 1.13.6 ¹ iñòèííèì,
îïèñàíèé ó çíàìåíèòié òåîðåìi Øóðè (òåîðåìà 11.6.1), ÿêà áóäå âèêëàäåíà â ðîçäi-
ëi 11.
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Íîòàòêè äî ðîçäiëó 1

Êîæíà ç òåì, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â öié ãëàâi, ¹ ÷àñòèíîþ òåîði¨, ÿêó ìè ðîçãëÿäàëè
ëèøå äóæå ïîâåðõíåâî. Áiëüø ïîâíå âèêëàäåííÿ òåîði¨ ñëiâ ìîæíà çíàéòè ó ìîíî-
ãðàôi¨ Ëîòàðà [131,132]. Äëÿ àâòîìàòiâ (ïiäðîçäië 1.4) ìè äîòðèìó¹ìîñü ïîçíà÷åíü ç
ìîíîãðàôi¨ Åéëåíáåðãà [62]. Òåîðåìà 1.4.13 äîâåäåíà Êëiíi.

Íàøå îçíà÷åííÿ ïîâíîãî ïiâêiëüöÿ ìåíø çàãàëüíå, íiæ ó ìîíîãðàôi¨ [62], àëå öüîãî
áóäå äîñòàòíüî äëÿ íàøèõ âèêëàäîê. Ïîâíà ïîñòàíîâêà òåîðåìè Ïåððîíà�Ôðîáåíióñà
(òåîðåìà 1.9.2) âêëþ÷à¹ äîäàòêîâi òâåðäæåííÿ, âêëþ÷àþ÷è îïèñàííÿ âëàñíèõ çíà-
÷åíü ç ìàêñèìàëüíèì ìîäóëåì (äèâ. [1,2,71]). Ôóíêöiþ rM iíîäi íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ
Âiëàíäà.

Íàøi ïîäàííÿ iäåàëiâ â ìîíî¨äàõ (ïiäðîçäië 1.12) îïèñàíî áiëüø äîêëàäíî â ìî-
íîãðàôiÿõ Êëiôôîðäà òà Ïðåñòîíà [4, 52] àáî Ëàëëåìàíà [5, 116]. Ïîíÿòòÿ ïåðâèí-
íîãî ìîíî¨äà íå ¹ êëàñè÷íèì, àëå äîáðå âïèñó¹òüñÿ â ñèòóàöiþ, ÿêó ìè çíàéäåìî â
ðîçäiëi 9. 0-ìiíiìàëüíi iäåàëè ïåðâèííèõ ìîíî¨äiâ çàçâè÷àé íàçèâàþòüñÿ öiëêîì 0-
ïðîñòèìè íàïiâãðóïàìè. Äëÿ íàïiâêiëåöü i ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ äèâ. ìîíîãðàôiþ [62]
àáî [34].
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Êîäè

Ïåðøi äâà ïiäðîçäiëè ìiñòÿòü äåêiëüêà åêâiâàëåíòíèõ îçíà÷åíü êîäiâ i âiëüíèõ
ïiäìîíî¨äiâ. Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ìè íàâîäèìî ìåòîä äëÿ ïåðåâiðêè òîãî, ùî ôiêñîâàíà
ìíîæèíà ñëiâ ¹ êîäîì.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçïîäiëè Áåðíóëëi, ùîá äàòè íåîáõiäíó óìîâó
äëÿ òîãî, ùî ìíîæèíà áóëà êîäîì (òåîðåìà 2.4.5). Ïèòàííÿ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ
òåîði¨ éìîâiðíîñòi áóäå äåòàëüíiøå ðîçðîáëåíî â ðîçäiëi 13.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ââîäèòüñÿ ââîäèòü ïîíÿòòÿ ïîâíî¨ ìíîæèíè. Öå â ïåâíîìó ñåíñi
ïîíÿòòÿ, äóàëüíå äî êîäó. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó (òåîðåìà 2.5.16) îïèñó¹
ïîâíi êîäè ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòiâ ïðî ðîçïîäiëè Áåðíóëëi. Ó ïiäðîçäiëi 2.6 ââî-
äèòüñÿ îïåðàöiÿ êîìïîçèöi¨ êîäiâ i âñòàíîâëåíî äåêiëüêà âëàñòèâîñòåé öi¹¨ îïåðàöi¨.
Â îñòàííüîìó ðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïðåôiêñíèé ãðàô êîäó ÿê iíñòðóìåíò äëÿ îïèñàííÿ
åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó òåñòóâàííÿ, êîëè ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ êîäîì.

2.1 Îçíà÷åííÿ

Öåé ïiäðîçäië ìiñòèòü îçíà÷åííÿ ïîíÿòü êîäó, ïðåôiêñíîãî (ñóôiêñíîãî, áiôiêñ-
íîãî) êîäó, ìàêñèìàëüíîãî êîäó i êîäóþ÷îãî ìîðôiçìó, à òàêîæ ó íüîìó íàâåäåíi
ïðèêëàäè öèõ ïîíÿòü.

Íåõàé A � àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ êîäîì íàä
A, ÿêùî äëÿ âñiõ n,m > 0 òà x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
m ∈ X, ç óìîâè

x1 · · ·xn = x′1 · · ·x′m (2.1)

âèïëèâà¹, ùî
n = m i xi = x′i äëÿ i = 1, . . . , n. (2.2)

Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà X ¹ êîäîì, ÿêùî áóäü-ÿêå ñëîâî âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗

ìîæå áóòè îäíîçíà÷íî çàïèñàíî ÿê äîáóòîê ñëiâ ó àëôàâiòi X, òîáòî ìà¹ óíiêàëüíó
ôàêòîðèçàöiþ ñëîâàìè àëôàâiòóX. Çîêðåìà, êîä íiêîëè íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî ñëîâà
1. Çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà êîäó ¹ êîäîì. Çîêðåìà, ïîðîæíÿ ìíîæèíà
òàêîæ ¹ êîäîì. Åëåìåíò êîäó iíîäi íàçèâà¹òüñÿ êîäîâèì ñëîâîì.

Îçíà÷åííÿ êîäó ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè òàê:

Òâåðäæåííÿ 2.1.1. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ êîäîì, òî äîâiëüíå
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ç äåÿêîãî àëôàâiòó B íà X ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ií'¹êòèâíîãî

75
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ìîðôiçìó ç B∗ â A∗. Íàâïàêè, ÿêùî iñíó¹ ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì β : B∗ → A∗ òàêèé,
ùî X = β(B), òî ìíîæèíà X ¹ êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì òàêèé, ùî β âiäîáðàæà¹ ái¹êòèâíî àëôàâiò
B íà X. Íåõàé u, v ∈ B∗ � ñëîâà òàêi, ùî β(u) = β(v). Ïîêëàäåìî u = b1 · · · bn,
v = b′1 · · · b′m, äå n,m > 0, b1 . . . bn, b

′
1 · · · b′m ∈ B. Ïîçàÿê âiäîáðàæåííÿ β : B∗ → A∗ ¹

ìîðôiçìîì, òî ìà¹ìî, ùî

β(b1) · · · β(bn) = β(b′1) · · · β(b′m).

Àëå ìíîæèíà X ¹ êîäîì i β(bi), β(b′j) ∈ X äëÿ i = 1, . . . , n i j = 1, . . . ,m. Òîäi n = m i
β(bi) = β(b′i) äëÿ i = 1, . . . , n. Îòæå âiäîáðàæåííÿ β ¹ ií'¹êòèâíèì íà B. Îòîæ bi = b′i
äëÿ i = 1, . . . , n, i u = v. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì.

Íàâïàêè, íåõàé β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì. ßêùî

x1, · · · , xn = x′1, · · · , x′m (2.3)

äëÿ äåÿêèõ n,m > 0 òà

x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
m ∈ X = β(B),

òî ðîçãëÿíåìî ëiòåðè β(bi), β(b′j) ∈ B òàêi, ùî β(bi) = xi i β(b′j) = xj, äå i = 1, . . . , n i
j = 1, . . . ,m. Ïîçàÿê ìîðôiçì β : B∗ → A∗ ¹ ií'¹êòèâíèì, òî ðiâíîñòi (2.3) âèïëèâà¹,
ùî b1 · · · bn = b′1 · · · b′m. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî n = m i bi = b′i äëÿ i = 1, . . . , n, i
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî xi = x′i äëÿ i = 1, . . . , n.

Ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì β : B∗ → A∗ âiëüíèõ ìîíî¨äiâ òàêèé, ùî X = β(B), íàçèâà-
¹òüñÿ ìîðôiçìîì êîäóâàííÿ äëÿ êîäó X. Äëÿ äîâiëüíîãî êîäó X ⊂ A∗ iñíóâàííÿ
ìîðôiçìó êîäóâàííÿ äëÿ X äîâîäèòüñÿ ïðîñòî: äîñòàòíüî âçÿòè áóäü-ÿêó ái¹êöiþ
ìíîæèíè B íà X i ïðîäîâæèòè ¨¨ äî ìîðôiçìó ç B∗ â A∗. Ó öüîìó êîíòåêñòi àëôàâiò
B íàçèâà¹òüñÿ âèõiäíèì àëôàâiòîì, à àëôàâiò A � àëôàâiòîì êàíàëó .

Òâåðäæåííÿ 2.1.1 ¹ ïåðøîïðè÷èíîþ äëÿ òåðìiíîëîãi¨, îñêiëüêè ñëîâà â êîäi X êî-
äóþòüñÿ ëiòåðàìè ìíîæèíè B. Ïðîöåäóðà êîäóâàííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðèâ'ÿçêè äî ñëî-
âà b1b2 · · · bn (bi ∈ B), ÿêå ¹ âèõiäíèì òåêñòîì êîäîâàíîãî ïîâiäîìëåííÿ
β(b1)β(b2) · · · β(bn) íàä àëôàâiòîì êàíàëó çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ ìîðôiçìó êî-
äóâàííÿ β. Òîé ôàêò, ùî ìîðôiçì êîäóâàííÿ β ¹ ií'¹êöiéíèì, ãàðàíòó¹ íàì, ùî êî-
äîâàíèé òåêñò îäíîçíà÷íî ðîçøèôðîâó¹òüñÿ, ùîá îòðèìàòè îðèãiíàëüíèé òåêñò.

Ïðèêëàä 2.1.2. Äëÿ äîâiëüíîãî àëôàâiòó A ìíîæèíà X = A ¹ êîäîì. Áiëüø çà-
ãàëüíî, ÿêùî p > 1 � öiëå ÷èñëî, òî X = Ap � öå êîä, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì
êîäîì ñëiâ äîâæèíè p. Ñïðàâäi, ÿêùî åëåìåíòè ìíîæèíè X çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
(2.1), òî ç ïîñòiéíîñòi äîâæèíè ñëiâ ó X âèïëèâà¹ âèñíîâîê (2.2).

Ïðèêëàä 2.1.3. Íàä àëôàâiòîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè a, íåïîðîæíÿ ïiä-
ìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ îäíîåëåìåíòíîþ
òà âiäìiííîþ âiä îäèíèöi 1 âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗.

Ïðèêëàä 2.1.4. Ìíîæèíà X = {aa, baa, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ êîäîì.
Ñïðàâäi, ÿêùî ïðèïóñòèòè ïðîòèëåæíå, òî iñíó¹ ñëîâî w ó âiëüíié íàïiâãðóïi X+,
ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, ùî ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨:

w = x1x2 · · ·xn = x′1x
′
2 · · ·x′m
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(n,m > 0, xi, x′j ∈ X). Ïîçàÿê w � ñëîâî ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, òî x1 6= x′1. Îòæå,
ñëîâî x1 ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x′1, àáî íàâïàêè ñëîâî x′1 ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì
ñëîâà x1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî x1 ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x′1 (äèâ. ðèñ. 2.1). Â iíøîìó

b a a a a

x1 x2

x′1 x′2

Ðèñ. 2.1: Ïî÷àòîê ïîäâiéíî¨ ôàêòîðèçàöi¨

âèïàäêó ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi. Ïðîàíàëiçóâàâøè ìíîæèíó X, îòðèìó¹ìî

x1 = ba i x′1 = baa.

Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî

x2 = aa i x′2 = aa.

Îòæå
x′1 = x1a i x′1x

′
2 = x1x2a,

à ÿêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî

x′1x
′
2 · x′p = x1x2 · · ·xpa,

òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
xp+1 = aa i x′p+1 = aa.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

x′1x
′
2 · x′p+1 = x1x2 · · ·xp+1a,

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ñëîâî w ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨.

Ïðèêëàä 2.1.5. Ìíîæèíà X = {a, ab, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} íå ¹ êîäîì,
îñêiëüêè ñëîâî w = aba ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨

w = (ab)a = a(ba).

Íàñòóïíèé íàñëiäîê ç òâåðäæåííÿ 2.1.1 ìè áóäåìî ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòè.

Íàñëiäîê 2.1.6. Íåõàé A òà C � àëôàâiòè é α : A∗ → C∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì.
ßêùî X ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A, òî îáðàç α(X) ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì C. ßêùî
Y ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì C, òî ïîâíèé ïðîîáðàç α−1(Y ) ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ äëÿ êîäó X. Òîäi α(β(B)) =
α(X) i ïîçàÿê α ◦ β : B∗ → C∗ ¹ ií'¹êòèâíèì ìîðôiçìîì, òî ç òâåðäæåííÿ 2.1.1 âè-
ïëèâà¹, ùî îáðàç α(X) ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì C.

Íàâïàêè, íåõàé X = α−1(Y ) i íåõàé n,m > 1, x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
m ∈ X áóäóòü

òàêi, ùî
x1 · · ·xn = x′1 · · ·x′m.

Òîäi
α(x1) · · ·α(xn) = α(x′1) · · ·α(x′m).

Íåõàé òåïåð Y ¹ êîäîì. Òîäi n = m i α(xi) = α(x′i) äëÿ i = 1, . . . , n. Ç ií'¹êòèâíîñòi
ìîðôiçìó α : A∗ → C∗ âèïëèâà¹, ùî xi = x′i äëÿ i = 1, . . . , n, à îòæå ìíîæèíà X ¹
êîäîì.

Íàñëiäîê 2.1.7. Íåõàé A � àëôàâiò. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹
êîäîì íàä A, òî Xn ¹ êîäîì íàä A äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ äëÿ êîäó X. Òîäi Xn = β(Bn).
Àëå Bn ¹ êîäîì. Äàëi çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê 2.1.6.

Ïðèêëàä 2.1.8. Ìè ïîêàæåìî, ùî äîáóòîê äâîõ êîäiâ íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ êîäîì. Ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíè

X = {a, ba} i Y = {a, ab},

ÿêi î÷åâèäíî ¹ êîäàìè íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Ïîêëàäåìî Z = XY . Òîäi

Z = {aa, aab, baa, baab}.

Ïîçàÿê ñëîâî w = aabaab ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨:

w = (aa)(baab) = (aab)(aab),

òî ìíîæèíà Z íå ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A.

Äàëi ìè ââåäåìî âàæëèâèé êëàñ êîäiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïðåôiêñíèìè êîäàìè.

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ
ïðåôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì iíøîãî åëå-
ìåíòà ç X. Öå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå òàêié óìîâi: ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ ¹ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî

x 6 x′ =⇒ x = x′, (2.4)

äëÿ âñiõ x, x′ ∈ X, Öå ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè òàê: äîâiëüíi äâà ðiçíè åëåìåíòè ìíî-
æèíè X ¹ íåïîðiâíÿííèìè â ïðåôiêñíîìó ïîðÿäêó.

Áåçïîñåðåäíüî ç óìîâè (2.4) âèïëèâà¹, ùî ïðåôiêñíà ìíîæèíà X, ÿêà ìiñòèòü ïî-
ðîæí¹ ñëîâî, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîðîæíüîãî ñëîâà. Ñóôiêñíi ìíîæèíè âèçíà÷àþòüñÿ ñè-
ìåòðè÷íèì ÷èíîì. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñóôiêñíîþ, ÿêùî
æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Ïiäìíîæèíà
X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ áiôiêñíîþ, ÿêùî âîíà îäíî÷àñíî ¹ ïðåôiêñíîþ
òà ñóôiêñíîþ. Î÷åâèäíî, ùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñóôiêñíîþ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ îáåðíåíà ìíîæèíà X̃ ¹ ïðåôiêñíîþ.
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Òâåðäæåííÿ 2.1.9. Êîæíà ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ X 6= {1}
¹ êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê X 6= {1}, òî ìíîæèíà X íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî ñëîâà. ßêùî
ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì, òî iñíó¹ ñëîâî w ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè, ÿêå ìà¹ äâi ðiçíi
ôàêòîðèçàöi¨

w = x1x2 · · ·xn = x′1x
′
2 · · ·x′m (xi, x

′
j ∈ X).

Îáiäâà ñëîâà x1, x
′
1 ¹ íåïîðîæíiìè, i îñêiëüêè ñëîâî w ìà¹ ìiíiìàëüíó äîâæèíó, òî

x1 6= x′1. Àëå òîäi âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ: x1 < x′1 àáî x
′
1 < x1, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó,

ùî X ¹ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ. Îòæå X ¹ êîäîì.

Ó âèïàäêó ñóôiêñíî¨ ìíîæèíè äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Ïðåôiêñíèì êîäîì (ñóôiêñíèì êîäîì, áiôiêñíèì êîäîì) íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíà
(ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ, ÿêà ¹ êîäîì, òîáòî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä {1}.

Ïðèêëàä 2.1.10. Îäíîðiäíi êîäè ¹ áiôiêñíi. Ìíîæèíè X = {a, ba} i Y = {a, ab} íàä
àëôàâiòîì A = {a, b} ç ïðèêëàäó 2.1.8 ¹ ïðåôiêñíèì òà ñóôiêñíèì êîäàìè, âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä 2.1.11. ÌíîæèíèX = a∗ba i Y = {anbn : n > 0} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹
ïðåôiêñíèìè, à îòæå ¹ ïðåôiêñíèì êîäàìè. Ìíîæèíà Y ¹ ñóôiêñíîþ, à îòæå ¹ áiôiêñ-
íîþ, àëå ìíîæèíà X íå ¹ ñóôiêñíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî iñíóþòü íåñêií÷åííi
(ïðåôiêñíi, ñóôiêñíi òà áiôiêñíi) êîäè íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì.

Ïðèêëàä 2.1.12. Êîä Ìîðçå (àçáóêà Ìîðçå) îòîòîæíþ¹ ç êîæíèì àëôàâiòíî-öèô-
ðîâèì ñèìâîëîì ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê i òèðå. Íàïðèêëàä, ëiòåðà A êîäó¹òüñÿ �·−�, à
P êîäó¹òüñÿ �· − −·�. ßêùî êîæíå êîäîâå ñëîâî çàâåðøó¹òüñÿ äîäàòêîâèì ñèìâîëîì
(çàçâè÷àé ïðîáiëîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �ïàóçà'), êîä Ìîðçå ñòà¹ ïðåôiêñíèì êîäîì.

Êîä X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî X íå ìiñòèòüñÿ ÿê
âëàñíà ïiäìíîæèíà â æîäíîìó iíøîìó êîäi íàä A, òîáòî ÿêùî

X ⊆ X ′ i X ′ � êîä, òî X = X ′.

Ìàêñèìàëüíiñòü êîäó çàëåæèòü âiä àëôàâiòó íàä ÿêèì âií âçÿòèé. Ñïðàâäi, ÿêùîX ⊂
A∗ i A ( B, òî X ⊂ B∗ i X, áåçóìîâíî, íå ¹ ìàêñèìàëüíèì íàä àëôàâiòîì B, íàâiòü
ÿêùî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A. Îçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî êîäó
íå äà¹ àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íàì ïåðåâiðèòè, ùî âií âèêîíó¹òüñÿ. Ïðîòå, ìàêñè-
ìàëüíiñòü ¹ âèðiøàëüíîþ, ïðèíàéìíi äëÿ ðîçïiçíàâàíèõ êîäiâ (äèâ. ïiäðîçäië 2.5).

Ïðèêëàä 2.1.13. Îäíîðiäíi êîäè An ¹ ìàêñèìàëüíèìè íàä àëôàâiòîì A. Ïðèïóñ-
òèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi iñíó¹ ñëîâî u ∈ A+ \An òàêå, ùî Y = An∪{u} ¹ êîäîì. Ñëîâî
w = un íàëåæèòü âiëüíîìó ìîíî¨äîâi Y ∗, i âîíî òàêîæ ¹ åëåìåíòîì âiëüíîãî ìîíî¨äà
(An)∗, îñêiëüêè éîãî äîâæèíà ¹ êðàòíîþ íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n. Îòæå îòðèìó¹ìî,
ùî w = un = x1x2 · · ·x|u| äëÿ äåÿêèõ x1, . . . , x|u| ∈ An. Î÷åâèäíî, ùî u /∈ An. Òàêèì
÷èíîì, äâi ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâà w ¹ ðiçíèìè, à îòæå Y íå ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A i
An ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ 2.1.14. Êîæåí êîä X íàä àëôàâiòîì A ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó
êîäi íàä A.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé F � ìíîæèíà óñiõ êîäiâ íàä àëôàâiòîì A, ÿêi ìiñòÿòü êîä X.
Âïîðÿäêó¹ìî ìíîæèíó F ñòîñîâíî âiäíîøåííÿ âêëþ÷åííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè,
ùî F ìiñòèòü ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò, çà ëåìîþ Öîðíà äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî êîæåí
ëàíöþã C â F ìiñòèòü òî÷íó âåðõíþ ãðàíü ó F.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ëàíöþã C êîäiâ, ÿêi ìiñòÿòü êîä X. Òîäi

Ŷ =
⋃
Y ∈C

Y

¹ òî÷êîþ âåðõíüîþ ãðàííþ ëàíöþãà C. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Ŷ ¹ êîäîì
íàä àëôàâiòîì A. Íåõàé

y1 · · · yn = y′1 · · · y′m
äëÿ äåÿêèõ y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
m ∈ Ŷ i n,m > 1. Êîæåí ç åëåìåíòiâ yi, y′j íàëåæèòü

äî äåÿêîãî êîäó ç ëàíöþãà C i öå âèçíà÷à¹ n + m åëåìåíòiâ (íå îáîâ'ÿçêîâî ðiç-
íèõ) ëàíöþãà C. Îäèí ç íèõ, ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç Z, ìiñòèòü âñi iíøi êîäè. Îòæå
y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
m ∈ Z, i îñêiëüêè Z ¹ êîäîì, òî îòðèìó¹ìî, ùî n = m i yi = y′i äëÿ

i = 1, . . . , n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Ŷ ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A.

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ 2.1.14 íå ïîøèðþ¹òüñÿ íà ñêií÷åííi êîäè. Iñíóþòü
ñêií÷åííi êîäè, ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â æîäíîìó ìàêñèìàëüíîìó ñêií÷åííîìó êîäi. Ïðèê-
ëàä òàêîãî êîäó áóäå âèêëàäåíî â ïiäðîçäiëi 2.5 (ïðèêëàä 2.5.7).

Òîé ôàêò, ùî ìíîæèíà X ⊂ A∗ ¹ êîäîì, äîïóñêà¹ äóæå ïðîñòå âèðàæåííÿ â
òåðìiíîëîãi¨ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ:

Òâåðäæåííÿ 2.1.15. Íåõàé A � àëôàâiò, X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+

i M = X∗ � ïiäìîíî¨ä â A∗, ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ X. Òîäi ìíîæèíà X ¹ êîäîì
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè M = (X)∗, àáî åêâiâàëåíòíî M = (1−X)−1.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 1.7.4 êîåôiöi¹íò õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðÿäó ((X)∗, w) ñëîâà
w ó âiëüíîìó ìîíî¨äi (X)∗ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ ôàêòîðèçàöié ñëîâà w ñëîâàìè â
ìíîæèíi X. Çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíà X ¹ êîäîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öåé êîåôiöi¹íò
íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0 i 1 äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà â A∗. Àëå öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî (X)∗

¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðÿäîì éîãî íîñiÿ, òîáòî, ùî (X)∗ = M .
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2.2 Êîäè òà âiëüíi ïiäìîíî¨äè

Ïiäìîíî¨ä X∗, ïîðîäæåíèé êîäîì X iíîäi ïðîñòiøå äîñëiäæóâàòè, íiæ ñàì êîä.
Òîé ôàêò, ùî ìíîæèíà X ¹ êîäîì (ïðåôiêñíèì êîäîì, áiôiêñíèì êîäîì) åêâiâàëåí-
òíèé âëàñòèâîñòi, ùî X∗ ¹ âiëüíèì ìîíî¨äîì (ïðàâîóíiòàíèì ìîíî¨äîì, áióíiòàðíèì
ìîíî¨äîì). Öi âëàñòèâîñòi ìîæíà ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî íà ïiäìîíî¨äi áåç áóäü-
ÿêîãî ÿâíîãî îïèñàííÿ éîãî áàçè. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî äîâåñòè, ùî ìíîæèíè ¹
êîäàìè, çíàþ÷è ëèøå ïiäìîíî¨äè, ÿêi âîíè ïîðîäæóþòü.

Ìè ïî÷íåìî iç çàãàëüíî¨ âëàñòèâîñòi. Íàäàëi ÷åðåç A áóäåìî ïîçíà÷àòè äåÿêèé
íåïîðîæíié àëôàâiò.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1. Êîæåí ïiäìîíî¨äM âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ìà¹ ¹äèíó ìiíiìàëüíó
ìíîæèíó ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ

X = (M \ {1}) \ (M \ {1})2.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéQ = M\{1}. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî ÷è ìíîæèíàX ïîðîäæó¹ ìîíî¨ä
M , òîáòî äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòüX∗ = M . ÏîçàÿêX ⊆M , òîX∗ ⊆M . Ìè
äîâåäåìî îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ çà iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi ñëiâ. Î÷åâèäíî, ùî 1 ∈ X∗.
Íåõàé m ∈ Q. ßêùî m /∈ Q2, òî m ∈ X. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìà¹ìî m = m1m2

äëÿ m1,m2 ∈ Q i îáèäâà öi ñëîâà ìàþòü ìåíøó äîâæèíó çà äîâæèíó ñëîâà m. Îòæå
ñëîâà m1 i m2 ¹ åëåìåíòàìè âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ òà m ∈ X∗.

Òåïåð íåõàé Y � ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M . Ìè ìîæåìî ïðè-
ïóñêàòè, ùî 1 /∈ Y . Òîäi êîæåí åëåìåíò x ∈ X ¹ åëåìåíòîì âiëüíîãî ìîíî¨äà Y ∗ i
òàêèì ÷èíîì éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x = y1y2 · · · yn, äå yi ∈ Y i n > 0. Ç òîãî
ôàêòó, ùî x 6= 1 i x /∈ Q2 âèïëèâà¹, ùî n = 1 i x ∈ Y . Öå äîâîäèòü, ùî X ⊆ Y .
Òàêèì ÷èíîì X ¹ ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M i öÿ
ìíîæèíà ¹äèíà.

Ïðèêëàä 2.2.2. Íåõàé A = {a, b} i M = {w ∈ A∗ : |w|a ≡ 0 mod 2}. Òîäi ìè îá÷èñ-
ëèìî

X = (M \ {1}) \ (M \ {1})2 = b ∪ ab∗a.

Ìè òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ ïiäìîíî¨äiâ, ïîðîäæåíèõ êîäîì. Çà îçíà÷åí-
íÿì, ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì

α : B∗ →M

âiëüíîãî ìîíî¨äà B∗ íà ìîíî¨ä M .

Òâåðäæåííÿ 2.2.3. ßêùî M � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî éîãî
ìiíiìàëüíà ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ¹ êîäîì. Íàâïàêè, ÿêùî X ⊆ A∗

¹ êîäîì, òî ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì i X ¹ éîãî ìiíiìàëüíîþ
ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α : B∗ → M � ìîðôiçì. Òîäi âiäîáðàæåííÿ α, ÿêùî íà íüîãî
äèâèòèñÿ ÿê íà ìîðôiçì çB∗ âA∗, ¹ ií'¹êòèâíèì. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.1, ìíîæèíàX =
α(B) ¹ êîäîì. Äàëi M = α(B∗) = (α(B))∗ = X∗, à îòæå ìíîæèíà X ïîðîäæó¹ ìîíî¨ä
M . Áiëüøå òîãî B = B+ \B+B+ i α(B+) = M \{1}. Îòîæ, X = (M \{1})\ (M \{1})2,
à öå äîâîäèòü, ùî X ¹ ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M .
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Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî X ⊆ A∗ ¹ êîäîì. Ðîçãëÿíåìî êîäóþ÷èé ìîðôiçì
α : B∗ → A∗ äëÿ êîäó X. Òîäi α � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ é α � ái¹êòèâíå âi-
äîáðàæåííÿ ç B íà X. Îòæå α ¹ ái¹êöi¹þ ç B∗ íà α(B∗) = X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì. Òåïåð, îñêiëüêè α � ái¹êöiÿ, òî ç
B = B+ \B+B+ âèïëèâà¹, ùî X = X+ \X+X+. Çà òâåðäæåííÿì 2.2.1, X ¹ ìiíiìàëü-
íîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M .

Êîä X, ÿêèé ïîðîäæó¹ âiëüíèé ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ
áàçîþ ìîíî¨äà M .

Íàñëiäîê 2.2.4. Íåõàé X i Y � êîäè íàä àëôàâiòîì A. ßêùî X∗ = Y ∗, òî X = Y .

Ïðèêëàä 2.2.5. Ìíîæèíà

X = (M \ {1}) \ (M \ {1})2 = b ∪ ab∗a,

îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 2.2.2 ¹ (áiôiêñíèì) êîäîì, à îòæå M ¹ âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Çà òâåðäæåííÿì 2.2.3 ìîæíà âèäiëèòè äâà âèïàäêè, êîëè ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì.
Ïî-ïåðøå, êîëè X íå ¹ ìiíiìàëüíîþ ïîðîäæóþ÷îþ ìíîæèíîþ ìîíî¨äà M = X∗,
òîáòî iñíó¹ ðiâíiñòü

x = x1x2 · · ·xn
ç x, x1, . . . , xn ∈ X i n > 2. Çàóâàæèìî, ùî, íåçâàæàþ÷è íà öåé ôàêò, ìîíî¨ä M
ìîæå áóòè âiëüíèì. Iíøèé âèïàäîê âèêîíó¹òüñÿ, êîëè X ¹ ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ
ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ, àëå ìîíî¨ä M íå ¹ âiëüíèì (öå âèïàäîê, ðîçãëÿíóòèé ó
ïðèêëàäi 2.1.5).

Òåïåð íàâåäåìî õàðàêòåðèñòèêó âiëüíèõ ïiäìîíî¨äiâ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêà ¹
âíóòðiøíiì ó òîìó ñåíñi, ùî âií íå ñïèðà¹òüñÿ íà áàçè. Iíøà íåçíà÷íà õàðàêòåðèñòèêà
íàâåäåíà ó âïðàâi 2.8.4.

Íåõàé M � ìîíî¨ä. Ïiäìîíî¨ä N ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì (â M), ÿêùî

u, v, uw,wv ∈ N =⇒ w ∈ N, (2.5)

äëÿ âñiõ u, v, w ∈M . Ãiïîòåçó (2.5) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

w ∈ N−1N ∩NN−1,

òàêèì ÷èíîì óìîâîþ ñòàáiëüíîñòi ñòà¹

N−1N ∩NN−1 ⊆ N,

àáî ïðîñòî
N−1N ∩NN−1 = N, (2.6)

îñêiëüêè 1 ∈ N , à îòæå
N ⊆ N−1N ∩NN−1.

Íà ðèñ. 2.2 íàâåäåíî çîáðàæåííÿ ãiïîòåçè (2.5), êîëè åëåìåíòè u, v i w ¹ ñëîâàìè.
×ëåíñòâî â ìîíî¨äi N çîáðàæåíî äóãîþ.

Ñòiéêi ïiäìîíî¨äè ïîÿâëÿþòüñÿ ìàéæå ó âñiõ ïiäðîçäiëàõ öi¹¨ êíèãè. Ïðè÷èíîþ
öüîãî ¹ òâåðäæåííÿ 2.2.6, ÿêå äà¹ ïðèìiòèâíó õàðàêòåðèñòèêó âiëüíèõ ïiäìîíî¨äiâ
âiëüíîãî ìîíî¨äà. ßê ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ, öå òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ
òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî äåÿêi ïiäìîíî¨äè ¹ âiëüíèìè, i òîìó ¨õ áàçàìè ¹ êîäàìè.
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u w v

x′1

• • • •

Ðèñ. 2.2: Çîáðàæåííÿ ñòàáiëüíîñòi

Òâåðäæåííÿ 2.2.6. Ïiäìîíî¨ä N âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñòiéêèì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè âií âiëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ïiäìîíî¨ä N âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñòiéêèì.
Ïîêëàäåìî

X = (N \ {1}) \ (N \ {1})2.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî X íå ¹ êîäîì. Òîäi iñíó¹ ñëîâî z ∈ N ìiíiìàëüíî¨
äîâæèíè, ÿêå ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨ â ñëîâàõ ìíîæèíè X:

z = x1x2 · · ·xn = y1y2 · · · ym,

äå x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym ∈ X. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî
|x1| < |y1|. Òîäi y1 = x1w äëÿ äåÿêîãî íåïîðîæíüîãî ñëîâà w. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

x1, y2 · · · ym, x1w = y1, wy2 · · · ym = x2 · · ·xn

¹ âñi åëåìåíòàìè ìîíî¨äà N . Ïîçàÿê ìîíî¨ä N ¹ ñòiéêèì, òî w ∈ N . Îòîæ, îòðèìó¹ìî,
ùî y1 = x1w /∈ N . Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå ìíîæèíà X êîäîì.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ïiäìîíî¨ä N ¹ âiëüíèì i íåõàé X � éîãî áàçà. Íåõàé
u, v, w ∈ A∗ i ïðèïóñòèìî, ùî u, v, uw,wv ∈ N . Ïîêëàäåìî

u = x1 · · ·xk, wv = xk+1 · · ·xr, uw = y1 · · · yl, v = yl+1 · · · ys,

ç x1, . . . , xr, y1, . . . , ys ∈ X. Ç ðiâíîñòi u(wv) = (uw)v âèïëèâà¹, ùî

x1 · · ·xkxk+1 · · ·xr = y1 · · · ylyl+1 · · · ys.

Òàêèì ÷èíîì, r = s i xi = yi (i = 1, . . . , s), îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì. Áiëüøå
òîãî, l > k îñêiëüêè |uw| > |u|, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

uw = x1 · · ·xkxk+1 · · ·xl = uxk+1 · · ·xl,

à îòæå w = xk+1 · · ·xl. Òàêèì ÷èíîì, ïiäìîíî¨ä N âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñòiéêèì.

Ïiäìîíî¨äè, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ïðåôiêñíèìè êîäàìè, òàêîæ ìîæíà îõàðàêòåðèçó-
âàòè óìîâîþ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä áàçè. Íåõàé M � ìîíî¨ä i N � ïiäìîíî¨ä ìîíî¨äà
M . Òîäi N íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì ñïðàâà â M , ÿêùî

u, uv ∈ N =⇒ v ∈ N.
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äëÿ âñiõ u, v ∈M . Ñèìåòðè÷íî, ïiäìîíî¨ä N íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì çëiâà âM , ÿêùî

u, vu ∈ N =⇒ v ∈ N.

äëÿ âñiõ u, v ∈ M . Öi óìîâè ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: ïiäìîíî¨ä N ¹
óíiòàðíèì ñïðàâà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè N−1N = N , i N ¹ óíiòàðíèì çëiâà òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè NN−1 = N .

Ïiäìîíî¨ä N ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ áióíiòàðíèì, ÿêùî âií ¹ îäíî÷àñíî óíiòàð-
íèì ñïðàâà é óíiòàðíèì çëiâà.

Öi ÷îòèðè âëàñòèâîñòi ïiäìîíî¨äà ñòiéêiñòü, óíiòàðíiñòü çëiâà, óíiòàðíiñòü ñïðà-
âà òà áióíiòàðíiñòü ìàþòü îäíàêîâó ïðèðîäó. Âçà¹ìîâiäíîøåííÿ ìiæ íèìè ìîæíà
îïèñàòè òàê:

ñòiéêiñòü:
N−1N ∩NN−1 = N

ëiâà óíiòàðíiñòü:
N−1N = N

5=

ïðàâà óíiòàðíiñòü:
NN−1 = N

bj

áióíiòàðíiñòü:
N−1N = NN−1 = N

4<ai

Ïðèêëàä 2.2.7. Ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, îçíà÷åíèé â ïðèêëàäi 2.2.2, ¹
áióíiòàðíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî u, uv ∈M , òî |u|a i |uv|a = |u|a + |v|a ¹ ïàðíèìè ÷èñëàìè.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |v|a � ïàðíå ÷èñëî òà v ∈ M . Îòæå ïiäìîíî¨ä M ¹ óíiòàðíèì
ñïðàâà.

Ïðèêëàä 2.2.8. Ó òåîði¨ ãðóï ïîíÿòòÿ ñòiéêîãî, óíiòàðíîãî òà áióíiòàðíîãî âèñíà-
æóþòüñÿ i çáiãàþòüñÿ ç ïîíÿòòÿì ïiäãðóïè. Ñïðàâäi, íåõàé H � ñòiéêèé ïiäìîíî¨ä
ãðóïè G. Äëÿ âñiõ h ∈ H îáèäâà åëåìåíòè hh−1 i h−1h ¹ åëåìåíòàìè ïiäìîíî¨äà H.
Ñòiéêiñòü îçíà÷à¹, ùî h−1 ∈ H. Îòæå, H ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. ßêùî H � ïiäãðóïà
ãðóïè G, òî, íàâïàêè, îòðèìó¹ìî, ùî HH−1 = H−1H = H, ùî ïîêàçó¹, ùî H ÿê
ïiäìîíî¨ä ¹ áióíiòàðíèì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ïiäìîíî¨äàìè, ÿêi ìè âèçíà÷èëè,
i êîäàìè.

Òâåðäæåííÿ 2.2.9. Ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà (âiäï.
óíiòàðíèì çëiâà, áióíiòàðíèì) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìiíiìàëüíà ìíîæèíà ïî-
ðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì (âiäï. ñóôiêñíèì êîäîì, ái-
ôiêñíèì êîäîì). Çîêðåìà, a óíiòàðíèé ñïðàâà (âiäï. óíiòàðíèé çëiâà, áióíiòàðíèé)
ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì.
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Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM ⊆ A∗ � ïiäìîíî¨ä, Q = M \{1} i íåõàé X = Q\Q2 � ìiíiìàëüíà
ïîðîäæóþ÷à ìíîæèíà ìîíî¨äàM . Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäìîíî¨äM âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗

¹ óíiòàðíèì ñïðàâà.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ, ïðèïóñòèìî, ùî x, xu ∈ X
äëÿ äåÿêîãî u ∈ A∗. Òîäi x, xu ∈ M , à îòæå u ∈ M . ßêùî u 6= 1, òî u ∈ Q; àëå
òîäi âèñëîâëåííÿ xu ∈ Q2 ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòîæ, u = 1 i ìíîæèíà X ¹
ïðåôiêñíîþ.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ. Íåõàé u, v ∈ A∗ � òàêi
åëåìåíòè, ùî u, uv ∈M = X∗. Òîäi

u = x1 · · ·xn, uv = y1 · · · ym

äëÿ äåÿêèõ x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ X. Âíàñëiäîê öüîãî îòðèìó¹ìî, ùî

x1 · · ·xnv = y1 · · · ym.

Ïîçàÿê ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ, òî æîäíå çi ñëiâ íi x1, íi y1 íå ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì
iíøîãî. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x1 = y1, i ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü îòðèìó¹ìî, ùî x2 =
y2, . . . , xn = yn. Öå äîâîäèòü, ùî m > n i v = yn+1 · · · ym ∈ M . Îòæå ïiäìîíî¨ä M
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà.

Íåõàé M � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Òîäi ìîíî¨ä M íàçèâà¹òüñÿ
ìàêñèìàëüíèì, ÿêùîM 6= A∗ iM íå ¹ âëàñíèì âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì iíøîãî âiëüíîãî
ïiäìîíî¨äà âiäìiííîãî âiä A∗.

Òâåðäæåííÿ 2.2.10. ßêùî ìîíî¨ä M ¹ ìàêñèìàëüíèì âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì âiëü-
íîãî ìîíî¨äà A∗, òî éîãî áàçà X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � êîä íàä àëôàâiòîì A ç X  Y . Òîäi X∗ ⊆ Y ∗ i X∗ 6= Y ∗,
îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó X = Y çà íàñëiäêîì 2.2.4. Îòðèìàëè, ùî âiëüíèé
ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ìàêñèìàëüíèì. Îòæå Y ∗ = A∗ i Y = A. Îòîæ,
îòðèìó¹ìî, ùî X  A. Íåõàé b ∈ A \ X. Ìíîæèíà Z = X ∪ b2 ¹ êîäîì i M  
Z∗  A∗. Îáèäâà âêëþ÷åííÿ ¹ ñòðîãèìè, îñêiëüêè b2 /∈ M i b /∈ Z∗. Öå ñóïåðå÷èòü
ìàêñèìàëüíîñòi âiëüíîãî ïiäìîíî¨äà M .

Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òâåðäæåííÿ 2.2.10 ¹ õèáíèì, îñêiëüêè
îäíîðiäíi êîëè An (n > 1) ¹ ìàêñèìàëüíèìè. Àëå ÿêùî k, n > 2, òî ìà¹ìî (Akn)∗  
(An)∗  A∗, i öå äîâîäèòü, ùî âiëüíèé ïiäìîíî¨ä (Akn)∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íå ¹
ìàêñèìàëüíèì.

Òåïåð ìè ââåäåìî ñiì'þ áiôiêñíèõ êîäiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ãðóïîâèìè êîäàìè, ÿêi
ìàþòü öiêàâi âëàñòèâîñòi. Ïåðø íiæ äàòè öê îçíà÷åííÿ, ðîçãëÿíåìî òàêó ñèòóàöiþ.

Íåõàé G � ãðóïà, H � ïiäãðóïà â G i

ϕ : A∗ → G (2.7)

¹ ìîðôiçìîì. Ïiäìîíî¨ä
M = ϕ−1(H) (2.8)

âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ áióíiòàðíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî, íàïðèêëàä, p, pq ∈ M , òî
ϕ(p), ϕ(pq) ∈ H, à òîìó ϕ(p)−1ϕ(pq) = ϕ(q) ∈ H i q ∈ M . Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ,
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ùî ìîíî¨ä M óíiòàðíèì çëiâà. Òàêèì ÷èíîì, áàçà ìîíî¨äà M , íàïðèêëàä ìíîæèíà
X, ¹ áiôiêñíèì êîäîì.

Îçíà÷åííÿ ïiäìîíî¨äàM ó ôîðìóëi (2.8) åêâiâàëåíòíî îïèñàííþ ÿê ïåðåòèí âiëü-
íîãî ìîíî¨äà A∗ ç ïiäãðóïîþ âiëüíî¨ ãðóïè A� íàä àëôàâiòîì A. Ñïðàâäi, ìîðôiçì
ϕ ó ôîðìóëi (2.7) ôàêòîðèçó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì â äiàãðàìi

A∗
ϕ //

ι

  

G

A�

ψ

>>

ç êàíîíi÷íèì ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ι. Ïîêëàâøè Q = ψ−1(H), îòðèìó¹ìî

M = Q ∩ A∗.

Íàâïàêè, ÿêùî Q � ïiäãðóïà âiëüíî¨ ãðóïè A� i M = Q ∩ A∗, òî

M = ι−1(Q).

Ãðóïîâèì êîäîì íàçèâà¹òüñÿ áàçà X ïiäìîíî¨äà M = ϕ−1(H), äå ϕ � ìîðôiçì, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.7) i êðiì òîãî ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âií ¹ ñþð'¹êòèâíèì.
Òîäi ìíîæèíà X ¹ áiôiêñíèì êîäîì i X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì. Ñïðàâäi, ÿêùî M =
A∗, òî êîä X = A ¹ ìàêñèìàëüíèì. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, âiçüìåìî ñëîâî w ∈
A∗ \M i ïîêëàäåìî Y = X ∪ w. Ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæèíà Y íå ¹ êîäîì. Ïîêëàäåìî
m = ϕ(w). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî iñíó¹ ñëîâî w ∈ A∗ òàêå, ùî
ϕ(w) = m−1. Îáèäâà ñëîâà u = ww i v = ww ¹ åëåìåíòàìè ìîíî¨äà M , i www = uw =
wv ∈ Y ∗. Ñëîâî www ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâàìè àëôàâiòà Y , à ñàìå ñëîâî uw
óòâîðþ¹òüñÿ ç ñëiâ àëôàâiòó X, çà ÿêèìè ñëiäó¹ ñëîâî ç àëôàâiòó Y , òà ñëîâî wv, ÿêå
ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëiâ óòâîðåíèõ îáåðíåíèì ïîðÿäêîì: ñïî÷àòêó éäóòü ñëîâà àëôàâiòó
Y , à ïîòiì ñëîâà àëôàâiòó X. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Y íå ¹ êîäîì, à îòæå êîä X ¹
ìàêñèìàëüíèì.

Íàâåäåìî òðè ïðèêëàäè ãðóïîâèõ êîäiâ.

Ïðèêëàä 2.2.11. Íåõàé A = {a, b} i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

M = {w ∈ A∗ : |w|a ≡ 0 mod 2}

ç ïðèêëàäó 2.2.2. Ìà¹ìî M = ϕ−1(0), äå

ϕ : A∗ → Z/2Z

¹ ìîðôiçì, ïîðîäæåíèé âiäîáðàæåííÿì ϕ : A → Z/2Z, ϕ(a) = 1 i ϕ(b) = 0. Òàêèì
÷èíîì, áàçà ìîíî¨äà M , à ñàìå ìíîæèíà X = b ∪ ab∗a, ¹ ãðóïîâèì êîäîì, à îòæå ¹
ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 2.2.12. Îäíîðiäíèé êîä Am íàä àëôàâiòîì A ¹ ãðóïîâèì êîäîì. Ìîíî¨ä
(Am)∗ ¹ íàñïðàâäi ÿäðîì ìîðôiçìó âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íà ãðóïó Z/mZ, ÿêèé âiäîá-
ðàæà¹ âñi ëiòåðè àëôàâiòó A íà ÷èñëî 1.
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Ïðèêëàä 2.2.13. Íåõàé A = {a, b} i ðîçãëÿíåìî ïiäìîíî¨ä

{w ∈ A∗ : |w|a = |w|b} (2.9)

âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëiâ àëôàâiòó A, ùî ìàþòü áàãàòî ëiòåð a
i b. Íåõàé

δ : A∗ → Z
¹ ìîðôiçì, ïîðîäæåíèé âiäîáðàæåííÿì δ : A→ Z, δ(a) = 1 i δ(b) = −1. Î÷åâèäíî, ùî

δ(w) = |w|a − |w|b

äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà (2.9) çáiãà¹òüñÿ ç ïîâíèì ïðî-
îáðàçîì δ−1(0). Áàçà ìîíî¨äà δ−1(0) ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåçD àáî ÷åðåçD1, ñàì ïiäìîíî¨ä
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç D∗ àáî D∗1. Ñëîâà íàä àëôàâiòîì D íàçèâàþòüñÿ �Dyck-primes�
(ïåðâèííèìè ÷èñëàìè çà Äèêîì), ìíîæèíà D íàçèâà¹òüñÿ êîäîì Äèêà íàä àëôàâi-
òîì A, à ìíîæèíà D∗ � ìíîæèíîþ Äèêà íàä àëôàâiòîì A.

Ïðèêëàä 2.2.14. Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé A = B ∪B, äå B ∩B = ∅, ¹ àëôàâiò, ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ ç 2n ëiòåð, i íåõàé

δ : A∗ → B�

¹ ìîðôiçì âiëüíîãî ìîíî¨äàA∗ ó âiëüíó ãðóïóB�, ïîðîäæåíèé âiäîáðàæåííÿì δ : A→
B�, δ(b) = b i δ(b) = b−1, äëÿ b ∈ B i b ∈ B. Áàçà ïiäìîíî¨äà δ−1(1) âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Dn i íàçèâà¹òüñÿ êîäîì Äèêà íàä àëôàâiòîì A, àáî êîäîì
Äèêà íàä n-ëiòåðàìè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äåùî iíøî¨ òåìè i ðîçãëÿíåìî âiëüíi ïiäìîíî¨äè A∗, ùî ìiñ-
òÿòü çàäàíèé ïiäìîíî¨ä. Ïî÷íåìî ç íàñòóïíîãî ñïîñòåðåæåííÿ, ÿêå âèïëèâà¹ ç òâåðä-
æåííÿ 2.2.6.

Òâåðäæåííÿ 2.2.15. Íåïîðîæíèé ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiëüíèõ ïiäìîíî¨äiâ âiëü-
íîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì ó A∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Mi)i∈I � ñiì'ÿ âiëüíèõ ïiäìîíî¨äiâ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ïîêëàäå-
ìîM =

⋂
i∈I

Mi i ïðèïóñòèìî, ùîM 6= ∅. Î÷åâèäíî, ùîM ïiäìîíî¨ä ó A∗, i äîñòàòíüî

äîâåñòè, ùî M ¹ ñòiéêèì. ßêùî

u, vw, uv, w ∈M,

òî öi ÷îòèðè ñëîâà íàëåæàòü äî êîæíîãî ç ìîíî¨äiâ Mi. Îñêiëüêè êîæåí ç ìîíî¨äiâ
Mi ¹ ñòiéêèì, òî w ∈Mi äëÿ êîæíîãî i ∈ I . Îòîæ, w ∈M .

Òâåðäæåííÿ 2.2.15 ñïîíóêà¹ äî íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. ßê ìè âæå áà÷èëè, ïåðåòèí óñiõ âiëüíèõ ïiäìîíî¨äiâ âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗, ÿêi ìiñòèòü ìíîæèíó X, çíîâó ¹ âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì. Öå íàéìåíøèé
âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêèé ìiñòèòü ìíîæèíó X. Ìè íàçèâàòèìåìî
éîãî âiëüíîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíèX. ßêùîX∗ � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä, òî âií, çâè÷àéíî,
çáiãà¹òüñÿ ç éîãî âiëüíîþ îáîëîíêîþ.

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, N � âiëüíà îáîëîíêà ìíîæèíè X i
Y � áàçà âiëüíîãî ïiäìîíî¨äàN . ßêùîX íå ¹ êîäîì, òîX 6= Y . Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò,
ÿêèé âiäîìèé, ÿê òåîðåìà ïðî äåôåêò îïèñó¹ öiêàâå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè
X i Y .
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Òåîðåìà 2.2.16 (òåîðåìà ïðî äåôåêò). Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ i Y � áàçà âiëüíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè X. ßêùî X íå ¹ êîäîì, òî

Card(Y ) 6 Card(X)− 1.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 2.2.16, i âií äîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî
(äèâ. âïðàâó 2.8.2).

Íàñëiäîê 2.2.17. Íåõàé X = {x1, x2}. Òîäi X êîäîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x1 i x2

íå ¹ ñòåïåíÿìè äåÿêîãî ñëîâà.

Çàóâàæèìî, ùî íàñëiäîê 2.2.17 ïîâíiñòþ îïèñó¹ êîäè ç äâîìà åëåìåíòàìè. Âè-
ïàäîê ìíîæèíè ç òðüîìà ñëîâàìè ¹ âæå íàáàãàòî ñêëàäíiøèì (äèâ. âïðàâè 2.8.20
i 2.8.21).

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.16 íàì áóäå ïîòðiáíèé òàêèé ðåçóëüòàò:

Òâåðäæåííÿ 2.2.18. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ i Y � áàçà âiëü-
íî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè X. Òîäi

Y ⊆ X(Y ∗)−1 ∩ (Y ∗)−1X,

òîáòî êîæíå ñëîâî â ìíîæèíi Y ïîÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ïåðøèé (âiäï. îñòàííié) ìíî-
æíèê ó ôàêòîðèçàöi¨ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X ó ñëîâàõ, ùî íàëåæàòü áàçi Y .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî y ∈ Y íå ïîÿâëÿ¹òüñÿ â (Y ∗)−1X. Òîäi

X ⊆ {1} ∪ Y ∗(Y \ {y}).

Âçÿâøè
Z = y∗(Y \ {y}),

ìà¹ìî, ùî Z+ = Y ∗(Y \ {y}), à îòæå X ⊆ Z∗. Ïiäìîíî¨ä Z∗ â A∗ ¹ âiëüíèì. Ñïðàâäi,
êîæíå ñëîâî z ∈ Z∗ ìà¹ ¹äèíó ôàêòîðèçàöiþ

z = y1y2 · · · yn, y1, . . . , yn ∈ Y, yn 6= y,

à îòæå ìîæå áóòè çàïèñàíå ÿê

z = yp1z1y
p2z2 · · · yprz − r, z1, . . . , zr ∈ Y \ {y}, p1 > 0, . . . , pr > 0.

Îòðèìó¹ìî, ùî X ⊆ Z∗  Y ∗, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Y ∗ íå ¹ âiëüíîþ îáîëîíêîþ
ìíîæèíè X, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.16. ßêùî ìíîæèíà X ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî, òî X i
X ′ = X \ {1} ìàþòü îäèíàêîâi âiëüíi îáîëîíêè Y ∗. ßêùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêî-
íó¹òüñÿ äëÿ ìíîæèíè X ′, òî âîíî âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ìíîæèíè X, îñêiëüêè ÿêùî X ′

¹ êîäîì, òî Y = X ′ i Card(Y ) = Card(X)− 1, à â iíøîìó âèïàäêó

Card(Y ) 6 Card(X ′)− 1 6 Card(X)− 2.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî 1 /∈ X. Íåõàé α : X → Y � âiäîáðàæåííÿ,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

α(x)y, ÿêùî x ∈ yY ∗.
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Öå âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, îñêiëüêè ìíîæèíà Y ¹ êîäîì. Öå âiäîáðà-
æåííÿ òàêîæ âñþäè âèçíà÷åíå, îñêiëüêè X ⊆ Y ∗. Çà òâåðäæåííÿì 2.2.18 âiäîáðàæåí-
íÿ α ¹ ñþð'¹êòèâíèì. ßêùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì, òî iñíó¹ âiäíîøåííÿ

x1x2 · · ·xn = x′1x
′
2 · · ·x′m, x1, x2, . . . , xn, x

′
1, x
′
2, . . . , x

′
m ∈ X, (2.10)

ç x1 6= x′1. Îäíàê, Y ¹ êîäîì, à òàêîæ çà (2.10) ìà¹ìî, ùî

α(x1) = α(x′1).

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ α íå ¹ ií'¹êòèâíèì. Öå äîâîäèòü íàøó íåðiâíiñòü.
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2.3 Òåñò äëÿ êîäiâ

Íå çàâæäè âäà¹òüñÿ ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äàíà ìíîæèíà ñëiâ ¹ êîäîì. Òåñò,
îïèñàíèé ó öüîìó ïiäðîçäiëi, íå  ðóíòó¹òüñÿ íà æîäíié íîâié âëàñòèâîñòi êîäiâ, à
ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ñèñòåìàòè÷íî¨ îðãàíiçàöi¨ îá÷èñëåíü, íåîáõiäíèõ äëÿ ïåðåâiðêè
òîãî, ùî ìíîæèíà ñëiâ çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ êîäó.

Ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà X ¹ ñêií÷åííîþ, àáî, çàãàëîì, ÿêùî ìíîæèíà X ¹
ðîçïiçíóâàíîþ, òî îá÷èñëåííÿ ¹ ñêií÷åííèìè. Iíøèìè ñëîâàìè, öÿ çàäà÷à åôåêòèâíî
ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ, êîëè ¹ ñêií÷åííà àáî ðîçïiçíóâàíà ìíîæèíà ¹ êîäîì.

Ïåðø íiæ ïî÷àòè îïèñàííÿ àëãîðèòìó, ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 2.3.1. Íåõàé A = {a, b} � àëôàâiò. Òîäi ïiäìíîæèíà

X = {b, abb, abbba, bbba, baabb}

â A∗ íå ¹ êîäîì. Íàïðèêëàä

(abb)(baabb) = (abbba)(abb).

Ðîçãëÿíåìî ñëîâî
w = abbbabbbaabb,

ÿêå ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨ (äèâ. ðèñ. 2.3)

w = (abbba)(bbba)(abb) = (abb)(b)(abb)(baabb).

Öi äâi ôàêòîðèçàöi¨ âèçíà÷àþòü ïîñëiäîâíiñòü ïðåôiêñiâ ñëîâà w, êîæíà ç ÿêèõ

a b b b a b b b a a b b

Ðèñ. 2.3: Äâi ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâà abbbabbbaabb

âiäïîâiäà¹ ñïðîái ïîäâiéíî¨ ôàêòîðèçàöi¨. Ìè íàäà¹ìî öåé ñïèñîê ðàçîì iç ñïðîáîþ
ïîäâiéíî¨ ôàêòîðèçàöi¨:

(abbba) = (abb)ba

(abbba) = (abb)(b)a

(abbba)bb = (abb)(b)(abb)

(abbba)(bbba) = (abb)(b)(abb)ba

(abbba)(bbba)abb = (abb)(b)(abb)(baabb)

(abbba)(bbba)(abb) = (abb)(b)(abb)(baabb).

Êîæíà, êðiì îñòàííüî¨ ç öèõ ñïðîá, íå ñïðàöüîâó¹ ÷åðåç ïiäêðåñëåíèé ñóôiêñ, ÿêèé
çàëèøà¹òüñÿ ïiñëÿ ôàêòîðèçàöi¨.
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Ïðåäñòàâëåíèé òóò àëãîðèòì îá÷èñëþ¹ âñi ëèøêè ó âñiõ ñïðîáàõ ïîäâiéíî¨ ôàê-
òîðèçàöi¨. Âií âèÿâëÿ¹ ïîäâiéíó ôàêòîðèçàöiþ òèì, ùî ïîðîæí¹ ñëîâî ¹ îäíèì iç
ëèøêiâ.

Ôîðìàëüíî îá÷èñëåííÿ îðãàíiçîâàíi íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà
âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ íàä ìíîæèíîþ A, i íåõàé

U1 = X−1X \ {1},
Un+1 = X−1Un ∪ U−1

n X (n > 1). (2.11)

Òîäi îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.3.2. Ìíîæèíà X ⊆ A+ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè æîäíà ç ìíî-
æèí Un, âèçíà÷åíèõ ó ôîðìóëi (2.11), íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî ñëîâà.

ßêùî X ⊆ A+ ïðåôiêñîì (îòîæ, êîäîì), òî U1 = X−1X \ {1} = ∅. Òàêèì ÷èíîì,
àëãîðèòì íåãàéíî çàêií÷ó¹òüñÿ äëÿ òàêèõ êîäiâ.

Ïðèêëàä 2.3.3. Íåõàé X � ìíîæèíà, âèçíà÷åíà â ïðèêëàäi 2.3.1. Ñëîâî ba ¹ â
ìíîæèíi U1, äàëi a ∈ U2, òîäi bb ∈ U3 i ba ∈ U4, íà çàâåðøåííi abb ∈ U5 i îñêiëüêè
1 ∈ U6, òî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì, çà òåîðåìîþ 2.3.2.

Â îñíîâi äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2 ¹ ëåìà 2.3.4.

Ëåìà 2.3.4. Íåõàé X ⊆ A+ i (Un)n>1 � ñiì'ÿ, îçíà÷åíà â (2.11). Äëÿ âñiõ n > 1
w ∈ Un òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà p, q > 1 ç p + q = n + 1 i
ñëîâà x1, . . . , xp, y1, . . . , yq ∈ X òàêi, ùî x1 6= y1 i w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yq òàêèì, ùî

x1 · · ·xpw = y1 · · · yq. (2.12)

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n, ùî äëÿ w ∈ Un ñëîâà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó (2.12) iñíóþòü. Ñïî÷àòêó, ÿêùî w ∈ U1, òî çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè U1 ìà¹ìî,
ùî xw = y äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ X òàêèõ, ùî x 6= y, i ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà y, à îòæå
òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 1.

Íåõàé w ∈ Un, äëÿ äåÿêîãî n > 1. Òîäi àáî xw = v, àáî vw = x äëÿ äåÿêèõ x ∈ X
i v ∈ U 1

n. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

x1 · · ·xpv = y1 · · · yq,

äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë p i q òàêèõ, ùî p+ q = n i x1, . . . , xp, y1, . . . , yq ∈ X ç x1 6= y1 i
ñëîâî v ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yq. ßêùî xw = v, òî ðiâíiñòü

x1 · · ·xpxw = y1 · · · yq,

äîâîäèòü, ùî öÿ óìîâà çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ñëîâàìè x1, . . . , xp, xp+1, y1, . . . , yq ç xp+1 = x,
îñêiëüêè ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yq. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî vw = x òî

x1 · · ·xpx = y1 · · · yqw,

äîâîäèòü, ùî öÿ óìîâà çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ñëîâàìè y1, . . . , yq, x1, . . . , xp, xp+1 ç xp+1 = x,
îñêiëüêè ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà x.
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Íàâïàêè, äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n, ùî ÿêùî, äëÿ íàòóðàëüíèõ p i q ç p + q =
n+ 1, iñíóþòü ñëîâà x1, . . . , xp, y1, . . . , yq ∈ X ç x1 6= y1 i ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yq
òàêi, ùî

x1 · · ·xpw = y1 · · · yq,

òîäi w ∈ Un.
Âëàñòèâiñòü î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1. Îñêiëüêè

ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yq, òî ìà¹ìî, ùî yq = vw äëÿ äåÿêîãî ñëîâà v, i ðiâíiñòü
ñòà¹

x1 · · · xp = y1 · · · yq−1v.

Ïîêëàäåìî v = v′xr+1 · · ·xp, äå ñëîâî v′ ¹ ñóôiêñîì ñëîâà xr äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà r òàêîãî, ùî 1 6 r 6 p. Òîäi x1 · · ·xr = y1 · · · yq−1v

′, à îòæå v′ ∈ Ur+q−2 çà
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.

Ïîçàÿê yq = v′xr+1 · · · xpw, òî ìà¹ìî, ùî xr+1 · · ·xpw ∈ U−1
r+q−2X ⊆ Ur+q−1. Äàëi çà

iíäóêöi¹þ ïî i ìè äîâåäåìî, ùî xr+i · · ·xpw ∈ Ur+q+i−2 äëÿ 1 6 i 6 p− r.
Öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ i = 1, i îñêiëüêè xr+i ∈ X, òî ç óìîâè xr+i · · ·xpw ∈ Ur+q+i−2

âèïëèâà¹, ùî xr+i+1 · · ·xpw ∈ Ur+q+i−1. Îòîæ, ìè îòðèìàëè, ùî xpw ∈ Up+q−2 i íà
çàâåðøåííi, ùî w ∈ Up+q−1. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2. ßêùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì, òîã iñíó¹ ðåàëiçàöiÿ

x1x2 · · · xp = y1y2 · · · yq, x1, x2, . . . , xp, y1, y2, . . . , yq ∈ X, x1 6= y1. (2.13)

Çà ëåìîþ 2.3.4, ïîðîæí¹ ñëîâî ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè Up+q−1. Íàâïàêè, ÿêùî 1 ∈ Un,
òî iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ (2.13) ç p+q−1 = n, à öå äîâîäèòü, ùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì.
Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ïðèêëàä 2.3.5. Íåõàé X � ìíîæèíà, âèçíà÷åíà â ïðèêëàäi 2.3.1. Äëÿ

X = {b, abb, abbba, bbba, baabb}

îòðèìó¹ìî

U1 = {ba, bba, aabb}, X−1U1 = {a, ba}, U−1
1 X = {abb},

U2 = {a, ba, abb}, X−1U2 = {a, 1}, U−1
2 X = {bb, bbba, abb, 1, ba}.

îòîæ, 1 ∈ U3 i X íå ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä 2.3.6. Íåõàé X = {a, ab, ba} i A = {a, b}. Ìè ìà¹ìî

U1 = {b}, U2 = {a}, U3 = {1, b}, U4 = X, U5 = U3.

Ìíîæèíà U3 ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî. Îòîæ, X íå ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä 2.3.7. Íåõàé X = {aa, ba, bb, baa, bba} i A = {a, b}. Ìè îòðèìó¹ìî U1 = {a},
U2 = U1. Îòîæ, Un = {a} äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1, à îòæå X ¹ êîäîì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî òåîðåìà 2.3.2 íàäà¹ àëãîðèòì äëÿ ïåðåâiðêè
òîãî, ÷è ðîçïiçíóâàíà ìíîæèíà ¹ êîäîì, i âîíî ¹ î÷åâèäíèì, ÿêùî ìíîæèíà X ¹
ñêií÷åííîþ, îñêiëüêè êîæíà ìíîæèíà Un ñêëàäà¹òüñÿ ç ñóôiêñiâ ñëiâ ó ìíîæèíi X.
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Òâåðäæåííÿ 2.3.8. ßêùî X ⊂ A+ � ðîçïiçíóâàíà ìíîæèíà, òî ìíîæèíà âñiõ Un
(n > 1) ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç ∼X ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèíòàêñè÷íà êîíãðóåíöiÿ íà ìíî-
æèíi X.

Íåõàé µ � êîíãðóåíöiÿ íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ ç äâîìà êëàñàìè {1} i A+. Íåõàé
ι =∼X ∩µ. Ìè âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèé çàãàëüíèé ôàêò.

ßêùî L ⊆ A∗ � îá'¹äíàííÿ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi êîíãðóåíöi¨ θ, òîäi Y −1L ¹
îá'¹äíàííÿì êëàñiâ êîíãðóåíöi¨ mod θ, äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Y âiëüíîãî ìîíî-
¨äà A∗. (Ñïðàâäi, íåõàé z ∈ Y −1L i z′ ≡ z mod θ. Òîäi yz ∈ L äëÿ äåÿêîãî y ∈ Y ,
çâiäêè îòðèìó¹ìî yz′ ∈ L. Îòîæ, z′ ∈ Y −1L.)

Äîâåäåìî, ùî êîæíà ìíîæèíà Un ¹ îá'¹äíàííÿì êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ι çà ií-
äóêöi¹þ ïî n > 1. Äëÿ n = 1 ìíîæèíà X ¹ îá'¹äíàííÿì êëàñiâ âiäíîøåííÿ ∼X ,
òàêèì ÷èíîì ìíîæèíà X−1X òàêîæ ¹ îá'¹äíàííÿì êëàñiâ äëÿ âiäíîøåííÿ ∼X , i,
íàðåøòi, X−1X \ {1} � îá'¹äíàííÿ êëàñiâ âiäíîøåííÿ ι. Äàëi, ÿêùî ìíîæèíà Un ¹
îá'¹äíàííÿì êëàñiâ âiäíîøåííÿ ι, òî çà ïîïåðåäíiì ôàêòîì îáèäâi ìíîæèíè U−1

n X i
X−1Un � îá'¹äíàííÿ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ι. Òàêèì ÷èíîì, Un+1 ¹ îá'¹äíàííÿì êëà-
ñiâ âiäíîøåííÿ ι. Ç òîãî, ùî ìíîæèíà X ðîçïiçíóâàíà, âèïëèâà¹, ùî ι ìà¹ ñêií÷åííèé
iíäåêñ. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ïðèêëàä 2.3.9. Íåõàé A = {a, b} i X = ba∗. Òîäi X ¹ ðîçïiçíóâàíèì ñóôiêñíèì
êîäîì. Ñïðàâäi, U1 = a+ i U2 = ∅. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü (Un) ìà¹ äâà ðiçíèõ
åëåìåíòè.
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2.4 Êîäè òà ðîçïîäiëè Áåðíóëëi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ðîçïîäiëè Áåðíóëëi. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ðîçïîäiëó
Áåðíóëëi π íà A∗ i ïiäìíîæèíè X ⊆ A∗ ìè âèçíà÷à¹ìî

π(X) =
∑
x∈X

π(x).

Çíà÷åííÿ π(X) ¹ íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì àáî äîðiâíþ¹ +∞. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì¨ (Xi)i>0,
ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ìà¹ìî

π

(⋃
i>0

Xi

)
>
∑
i>0

π(Xi), (2.14)

ç ðiâíiñòþ, ÿêùî ìíîæèíè Xi ¹ ïîïàðíî íåïåðåòèííèìè.

Ïðèêëàä 2.4.1. Íåõàé A = {a, b} i X = {a, ba, bb}. Íåõàé π � ðîçïîäië Áåðíóëëi íà
âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Ïîêëàâøè p = π(a) i q = π(b), îòðèìó¹ìî

π(X) = p+ pq + q2 = p+ pq + (1− p)q = p+ q = 1.

Äëÿ ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π i ìíîæèíè X, íàãàäà¹ìî, ùî éìîâiðíiñòü ïîðîäæåíà
ðÿäîì íàä X äîðiâíþ¹

FX(t) =
∑
n>0

π(X ∩ An)tn.

Îñêiëüêè π(X ∩ An) 6 1, òî ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó FX(t) äîðiâíþ¹ ùîíàéìåíøå 1 i
π(X) = FX(1).

Ëåìà 2.4.2. Íåõàé π � ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Òîäi

(i) FX∪Y (t) = FX(t) + FY (t), ÿêùî X ∩ Y = ∅,
(ii) FXY (t) = FX(t)FY (t), ÿêùî äîáóòîê XY ¹ îäíîçíà÷íèì,

äëÿ ïiäìíîæèí A,B ⊆ A+.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi çàóâàæèìî,
ùî

XY ∩ An =
⋃

i+j=n

(X ∩ Ai)(Y ∩ Aj),

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n. Âèùåçãàäàíå îá'¹äíàííÿ ¹ äèç'þíêòíèì ó âèïàäêó, êîëè
äîáóòîê XY ¹ îäíîçíà÷íèì. Îòæå, ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

π(XY ∩ An) =
⋃

i+j=n

π((X ∩ Ai)(Y ∩ Aj)),

i îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ î÷åâèäíà ðiâíiñòü

π((X ∩ Ai)(Y ∩ Aj)) = π((X ∩ Ai))π((Y ∩ Aj)),

òî îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (ii).
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Çàóâàæèìî, ùî
FX1···Xm(t) = FX1(t) · · ·FXm(t).

ó âèïàäêó, êîëè êîæíå ñëîâî â äîáóòêó X1 · · ·Xm ìà¹ ¹äèíó ôàêòîðèçàöiþ, ÿê äîáó-
òîê ñëiâ ó X1, . . . , Xm.

Òâåðäæåííÿ 2.4.3. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i π � ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âiëüíîìó
ìîíî¨äi A∗. Òîäi

FX∗(t) =
1

1− FX(t)
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè FX(0) = 0, òî

1

1− FX(t)
=
∑
n>0

FX(t)n.

Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî äîáóòêè Xn ¹ îäíîçíà÷íèìè, òîáòî êîæíå ñëîâî â
Xn ìà¹ ¹äèíó ôàêòîðèçàöiþ, ÿê äîáóòîê n ñëiâ ó ìíîæèíi X. Çà ëåìîþ 2.4.2 îòðèìó¹-
ìî, ùî FXn(t) = FX(t)n. Îñêiëüêè áiëüøå òîãî ìíîæèíè Xn ¹ ïîïàðíî äèç'þíêòíèìè,
òî ìà¹ìî

FX∗(t) = F⋃
n>0X

n(t) =
∑
n>0

FXn(t).

Îòîæ, îòðèìó¹ìî

1

1− FX(t)
=
∑
n>0

FX(t)n =
∑
n>0

FXn(t) = FX∗(t),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi îòðèìà¹ìî íàñòóïíå íàñëiäêè, ùî âiä-
íîñÿòüñÿ äî çâè÷àéíèõ ïîðîäæóþ÷èõ ôóíêöié fX(t) i fX∗(t) ìíîæèí X i X∗, âiäïî-
âiäíî.

Íàñëiäîê 2.4.4. Íåõàé X � êîä íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì A. Òîäi

fX∗(t) =
1

1− fX(t)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çà ðiâíÿííÿì (1.31) äëÿ îäíîðiäíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi îòðè-
ìó¹ìî, ùî fX(t) = FX(kt) i fX∗(t) = FX∗(kt), äå k = Card(A). Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ
òâåðäæåííÿì 2.4.3.

Òåîðåìà 2.4.5. ßêùî X ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A, òî π(X) 6 1 äëÿ âñiõ ðîçïîäiëiâ
Áåðíóëëi π íà A∗.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ¹ ñêií÷åííèì. Òîäi çíà÷åííÿ π(X) ¹ òàêîæ ñêií-
÷åííèì. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, that π(X) > 1. Òîäi FX(1) > 1, à îòæå iñíó¹ ÷èñëî
r < 1 òàêå, ùî FX(r) = 1. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî çà òâåðäæåííÿì 2.4.3
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

FX∗(t) =
1

1− FX(t)
.

Òîäi ðÿä FX∗(t) ðîçáiãà¹òüñÿ äëÿ t = r, à îòæå ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó FX∗(t) ¹ ñòðîãî
ìåíøèì çà 1, ùî ñóïåðå÷èòü éìîâiðíîñòi ïîðîäæóþ÷îãî ðÿäó.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ π(X) ¹ îáìåæåííÿì çâåðõó çíà÷åíü äëÿ ñêií÷åííèì ïiäìíîæèí
ç X, çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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Ó âèïàäêó, êîëè àëôàâiò A ¹ ñêií÷åííèì i, êîëè ðîçïîäië π ¹ ðiâíîìiðíèì, îòðè-
ìó¹ìî

Íàñëiäîê 2.4.6. Íåõàé X � êîä íàä àëôàâiòîì ç k ëiòåð. Òîäi∑
x∈X

k−|x| 6 1.

Ïðèêëàä 2.4.7. Íåõàé A = {a, b} i X = {b, ab, ba}. Îçíà÷èìî ðîçïîäië Áåðíóëëi π
òàê: π(a) = 1/3, π(b) = 2/3. Òîäi

π(X) =
2

3
+

2

9
+

2

9
=

10

9
,

à îòæå ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ π(a) = π(b) = 1/2 îòðèìó¹ìî
π(X) = 1. Òàêèì ÷èíîì, íå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì ç
iíøèì ðîçïîäiëîì.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òâåðäæåííÿ îáåðíåíå äî òåîðåìè 2.4.5 íå âèêî-
íó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 2.4.8. Íåõàé A = {a, b} i X = {ab, aba, aab}. Òîäi ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì,
îñêiëüêè

(aba)(ab) = (ab)(aab).

Ïðîòå áóäü-ÿêèé ðîçïîäië Áåðíóëëi π äà¹ π(X) < 1. Ñïðàâäi, ïîêëàäåìî p = π(a) i
q = π(b). Òîäi

π(X) = pq + 2p2q.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìè çàâæäè ìà¹ìî pq 6 1
4
i òàêîæ p2q 6 4

27
, îñêiëüêè p + q = 1.

Âíàñëiäîê öüîãî îòðèìó¹ìî

π(X) 6
1

4
+

8

27
< 1.

Öåé ïðèêëàä äà¹ õîðîøó iëþñòðàöiþ ìåæ òåîðåìè 2.4.5 ó ¨¨ âèêîðèñòàííi äëÿ
ïåðåâiðêè òîãî, ÷è ¹ ìíîæèíà êîäîì. Ñïðàâäi, ìíîæèíà X ç ïðèêëàäó 2.4.8, äå òåñò ¹
õèáíèì, îòðèìóþòü ç ìíîæèíè ç ïðèêëàäó 2.4.7, äå òåñò ¹ óñïiøíèì, ïðîñòî øëÿõîì
çàìiíè b íà ab. Öå ïîêàçó¹, ùî îá÷èñëåíèé àðãóìåíò çîáðàæåíèé ðîçïîäiëîì Áåðíóëëi
âðàõîâó¹ ÿê äîâæèíè, òàê i êiëüêiñòü ñëiâ. Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 2.4.5 äîçâîëÿ¹
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì, ëèøå êîëè ¹ �çàíàäòî áàãàòî êîðîòêèõ
ñëiâ�.

Òâåðäæåííÿ 2.4.9. Íåõàé X � êîä íàä àëôàâiòîì A. ßêùî iñíó¹ äîäàòíié ðîçïîäië
Áåðíóëëi π íà A∗ òàêèé, ùî π(X) = 1, òî êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî êîä X íå ¹ ìàêñèìàëüíèé. Òîäi iñíó¹ äåÿêå ñëîâî y /∈ X
òàêå, ùî Y = X ∪{y} ¹ êîäîì. Çà òåîðåìîþ 2.4.5 ìà¹ìî, ùî π(Y ) 6 1. Ç iíøîãî áîêó,

π(Y ) = π(X) + π(y) = 1 + π(y).

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî π(y) = 0, ùî ¹ íåìîæëèâèì îñêiëüêè ðîçïîäië Áåðíóëëi π
¹ äîäàòíiì.
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Òâåðäæåííÿ 2.4.9 ¹ äóæå êîðèñíèì äëÿ äîâåäåííÿ ìàêñèìàëüíîñòi êîäó. Ïðÿìèé
ìåòîä äîâåäåííÿ ìàêñèìàëüíîñòi, çàñíîâàíèé íà îçíà÷åííi, íàñïðàâäi çàçâè÷àé íà-
áàãàòî ¹ ñêëàäíiøèì, íiæ ïåðåâiðêà óìîâ òâåðäæåííÿ. Áiëüø ÷iòêå òâåðäæåííÿ, ùî
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âåëèêîãî êëàñó êîäiâ, áóäå âèêëàäåíî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi (òåî-
ðåìà 2.5.16).

Ïðèêëàä 2.4.10. Â óìîâàõ ïðèêëàäó 2.4.1, îñêiëüêè π(X) = 1 i êîä X ¹ ïðåôiêñíèì,
òî X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 2.4.11. Ðîçãëÿíåìî çíîâó êîä Äèêà D íàä àëôàâiòîì A = {a, b}, îïèñàíèé
â ïðèêëàäi 2.2.13. Íåõàé π � ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, i ïîêëàäåìî
p = π(a), q = π(b).

Íåõàé Da = D ∩ aA∗ i Db = D ∩ bA∗. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà Da óòâîðþ¹òüñÿ
çi ñëiâ x íàä àëôàâiòîì A òàêèõ, ùî |u|a − |u|b > 0 äëÿ êîæíîãî íåïîðîæíüîãî âëàñ-
íîãî ïðåôiêñà u ñëîâà x, àáî åêâiâàëåíòíî |v|a − |v|b < 0 äëÿ êîæíîãî íåïîðîæíüîãî
âëàñíîãî ñóôiêñà v ñëîâà x. Çîêðåìà, Da = bD̃b, îñêiëüêè òàêå æ ñàìå òâåðäæåííÿ
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ Db, ÿêùî çàìiíèòè b íà a. Ïîêàæåìî öå

Da = aD∗ab i Db = bD∗ba. (2.15)

Íåõàé x � ñëîâî ç ìíîæèíè Da. Î÷åâèäíî, ùî x = ayb äëÿ äåÿêîãî ñëîâà y ∈ A∗.
Îñêiëüêè |x|a = |x|b, òî ìà¹ìî, ùî |y|a = |y|b, à îòæå y ∈ D∗. Ïîêëàäåìî y = y1y2 · · · yn
ç yi ∈ D. Òîäi êîæåí åëåìåíò yi íàëåæèòü Da. Ñïðàâäi, ÿêùî yi ∈ Db, òî ay1 · · · yi−1b
¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi Da, à öå ñóïåðå÷èòü òîì ôàêòó, ùî
ìíîæèíà D ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì. Íàâïàêè, êîæíå ñëîâî ç ìíîæèíè aD∗ab, î÷åâèäíî
íàëåæèòü ìíîæèíi Da. Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü Da = aD∗ab. Äðóãà ðiâíiñòü äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

Îñêiëüêè âñi äîáóòêè â ðiâíîñòi (2.15) ¹ îäíîçíà÷íèìè, îòðèìó¹ìî

FDa(t) = Fa(t)FD∗a(t)Fb(t).

Îñêiëüêè ìíîæèíà Da ¹ êîäîì, òî

FD∗a(t) =
1

1− FDa(t)
.

Îòæå âåëè÷èíà FDa(t) ¹ îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

Y (t)2 − Y (t) + pqt2 = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè

1 +
√

1− 4pqt2

2
i

1−
√

1− 4pqt2

2
.

Îñêiëüêè FDa(0) = 0, òî

FDa(t) =
1−

√
1− 4pqt2

2
.

Ïîçàÿê Da = D̃b, òî ìà¹ìî, ùî FDa(t) = FDb
(t). Îòæå FD(t) = 2FDa(t), çâiäêè âèïëè-

âà¹, ùî
FDa(t) = 1−

√
1− 4pqt2.
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Îòîæ, π(D) = 1−
√

1− 4pqt2, àáî åêâiâàëåíòíî, ùî π(D) = 1− |p− q| îñêiëüêè

(p− q)2 = (p+ q)2 − 4pq = 1− 4pq.

Äëÿ π(a) = π(b) = 1/2 ìà¹ìî, ùî π(D) = 1. Öå äà¹ iíøå äîâåäåííÿ òîãî, ùî
ìíîæèíà D ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì (ïðèêëàä 2.2.13). Çàóâàæèìî, ùî π(D) < 1 äëÿ
äîâiëüíîãî iíøîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi.

Ïðèêëàä 2.4.12. Ìíîæèíà X =
⋃
n>0 a

nbAn ¹ ïðåôiêñíîþ, à îòæå âîíà ¹ êîäîì
íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Ìíîæèíà X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì. Ñïðàâäi, íåõàé π �
äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi, i ïîêëàäåìî p = π(a). Òîäi

π(anbAn) = pn(1− p),

à îòæå îòðèìó¹ìî

π(X) =
∑
n>0

pn(1− p) = (1/(1− p))(1− p) = 1.

Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêå äîâîäèòü, ùî íåðiâíiñòü íàñëiäêà 2.4.6 ¹
ôàêòè÷íî æîðñòêîþ.

Òåîðåìà 2.4.13 (Êðàôòà�Ìàêìiëëàíà). Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (un)n>1 öi-
ëèõ ÷èñåë iñíó¹ êîä X íàä àëôàâiòîì A ç k ñèìâîëiâ òàêèé, ùî un = Card(X ∩An)
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ∑

n>1

unk
−n 6 1. (2.16)

Áiëüøå òîãî, êîä X ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âií áóâ ïðåôiêñíèì1.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2.4.6. Íàâïàêè çàóâàæèìî ñïî÷àòêó,
ùî çà íåðiâíiñòþ ìà¹ìî òàêîæ

∑
16i6n

uik
−i 6 1, àáî åêâiâàëåíòíî, ïîìíîæèâøè îáèäâi

÷àñòèíè öi¹¨ íåðiâíîñòi íà kn, ìà¹ìî
∑

16i6n

uik
n−i 6 kn äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

n > 1. Òåïåð äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n > 1, ùî iñíó¹ ïðåôiêñíèé êîä Xn íà àëôàâiòi
A ç k ñèìâîëiâ òàêèé, ùî Card(Xn ∩ Ai) = ui äëÿ 1 6 i 6 n.

Öå òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ n = 1, îñêiëüêè u1 6 k. Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî
âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n. Ìíîæèíà ñëiâ äîâæèíè n+ 1 ç ïðåôiêñîì â Xn ¹⋃

16i6n

(
Xn ∩ Ai

)
An+1−i.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè n+ 1 ç ïðåôiêñîì â Xn äîðiâíþ¹

s =
∑

16i6n

uik
n+1−i.

Îñêiëüêè s+un+1 6 kn+1, òî ìè ìîæåìî âèáðàòè ìíîæèíó Y ñëiâ un+1 äîâæèíè n+1
áåç ïðåôiêñiâ ç Xn. Ó öüîìó âèïàäêó, ìíîæèíà Xn+1 = Xn ∪ Y ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì
ç ðîçïîäiëîì äîâæèíè (ui)16i6n+1.

1Íåðiâíiñòü (2.16) íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Êðàôòà.
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2.5 Ïîâíi ìíîæèíè

Áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà êîäó ñàìà ¹ êîäîì. Îòæå, âàæëèâî çíàòè ñòðóêòóðó ìàêñè-
ìàëüíèõ êîäiâ. Áàãàòî ðåçóëüòàòiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ â öié êíèçi, ñòîñóþòüñÿ ìàêñèìàëü-
íèõ êîäiâ.

Ïîíÿòòÿ ïîâíèõ ìíîæèí, ââåäåíèõ ó öüîìó ïiäðîçäiëi, â ïåâíîìó ñåíñi ¹ äóàëüíèì
äî ïîíÿòòÿ êîäó. Íàïðèêëàä, áóäü-ÿêà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü ïîâíó ìíîæèíó, ¹ ïîâ-
íîþ. Íàâiòü ÿêùî äóàëüíiñòü íå ¹ äîñêîíàëî çáàëàíñîâàíîþ, âîíà äîçâîëÿ¹ ñôîðìó-
ëþâàòè ìàêñèìàëüíiñòü ó òåðìiíàõ ïîâíîòè, çàìiíþþ÷è òàêèì ÷èíîì åêñòðåìàëüíó
âëàñòèâiñòü êîìáiíàòîðíîþ.

Íåõàé M � ìîíî¨ä i P � ïiäìíîæèíà â M . Åëåìåíò m ∈ M íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâ-
íþâàëüíèì ó ìíîæèíi P , ÿêùî iñíóþòü åëåìåíòè u, v ∈ M òàêi, ùî umv ∈ P . Öå
åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî ìíîæèíà P ïåðåòèíà¹ äâîái÷íèé iäåàë MmM ,

MmM ∩ P 6= ∅,

àáî, iíøèìè ñëîâàìè, ùî
m ∈ F (P ) = M−1PM−1.

Ïiä ïîïîâíþâàëüíèì ñëîâîì áóäåìî ðîçóìiòè ïîïîâíþâàëüíèé åëåìåíò âiëüíîãî
ìîíî¨äà. Ñëîâî (åëåìåíò), ÿêå (ÿêèé) íå ¹ ïîïîâíþâàëüíèì â P íàçèâà¹òüñÿ íåïîïîâ-
íþâàëüíèì. Ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ïîïîâíþâàëüíèìè â P çâè÷àéíî çáiãà¹òüñÿ ç
F (P ); ìíîæèíà F (P ) = M \ F (P ) íåïîïîâíþâàëüíèõ åëåìåíòiâ ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì
ó ìîíî¨äi M , ùî íå ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó P .

Ïiäìíîæèíà P ìîíî¨äàM íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ âM , ÿêùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè
M ¹ ïîïîâíþâàëüíèìè â P , òîáòî, ÿêùî F (P ) = M , àáî åêâiâàëåíòíî, ÿêùî P ïåðå-
òèíà¹ âñi (äâîái÷íi) iäåàëè â ìîíî¨äi M . Î÷åâèäíî, ùî êîæíà íàäìíîæèíà ùiëüíî¨
ìíîæèíè ¹ ùiëüíîþ.

Âèêîðèñòàííÿ ïðèêìåòíèêà �ùiëüíèé� ìîòèâó¹òüñÿ òèì, ùî ùiëüíi ïiäìíîæèíè
â ìîíî¨äi M ¹ ùiëüíèìè ïiäìíîæèíàìè â ìîíî¨äi M ñòîñîâíî äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà M
(äèâ. âïðàâó 2.8.16).

Ïðèêëàä 2.5.1. Íåõàé A = {a}. Ùiëüíèìè ïiäìíîæèíàìè ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ ¹
íåñêií÷åííi ïiäìíîæèíè.

Ïðèêëàä 2.5.2. Ó ãðóïi G êîæíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ¹ ùiëüíîþ, îñêiëüêè
GmG = G äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ G.

Ïðèêëàä 2.5.3. Êîä Äèêà D íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ â
A∗. Ñïðàâäi, ÿêùî w ∈ A∗, òî v = a2|w|bwb|w|, î÷åâèäíî, ¹ åëåìåíòîì â D∗. Êðiì òîãî,
íå ìà¹ âëàñíîãî íåïîðîæíüîãî ïðåôiêñà ñëîâà v, ùî ¹ â D∗. Îòîæ, v ¹ åëåìåíòîì
êîäà D, à öå äîâîäèòü, ùî ñëîâî w ¹ ïîïîâíþâàëüíèì â ìíîæèíi D.

Êîðèñíî ìàòè ñïåöiàëüíèé òåðìií äëÿ êîäiâ X òàêèì, ùî ïiäìîíî¨ä X∗ ¹ ùiëüíèì
ó âiëüíîìó ìîíî¨äi íàä äåÿêèì àëôàâiòîì. Ïiäìíîæèíà P ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ
ïîâíîþ â M , ÿêùî ïiäìîíî¨ä, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ P ¹ ùiëüíèì. Êîæíà
ùiëüíà ìíîæèíà òàêîæ ¹ ïîâíîþ. Äàëi, ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ïîâíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F (X∗) = A∗.
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Ïðèêëàä 2.5.4. Áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè a+ ¹ ïîâíîþ,
îñêiëüêè âîíà ïîðîäæó¹ íåñêií÷åííèé ïiäìîíî¨ä.

Òåîðåìà 2.5.5. Êîæåí ìàêñèìàëüíèé êîä ¹ ïîâíîþ ìíîæèíîþ.

Òåîðåìà 2.5.5 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.5.6. Íåõàé A � àëôàâiò i X ⊂ A+ � ìàêñèìàëüíèé êîä. Òîäi

X∗wA∗ ∩X∗ 6= ∅,

äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì ó âèïàäêó, êîëè Card(A) = 1, àáî ÿêùî w ¹
ïîðîæíiì ñëîâîì. Â iíøîìó âèïàäêó, çà òâåðäæåííÿì 1.3.6 iñíó¹ ñëîâî w′ ∈ A+ òàêå,
ùî y = ww′ ¹ íåîáëÿìîâàíèì. Ïîêëàäåìî Y = X ∪ {y}. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî
X∗yA∗ ∩ X∗ 6= ∅. Ïîçàÿê ìíîæèíà Y íå ¹ êîäîì, òî ìà¹ìî x1 · · ·xn = y1 · · · ym ç
n,m > 1, xi, yj ∈ Y i x1 6= y1. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî õî÷à á îäíå çi ñëiâ
xi, yj äîðiâíþ¹ ñëîâó y. Ðîçãëÿíåìî êðàéí¹ çëiâà âèíèêíåííÿ ñëîâà y ñåðåä ñëiâ xi, yj.
Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî ñëîâî y âèíèêà¹ ñåðåä ñëiâ xi, ñêàæåìî, íàïðèêëàä, ç
iíäåêñîì k. Îòîæ, x1, . . . , xk−1 ∈ X i xk = y. Íåõàé l � íàéìåíøèé iíäåêñ òàêèé, ùî
ñëîâî x1 · · ·xk ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà y1 · · · yl. Ïîêëàäåìî

z = x1 · · ·xku = y1 · · · yl.

Î÷åâèäíî, ùî z ∈ X∗yA∗ (äèâ. ðèñ. 2.4). Ìè äîâåäåìî, ùî z ∈ X∗, ïîêàçàâøè, ùî

x1 xk−1 xk = y

y1 yp yl

u

Ðèñ. 2.4: Äîâåäåííÿ òîãî, ùî z ∈ X∗yA∗ ∩X∗

y1, · · · , yl ∈ X. Íåõàé p � íàéìåíøèé iíäåêñ òàêèé, ùî ñëîâî x1 · · ·xk−1 ¹ ïðåôiê-
ñîì ñëîâà y1 · · · yp. Ïîêëàäåìî x1 · · ·xk−1v = y1 · · · yp, çi ñëîâîì v, ÿêå ¹ íåïîðîæíiì,
îñêiëüêè ìíîæèíà X êîäîì. Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî xku = vyp+1 · · · yl. Ç ìiíiìàëüíîñòi
÷èñëà k âèïëèâà¹, ùî y1, . . . , yp ∈ X. Äàëi, yp+1, . . . , yl−1 ¹ âëàñíèìè ìíîæíèêàìè
ñëîâà xk = y, à îòæå ¹ òàêîæ åëåìåíòîì ìíîæèíè X. Íà çàâåðøåííi îòðèìó¹ìî, ùî
yl 6= y, îñêiëüêè ñëîâî y ¹ íåîáëÿìîâàíèì. Òàêèì ÷èíîì, yl ∈ X i z ∈ X∗.

Ïðèêëàä 2.5.7. Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåâiðèòè îäíó ç âèìîã, íàâåäåíèõ ó ïiäðîçäi-
ëi 2.1, à ñàìå: iñíóþòü ñêií÷åííi êîäè, ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó ñêií÷åííîìó
êîäi.

Íåõàé X = {a5, ba2, ab, b}. Ìíîæèíà X ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Äî-
âiëüíèé ìàêñèìàëüíèé êîä, ÿêèé ÷èñòèòü êîä X ¹ íåñêií÷åííèì. Ñïðàâäi, íåõàé Y �
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ìàêñèìàëüíèé êîä íàä àëôàâiòîì A, ÿêèé ìiñòèòü êîä X. Ïðèïóñòèìî, ùî êîä Y ¹
ñêií÷åííèì. Ïîêëàäåìî m = max{|y| : y ∈ Y } i íåõàé

u = bma4+5mbm.

Îñêiëüêè êîä Y ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî çà òåîðåìîþ 2.5.5 âií ¹ ïîâíîþ ìíîæèíîþ. Îòîæ,
ñëîâî u ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â Y ∗. Àíi ñëîâî bm, íi ñëîâî a4+5m íå ìîæóòü áóòè âëàñ-
íèìè ìíîæíèêàìè ñëîâà ç êîäó Y . Îòæå iñíóþòü ñëîâà y, y′ ∈ Y ∪ {1} i öiëi ÷èñëà
p, q, r > 0 òàêi, ùî

u = bpyaqy′br

ç aq ∈ Y ∗ (äèâ. ðèñ. 2.5). Ñëîâî a5 ¹ ¹äèíèì ñëîâîì ó êîäi Y , ùî íå ìiñòèòü ëiòåðó b.

y y′

bm a4+5m bm

Ðèñ. 2.5: Ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà bma4+5mbm ñëîâàìè ç êîäó Y

Òàêèì ÷èíîì ÷èñëî q ¹ êðàòíèì ÷èñëó 5, à öå îçíà÷à¹, ùî |y|a + |y′|a ≡ 4 mod 5.

Íåõàé y = bha5s+i i y′ = aj+5tbk ç 0 6 i, j 6 4. Ìà¹ìî, ùî i + j ≡ 4 mod 5, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî i+ j = 4. Ìè äîâåäåìî, ùî äîâiëüíèé âèáið ÷èñåë i òà j ïðèçâîäèòü äî
âèñíîâêó, ùî ìíîæèíà Y íå ¹ êîäîì. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

ßêùî i = 0, j = 4, òî k > 1 i ìè îòðèìó¹ìî, ùî

ba2 · a5t+4bk = b · a5(t+1) · ab · bk−1.

ßêùî i = 1, j = 3, òî
bha5s+1 · b = bh · a5s · ab.

ßêùî i = 2, j = 2, òî
b · a2+5tbk = ba2 · a5t · bk.

ßêùî i = 3, j = 1, òî h > 1 i ìè îòðèìó¹ìî, ùî

bha5s+3 · b = bh−1 · ba2 · a5s · ab.

ßêùî i = 4, j = 0, òî
bha5s+4 · ab = bh · a5(s+1) · b.

Öåé ïðèêëàä ¹ êîíêðåòíèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨ (äèâ. òâåðäæåí-
íÿ 12.3.1).

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 2.5.5 ¹ íåïðàâèëüíèì (äèâ. ïðèêëàä 2.5.9). Îä-
íàê, âîíî ¹ ïðàâèëüíèì ïðè äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ, ÿêi ñïèðàþòüñÿ íà íàñòóïíå
îçíà÷åííÿ.
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Ïiäìíîæèíà P ìîíî¨äàM , ÿêà íå ¹ ùiëüíîþ, íàçèâà¹òüñÿ òîíêîþ. ßêùî ïiäìíî-
æèíà P ¹ òîíêîþ, òî iñíó¹ õî÷à á îäèí åëåìåíò m ó ìîíî¨äi M , ÿêèé ¹ íåïîïîâíþ-
âàëüíèì ó P , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà MmM ∩ P = ∅, àáî ¨é åêâiâàëåíòíà óìîâà
F (P ) 6= M .

Âèêîðèñòàííÿ ïðèêìåòíèêà �òîíêèé� ìîòèâó¹òüñÿ ðåçóëüòàòàìè, òàêèìè ÿê òâåðä-
æåííÿ 2.5.8 àáî 2.5.12.

Òâåðäæåííÿ 2.5.8. Íåõàé M � ìîíî¨ä i P,Q,R ⊆ M . Òîäi ìíîæèíà P ∪ Q ¹
òîíêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè P i Q ¹ òîíêèìè. ßêùî ìíîæèíà R ¹ ùiëüíîþ i
ìíîæèíà P ¹ òîíêîþ, òî ìíîæèíà R \ P ¹ ùiëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïiäìíîæèíè P i Q ìîíî¨äà M ¹ òîíêèìè, òî iñíóþòü åëåìåíòè
m,n ∈M òàêi, ùî

MmM ∩ P = ∅ i MnM ∩Q = ∅.

Ïîçàÿê MnnM ⊆MmM i MnnM ⊆MnM , òî

MmnM ∩ (P ∪Q) = (MmnM ∩ P ) ∪ (MmnM ∩Q) ⊆
⊆ (MmM ∩ P ) ∪ (MnM ∩Q) =

= ∅,

à îòæå åëåìåíò mn ¹ íåïîïîâíþâàëüíèì â P ∪Q. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà P ∪Q
¹ òîíêîþ âM . Íàâïàêè, ÿêùî ìíîæèíà P ∪Q ¹ òîíêîþ âM , òî iñíó¹ åëåìåíò m ∈M ,
ÿêèé ¹ íåïîïîâíþâàëüíèì â P ∪Q, à îòæå ¹ íåïîïîâíþâàëüíèì â êîæíié ç ìíîæèí
P i Q. Îòîæ, ïiäìíîæèíè P i Q ìîíî¨äà M ¹ òîíêèìè. ßêùî ìíîæèíà R ¹ ùiëüíîþ
â ìîíî¨äi M i ìíîæèíà P ¹ òîíêîþ â M , òî ìíîæèíà R \ P íå ìîæå áóòè òîíêîþ â
M , îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó R = (R \ P ) ∪ P ìàëà á áóòè òàêîæ òîíêîþ â ìîíî¨äi
M çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì.

Òîíêi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìîíî¨äà ìàþòü äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, áóäü-
ÿêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â A∗ ¹ î÷åâèäíî òîíêîþ. Áiëüø òîãî, ÿêùî X i Y � òîíêi
ïiäìíîæèíè ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, òî ìíîæèíà XY ¹ òàêîæ òîíêîþ â A∗. Ñïðàâäi,
ÿêùî u /∈ F (X) i v /∈ F (Y ), òî uv /∈ F (XY ).

Ïðèêëàä 2.5.9. Êîä Äèêà D íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ùiëüíèì ó âiëüíîìó ìîíî¨äi
A∗ (äèâ. ïðèêëàä 2.5.31). Òàêîæ êîä Äèêà D ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì, îñêiëüêè âií ¹
ãðóïîâèì (äèâ. ïðèêëàä 2.1.11). Äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ D çà òâåðäæåííÿì 2.5.8 êîä
D\{x} çàëèøà¹òüñÿ ùiëüíèì ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, à îòæå êîä D\{x} ¹ ïîâíèì. Àëå
çâè÷àéíî êîä D \ {x} íå ¹ áiëüøå ìàêñèìàëüíèì. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî îáåðíåíå
òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 2.5.5 íå âèêîíó¹òüñÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 2.5.5 ¹ iñòèííèì ó âèïàäêó êîäiâ, ÿêi ¹ òîíêèìè
i ïîâíèìè. Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó, íàâåäåìî äåÿêi êîðèñíi
âëàñòèâîñòi òîíêèõ i ïîâíèõ ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 2.5.10. Íåõàé A � àëôàâiò, X ⊂ A∗ � òîíêà òà ïîâíà ìíîæèíà, i
w � ñëîâî íåïîïîâíÿëüíå â X. Òîäi

A∗ =
⋃

d∈D, g∈G

d−1X∗g−1 = D−1X∗G−1, (2.17)

äå D i G � ìíîæèíè ñóôiêñiâ (âiäï. ïðåôiêñiâ) ñëîâà w.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé z ∈ A∗. Ïîçàÿê ìíîæèíà X∗ ¹ ùiëüíîþ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, òî
ñëîâî wzw ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ó X∗, à îòæå

uwzwv ∈ X∗,

äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A∗. Òåïåð ñëîâî w íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â X. Òàêèì ÷èíîì,
iñíóþòü äâi ôàêòîðèçàöi¨ w = g1d = gd1 òàêi, ùî

ug1, dzg, d1v ∈ X∗.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî z ∈ d−1X∗g−1.

Òâåðäæåííÿ 2.5.11. Íåõàé A � àëôàâiò i X � òîíêà òà ïîâíà ìíîæèíà ó âiëü-
íîìó ìîíî¨äi A∗. Òîäi π(X) > 1 äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π
íà A∗.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî, ùî π(A∗) = ∞. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ â ðiâíîñòi (2.17) ¹ ñêií÷åí-
íèì, òî iñíó¹ ïàðà (d, g) ∈ D ×G òàêà, ùî π(d−1X∗g−1) =∞. Òåïåð

d(d−1X∗g−1)g ⊂ X∗.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
π(d)π(d−1X∗g−1)π(g) 6 π(X∗).

Ç äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π âèïëèâà¹, ùî π(dg) 6= 0. Îòîæ, π(X∗) =
∞. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

π(X∗) 6
∑
n>0

π(Xn) 6
∑
n>0

(π(X))n.

Ïðèïóñòèâøè, ùî π(X) < 1, îòðèìó¹ìî, ùî π(X∗) <∞. Îòîæ, π(X) > 1.

Çâåðíåìî óâàãó íà íàñòóïíó âëàñòèâiñòü, ùî ïîêàçó¹, ÿê âæå ñòâåðäæóâàëîñÿ
ðàíiøå, ùî òîíêà ìíîæèíà ìà¹ ëèøå äåêiëüêà ñëiâ.

Òâåðäæåííÿ 2.5.12. Íåõàé A � àëôàâiò i X � òîíêà ìíîæèíà ó âiëüíîìó ìîíî¨äi
A∗. Òîäi π(X) <∞ äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π íà A∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w � ñëîâî, ÿêå íå ¹ ìíîæíèêîì æîäíîãî ñëîâà ç ìíîæèíè X:
w /∈ F (X). Ïîêëàäåìî n = |w|. Òîäi ìà¹ìî n > 1. Äëÿ 0 6 i 6 n− 1 ðîçãëÿíåìî

Xi = {x ∈ X : |x| ≡ i mod n}.

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî çíà÷åííÿ π(Xi) ¹ ñêií÷åííèì äëÿ i = 0, . . . , n − 1. Òîäi îòðè-
ìó¹ìî

Xi ⊂ Ai (An \ {w})∗ .
Îñêiëüêè ìíîæèíà An \ {w} ¹ êîäîì, òî ìà¹ìî, ùî

π ((An \ {w})∗) =
∑
k>0

(π(An \ {w}))k =
∑
k>0

(1− π(w))k.

Ç äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π âèïëèâà¹, ùî π(w) > 0, à îòæå

π ((An \ {w})∗) =
1

π(w)
.

Îòîæ, π(Xi) 6
1

π(w)
.
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Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.5.13. Êîæåí òîíêèé i ïîâíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � òîíêèé i ïîâíèé êîä íàä àëôàâiòîì A i íåõàé π � äîäàòíié
ðîçïîäië Áåðíóëëi íà A∗. Çà òâåðäæåííÿì 2.5.11, π(X) > 1, i çà òåîðåìîþ 2.4.5 ìà-
¹ìî, ùî π(X) 6 1. Îòîæ, π(X) = 1. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.4.9 âèïëèâà¹, ùî êîä X ¹
ìàêñèìàëüíèì.

Òåîðåìè 2.5.5 i 2.5.13 ìîæíà çãðóïóâàòè ðàçîì ó òàêié òåîðåìi:

Òåîðåìà 2.5.14. Íåõàé X � êîä íàä àëôàâiòîì A. Òîäi X ¹ ïîâíèì òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè X ¹ ùiëüíèì àáî ìàêñèìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � ïîâíèé êîä íàä àëôàâiòîì A. ßêùî êîä X íå ¹ ùiëüíèì, òî
âií òîíêèé, à îòæå X ¹ ìàêñèìàëüíèì çà òåîðåìîþ 2.5.13. Íàâïàêè, ùiëüíà ìíîæèíà
¹ ïîâíîþ, à ìàêñèìàëüíèé êîä ïîâíèé çà òåîðåìîþ 2.5.5.

Ïåðø íiæ íàäàòè iíøi íàñëiäêè òåîðåìè 2.5.13 i 2.5.14, çàïðîïîíó¹ìî ïåðøå çà-
ñòîñóâàííÿ êîìáiíàòîðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ìàêñèìàëüíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 2.5.15. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà é X ⊂ A∗ � ñêií÷åííèé
ìàêñèìàëüíèé êîä. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè B ⊆ A êîä X ∩ B∗ ¹
ìàêñèìàëüíèì íàä àëôàâiòîì B. Çîêðåìà, äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A iñíó¹ öiëå
÷èñëî n òàêå, ùî an ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Äðóãå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî, ïðèéìàþ÷è B = {a}. Íåõàé
n = max{|x| : x ∈ X} � ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ñëiâ ó êîäi X, ∅ 6= B ⊆ A. Ùîá
ïîêàçàòè, ùî Y = X ∩ B∗ � ìàêñèìàëüíèé êîä íàä àëôàâiòîì B, äîñòàòíüî ïîêàçà-
òè, ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè 2.5.13, ùî ìíîæèíà Y ïîâíà (ó B∗). Íåõàé w ∈ B∗ i b ∈ B.
Ðîçãëÿíåìî ñëîâî

w′ = bn+1wbn+1.

Ç ïîâíîòè êîäó X âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñëiâ u, v ∈ A∗ òàêèõ, ùî

uw′v = x1x2 · · ·xk

äëÿ äåÿêèõ x1, x2, . . . , xk ∈ X. Àëå çà âèçíà÷åííÿì ÷èñëà n, iñíóþòü äâà öiëèõ ÷èñëà
i òà j (1 6 i < j 6 k) òàêi, ùî

xixi+1 · · ·xj = brwbs

äëÿ äåÿêèõ r, s ∈ {1, . . . , n} (äèâ. ðèñ. 2.6). Àëå òîäi xi, xi+1, . . . , xj ∈ X ∩B∗ = Y . Öå
äîâîäèòü, ùî ñëîâî w ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ó Y ∗.

Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé êîä i a ∈ A � ëiòåðà. (�äèíå) öiëå
÷èñëî n òàêå, ùî an ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ëiòåðè a ñòîñîâíî êîäó X.

Òåîðåìà 2.5.16. Íåõàé A � àëôàâiò i X � òîíêèé êîä íàä âiëüíèì ìîíî¨äîì A∗.
Òîäi òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X � ìàêñèìàëüíèé êîä íàä àëôàâiòîì A;
(ii) iñíó¹ äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëÿ π âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ç π(X) = 1;
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u bn+1 w bn+1 v

Ðèñ. 2.6: Ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà ubn+1wbn+1v

(iii) π(X) = 1 äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëÿ π âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗;
(iv) X � ïîâíà ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i) =⇒ (iv) � öå òåîðåìà 2.5.5.

Iìïëiêàöiÿ (iv) =⇒ (iii) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.4.5 i òâåðäæåííÿ 2.5.11.

Iìïëiêàöiÿ (iii) =⇒ (ii) ¹ î÷åâèäíîþ.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (i) � öå òâåðäæåííÿ 2.4.9.

Òåîðåìà 2.5.16 äà¹ íàïðî÷óä ïðîñòèé ìåòîä äëÿ ïåðåâiðêè, êîëè òîíêèé êîä X ¹
ìàêñèìàëüíèì. Äîñòàòíüî âçÿòè áóäü-ÿêèé äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi π i ïåðåâiðè-
òè, ÷è π(X) = 1.

Ïðèêëàä 2.5.17. Êîä Äèêà D íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ìàêñèìàëüíèì i ïîâíèì,
àëå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó π(D) = 1 ëèøå äëÿ îäíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi (äèâ. ïðèê-
ëàä 2.4.11). Îòîæ, ç òîãî, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i), (ii) i (iv) òåîðåìè 2.5.16, òî ç
öüîãî íå âèïëèâà¹ óìîâà (iii) öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ùiëüíèõ êîäiâ.

Ïðèêëàä 2.5.18. Ïðåôiêñíèé êîä X =
⋃
n>0

anbAn íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ùiëü-

íèì, îñêiëüêè a|w|bw ∈ X äëÿ âñiõ w ∈ A∗. Âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (iii) òåîðåìè 2.5.16,
ÿê öå áóëî äîâåäåíî â ïðèêëàäi 2.4.12. Îòîæ, êîä X çàäîâîëüíÿ¹ ÷îòèðè óìîâè òåî-
ðåìè 2.5.16, íå áóäó÷è òîíêèì.

Òåîðåìà 2.5.19. Íåõàé A � àëôàâiò, X � òîíêà ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè
A+ i π � äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi. Òîäi ç áóäü-ÿêèõ äâîõ ç òðüîõ òàêèõ óìîâ
âèïëèâà¹ òðåòÿ:

(i) X ¹ êîäîì;
(ii) π(X) = 1;

(iii) ïiäìíîæèíà X ¹ ïîâíîþ.

Äîâåäåííÿ. (i) + (ii) =⇒ (iii) Ç óìîâè π(X) = 1 çà òâåðäæåííÿì 2.4.9 âèïëèâà¹, ùî
X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì. Îòîæ, çà òåîðåìîþ 2.5.5 êîä X ¹ ïîâíèì.

(i) + (iii) =⇒ (ii) Ç òåîðåìè 2.4.5 òà óìîâè (i) âèïëèâà¹, ùî π(X) 6 1. Òåïåð,
îñêiëüêè X � òîíêà ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ i ¹ ïîâíîþ, òî çà òâåðäæåí-
íÿì 2.5.11 ìà¹ìî, ùî π(X) > 1.

(ii) + (iii) =⇒ (i) Íåõàé n > 1 � öiëå ÷èñëî. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæèíà
Xn ¹ òîíêîþ òà ïîâíîþ. Äëÿ ïåðåâiðêè ïîâíîòè, çàôiêñó¹ìî u ∈ A∗ i v, w ∈ A∗ òàêi,
ùî vuw ∈ X∗. Òîäi vuw ∈ Xk äëÿ äåÿêîãî öiëîãî k > 0. Òàêèì ÷èíîì, (vuw)n ∈
(Xn)k ⊂ (Xn)∗. Öå äîâîäèòü, ùî åëåìåíò u ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ó ìîíî¨äi (Xn)∗. Äàëi,
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îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ òîíêîþ, i îñêiëüêè äîáóòîê äâîõ òîíêèõ ìíîæèí ¹ çíîâó
òîíêîþ ìíîæèíîþ, òî ìíîæèíà Xn ¹ òîíêîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Xn ¹ òîíêîþ òà ïîâíîþ. Îòæå, π(Xn) > 1 çà òâåðäæåí-
íÿì 2.5.11. Ç iíøîãî áîêó, ìà¹ìî π(Xn) 6 π(X)n, a îòæå, π(Xn) 6 1. Îòæå, π(Xn) = 1.
Îòîæ,

π(Xn) = π(X)n

äëÿ âñiõ öiëèõ n > 1. Ç òâåðäæåííÿ 2.4.3 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà X ¹ êîäîì.

Òîíêi êîäè ñêëàäàþòü äóæå âàæëèâèé êëàñ êîäiâ. Âîíè áóäóòü îõàðàêòåðèçîâà-
íi äåÿêîþ óìîâîþ ñêií÷åííîñòi â ðîçäiëi 11. Ìè î÷iêó¹ìî öi ðåçóëüòàòè, äîâîäÿ÷è
êîíêðåòíèé âèïàäîê, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî êëàñ òîíêèõ êîäiâ ¹ äîñèòü âåëèêèì.

Òâåðäæåííÿ 2.5.20. Êîæåí ðîçïiçíóâàíèé êîä ¹ òîíêèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, X ⊂ A∗ � ðîçïiçíóâàíèé êîä i A =
(Q, i, T ) � äåòåðìiíiñòè÷íèé ïîâíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X. Ïîñòàâèìî
ó âiäïîâiäíiñòü ñëîâó w ÷èñëî

ρ(w) = Card(Q · w) = Card{q · w : q ∈ Q}.

Ìà¹ìî, ùî ρ(w) 6 Card(Q) i ρ(uwv) 6 ρ(w) äëÿ âñiõ ñëiâ u, v.

Íåõàé J � ìíîæèíà ñëiâ w ∈ A∗ ç ìiíiìàëüíèì ρ(w). Ç ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi
âèïëèâà¹, ùî J ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Íåõàé w ∈ J i P = Q ·w. Òîäi P ·w = P . Ñïðàâäi, P ·w ∈ Q ·w = P , i ç iíøîãî áîêó
P ·w = Q ·w2. Îòîæ, Card(P ·w) = ρ(w2). Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ρ(w) ¹ ìiíiìàëüíèì, òî
çâiäêè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü ρ(w2) = ρ(w). Öå äîâîäèòü, ùî âiäîáðàæåííÿ p 7→ p ·w ç P
íà P ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äåÿêå öiëå ÷èñëî n òàêå, ùî p 7→ p ·wn
¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì íà P .

Îñêiëüêè P = Q · w, òî ìà¹ìî q · w = q · wn+1 äëÿ âñiõ q ∈ Q. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî
ôàêòó, ùî êîä X ¹ òîíêèì, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî X íå ïåðåòèíà¹ äâîái÷íèé iäåàë
J . Ïðèïóñòèìî, ùî J ∩ X 6= ∅ i íåõàé x ∈ X ∩ J . Òîäi i · x = t ∈ T . Íåõàé x ∈ J i
çà ïîïåðåäíüî äîâåäåíèì iñíó¹ äåÿêå öiëå ÷èñëî n > 1 òàêå, ùî i · xn+1 = t. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî xn+1 ∈ X. Àëå öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òâåðäæåííÿ 2.5.20 ¹ õèáíèì, ÿê öå âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî
ïðèêëàäó.

Ïðèêëàä 2.5.21. Êîä X = {anbn : n > 1} ¹ òîíêèì (äëÿ ïðèêëàäó, åëåìåíò ba íå ¹
ìíîæíèêîì êîäó X), àëå êîä X íå ¹ ðîçïiçíóâàíèì.

Ïðèêëàä 2.5.22. Â îäíîìó öiêàâîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî
òâåðäæåííÿ 2.5.20: áóäü-ÿêèé òîíêèé ãðóïîâèé êîä ¹ ðîçïiçíóâàíèì. Ñïðàâäi, íåõàé
X ⊂ A∗ � ãðóïîâèé êîä i ϕ : A∗ → G � ñþð'¹êòèâíèé íà ãðóïó G, i H � ïiäãðóïà
ãðóïè G òàêà, ùî X∗ = ϕ−1(H). Çà ïðèïóùåííÿì, ìíîæèíà X ¹ òîíêîþ. Íåõàé m �
ñëîâî, ùî ¹ íåïîïîâíþâàëüíèì ó X. Ìè äîâåäåìî, ùî ïiäãðóïà H ìà¹ ñêií÷åííèé
iíäåêñ ó ãðóïi G, à òî÷íiøå

G =
⋃
p6m

Hϕ(p)−1,
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äå ñëîâî p ïðîõîäèòü ÷åðåç âñi ïðåôiêñè ñëîâà m. Ñïðàâäi, íåõàé g ∈ G i w ∈ ϕ−1(g).
Íåõàé u ∈ A∗ � òàêèé åëåìåíò, ùî ϕ(u) � ãðóïîâèé îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà
gϕ(m). Òîäi ϕ(wmu) = gϕ(m)ϕ(u) = 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî wmu ∈ X∗. Äàëi, ñëîâî
m ¹ íåïîïîâíþâàëüíèì â X. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî m íå ìíîæíèêîì ñëîâà â X, à îòæå
iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ m = pq òàêà, ùî wp, qu ∈ X∗. Àëå òîäi h = ϕ(wp) ∈ H. Îñêiëüêè
h = gϕ(p), òî ìà¹ìî, ùî g ∈ Hϕ(p)−1. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè.

Ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ïiäãðóïè
H ó ãðóïi G. Îòæå, çîáðàæåííÿ ãðóïè G ïiäñòàíîâêàìè íà ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñàõ
ïiäãðóïè H ¹ òàêîæ ñêií÷åííèì. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç K. Íåõàé α : G → K � êàíîíi-
÷íèé ìîðôiçì, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Hrα(g) = Hrg (äèâ. ïiäðîçäië 1.13).
Òîäi, ïîêëàâøè

N = {σ ∈ K : Hσ = H},
îòðèìó¹ìî, ùî

H = α−1(N) = α−1(α(H)).

Îòæå, X∗ = ψ−1ψ(X∗), äå ψ = α · ϕ. Îñêiëüêè ìíîæèíà K ñêií÷åíà, öå ïîêàçó¹,
ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ ðîçïiçíóâàíèì. Îòæå, ìíîæèíà X òàêîæ ðîçïiçíà¹òüñÿ (äèâ. âïðà-
âà 2.8.8).

Çàóâàæåííÿ 2.5.23. Ìè âèêîðèñòàëè â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ àðãóìåíòè, ÿêi ñïè-
ðàþòüñÿ â îñíîâíîìó íà äâi ìåòîäèêè: iìîâiðíiñòü, ç îäíîãî áîêó, ÿêà äîçâîëèëà íàì
äîâåñòè ãîëîâíèì ÷èíîì òåîðåìó 2.5.13, i ïðÿìi êîìáiíàòîðíi àðãóìåíòè íà ñëîâàõ ç
iíøîãî áîêó (ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè 2.5.5).

Öiêàâî áóäå âiäçíà÷èòè, ùî äåÿêi ç äîâåäåíü ìîæíà çàâåðøèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
òiëüêè îäíó ç äâîõ ìåòîäèê. Ðåòåëüíèé àíàëiç ïîêàçó¹, ùî ïîïåðåäíi òâåðäæåííÿ,
çà âèíÿòêîì òèõ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç ìàêñèìàëüíiñòþ, ìîæóòü áóòè âñòàíîâëåíi, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ëèøå àðãóìåíòè ùîäî éìîâiðíîñòåé. Íàïðèêëàä, iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (iv) â
òåîðåìi 2.5.16 ìîæå áóòè äîâåäåíà íàñòóïíèì ÷èíîì áåç âèêîðèñòàííÿ ìàêñèìàëüíî-
ñòi êîäà X. ßêùî êîä X íå ¹ ïîâíèì, òî ìîíî¨ä X∗ ¹ òîíêèì. Îòæå, çà òâåðäæåí-
íÿì 2.5.12, π(X∗) <∞, çâiäêè çà òâåðäæåííÿì 2.4.3 îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü π(X) < 1.

I íàâïàêè, äëÿ äåÿêèõ ç íàâåäåíèõ òóò ðåçóëüòàòiâ iñíóþòü êîìáiíàòîðíi äîâå-
äåííÿ, ÿêi íå ñïèðàþòüñÿ íà éìîâiðíîñòi. Öå ñòîñó¹òüñÿ òåîðåìè 2.5.13, äå íàâåäåíå
äîâåäåííÿ â çíà÷íié ìiði ñïèðà¹òüñÿ íà àðãóìåíòè ïðî éìîâiðíîñòi. Ùå îäíå ïiäòâåð-
äæåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó áóäå íàâåäåíî â ðîçäiëi 9 (íàñëiäîê 9.4.6). Öå äîâåäåííÿ
áàçó¹òüñÿ íà òîìó, ùî ÿêùî X ⊂ A+ � òîíêèé ïîâíèé êîä, òî âñi ñëîâà w ∈ A∗

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(X∗wX∗)+ ∩X∗ 6= ∅.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òåîðåìà 2.5.13, îñêiëüêè çà öi¹þ ôîðìóëîþ ìíîæèíà X ∪ {w} íå ¹
êîäîì äëÿ w /∈ X, à îòæå X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 2.5.7 ïîêàçó¹, ùî ñêií÷åííèé êîä íå çàâæäè ìiñòèòüñÿ â ñêií÷åííîìó
ìàêñèìàëüíîìó êîäi. Ïðîáëåìà ïðî âêëàäåííÿ äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó X � öå iñíó-
âàííÿ ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî êîäó, ùî ìiñòèòü êîä X. Ãiïîòåçà ïðî âêëàäåííÿ
ñòâåðäæó¹, ùî ïðîáëåìà âêëàäåííÿ ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

Äîâåäåìî íàñòóïíó ÷óäîâó âëàñòèâiñòü.

Òåîðåìà 2.5.24 (Åðåíôîéõòà-Ðîçåíáåðãà). Êîæåí ðàöiîíàëüíèé êîä ìiñòèòüñÿ
â ìàêñèìàëüíîìó ðàöiîíàëüíîìó êîäi.



108 Ðîçäië 2. Êîäè

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5.24 ñïèðà¹òüñÿ íà òàêèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 2.5.25. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, X ⊂ A+ � êîä i y ∈ A∗ �
íåîáëÿìîâàíå ñëîâî òàêå, ùî A∗yA∗ ∩X∗ = ∅. Íåõàé

U = A∗ \ (X∗ ∪ A∗yA∗). (2.18)

Òîäi ìíîæèíà
Y = X ∪ y(Uy)∗ (2.19)

¹ ïîâíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî V = A∗ \A∗yA∗. Òîäi çà ïðèïóùåííÿì X∗ ⊂ V i U = V \X∗.
Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà Z = V y ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì.

Ïðèïóñòèìî ñïðàâäi, ùî vy < v′y äëÿ äâîõ ñëiâ v i v′ ó V . Îñêiëüêè ñëîâî y
¹ íåîáëÿìîâàíèì, òî ñëîâî vy ìà¹ áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà v′. Àëå òîäi ñëîâî v′ ¹ â
A∗yA∗, îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòîæ. êîä Z ¹ ïðåôiêñîì.

Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà Y ¹ êîäîì. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå òà ðîçãëÿ-
íåìî âiäíîøåííÿ

y1y2 · · · yn = y′1y
′
2 · · · y′m

ç y1, y2, . . . , yn, y
′
1, y
′
2, . . . , y

′
m ∈ Z i y1 6= y′1. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, îäíå ç öèõ

ñëiâ ìà¹ áóòè â Y \X. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíå çi ñëiâ y1, y2, . . . , yn ¹ â Y \X, i íåõàé p �
íàéìåíøèé iíäåêñ òàêèé, ùî yp ∈ y(Uy)∗. Ç óìîâè y /∈ F (X∗) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî
yp /∈ F (X∗). Îòæå, îäíå çi ñëiâ y′1, y

′
2, . . . , y

′
m ¹ â y(Uy)∗. Íåõàé q � íàéìåíøèé iíäåêñ

òàêèé, ùî y′q ∈ y(Uy)∗. Òîäi

y1y2 · · · yp−1y, y
′
1y
′
2 · · · y′q−1y ∈ Z

çâiäêè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

y1y2 · · · yp−1 = y′1y
′
2 · · · y′q−1,

îñêiëüêè êîä Z ¹ ïðåôiêñíèì. Ìíîæèíà X ¹ êîäîì, à îòæå ç y1 6= y′1 âèïëèâà¹, ùî
p = q = 1. Ïîêëàäåìî

y1 = yu1y · · · yuky i y′1 = yu′1y · · · yu′ly,

ç u1, . . . , uk, u
′
1, . . . , u

′
l ∈ U . Ïðèïóñòèìî, ùî y1 < y′1. Ïîçàÿê êîä Z ¹ ïðåôiêñíèì, òî

ìíîæèíà Z∗ ¹ óíiòàðíîþ ñïðàâà. Ç U ⊆ V âèïëèâà¹, ùî êîæíå çi ñëiâ uiy i u′iy ¹ â Z.
Âíàñëiäîê öüîãî îòðèìó¹ìî, ùî

u1 = u′1, . . . , uk = u′k.

Íåõàé t = u′k+1y · · · yu′ly. Ìà¹ìî

y2 · · · yn = ty′2 · · · y′m.

Ñëîâî y ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà t, à îòæå òàêîæ çóñòði÷à¹òüñÿ â ñëîâi y2 · · · yn. Öå äî-
âîäèòü, ùî îäíå çi ñëiâ y2, . . . , yn, ñêàæåìî yr, ¹ â y(Uy)∗. Ïðèïóñòèìî, ùî âèáðàíèé
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iíäåêñ r ¹ ìiíiìàëüíèì. Òîäi y2 · · · yr−1y ∈ Z i u′k+1y ∈ Z ¹ ïðåôiêñàìè äåÿêîãî ñëîâà.
Ç ìíîæèíè Z, ÿêà ¹ ïðåôiêñíîþ, ìà¹ìî

u′k+1 = y2 · · · yr−1.

Îòæå u′k+1 ∈ X∗, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ u′k+1 ∈ U . Öå äîâîäèòü, ùî ìíîæèíà
Y ¹ êîäîì.

Íà çàâåðøåííi ìè äîâåäåìî, ùî êîä Y êîäîì. Íåõàé w ∈ A∗ i ïîêëàäåìî

w = v1yv2y · · · yvn−1yvn

ç n > 1 i vi ∈ A∗ \A∗yA∗. Òîäi ywy ∈ Y ∗. Ñïðàâäi íåõàé vi1 , vi2 , . . . , vik ¹ òàêi åëåìåíòè
vi, ùî ¹ â X∗. Òîäi

ywy = (yv1y · · · yvi1−1y)vi1(yvi1+1y · · · yvi2−1y) · · · vik(yvik+1y · · · yvny).

Êîæíå çi ñëiâ ó äóæêàõ ¹ â Y. Òàêèì ÷èíîì, âñå ñëîâî ¹ â Y ∗.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5.24. Íåõàé X � ðàöiîíàëüíèé êîä. Òîäi ìíîæèíà U , îçíà-
÷åíà â ðiâíîñòi (2.18) ¹ ðàöiîíàëüíîþ. Îòæå Y ¹ ðàöiîíàëüíèì êîäîì. Çà òâåðäæåí-
íÿì 2.5.20 ìíîæèíà Y ¹ òîíêîþ. Ç òåîðåìè 2.5.13 âèïëèâà¹, ùî Y ¹ ìàêñèìàëüíèì
êîäîì.

Ïðèêëàä 2.5.26. Íåõàé A = {a, b} i X = {a, ab}. Ñëîâî y = bba ¹ íåîáëÿìîâàíèì i
¹ íåïîïîâíþâàëüíèì ó X∗. Äåòåðìiíiñòè÷íèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó

U = A∗ \ (X∗ ∪ A∗yA∗)

çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.7. Âiäïîâiäíî, îòðèìà¹ìî, ïiñëÿ äåÿêèõ ïåðåïèñóâàíü âèðàç

U = b+ ∪X∗abb+ ∪ bX∗ab∗.

Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië Áåðíóëëi π íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ i ïîêëàäåìî p = π(a) i
q = π(b). Òîäi ç î÷åâèäíèõ îá÷èñëåíü âèïëèâà¹, ùî π(U) = 1/pq, à îòæå π(Y ) = 1
äëÿ ìíîæèíè Y , âèçíà÷åíî¨ çà ôîðìóëîþ (2.18), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Y ¹
ìàêñèìàëüíîþ.

Ïðèêëàä 2.5.27. Íåõàé A = {a, b} i X = {bb, bbab, babb}. Ñëîâî y = aba ¹ íåïîïîâ-
íþâàëüíèì ó ìîíî¨äi X∗. Îäíàê, ìíîæèíà X ∪ {y} íå ¹ êîäîì, îñêiëüêè

(bb)(aba)(babb) = (bbab)(aba)(bb).

Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òâåðäæåííÿ 2.5.25 ¹ õèáíèì áåç ïðèïóùåííÿ, ùî ñëîâî y ¹
íåîáëÿìîâàíèì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ÿê âëàñòèâiñòü áóòè ïîâíèì êîäîì âiäîáðàæà¹òüñÿ
â àâòîìàòi.
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Ðèñ. 2.7: Àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó U

Òâåðäæåííÿ 2.5.28. Íåõàé A 6= ∅, X ⊂ A+ i A = (Q, 1, 1) � âïîðÿäêîâàíèé àâòî-
ìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗. Òîäi ìíîæèíà X ¹ ïîâíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
ìîíî¨ä ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî âiäíîøåííÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíè X ¹ ïîâíîþ, òî äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗ iñíóþòü äâà
ñëîâà u, v ∈ A∗ òàêi, ùî uwv ∈ X∗. Òîäi iñíó¹ øëÿõ

1
u−→ p

w−→ q
v−→ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (p, q) ¹ â ϕ(w), à îòæå ϕA(w) íå ¹ ïîðîæíiì âiäíîøåííÿì.

Íàâïàêè, ÿêùî ϕA(A∗) íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî âiäíîøåííÿ, òî äëÿ êîæíîãî ñëîâà
w ∈ A∗ iñíó¹ õî÷à á îäèí øëÿõ p

w−→ q. Ïîçàÿê àâòîìàò A ¹ âïîðÿäêîâàíèì, òî
iñíóþòü äâà øëÿõè 1

u−→ p i q
v−→ 1. Òîäi uwv ∈ X∗. Îòæå ìíîæèíà X ¹ ïîâíîþ.

Äëÿ (êîìóòàòèâíîãî) ïîëiíîìà p ∈ Q[A] òà ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π íà àëôàâiòi A
÷åðåç π(p) ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü ÷èñëî, îòðèìàíå ïiäñòàíîâêîþ π(a) íà ëiòåðó a, äëÿ
âñiõ a ∈ A. Áiëüø òî÷íî, ïîêëàâøè A = {a1, . . . , an} i p = p(a1, . . . , an), ÷èñëî π(p)
äîðiâíþ¹ π(p) = p(π(a1), . . . , π(an)).

Òâåðäæåííÿ 2.5.29. Íåõàé A 6= ∅, p ∈ Q[A] � ïîëiíîì i a ∈ A � ëiòåðà. Òîäi
òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) p äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí 1−
∑
a∈A

a;

(ii) π(p) = 0 äëÿ êîæíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i) =⇒ (ii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (ii) =⇒ (i) çàôiêñó¹ìî ëiòåðó a ∈ A, û ïîêëàäåìî
B = A \ {a}. Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì çi çìiííîþ a ç êîåôiöi¹íòàìè â Q[B]. Àíàëîãi-
÷íî, ðîçãëÿíåìî

∑
a∈A

−1 = a + u, ÿê ëiíiéíèé ïîëiíîì çi çìiííîþ a òà ç ïîñòiíèì

êîåôiöi¹íòîì u, äå u =
∑
b∈B

b− 1.

Åâêëiäîâå äiëåííÿ ïîëiíîìà p ïîëiíîìîì a + u äà¹ p = q(a + u) + r, äå q ∈ Q[A]
i r ∈ Q[B]. Îñêiëüêè π(p) = 0 i π(a + u) = 0 äëÿ êîæíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó
Áåðíóëëi π, òî ïîëiíîì r çàíóëüîâó¹òüñÿ â óñiõ òî÷êàõ z = (z1, . . . , zn−1) ∈ Qn−1 òàêèõ,
ùî zi > 0 i z1 + · · ·+ zn−1 6 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîëiíîì r òàêî çàíóëüîâó¹òüñÿ, à
îòæå ìíîãî÷ëåí 1−

∑
a∈A

a äiëèòü ìíîãî÷ëåí p.

Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç α ïîçíà÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íèé ìîðôiçì ç Q〈〈A〉〉 íà Q[[A]].

Òåîðåìà 2.5.30. Íåõàé A 6= ∅ i X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé êîä íà àëôàâiòi A.
Òîäi α(X)− 1 äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí α(A)− 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé π � äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Çà òåîðå-
ìîþ 2.5.16, π(X) = 1. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì 2.5.29.

Ïðèêëàä 2.5.31. Äëÿ êîäó X = {aa, ba, bb, baa, bba} ç ïðèêëàäó 4.1.7 âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

α(X)− 1 = (b+ 1)(a+ b− 1)(a+ 1).

2.6 Êîìïîçèöiÿ êîäiâ

Ââåäåìî ÷àñòêîâó áiíàðíó îïåðàöiþ íà êîäàõ, ùî íàçèâàþòüñÿ êîìïîçèöi¹þ. Öÿ
îïåðàöiÿ ïîâ'ÿçó¹ äâà êîäè Y i Z, òà çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíèì óìîâàì ñóìiñíîñòi, òà òðåòié
êîä, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Y ◦ Z.

Iñíó¹ ïîäâiéíèé iíòåðåñ äî öi¹¨ îïåðàöi¨. Ïî-ïåðøå, âií äà¹ êîðèñíèé ìåòîä ïî-
áóäîâè áiëüø ñêëàäíèõ êîäiâ ç ïðîñòèõ. Íàïðèêëàä, ìè ïîáà÷èìî, ùî êîìïîçèöiÿ
ïðåôiêñíîãî òà ñóôiêñíîãî êîäiâ ìîæå áóòè êîäîì, ÿêèé íå ¹ íi ïðåôiêñíèì, íi ñó-
ôiêñíèì.

Ïî-äðóãå, i öå ñòàíîâèòü ãîëîâíèé iíòåðåñ äëÿ êîìïîçèöi¨, îáåðåíå ïîíÿòòÿ êîì-
ïîçèöi¨ äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ñòðóêòóðó êîäiâ. ßêùî êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íà äâà
êîäè Y i Z, òî öi êîäè, ÿê ïðàâèëî, ¹ ïðîñòiøèìè.

Íåõàé Z ⊂ A∗ i Y ⊂ B∗ � êîäè ç B = alph(Y ). Òîäi êîäè Y i Z íàçèâà¹òüñÿ
êîìïîçèöiéîâíèìè, ÿêùî iñíó¹ ái¹êöiÿ ç B íà Z. ßêùî âiäîáðàæåííÿ β ¹ òàêîþ
ái¹êöi¹þ, òî êîäè Y i Z íàçèâàþòüñÿ êîìïîçèöiéîâíèìè ÷åðåç β. Òîäi âiäîáðàæåííÿ
β âèçíà÷à¹ ìîðôiçì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà B∗ ó âiëüíèé ìîíî¨ä A∗, ÿêèé ¹ ií'¹êòèâíèì,
îñêiëüêè ìíîæèíà Z ¹ êîäîì (äèâ. òâåðäæåííÿ 2.1.1). Ìíîæèíà

X = β(Y ) ⊆ Z∗ ⊆ A∗ (2.20)

îòðèìó¹òüñÿ êîìïîçèöi¹þ Y i Z (çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ β). Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç

X = Y ◦β Z,
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àáî ïðîñòî Y ◦Z, êîëè êîíòåêñò äîçâîëÿ¹ öå. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ β ¹ ií'¹êòèâíèì,
òî X i Y ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ái¹êöi¹þ, i çîêðåìà Card(X) = Card(Y ). Ñëîâà ó êîäi
Õ îòðèìóþòüñÿ ïðîñòî çàìiíîþ, ó ñëîâàõ êîäó Y , êîæíî¨ ëiòåðè b íà ñëîâî β(b) ∈ Z.
Ç ií'¹êòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ β, íàñëiäêó 2.1.6 òà ôîðìóëè (2.20) âèïëèâà¹ òàêèé
ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 2.6.1. ßêùî Y i Z � äâà êîìïîçèöiéîâíi êîäè, òî X = Y ◦Z ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä 2.6.2. Íåõàé A = {a, b}, B = {c, d, e} i

Z = {a, ba, bb} ⊂ A∗, Y = {cc, d, dc, e, ec} ⊂ B∗.

Êîä Z ¹ ïðåôiêñíèì, à êîä Y ¹ ñóôiêñíèì. Äàëi Card(B) = Card(Z). Îòæå êîäè Y i
Z ¹ êîìïîçèöiéîâíèìè, çîêðåìà çà äîïîìîãîþ ìîðôiçìó β : B∗ → A∗, âèçíà÷åíîãî

β(c) = a, β(d) = ba, β(e) = bb.

Òîäi
X = Y ◦ Z = {aa, ba, baa, bb, bba}.

Êîä X íå ¹ íi ïðåôiêñíèì, íi ñóôiêñíèì. Îçíà÷èìî ìîðôiçì β′ : B∗ → A∗ íàñòóïíèì
÷èíîì:

β′(c) = ba, β′(d) = a, β′(e) = bb.

Òîäi X ′ = Y ◦β′Z = {baba, a, aba, bb, bbba}. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî êîä Y ◦βZ iñòîòíî
çàëåæèòü âiä âiäîáðàæåííÿ β.

Äâà âèðàçè X = X ◦ A i X = B ◦X � öå ñàìå òi âèïàäêè, ÿêi îòðèìàíi øëÿõîì
çàìiíè îäíîãî ç äâîõ êîäiâ íà àëôàâiò ó âèðàçi

X = Y ◦ Z.

Ñïðàâäi, ÿêùî Y = B, òî Z = β(B) = X; a ÿêùî òåïåð Z = A, òî B ìîæíà iäåíòèôi-
êóâàòè ç A, à Y ìîæíà iäåíòèôiêóâàòè ç X. Öi ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, ùî êîæåí êîä
îòðèìó¹òüñÿ ïðèíàéìíi äâîìà ñïîñîáàìè ÿê êîìïîçèöiÿ êîäiâ.

Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî

X = Y ◦β Z =⇒ Xn = Y n ◦β Z, n > 2.

Ñïðàâäi, ìíîæèíà Y n ¹ êîëîì çà íàñëiäêîì 2.1.7 i

Y n ◦ Z = β(Y n) = Xn.

Òâåðäæåííÿ 2.6.3. Íåõàé X ⊂ C∗, Y ⊂ B∗ i Z ⊂ A∗ � òðè êîäè, i ïðèïóñòè-
ìî, ùî X i Y � êîìïîçèöiéîâíi êîäè ÷åðåç âiäîáðàæåííÿ γ, i òàêi, ùî Y i Z �
êîìïîçèöiéîâíi êîäè ÷åðåç âiäîáðàæåííÿ β. Òîäi

(X ◦γ Y ) ◦β Z = X ◦βγ (Y ◦β Z).
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Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî C = alph(X) i B = alph(Y ). Çà ïðèïóùåííÿì
ií'¹êòèâíi ìîðôiçìè γ : C∗ → B∗ i β : B∗ → A∗ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

γ(C) = Y i β(B) = Z,

âiäïîâiäíî. Íåõàé δ : D∗ → C∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ äëÿ êîäó X, à îòæå δ(D). Òîäi

D∗
δ−→ C∗

γ−→ B∗
β−→ A,

i
βγδ(D) = βγ(X) = X ◦βγ βγ(C) = X ◦βγ (Y ◦ βZ),

à îòæå
βγδ(D) = β(γδ(D)) = γδ(D) ◦β β(B) = (X ◦γ Y ) ◦β Z,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Äåÿêi âëàñòèâîñòi êîäiâ çáåðiãàþòüñÿ îïåðàöi¹þ êîìïîçèöiÿ êîäiâ.

Òâåðäæåííÿ 2.6.4. Íåõàé Y i Z � êîìïîçèöiéîâíi êîäè é X = Y ◦ Z. Òîäi:

(1) ÿêùî Y i Z � ïðåôiêñíi (ñóôiêñíi) êîäè, òî X � ïðåôiêñíèé (ñóôiêñíèé) êîä;
(2) ÿêùî Y i Z � ïîâíi êîäè, òî X � ïîâíèé êîä;
(3) ÿêùî Y i Z � òîíêi êîäè, òî X � òîíêèé êîä.

Äîâåäåííÿ ïóíêòó 3 òâåðäæåííÿ 2.6.4 âèêîðèñòîâó¹ ëåìó 2.6.5, ÿêà íå ìîæå áóòè
äîâåäåíà äî âèêëàäåíü ðîçäiëó 9 (ëåìà 9.4.8), äå áóäóòü äîñòóïíi áiëüø ïîòóæíi
iíñòðóìåíòè.

Ëåìà 2.6.5. Íåõàé A 6= ∅ i Z � òîíêèé êîä íàä A. Äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ Z∗
iñíó¹ ñëîâî w ∈ Z∗uZ∗, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêó âëàñòèâiñòü: ÿêùî mwn ∈ Z∗, òî
iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ w = sut ç ms, tn ∈ Z∗.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.6.4. Íåõàé Y ⊂ B∗, Z ⊂ A∗ i β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâ-
íèé ìîðôiçì ç β(B) = Z. Îòîæ, X = β(Y ) = Y ◦β Z.

(1) Ïðèïóñòèìî, ùî Y i Z � ïðåôiêñíi êîäè. Ðîçãëÿíåìî x, xu ∈ X ç u ∈ A∗.
Ïîçàÿê X ⊂ Z∗, òî x, xu ∈ Z∗, i îñêiëüêè Z∗ � óíiòàðíèé ñïðàâà ìîíî¨ä, òî u ∈ Z∗.
Íåõàé y = β−1(x), v = β−1(u) ∈ B∗. Òîäi ìíîæèíè y, yv ∈ Y i Y ¹ ïðåôiêñíèìè.
Îòîæ, v = 1, à îòæå u = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîä X ¹ ïðåôiêñíèì. Äîâåäåííÿ ó
âèïàäêó ñóôiêñíèõ êîäiâ ¹ àíàëîãi÷íèì.

(2) Let w ∈ A∗. Êîä Z ¹ ïîâíèì, à îòæå uwv ∈ Z∗ äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A∗. Íåõàé
h = β−1(uwv) ∈ B∗. Ç ïîâíîòè êîäó Y âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äâîõ ñëiâ u, v ∈ B∗ òàêèõ,
ùî uhv ∈ Y ∗. Àëå òîäi β(u)uwvβ(v) ∈ X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîâíîòà êîäó X.

(3) ßêùî êîä Z íå ¹ ïîâíèì, òî F (X) ⊂ F (Z∗) 6= A∗ i êîäX ¹ òîíêèì. Ïðèïóñòèìî,
ùî êîä Z ¹ ïîâíèì. Êîä Y ¹ òîíêèì. Îòæå, îòðèìó¹ìî F (Y ) 6= B∗. Íåõàé u ∈
B∗ \ F (Y ) i u = β(u). Íåõàé w � ñëîâî, ÿêå ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ñëîâó u â
ëåìi 2.6.5. Òîäi w /∈ F (X). Ñïðàâäi, ïðèïóñòèâøè ïðîòèëåæíå îòðèìó¹ìî, ùî iñíóþòü
ñëîâà m,n ∈ A∗ òàêi, ùî

x = mwn ∈ X ⊂ Z∗.
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Ç îãëÿäó íà ëåìó 2.6.5,

x = msutn, ç ms, tn ∈ Z∗ = β(B∗).

Ïîêëàâøè p = β−1(ms), q = β−1(tn), îòðèìó¹ìî puq ∈ Y . Îòîæ, u ∈ F (Y ), à öå ñóïå-
ðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî ñëîâî w íå ý åëåìåíòîì
êîäó X, à îòæå êîä X ¹ òîíêèì.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé àñïåêò îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ êîäiâ, à ñàìå ðîçêëàä êîäó íà
áiëüø ïðîñòi. Äëÿ öüîãî çðó÷íî ïîøèðèòè ïîçíà÷åííÿ alph íàñòóïíèì ÷èíîì: íåõàé
Z ⊂ A∗ � êîä i X ⊂ A∗. Òîäi

alphZ(X) = {z ∈ Z : iñíóþòü u, v ∈ Z∗ òàêi, ùî uzv ∈ X} .

Iíøèìè ñëîâàìè, alphZ(X) � öå ìíîæèíà ñëiâ ó Z, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðèíàéìíi îäèí
ðàç ó ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâà ó X, ÿê äîáóòîê ñëiâ ó Z. Çâè÷àéíî, alphA = alph. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ îïèñó¹ óìîâó iñíóâàííÿ ðîçêëàäó.

Òâåðäæåííÿ 2.6.6. Íåõàé A 6= ∅ i X,Z ⊂ A∗ � êîäè. Òîäi iñíó¹ êîä Y òàêèé, ùî
X = Y ◦ Z òîäi i ëèøå òîäi, êîäè

X ⊂ Z∗ i alphZ(X) = Z. (2.21)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = Y ◦β Z, äå β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì, Y ⊂ B∗ i
B = alph(Y ). Òîäi X = β(Y ) ⊂ β(B∗) = Z∗, i äàëi β(B) = alphβ(B)(β(Y )), òîáòî
ìà¹ìî Z = alphZ(X).

Íàâïàêè, íåõàé β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ äëÿ êîäó Z, i ìíîæèíà Y =
β−1(X). Òîäi X ⊂ β(B∗) = Z∗ s β(Y ) = X. Ç íàñëiäêó 2.1.6 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Y
¹ êîäîì. Äàëi alph(Y ) = B, îñêiëüêè Z = alphZ(X). Îòîæ, êîäè Y i Z ¹ êîìïîçèöi-
éîâíèìè òà X = Y ◦β Z.

Äðóãå òâåðäæåííÿ â óìîâi (2.21) îçíà÷à¹, ùî âñi ñëîâà â êîäi Z ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè-
íàéìíi â îäíié ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâà â êîäi X, ÿê äîáóòêó ñëiâ ó êîäi Z.

Ìè âæå áà÷èëè, ùî iñíóþòü äâà î÷åâèäíi ðîçêëàäó êîäó X ⊂ A∗, ÿê X = Y ◦
Z, à ñàìå X = B ◦ X i X = X ◦ A. Âîíè îòðèìàíi, âçÿâøè Z = X i Z = A â
òâåðäæåííi 2.6.6 i ïðèïóñòèâøè A = alph(X). Öi ðîçêëàäè íå ¹ öiêàâèìè. Ìè áóäåìî
íàçèâàòè íåðîçêëàäíèì êîä, ÿêèé íå ìà¹ iíøèõ ðîçêëàäiâ. Ôîðìàëüíî êîä X ⊂ A∗ ç
A = alph(X) íàçèâà¹òüñÿ íåðîçêëàäíèì, ÿêùî ç X = Y ◦ Z i B = alph(Y ) âèïëèâà¹,
ùî Y = B àáî Z = A. ßêùî êîä X ¹ ðîçêëàäíèì, i ÿêùî Z ¹ òàêèì êîäîì, ùî
X = Y ◦ Z, i Z 6= X, Z 6= A, òî ìè ãîâîðèìî, ùî êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä Z.

Ïðèêëàä 2.6.7. Íåõàé X � êîä, îçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 2.6.2. Êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ
íàä Z. Íàâïàêè, êîä Z = {a, ba, bb} ¹ íåðîçêëàäíèì. Ñïðàâäi, íåõàé T � êîä òàêèé, ùî
Z ⊂ T ∗, i ïðèïóñòèìî, ùî T 6= A. Îáîâ'ÿçêîâî, a ∈ T . Îòîæ, b /∈ T . Àëå òîäi ba, bb ∈ T ,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Z ⊂ T . Îòæå, Z ¹ ìàêñèìàëüíèì êîëîì (ïðèêëàä 2.4.1), à îòæå
Z = T .

Òâåðäæåííÿ 2.6.8. Äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî êîäó X iñíóþòü íåðîçêëàäíi êîäè
Z1, . . . , Zn òàêi, ùî

X = Z1 ◦ · · · ◦ Zn.
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Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.6.8 ââåäåìî íîâå ïîíÿòòÿ. Íåõàé X � ñêií÷åííèé
êîä i

`(X) =
∑
x∈X

(|x| − 1) =
∑
x∈X

|x| − Card(X).

Äëÿ êîæíîãî x ∈ X, ìà¹ìî |x| > 1. Îòîæ, `(X) > 0, i áiëüøå òîãî `(X) = 0 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîä X ¹ ïiäìíîæèíîþ àëôàâiòà.

Òâåðäæåííÿ 2.6.9. Íåõàé A 6= ∅ i B 6= ∅. ßêùî X,Z ⊆ A∗ i Y ⊂ B∗ � ñêií÷åííi
êîäè òàêi, ùî X = Y ◦ Z, òî

`(X) > `(Y ) + `(Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì òàêèé, ùî X = Y ◦β Z. Ç
ðiâíîñòi Card(X) = Card(Y ) âèïëèâà¹, ùî

`(X)− `(Y ) =
∑
x∈X

|x| −
∑
y∈Y

|y| =
∑
y∈Y

(|β(y)| − |y|).

À îòæå |β(y)| =
∑
b∈B

|β(b)||y|b. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

`(X)− `(Y ) =
∑
y∈Y

(∑
b∈B

|β(b)||y|b − |y|b

)
=

=
∑
y∈Y

(∑
b∈B

(|β(b)| − 1)|y|b

)
=

=
∑
b∈B

(|β(b)| − 1)

(∑
y∈Y

|y|b

)
.

Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî B = alph(Y ), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
∑
y∈Y

|y|b > 1 äëÿ âñiõ b ∈ B.

Ç ií'¹êòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ β âèïëèâà¹, ùî |β(b)| > 1 äëÿ b ∈ B. Îòîæ,

`(X)− `(Y ) >
∑
b∈B

(|β(b)| − 1) =
∑
z∈Z

(|z| − 1) = `(Z),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.6.8. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî `(X). ßêùî
`(X) = 0, òî X ñêëàäà¹òüñÿ ç áóêâ, ÿêi ¹ î÷åâèäíî íåðîçêëàäíèìè. ßêùî `(X) > 0
i X ¹ ðîçêëàäíèì, òî X = Y ◦ Z äëÿ äåÿêèõ êîäiâ Y, Z. Äàëi Y i Z íå óòâîðþþòüñÿ
ëèøå ç ëiòåð, à îòæå `(Y ) > 0, `(Z) > 0. Çà òâåðäæåííÿì 2.6.9 ìà¹ìî, ùî `(Y ) < `(X)
i `(Z) < `(X). Òàêèì ÷èíîì, êîäè Y i Z ¹ êîìïîçèöi¹þ íåðîçêëàäíèõ êîäiâ, à çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî X ¹ òàêîæ òàêîþ êîìïîçèöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 2.6.8 äîâîäèòü iñíóâàííÿ ðîçêëàäó êîäiâ. Öåé ðîçêëàä íå ¹ ¹äèíèì, i
öå âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó.
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Ïðèêëàä 2.6.10. Ðîçãëÿíåìî êîäè

X = {aa, ba, baa, bb, bba}, Y = {cc, d, dc, e, ec}, Z = {a, ba, bb}

ç ïðèêëàäó 2.6.2. Ëåãêî áà÷èòè, øî X = Y ◦ Z. Òàêîæ iñíó¹ ðîçêëàä X = Y ′ ◦γ Z ′ ç

Y ′ = {cc, d, cd, e, ce}, Z ′ = {aa, b, ba}

òà ií'¹êòèâíèì ìîðôiçìîì γ : B∗ → A∗, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

γ(c) = b, γ(d) = aa i γ(e) = ba.

Êîä Z ¹ íåðîçêëàäíèì, êîä Z ′ óòâîðþ¹òüñÿ çàìiíîþ ëiòåð a òà b, i áåðó÷è òîäi îáåð-
íåíå. Öi îïåðàöi¨ íå çìiíþþòü íåðîçêëàäíiñòü êîäó.

Ïðèêëàä 2.6.11. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â ðîçêëàäi êîäó íà íåðîçêëàäíi êîäè
íàâiòü êiëüêiñòü êîìïîíåíò íå ïîâèííà áóòè ¹äèíîþ. Äëÿ X = {a3b} ìà¹ìî

X = {cd} ◦ {a2, ab} = {cd} ◦ {u2, v} ◦ {a, ab}

i òàêîæ
X = {cd} ◦ {a3, b}.

Öå äà¹ äâà ðîçêëàäè êîäó X äîâæèíè 3 i 2, âiäïîâiäíî.

Êîä X ç ïðèêëàäó 2.6.10 íå ¹ ïðåôiêñíèì, íi ñóôiêñíèì, àëå ðîçêëàäà¹òüñÿ íà òàêi
êîäè. Ìè ìîæåìî çàïèòàòè: êîëè äîâiëüíèé (ñêií÷åííèé) êîä îòðèìó¹òüñÿ ÿê êîì-
ïîçèöiÿ ïðåôiêñíèõ i ñóôiêñíèõ êîäiâ. Öå íå çàâæäè òàê, ÿê ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó
ïðèêëàäi, äèâ. òàêîæ âïðàâó 2.8.21.

Ïðèêëàä 2.6.12. Êîä X = {b, ba, a2b, a3ba4} íå ¹ êîìïîçèöi¹þ ïðåôiêñíèõ i ñóôiêñ-
íèõ êîäiâ.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi X ⊂ Z∗ äëÿ äåÿêîãî ïðåôiêñíîãî (àáî ñóôiêñíîãî)
êîäó Z 6= A. Îòîæ, ìîíî¨ä Z∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà (âiäï. óíiòàðíèì çëiâà). Îñêiëüêè
b, ba ∈ Z∗, òî a ∈ Z∗, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî A = {a, b} ⊂ Z∗ é A = Z. Ïðèïóñòèâøè, ùî
ìîíî¨ä Z∗ ¹ óíiòàðíèì çëiâà, îòðèìó¹ìî, ùî ç b, a2b ∈ Z∗ âèïëèâà¹ a2 ∈ Z∗. Íñëiäêîì
öüîãî ¹ a3b ∈ Z∗, à îòæå a3 ∈ Z∗ i íà çàâåðøåííi îòðèìó¹ìî, ùîa ∈ Z∗. Îòîæ, çíîâó
îòðèìó¹ìî Z = A.

Íàâåäåìî ïåðåëiê âëàñòèâîñòåé êîäiâ, ÿêi óñïàäêîâóþòüñÿ ìíîæíèêàìè ðîçêëàäó.
Òâåðäæåííÿ 2.6.13 â ïåâíîìó ñåíñi ¹ äóàëüíèì äî òâåðäæåííÿ 2.6.4.

Òâåðäæåííÿ 2.6.13. Íåõàé X, Y i Z � êîäè òàêi, ùî X = Y ◦ Z. Òîäi:

(1) ÿêùî X � ïðåôiêñíèé (ñóôiêñíèé) êîä, òî Y � ïðåôiêñíèé (ñóôiêñíèé) êîä;
(2) ÿêùî X � ìàêñèìàëüíèé êîä, òî Y i Z � ìàêñèìàëüíi êîäè;
(3) ÿêùî X � ïîâíèé êîä, òî Z � ïîâíèé êîä;
(4) ÿêùî X � òîíêèé êîä, òî Z � òîíêèé êîä.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî X,Z ⊂ A∗, Y ⊂ B∗ i β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì
òàêèé, ùî β(B) = Z i β(Y ) = X.

(1) Íåõàé y, yu ∈ Y . Òîäi β(y), β(y)β(u) ∈ X, i îñêiëüêè êîä X ¹ ïðåôiêñíèì, òî
β(u) = 1. Ç òîãî, ùî β : B∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü u = 1.

(2) ßêùî êîä Y íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî ïîêëàäåìî Y ′ = Y ∪{y} � êîä äëÿ äåÿêîãî
y /∈ Y . Òîäi β(Y ′) = β(Y ) ∪ β(y) ¹ êîäîì, ÿêèé âiäìiííèé âiä êîäó X ç ií'¹êòèâíiñòþ
ìîðôiçìó β. Îòîæ, êîä X íå ¹ ìàêñèìàëüíèì.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî êîä Z íå ¹ ìàêñèìàëüíèì. Ïîêëàäåìî Z ′ = Z ∪ {z} äëÿ
äåÿêîãî ñëîâà z /∈ Z òàêîãî, ùî Z ′ ¹ êîäîì. Ðîçøèðèìî àëôàâiò B äî àëôàâiòó
B′ = B ∪ {}b (äå b /∈ B) òà îçíà÷èìî ìîðôiçì β íàä B′∗ çà ôîðìóëîþ β(b) = z. Òîäi
β : B′∗ → A∗ � ií'¹êòèâíèé ìîðôiçì çà òâåðäæåííÿì 2.1.1 îñêiëüêè ìíîæèíà Z ′ ¹
êîäîì. Ìíîæèíà Y ′ = Y ∪ {b} ¹ êîäîì, à îòæå ìíîæèíà β(Y ′) = X ∪ {z} òàêîæ ¹
êîäîì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî X íå ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ (3) âèïëèâà¹ ç âêëþ÷åííÿ X∗ ⊂ Z∗.

(4) Êîæíå ñëîâî â êîäi Z ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â êîäi X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
F (Z) ⊆ F (X). Çà ïðèïóùåííÿì, F (X) 6= A∗. Îòîæ, F (Z) 6= A∗, à îòæå êîä Z ¹
òîíêèì.

Òâåðäæåííÿ 2.6.14. Íåõàé X, Y i Z � òðè êîäè òàêi, ùî X = Y ◦ Z. Òîäi êîä X
¹ òîíêèì i ïîâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîäè Y i Z ¹ òîíêèìè i ïîâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 2.6.4 ç òîãî, ùî êîäè Y i Z ¹ òîíêèìè i ïîâíèìè âè-
ïëèâà¹, ùî êîä X ¹ òîíêèì i ïîâíèì. Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ¹ òîíêèì
i ïîâíèì. Ç òâåðäæåííÿ 2.6.13 âèïëèâà¹, ùî êîä Z ¹ òîíêèì i ïîâíèì. Çà òåîðå-
ìîþ 2.5.14 êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì. Çà òâåðäæåííÿì 2.6.13 êîä Y ¹ ìàêñèìàëüíèì, à
îòæå çà òåîðåìîþ 2.5.5, Y ¹ ïîâíèì êîäîì. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî êîä Y ¹ òîíêèì.
Ç ïîçíà÷åííÿìè äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.6.13 ðîçãëÿíåìî ñëîâî u /∈ F (X). Îñêiëüêè
ìîíî¨ä Z∗ ¹ ùiëüíèì, òî sut ∈ Z∗ äëÿ äåÿêèõ ñëiâ s, t ∈ A∗. Îòîæ, sut = β(w) äëÿ
äåÿêîãî ñëîâà w ∈ B∗. Àëå òåïåð ñëîâî w íå ¹ ïîïîâíþâàëüíèì â êîäi Y , iíàêøå
hwk ∈ Y äëÿ äåÿêèõ ñëiâ h, k ∈ B∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî β(h)sutβ(k) ∈ X, à îòæå
u ∈ F (X). Òàêèì ÷èíîì, êîä Y ¹ òîíêèì.

Çà òâåðäæåííÿì 2.6.14 äëÿ òîíêèõ êîäiâ Y i Z êîä Y ◦ Z ¹ ìàêñèìàëüíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîäè Y i Z ¹ ìàêñèìàëüíèìè. Ìè íå çíà¹ìî ïðèêëàäó, ÿêèé ïîêàçó¹,
ùî öå òâåðäæåííÿ ¹ õèáíèì áåç äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ, ùî êîäè Y i Z ¹ òîíêèìè.

Òâåðäæåííÿ 2.6.15. Íåõàé A 6= ∅ i X � ìàêñèìàëüíèé êîä íàä àëôàâiòîì A.
Äëÿ äîâiëüíîãî êîäó Z ⊂ A∗ êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä Z òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
X∗ ⊆ Z∗. Çîêðåìà, êîä X ¹ íåðîçêëàäíèì òîëi i ëèøå òîäi, êîëè X∗ ¹ ìàêñèìàëüíèì
âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Äîâåäåííÿ. ßêùî êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä êîäîì Z, òî X∗ ⊆ Z∗. Íàâïàêè, ÿêùî
X∗ ⊆ Z∗, òî ïîêëàäåìî Z = alphZ(X). Òîäi X ⊂ Z

∗
, i çâè÷àéíî Z = alphZ(X). Çà

òâåðäæåííÿì 2.6.6 êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä êîäîì Z. Ç òâåðäæåííÿ 2.6.13 âèïëèâà¹,
ùî êîä Z ¹ ìàêñèìàëüíèì. Ç âêëþ÷åííÿ Z ⊆ Z îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü Z = Z.

Ïðèêëàä 2.6.16. Íåõàé A � àëôàâiò. Ìè äîâåäåìî, ùî îäíîðiäíèé êîä An ðîçêëà-
äà¹òüñÿ íàä êîäîì Z òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Z = Am i ÷èñëî m äiëèòü ÷èñëî n.
Çîêðåìà, êîä An ¹ íåðîçêëàäíèì äëÿ ïåðâèííîãî ÷èñëà n i äëÿ n = 1.
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Ñïðàâäi, íåõàé An = X = Y ◦βZ, äå Y ⊂ B∗ i β : B∗ → A∗. Êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì
i áiôiêñíèì, à îòæå êîä Y òàêîæ ¹ ìàêñèìàëüíèì i áiôiêñíèì i êîä Z ¹ ìàêñèìàëüíèì.
Íåõàé y ∈ Y � ñëîâî ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè, i ïîêëàäåìî y = ub ç b ∈ B. Òîäi Y ∪uB
¹ ïðåôiêñîì. Íåõàé ñïðàâäi y′ = ub′, b′ ∈ B. Êîæåí âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà y′ ¹ òàêîæ
âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà y, à îòæå íå ¹ åëåìåíòîì ó Y ∪uB. Äàëi, ÿêùî y′ ¹ ïðåôiêñîì
äåÿêîãî ñëîâà y′′ â Y ∪uB, òî çà ìàêñèìàëüíiñòþ äîâæèíè ñëîâà y ìà¹ìî, ùî |y′| = |y′′|
i y′ = y′′. Îòîæ, ìíîæèíà Y ∪ uB ¹ êîäîì. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü Y ∪ uB = Y ,
îñêiëüêè êîä Y ¹ ìàêñèìàëüíèì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî β(uB) = β(u)Z ⊆ X. Òåïåð,
îñêiëüêè êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî âñi ñëîâà â êîäi Z ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó, i
íåõàé âîíà äîðiâíþ¹ m. Ïîçàÿê êîä Z ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî Z = Am. Çâiäñè âèïëèâà¹,
n = m|y|.

2.7 Ïðåôiêñíèé ãðàô êîäà

Ïðåôiêñíèé ãðàô âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ òîãî, ùîá äàòè åôåêòèâíó ïåðåâiðêó
òîãî, ÷è ¹ ìíîæèíà X êîäîì. Ãðàô òàêîæ ìîæå âiäïîâiñòè íà äåÿêi iíøi ïèòàííÿ
ïðî ìíîæèíó X, çàñòîñîâóþ÷è ñòàíäàðòíó òåõíiêó äëÿ òðàíñâåðñàëi ãðàôà. Öå áóäå
äåòàëüíî îïèñàíî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ (äèâ. âïðàâè 5.4.1 i 5.4.2).

Íåõàé X � ñêií÷åííà ìíîæèíà ñëiâ íàä äåÿêèì àëôàâiòîì A. Îçíà÷èìî ãðàô GX

äëÿ X, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíèì ãðàôîì ìíîæèíè X, íàñòóïíèì ÷èíîì. Âåð-
øèíàìè ãðàôà GX ¹ íåïîðîæíi ïðåôiêñè ñëiâ ìíîæèíè X, òà iñíó¹ ðåáðî ç âåðøèíè
s ó âåðøèíó t, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ óìîâ: àáî st ∈ X, àáî
sx = t äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X (äèâ. ðèñ. 2.8).

x

s t

t

s x

Ðèñ. 2.8: Äâà òèïè âåðøèí ïðåôiêñíîãî ãðàôà

Ðåáðà ïåðøîãî òèïó íàçèâàþòüñÿ ñõðåùóâàííÿìè, à òi, ùî ¹ äðóãîãî òèïó ðîç-
øèðåííÿìè. Ðåáðî ñõðåùóâàííÿ (s, t) ïîçíà÷åíå ñëîâîì t, ðåáðî ðîçøèðåííÿ (s, t) ç
sx = t ïîçíà÷åíå x. ßê çàâæäè, ìiòêà øëÿõó ¹ äîáóòêîì ìiòîê ¨¨ ðåáåð. Ó âèïàäêó,
êîëè sx = t i x, t ¹ â X, òî (s, t) ¹ ðåáðî ðîçøèðåííÿ, ïîçíà÷åíå x, à (s, x) � ðåáðî
ñõðåùóâàííÿ, òàêîæ ïîçíà÷åíå ÷åðåç x.

Âåðøèíà s ïðèçíà÷åíà äëÿ çîáðàæåííÿ ïðåôiêñà, ÿêèé áóâ ïîáóäîâàíèé â ïðîöåñi
ïîáóäîâè ïîäâiéíî¨ ôàêòîðèçàöi¨, ñêàæåìî ys = z, äëÿ y, z ∈ X∗. Ðåáðî ñõðåùóâàííÿ
(s, t) ç st = x ∈ X, äà¹ ôàêòîðèçàöiþ yx = zt, à ïðåôiêñ t ïåðåñòàâëÿ¹òüñÿ íà iíøèé
áiê ðiâíÿííÿ, òîäi ÿê ðåáðî ðîçøèðåííÿ (s, t) ç sx = t çàìiíþ¹ ôàêòîðèçàöiþ íà
yt = zx, ðîçøèðþþ÷è ïîòî÷íèé ïðåôiêñ ç s äî t (äèâ. ðèñ. 2.9).

Ïðèêëàä 2.7.1. Íåõàé X = {a, bb, abbba, babab} íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Íåïîðîæ-
íiìè ïðåôiêñàìè, êðiì ñëiâ ìíîæèíè X, ¹ ñëîâà

b, ab, ba, abb, bab, abbb i baba,



2.7. Ïðåôiêñíèé ãðàô êîäà 119

z

y s

y x

z t

z

y s

y t

z x

Ðèñ. 2.9: Äâà ñïîñîáè ïðîäîâæåííÿ ïîäâiéíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ys = z. Çëiâà âîíà ïîøè-
ðþ¹òüñÿ íà yx = zt, à ñïðàâà íà yt = zx

à îòæå ãðàô ìà¹ 11 âåðøèí. Ïðåôiêñíèé ãðàô GX çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.10. Ðåáðî ñõðå-
ùóâàííÿ çîáðàæåíî øòðèõîâàíèì i ðåáðî ðîçøèðåííÿ çîáðàæåíî ñóöiëüíèì. Ìiòêîþ
ðåáðà ñõðåùóâàííÿ ¹ íàçâà éîãî êiíöÿ. Ìiòêîþ ðåáðà ðîçøèðåííÿ (s, t) ¹ ñëîâî x ∈ X
äëÿ ÿêîãî sx = t.

Ìè äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà X ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íå iñíó¹ øëÿõó â
ïðåôiêñíîìó ãðàôiGX âiä âåðøèíè âX äî âåðøèíè âX. Ó íàâåäåíîìó ïðèêëàäi 2.7.1
¹ øëÿõ âiä a äî a, àáî äî abbba, à òîìó ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì.

Ïî÷íåìî ç ëåìè, ÿêà îïèñó¹ øëÿõè â ïðåôiêñíîìó ãðàôi GX . Ïî-ïåðøå, íàì ïî-
òðiáíå îçíà÷åííÿ. Äâi ôàêòîðèçàöi¨ (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , ym) ñëîâà w íàçèâàþþòüñÿ
äèç'þíêòíèìè, ÿêùî x1 · · ·xn 6= y1 · · · yj äëÿ 1 6 i < n, 1 6 j < m. Ìè ïðîñòî
êàæåìî, ùî

x1 · xn = y1 · ym

¹ äèç'þíêòíîþ ïîäâiéíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ, êîëè äâi ôàêòîðèçàöi¨ (x1, . . . , xn) i
(y1, . . . , ym) äåÿêîãî îäíîãî é òîãî æ ñëîâà ¹ äèç'þíêòíèìè.

Ëåìà 2.7.2. Iñíó¹ øëÿõ äîâæèíè n > 1 ç âåðøèíè s ó âåðøèíó t ó ïðåôiêñíîìó
ãðàôi X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ñëîâà x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ∈ X òàêi, ùî

sy1 · · · ylt = x1 · · ·xk àáî sy1 · · · yl = x1 · · ·xkt

¹ äèç'þíêòíèìè ôàêòîðèçàöiÿìè ç k + l = n, i áiëüøå òîãî, ñëîâî s ïðåôiêñîì
ñëîâà x1 (âiäï. ïðåôiêñîì ñëîâà t ó âèïàäêó k = 0). Ìiòêîþ øëÿõó ¹ ñëîâî y1 · · · ylt
ó ïåðøîìó âèïàäêó, i ñëîâî y1 · · · yl ó äðóãîìó âèïàäêó. Ïåðøèé (äðóãèé) âèïàäîê
âiäáóâà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè øëÿõ ìiñòèòü íåïàðíó (ïàðíó) êiëüêiñòü
ðåáåð ñõðåùóâàííÿ.
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Ðèñ. 2.10: Ïðåôiêñíèé ãðàô GX äëÿ ìíîæèíè X = {a, bb, abbba, babab}

Ïðèêëàä 2.7.3. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä øëÿõó

abb
ba−→ ba

bab−→ bab
ab−→ ab

bb−→ abbb

ó ãðàôi ç ïðèêëàäó 2.7.1. Éîãî ìîæíà çîáðàçèòè òàê:

a b b b a b a b a b b b

b a b a b

Öåé øëÿõ ìà¹ äîâæèíó 4, ïåðøi 3 ðåáðà ¹ ðåáðàìè ñõðåùóâàííÿ, îñòàíí¹ ¹ ðåáðîì
ðîçøèðåííÿ. Öüîìó øëÿõîâi âiäïîâiäà¹ äèç'þíêòíà ôàêòîðèçàöiÿ

abb|babab|abbb = abbba|babab|bb.

Òóò l = 1, k = 3, i äîáóòîê ìiòîê äîðiâíþ¹ babababbb. Øëÿõ

a
bb−→ abb

ba−→ ba
bab−→ bab

ab−→ ab
bb−→ abbb

a−→ a

ìà¹ ùå äâà ðåáðà.

a b b b a b a b a b b b

a b b b a b a b a b b b
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Öüîìó øëÿõó âiäïîâiäàþòü äèç'þíêòíi ôàêòîðèçàöi¨

a|bb|babab|abbba = abbba|babab|bb|a,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.7.2. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî iñíó¹ øëÿõ äîâæèíè n > 1 ç
âåðøèíè s ó âåðøèíó t. ßêùî n = 1, òî àáî st = x, àáî sx = t ç x ∈ X. Òàêèì ÷èíîì,
iñíó¹ ïîäâiéíà ôàêòîðèçàöiÿ íåîáõiäíî¨ ôîðìè äëÿ n = 1.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî n > 1 òà iñíó¹ ðåáðî ç âåðøèíè t ó âåðøèíó u. Çà ïðèïó-
ùåííÿì,

sy1 · · · ylt = x1 · · ·xk àáî sy1 · · · yl = x1 · · · xkt,

i àáî tu = x ∈ X àáî tx = u äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X, u /∈ X. Îòæå, íåîáõiäíî
ïåðåâiðèòè ÷îòèðè âèïàäêè.

1. ßêùî sy1 · · · ylt = x1 · · ·xk i tu = x ∈ X, òî

sy1 · · · ylx = x1 · · ·xku,

i öi ôàêòîðèçàöi¨ çíîâó ¹ äèç'þíêòíèìè, îñêiëüêè ñëîâî u ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì
ñëîâà x.

2. ßêùî sy1 · · · ylt = x1 · · ·xk i tx = u äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X, òî

sy1 · · · ylu = x1 · · ·xkx,

à îòæå ôàêòîðèçàöi¨ çíîâó ¹ äèç'þíêòíèìè, îñêiëüêè ñëîâî u ¹ âëàñíèì ñóôiê-
ñîì ñëîâà t, à òîìó âîíî ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà xk.

3. ßêùî sy1 · · · yl = x1 · · ·xkt i tu = x ∈ X, òî

sy1 · · · ylu = x1 · · ·xkx,

i öi ôàêòîðèçàöi¨ çíîâó ¹ äèç'þíêòíèìè, îñêiëüêè ñëîâî u ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì
ñëîâà x. Áiëüøå òîãî, ÿêùî k = 0, òî ñëîâî s ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x, îñêiëüêè s ¹
ïðåôiêñîì ñëîâà t i t ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x.

4. ßêùî sy1 · · · yl = x1 · · ·xkt i tx = u äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X, òî

sy1 · · · ylx = x1 · · ·xku,

i öi ôàêòîðèçàöi¨ çíîâó ¹ äèç'þíêòíèìè, îñêiëüêè ñëîâî u ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì
ñëîâà x. ßêùî k = 0, òî ñëîâî s ïðåôiêñîì ñëîâà t i t ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u, à
îòæå s ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïîäâiéíà ôàêòîðèçàöiÿ sy1 · · · ylt = x1 · · ·xk àáî
ïîäâiéíà ôàêòîðèçàöiÿ sy1 · · · yl = x1 · · ·xkt, ç k + l = n. ßêùî n = 1, òî k = 1, l = 0
ó ïåðøîìó âèïàäêó, i k = 0, l = 1 ó äðóãîìó âèïàäêó. Ñïðàâäi, çíà÷åííÿ k = 1,
l = 0 ó äðóãîìó âèïàäêó âèêëþ÷à¹òüñÿ óìîâîþ, ùî ñëîâî s ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x1.
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Òàêèì ÷èíîì, ó ïåðøîìó âèïàäêó iñíó¹ ðåáðî ñõðåùóâàííÿ (s, t), à ó äðóãîìó � ðåáðî
ðîçøèðåííÿ (s, t).

Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1 i sy1 · · · ylt = x1 · · · xk. Ïîçàÿê t 6= xk, òî îäíå ç öèõ ñëiâ
¹ âëàñíèì ñóôiêñîì iíøîãî. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ñëîâî t ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì
ñëîâà xk, i ïîêëàäåìî xk = ut. Òîäi iñíó¹ ðåáðî ç u äî t ó ãðàôi GX , i áiëüøå òîãî

sy1 · · · yl = x1 · · ·xk−1u.

ßêùî k = 1, òîäi ñëîâî s ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà u, iíàêøå ñëîâî s çàëèøà¹òüñÿ
âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x1. Çàñòîñóâàâøè iíäóêöiþ, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ øëÿõ ç
âåðøèíè s äî âåðøèíè u äîâæèíè n− 1, à îòæå iñíó¹ øëÿõ äîâæèíè n ç âåðøèíè s
äî âåðøèíè t. Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî ñëîâî xk ¹ ñóôiêñîì ñëîâà t i ïîêëàäåìî t = uxk.
Öå âèçíà÷à¹ ðåáðî ðîçøèðåííÿ (u, t). Îòîæ,

sy1 · · · ylu = x1 · · ·xk−1.

Ïîçàÿê ëiâèé áiê ðiâíîñòi ¹ íåïîðîæíiì, òî ñëîâî s ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x1. Âèñíîâîê
çíîâó âèïëèâà¹ ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨.

ßêùî ïîäâiéíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ ¹

sy1 · · · yl = x1 · · ·xkt,

òî îñêiëüêè ñëîâî s ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ïðàâîãî áîêó ðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî l > 0.
ßêùî ñëîâî yl ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà t, òî t = uyl äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u òà iñíó¹

ðåáðî ðîçøèðåííÿ (u, t). Çàìiíèâøè ñëîâî t íà uyl, îòðèìó¹ìî

sy1 · · · yl−1 = x1 · · ·xku.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñëîâî s ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x1, àáî k = 0, à òîäi ñëîâî s ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì ñëîâî u ÿêùî l > 1 àáî s = u ÿêùî l = 1. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, iñíó¹ øëÿõ
ç âåðøèíè s äî âåðøèíè u, à â äðóãîìó âèïàäêó iñíó¹ ñàìå ðåáðî (s, t).

Íà çàâåðøåííi, ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî t ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà yl. Òîäi yl = ut,
à îòæå iñíó¹ ðåáðî ñõðåùåííÿ (u, t). Äàëi,

sy1 · · · yl−1u = x1 · · ·xk,

à îòæå k > 1 i ñëîâî s çàëèøà¹òüñÿ ïðåôiêñîì ñëîâà x1. Iñíó¹ çíîâó øëÿõ ç âåðøèíè
s äî âåðøèíè u äîâæèíè n − 1 ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
ëåìè.

Òåîðåìà 2.7.4. Ìíîæèíà X íåïîðîæíiõ ñëiâ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íå
iñíó¹ øëÿõó â ¨¨ ïðåôiêñíîìó ãðàôi GX ç âåðøèíè â X äî âåðøèíè â X.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ øëÿõ ç âåðøèíè â X äî âåðøèíè â X ó ïðåôiêñ-
íîìó ãðàôi GX . Òîäi iñíó¹ äèç'þíêòíà ïîäâiéíà ôàêòîðèçàöiÿ îäíîãî ç âèïàäêiâ,
îïèñàíèõ â äîâåäåííi ëåìè 2.7.2. Ó êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ îòðèìó¹ìî ïîäâiéíó
ôàêòîðèçàöiþ ñëîâà, ÿê äîáóòîê ñëiâ ó ìíîæèíi X.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà X íå ¹ êîäîì, i ðîçãëÿíåìî íàéêîðîòøå ñëîâî
w ó âiëüíié íàïiâãðóïi X+, ÿêå ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨

w = x1 · · ·xn = y1 · · · ym,

ç x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ X. Ìîæåìî ââàæàòè, ùî x1 ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà y1.
Òîäi iñíó¹ øëÿõ ç âåðøèíè x1 äî âåðøèíè ym äîâæèíè m+ n− 2 ó ãðàôi GX .
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Ç îãëÿäó íà ñêií÷åííèé ãðàô G, áàãàòî âëàñòèâîñòåé ãðàôà G ìîæíà ïåðåâiðèòè
â ëiíiéíîìó ÷àñi ùîäî ðîçìiðó ãðàôà G, äå ðîçìiðîì ¹ çàãàëüíà êiëüêiñòü âåðøèí i
ðåáåð ó G. Ñåðåä öèõ âëàñòèâîñòåé ¹ iñíóâàííÿ öèêëiâ, iñíóâàííÿ øëÿõiâ ìiæ âèäiëå-
íèìè ìíîæèíàìè âåðøèí, òà iíøå. Óñi âëàñòèâîñòi, îïèñàíi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi,
¹ òàêîãî æ òèïó. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî îöiíèòè ðîçìið ãðàôà GX ìíîæèíè X.

Òâåðäæåííÿ 2.7.5. Íåõàé X � ñêií÷åííà ìíîæèíà ñëiâ ç n åëåìåíòàìè òà N =∑
x∈X

|x| � ñóìà äîâæèí ñëiâ ó ìíîæèíi X. Òîäi ïðåôiêñíèé ãðàô GX ìà¹ ùîíàéáiëüøå

N âåðøèí i ùîíàéáiëüøå nN ðåáåð.

Äîâåäåííÿ. Âåðøèíè ãðàôà GX � öå íåïîðîæíi ïðåôiêñè ñëiâ ó ìíîæèíi X i ¨õ ¹ íå
áiëüøå, ÷èìN−1. Äàëi ðîçãëÿíåìî âåðøèíó t i ðåáðî (s, t), ùî âõîäèòü â t. ßêùî (s, t)
¹ ðåáðîì ñõðåùåííÿ, òî ñëîâî st ∈ X äîâøå, íiæ ñëîâî t, à ÿêùî t = sx äëÿ äåÿêîãî
ñëîâà x ∈ X, òî ñëîâî x êîðîòøå, íiæ ñëîâî t. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî x ó ìíîæèíi X àáî
ïîðîäæó¹ ìàêñèìóì îäíå ðåáðî ñõðåùåííÿ, àáî âîíî ãåíåðó¹ íå áiëüøå îäíîãî ðåáðà
ðîçøèðåííÿ. Îòæå, çàãàëüíà êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêi âõîäÿòü ó âåðøèíó t, íå ïåðåâèùó¹
xbckf n, à çàãàëüíà êiëüêiñòü ðåáåð ó ãðàôi GX íå ¹ áiëüøîþ çà nN .

Ç âèùå âèêëàäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê:2

Íàñëiäîê 2.7.6. Ïðåôiêñíèé ãðàô GX ìíîæèíè X ç n ñëiâ çàãàëüíî¨ äîâæèíè N ,
ìîæíà ïåðåâiðèòè çà ÷àñ O(nN), íà òå ÷è X ¹ êîäîì.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ÿê ïîáóäóâàòè ïðåôiêñíèé ãðàô GX ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè
X ó ëiíiéíîìó ÷àñi ïî éîãî ðîçìiði, òîáòî ïî nN , äå n � êiëüêiñòü ñëiâ ó ìíîæèíi X,
à N � ñóìà äîâæèí ñëiâ ó X.

Ïîáóäîâà çäiéñíþ¹òüñÿ â òðè åòàïè. Ñïî÷àòêó áóäó¹òüñÿ ïðîñòèé àâòîìàò, ùî ðîç-
ïiçíà¹ ìíîæèíó X. Öåé àâòîìàò ¹ äåòåðìiíîâíèì, àëå íå ïîâíèì i ìà¹ ôîðìó äåðåâà.
Òàêèé àâòîìàò çàçâè÷àé íàçèâàþòü íàâàíòàæåíèì äåðåâîì (àíãë. trie). Âåðøèíè
ãðàôà GX ¹ ñåðåä ñòàíiâ öüîãî àâòîìàòà. Ïîòiì àâòîìàò ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òàê çâà-
íó ìàøèíó, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè (àíãë. pattern matching machine). Öå ðîáèòüñÿ
â îáëàäíàííi íàâàíòàæåíîãî äåðåâà ôóíêöi¹þ âiäìîâè (àíãë. failure function). Ðîëü
öi¹¨ ôóíêöi¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çàáåçïå÷èòè, ó âèïàäêó, ÿêùî ïåðåõiä íå iñíó¹ äëÿ
äåÿêî¨ ëiòåðè â ÿêèéñü ñòàí, òî ìîæíà øóêàòè ìîæëèâèé ïåðåõiä ó iíøèé ñòàí. Â
ðåçóëüòàòi ìàøèíà, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè, ðîçïiçíà¹ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ âiäìîâè
ìíîæèíó A∗X ñëiâ, ùî çàêií÷óþòüñÿ ñëîâàìè ç ìíîæèíè X.

Öi äâà ïîïåðåäíi êðîêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà îñòàííüîìó åòàïi äëÿ åôåêòèâíîãî
îá÷èñëåííÿ ðåáåð ãðàôà GX .

Äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X ñëiâ íàä àëôàâiòîì A íàâàíòàæåíîãî äåðåâà ìíîæè-
íè X ¹ àâòîìàò, ÷èé íàáið ñòàíiâ ¹ ìíîæèíîþ P ïðåôiêñiâ ñëiâ ìíîæèíè X. Ïî÷àòêî-
âèì ñòàíîì òóò ¹ ïîðîæí¹ ñëîâî, êiíöåâèìè ñòàíàìè ¹ ñëîâà ç ìíîæèíè X. Ôóíêöiÿ
ñòàíiâ âèçíà÷åíà äëÿ p ∈ P i a ∈ A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè pa â P , i òîäi p · a = pa.

2Êàæóòü, ùî àëãîðèòì âèêîíó¹òüñÿ çà ëiíiéíèé ÷àñ àáî ÷àñ O(n), êîëè éîãî ñêëàäíiñòü äîðiâíþ¹
O(n). Ïî ïðîñòîìó, öå îçíà÷à¹, ùî ÷àñ âèêîíàííÿ çðîñòà¹ ùîíàéáiëüøå ëiíiéíî âiä êiëüêîñòi âõiäíèõ
äàíèõ. Áiëüø òî÷íî, öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíñòàíòà c, òàêà, ùî ÷àñ âèêîíàííÿ áóäå ùîíàéáiëüøå cn,
êîëè ðîçìið âõiäíèõ äàíèõ n. Íàïðèêëàä, ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîöåäóðè, ÿêà çíàõîäèòü ñóìó âñiõ åëå-
ìåíòiâ ñïèñêó, áóäå ïðîïîðöiéíîþ äîâæèíi ñïèñêó çà óìîâè, ùî ÷àñ âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
¹ ñòàëèì, àáî, ïðèíàéìíi, îáìåæåíèé ñòàëîþ.
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Íàâàíòàæåíå äåðåâî ìíîæèíè X ìîæíà ïîáóäîâàíà äóæå ïðîñòî, âñòàâèâøè ñëî-
âà ìíîæèíè X ó äåðåâî, ÿêå ñïî÷àòêó çâîäèòüñÿ äî ïîðîæíüîãî ñëîâà.

Trie(X)

1 T ← New Automaton()

2 for x ∈ X do

3 p← ε

4 for i← 1 to |x| do
5 a← x[i]

6 if p · a exists then
7 p← p · a
8 else q ← New State()

9 p · a← q

10 p← q

11 SetTerminal(p)

12 return T

Öåé àëãîðèòì ÷iòêî îá÷èñëþ¹ íàâàíòàæåíå äåðåâî ìíîæèíè X çà ÷àñ O(N), äå
N � ñóìà äîâæèí ñëiâ ó X.

Ïðèêëàä 2.7.7. Íàâàíòàæåíå äåðåâî ìíîæèíè X = {a, bb, abbbba, babab} çîáðàæåíî
íà ðèñ. 2.11. Âîíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê àâòîìàò, ùî ïðèéìà¹ ñëîâà â ìíîæèíi X.

b

a

a

b

b

b

b

a

b

b

a

Ðèñ. 2.11: Íàâàíòàæåíå äåðåâî ìíîæèíè X = {a, bb, abbbba, babab}

Äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X ñëiâ íàä àëôàâiòîì A, ôóíêöiÿ âiäìîâè ïðèçíà÷åíà
äëÿ âèêîðèñòàííÿ, êîëè ôóíêöiÿ íàñòóïíîãî ñòàíó p ·a ¹ íåâèçíà÷åíîþ â íàâàíòàæå-
íîìó äåðåâi ìíîæèíè X. Âîíà äà¹ ñòàí q, äå íåîáõiäíî çàïóñòèòè íîâå íàâàíòàæåíå
äåðåâî äëÿ îá÷èñëåííÿ íàñòóïíîãî ñòàíó.

Ôóíêöiÿ âiäìîâè f ìíîæèíè X âèçíà÷à¹òüñÿ íà ìíîæèíi íåïîðîæíiõ ïðåôiêñiâ
ñëiâ ìíîæèíè X. Äëÿ p ∈ P , p 6= ε, f(p) � íàéäîâøèé âëàñíèé ñóôiêñ ñëîâà p, ÿêèé
¹ â P . Äëÿ ïîðîæíüîãî ñëîâà ïîêëàäåìî f(ε) = ε.
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Ìàøèíà, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè ìíîæèíè X ¹ àâòîìàòîì, îòðèìàíèì ç íàâàí-
òàæåíîãî äåðåâà ìíîæèíè X øëÿõîì ðîçøèðåííÿ ôóíêöi¨ íàñòóïíîãî ñòàíó íà P
òàê:

p · a =

{
pa, ÿêùî pa ∈ P ;
f(p) · a, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Áiëüø òîãî, çàóâàæèìî, ùî ñòàí p ¹ êiíöåâèì, ÿêùî f(p) ¹ êiíöåâèì ñòàíîì. Ôóíêöiÿ
ComputeFailure(T ) îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ âiäìîâè äëÿ íàâàíòàæåíîãî äåðåâà T .

ComputeFailure(T )

1 f(ε)← ε

2 F ← New Queue()

3 for a ∈ A such that ε · a is de�ned do
4 f(ε · a)← ε

5 Add(F, ε · a)

6 while F 6= ∅ do

7 p← Get(F )
8 if IsTerminal(f(p)) then
9 SetTerminal(p)
10 for a ∈ A such that p · a is de�ned do
11 q ← f(p)

12 while q · a is unde�ned do
13 q ← f(p)

14 f(p · a)← q · a
15 Add(F, p · a)

Ìàøèíà, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì ïîáóäîâè ñïî÷àòêó íàâàí-
òàæåíîãî äåðåâà, à ïîòiì ôóíêöi¨ âiäìîâè.

Ïðèêëàä 2.7.8. Ìàøèíà, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè ìíîæèíè X = {a, bb, abbbba, babab}
çîáðàæåíà íà ðèñ. 2.12. Âîíà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê àâòîìàò, âîíà ïðèéìà¹ ñëîâà â A∗X.
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Ðèñ. 2.12: Ìàøèíà, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè ìíîæèíè X = {a, bb, abbbba, babab}

�¨ ïðèéìàþ÷i ñòàíè ¹ ñiðèìè. Ôóíêöiÿ âiäìîâè çîáðàæà¹òüñÿ øòðèõîâàíèìè ðåáðàìè.
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Ñòàí p ¹ êiíöåâèì äëÿ ìàøèíè, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè, ÿêùî âií ¹ ñëîâîì â A∗X.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ êîðèñíèì çíàòè íàéäîâøèé ñóôiêñ ñòàíó p, ÿêèé ¹ â X. Íàçâåìî éîãî
σ(p). Ôóíêöiÿ σ íåâèçíà÷åíà íà íåêiíöåâèõ ñòàíàõ, à äëÿ êiíöåâèõ ñòàíiâ âèçíà÷à-
¹òüñÿ òàê:

σ(p) =

{
f(p), ÿêùî f(p) ¹ â X;
σ(f(p)), â iíøèõ âèïàäêàõ.

Öå ïîêàçó¹, ùî ìè ïàì'ÿòà¹ìî ÿêi ñòàíè ¹ â X, i öå äîñèòü ëåãêî i ëiíiéíî ïî
êiëüêîñòi ñòàíiâ, ùîá îá÷èñëèòè ôóíêöiþ σ.

Òåïåð ìè ãîòîâi îá÷èñëèòè ðåáðà ãðàôà GX . Êîæíå ñëîâî x â X ìîæå âèðîáëÿòè
äåêiëüêà ðåáåð ñõðåùóâàííÿ (s, t). Ðåáðî ¹ ðåáðîì ñõðåùóâàííÿ, ÿêùî ñóôiêñ t òàêîæ
¹ ïðåôiêñîì ñëîâà â X. Âñi öi ñóôiêñè ïåðåíóìåðîâàíi ôóíêöi¹þ âiäìîâè. Òàêèì
÷èíîì, ìè îòðèìàëè ôóíêöiþ äëÿ îá÷èñëåííÿ ðåáåð ñõðåùóâàííÿ:

CrossingEdges(X)

1 for x ∈ X do

2 t← f(x)

3 while t 6= ε do

4 s← xt−1

5 AddCrossingEdge(s, t)
6 t← f(t)

�äèíèì íåïðîñòèì íàïðÿìêîì ¹ îá÷èñëåííÿ âåðøèíè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñëîâó xt−1.
Öå ìîæíà çðîáèòè, ïiäòðèìóþ÷è äëÿ êîæíîãî ñëîâà x â X ìàñèâ ïîêàæ÷èêiâ íà âåð-
øèíè éîãî ïðåôiêñiâ, iíäåêñîâàíèõ ¨õ äîâæèíîþ. Îòæå, ç äîâæèíè ñëîâà x i äîâæèíè
ñëîâà t îòðèìó¹ìî äîâæèíó ñëîâà s, òîáòî s ñòàëèì ÷àñîì.

Îá÷èñëåííÿ ðåáåð ðîçøèðåííÿ äóæå ñõîæi. Âðàõîâóþ÷è ñóôiêñ t, øóêà¹ìî âñi
ñóôiêñè x ñëîâà t. Êîæåí ç öèõ ñóôiêñiâ äà¹ ðåáðî ðîçøèðåííÿ (s, t), ïðè÷îìó sx = t.
Ùîá ïðîêðóòèòè ñóôiêñè t, ÿêi ¹ â X, ìîæíà ïîâòîðèòè ôóíêöiþ σ. Òàêèì ÷èíîì
ôóíêöi¹þ ¹:
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ExtendingEdges(X)

1 for t terminal states do
2 x← σ(t)

3 while t 6= ε do

4 s← tx−1

5 AddExtendingEdges(s, t)
6 t← σ(x)

Çíîâó æ òàêè, õèòðîþ òî÷êîþ ¹ îá÷èñëåííÿ âåðøèíè s = tx−1. Äëÿ öüîãî äëÿ
êîæíî¨ âåðøèíè p çáåðiãà¹òüñÿ ïîêàæ÷èê íà íàéäîâøå ñëîâî â X, äëÿ ÿêîãî p ¹
ïðåôiêñîì. Ó äàíîìó âèïàäêó ñëîâî s ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà t, òîìó âîíè ïîäiëÿþòü
îäíå i òå æ íàéäîâøå ñëîâî â X, i çíîâó çàñòîñîâó¹òüñÿ òðþê âèêîðèñòîâóâàíîãî
ðàíiøå ìàñèâó äëÿ òîãî, ùîá äàòè âåðøèíó s â ñòàëèé ÷àñ.

Çàãàëîì, íàñòóïíà ôóíêöiÿ îá÷èñëþ¹ ïðåôiêñíèé ãðàô ìíîæèíè X.

ExtendingEdges(X)

1 T ← Trie(X)
2 ComputeFailure(T )
3 CrossingEdges(X)
4 ExtendingEdges(X)

Íàðåøòi, ìîæíà âèêëàñòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿê íàñëiäîê ïîïåðåäíiõ êîíñòðóê-
öié.

Òâåðäæåííÿ 2.7.9. Äëÿ ìíîæèíè X, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n ñëiâ íàä äåÿêèì àëôà-
âiòîì A, çàãàëüíî¨ äîâæèíè N =

∑
x∈X

|x|, ïðåôiêñíèé ãðàô GX ìîæíà ïîáóäóâàòè

â ÷àñi òà ïðîñòîði O(nN).
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2.8 Âïðàâè äî ðîçäiëó 2

Ïiäðîçäië 2.1

B. 2.8.1. Íåõàé n > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Íåõàé I i J � äâi ìíîæèíè íåâiä'¹ìíèõ
öiëèõ ÷èñåë òàêi, ùî äëÿ i, i′ ∈ I òà j, j′ ∈ J , ç óìîâè

i+ j ≡ i′ + j′ mod n

âèïëèâà¹, ùî
i = i′ òà j = j′.

Íåõàé Y = {aibaj : i ∈ I, j ∈ J} i X = Y ∪{an}. Äîâåñòè, ùî X ¹ êîäîì íàä àëôàâiòîì
A = {a, b}.

Ïiäðîçäië 2.2

B. 2.8.2. Äîâåñòè áåçïîñåðåäíüî (òîáòî íå âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 2.2.16), ùî ìíî-
æèíà X = {x, y} ¹ êîäîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x òà y íå ¹ ñòåïåíÿìè îäíîåëåìåíòíîãî
ñëîâà.

(Ïiäêàçêà: âèêîðèñòàòè iíäóêöiþ ïî |x|+ |y|.)

B. 2.8.3. ÍåõàéK � ïîëå é A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. ÍåõàéX ⊂ A+ � êîä iK〈X〉 �
ïiäíàïiâêiëüöå íàïiâêiëüöÿ K〈A〉, ïîðîäæåíå åëåìåíòàìè ìíîæèíè X. Äîâåñòè, ùî
íàïiâêiëüöå K〈X〉 ¹ âiëüíèì â òàêîìó ñåíñi: íåõàé β : B∗ → A∗ � êîäóþ÷èé ìîðôiçì
äëÿ X. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ β ëiíiéíî äî ìîðôiçìó ç íàïiâêiëüöÿ K〈B〉 â
íàïiâêiëüöå K〈A〉. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ β ¹ içîìîðôiçìîì ìiæ íàïiâêiëüöÿìè
K〈B〉 i K〈X〉.

B. 2.8.4. Äîâåñòè, ùî ïiäìîíî¨ä N ìîíî¨äà M ¹ ñòiéêèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ
âñiõ m,n ∈M âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

nm, n,mn ∈ N =⇒ m ∈ N.

B. 2.8.5. Íåõàé M � êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä. Äîâåñòè, ùî ïiäìîíî¨ä ìîíî¨äà M ¹
ñòiéêèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ áióíiòàðíèì.

B. 2.8.6. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Äëÿ X ⊂ A+ íåõàé Y � áàçà íàéìåíøîãî
óíiòàðíîãî ñïðàâà ïiäìîíî¨äà, ÿêèé ìiñòèòü ìíîæèíó X.

(a) Äîâåñòè, ùî Y ⊆ (Y ∗)−1X.
(b) Âèâåñòè çâiäñè, ùî Card(Y ) 6 Card(X), i íàâåäiòü ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî

öÿ íåðiâíiñòü ìîæå ïåðåòâîðèòèñÿ â ðiâíiñòü.

B. 2.8.7. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà é X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+.
Îçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n>0 ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ïîêëàâøè:

S0 = X∗, Sn+1 =
(
S−1
n Sn ∩ SnS−1

n

)∗
.

Îçíà÷èìî S(X) =
⋃
n60 Sn. Äîâåñòè, ùî S(X) âiëüíîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè X, à ó

âèïàäêó êîëè ìíîæèíà X ¹ ðîçïiçíóâàíîþ, òî i ¨¨ âiëüíà îáîëîíêà òàêîæ ¹ ðîçïiçíó-
âàíîþ.
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B. 2.8.8. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, M � ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ é
X = (M \ {1}) \ (M \ {1})2 � ìiíiìàëüíà ïîðîäæóþ÷à ìíîæèíà â M . Äîâåñòè, ùî
ìíîæèíà X ¹ ðîçïiçíóâàíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîíî¨ä M ¹ ðîçïiçíóâàíèé.

B. 2.8.9. Äîâåñòè, ùî ìîíî¨ä M ¹ âiëüíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií çàäîâîëüíÿ¹
òàêi óìîâè:

(i) iñíó¹ ìîðôiçì λ : M → N â àäèòèâíèé ìîíî¨ä N òàêèé, ùî λ−1(0) = 1M ;
(ii) äëÿ âñiõ x, y, z, t ∈M , âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü xy = zt òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

åëåìåíò u ∈M òàêèé, ùî xu = z i y = ut, àáî x = zu i uy = t.

Ïiäðîçäië 2.3

B. 2.8.10. Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà é X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè
A+ òàêà, ùî X ∩XX+ = ∅. Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ ρ ⊆ A∗ × A∗ òàê: (u, v) ∈ ρ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ñëîâî x ∈ X∗ òàêå, ùî

uxv ∈ X, ux 6= 1, uv 6= 1 i xv 6= 1.

Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà X ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (1, 1) /∈ ρ+, äå ÷åðåç ρ+

ïîçíà÷à¹òüñÿ òðàíçèòèâíå çàìèêàííÿ âiäíîøåííÿ ρ.

Ïiäðîçäië 2.4

B. 2.8.11. Íåõàé n > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Íåõàé I i J � äâi ïiäìíîæèíè ìíî-
æèíè {0, 1, . . . , n − 1} òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà p ∈ {0, 1, . . . , n − 1} iñíó¹ ¹äèíà
âïîðÿäêîâàíà ïàðà (i, j) ∈ I × J òàêà, ùî

p ≡ i+ j mod n.

Íåõàé
V = {i+ j − n : i ∈ I, j ∈ J, i+ j > n}.

Äëÿ ìíîæèíè K öiëèõ ÷èñåë îçíà÷èìî

aK =
{
ak : k ∈ K

}
.

Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà X ⊂ {a, b}∗, îçíà÷åíà

X = aI
(
baV
)∗
baJ ∪ an,

¹ êîäîì.

B. 2.8.12. Êîä Ìîòöêiíà (the Motzkin code) � öå ïðåôiêñíèé êîä M íàä àëôàâiòîì
A = {a, b, c}, óòâîðåíèé ñëîâàìè w ∈ A∗ òàêèìè, ùî |w|a− |w|b = 0, àëå |u|a− |u|b > 0
äëÿ äîâiëüíîãî âëàñíîãî íåïîðîæíüîãî ïðåôiêñà ñëîâà w. Äîâåñòè, ùî ïîðîäæóþ÷è-
ìè ðÿäàìè êîäó M i ìîíî¨äà M∗ ¹

fM(t) =
1 + t−

√
1− 2t− 3t2

2
i fM∗(t) =

1− t−
√

1− 2t− 3t2

2t2
,

âiäïîâiäíî.
(Ïiäêàçêà: âèêîðèñòàéòå òîé ôàêò, ùî M = {c}∪P , äå P = M ∩aA∗ i P = aM∗b.)
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B. 2.8.13. Íåõàé A = {a1, a1, . . . , an, an} i D � êîä Äèêà íàä àëôàâiòîì A. Äîâåñòè,
ùî

π(D) =
1

2n− 1
,

äëÿ îäíîðiäíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗.
(Ïiäêàçêà: îçíà÷èìî Da = D ∩ aA∗ äëÿ a ∈ A i äîâåäåìî, ùî Da = a

(
D −Da

)∗
a.)

B. 2.8.14. Íåõàé A = {a, b, c}, B = A× A é X = {a, b2}. Îòîòîæíèìè ìíîæèíó ïàð
ñëiâ (x, y) êâàäðàòà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ × A∗ îäíàêîâèõ äîâæèí ç ¨õ çîáðàæåííÿì,
ÿê ñëîâîì íàä B, òîáòî îòîòîæíèìî (a1a2 · · · an, b1b2 · · · bn) ç (a1, b1)(a2, b2) · · · (an, bn).
Òóò a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ A. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà

U = {(x, y) ∈ X∗ ×X∗ : |x| = |y|}

¹ âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìíî¨äà B∗, ïîðîäæåíèì áiôiêñíèì êîäîì Y (äèâ.
íàïðèêëàä ðèñ. 2.13). Âèêîðèñòàâøè öå, äîâåñòè ðiâíiñòü∑

n>0

f 2
n+1t

n =
1− t

(1 + t)(1− 3t+ t2)
,

äå fn n-å ÷èñëî Ôiáîíà÷÷i , îçíà÷åíå ðåêóðåíòíî f0 = 0, f1 = 1 i fn+1 = fn + fn−1 äëÿ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1.

b b b b a b b b b a a b b

a b b a b b b b b b b b a

Ðèñ. 2.13: Öÿ ïàðà ñëiâ ó ìíîæèíi U ¹ äîáóòêîì òðüîõ ñëiâ ç êîäó Y : (a, b)(b2, b2)(a, b),
(b, a)(b2, b2)2(b, a) i (ba)(b, b)(a, b).

(Ïiäêàçêà: ïîêàæiòü, ùî ìíîæèíà U ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ Y = (a, a)∪(b2, b2)∪
(a, b)(b2, b2)∗(a, b) ∪ (a, b)(b2, b2)∗(b2, ba) ∪ (b, a)(b2, b2)∗(b, a) ∪ (b, a)(b2, b2)∗(ba, b2).)

Ïiäðîçäië 2.5

B. 2.8.15. Íåõàé A = {a, b}. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà X = {a3, b, ab, ba2, aba2} ¹
ïîâíîþ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ i, ùî X íå ìñòèòü âëàñíî¨ ïîâíî¨ ïiäìíîæèíè â A∗.
Äîâåñòè, ùî X íå ¹ êîäîì.

B. 2.8.16. Íåõàé M � ìîíî¨ä i F � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìîíî¨äà M , ÿêi ¹ äâîái÷íèìè
iäåàëàìè â M àáî ¹ ïîðîæíüîþ.

(a) Äîâåñòè, ùî iñíó¹ òîïîëîãiÿ íà ìîíî¨äi M äëÿ ÿêî¨ F ¹ ñiì'¹þ âiäêðèòèõ ìíî-
æèí.

(b) Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà P çM ùiëüíà âM âiäíîñíî öi¹¨ òîïîëîãi¨ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè F (P ) = M , òîáòî ÿêùî ìíîæèíà P ¹ ùiëüíîþ ó ñåíñi îçíà÷åííÿ,
íàâåäåíîãî â ïiäðîçäiëi 2.5.
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B. 2.8.17. Ç ïîçíà÷åííÿìè ç òâåðäæåííÿ 2.5.25 i V = A∗ \A∗yA∗ äîâåñòè ïîñëiäîâíî,
ùî

A∗ = (V y)∗V =

= (Uy)∗(X∗y(Uy)∗)∗V ) =

= (Uy)∗V + (Uy)∗(Y )∗y(Uy)∗V .

(Âèêîðèñòàéòå ðiâíiñòü (σ + τ)∗ = τ ∗(στ ∗)∗ = (σ∗τ)∗σ∗ äëÿ äâîõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ σ
i τ , ùî íå ìàþòü ïîñòiéíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Âèâåñòè áåçïîñåðåäíüî ç öèõ ðiâíîñòåé òå,
ùî Y ¹ êîäîì i, ùî Y ¹ ïîâíèì êîäîì.

B. 2.8.18. Äîâåñòè, ùî êîæåí õóäèé êîä ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó õóäîìó êîäi.

Ïiäðîçäië 2.6

B. 2.8.19. Íåõàé ψ : A∗ → G � ìîðôiçì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íà ãðóïó G, H �
ïiäãðóïà â G òà X � ãðóïîâèé êîä, âèçíà÷åíèé X∗ = ψ−1(H). Äîâåäiòü, ùî êîä X
íåðîçêëàäíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè H � ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà â G.

B. 2.8.20. Äîâåäiòü, ùî áóäü-ÿêèé êîä X = {x, y} ç äâîìà åëåìåíòàìè ¹ êîìïîçèöi¹þ
ïðåôiêñíîãî òà ñóôiêñíîãî êîäiâ.

B. 2.8.21. Äîâåäiòü, ùî êîä X = {a, aba, babaab} íå ìîæíà îòðèìàòè ÿê êîìïîçèöiþ
ïðåôiêñíîãî òà ñóôiêñíîãî êîäiâ. Ïîêàæiòü, ùî âií ìiñòèòüñÿ â ñêií÷åííîìó ìàêñè-
ìàëüíîìó êîäi Y , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

Y − 1 = (1 + b+ baba(1 + a+ b))(a+ b− 1)(1 + ba).

Äîâåäiòü, ùî êîä Y íàëåæèòü äî ñiì'¨ ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ êîäiâ, âèçíà÷åíèõ ó
âïðàâi 14.8.7.

Íîòàòêè äî ðîçäiëó 2

Êîäè ÷àñòî íàçèâàþòüñÿ ¹äèíî ðîçøèôðîâàíèìè êîäàìè (àíãë. uniquely deci-
pherable codes) àáî UD-êîäàìè. Ïîíÿòòÿ êîäó âèíèêëî â òåîði¨ êîìóíiêàöié, iíiöiéî-
âàíî¨ Êëîäîì Øåííîíîì (Claude Elwood Shannon) íàïðèêiíöi 1940-õ ðîêiâ [189,190].
Ðîáîòà Øåííîíà ïðåäñòàâèëà íîâó íàóêîâó îáëàñòü ç áàãàòüìà ãàëóçÿìè òà îáëà-
ñòÿìè çàñòîñóâàííÿ. Äî íèõ âiäíîñÿòüñÿ ñòèñíåííÿ äàíèõ, âèïðàâëåííÿ ïîìèëîê i
êðèïòîãðàôiÿ. Ìîæíà çíàéòè âè÷åðïíå îïèñàííÿ öèõ òåì â ìîíîãðàôi¨ [161]. Ðîç-
ðîáêà òåîði¨ êîäóâàííÿ ïðèçâîäèòü äî äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ êîäiâ ïîñòiéíî¨ äîâæèíè
ó çâ'ÿçêó ç ïðîáëåìàìè âèÿâëåííÿ òà êîðåêöi¨ ïîìèëîê. Îïèñàííÿ öèõ äîñëiäæåíü
ìîæíà çíàéòè â [142] àáî [129]. Ñïåöiàëüíèé êëàñ çãîðòêîâèõ êîäiâ, ÿêi ìàþòü òiñíèé
çâ'ÿçîê çi ñêií÷åííèìè àâòîìàòàìè, ÿê ïðåäñòàâëåíî òóò, ðîçãëÿäà¹òüñÿ äåòàëüíî â
ìîíîãðàôi¨ [150]. Ðàííüîþ ñòàíäàðòíîþ êíèãîþ ç òåîði¨ iíôîðìàöi¨ òà êîìóíiêàöié ¹
ìîíîãðàôiÿ Åøà [18�20].

Êîäè çìiííî¨ äîâæèíè âïåðøå ãëèáîêî äîñëiäæóâàëè Øþòöåíáåðãåð [178], à òà-
êîæ Ãiëáåðò i Ìóð [76]. Íàïðÿì, ùî íàñëiäó¹ Øþòöåíáåðãåðà, ïîëÿãà¹ â ïî¹äíàííi
òåîði¨ êîäiâ ç êëàñè÷íîþ íåêîììóòàòèâíîþ àëãåáðîþ. Ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi â öüî-
ìó êóðñi, ïðåäñòàâëÿþòü öþ òî÷êó çîðó. Ðàííþþ îöiíêó ïðî öå ìîæíà çíàéòè â ñòàòòi



132 Ðîçäië 2. Êîäè

Íiâà [154]. Îñêiëüêè êîäè ¹ îñíîâîþ âiëüíèõ ïiäìîíî¨äiâ âiëüíîãî ìîíî¨äà, êîäè òàêîæ
ïîâ'ÿçàíi ç îñíîâàìè âiëüíèõ àëãåáð àáî âiëüíèõ ãðóï, îñêiëüêè âiëüíà íàïiâãðóïà ìî-
æå áóòè âáóäîâàíà â îáèäâi ñòðóêòóðè. Äëÿ âèêëàäó âiëüíèõ àëãåáð äèâ. ìîíîãðàôi¨
Êîíà [54,55]. Äëÿ ââåäåííÿ â òåîðiþ âiëüíèõ ãðóï, äèâ. ìîíîãðàôiþ [7,143,144].

Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ êîäàìè çìiííî¨ äîâæèíè i àâòîìàòàìè, à òàêîæ äåêiëüêà çãà-
äàíèõ çàñòîñóâàíü ïðåäñòàâëåíi â ïðàöÿõ [25] i [26].

Ïîíÿòòÿ ñòiéêîãî ïiäìîíî¨äà âïåðøå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â ïðàöi Øþòöåíáåðãåðà [178],
ÿêà ìiñòèòü òâåðäæåííÿ 2.2.6. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò íàâîäèòüñÿ òàêîæ ó ñòàòòÿõ
Øåâðiíà [12, 192], Êîíà [53] i Áëþìà [37]. Òâåðäæåííÿ 2.2.15 ïîÿâëÿ¹òüñÿ â ïðàöi
[201]. Òåîðåìà ïðî äåôåêò (òåîðåìà 2.2.16) äîâåäåíà â äåêiëüêîõ ôîðìóëþâàííÿõ ó
ïðàöÿõ [8, 60, 123, 145]. Äåÿêi óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ òåîðåìè îáãîâîðþþòüñÿ â [33] (äèâ.
òàêîæ [134]). Ïîäiáíi çàäà÷i ðîçâ'ÿçóâàëèñÿ â [195].

Òåñò äëÿ êîäiâ, íàâåäåíèé ó ïiäðîçäiëi 2.3, îïóáëiêîâàíî â [176], i âií ôàêòè÷íî
âiäîìèé ÿê àëãîðèòì Ñàðäiíàñà i Ïàòòåðñîíà. Äîâåäåííÿ êîðåêòíîñòi öüîãî ìîòè-
âóâàëî ðÿä ñòàòåé: [6, 22, 137, 170]. Äèçàéí åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó îïèñàíèé ó [195]
(äèâ. òàêîæ [17,171]). Ïðîáëåìà ïåðåâiðêè òîãî, ÷è ¹ ðîçïiçíàâàíà ìíîæèíà êîäîì, ¹
îñîáëèâèì âèïàäêîì âiäîìî¨ ïðîáëåìè â òåîði¨ àâòîìàòiâ, à ñàìå ïåðåâiðêà òîãî, ÷è
¹ ðàöiîíàëüíå âèðàç îäíîçíà÷íèì. Äëÿ öüîãî ïèòàííÿ iñíóþòü ñòàíäàðòíi ïðîöåäóðè
ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü (äèâ. [15, 62]). Öi ìåòîäè áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ðîçäiëi 4.
Çâ'ÿçîê ìiæ êîäàìè òà ðàöiîíàëüíèìè âèðàçàìè áóëî âêàçàíî â [45]. Õàðàêòåðèñòèêà
òàêèõ êîäiâ, êîäóâàííÿ ìîðôiçìó ÿêèõ çáåðiãà¹ çiðêîâó âèñîòó ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ
âèêëàäåíà â [88].

Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 2.4 äîáðå âiäîìi â òåîði¨ iíôîðìàöi¨. Íàñëiäîê 2.4.6 ç éîãî
îáåðíåíèì òâåðäæåííÿì ó òåîðåìi 2.4.13 âiäîìèé ÿê òåîðåìà Êðàôòà-Ìàêìiëëàíà
(äèâ. [151]).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 2.5 íàëåæàòü Øþòöåíáåðãåðó [178]. Íàøå âèêëà-
äåííÿ öüîãî ðîçäiëó ¹ òðîõè áiëüø çàãàëüíèì. Òâåðäæåííÿ 2.5.25 i òåîðåìà 2.5.24
âçÿòi çi ñòàòòi [61]. Âîíè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ Ðåñòiâî çi ñòàòòi [163]. Òåîðåìà 2.5.19
ç'ÿâèëàñÿ â [38]. Ïðèêëàä 2.5.7 � öå îñîáëèâèé âèïàäîê êîíñòðóêöi¨, âèêëàäåíî¨ â
ñòàòòi [163], âïðàâà 2.8.7 âçÿòà ç [33], âïðàâà 2.8.9 âiäîìà ÿê ëåìà Ëåâi (äèâ. [126]),
âïðàâà 2.8.10 âçÿòà çi ñòàòòi [194].

Ìè ñëiäó¹ìî ïðàöi [14] äëÿ ïîáóäîâè íàâàíòàæåíîãî äåðåâà, îñíàùåíîãî ôóíêöi¹þ
âiäìîâè. Îòðèìàíà ñòðóêòóðà íàçèâà¹òüñÿ ìàøèíîþ, ÿêà ðîçïiçíà¹ øàáëîíè. Ïðåä-
ñòàâëåííÿ àëãîðèòìó ñëiäó¹ îïèñó, íàâåäåíèì ó ïðàöi [92] (äèâ. òàêîæ [47]). Öi äîêó-
ìåíòè ìiñòÿòü òðàíñêðèïöiþ äî ïðåôiêñiâ ðåàëiçàöi¨ [17]. Àíàëîãi÷íà ðåàëiçàöiÿ äëÿ
ñòàòòi [92] íàâåäåíà â ñòàòòÿõ [90, 91]. Ðåàëiçàöiÿ, çàïðîïîíîâàíà â ñòàòòi Ðîäå [171],
äà¹ òi æ ìåæi, àëå é áiëüøå çàëó÷åíà. Âîíà çàñíîâàíà íà äåðåâi ñóôiêñiâ, òîáòî íà
êîìïàêòíîìó äåðåâi, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ âñi ñóôiêñè ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ñëiâ.

Òî÷íà ñêëàäíiñòü ïåðåâiðêè ¹äèíîãî ðîçøèôðóâàííÿ ïîêèùî íåâiäîìà, äèâ. ñòàòòi
[69,92] äëÿ îáãîâîðåííÿ òà ÷àñòêîâèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi êîäiâ òàêîæ äîñëiäæåíi â ñòðóêòóðàõ, ÿêi ¹ áiëüø çàãàëüíè-
ìè, íiæ âiëüíi ìîíî¨äè, à ñàìå âiëüíi ÷àñòêîâî êîìóòàòèâíi ìîíî¨äè. Ðîçãëÿíåìî
ñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ I ⊆ A×A íàä àëôàâiòîì A, âiëüíèé ÷àñòêîâî êîìóòàòèâíèé
ìîíî¨ä M(A, I) ¹ ìîíî¨ä, ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ A, ñòîñîâíî òîòîæíîñòi ab = ba äëÿ
âñiõ ïàð a, b ∈ I. Äâi çàäà÷i ìàþòü áóëè äîñëiäæåíi. Ïåðøà, ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçì
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f : M → N ìiæ âiëüíèìè ÷àñòêîâî êîìóòàòèâíèìè ìîíî¨äàìè M i N , ÷è ìîæíà âè-
çíà÷èòè, ÷è ìîðôiçì f ¹ ií'¹êöiéíèì? Öå âèÿâèëîñÿ íåçäiéñíåííèì íàâiòü òîäi, êîëè
ìîíî¨ä ¹ âiëüíèì (äèâ. îãëÿä Äiêêåðòà òà Ìóøîëëà [58] äëÿ äåòàëåé òà ïîñèëàíü).
Äàëi, êîëè äëÿ ÷àñòêîâî êîìóòàòèâíèõ ìîíî¨äiâ M i N iñíó¹ ií'¹êöiéíèé ìîðôiçì ç
M â N? Öÿ ïðîáëåìà, âiäîìà ÿê ïðîáëåìà êîäóâàííÿ ñëiäiâ, òàêîæ âèÿâèëàñÿ íå-
ðîçâ'ÿçàíîþ â öiëîìó [115]. Áóëî òàêîæ îïèñàíî äåêiëüêà êîíêðåòíèõ âèïàäêiâ, êîëè
öi ïðîáëåìè ðîçâ'ÿçóþòüñÿ.

Ïîíÿòòÿ êîäó òàêîæ áóëî óçàãàëüíåíå äî êîäiâ ó ñèìâîëi÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñè-
ñòåìàõ Ðîéòåíàóåðîì [166], à ïîòiì Ðåñòiâî [164]. Íåõàé G � ñêií÷åííèé íàïðÿì-
ëåíèé ìóëüòèãðàô ç ðåáðàìè, ïîçíà÷åíèìè áóêâàìè ç àëôàâiòó A (ìíîæèíà ìiòîê
ái-íåñêií÷åííèõ øëÿõiâ óòâîðþ¹ òå, ùî íàçèâà¹òüñÿ ñîôi÷íîþ ñèñòåìîþ, âèçíà÷åíîþ
ãðàôîì G). Íåõàé S(G) � ìíîæèíà ñêií÷åííèõ ñëiâ, ÿêi ¹ ìiòêîþ øëÿõó â ãðàôi
G. Ïiäìíîæèíà X ç S(G) ¹ êîäîì íàä ìóëüòèãðàôîì G, ÿêùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò
ìíîæèíè S(G) ìà¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ôàêòîðèçàöi¨ â åëåìåíòàõ ìíîæèíè X. Òàêèì
÷èíîì, êîä ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè S(G) = A∗. Ìíîæèíà
X ⊆ S(G) ¹ ïîâíîþ íàä ìóëüòèãðàôîì G, ÿêùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò S(G) ¹ ôàêòî-
ðîì ñëîâà âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Ó ñòàòòi [30] ïîêàçàíî, ùî áóäü-ÿêèé ìàêñèìàëüíèé
êîä íàä ìóëüòèãðàôîì G ¹ ïîâíèì íàä G. Öå óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 2.5.5. Îáåðíå-
íå òâåðäæåííÿ íå âiðíî, íàâiòü äëÿ ñêií÷åííèõ êîäiâ, à, îòæå, íåìà¹ óçàãàëüíåííÿ
òåîðåìè 2.5.13. Iíøi ðåçóëüòàòè äëÿ êîäiâ íàä ãðàôàìè íàâåäåíi â ïðàöÿõ [29,166].

Iíøi ñòðóêòóðè, äëÿ ÿêèõ ðîçãëÿäàëîñÿ ïîíÿòòÿ êîäiâ, âêëþ÷àþòü äåðåâà. Ïîìi-
÷åíi äåðåâà ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ñëiâ, äëÿ ÿêèõ ïîíÿòòÿ àâòîìàòà áóëî ââå-
äåíî íàáàãàòî ðàíiøå. Êîäè äåðåâ áóëè ââåäåíi Íiâà â [155] i éîãî äîñëiäæåííÿ áóëî
ðîçâèíóòî, íàïðèêëàä, ó ïðàöi [147].

Êîäè Äèêà íàçâàíi íà ÷åñòü íiìåöüêîãî ìàòåìàòèêà Âàëüòåðà ôîí Äèêà ( Walther
von Dyck) (äèâ. òàêîæ [32]). Êîäè Ìîöêiíà âïðàâè 2.8.12 íàçâàíi íà ÷åñòü øëÿõiâ
Ìîöêiíà (äèâ., íàïðèêëàä, [83,84]).

Êîìáiíàòîðíi äîâåäåííÿ äëÿ âèðàæåííÿ ïîðîäæóþ÷îãî ðÿäó êâàäðàòiâ ÷èñåë Ôi-
áîíà÷÷i, íàâåäåíèõ ó âïðàâi 2.8.14, íàâåäåíî ç ïðàöi Øàïiðî [191], äèâ. òàêîæ [196,197,
ïðèêëàä 4.7.14], i [67].

Âïðàâà 2.8.21 âçÿòà ç ïðàöi [59]. Âîíà ¹ êîíòðïðèêëàäîì äî ãiïîòåçè â [165], ñòâåðä-
æóþ÷è, ùî êîæåí òðüîõ-ñëîâåñíèé êîä ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðåôiêñíèõ i ñóôiêñíèõ êîäiâ.
Íåâiäîìî, ÷è ìiñòèòüñÿ â ñêií÷åííîìó ìàêñèìàëüíîìó êîäi êîä ç òðüîõ ñëiâ.
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Ðîçäië 3

Ïðåôiêñíi êîäè

Áåçñóìíiâíî, ïðåôiêñíi êîäè ¹ íàéïðîñòiøèìè äëÿ ïîáóäîâè. Ïåðåâiðêà òîãî, ùî
äàíà ìíîæèíà ñëiâ ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì ¹ ïðîñòîþ. Îäíàê áiëüøiñòü öiêàâèõ ïðîáëåì
ïðî êîäè ìîæíà çâåñòè äî ïðåôiêñíèõ êîäiâ. Ó öüîìó ñåíñi öi êîäè ôîðìóþòü ñiì'þ
ìîäåëåé êîäiâ: íàé÷àñòiøå ïðîñòiøå íàáóâàòè iíòó¨öiþ ïðî ïðåôiêñíi êîäè, íiæ çà-
ãàëüíi êîäè. Ïðîòå ìè ìîæåìî ïîìiòèòè, ùî ìiðêóâàííÿ ïðî ïðåôiêñíi êîäè ÷àñòî
ïðàöþþòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.

Ç öi¹¨ ïðè÷èíè ìè òåïåð ïðîïîíó¹ìî ðîçäië ïðî ïðåôiêñíi êîäè. Ó ïåðøîìó ïiä-
ðîçäiëi ìè êîìåíòó¹ìî ¨õ îçíà÷åííÿ òà äà¹ìî äåÿêi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi. Ìè òà-
êîæ ïîêàçó¹ìî, ÿê íàìàëþâàòè çîáðàæåííÿ ïðåôiêñíîãî êîäó ÿê äåðåâà (áóêâàëüíå
çîáðàæåííÿ ïðåôiêñíèõ êîäiâ).

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïðåäñòàâëåíà êîíñòðóêöiÿ àâòîìàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïðåôiêñíèìè
êîäàìè. Öi àâòîìàòè ¹ äåòåðìiíîâàíèìè, i ìè ïîáà÷èìî â ðîçäiëi 9, ÿê ïîøèðèòè öþ
êîíñòðóêöiþ íà áiëüø çàãàëüíi êîäè.

Òðåòié ðîçäië ñòîñó¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ. Íàâåäåíî õàðàêòåðèñ-
òèêè â òåðìiíàõ ïîâíîòè. Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ïðåäñòàâëåíi çâè÷àéíi îïåðàöi¨ ç ïðåôiêñ-
íèìè êîäàìè. Áiëüøiñòü ç íèõ ëåãêî iíòåðïðåòóâàòè ÿê îïåðàöi¨ íà äåðåâàõ.

Âàæëèâà ñiì'ÿ ïðåôiêñíèõ êîäiâ ââåäåíà â ïiäðîçäiëi 3.5. Âîíè ìàþòü áàãàòî êîì-
áiíàòîðíèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêi iëþñòðóþòü ðàíiøå ââåäåíi ïîíÿòòÿ. Ñèíõðîíiçàöiÿ ïðå-
ôiêñíèõ êîäiâ âèçíà÷åíà â ïiäðîçäiëi 3.6. Íàñïðàâäi, öå ïîíÿòòÿ áóäå óçàãàëüíåíå äëÿ
äîâiëüíèõ êîäiâ ó ðîçäiëi 9, äå áóäå âñòàíîâëåíî ¨õ çâ'ÿçîê ç ãðóïàìè. Öå ðîáèòüñÿ â
ïiäðîçäiëi 3.7, äå ââîäåíî ïîíÿòòÿ ðåêóðåíòíî¨ ïîäi¨. Ïîðîäæóþ÷èé ðÿä ðàöiîíàëüíî-
ãî ïðåôiêñíîãî êîäó ¹ N-ðàöiîíàëüíèì i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü Êðàôòà. Ìè äîâîäèìî
â ïiäðîçäiëi 3.8 îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

3.1 Ïðåôiêñíi êîäè

Öåé âñòóïíèé ðîçäië ìiñòèòü åêâiâàëåíòíi ôîðìóëþâàííÿ îçíà÷åííÿ ïðåôiêñíîãî
êîäó ðàçîì ç îïèñàííÿì äåðåâà, ïîâ'ÿçàíîãî ç ïðåôiêñíèì êîäîì. Ïîòiì ìè ïîêàæå-
ìî, ÿê áóäü-ÿêèé ïðåôiêñíèé êîä iíäóêó¹ ïðèðîäíèì ÷èíîì ôàêòîðèçàöiþ âiëüíîãî
ìîíî¨äà. Çâè÷àéíî, âñi ðåçóëüòàòè â öüîìó ðîçäiëi ïåðåíîñÿòüñÿ íà ñóôiêñíi êîäè çà
äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ âçÿòòÿ îáåðíåíîãî ñëîâà.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ñëiâ x i y ïîçíà÷èìî ÷åðåç x 6 y (âiäïîâiäíî x < y) òå,
ùî x � ïðåôiêñ (âiäïîâiäíî, âëàñíèé ïðåôiêñ) ñëîâà y. ×àñòêîâèé ïîðÿäîê, ÿêèé
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âèçíà÷à¹òüñÿ çà âiäíîøåííÿì 6, íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíèì ïîðÿäêîì. Ìè ïèñàòèìåìî,
ùî x > y (âiäï. x > y), ÿêùî y 6 x (âiäï. y < x). Äâà ñëîâà x i y ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè
ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, i áóäåìî öå çàïèñóâàòè x ./ y, ÿêùî ñëîâî x íå ¹
ïðåôiêñîì ñëîâà y, à òàêîæ y íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x.

Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêèõ äâi
ðiçíi ñëîâà â X ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó. ßêùî ïðåôiêñíà
ïiäìíîæèíà X ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî 1, òî X = {1}. Â iíøèõ âèïàäêàõ ìíîæèíà X
¹ êîäîì (òâåðäæåííÿ 2.1.9).

Ïðèêëàä 3.1.1. Çâè÷àéíå äâiéêîâå çîáðàæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë åêñïîíåíöiàëüíî
áiëüø ëàêîíi÷íå, íiæ îäèíàðíå çîáðàæåííÿ, i òîìó êðàùå äëÿ åôåêòèâíîñòi. Îäíàê
âií íå ïðèñòîñîâàíèé äî ïîäàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé öiëèõ ÷èñåë, îñêiëüêè âií íå ¹ îäíî-
çíà÷íî ðîçøèôðîâàíèì: íàïðèêëàä, 11010 ìîæå ïðåäñòàâëÿòè ÷èñëî 26, äëÿ ïîñëi-
äîâíîñòi 6,2 àáî ïîñëiäîâíîñòi 1, 2, 2. Êîä Åëià (Elias code) äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñ-
ëà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç éîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ, ïåðåäó¹ êiëüêîñòi íóëiâ, ðiâíèõ
äîâæèíi öüîãî ïðåäñòàâëåííÿ ìiíóñ îäèí. Íàïðèêëàä, êîä Åëià ÷èñëà 26 äîðiâíþ¹
000011010. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà êîäóâàíü Åëià äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë ¹ ïðå-
ôiêñíèì êîäîì. Íàñïðàâäi, öå òå æ ñàìå, ÿê i êîä ç ïðèêëàäó 2.4.12, ïðè öüîìó
ñèìâîë a çàìiíåíèé íà 0 i ñèìâîë b çàìiíåíèé íà 1.

Çðó÷íî ìàòè ñêîðî÷åííÿ äëÿ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ (âiäïîâiäíî, âëàñíèõ ñóôiêñiâ)
ñëiâ ìíîæèíè X. Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

XA− = X(A+)−1 i A−X = (A+)−1X.

Îòæå, u ∈ XA− òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u < x äëÿ äåÿêîãî x ∈ X. Ñèìåòðè÷íî
u ∈ XA+ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u > x äëÿ äåÿêîãî x ∈ X.

Iñíó¹ ðÿä åêâiâàëåíòíèõ îçíà÷åíü äëÿ ìíîæèíè áóòè ïðåôiêñíîþ, i âñi âîíè áóäóòü
êîðèñíèìè. Ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç
íèæ÷å ïåðåëi÷åíèõ óìîâ:

(i) X ∩XA+ = ∅;
(ii) X ∩XA− = ∅;

(iii) ìíîæèíè XA+, X i XA− ¹ ïîïàðíî äèç'þíêòíèìè;
(iv) ÿêùî x, xu ∈ X, òî u = 1;
(v) ÿêùî xu = x′u′ ç x, x′ ∈ X, òî x = x′ i u = u′.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îïèñàííÿ ñïîñîáó ïîáóäîâè ïðåôiêñ-
íèõ êîäiâ. Âîíî òàêîæ ïîêàçó¹ êîðèñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ïðåôiêñíèìè êîäàìè òà
ïðàâèìè iäåàëàìè âiëüíîãî ìîíî¨äà.

Òâåðäæåííÿ 3.1.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Y âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ìíîæèíà
X = Y \ Y A+ ¹ ïðåôiêñíîþ. Áiëüøå òîãî, XA∗ = Y A∗, òîáòî ìíîæèíè X i Y ¹
îäíî÷àñíî ïîðîæíiìè àáî ïîðîäæóþòü îäèí i òîé æå ïðàâèé iäåàë, òà X ¹ ìiíi-
ìàëüíîþ ìíîæèíîþ ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = Y \ Y A+. Ç X ⊆ Y âèïëèâà¹, ùî XA+ ⊆ Y A+, à îòæå

X ∩XA+ ⊆ X ∩ Y A+ = ∅.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè X ¹ ïðåôiêñíîþ. Äàëi, XA∗ ⊆ Y A∗. Äëÿ äîâåäåííÿ
îáåðíåíîãî âêëþ÷åííÿ ïðèïóñòèìî, ùî u ∈ Y íåõàé ñëîâî v ¹ íàéêîðîòøèì ñóôiêñîì
ñëîâà u â Y . Òîäi v ∈ X, à îòæå u ∈ XA∗. Îòîæ, Y ⊆ XA∗ i Y A∗ = XA∗.

Íåõàé Z � ìiíiìàëüíà ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Y A∗, òîáòî
ZA∗ = Y A∗. Ìè ïîêàæåìî, ùî X ⊆ Z. Íåõàé ñïðàâäi x � ñëîâî â X. Òîäi x = zu äëÿ
äåÿêèõ u ∈ A∗ i z ∈ Z. Ïîçàÿê ìíîæèíà X òàêîæ ïîðîäæó¹ ìíîæèíó Y A∗, òî z = x′u′

äëÿ äåÿêèõ x′ ∈ X, u′ ∈ A∗. Òàêèì ÷èíîì, x = zu = x′u′u, i îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹
ïðåôiêñíîþ, òî uu′ = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ X ⊆ Z, à îòæå X = Z.

ÌíîæèíàX = Y \Y A+ íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ ÷àñòèíîþ ìíîæèíè Y , àáî òàêîæ
áàçîþ ïðàâîãî iäåàëà Y A∗.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ îïèñóþòü ïðèðîäíi ái¹êöi¨ ìiæ òàêèì ñiì'ÿìè ïiäìíîæèí
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗:

(1) ñiì'ÿ X ïðåôiêñíèõ ïiäìíîæèí;
(2) ñiì'ÿ I ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðàâèõ iäåàëiâ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ðàçîì ç ïîðîæíüîþ

ìíîæèíîþ;
(3) ñiì'ÿ R ïðåôiêñíî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí.

Ìè îïèñó¹ìî òóò öi òðè ái¹êöi¨ (äèâ. ðèñ. 3.1).

R

I 7→ A∗\I

R 7→ A∗\R

R 7→ (1∪RA)\R

X 7→A∗\XA∗

I 7→ I\IA+

X 7→XA∗

I

X

Ðèñ. 3.1: Ái¹êöi¨ ìiæ òðüîìà ñiì'ÿìè X, I i R

Òâåðäæåííÿ 3.1.3. Ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi ái¹êöi¨.

(i) Âiäîáðàæåííÿ X 7→ XA∗ ¹ ái¹êöi¹þ çi ñiì'¨ X íà I, a âiäîáðàæåííÿ

I 7→ I \ IA+

¹ äî íüîãî îáåðíåíîþ ái¹êöi¹þ ç I íà X.
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(ii) Îïåðàöiÿ òåîðåòèêî ìíîæèííîãî äîïîâíåííÿ âiäîáðàæà¹ ái¹êòèâíî ñiì'þ R

íà I.
(iii) Âiäîáðàæåííÿ

X 7→ A∗ \XA∗

¹ ái¹êöi¹þ çi ñiì'¨ X íà R, a âiäîáðàæåííÿ

R 7→ ({1} ∪RA) \R

¹ äî íüîãî îáåðíåíîþ ái¹êöi¹þ ç R íà X.

Äîâåäåííÿ. (i) Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ìíî-
æèíà XA∗ ¹ ïðàâèì iäåàëîì â A∗. Íàâïàêè, äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè I âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗, ìíîæèíà X = I \ IA+ ¹ ïðåôiêñíîþ. Ñïðàâäi, âëàñíèé ïðåôiêñ åëåìåíòà
ìíîæèíè X íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè I, à îòæå íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè X. Îòîæ,
äâà îçíà÷åíi âèùå âiäîáðàæåííÿ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè. Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ùî
âîíè ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè.

Íåõàé X � ïðåôiêñíà ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ i íåõàé I = XA∗. Òîäi
X = I \ IA+. Ñïðàâäi

I \ IA+ = XA∗ \XA+ = (X ∪XA+) \XA+ = X \XA+ = X,

îñêiëüêè X ∩XA+ = ∅.
Íà çàâåðøåííi, íåõàé I � ïðàâèé iäåàë âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òà X = I \ IA+. Çà

òâåðäæåííÿì 3.1.2 îòðèìó¹ìî, ùî XA∗ = IA∗ = I.

(ii) ßêùî ñëîâî w íå ¹ åëåìåíòîì ïðàâîãî iäåàëà I, òî æîäåí éîãî ïðåôiêñ íå ¹
åëåìåíòîì â I, òàêîæ. Îòîæ, ìíîæèíà R = A∗ \ I ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ. Íàâïàêè,
äîïîâíåííÿ äî ïðåôiêñíî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ¹ ïðàâèì iäåàëîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗,
àáî ¹ ïîðîæíüîþ.

(iii) Íàøå âiäîáðàæåííÿ âiäîáðàæà¹ ∅ â A∗. Äëÿ íåïîðîæíüîãî ïðåôiêñíîãî êîäà
X ái¹êöiÿ ç ï. (i) âiäîáðàæà¹ éîãî â ïðàâèé iäåàë I = XA∗ 6= A∗. Îïåðàöiÿ òåîðåòèêî
ìíîæèííîãî äîïîâíåííÿ âiäîáðàæà¹ êîä X â íåïîðîæíþ ïðåôiêñíî çàìêíåíó ìíî-
æèíó R = A∗\I = A∗\XA∗ çà òâåðäæåííÿì (ii). Çâiäñè âèïëèâà¹ ïåðøå òâåðäæåííÿ.

Çà òâåðäæåííÿìè (i) i (ii) îáåðíåíå äî öüîãî âiäîáðàæåííÿ âiäîáðàæà¹ ïðàâèé
iäåàë R íà ìíîæèíó X = I \ IA+ ç I = A∗ \ R = XA∗. Íåõàé Y = RA \ R. Ñëîâî x
ìíîæèíè X íå ¹ åëåìåíòîì â R. Ïîêëàäåìî x = ua ç u ∈ A∗ i a ∈ A. Îñêiëüêè ñëîâî
u íå ¹ åëåìåíòîì â I, òî âîíî ¹ R. Îòîæ, ñëîâî x ¹ åëåìåíòîì â Y . Íàâïàêè, íåõàé
y � ñëîâî â Y . Òîäi y íå ¹ åëåìåíòîì â R, à îòæå y ¹ åëåìåíòîì â I. Ïîçàÿê y ∈ RA,
òî êîæåí âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà y ¹ â R. Îòîæ, ñëîâî y íå ìà¹ âëàñíîãî ïðåôiêñà â
I, òîáòî ìà¹ìî y /∈ IA+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ X.

Çàóâàæèìî, ùî öi ái¹êöi¨, ùî ìàþòü ìàéæå òi æ äîâåäåííÿ, âèêîíó¹òüñÿ â áóäü-
ÿêié âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi.

Ïðèêëàä 3.1.4. Íåõàé A = {a, b} i Y = A∗aA∗ � ìíîæèíà ñëiâ, ÿêi ìiñòÿòü ùîíàé-
ìåíøå îäíó ëiòåðó a. Òîäi

X = Y \ Y A+ = b∗a.
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Ïðèêëàä 3.1.5. Íåõàé A = {a, b}. Ìíîæèíà I = A∗abA∗ � ìíîæèíà ñëiâ, ÿêi ìiñòÿòü
ìíîæíèê ab, ¹ ïðàâèì iäåàëîì. Äîïîâíåííÿ äî I ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ
R = b∗a∗. Ïðåôiêñíèé êîä X = I \ IA+ çáiãà¹òüñÿ ç X = b∗a∗ab. Öåé êîä, ÿê i
ïîïåðåäíié íàëåæèòü äî ñiì'¨ ñåìàôîðíèõ êîäiâ, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 3.5.

Âèùå çãàäàíi ái¹êöi¨ ìàþòü íàñòóïíèé àíàëîã ÿê âiäíîøåííÿ ìiæ ôîðìàëüíèìè
ðÿäàìè.

Òâåðäæåííÿ 3.1.6. Íåõàé X � ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì A i R = A∗ \XA∗.
Òîäi

X − 1 = R(A− 1) i A∗ = X∗R. (3.1)

Äîâåäåííÿ. Ìè ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî öi äâà ðiâíîñòi ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Çà òâåðä-
æåííÿì 2.6.1 ìà¹ìî, ùî X∗ = (1−X)−1. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi òà ç ðiâíîñòi (1− A)−1 = A∗

îòðèìó¹ìî, äîìíîæèâøè ðiâíiñòü 1 − X = R(1 − A) ñïðàâà íà X∗ i çëiâà íà A∗,
ðiâíiñòü A∗ = X∗R. Îáåðíåíi îïåðàöi¨, ùî äîìíîæèâøè çëiâà íà 1 − X i ñïðàâà íà
1− A, îòðèìó¹ìî çíîâó ïåðøå ðiâíÿííÿ.

Äîáóòîê X i A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì çà âëàñòèâiñòþ (v) ïðåôiêñíèõ êîäiâ, ÿêà ïåðåëi-
÷åíà âèùå. Òàêèì ÷èíîì, XA∗ = X A∗, i

R = A∗ \XA∗ = A∗ −X A∗ = (1−X)A∗.

Äîìíîæèâøè îáèäâi ñòîðîíè äàíî¨ ðiâíîñòi íà 1− A ñïðàâà, îòðèìó¹ìî

R(1− A) = 1−X,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè.

Çâåðíåìî óâàãó íà íàñòóïíi êîìáiíàòîðíi iíòåðïðåòàöi¨ ôîðìóë (3.1). Ïåðøà ç íèõ
ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ÿê

R A+ 1 = X +R

i ñòâåðäæó¹, ùî ñëîâî â R, çà ÿêèì ñëiäó¹ áóêâà, àáî â R, àáî â X, i ùî êîæíå ñëîâî â
X ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëîâà â R, çà ÿêèì éäå áóêâà. Äðóãà ôîðìóëà ñòâåðäæó¹, ùî êîæíå
ñëîâî w ∈ A∗ äîïóñêà¹ ¹äèíó ôàêòîðèçàöiþ

w = x1x2 · · · xnu, x1, . . . , xn ∈ X, u ∈ R.

Ïðèêëàä 3.1.7. Íåõàé A = {a, b} i X = a∗b ÿê â ïðèêëàäi 3.1.4. Òîäi R = a∗. Ç
òâåðäæåííÿ 3.1.6 âèïëèâà¹, ùî

X − 1 = R(A− 1) = a∗(a+ b− 1) = a∗b− 1.

Ìè âèîêðåìëþ¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê, ÿêèé òàêîæ ìiñòèòüñÿ â òâåðäæåííi 3.1.3
äëÿ çðó÷íîñòi ïîñèëàííÿ.

Íàñëiäîê 3.1.8. Íåõàé X i Y � ïðåôiêñíi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. ßêùî
XA∗ = Y A∗, òî X = Y .
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Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ ïðÿìå äîâåäåííÿ ðÿäàìè, îñêiëüêè ç XA∗ = Y A∗ âèïëèâà¹
ðiâíiñòü X A∗ = Y A∗, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü, ñïðîùóâàííÿì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Òåïåð íàâåäåìî êîðèñíå ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ïðåôiêñíèõ êîäiâ. Âîíà ïîëÿãà¹
â ñïiâñòàâëåííi äåðåâà ç êîæíèì ïðåôiêñíèì êîäîì òàê, ùî ëèñòÿ1 äåðåâà ïðåäñòàâ-
ëÿþòü ñëîâà â êîäi.

Ñïî÷àòêó, ìè ïîâ'ÿçó¹ìî íåñêií÷åííå äåðåâî ç ìíîæèíîþ A∗ âñiõ ñëiâ íàä àë-
ôàâiòîì A íàñòóïíèì ÷èíîì. Àëôàâiò ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ, à ñëîâà
îäíàêîâî¨ äîâæèíè âïîðÿäêîâóþòüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íî. Êîæíà âåðøèíà äåðåâà ïðåä-
ñòàâëÿ¹ ñëîâî â A∗. Ñëîâà ìåíøî¨ äîâæèíè ðîçòàøîâàíi çëiâà âiä ñëiâ áiëüøî¨ äîâ-
æèíè, à ñëîâà ðiâíî¨ äîâæèíè ðîçòàøîâàíi âåðòèêàëüíî âiäïîâiäíî äî ëåêñè÷íîãî
âïîðÿäêóâàííÿ. Iñíó¹ ðåáðî âiä ñëîâà u äî ñëîâà v òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè v = ua
äëÿ äåÿêî¨ ëiòåðè a ∈ A. Äåðåâî, îòðèìàíå òàêèì ÷èíîì, ¹ ëiòåðíèì çîáðàæåííÿì
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêèé òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì Êåëi âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ (äèâ.
ðèñ. 3.2).

1

a

b

aa

ab

ba

bb

aaa
· · · ·

aab
· · · ·

aba
· · · ·

abb
· · · ·

baa
· · · ·

bab
· · · ·

bba
· · · ·

bbb
· · · ·

1

a

b

c

aa

ab

ac

ba

bb

bc

ca

cb

cc

· · · ·

· · · ·

· · · ·

· · · ·

· · · ·

· · · ·

· · · ·

· · · ·

· · · ·

Ðèñ. 3.2: Ëiòåðíi çîáðàæåííÿ âiëüíèõ ìîíî¨äiâ {a, b}∗ i {a, b, c}∗

Äî äàíî¨ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ìè ïîâ'ÿçó¹ìî ïiääåðåâî ëiòåðàëü-
íîãî çîáðàæåííÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ìè çáåðiãà¹ìî òiëüêè âóçëè,
ÿêi âiäïîâiäàþòü ñëîâàì â ìíîæèíi X i âñi âóçëè íà øëÿõàõ âiä êîðåíÿ äî öèõ âóçëiâ.
Âóçëè, ùî âiäïîâiäàþòü ñëîâàì ó ìíîæèíi X, ïîçíà÷àþòüñÿ ïðè íåîáõiäíîñòi. Äåðå-
âî, îòðèìàíå òàêèì ÷èíîì íàçèâà¹òüñÿ ëiòåðíèì çîáðàæåííÿì ìíîæèíè X. Ðèñ. 3.3
i 3.4 äàþòü äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ëiòåðíèõ çîáðàæåíü ìíîæèí.

1Ëèñòêîì íåêîðåíåâîãî äåðåâà íàçèâà¹òüñÿ éîãî âåðøèíà ñòåïåíÿ 1.
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a

ba

baa

Ðèñ. 3.3: Ëiòåðíi çîáðàæåííÿ ìíîæèíè X = {a, ba, baa} ç ÿâíèì ìàðêóâàííÿì i ç
íåÿâíèì ìàðêóâàííÿì

Ðèñ. 3.4: Ëiòåðíi çîáðàæåííÿ ìíîæèíè X = a∗b. Ëiâîðó÷ ïîäàííÿ çëiâà íàïðàâî, à
ïðàâîðó÷ ìàëþíîê çâåðõó âíèç.

Àëüòåðíàòèâíå ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ ìàëþ¹ äåðåâî çâåðõó âíèç, à íå çëiâà íà-
ïðàâî. Ó öüîìó âèïàäêó ñëîâà ðiâíî¨ äîâæèíè ðîçòàøîâóþòüñÿ ãîðèçîíòàëüíî çëiâà
íàïðàâî âiäïîâiäíî äî ¨õ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîðÿäêó. Äèâ. ðèñ. 3.4 äëÿ ïðèêëàäó.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîä X ¹ ïðåôiêñíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ëiòåðíîìó çîáðà-
æåííi ìíîæèíè X, âóçëè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñëîâàì â êîäi X, ¹ âñi ëèñòêàìè äåðåâà.

Ïðèêëàä 3.1.9. Êîä Åëià îçíà÷åíî â ïðèêëàäi 3.1.1, à éîãî ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ íà
ðèñ. 3.5.

Ïåðåâàãà ëiòåðíîãî çîáðàæåííÿ, ïîðiâíÿíî ç ïðîñòèì ïåðåðàõóâàííÿì, ïîëÿãà¹ â
ëåãêîìó ç÷èòóâàííi. Íà âiäìiíó âiä òîãî, ùî ìîæå çäàòèñÿ, âîíî äîçâîëÿ¹ êîìïàêòíå
çîáðàæåííÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ êîäiâ (äèâ. ðèñ. 3.6).

Ïðèêëàä 3.1.10. Íåõàé X = {a, baa, bab, bb} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b} çîáðà-
æåíî íà ðèñ. 3.7. Òóò

R = {1, b, ba} = XA− i X − 1 = (1 + b+ ba)(A− 1).

Ðiâíiñòü ìiæ R i XA− îïèñó¹ ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè, ÿê öå áóäå ïîêàçàíî â
ïiäðîçäiëi 3.3.
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Ðèñ. 3.5: Êîä Åëià

Ïðèêëàä 3.1.11. Íåõàé X = (b2)∗{a2b, ba} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b} çîáðà-
æåíî íà ðèñ. 3.8. Òóò R = R1 ∪R2, äå

R1 = XA− = (b2)∗({1} ∪ {a} ∪ {b} ∪ {a2})

� ìíîæèíà âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ìíîæèíè X i

R2 = XA+ −X −XA− = (b2)∗(abA∗ ∪ a3A∗).

Îòîæ, ç (3.1) âèïëèâà¹, ùî

X − 1 = (b2)∗(1 + a+ b+ a2 + abA∗ + a3A∗)(A− 1).

3.2 Àâòîìàòè ïðåôiêñíèõ êîäiâ

Ëiòåðíå çîáðàæåííÿ äà¹ ïðîñòèé ìåòîä äëÿ ïåðåâiðêè òîãî, ÷è ¹ ñëîâî w åëå-
ìåíòîì ìîíî¨äà X∗ äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ïðåôiêñà êîäó X. Äîñòàòíüî ðóõàòèñÿ
ïî øëÿõó, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ âiä êîðåíÿ äåðåâà ÷åðåç ïîñëiäîâíi ëiòåðè ñëîâà w. Êî-
æåí ðàç, êîëè äîñÿãà¹òüñÿ ëèñòîê, òî âiäïîâiäíèé ìíîæíèê ñëîâà w ðîçïàäà¹òüñÿ i
ïðîöåäóðà ïåðåçàïóñêà¹òüñÿ, òîáòî ïî÷èíà¹òüñÿ ç ïî÷àòêó.

Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî äåêiëüêà àâòîìàòiâ, îòðèìàíèõ ç ëiòåðíîãî çîáðàæåííÿ, i ïî-
ñòàâèìî ¨ì ó âiäïîâiäíiñòü ìiíiìàëüíi àâòîìàòè. Îêðåìèé âèïàäîê ïðåôiêñíèõ êîäiâ
öiêàâèé ñàì ïî ñîái, îñêiëüêè âií ¹ äæåðåëîì áiëüøîñòi çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçäi-
ëó 9.

Íàãàäà¹ìî (äèâ. ðîçäië 1), ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè X ⊆ A∗ ÷åðåç A(X)
ïîçíà÷à¹òüñÿ ìiíiìàëüíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1. Íåõàé A 6= ∅ i X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Òîäi
òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ;
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Ðèñ. 3.6: Êîä ç 26 åëåìåíòàìè

Ðèñ. 3.7: Ïðåôiêñíèé êîä {a, baa, bab, bb}

(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) ¹ ïîðîæíiì, àáî ìà¹ ¹äèíèé êiíöåâèé ñòàí t i
t · A = ∅;

(iii) iñíó¹ äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò A = (Q, i, T ), ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X òà-
êèé, ùî T · A = ∅.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà X ¹ íåïîðîæíüîþ. Ïîêëàäåìî
A(X) = (Q, i, T ). Ñïî÷àòêó, ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî

{w ∈ A∗ : q · w ∈ T} = {1}

äëÿ q ∈ T . Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X i w ∈ A∗ � ñëîâà òàêi, ùî i · x = q (ïàì'ÿòà¹ìî, ùî
q ∈ T ) i q · w ∈ T . Òîäi xw ∈ X, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî w = 1. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
íàøîãî òâåðäæåííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, äâà êiíöåâèõ ñòàíè íå ¹ ðîçäiëåíèìè, i ç ìiíiìàëüíîñòi àâòîìàòà
A(X) âèïëèâà¹, ùî A(X) ìà¹ òiëüêè îäèí êiíöåâèé ñòàí, ñêàæiìî t. Ïðèïóñòèìî, ùî
t · A 6= ∅, i t · a = p äëÿ äåÿêî¨ ëiòåðè a ∈ A òà äåÿêîãî ñòàíó p. Îñêiëüêè ñòàí p ¹
êîäîñòóïíèì, òî p · v = t äëÿ äåÿêîãî ñëîâà v ∈ A∗. Îòîæ, t · av = t, çâiäêè âèïëèâà¹,
ùî av = 1, ïðîòèði÷÷ÿ.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (iii) î÷åâèäíà.

(iii) =⇒ (i) Ç T ·A = ∅ âèïëèâà¹, ùî T ·A+ = ∅. Îòîæ, ÿêùî x ∈ X i w ∈ A+, òî
i · xw = ∅ i xw /∈ X. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî X ∩XA+ = ∅.
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Ðèñ. 3.8: Ïðåôiêñíèé êîä (b2)∗{a2b, ba}

Ëåãêî ïîáóäóâàòè àâòîìàò äëÿ ïðåôiêñíîãî êîäó, ïî÷èíàþ÷è ç ëiòåðíîãî çîáðà-
æåííÿ. Öåé àâòîìàò, ÿêèé íàçèâàþòü ëiòåðíèì àâòîìàòîì ïðåôiêñíîãî êîäó X, ¹
äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò

A = (XA− ∪X, 1, X)

i âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

u · a =

{
ua, ÿêùî ua ∈ XA− ∪X;
∅, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Ïîçàÿê ìíîæèíàXA−∪X ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ, òî âiäðàçó áà÷èìî, ùî 1·u ∈ X òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè u ∈ X, òîáòî L(A) = X. Íàî÷íå çîáðàæåííÿ ëiòåðíîãî àâòîìàòà
âiäïîâiäà¹, çâè÷àéíî, ëiòåðíîìó çîáðàæåííþ êîäà.

Ïðèêëàä 3.2.2. Íåõàé X = {ab, bab, bb} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Êîä X ìà¹
ëiòåðíå çîáðàæåííÿ, ÿêå çîáðàæåíå íà ðèñ. 3.9 i ëiòåðíèé àâòîìàò, ÿêèé çîáðàæåíèé

Ðèñ. 3.9: Ëiòåðíå çîáðàæåííÿ êîäà {ab, bab, bb}

íà ðèñ. 3.10.

Ëiòåðíèé àâòîìàò A ïðåôiêñíîãî êîäó X ¹ âïîðÿäêîâàíèì àâòîìàòîì, àëå íå ¹
ìiíiìàëüíèì â öiëîìó. Äëÿ íåñêií÷åííèõ êîäiâ âií çàâæäè ¹ íåñêií÷åííèì. Ðîçãëÿ-
íåìî äâà ñòàíè àâòîìàòà A. Åêâiâàëåíòíî ðîçãëÿíóòè äâà ïðåôiêñè ñëiâ ç ìíîæèíè
X, ñêàæåìî u i v, ùî âõîäÿòü â öi ñòàíè. Öi äâà ñòàíè ¹ íåâiäîêðåìëþâàíèìè òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè

u−1X = v−1X.

Çàóâàæèìî, ùî öÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹ íà ëiòåðíîìó çîáðàæåííi ìíîæèíè X ìà¹ìî, ùî
äâà ïiääåðåâà ç êîðåíÿìè u i v, âiäïîâiäíî, ¹ îäíàêîâèìè. Öå çàáåçïå÷ó¹ ëåãêó ïðî-
öåäóðó äëÿ îá÷èñëåííÿ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà: ïî-ïåðøå, âñi êiíöåâi ñòàíè ïîìi÷åíi,
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Ðèñ. 3.10: Ëiòåðíèé àâòîìàò êîäà {ab, bab, bb}

ñêàæiìî, çà äîïîìîãîþ ìiòêè 0. ßêùî âñi ìiòêè äî i âèçíà÷åíi, ìè ðîçãëÿäà¹ìî òàêi
ïiääåðåâà òàêi, ùî âñi âóçëè, êðiì êîðåíiâ, ïîçíà÷åíi. Òîäi êîðåíi ïîìi÷åíi îäíàêîâî,
ÿêùî (ïîìi÷åíi) ïiääåðåâà ¹ içîìîðôíèìè. Âçÿâøè ÿê ìiòêè ÿê ñòàíè, îòðèìó¹ìî
ìiíiìàëüíèé àâòîìàò. Ïðîöåäóðà îïèñàíà â ïðèêëàäàõ 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 i 3.2.5.

Ïðèêëàä 3.2.3. Íåõàé X = {ab, bab, bb} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b} (äèâ. ïðèê-
ëàä 3.2.2). Çâàæàþ÷è íà òâåðäæåííÿ 3.2.1, êiíöåâi ñòàíè äåðåâà ¹ íåâiäîêðåìëþâà-
íèìè. Ñòàíè a òà ba ¹ íåâiäîêðåìëþâàíèìè, îñêiëüêè a−1X = (ba)−1X = b. Iíøèõ
âiäíîøåíü íå iñíó¹. Òàêèì ÷èíîì, ìiíiìàëüíèé àâòîìàò íàâåäåíî íà ðèñ. 3.11.

a

b a

b

b

Ðèñ. 3.11: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò êîäà X = {ab, bab, bb}

Ïðèêëàä 3.2.4. Ëiòåðíèé àâòîìàò ìíîæèíè X = (b2)∗(a2b ∪ ba) çîáðàæåíî íà
ðèñ. 3.12. Î÷åâèäíî, ùî êiíöåâi ñòàíè ¹ åêâiâàëåíòíèìè, à òàêîæ òàêèìè ¹ ïîïå-
ðåäíèêè êiíöåâèõ ñòàíiâ i ¨õ ïîïåðåäíèêiâ. Íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, îäíàê, ñòàíè ¹
åêâiâàëåíòíèìè ëèøå ç êðîêîì 2. Öå äà¹ ìiíiìàëüíèé àâòîìàò ç ðèñ. 3.13.

Ïðèêëàä 3.2.5. Íà ðèñ. 3.14 ïðîöåäóðà ìàðêóâàííÿ áóëà ïðîâåäåíà äëÿ 26 åëåìåíò-
íîãî êîäà íà ðèñ. 3.6. Öå äà¹ íàñòóïíèé ìiíiìàëüíèé àâòîìàò ç ðèñ. 3.15.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àâòîìàòè, ùî ðîçïiçíàþòü ïiäìîíî¨ä X∗ ïîðîäæåíèé ïðåôiêñ-
íèì êîäîì X. Íàãàäà¹ìî, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà (äèâ. òâåðäæåííÿ 2.2.9).
Òâåðäæåííÿ 3.2.6 ¹ àíàëîãîì òâåðäæåííÿ 3.2.1.

Òâåðäæåííÿ 3.2.6. Íåõàé A 6= ∅ i P � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Òàêi
óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:
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Ðèñ. 3.12: Ëiòåðíèé àâòîìàò ïðåôiêñíîãî êîäà X = (b2)∗(a2b ∪ ba)
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Ðèñ. 3.13: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò äî ðèñ. 3.12

(i) P � óíiòàðíèé ñïðàâà ïiäìîíî¨ä;
(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(P ) ìà¹ ¹äèíèé êiíöåâèé ñòàí, à ñàìå ïî÷àòêîâèé

ñòàí;
(iii) iñíó¹ äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä , ìàþ÷è ïî÷àòêîâèé ñòàí

ÿê ¹äèíèé êiíöåâèé ñòàí.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Ñòàíè â àâòîìàòi A(P ) ¹ íåïîðîæíiìè ìíîæèíàìè u−1P , äëÿ
u ∈ A∗. Äàëi, ÿêùî u ∈ P , òî u−1P = P , îñêiëüêè uv ∈ P òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
v ∈ P . Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ëèøå îäèí êiíöåâèé ñòàí â àâòîìàòi A(P ), à ñàìå ìîíî¨ä
P , ÿêèé òàêîæ ¹ ïî÷àòêîâèì ñòàíîì.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.

(iii) =⇒ (i) Íåõàé A = (Q, i, i) � àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó P . Òîäi ìíîæèíà
P ¹ ïiäìîíî¨äîì, îñêiëüêè êiíöåâèé ñòàí i ïî÷àòêîâèé ñòàí çáiãàþòüñÿ. Äàëi, íåõàé
u, uv ∈ P . Òîäi i · u = i òà i · uv = i. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i · v = i, îñêiëüêè àâòîìàò
A = (Q, i, i) ¹ äåòåðìiíîâàíèì. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî v ∈ P , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
ìîíî¨ä P ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà.

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äîâiëüíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä íåïîðîæíiì àëôà-
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Ðèñ. 3.14: Îá÷èñëåííÿ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà

âiòîì A. Ñòàáiëiçàòîðîì ñòàíó q àâòîìàòà A íàçèâà¹òüñÿ ïiäìîíî¨ä

Stab(q) = {w ∈ A∗ : q · w = q}

âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Áåçïîñåðåäíüî ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.2.6 âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 3.2.7. Ñòàáiëiçàòîð ñòàíó äåòåðìiíîâàíîãî àâòîìàòó A = (Q, i, T )
íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà äåÿêîãî ïiäìîíî¨äà âiëüíîãî ìîíî-
¨äà A∗. Êîæåí óíiòàðíèé ñïðàâà äåÿêîãî ïiäìîíî¨ä ¹ ñòàáiëiçàòîðîì ñòàíó äåÿêîãî
äåòåðìiíîâàíîãî àâòîìàòà.

Öå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ âàæëèâiñòü óíiòàðíèõ ñïðàâà ïiäìîíî¨äiâ i ïðåôiêñíèõ
êîäiâ â òåîði¨ àâòîìàòiâ. Òâåðäæåííÿ 3.2.8 ïðåäñòàâëÿ¹ ìåòîä âèâåäåííÿ ìiíiìàëüíî-
ãî àâòîìàòà A(X∗) âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ç ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà A(X) ïðåôiêñíîãî
êîäó X.

Òâåðäæåííÿ 3.2.8. Íåõàé A 6= ∅, X � íåïîðîæíié ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì
A i A(X) = (Q, i, t) � ìiíiìàëüíèé àâòîìàò êîäó X. Òîäi ìiíiìàëüíèì àâòîìàòîì
âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ àâòîìàò A(X∗), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

(Q, t, t), ÿêùî Stab(i) 6= 1; (3.2)
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Ðèñ. 3.15: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò

(Q\{i}, t, t), ÿêùî Stab(i) = 1, (3.3)

i äiÿ àâòîìàòà A(X∗), ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ◦, âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

q ◦ a = q · a, äëÿ q 6= t; (3.4)

t ◦ a = i · a. (3.5)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B = (Q, t, t) � àâòîìàò îòðèìàíèé çà àâòîìàòó A(X), â ÿêîìó
âèçíà÷åíà äiÿ ◦ çà ôîðìóëàìè (3.4) i (3.5). Òîäi î÷åâèäíî, ùî

L(B) = {w : t ◦ w = t} = X∗.

Ïåðåâiðèìî, ùî àâòîìàò B ¹ çâåäåíèì. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà ðiçíi ñòàíè p i
q. Îñêiëüêè àâòîìàò A(X) � çâåäåíèé, òî iñíó¹ ñëîâî u ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, ùî
ðîçäiëÿ¹ ñòàíè p i q, òîáòî òàêå, ùî, ñêàæiìî

p · u = t i q · u 6= t. (3.6)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p ◦ u = t, à òàêîæ p ◦ v 6= t äëÿ âñiõ ñëiâ v < u. ßêùî q ◦ u 6= t,
òî ñëîâî u âiäîêðåìëþ¹ ñëîâà p i q òàêîæ àâòîìàòîì B. Â iíøîìó âèïàäêó iñíó¹
íàéìåíøèé ïðåôiêñ v ñëîâà u òàêèé, ùî q ◦ v = t. Äëÿ öüîãî ñëîâà v ìà¹ìî, ùî
q ◦ v = t. Âðàõóâàâøè (3.6), îòðèìó¹ìî v 6= U , à îòæå v < u. Àëå òîäi q ◦ u = t i
p ◦ v 6= t, i öå äîâîäèòü, ùî ñëîâà p i q âiäîêðåìëþþòüñÿ ñëîâîì v.

Êîæíå ñòàí â àâòîìàòi B ¹ äîñòóïíèì, îñêiëüêè âií ¹ âèïàäêîì â àâòîìàòi A(X).
Ç òîãî, ùî 1 6= X îòðèìó¹ìî i 6= t. Ñòàí i ¹ äîñòóïíèì â àâòîìàòi B òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìíîæèíà {w : t ◦ w = i} ¹ íåïîðîæíüîþ, îòæå, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
Stab(i) 6= 1. Â iíøîìó âèïàäêó äîñòóïíîþ ÷àñòèíîþ àâòîìàòà B ¹ éîãî çâóæåííÿ íà
ìíîæèíó Q \ {i}.

Àâòîìàò A(X∗) çàâæäè ìà¹ âèãëÿä çîáðàæåíèé ôîðìóëîþ (3.3), ÿêùî ïðåôiêñíèé
êîä X ¹ ñêií÷åííèì. Ó öüîìó âèïàäêó àâòîìàò A(X∗) îòðèìàíèé øëÿõîì îòîòîæ-
íåííÿ ïî÷àòêîâîãî òà êiíöåâîãî ñòàíiâ. Äëÿ îïèñàííÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó äèâ. âïðà-
âó 3.10.4.
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b

b

b a

a

Ðèñ. 3.16: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗, äëÿ X = {ab, bab, bb}

Ïðèêëàä 3.2.9. Íåõàé X = {ab, bab, bb} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b} (äèâ. ïðèê-
ëàä 3.2.2). Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.16. Êîä X
¹ ñêií÷åííèì i àâòîìàò A(X∗) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.3).

Ïðèêëàä 3.2.10. Íåõàé X = (b2)∗(a2b ∪ ba) (äèâ. ïðèêëàä 3.2.4). Àâòîìàò A(X∗)
îòðèìó¹òüñÿ áåç âèäàëåííÿ ïî÷àòêîâèé ñòàíó àâòîìàòà A(X) i çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(3.2) (äèâ. ðèñ. 3.17).

a

a

a

b

b
a

b

b

Ðèñ. 3.17: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗, äëÿ X = (b2)∗(a2b ∪ ba)

Ïðèêëàä 3.2.11. Ðîçãëÿíåìî êîä X = ba∗b íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Éîãî ìiíi-
ìàëüíèé àâòîìàò çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.18. Ñòàáiëiçàòîð ïî÷àòêîâîãî ñòàíó � öå òiëüêè

b b

a

Ðèñ. 3.18: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò êîäó X = ba∗b

ïîðîæí¹ ñëîâî 1. Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X∗), íàâåäåíèé íà ðèñ. 3.19, i âií îòðèìó-
¹òüñÿ ç ôîðìóëè (3.3).

Êîíñòðóêöiÿ, àíàëîãi÷íà êîíñòðóêöi¨ òâåðäæåííÿ 3.2.8, äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ëi-
òåðíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ äëÿ ïðåôiêñíîãî êîäó X. Öå ¹ àâòîìàò

A = (XA−, 1, 1),
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b

b

a

Ðèñ. 3.19: Ìiíiìàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗, äëÿ X = ba∗b

ñòàíàìè ÿêîãî ¹ âëàñíi ïðåôiêñè ñëiâ êîäó X, i ç äi¹þ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

u · a =


ua, ÿêùî ua ∈ XA−;
1, ÿêùî ua ∈ X;
∅, â iíøèõ âèïàäêàõ.

(3.7)

Öåé àâòîìàò îòðèìóþòü ç ëiòåðíîãî àâòîìàòà êîäó X, îòîòîæíþþ÷è âñi êiíöåâi ñòà-
íè ëiòåðíîãî àâòîìàòà êîäó X ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì 1. Ç ïîáóäîâè áåçïîñåðåäíüî
âèïëèâà¹, ùî öåé àâòîìàò ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗.

Íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ ðàöiîíàëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïiçíiøå
(äèâ. ðîçäië 6.6).

Òâåðäæåííÿ 3.2.12. Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó X íàä àëôàâi-
òîì A iñíó¹ öiëå ÷èñëî N òàêå, ùî äîâæèíà äîâiëüíî¨ ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi ñóôiêñiâ ñëiâ ç êîäó X ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó îáìåæåíà ÷èñëîì N .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, i, T ) � ñêií÷åííèé àâòîìàò ç N ñòàíàìè, ùî ðîçïiçíà¹
êîä X, i ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü N + 1 ñóôiêñiâ s0, . . . , sN ñëiâ ìíîæèíè
X òàêèõ, ùî êîæíå ñëîâî sj ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà sj+1. Êîæíå ñëîâî sj � öå
ìiòêà øëÿõó âiä äåÿêîãî ñòàíó qj äî êiíöåâîãî ñòàíó tj â àâòîìàòi A. Áiëüøå òîãî,
äëÿ êîæíîãî iíäåêñó j iñíó¹ ñëîâî pj, ÿêå ¹ ìiòêîþ øëÿõó âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó i
äî ñòàíó qj. Çàóâàæèìî, ùî ñëîâî pjsj ¹ åëåìåíòîì êîäó X äëÿ êîæíîãî iíäåêñó j.
Çà îçíà÷åííÿì ÷èñëà N iñíóþòü ÷èñëà j, k ç 0 6 j < k 6 N òàêi, ùî qj = qk. Òàêèì
÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî ñëîâà pjsj i pjsk ¹ åëåìåíòàìè êîäó X, ñëîâî pjsj ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì ñëîâà pjsk, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ.

Ïðèêëàä 3.2.13. Ðîçãëÿíåìî ïðåôiêñíèé êîä X = A∗aba\A+aba íàä àëôàâiòîì A =
{a, b}. Ïîñëiäîâíîñòÿìè ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé
ñóôiêñiâ, ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, ¹ ε, a, anaba ç n > 1. Iíøîþ ïîñëiäîâíiñòþ ¹
ε, ba.

3.3 Ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè

Ïðåôiêñíà ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî
âîíà íå ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ïðåôiêñíî¨ ïiäìíîæèíè â A∗, òîáòî
ÿêùî X ⊂ Y ⊂ A∗ i Y � ïðåôiêñíà ïiäìíîæèíà, òî X = Y .

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèõ êîäiâ, ïîñèëàííÿ íà îñíîâíèé àëôàâiò íåîáõiäíî
äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷åííÿ áóëî êîðåêòíèì.
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Ìíîæèíà {1} ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ. Êîæíà iíøà ìàêñèìàëüíà
ïðåôiêñíà ìíîæèíà � öå êîä. Ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä ¹ çàâæäè ìàêñèìàëü-
íèì ïðåôiêñíèì. Îáðåíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ: iñíóþòü ìàêñèìàëüíi ïðåôi-
êñíi êîäè, ÿêi íå ¹ ìàêñèìàëüíèìè ÿê êîäè. Ïðîòå, çà ñëàáêèõ ïðèïóùåíü, à ñàìå
äëÿ òîíêèõ êîäiâ, ìè ïîêàæåìî, ùî ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè ¹ ìàêñèìàëüíèìè
êîäàìè.

Äîñëiäæåííÿ ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ âèêîðèñòîâó¹ çëiâà-íà-ïðàâî îði¹í-
òîâàíó âåðñiþ ùiëüíèõ i ïîâíèõ êîäiâ.

Íåõàé M � ìîíî¨ä i N � ïiäìíîæèíà â M . Åëåìåíò m ∈ M íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâ-
íþâàëüíèì ñïðàâà â N , ÿêùî mw ∈ N äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà w çM . Öå åêâiâàëåíòíî
òîìó, ùî ìíîæèíà N ïåðåòèíà¹ ïðàâèé iäåàë mM . Ïiäìíîæèíà N íàçèâà¹òüñÿ ùiëü-
íîþ ñïðàâà, ÿêùî êîæåí åëåìåíò m ∈M ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà â N òîáòî, ÿêùî
N ïåðåòèíà¹ âñi ïðàâi iäåàëè ìîíî¨äà M . Ìíîæèíà N ¹ ïîâíîþ ñïðàâà, ÿêùî ïiä-
ìîíî¨ä ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ N ¹ ùiëüíèì ñïðàâà. Ìíîæèíà N íàçèâà¹òüñÿ õóäîþ
ñïðàâà, ÿêùî âîíà íå ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà. Çâè÷àéíî, âñi öi îçíà÷åííÿ ìàþòü çìiñò,
ÿêùî â íèõ �ïðàâèé� çàìiíèòè �ëiâèì�.

Íàñòóïi iìïëiêàöi¨ âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè N ìîíî-
¨äà M :

N -ùiëüíà ñïðàâà =⇒ N -ùiëüíà;

N -ïîâíà ñïðàâà =⇒ N -ïîâíà;

N -òîíêà =⇒ N -òîíêà ñïðàâà.

Ó âèïàäêó âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ïiäìíîæèíà N â A∗ ùiëüíîþ ñïðàâà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè êîæíå ñëîâî âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ïðåôiêñîì äåÿêîãî ñëîâà ç ìíîæèíè N .
Òàêèì ÷èíîì, (íåïîðîæíié) ëiâèé iäåàë ¹ ùiëüíèì ñïðàâà. Àíàëîãi÷íî, ïiäìíîæèíà
N ¹ ïîâíîþ ñïðàâà, ÿêùî êîæíå ñëîâî w âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ìîæíà çàïèñàòè ÿê

w = m1m2 · · ·mrp,

äëÿ äåÿêèõ r > 0, m1, . . . ,mr ∈ N , i ïðåôiêñà p äåÿêîãî ñëîâà â N .

Òâåðäæåííÿ 3.3.1. Íåõàé A 6= ∅. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè X ⊂ A∗ òàêi
óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà;
(ii) A∗ = XA− ∪X ∪XA+;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗ iñíóþòü ñëîâà u, v ∈ A∗, x ∈ X òàêi, ùî wu = xv.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (iii) Íåõàé w ∈ A∗. Îñêiëüêè ïiäìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà,
òî âîíà ïåðåòèíà¹ ïðàâèé iäåàë wA∗. Îòîæ wu = xv äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A∗ òà
x ∈ X.

(iii) =⇒ (ii) ßêùî wu = xv, òî w ∈ XA−, w ∈ X àáî w ∈ XA+ çãiäíî äî òîãî, ùî
w < x, w = x, àáî w > x.

(ii) =⇒ (i) Ìíîæèíîþ ïðåôiêñiâ ìíîæèíè XA∗ ¹ XA− ∪X ∪XA+.

Òâåðäæåííÿ 3.3.2. Íåõàé A 6= ∅ i X ⊂ A+. Òîäi ïiäìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíîþ
ñïðàâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà X ïîâíîþ ñïðàâà.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî XA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà òà ðîçãëÿíåìî ñëîâî
w ∈ A∗. ßêùî w ∈ XA− ∪X, òî wu ∈ X äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u ∈ A∗. Â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó w ∈ XA+ çà òâåðäæåííÿì 3.3.1. Îòîæ, w = xw′ äëÿ äåÿêîãî ñëiâ x ∈ X,
w′ ∈ A+. Îñêiëüêè x 6= 1, òî |w′| < |w|. Òîäi çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî, ùî w′u ∈ X∗ äëÿ
äåÿêîãî ñëîâà u ∈ A∗. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî w ¹ ïðåôiêñîì äåÿêîãî ñëîâà ìíîæèíè
X∗.

Íàâïàêè, íåõàé w ∈ A∗, i ïðèïóñòèìî, ùî wu ∈ X∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u ∈ A∗.
Äîìíîæèâøè, ÿêùî íåîáõiäíî íà äåÿêå ñëîâî ç ìíîæèíè X, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî
wu 6= 1. òîäi wu ∈ X+ ⊂ XA∗.

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ 3.3.2 íå âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó X = {1}. Ó öüîìó
âèïàäêó ìíîæèíà XA∗ = A∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà, àëå X∗ = {1} íå ¹, î÷åâèäíî, ïîâíîþ
ñïðàâà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ ïðèðîäíi ái¹êöi¨ ìiæ òàêèìè ñiì'ÿìè ïiäìíîæèí
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗:

(i) ñiì'ÿ M ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ ìíîæèí;
(ii) ñiì'ÿ D ïðàâèõ iäåàëiâ, ÿêi ¹ ùiëüíèìè ñïðàâà;

(iii) ñiì'ÿ P ïðåôiêñíî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí, ÿêi íå ìiñòÿòü ïðàâèé iäåàë.

Öi ái¹êöi¨ ôàêòè÷íî ¹ îáìåæåííÿìè áiåêöi¨ ç òâåðäæåííÿ 3.1.2.

Òâåðäæåííÿ 3.3.3. Âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(i) âiäîáðàæåííÿ X 7→ XA∗ ¹ ái¹êöi¹þ ç M íà D, i âiäîáðàæåííÿ I 7→ I \ IA+ ¹ äî
íüîãî îáåðíåíèì;

(ii) îïåðàöiÿ òåîðåòèêî ìíîæèííîãî äîïîâíåííÿ ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹ P íà D;
(iii) âiäîáðàæåííÿ X 7→ XA− ¹ ái¹êöi¹þ ç M íà P, i âiäîáðàæåííÿ P 7→ PA \ P ¹

äî íüîãî îáåðíåíèì.

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé X � ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà ìíîæèíà. Êîæíå ñëîâî u ∈ A∗ ¹
ñóìiñíèì çi ñëîâîì ìíîæèíè X, îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó ìíîæèíà X ∪ {u} áóäå
ïðåôiêñíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü ìàêñèìàëüíîñòi ìíîæèíè X. Îòîæ, ïðàâèé iäåàë XA∗ ¹
ùiëüíèì ñïðàâà. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ I 7→ I \IA+ ¹ äî íüîãî îáåðíåíèì
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òâåðäæåííÿ (ii) ¹ íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà ùiëüíîþ ñïðàâà òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ íå ìiñòèòü ïðàâèé iäåàë.

(iii) ßêùî X � ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî
ïðàâèé iäåàë XA∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà. Îòîæ, çà òâåðäæåííÿì 3.3.1 îòðèìó¹ìî, ùî
A∗ \XA∗ = XA−.

Íàñòóïíèé íàñëiäîê âèäà¹òüñÿ êîðèñíèì.

Íàñëiäîê 3.3.4. Íåõàé A 6= ∅, L ⊂ A+ i X = L \ LA+. Òîäi ìíîæèíà L ¹ ïîâíîþ
ñïðàâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 3.3.2 ìíîæèíà L ¹ ïîâíîþ ñïðàâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ïðàâèé iäåàë LA∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà. Ç òâåðäæåííÿ 3.1.2 âèïëèâà¹, ùî XA∗ = LA∗.
Äàëi çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 3.3.3.
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Îñîáëèâèì âèïàäêîì íàñëiäêó 3.3.4 ¹ íàñòóïíà âàæëèâà òåîðåìà, ÿêà âèïëèâà¹ ç
íüîãî, âçÿâøè çà ìíîæèíó L ïðåôiêñíèé êîä X.

Òåîðåìà 3.3.5. Íåõàé A 6= ∅ i X ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä. Òîäi êîä X ¹ ïîâíèì
ñïðàâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Òåïåð ìè äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ òâåðäæåííþ 3.1.6 äëÿ ìàêñèìàëü-
íèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ.

Òåîðåìà 3.3.6. Íåõàé A 6= ∅, X ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä i P = XA− � ìíîæèíà
âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ êîäó X. Òîäi êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ íàñòóïíèõ åêâiâàëåíòíèõ óìîâ

X − 1 = P (A− 1) àáî A∗ = X∗P . (3.8)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî R = A∗ \XA∗. ßêùî êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì, òî
çà òâåðäæåííÿì 3.3.1 ïðàâèé iäåàë XA∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà i R = P . Äàëi çàñòîñó¹ìî
òâåðäæåííÿ 3.1.6.

Íàâïàêè, ÿêùî X − 1 = P (A− 1), òî çà ðiâíiñòþ (3.1) ìà¹ìî, ùî

P (A− 1) = R(A− 1).

Îñêiëüêè ðÿä A − 1 ¹ îáîðîòíèì, òî îòðèìó¹ìî, ùî P = R, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ïðàâèé iäåàë XA∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà.

Íàñëiäîê 3.3.7. Íåõàé X � ñêií÷åííèé n åëåìåíòíèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé
êîä íàä k-åëåìåíòíèì àëôàâiòîì i p = Card(XA−) � êiëüêiñòü âëàñíèõ ïðåôiêñiâ
ñëiâ ç êîäó X. Òîäi n− 1 = p(k − 1).

Ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó ðiâíîñòi òåîðåìè 3.3.6
äàþòü ôàêòîðèçàöiþ ðÿäó X − 1 íà äâà ïîëiíîìè. Çíîâó æ òàêè, iñíó¹ ôîðìóëà,
îòðèìàíà ç ôîðìóëè (3.8), à ñàìå: 1 +P A = P +X, ÿêà ìà¹ iíòåðïðåòàöiþ ëiòåðíîãî
çîáðàæåííÿ êîäó X, ùî ðîáèòü ïåðåâiðêó ìàêñèìàëüíîñòi äóæå ëåãêîþ: ÿêùî p ¹
âóçëîì, ÿêèé ¹ íå â êîäi X, òî äëÿ êîæíîãî a ∈ A ìà¹ iñíóâàòè âóçîë pa â ëiòåðíîìó
çîáðàæåííi êîäó X.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äëÿ òîíêèõ ìíîæèí ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä òàêîæ ¹
ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Òåîðåìà 3.3.8. Íåõàé A 6= ∅ i X � õóäà ïiäìíîæèíà â A+. Òîäi íàñòóïíi óìîâè
¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì;
(ii) X ¹ ïðåôiêñíèì i ìàêñèìàëüíèì êîäîì;

(iii) ìíîæèíà X ¹ ïîâíîþ ñïðàâà i ¹ êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (i) ¹ î÷åâèäíîþ.

Iìïëiêàöiÿ (i) =⇒ (iii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 3.3.3(i) i òâåðäæåííÿ 3.3.2.

(iii) =⇒ (ii) Íåõàé Y = X \ XA+. Çà òâåðäæåííÿì 3.1.2, Y A∗ = XA∗. Îòîæ
ìíîæèíà Y ¹ ïîâíîþ ñïðàâà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Y ¹ ïîâíîþ. Ìíîæèíà
Y ¹ òàêîæ òîíêîþ, îñêiëüêè Y ⊆ X. Çà òåîðåìîþ 2.5.13, Y ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.
Ç âêëþ÷åííÿ Y ⊆ X îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü X = Y .
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Ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.3.8 íå âèêîíóþòüñÿ
áåç ïðèïóùåííÿ, ùî êîä ¹ òîíêèì.

Ïðèêëàä 3.3.9. Íåõàé X =
{
uba|u| : u ∈ A∗

}
, ç A = {a, b}. Öåé êîä ¹ îáåðíåíèì

äî êîäó, îçíà÷åíîãî à ïðèêëàäi 2.4.12. X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì, à îòæå ¹ ïîâíèì
ñïðàâà. Îäíàê, X íå ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì. Ç íàñëiäêó 3.3.4 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
Y = X \XA+ ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Çâè÷àéíî, Y 6= X, à îòæå Y íå ¹
ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ 3.3.10 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåì 2.5.16 i 3.3.8.

Òâåðäæåííÿ 3.3.10. Íåõàé A 6= ∅ i X � õóäà ïiäìíîæèíà â A+. Òîäi íàñòóïíi
óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì;
(ii) ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ é iñíó¹ äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi π ç π(X) = 1;

(iii) ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ òà π(X) = 1 äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó
Áåðíóëëi π.

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèêëàëè îïèñàííÿ ïðåôiêñíèõ êîäiâ çà äîïîìîãîþ
áàçèñiâ ñòàáiëiçàòîðiâ â äåòåðìiíîâàíîìó àâòîìàòi. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìàêñèìàëüíi
ïðåôiêñíi êîäè. Îçíà÷èìî íàñòóïíå ïîíÿòòÿ. Ñòàí q äåòåðìiíîâàíîãî àâòîìàòà A =
(Q, i, T ) íàä àëôàâiòîì A íàçèâà¹òüñÿ çâîðîòíèì, ÿêùî äëÿ âñiõ ñëiâ u ∈ A∗, iñíó¹
ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî q · uv = q. Çâiäñè âèïëèâà¹, çîêðåìà, ùî q · u 6= ∅ äëÿ âñiõ
u ∈ A∗.
Òâåðäæåííÿ 3.3.11. Íåõàé A 6= ∅ i X � ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì A. Òîäi
íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X � ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä;
(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ ïîâíèì;

(iii) óñi ñòàíè ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ çâîðîòíèìè;
(iv) ïî÷àòêîâèé ñòàí ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ çâîðîòíèì;
(v) âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ ¹ ñòàáiëiçàòîðîì çâîðîòíîãî ñòàíó â äåÿêîìó äåòåðìiíî-

âàíîìó àâòîìàòi.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Íåõàé A(X∗) = (Q, i, i) � ìiíiìàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìî-
íî¨äà X∗. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi q ∈ Q i a ∈ A. Iñíó¹ äåÿêå ñëîâî u ∈ A∗ òàêå, ùî
i · u = q. Îñêiëüêè êîä X ¹ ïîâíèì ñïðàâà, òî uav ∈ X∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà v ∈ A∗.
Îòîæ, îòðèìó¹ìî

i = i · uav = (q · a) · v,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî q · a 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì, A(X∗) � ïîâíèé àâòîìàò.

(ii) =⇒ (iii) Íåõàé q ∈ Q i u ∈ A∗. Îñêiëüêè A(X∗) � ïîâíèé àâòîìàò, òî q′ =
q·u 6= ∅. Ç òîãî, ùî àâòîìàò A(X∗) ¹ ìiíiìàëüíèé âèïëèâà¹, ùî ñòàí q′ ¹ êîäîñòóïíèì,
à ñòàí q ¹ äîñòóïíèì. Îòîæ, q′ · v = q äëÿ äåÿêîãî ñëîâà v ∈ A∗, à çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ñòàí q ¹ çâîðîòíèì.

Iìïëiêàöi¨ (iii) =⇒ (iv) i (iv) =⇒ (v) ¹ î÷åâèäíèìè.

(v) =⇒ (i) Íåõàé A = (Q, i, i) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò i q ∈ Q � çâîðîòíèé ñòàí
òàêèé, ùî X∗ = Stab(q). Äëÿ âñiõ ñëiâ u ∈ A∗ iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî q · uv = q,
à îòæå uv ∈ X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîä X ¹ ïîâíèì ñïðàâà. Îñêiëüêè ìíîæèíà X
¹ ïðåôiêñíîþ, òî çàëèøèëîñÿ çàñòîñóâàòè òåîðåìó 3.3.8.
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3.4 Îïåðàöi¨ íà ïðåôiêñíèõ êîäàõ

Ïðåôiêñíi êîäè çàìêíåíi ñòîñîâíî äåÿêèõ ïðîñòèõ îïåðàöié. Ïî÷íåìî iç çàãàëüíîãî
ðåçóëüòàòó, ÿêèé áóäå íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.4.1. Íåõàé A 6= ∅, X i (Yi)i∈I � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗, i (Xi)i∈I � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè X. Îçíà÷èìî

Z =
⋃
i∈I

XiYi.

Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(i) ÿêùî X i Yi � ïðåôiêñíi (ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi) ìíîæèíè, òî Z � ïðåôiêñíà
(ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà) ìíîæèíà;

(ii) ÿêùî Z � ïðåôiêñíà ìíîæèíà, òî âñi Yi (i ∈ I) ¹ ïðåôiêñíèì ìíîæèíàìè;
(iii) ÿêùî X � ïðåôiêñíà ìíîæèíà òà Z � ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà ìíîæèíà, òî

X i Yi � ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî, ùî z, zu ∈ Z. Òîäi z = xy, zu = x′y′ äëÿ äåÿêèõ i, j ∈ I,
x ∈ Xi, y ∈ Yi, x′ ∈ Xj, y′ ∈ Yj. Ç âiäíîøåííÿ xyu = x′y′ âèïëèâà¹, ùî x = x′, îñêiëüêè
ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî i = j i y = y′. Îòîæ, u = 1 i ìíîæèíà
Z ¹ ïðåôiêñíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiâi iäåàëè XA∗ i YiA∗ ¹ ùiëüíèìè ñïðàâà. Íåõàé
w ∈ A∗. Òîäi ww′ = xv äëÿ äåÿêèõ w′, v ∈ A∗, x ∈ X. Íåõàé x íàëåæèòü ìíîæèíi
Xi. Îñêiëüêè ëiâèé iäåàë YiA

∗ ùiëüíèì ñïðàâà, òî vv′ ∈ YiA
∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà

v′ ∈ A∗. Îòîæ, ww′v′ ∈ XiYiA
∗, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ww′v′ ∈ ZA∗. Òàêèì ÷èíîì, Z �

ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà ìíîæèíà.

(ii) Íåõàé y, yu ∈ Yi òà x ∈ Xi. Òîäi xy, xyu ∈ Z, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî u = 1.

(iii) Ç âêëþ÷åííÿ ZA∗ ⊆ XA∗ îòðèìó¹ìî, ùî ïðàâèé iäåàëXA∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè X ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî,
ùî ïðàâèé iäåàë YiA

∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ñëîâî w ∈ A∗. Äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ Xi ñëîâî xw ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà â ZA∗. Îòîæ, xw =
zw′ äëÿ äåÿêîãî z ∈ Z. Ïîêëàâøè z = x′y′ ç x′ ∈ Xj, y′ ∈ Yj, îòðèìó¹ìî xw = x′y′w′.
Îñêiëüêè êîä X � ïðåôiêñíèé, òî x = x′, à îòæå w = y′w′, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ñëîâî
w ìiñòèòüñÿ â ïðàâîìó iäåàëi YiA∗.

Äëÿ Card(I) = 1, ìè îòðèìó¹ìî, çîêðåìà,

Íàñëiäîê 3.4.2. ßêùî X i Y � ïðåôiêñíi êîäè (ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè),
òî XY � ïðåôiêñíèé êîä (ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà ìíîæèíà).

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî íàñëiäêà 3.4.2 âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïðè âèêîíàííi îáìåæó-
þ÷èõ óìîâ i áóäå âèêëàäåíî â òâåðäæåííi 3.4.13.

Ïðèêëàä 3.4.3. Êîä �îëîìáà (the Golomb code) ïîðÿäêó m > 1 íàä àëôàâiòîì {0, 1}
¹ ìàêñèìàëüíèé íåñêií÷åííèé ïðåôiêñíèé êîä

Gm = 1∗0Rm,

äå R1 = {ε} i äëÿ m > 2 ìíîæèíà Rm ¹ íåñêií÷åííèì ïðåôiêñíèì êîäîì, ÿêèé âèçíà-
÷à¹òüñÿ íèæ÷å. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí êîä Gm ¹ äîáóòêîì ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ
êîäiâ 1∗0 i Rm.
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ßêùî m = 2k äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà k, òî Rm ¹ ìíîæèíîþ óñiõ áiíàðíèõ ñëiâ
äîâæèíè k. Â iíøîìó âèïàäêó ïðàâèëî áiëüø ñêëàäíèì. Ïîêëàäåìî m = 2k + l, ç
0 < l < 2k. Ïîêëàâøè n = 2k − 1, îçíà÷èìî

Rm =

{
0Rl ∪ 1R2n, ÿêùî l > n;
0Rl ∪ 1Rn+l, â iíøîìó âèïàäêó.

Ìíîæèíâ R1 i êîäè Rm äëÿm = 2, . . . , 7 çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.20. Çàóâàæèìî, çîêðåìà,

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7

Ðèñ. 3.20: Ìíîæèíè êîäó �îëîìáà ç R1 äî R7

ùî äîâæèíè êîäîâèõ-ñëiâ ðiçíÿòüñÿ ùîíàéáiëüøå íà îäèíèöþ.

Êîäè �îëîìáà ïîðÿäêiâ 1, 2, 3 çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.21. Çâåðíåìî óâàãó, ùî, çà
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Ðèñ. 3.21: Êîäè �îëîìáà ïîðÿäêiâ 1, 2, 3

âèéíÿòêîì, ìîæëèâî, äëÿ ïåðøîãî ðiâíÿ, ¹ ðiâíî m ñëiâ êîæíî¨ äîâæèíè. Êîäè
�îëîìáà âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ çîáðàæåííÿ öiëèõ ÷èñåë, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.21.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî âîíè ¹ îïòèìàëüíèìè äëÿ äåÿêèõ iìîâiðíiñòíèõ ðîçïîäiëiâ (äèâ.
âïðàâó 3.10.20).

Ïðèêëàä 3.4.4. Êîä �îëîìáà-Ðàéñà (the Golomb�Rice code) ïîðÿäêó k ¹ ÷àñòêîâèì
âèïàäêîì êîäó �îëîìáà äëÿm = 2k. Éîãî ñòðóêòóðà îñîáëèâî ïðîñòà i äîçâîëÿ¹ ëåãêî
âèðàçèòè îïèñàííÿ êîäóâàííÿ öiëîãî ÷èñëà: êîäóâàííÿ ïðèñâîþ¹ öiëîìó ÷èñëó n > 0
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äâà ñëîâà e äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, áàçîâå ñëîâî i çìiùåííÿ. Áàçîâèì ñëîâîì
¹ óíàðíå ðîçøèðåííÿ çíà÷åííÿ

⌊
n/2k

⌋
, ÿêå ñëiäó¹ çà 0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ k = 2

öiëå ÷èñëî n = 9 êîäó¹òüñÿ 110|01. Áiíàðíi äåðåâà, ÿêi çîáðàæàþòü êîä �îëîìáà-
Ðàéñà ïîðÿäêiâ 0, 1, 2 ïðåäñòàâëåíi íà ðèñ. 3.22. Iíøå çîáðàæåííÿ êîäó �îëîìáà�Ðàéñà
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0 1 2 3
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Ðèñ. 3.22: Êîäè �îëîìáà�Ðàéñà ïîðÿäêiâ 0, 1, 2

ïîðÿäêó k âèçíà÷à¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì âèðàçîì

GRk = 1∗0(0 + 1)k. (3.9)

Öåé âèðàç âèðàæà¹ òîé ôàêò, ùî áiíàðíi ñëîâà, ùî ôîðìóþòü êîä, ñêëàäàþòüñÿ ç
áàçîâîãî ñëîâà âèãëÿäó 1i0 äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà i > 0 i çìiùåííÿ, ÿêå ¹ äîâiëüíîþ
áiíàðíîþ ïîñëiäîâíiñòþ äîâæèíè k.

Ïðèêëàä 3.4.5. Åêñïîíåíöiàëüíi êîäè �îëîìáà óòâîðþþòü ñiì'þ, ÿêà çàëåæèòü âiä
öiëîãî ÷èñëà k ç ðîçïîäiëîì äîâæèíè, áiëüø ïðèäàòíèì äëÿ äåÿêèõ ðîçïîäiëiâ éìî-
âiðíîñòåé, íiæ êîäè �îëîìáà�Ðàéñà. Âèïàäîê k = 0 òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç êîäîì Åëià,
âæå çãàäàíèì ó ïðèêëàäi 3.1.1.

Áàçèñíå ñëîâî ñëîâà-êîäà äëÿ öiëîãî ÷èñëà n óòâîðþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íå-
õàé x� çîáðàæåííÿ â äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ÷èñëà 1+

⌊
n/2k

⌋
é i� éîãî äîâæèíà.

Áàçèñíå ñëîâî ðîáèòüñÿ ç óíàðíîãî çîáðàæåííÿ çíà÷åííÿ i−1, çà ÿêèì ñëiäó¹ x ç éîãî
ïî÷àòêîâèì ñèìâîëîì 1 çàìiíåíèì íà ñèìâîë 0. Çìiùåííÿ, ÿê i ðàíiøå, ¹ äâiéêîâèì
çîáðàæååííÿì ðåøòè äiëåííÿ n íà 2k, çàïèñàíèì íà k áiòàõ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ k = 1,
êîäîâå ñëîâî äëÿ 9 äîðiâíþ¹ 11001|1. Åêñïîíåíöiàëüíi êîäè �îëîìáà ïîðÿäêiâ 1, 2 i
3 çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.23.

Âèðàç, ÿêèé îïèñó¹ åêñïîíåíöiàëüíèé êîä �îëîìáà, ìà¹ âèãëÿä

EGk =
⋃
i>0

1i0(0 + 1)i+k,

i ìè îòðèìó¹ìî ïðîñòå âiäíîøåííÿ

EGk = EG0(0 + 1)k.
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Ðèñ. 3.23: Åêñïîíåíöiàëüíi êîäè �îëîìáà ïîðÿäêiâ 1, 2 i 3

Íàñëiäîê 3.4.6. Íåõàé A 6= ∅, X ⊂ A+ i n > 1. Òîäi ìíîæèíà X ¹ (ìàêñèìàëüíîþ)
ïðåôiêñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà Xn ¹ (ìàêñèìàëüíîþ) ïðåôiêñíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 3.4.2, ìíîæèíà Xn ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ äëÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó X.

Íàâïàêè, ïîêëàâøè Z = Xn = Xn−1X, òî ç òâåðäæåííÿ 3.4.1(ii) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ. Çàïèñàâøè Z = XXn−1, òî çà òâåðäæåííÿì 3.4.1(iii), ç
òîãî, ùî ìíîæèíà Z ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè X i Xn−1

¹ òàêîæ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè.

Íàñëiäîê 3.4.6 ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì òâåðäæåííÿ 3.4.11, ÿêå ìè äîâåäåìî ïiçíiøå.

Íàñëiäîê 3.4.7. Íåõàé X i Y � ïðåôiêñíi êîäè òà X = X1 ∪X2 � ðîçáèòòÿ. Òîäi
Z = X1 ∪ X2Y ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì i Z ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè X i Y ¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè êîäàìè.

Äîâåäåííÿ. Ç Y ′ = {1} ìà¹ìî, ùî Z = X1Y
′ ∪X2Y . Çàëèøèëîñÿ âèêîðèñòàòè òâåðä-

æåííÿ 3.4.1, îñêiëüêè Y ′ ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ.

� îñîáëèâèé âèïàäîê öüîãî íàñëiäêó, ÿêèé çàñëóãîâó¹ íà óâàãó. Âií ïðåäñòàâëÿ¹
öiêàâó îïåðàöiþ íà êîäàõ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê äåðåâà.
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Íàñëiäîê 3.4.8. Íåõàé X i Y � ïðåôiêñíi êîäè é x ∈ X. Òîäi êîä

Z = (X \ {x}) ∪ xY

¹ ïðåôiêñíèì i Z ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X i
Y ¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè êîäàìè.

Îïåðàöiÿ, âèêîíàíà íà ïðåôiêñíèõ êîäàõ X i Y , íàâåäåíà íà ðèñ. 3.24. Ìè òåïåð

X

x

Y Z = (X \ {x}) ∪ xY

Ðèñ. 3.24: Ïî¹äíàííÿ êîäiâ X i Y

ïîâåðíåìîñÿ äî îáåðíåíî¨ îïåðàöi¨.

Òâåðäæåííÿ 3.4.9. Íåõàé A 6= ∅, Z � ïðåôiêñíèé êîä i p ∈ ZA−. Òîäi

Yp = p−1Z i X = Z \ pYp ∪ {p} (3.10)

¹ ïðåôiêñíèìè ìíîæèíàìè. Áiëüøå òîãî, ÿêùî Z � ìàêñèìàëüíà ïðåôiêñíà ìíî-
æèíà, òî Yp i X òàêîæ ¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè ìíîæèíàìè.

Îïåðàöiþ îïèñàíó â ôîðìóëi (3.10) ìîæíà çîáðàçèòè, ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.25.
Òâåðäæåííÿ 3.4.9 ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òâåðäæåííÿ 3.4.10.

Z

p

Yp

X = Z \ pYp ∪ {p}

Ðèñ. 3.25: Âiäîêðåìëåííÿ Z i Yp
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Òâåðäæåííÿ 3.4.10. Íåõàé A 6= ∅, Z � ïðåôiêñíèé êîä i Q � ïðåôiêñíà ïiäìíî-
æèíà â ZA−. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà p ∈ ZA− ìíîæèíà Yp = p−1Z ¹ ïðåôiêñíèì
êîäîì; êðiì òîãî

X = Q ∪

(
Z \

⋃
p∈Q

pYp

)
¹ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ. ßêùî Z ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ, òî X i Yp
(p ∈ Q) ¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè ìíîæèíàìè.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî X0 = Z \
⋃
p∈Q

pYp, Y0 = {1}, Xp = {p}. Òîäi

Z = X0Y0 ∪
⋃
p∈Q

XpYp.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèâåäåííÿ ðåçóëüòàòó ç òâåðäæåííÿ 3.4.1 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî
ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ.

Íåõàé x, xu ∈ X ç u ∈ A+. Öi äâà ñëîâà íå ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî íàëåæàòè
íi ïðåôiêñíié ìíîæèíi Z, íi ïðåôiêñíié ìíîæèíi Q. Îñêiëüêè Q ⊆ ZA−, ìà¹ìî, ùî
x ∈ Q, xu ∈ Z. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî u ∈ Yx i xu íå ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíiX.

Òâåðäæåííÿ 3.4.1 i 3.4.10 ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïåðåëiêó ìàêñèìàëüíèõ ïðå-
ôiêñíèõ êîäiâ. Öå äîçâîëÿ¹ ïðîiëþñòðóâàòè îá÷èñëåííÿ ó âèïàäêó, êîëè A = {a, b}.
ßêùî ìíîæèíà Z ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ òà Z 6= 1, òî îáèäâi ìíîæèíè

X = a−1Z, Y = b−1Z

¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè òà

Z = aX ∪ bY. (3.11)

Íàâïàêè, ÿêùî X i Y � ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè, òî ìíîæèíà Z òàêîæ ¹
ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (3.11) âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîá-
ðàæåííÿ ç ìíîæèíè ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ ó ìíîæèíó ïàð ìàêñèìàëüíèõ
ïðåôiêñíèõ ìíîæèí. Áiëüøå òîãî

Card(Z) = Card(X) + Card(Y ).

Íåõàé αn � êiëüêiñòü ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ ìíîæèí ç n åëåìåíòàìè. Òîäi çà
ðiâíiñòþ (3.11) ìà¹ìî

αn =
∑
k+l=n

αkαl. (3.12)

äëÿ n > 2. Íåõàé α(t) =
∑
n>0

αnt
n. Òîäi ç ðiâíîñòi (3.12) âèïëèâà¹, ùî

α(t)2 − α(t) + t = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
1±
√

1− 4t

2
.
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Ïîçàÿê α(0) = 0, òî îòðèìó¹ìî

α(t) =
1−
√

1− 4t

2
.

Âèêîðèñòàâøè áiíîìiàëüíi ôîðìóëè, äëÿ n > 1 ìà¹ìî, ùî

αn = −1

2
· (−4)n ·

(
1/2

n

)
=

= −1

2
· (−4)n · 1/2(1/2− 1) · . . . · (1/2− n+ 1)

n!
=

= −1

2
· (−4)n · 1

2n
· 1(1− 2) · . . . · (1− 2n+ 2)

n!
=

= −1

2
· (−1)n · 2n · (−1)n−1 · 1 · 3 · . . . · (2n− 3)

n!
=

= 2n−1 · (2n− 2)!

n!(n− 1)!2n−1
=

=
1

n
·
(

2n− 2

n− 1

)
.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

αn+1 =
1

n+ 1
·
(

2n

n

)
. (3.13)

Öi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà (the Catalan numbers). Äèâ. âïðàâó 3.10.6
äëÿ iíøîãî äîâåäåííÿ òà äëÿ âèïàäêó áiëüøå äâîõ ëiòåð. Òàêîãî áëèçüêîãî âèðàçó íå
âiäîìî äëÿ êiëüêîñòi ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ êîäiâ. Ó òàáëèöi 3.1 íàâåäåíî ïåðøi
÷èñëà Êàòàëàíà.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
αn 1 1 2 5 14 42 132 429

Òàáë. 3.1: Ïåðøi ÷èñëà Êàòàëàíà

Òâåðäæåííÿ 3.4.11. Íåõàé Y i Z � êîìïîçèöiéîâíi êîäè é X = Y ◦ Z. Òîäi X ¹
ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì i òîíêèì êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Y i Z ¹ ìàêñè-
ìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè òà òîíêèìè êîäàìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì i òîíêèì êî-
äîì. Òîäi êîä X ¹ ïîâíèì ñïðàâà çà òåîðåìîþ 3.3.8. Îòæå, êîä X ¹ òîíêèì i ïîâíèì.
Çà òâåðäæåííÿì 2.6.14 îáèäâà êîäè Y i Z ¹ òîíêèìè òà ïîâíèìè. Äàëi çà òâåðäæåí-
íÿì 2.6.13(i) êîä Y ¹ ïðåôiêñíèì. Îòæå êîä Y , áóäó÷è òîíêèì, ïðåôiêñíèì i ïîâíèì, ¹
ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Äàëi ìíîæèíà X ùiëüíîþ ñïðàâà, à îòæå X ⊂ Z∗.
Òàêèì ÷èíîì, êîä Z ¹ ùiëüíèì ñïðàâà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîä Z ¹ ïîâíèì ñïðàâà,
i âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 3.3.8, îòðèìó¹ìî, ùî êîä Z ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì.

Íàâïàêè, îñêiëüêè êîäè Y i Z ¹ ïðåôiêñíèìè, òî çà òâåðäæåííÿì 2.6.4 êîä X ¹
ïðåôiêñíèì, à ç òîãî ùî êîäè Y i Z ¹ îäíî÷àñíî òîíêèìè i ïîâíèìè, òî ç òâåðäæåí-
íÿ 2.6.14 âèïëèâà¹, ùî êîä X ¹ òîíêèì i ïîâíèì. Òàêèì ÷èíîì, X � ìàêñèìàëüíèé
ïðåôiêñíèé êîä.
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Òâåðäæåííÿ 3.4.12. Íåõàé A 6= ∅, Z � ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì A òà
Z = X ∪ Y � ðîçáèòòÿ. Òîäi T = X8Y ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì, i áiëüøå òîãî T ¹
ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Z ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðå-
ôiêñíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � àëôàâiò, ÿêèé ái¹êòèâíî ñïiâñòàâëåíèé ç êîäîì Z i B = C ∪
D � ðîçáèòòÿ àëôàâiòó B, ÿêå iíäóêó¹òüñÿ ðîçáèòòÿì Z = X ∪ Y . Òîäi

T = C∗D ◦ Z.

Êîä C∗D î÷åâèäíî ¹ ïðåôiêñíèì. Îòîæ, êîä T ¹ ïðåôiêñíèì çà òâåðäæåííÿì 2.6.4.
Äàëi, ç T ∗ = {1} ∪ Z∗Y âèïëèâà¹, ùî êîä T ¹ ïîâíèì ñïðàâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
êîä Z ¹ ïîâíèì ñïðàâà. Äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 3.3.3.

Ìè çàâåðøó¹ìî öåé ïiäðîçäië äîâåäåííÿì îáåðíåíîãî òâåðäæåííÿ äî íàñëiäêó 3.4.2.

Òâåðäæåííÿ 3.4.13. Íåõàé A 6= ∅, X i Y � ñêií÷åííi íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêi, ùî äîáóòîê XY ¹ îäíîçíà÷íèì. ßêùî XY ¹ ìàêñèìàëü-
íèì ïðåôiêñíèì êîäîì, òî X i Y ¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè êîäàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Z = XY i n = max {|y| : y ∈ Y }. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ
ïî n. Äëÿ n = 0, ìà¹ìî Y = {1} i Z = X. Îòîæ, ó öüîìó âèïàäêó âèñëîâëåííÿ
òâåðäæåííÿ ¹, î÷åâèäíî, iñòèííèì. Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1 i íåõàé

T = {y ∈ Y : |y| = n} i Q = {q ∈ Y A− : qA ∩ T 6= ∅}.

Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî, ùî T ⊆ QA. Íàñïðàâäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü T = QA. Ñïðàâäi,
íåõàé q ∈ Q, a ∈ A é x ∈ X � ñëîâî ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè. Òîäi ñëîâî xq ¹ ïðåôi-
êñîì äåÿêîãî ñëîâà ç Z, i ñëîâî xqa ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà â ïðàâîìó iäåàëi ZA∗.
Îñêiëüêè êîä Z ¹ ïðåôiêñíèì, òî æîäåí ïðåôiêñ ñëîâà xqa íå ¹ åëåìåíòîì êîäó Z.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

xqav = x′y′,

äëÿ äåÿêèõ x′ ∈ X, y′ ∈ Y i v ∈ A∗.
Òåïåð ìà¹ìî n = |qa| > |y′| i |x| > |x′|. Îòîæ, x = x′, y′ = qa i v = 1. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî qa ∈ Y i T = QA. Òåïåð íåõàé

Y ′ = (Y \ T ) ∪Q i Z ′ = XY ′.

Ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæèíà Z ′ ¹ ïðåôiêñíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi

xy′u = x′y′′

äëÿ äåÿêèõ x, x′ ∈ X, y′, y′′ ∈ Y ′ i u 6= 1. Íåõàé a � ïåðøà ëiòåðà ñëîâà u. Òîäi àáî
y′, àáî y′a ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè Y . Àíàëîãi÷íî, ÿêùî b � ïåðøà ëiòåðà ñëîâà u, òî
àáî y′′ àáî y′′b ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè Y , äëÿ äîâiëüíî¨ ëiòåðè b ∈ A. ïðèïóñòèìî, ùî
y′ ∈ Y . Òîäi ñëîâî xy′ ∈ Z ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x′y′′, àáî ñëîâà x′y′′b, îäíå ç
íèõ ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi Z. Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ìíîæèíà Z ¹ ïðåôiêñíîþ. Îòîæ,
îòðèìó¹ìî y′a ∈ Y . ßê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî ñëîâî xy′ íå ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì ñëîâà x′y′′ àáî ñëîâà x′y′′b. Ïðè öüîìó îáîâ'ÿçêîâî u = a i y′′ ∈ Y , à îòæå
ìà¹ìî, ùî

xy′a = x′y′′
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ç y′a, y′′ ∈ Y . Ç îäíîçíà÷íîñòi äîáóòêó XY âèïëèâà¹, ùî x = x′ i y′a = y′′. Àëå òîäi
y′′ /∈ Y ′. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìíîæèíà Z ′ ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ, çàóâàæèìî,
ùî Z ⊆ Z ′ ∪ Z ′A. Îòîæ, ZA∗ ⊆ Z ′A∗ i ç òâåðäæåííÿ 3.3.3 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
Z ′ ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ. Íà çàâåðøåííi, ëåãêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê XY ′ ¹
îäíîçíà÷íèì: ÿêùî xy′ = x′y′′ ç x, x′ ∈ X, y′, y′′Y ′, òî àáî y′, y′′ ∈ Y \T , àáî y′, y′′ ∈ Q,
à òðåòié âèïàäîê âèêëþ÷à¹òüñÿ çà ðàõóíîê ïðåôiêñíîñòi ìíîæèíè Z.

Çâè÷àéíî, max {|y| : y ∈ Y ′} = n−1. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî, ùî X i Y ′ �
ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè. Îñêiëüêè

Y = (Y ′ \Q) ∪QA,

òî çà íàñëiäêîì 3.4.7 ìíîæèíà Y ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ.

Ìîæíà òàêîæ äàòè çîâñiì iíøå äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.4.13, âèêîðèñòîâóþ÷è
òîé ôàêò, ùî â ïðèïóùåííÿõ öüîãî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà π(X)π(Y ) = 1
äëÿ âñiõ ðîçïîäiëiâ Áåðíóëi π (äèâ. âïðàâó 3.10.7).

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òâåðäæåííÿ 3.4.13 íå âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó íå-
ñêií÷åííèõ êîäiâ.

Ïðèêëàä 3.4.14. Ðîçãëÿíåìî X = {1, a} i Y = (a2)∗b íàä àëôàâiòîì A = {a, b}.
Ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà X íå ¹ ïðåôiêñíîþ, à ìíîæèíà Y íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ
ïðåôiêñíîþ. Îäíàê, XY = a∗b ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i öåé äîáóòîê ¹
îäíîçíà÷íèì.

3.5 Ñåìàôîðíi êîäè

Öåé ïiäðîçäië ìiñòèòü äåòàëüíå âèâ÷åííÿ ñåìàôîðíèõ êîäiâ, ÿêi ïðåäñòàâëÿ-
þòü öiêàâèé ïiäêëàñ ïðåôiêñíèõ êîäiâ. Öi äîñëiäæåííÿ òàêîæ iëþñòðóþòü ìåòîäè,
ïðåäñòàâëåíi â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.1. Íåõàé A 6= ∅. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè S âiëü-
íî¨ íàïiâãðóïè A+ ìíîæèíà

X = A∗S \ A∗SA+ (3.14)

¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà L = A∗S ¹ ëiâèì iäåàëîì ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, à îòæå ¹ ùiëü-
íîþ ñïðàâà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà L ¹ ïîâíîþ ñïðàâà, i çà íàñëiäêîì 3.3.4,
ìíîæèíà X = L \ LA+ ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Êîä X ôîðìè ðiâíîñòi (3.13) íàçèâà¹òüñÿ ñåìàôîðíèì êîäîì (a semaphore code),
ìíîæèíà S � öå ìíîæèíà ñåìàôîðiâ äëÿ êîäó X. Òåðìiíîëîãiÿ âèïëèâà¹ ç íàñòó-
ïíîãî ñïîñòåðåæåííÿ: ñëîâî ¹ â êîäi X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî çàêií÷ó¹òüñÿ
ñåìàôîðîì, àëå æîäåí ç éîãî âëàñíèõ ïðåôiêñiâ íå çàêií÷ó¹òüñÿ ñåìàôîðîì. Òàêèì
÷èíîì, ÷èòàííÿ ñëîâà çëiâà íàïðàâî, ïåðøèé âèãëÿä ñåìàôîðà äà¹ �ñèãíàë�, ÿêèé
âêàçó¹, ùî ïðî÷èòàíå äî òåïåð ðîçòàøîâàíå â êîäi X.
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Ïðèêëàä 3.5.2. Íåõàé A = {a, b} i S = {a}. Òîäi X = A∗a\A∗aA+, çâiäêè îòðèìó¹ìî
X = b∗a.

Ïðèêëàä 3.5.3. Äëÿ A = {a, b} i S = {aa, ab} ìà¹ìî A∗S = A∗aA. Òàêèì ÷èíîì
A∗ \ SA∗SA+ = b∗aA.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îõàðàêòåðèçîâó¹ ñåìàôîðíi êîäè ñåðåä ïðåôiêñíèõ êîäiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.4. Íåõàé A 6= ∅ i X ⊂ A+. Òîäi X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ ïðåôiêñíèì i

A∗X ⊆ XA∗. (3.15)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = A∗S \ A∗SA+ � ñåìàôîðíèé êîä. Òîäi êîä X ¹ ïðåôiêñíèì
i çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.15). Íåõàé w ∈ A∗X. Îñêiëüêè
w ∈ A∗S, òî ñëîâî w ìà¹ ìíîæíèê ç ìíîæèíè S. Íåõàé w′ � íàéêîðîòøèé ïðåôiêñ
ñëîâà w, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â A∗S. Òîäi ñëîâî w′ ìiñòèòüñÿ â êîäi X, à îòæå w ∈ XA∗.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ïðåôiêñíèé êîäX çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.15). Ïîêëàäåìî
M = XA∗. Ç òâåðäæåííÿ 3.1.2 i ç òîãî ôàêòó, ùî êîä X ¹ ïðåôiêñíèì âèïëèâà¹, ùî
X = M \MA+. Ç ðiâíîñòi (3.15) âèïëèâà¹, ùî

A∗M = A∗XA∗ ⊆ XA∗ = M,

à îòæå, M = A∗M i X = A∗M \ A∗MA+.

Ïðèêëàä 3.5.5. Íåõàé A = {a, b}. Êîä Y = {a2, aba, ab2, b} ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôi-
êñíèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A. Îäíàê, Y íå ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì, îñêiëüêè ab ∈ A∗Y ,
àëå ab /∈ Y A∗.

Ñåìàôîðíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì, à îòæå ¹ ïîâíèìè ñïðàâà. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ îïèñó¹ òàêi ïîâíi ñïðàâà ìíîæèíè, ÿêi ¹ ñåìàôîðíèìè êîäàìè.

Òâåðäæåííÿ 3.5.6. Íåõàé A 6= ∅ i X ⊂ A+. Òîäi X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà X ¹ ïîâíîþ ñïðàâà é

X ∩ A∗XA+ = ∅. (3.16)

Äîâåäåííÿ. Ñåìàôîðíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì, à îòæå ¹ ïîâíèì ñïðàâà.
Äàëi ç óìîâè (3.15) âèïëèâà¹, ùî

A∗XA+ ⊆ XA+,

à îòæå
X ∩ A∗XA+ ⊆ X ∩XA+ = ∅,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (3.16).

Íàâïàêè, ÿêùî ìíîæèíà X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.16), òî âîíà ¹ ïðåôiêñíîþ. Äëÿ
äîâåäåííÿ òîãî, ùî X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì, ïåðåâiðèìî ÷è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.15).
Íåõàé w = ux ∈ A∗X ç u ∈ A∗, x ∈ X. Îñêiëüêè êîä X ¹ ïðåôiêñíèì, òî ìà¹ìî, ùî
uxv = x′y äëÿ äåÿêèõ x′ ∈ X, y ∈ X∗ i v ∈ A∗. Ç óìîâè (3.16) âèïëèâà¹, ùî ñëîâî ux
íå ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x′, à îòæå ux ∈ x′A∗.
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Ðèñ. 3.26: Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.5.7

Íàñëiäîê 3.5.7. Íåõàé A 6= ∅ i X ⊂ A+ � ñåìàôîðíèé êîä i P = XA−.Òîäi

PX ⊆ XP ∪X2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p ∈ P , x ∈ X (äèâ. ðèñ. 3.26). Çà ðiâíiñòþ (3.15), px = yu äëÿ
äåÿêèõ y ∈ X, u ∈ A∗. Êîä X ¹ ïðåôiêñíèì, à îòæå |p| < |y|. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ñëîâî u ¹ ñóôiêñîì ñëîâà x, i òîäi ç óìîâè (3.16) âèïëèâà¹, ùî u /∈ XA+. Êîä X ¹
ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì, à îòæå u ∈ XA− ∪X.

Ôîðìóëà (3.16) âèðàæà¹ âëàñòèâiñòü ñåìàôîðíèõ êîäiâ, ÿêà ¹ áiëüø ñèëüíiøîþ,
íiæ ïðåôiêñíà óìîâà: äëÿ ñåìàôîðíîãî êîäà X i äâîõ åëåìåíòiâ x, x′ ∈ X, ¹äèíèé
ìîæëèâèé øëÿõ äëÿ ñëîâà x ç'ÿâèòèñü ÿê ìíîæíèê ó ñëîâi x′ îçíà÷à¹ áóòè ñó-
ôiêñîì ñëîâî x′. Òåïåð ìè âèêîðèñòà¹ìî öåé ôàêò äëÿ òîãî, ùîá îõàðàêòåðèçóâàòè
ñåìàôîðíi êîäè ñåðåä ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.8. Íåõàé A 6= ∅, X ⊂ A+ i P = XA− � ìíîæèíà âëàñíèõ
ïðåôiêñiâ ñëiâ ç ìíîæèíè X. Òîäi X ý ñåìàôîðíèì êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i ìíîæèíà P ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � ñåìàôîðíèé êîä. Òîäi X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì
çà òâåðäæåííÿì 3.5.1. Äàëi, íåõàé p = uq ∈ P ç u, q ∈ A∗. Íåõàé v ∈ A+ � ñëîâî òàêå,
ùî pv ∈ X. Òîäi q /∈ XA∗, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó v = uqv ∈ X ∩A∗XA+,
à öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 3.5.6. Îòîæ, îòðèìó¹ìî q ∈ XA− = P .

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i ìíîæèíà P ¹
ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî X∩A∗XA+ 6= ∅. Íåõàé x ∈ X∩A∗XA+. Òîäi
x = ux′v äëÿ äåÿêèõ u ∈ A∗, x′ ∈ X i v ∈ A+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ux′ ∈ P , i îñêiëüêè
ìíîæèíà P ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ, òî òàêîæ ìà¹ìî, ùî x′ ∈ P , ùî ¹ íåìîæëèâèì.
Òàêèì ÷èíîì, çà òâåðäæåííÿì 3.5.6 ìíîæèíà X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì.

Çàóâàæèìî, ùî çâè÷àéíî ìíîæèíà P ç òâåðäæåííÿ 3.5.8 ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ.
Îòîæ, ìíîæèíà P ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ìiñòèòü ìíî-
æíèêè ¨¨ åëåìåíòiâ.

Iíøèì íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 3.5.6 ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 3.5.9. Êîæåí ñåìàôîðíèé êîä ¹ òîíêèì.

Äîâåäåííÿ. Çà ôîðìóëîþ (3.16) æîäíå çi ñëiâ ç ìíîæèíè XA+ íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà
ç ìíîæèíè X.
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Íàñëiäîê 3.5.10. Êîæåí ñåìàôîðíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ñåìàôîðíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i òîíêîþ ìíîæèíîþ
çà òâåðäæåííÿìè 3.5.1 i 3.5.9. Îòîæ, çà òåîðåìîþ 3.3.8 òàêèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì
êîäîì.

Òåïåð ìè âèçíà÷èìî ìíîæèíè ñåìàôîðiâ, ùî äàþòü îäèí i òîé æå ñåìàôîðíèé
êîä.

Òâåðäæåííÿ 3.5.11. Íåõàé A 6= ∅. Äâi íåïîðîæíi ìíîæèíè S i T âiëüíî¨ íà-
ïiâãðóïè A+ âèçíà÷àþòü îäèí i òîé æå ñåìàôîðíèé êîä òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
A∗SA∗ = A∗TA∗. Äëÿ êîæíîãî ñåìàôîðíîãî êîäó X iñíó¹ ¹äèíà ìiíiìàëüíà ìíîæè-
íà ñåìàôîðiâ, à ñàìå T = X \ A+X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = A∗S\A∗SA+ i Y = A∗T \A∗TA+. Çà òâåðäæåííÿì 3.1.2 ìà¹ìî,
ùî XA∗ = A∗SA∗ i Y A∗ = A∗TA∗, i òîäi ç íàñëiäêó 3.1.8 âèïëèâà¹, ùî X = Y òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè A∗SA∗ = A∗TA∗.

Äàëi, íåõàéX = A∗S\A∗SA+ � ñåìàôîðíèé êîä. Çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè T = X\
A+X, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äî T äóàëüíå òâåðäæåííÿ äî òâåðäæåííÿ 3.1.2. Òàêèì
÷èíîì, A∗T = A∗X. Ïîçàÿê A∗TA∗ = A∗XA∗ = A∗SA∗, òî ìíîæèíè S i T âèçíà÷àþòü
îäíàêîâèé ñåìàôîðíèé êîä. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî X = A∗T \ A∗TA+.

Íà çàâåðøåííi ïåðåâiðèìî, ùî T ⊆ S. Íåõàé t ∈ T . Ïîçàÿê A∗TA∗ = A∗SA∗,
òî t = usv äëÿ äåÿêèõ u, v ∈ A∗, s ∈ S i s = u′t′v” äëÿ äåÿêèõ u′, v′ ∈ A∗, t′ ∈ T .
Îòîæ, t = uu′t′v′v. Çàóâàæèìî, ùî T ⊆ X. Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó
(3.16), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü v′v = 1. Ïîçàÿê T ¹ ñóôiêñíèì êîäîì, òî uu′ = 1. Îòîæ,
îòðèìó¹ìî, ùî t = s i t ∈ S.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi îïåðàöi¨ íà ñåìàôîðíèõ êîäàõ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.12. ßêùî X i Y � ñåìàôîðíi êîäè, òî XY ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì.
Íàâïàêè, ÿêùî XY � ñåìàôîðíèé êîä i X � ïðåôiêñíèé êîä, òî X ¹ ñåìàôîííèì
êîäîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî X i Y � ñåìàôîðíi êîäè, òî çà íàñëiäêîì 3.4.2 ìíîæèíà XY ¹
ïðåôiêñíèì êîäîì. Äàëi çà òâåðäæåííÿì 3.5.4 ìà¹ìî, ùî

A∗XY ⊆ XA∗Y ⊆ XY A∗,

à îòæå XY ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî XY ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì i X ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì. Ìè ïîêàæåìî,
ùî A∗X ⊆ XA∗. Äëÿ öüîãî ïðèïóñòèìî, ùî w = ux ∈ A∗X, äëÿ u ∈ A∗, x ∈ X, i
íåõàé y � ñëîâî â ìíîæèíi Y ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè. Òîäi

wy = uxy = x′y′u′,

äëÿ äåÿêèõ x′ ∈ X, y′ ∈ Y , u′ ∈ A∗ (äèâ. ðèñ. 3.27). Çà âèáîðîì ñëîâà y ìà¹ìî, ùî
|y| 6 |y′| 6 |y′u′|, à îòæå |ux| > |x′|, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ux ∈ XA∗.

Ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ÿêùî XY � ñåìàôîðíèé êîä, òî êîä Y íå
îáîâ'ÿçêîâî ïîâèíåí áóòè ñåìàôîðyíèì, íàâiòü ÿêùî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñ-
íèì.
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Ðèñ. 3.27: Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.5.12

Ïðèêëàä 3.5.13. Îçíà÷èìî ìíîæèíè X = a∗b òà Y = {a2, aba, ab2, b} íàä àëôàâiòîì
A = {a, b}. Òîäi X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì, à Y ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.
Îäíàê Y íå ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì (äèâ. ïðèêëàä 3.5.5). Ç iíøîãî áîêó êîä Z = XY ¹
ñåìàôîðíèì. Ñïðàâäi, ìíîæèíà Z ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, à ìíîæèíà

P = ZA− = a∗{1, b, ba, bab}

¹ ñóôiêñíî-çàìêíåíîþ. Âèñíîâîê âèïëèâà¹ ç íàñëiäêà 3.5.7 (äèâ. ðèñ. 3.28).

Ðèñ. 3.28: Êîä a∗b {a2, aba, ab2, b}

Íàñëiäîê 3.5.14. Íåõàé A 6= ∅. Äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèíè X âiëüíî¨ íàïiâãðóïè
A+ and íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1, ìíîæèíà X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè Xn ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Xn ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì, òî ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ çà íàñëiä-
êîì 3.4.6, i X ¹ ñåìàôîðíèì êîäîì çà òâåðäæåííÿì 3.5.12.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 3.5.12.
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Ðèñ. 3.29: Êîä X = {a, baa, baba, bab2, b2}

Ïðèêëàä 3.5.15. Êîä X = {a, baa, baba, bab2, b2} íàä àëôàâiòîì A = {a, b}, ÿêèé
çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.29, ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, àëå íå ¹ ñåìàôîðíèì.
Ñïðàâäi, ñëîâî ìà¹ âíóòðiøíþ ïîÿâó â ñëîâi bab2, ùî ñóïåðå÷èòü ôîðìóëi (3.16).
Îäíàê, êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íà êîìïîçèöiþ äâîõ ñåìàôîðíèõ êîäiâ

X = Y ◦ Z,

äå Y = {c, dc, d2, de, e} i Z = {a, ba, b2}.

Äëÿ ñåìàôîðíîãî êîäó
X = A∗S \ A∗SA+

ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè êîä
Y = SA∗ \ A+SA∗,

ÿêèé ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì. Éîãî îáåðíåíèé

Ỹ = A∗S̃ \ A∗S̃A+

¹ ñåìàôîðíèì êîäîì ç ñåìàôîðîì S̃. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹ ñèëüíå ñïiââiäíî-
øåííÿ ìiæ X i Y .

Òâåðäæåííÿ 3.5.16. Íåõàé A 6= ∅ i S ⊆ A+. Òîäi iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ

β : X = A∗S \ A∗SA+ → Y = SA∗ \ A+SA∗

òàêå, ùî β(x) ¹ ñïðÿæåíèì ñëîâîì äî x äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äâîái÷íèé iäåàë J = A∗SA∗. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

X = J \ JA+ i Y = J \ A+J.

Ñïðàâäi, A∗JA∗ = A∗SA∗ i ç òâåðäæåííÿ 3.5.11 âèïëèâà¹, ùî X = A∗J \JA+. Ðiâíiñòü
X = J \ JA+ âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè A∗J = J . Ç ñèìåòðè÷íèõ àðãóìåíòiâ âèïëèâà¹,
ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Y = J \ A+J .

Äàëi, îçíà÷èìî ìíîæèíó

D(x) =
{
d ∈ A+ : iñíó¹ ñëîâî g ∈ A∗ òàêå, ùî x = gd i dg ∈ J

}
äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ X. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà D(x) ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïîðîæíiõ
ñóôiêñiâ ñëîâà x. Áiëüøå òîãî, ìíîæèíà D(x) ¹ íåïîðîæíüîþ,îñêiëüêè x ∈ D(x).
Îòîæ, äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ X ìíîæèíà D(x) ìiñòèòü äåÿêå íàéêîðîòøå ñëîâî. Öå
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ìè âèêîðèñòà¹ìî äëÿ îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ âiäîáðàæåííÿ β : X → Y íàñòóïíèì
÷èíîì. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ X ïîêëàäåìî

β(x) = dg, (3.17)

äå d � íàéêîðîòøå ñëîâî â D(x), i ñëîâî g çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

x = gd. (3.18)

Îòîæ, ñëîâî β(x) ¹ ñïðÿæåíèì äî ñëîâà x i β(x) ∈ J . Ìè ïîêàæåìî, ùî

β(x) ∈ J \ A+J = Y.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi

β(x) = dg = uj, (3.19)

äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u ∈ A+, j ∈ J .
Äàëi, íåõàé ñëîâî g ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x. Òîäi g /∈ J . Ñïðàâäi, ÿêùî g ∈ J ,

òî ñëîâî g ìà¹ ìàòè ïðåôiêñ ç ìíîæèíè X, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ìíîæèíà X ¹
ïðåôiêñíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |g| < |j|, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñëîâî
g ìà¹ íàëåæàòè äî iäåàëà, ïîðîäæåíîãî ñëîâîì j, à îòæå îòðèìó¹ìî çíîâó, ùî g ∈ J .

Çâiäñè òà ç ôîðìóëè (3.19) âèïëèâà¹, ùî |d| > |u|, à îòæå d = ud′ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà
d′ ∈ A+. Áiëüøå òîãî, îòðèìó¹ìî d′ ∈ D(x), îñêiëüêè d′(gu) = ju ∈ J i (gu)d′ = gd =
x ∈ X. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè äîâæèíà ñëîâà d′ ¹ ñòðîãî ìåíøîþ çà
äîâæèíó ñëîâà d. Îòîæ, β(x) ∈ Y .

Ðîçãëÿíåìî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ γ : Y → X, îçíà÷åíå ç óðàõóâàííÿì, äëÿ y â
Y , ìíîæèíè

G(y) =
{
e ∈ A+ : y = eh i he ∈ J

}
,

i ïîêëàâøè γ(y) = he, çi ñëîâîì e ∈ G(y) ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

ßêùî y = β(x) = dg âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè (3.17) i (3.18), i ÿêùî γ(y) = he
ç e ∈ G(y), eh = y, òî

dg = β(x) = eh. (3.20)

Çàóâàæèìî, ùî gd ∈ J . Îòîæ, d ∈ G(y). Òîìó îòðèìó¹ìî, ùî |d| > |e|. Äàëi ñëîâî e
íå ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà d. Iíàêøå ïîêëàâøè d = eu, ug = h ó ôîðìóëi (3.20) ç
u ∈ A+, îòðèìó¹ìî

geu = gd = x i uge = he ∈ J,
ñòâåðäæóþ÷è, ùî u ∈ D(x), à öå ñóïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi âåëè÷èíè |d|. Îòîæ, d = e,
g = h i γ(β(x)) = x. Àíàëîãi÷íå äîâåäåííÿ ïîêàçó¹, ùî β(γ(y)) = y äëÿ y ∈ Y . Òàêèì
÷èíîì, β i γ ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ái¹êöiÿìè.

Ïðèêëàä 3.5.17. Òåïåð ïðîiëþñòðó¹ìî êîíñòðóêöiþ òâåðäæåííÿ 3.5.16 ðîçãëÿíóâ-
øè, íàä àëôàâiòîì A = {a, b}, ìíîæèíó ñåìàôîðiâ S = {a2, ba, b2}. Òîäi

X = A∗S \ A∗SA+ =
{
a2, ba, b2, aba, ab2

}
,

Y = SA∗ \ A+SA∗ =
{
a2, a2b, ba, bab, b2

}
.

Ó òàáëèöi 3.2 íàâåäåíî ó êîæíîìó ðÿäêó åëåìåíò x ∈ X, âiäïîâiäíó ìíîæèíó D(x) i
åëåìåíò β(x) ∈ Y .
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X D Y
aa a, aa aa
aba a, ba, aba aab
abb b, bb, abb bab
ba ba ba
bb b, bb bb

Òàáë. 3.2: Âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè X i Y

Òâåðäæåííÿ 3.5.16 ïîêàçó¹, ùî áóäü-ÿêèé ñåìàôîðíèé êîä ìîæå áóòè ïåðåòâîðå-
íèé ó ñóôiêñíèé êîä çà äîïîìîãîþ áiåêöi¨, ÿêà îáìiíþ¹òüñÿ ñïðÿæåíèìè ñëîâàìè. Öÿ
âëàñòèâiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ, ÿê âèêëàäåíî â íàñòó-
ïíîìó ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.5.18. Íåõàé A = {a, b, c} i X = {ab, ba, c, ac, bca}. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹
ñïðÿæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ ái¹êöiþ β, ùî âiäîáðàæà¹ êîä X íà ñóôiêñíèé êîä Y . Òîäi
êîä Y îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü c, ab i ba. Äàëi êîä Y ìiñòèòü ca (ç c i ac êîä Y íå áóäå
ñóôiêñîì). Óñi ñëîâà, ñïðÿæåíi çi ñëîâîì bca, òåïåð ìàþòü ñóôiêñè, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç
îäíèì çi ñëiâ c, ab, ba, ÷è ca. Òàêèì ÷èíîì, êîä Y íå ¹ ñóôiêñíèì.

Ôàêòè÷íî, êîä X íå ìîæå áóòè ïîïîâíåíèì ó ñåìàôîðíîìó êîäi, îñêiëüêè ëiòåðà
c ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà bca.

Ìè çàâåðøó¹ìî öåé ïiäðîçäië íàñòóïíèì ðåçóëüòàòîì, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî áiôiêñíi
êîäè çàçâè÷àé íå ¹ ñåìàôîðíèìè êîäàìè.

Òâåðäæåííÿ 3.5.19. Íåõàé A 6= ∅ i X � áiôiêñíèé ñåìàôîðíèé êîä íàä àëôàâiòîì
A. Òîäi X = An äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî X ⊆ An äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1.
Íåõàé x, y ∈ X. Äëÿ êîæíîãî ñóôiêñà q ñëîâà x, ìà¹ìî qy ∈ A∗X ⊆ XA∗. Îòîæ, çà
òâåðäæåííÿìè 3.5.4 i 3.5.6 iñíó¹ ïðåôiêñ p ñëîâà y òàêèé, ùî qp ∈ X.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè ñóôiêñiâ êîäó X ó ìíî-
æèíó ïðåôiêñiâ ñëîâà y. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ ñóôiêñíîþ, òî öå âiäîáðàæåííÿ ¹
ií'¹êòèâíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî qp i q′p ¹ åëåìåíòàìè êîäó X äëÿ äâîõ ñóôiêñiâ q, q′ ñëîâà
x, òî q = q′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |x| 6 |y|. Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè ñëîâà x i y, îòðèìó¹ìî,
ùî |y| 6 |x|. Òàêèì ÷èíîì, óñi ñëîâà â êîäi X ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.

3.6 Ñèíõðîíiçîâàíi êîäè

Íåõàé A 6= ∅ i X � ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì A. Ñëîâî w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ
ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X, ÿêùî äîâiëüíèõ ñëiâ u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

uwv ∈ X∗ =⇒ uw,wv ∈ X∗.

Çàóâàæèìî, ÿêùî öå âèêîíó¹òüñÿ òî ñëîâî v òàêîæ ìiñòèòüñÿ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗,
îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà. ßêùî ñëîâî w ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X, òî
ñëîâî xwy ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ x, y ∈ X∗.
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Äàíå îçíà÷åííÿ äà¹ ïðîñòó ôîðìó äëÿ ñëîâà-ñèíõðîiçàöi¨ êîäó X, ÿêå ¹ åëåìåíòîì
âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Öå ñàìå ¹ òîé âèïàäîê, ÿêèì ìè áóäåìî öiêàâèòèñÿ òà âèâ÷àòè.
Ñëîâî w âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ éîãî ñèíõðîíiçàöi¹þ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ
ñëiâ u, v ∈ A âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

uwv ∈ X∗ =⇒ uw ∈ X∗.

Ïðåôiêñíèé êîä X íàçèâà¹òüñÿ ñèíõðîíiçîâàíèì, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî ó âiëüíîìó ìî-
íî¨äi X∗, ÿêå ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X. Äàëi (äèâ. ðîçäië 10) ìè îçíà÷èìî ïîíÿòòÿ
ñèíõðîíiçîâàíîãî êîäó äëÿ äîâiëüíîãî êîäó.

Ïðèêëàä 3.6.1. Íåõàé A = {a, b}. Ïðåôiêñíèé êîä X = {ab, ba} ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì.
Ñïðàâäi, ñëîâî abba ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X, îñêiëüêè ç uabbav ∈ X∗ âèïëèâà¹, ùî
uab, bav ∈ X∗, à îòæå uabba ∈ X∗.

ßêùî X � ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä, òî ñëîâî w ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

A∗w ⊆ X∗. (3.21)

Ñïðàâäi, íåõàé ñëîâî w ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X. Äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ A∗,
îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà, òî iñíó¹ ñëîâî v òàêå, ùî uwv ∈ X∗. Òîäi
uw ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.21). Íàâïàêè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(3.21), òî uw ∈ X∗ äëÿ âñiõ ñëiâ u ∈ A∗, à îòæå ñëîâî w ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X.

Çàóâàæèìî, ÿêùî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, òî çà óìîâîþ (3.21) êî-
æíå ñëîâî-ñèíõðîíiçàöiÿ êîäó X ¹ åëåìåíòîì âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗.

Ïðèêëàä 3.6.2. Íåõàé A = {a, b}. Êîä X = b∗a ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì. Ñïðàâäi, ñëîâî
a ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó X, îñêiëüêè A∗a ⊆ X∗.

Ïðèêëàä 3.6.3. Ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X íàä íàä àëôàâiòîì A íiêîëè íå ¹
ñèíõðîíiçîâàíèì ó âèïàäêó X = A. Ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî w ∈ A∗ ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ.
Äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëîâà u ∈ A∗ ìà¹ìî, ùî uw ∈ X∗. Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì
çëiâà, òî u ∈ X. Îòîæ, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü A∗ = X∗.

Òåðìiíîëîãiÿ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ñïîñòåðåæåííÿ: íåõàé w � ñëîâî, ÿêå ìîæå
áóòè ðîçêëàäåíå â äîáóòîê â ñëîâàõ äåÿêîãî ïðåôiêñíîãî êîäó X. Ç ïîÿâè, â ñåðåäèíi
ñëîâà w, äåÿêîãî ñëîâà ñèíõðîíiçàöi¨ x ∈ X∗, òîáòî ç iñíóâàííÿ ôàêòîðèçàöi¨

w = uxv

âèïëèâà¹, ùî ux ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ðîçïî÷àòè äåêîäóâàííÿ ç ïî÷àòêó
ñëîâà v. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ óíiòàðíîþ ñïðàâà, òî íàñïðàâäi w ∈ X∗ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè v ∈ X∗. Öå îçíà÷à¹, ùî öå ñëîâî ïîâíiñòþ çíàõîäèòüñÿ â ìíîæèíi X∗ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî êiíöåâó ÷àñòèíó ìîæíà äåêîäóâàòè.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíèé êîä X íàä àëôàâiòîì A, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.21)
¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì. Ñïðàâäi, íåõàé y, yu ∈ X. Òîäi uw ∈ X∗, i y(uw) òà
(yu)w � äâiX-ôàêòîðèçàöi¨, ÿêi ¹ ðiçíèìè ó âèïàäêó u 6= 1. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî,
ùî u = 1. Next, ç óìîâè (3.21)(3.21) âèïëèâà¹, ùî êîä X ¹ ïîâíîþ ñïðàâà ìíîæèíîþ.

Äîâiëüíèé ñèíõðîíiçîâàíèé ïðåôiêñíèé êîä ¹ òîíêèì. Ñïðàâäi, ÿêùî ñëîâî x ¹
íåïîðîæíüîþ ñèíõðîíiçàöi¹þ ïðåôiêñíîãî êîäó X, òî ñëîâî x2 íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà
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ç êîäó X, îñêëüêè â öüîìó âèïàäêó uxxv ∈ X äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A∗. Òîäi ç óìîâè
ux ∈ X+ âèïëèâàëî áè, ùî ìíîæèíà X íå ¹ ïðåôiêñíîþ.

Òîé ôàêò, ùî ïðåôiêñíèé êîä X ñèíõðîíiçîâàíèì, äîáðå çîáðàæà¹òüñÿ àâòîìà-
òàìè, ùî ðîçïiçíàþòü ìîíî¨ä X∗. Ñôîðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ. Íåõàé A = (Q, i, T ) �
äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íà àëôàâiòi A. Ðàíã ñëîâà x ∈ A∗ â àâòîìàòi A ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç rankA(x) i âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

rankA(x) = Card(Q · x).

Î÷åâèäíî, ùî rankA(x) ¹ íåâiä'¹ìíèì öiëèì ÷èñëîì, àáî äîðiâíþ¹ +∞, i êðiì òîãî
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rankA(uxv) 6 rankA(x),

äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ x, u, v ∈ A∗.
Ñëîâî w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñèíõðîíiçàöi¹þ â àâòîìàòi A íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî

rankA(w) = 1. Àâòîìàò A íàçèâà¹òüñÿ ñèíõðîíiçîâàíèì, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî, ÿêå ¹
ñèíõðîíiçàöi¹þ â A.

Òâåðäæåííÿ 3.6.4. Íåõàé X � ïðåôiêñíèé êîä íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A. Òîäi
íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X � ñèíõðîíiçîâàíèé;
(ii) ëiòåðàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì;

(iii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X∗) âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì;
(iv) iñíó¹ âïîðÿäêîâàíèé ñèíõðîíiçîâàíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïi-

çíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Íåõàé P � ìíîæèíà ïðåôiêñiâ êîäó X i A = (P, 1, 1) �
ëiòåðíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Íåõàé Let x ∈ X∗ � ñèíõðîíiçàöiÿ äëÿ êîäó
X. Òîäi ñòàí 1 íàëåæèòü ìíîæèíi P · x, à îòæå ñëîâî x ìà¹ äîäàòíié ðàíã. Äàëi,
íåõàé p ∈ P . ßêùî p · x iñíó¹, òî iñíó¹ ñëîâî s òàêå, ùî p · xs = 1. Òîäi pxs ∈ X∗

i px ∈ X∗, îñêiëüêè ñëîâî x ¹ ñèõðîíiçàöi¹þ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî p · x = 1. Òàêèì
÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî rankA(x) = 1.

(ii) =⇒ (iii) Ñëîâî ñèíõðîíiçàöiÿ â ëiòåðíîìó àâòîìàòi âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹
òàêîæ ñèíõðîíiçàöi¹þ â àâòîìàòi A(X∗). Ôàêòè÷íî áóäü-ÿêèé ôàêòîð-àâòîìàò ñèí-
õðîíiçîâàíîãî àâòîìàòà ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì.

Iìïëiêàöiÿ (iii) =⇒ (iv) ¹ î÷åâèäíîþ.

(vi) =⇒ (i) Íåõàé A = (Q, i, T ) � âïîðÿäêîâàíèé àâòîìàò i w ∈ A∗ � òàêå ñëîâî,
ùî rankA(w) = 1. Iñíó¹ øëÿõ p

w−→ q â àâòîìàòi A, i ñêiëüêè àâòîìàò A ¹ âïîðÿäêî-
âàíèì, òî ñòàí p ¹ äîñòóïíèì, à ñòàí q ¹ êîäîñòóïíèì. Òàêèì ÷èíîì, iñíóþòü ñëîâà
z, y òàêi, ùî x = zwy ∈ X∗. Ìè äîâåäåìî, ùî ñëîâî x ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ äëÿ êîäà X.

Íåõàé ñïðàâäi u, v � ñëîâà òàêi, ùî uxv ∈ X∗. Òîäi ñòàí i · ux ¹ âèçíà÷àíî, i
îñêiëüêè rankA(x) = 1, òî i · ux = i · x. Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî i · ux ∈ T i ux ∈ X∗.

Äâà ñòàíè p i q àâòîìàòà A íàçèâàþòüñÿ ñèíõðî¨çîâíèìè, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî w òàêå,
ùî

Card p · w, q · w = 1.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñêëàäà¹ îñíîâó àëãîðèòìó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñèíõðî¨çîâàíîãî ñëî-
âà (äèâ. âïðàâó 3.10.13).
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Òâåðäæåííÿ 3.6.5. Íåõàé A � ñèëüíî çâ'ÿçíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, äëÿ
ÿêîãî iñíó¹ ñëîâî çi ñêií÷åííèì íåíóëüîâèì ðàíãîì. Òîäi A ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíi äâà ñòàíè àâòîìàòà A ¹ ñèíõðîíiçîâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Q � ìíîæèíà ñòàíiâ àâòîìàòà A. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî àâòî-
ìàò A ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì. Íåõàé x � ñëîâî ðàíãó 1 i r, s � äâà ñòàíè â Q òàêi, ùî
r · x = s. Íåõàé p, q � ïàðà ñòàíiâ ç Q. Îñêiëüêè àâòîìàò A ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, òî
iñíó¹ ñëîâî y òàêå, ùî p · y = r, êîæåí ðàç, êîëè p · yx = s. ßêùî q · yx âèçíà÷åíî, òî
q · yx = s, à îòæå ñòàíè p i q ¹ ñèíõðîíiçîâíèìè.

Íàâïàêè, íåõàé x � ñëîâî ìiíiìàëüíîãî íåíóëüîâîãî ðàíãó â àâòîìàòi A. Çà ïðè-
ïóùåííÿì, öåé ðàíã ¹ íåñêií÷åííèì. Ìè äîâåäåìî, ùî Card(Q · x) = 1. Ïðèïóñòèìî,
ùî iñíóþòü ñòàíè p, q ∈ Q · x òàêå, ùî p 6= q. Îñêiëüêè ñòàòè p i q ¹ ñèíõðîíiçîâíèìè,
òî iñíó¹ ñëîâî y òàêå, ùî Card{p · y, q · y} = 1. Òîäi 0 < rankA(xy), îñêiëüêè p · y
àáî q · y ¹ íåïîðîæíiì. Íåõàé rankA(xy) < rankA(x), îñêiëüêè p 6= q, ùî ñóïåðå÷èòü
ìiíiìàëüíîñòi ðàíãó ñëîâà x. Öå äîâîäèòü, ùî Card(Q · x) = 1, à îòæå àâòîìàò A ¹
ñèíõðîíiçîâàíèì.

Òâåðäæåííÿ 3.6.6. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâi-
òîì A òà P = XA−. Òîäi êîä X ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
âñiõ p ∈ P iñíó¹ ñëîâî x ∈ X∗ òàêå, ùî px ∈ X∗.

Äîâåäåííÿ. Óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X∗ � ñèíõðîíiçàöiÿ äëÿ êîäó
X. Òîäi ç ðiâíîñòi (3.21) âèïëèâà¹, ùî Px ⊆ X∗.

Óìîâà ¹ òàêîæ äîñòàòíüîþ. Íåõàé A = (P, 1, 1) � ëiòåðàëüíèé àâòîìàò âiëüíîãî
ìîíî¨äà X∗. Àâòîìàò A ¹ ïîâíèì, îñêiëüêè êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì. Îñêiëüêè êîä X ¹
òîíêèì i ìàêñèìàëüíèì, òî ìíîæèíà F (X)∩X∗ ¹ íåïîðîæíüîþ. Íåõàé w ∈ F (X)∩X∗.
Ìè äîâåäåìî, ùî ñëîâî w ìà¹ ñêií÷åííèé äîäàòíié ðàíã. Î÷åâèäíî, ùî 1 ∈ P · w, à
îòæå ìíîæèíà F (X)∩X∗ ¹ íåïîðîæíüîþ. Äàëi, ìíîæèíà P ·w ñêëàäà¹òüñÿ ç ñóôiêñiâ
ñëîâà w. Òàêèì ÷èíîì, âîíà ¹ ñêií÷åííîþ òà ñëîâî w ìà¹ ñêií÷åííèé ðàíã.

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 3.6.5, íåõàé p, q � äâà ñòàíè â P . Iñíó¹ ñëîâî u òàêå, ùî
pu ∈ X. Íåõàé r = q · u. Çà ïðèïóùåííÿì, iñíó¹ ñëîâî x ∈ X∗ òàêå, ùî rx ∈ X∗.
Òàêèì ÷èíîì, p · ux = 1 i q · ux = r · x = 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ñòàíè p i q ¹
ñèíõðîíiçîâíèìè.

Òâåðäæåííÿ 3.6.7. Íåõàé X, Y i Z � ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè òàêi, ùî X =
Y ◦ Z. Òîäi êîä X ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîäè Y i Z ¹ ñèíõðî-
íiçîâàíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y ⊂ B∗, X,Z ⊂ A∗ i β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì òàêi, ùî

X = Y ◦β Z.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî Y i Z � ñèíõðîíiçîâàíi êîäè i y ∈ Y ∗, z ∈ Z∗ � ñèíõðîíi-
çàöi¨. Òîäi B∗y ⊆ Y ∗ i A∗z ⊆ Z∗, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

A∗zβ(y) ⊆ Z∗β(y) = β(B∗y) ⊆ β(Y ∗) = X∗,

à öå äîâîäèòü, ùî ñëîâî zβ(y) ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäà X. Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî
A∗x ⊆ X∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X∗. Òîäi x ∈ Z∗ i X∗ ⊆ Z∗, à îòæå ñëîâî x ¹
ñèíõðîíiçàöi¹þ êîäó Z. Äàëi, íåõàé y = β−1(x) ∈ Y ∗. Òîäi

β(B∗y) = Z∗x ⊆ A∗x ⊆ X∗ = β(Y ∗).
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Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ β : B∗ → A∗ ¹ ií'¹êòèâíèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî B∗y ⊆ Y ∗.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîä Y ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì.

Ïðèêëàä 3.6.8. ÊîäX = (A2\b2)∪b2A2 íå ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì, îñêiëüêè âií ðîçêëàäà-
¹òüñÿ íà êîäîì A2, ÿêèé íå ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì (ïðèêëàä 3.6.3). Òàêîæ, áåçïîñåðåäíüî
ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ñëîâî x ∈ X∗ íå ìîæå íiêîäè ñèíõðîíiçóâàòè ñëîâà íåïàðíî¨
äîâæèíè.

Ïðèêëàä 3.6.9. Äëÿ äîâiëüíèõ ìàêñèìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó Z i íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n > 2, êîä X = Zn íå ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì. Ñïðàâäi, òàêèé êîä ìà¹ âèãëÿä
X = Bn ◦ Z äëÿ äåÿêîãî àëôàâiòà B, i êîä Bn ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì ëèøå äëÿ n = 1
(ïðèêëàä 3.6.3).

Òåïåð íàâåäåìî ðåçóëüòàò ïðî ïðåôiêñíi êîäè, ÿêèé áóäå óçàãàëüíåíî, êîëè áó-
äóòü äîñòóïíi iíøi ìåòîäè (òåîðåìà ??). Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ¹ åëåìåíòàðíèì.
Íàãàäà¹ìî ç ðîçäiëó 2, ùî äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó X ïîðÿäêîì ëiòåðè a íàçèâà¹òüñÿ
òàêå öiëå ÷èñëî n, ùî xn ∈ X.

Iñíóâàííÿ ïîðÿäêó åëåìåíòà x âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.5.15. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ
ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó öå ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì âêëþ÷å-
ííÿ a+ ⊆ X∗P , ç P = XA−.

Òåîðåìà 3.6.10. Íåõàé X ⊆ A+ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä. ßêùî
ïîðÿäêè ëiòåð a ∈ A ¹ âçà¹ìíî ïåðâèííèìè ÷èñëàìè2 , òî êîä X ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = XA− i A = (P, 1, 1) � ëiòåðíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗.
Öåé àâòîìàò ¹ ïîâíèì, îñêiëüêè êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì. Íàãàäà¹ìî, ùî
éîãî äiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

p · a =

{
pa, ÿêùî pa ∈ P ;
1, ÿêùî pa ∈ X.

Ïîêëàäåìî Q(w) = P · w äëÿ âñiõ w ∈ A∗. Òîäi

Q(w′w) ⊆ Q(w) i CardQ(w′w) 6 CardQ(w′), (3.22)

äëÿ w,w′ ∈ A∗. Çàóâàæèìî, ùî Card(Q(w)) = rankA(w) äëÿ âñiõ w ∈ A∗.
Íåõàé u ∈ A∗ � ñëîâî òàêå, ùî âåëè÷èíà Card(Q(u)) ¹ ìiíiìàëüíîþ. Ç òîãî, ùî êîä

X ïîâíîþ ñïðàâà ìíîæèíîþ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî w = uv ∈ X+.
Çà óìîâîþ (3.22) âåëè÷èíà Card(Q(w)) ¹ ìiíiìàëüíîþ. Äàëi ç w ∈ X+ âèïëèâà¹, ùî

1 ∈ Q(w). (3.23)

Ìè äîâåäåìî, ùî Card(Q(w)) = 1. Öå äîâîäèòü òåîðåìó ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 3.6.4.

Íåõàé a ∈ A ôiêñîâàíà ëiòåðà òà n � äîäàòíå öiëå ÷èñëî òàêå, ùî an ∈ X. Ìè
îçíà÷èìî äâi ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë I òà K òàê:

I =
{
i ∈ N : Q(w)ai ∩X 6= ∅

}
,

K =
{
k ∈ {0, . . . , n− 1} : akw ∈ X∗

}
.

2Âçà¹ìíî ïåðâèííi ÷èñëà � íàòóðàëüíi àáî öiëi ÷èñëà, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ áiëüøèõ
çà 1, àáî, iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äîðiâíþ¹ 1.



3.6. Ñèíõðîíiçîâàíi êîäè 175

Ñïî÷àòêó ìè ïîêàæåìî, ùî

Card I = Card(Q(w)). (3.24)

Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ñëîâî p ∈ Q(w) ⊆ P . Iñíó¹ öiëå ÷èñëî i òàêå, ùî pai ∈ X,
îñêiëüêè êîä X ¹ ñêií÷åííèì i ìàêñèìàëüíèì. Öå öiëå ÷èñëî ¹ îäíîçíà÷íî âèçíà÷å-
íèì, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êîä X íå áóäå ïðåôiêñíèì. Òàêèì ÷èíîì,
iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ëiòåði p ∈ Q(w) öiëå ÷èñëî
i òàêå, ùî pai ∈ X. Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ î÷åâèäíî ñþð'¹êòèâíèì íà ìíîæèíó I. Ìè
ïåðåâiðèìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ òàêîæ ií'¹êòèâíèì. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi
pai ∈ X i p′ai ∈ X äëÿ äåÿêèõ ñëiâ p, p′ ∈ Q(w) òàêèõ, ùî p 6= p′. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî Card(Q(wai)) < Card(Q(w)), ùî ñóïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi çíà÷åííÿ Card(Q(w)).
Òàêèì ÷èíîì, òàê âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êòèâíèì. Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü (3.24).
Äàëi, ïîêëàäåìî

m = max{i+ k : i ∈ I, k ∈ K}.
Î÷åâèäíî, ùî

m = max I + maxK 6 max I + n− 1.

Íåõàé
R = {m,m+ 1, . . . ,m+ n− 1}.

Ìè çíàéäåìî ái¹êöiþ ç I × K íà R. Äëÿ öüîãî, íåõàé r ∈ R i äëÿ êîæíîãî ñëîâà
p ∈ Q(w), íåõàé

ν(p) = p · arw.
Òîäi

ν(p) = (p · ar) · w ∈ P · w = Q(w).

Òàêèì ÷èíîì, ν(Q(w)) ⊆ Q(w) i

ν(Q(w)) = (P · w) · arw = P · warw = Q(warw),

à îòæå ç ìiíiìàëüíîñòi ìíîæèíè Q(w) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ν(Q(w)) = Q(w). Îòîæ,
âiäîáðàæåííÿ ν ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè Q(w) íà ñåáå. Ç óìîâè (3.23)
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíå ñëîâî pr ∈ Q(w) òàêå, ùî prarw ∈ X∗. Íåõàé ir � ¹äèíå
öiëå ÷èñëî òàêå, ùî prair ∈ X. Òàêå öiëå ÷èñëî iñíó¹, îñêiëüêè X ¹ ñêií÷åííèì ìàêñè-
ìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Òîäi ir ∈ I, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ir 6 m 6 r. Ïîêëàäåìî

r = ir + λn+ kr, (3.25)

ç λ ∈ N i 0 6 kr < n. Öå îäíàçíà÷íî âèçíà÷à¹ âåëè÷èíó kr i ìè ìà¹ìî

prarw =
(
pra

ir
)

(an)λ
(
akrw

)
.

Îñêiëüêè pra
ir ∈ X i ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà, òî ìà¹ìî (an)λ

(
akrw

)
∈ X∗ i

òàêîæ akrw ∈ X∗. Îòîæ, kr ∈ K. Ïîïåðåäíÿ êîíñòðóêöiÿ âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ

R −→ I ×K, r 7→ (ir, kr) (3.26)

ñïî÷àòêó âèçíà÷åííÿì çíà÷åííÿ ir, a ïîòiì îá÷èñëåííÿì çíà÷åííÿ kr çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè (3.25). Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ií'¹êòèâíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî r 6= r′, òî àáî ir 6= ir′ ,
àáî ç ôîðìóëè (3.25) i ç r 6≡ r′ mod n âèïëèâà¹, ùî kr 6= kr′ .
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Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ (3.26) ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íåõàé (i, k) ∈ I×K
i λ ∈ N � òàêi, ùî

r = i+ λn+ k ∈ R.

Çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè I iñíó¹ ¹äèíå ñëîâî q ∈ Q(w) òàêå, ùî qai ∈ X, i çà îçíà÷å-
ííÿì ìíîæèíè K, ìà¹ìî

qarw ∈ X∗.

îòîæ, q = pr, i = ir, k = kr, ùî äîâîäèòü îá'¹êòèâíiñòü äàíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Ç ái¹êòèâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

n = Card(R) = Card(I) Card(K).

Öå, ó ñâîþ ÷åðãó, ïåðåäáà÷à¹ ðiâíiñòü (3.24), ùî CardQ(w) äiëèòü öiëå ÷èñëî n. Òà-
êèì ÷èíîì CardQ(w) äiëèòü ïîðÿäîê êîæíî¨ ëiòåðè â àëôàâiòi. Îñêiëüêè öi ïîðÿäêè
âçà¹ìíî ïåðâèííèìè, òî CardQ(w) = 1.

Ïðèêëàä 3.6.11. Íåõàé A = {a, b} i X = (A2 \ b2) ∪ b2A. Ïîðÿäîê àëôàâiòà A äî-
ðiâíþ¹ 2, à ïîðÿäîê ëiòåðè b äîðiâíþ¹ 3. Òàêèì ÷èíîì, êîä X ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì çà
òåîðåìîþ 3.6.10 i ñïðàâäi ñëîâî abba ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ.

Ïiçíiøå (ïiäðîçäië 11.2) ìè äîâåäåìî òàêó âàæëèâó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.6.12 (Øþòöåíáåðãåð). Íåõàé X � ñåìàôîðíèé êîä. Òîäi iñíó¹ ñèíõðî-
íiçîâàíèé ñåìàôîðíèé êîä Z i öiëå ÷èñëî d òàêi, ùî

X = Zd.

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 3.5.19 ÿê îñîáëèâèé âèïàäîê. Ðîçãëÿíåìî
ñïðàâäi áiôiêñíèé ñåìàôîðíèé êîä X ⊆ A+. Òîäi çà òåîðåìîþ 3.6.12 ìà¹ìî X =
Zd çi ñèíõðîíiçîâàíèì êîäîì Z. Îñêiëüêè êîä X ¹ áiôiêñíèì, òî êîä Z ¹ òàêîæ
áiôiêñíèì (òâåðäæåííÿ 3.4.12), àëå áiôiêñíèé ñèíõðîíiçîâàíèé êîä ¹ òðèâiàëüíèì çà
ïðèêëàäîì 3.6.3. Òàêèì ÷èíîì, Z = A i X = Ad.

Òåîðåìà 3.6.12 ïðîñòèì ÷èíîì îïèñó¹ ñòðóêòóðó ñåìàôîðíèõ êîäiâ, ÿêi íå ¹ ñèí-
õðîíiçîâàíèìè.

Ìè ìîæåìî çàïèòàòè, ÷è iñíó¹ òàêå îïèñàííÿ äëÿ çàãàëüíèõ ïðåôiêñíèõ ìàêñè-
ìàëüíèõ êîäiâ: ÷è ïðàâäà, ùî íåðîçêëàäíèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä X ¹ áiôi-
êñíèì àáî ñèíõðîíiçîâàíèì? Íà æàëü, öå íå òàê, íàâiòü êîëè êîä X ¹ cêií÷åííèì,
ÿê öå ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.6.13. Íåõàé A = {a, b} i X � ïðåôiêñíèé êîä ç àâòîìàòîì A(X) =
(Q, 1, 1), ÷è¨ ïåðåõîäè íàâåäåíi â òàáëèöi 3.3.

Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a 2 3 1 1 3 8 9 3 1
b 4 6 7 5 1 4 1 5 1

Òàáë. 3.3: Ïåðåõîäè àâòîìàòà A(X∗)
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Ðèñ. 3.30: Íåðîçêëàäíèé êîä, ÿêèé íå ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì

Àâòîìàò A(X∗) ¹ ïîâíèì, à îòæå êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì. Íàñïðàâäi, êîä
X ¹ ñêií÷åííèì i éîãî çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.30,

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî êîä X íå ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì, çàóâàæèìî, ùî äiÿ
ëiòåð a òà b çáåðiãà¹ ãëîáàëüíî ìíîæèíè ñòàíiâ

{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {4, 6, 7}, {1, 8, 9}

ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.31, Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîäX íå ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì. Ñïðàâäi,

1, 2, 3

a

b
4, 6, 7

b

a

1, 4, 5

ba

1, 8, 9

ba

Ðèñ. 3.31: Äiÿ ëiòåð a òà b

ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî x ∈ X∗ ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ. Òîäi çà îçíà÷åííÿì A∗x ⊆ X∗, çâiäêè



178 Ðîçäië 3. Ïðåôiêñíi êîäè

âèïëèâà¹, ùî q · x = 1 äëÿ âñiõ ñòàíiâ q ∈ Q. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ
åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè I áóäåìî ìàòè I · x = {1}.

Äàëi êîä X íå ¹ áiôiêñíèì, îñêiëüêè b3, ab4 ∈ X. Íàðåøòi, ïåðåâiðêà íà ðèñ. 3.30
ïîêàçó¹, ùî êîä X ¹ íåðîçêëàäíèì.

Îçíà÷èìî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ïðåôiêñíîãî êîäó, ùî íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìàêñèìàëü-
íèì ðîçêëàäîì. Öå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè â ãëàâi 11, ùî ëèøå
ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè ìîæóòü ñòâîðþâàòè íåòðèâiàëüíi ãðóïè êîìïîçèöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 3.6.14. Íåõàé X ⊆ A+ � ïðåôiêñíèé êîä. Íåõàé D = X∗(A∗)−1 �
ìíîæèíà ïðåôiêñiâ âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Ìíîæèíà

U =
{
u ∈ A∗ : u−1D = D

}
¹ óíiòàðíèì ñïðàâà ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Íåõàé Z � ïðåôiêñíèé êîä,
ïîðîäæóþ÷èé ìîíî¨ä U . Êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ ÿê

X = Y ◦ Z, (3.27)

äå Y � ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî U ⊆ D. Íåõàé u ∈ U . Îñêiëüêè 1 ∈ D, òî
1 ∈ u−1D, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî u ∈ D.

Ìíîæèíà U ¹ ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñïðàâäi, íåõàé u, v ∈ U . Òîäi ç

(uv)−1D = v−1u−1D = v−1D = D

âèïëèâà¹, ùî uv ∈ U . Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî u, uv ∈ U . Òîäi u−1D = D i

v−1D = v−1u−1D = (uv)−1D = D.

Òàêèì ÷èíîì, ìîíî¨ä U ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà.
Ìè ìà¹ìî, ùî X∗ ⊆ Z∗ = U . Ñïðàâäi, ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà. Òàêèì

÷èíîì, x−1X∗ = X∗ äëÿ âñiõ x ∈ X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

x−1D = x−1
(
X∗(A∗)−1

)
=
(
x−1X∗

)
(A∗)−1 = X∗(A∗)−1 = D.

Ìè ïåðåâiðèìî, ùî äëÿ ñëîâà u ∈ U iñíó¹ ñëîâî v ∈ U òàêå, ùî uv ∈ X∗. Ñïðàâäi,
íåõàé u ∈ U . Òîäi u ∈ D, à îòæå uv ∈ X∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà v ∈ A∗. Ïîçàÿê X∗ ⊆ U
òî ìà¹ìî u, uv ∈ U , i âèêîðèñòàâøè òîé ôàêò, ùî ìîíî¨ä U ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà,
îòðèìó¹ìî, ùî v ∈ U . Âèïàäîê äîâîäèòü, ùî êîä X ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä êîäîì Z.
Íåõàé êîä Y ¹ òàêèì, ùî X = Y ◦Z. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 2.6.13 êîä Y ¹ ïðåôiêñíèì.
Òâåðäæåííÿ òàêîæ äîâîäèòü, ùî êîä Y ¹ ïîâíèì ñïðàâà, à îòæå Y ¹ ïðåôiêñíèì
ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Ìîæíà äîâåñòè (äèâ. âïðàâó 3.10.16), ùî äëÿ äîâiëüíîãî iíøîãî ðîçêëàäó X =
Y ′ ◦ Z ′ ç ïðåôiêñíèì êîäîì Z ′ i ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì Y ′, ìà¹ìî, ùî
Z ′∗ ⊆ Z∗. Öå îá ðóíòîâó¹ íàçâó ìàêñèìàëüíèé ðîçêëàä ïðåôiêñíîãî êîäóX, íàäàíîãî
ðîçêëàäîì (3.27).

Ó âèïàäêó, êîëè X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, ìíîæèíà D âèçíà÷åíà
âèùå, çáiãà¹òüñÿ ç âiëüíèì ìîíî¨äîì A∗. Îòîæ, U = A∗ i Z = A â (3.27). Òàêèì
÷èíîì, ìàêñèìàëüíèé ðîçêëàä, ó öüîìó âèïàäêó ¹ òðèâiàëüíèì.

Ïðèêëàä 3.6.15. Íåõàé A = {a, b} i X = {aa, aba, ba}. Ìàêñèìàëüíèì ðîçêëàäîì
êîäó X ¹ X = Y ◦ Z, ç Y = {uu, uv, v} ⊆ B+, B = {u, v} i Z = {a, ba}.
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3.7 Ðåêóðåíòíi ïîäi¨

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 ùîäî ðîçïîäiëiâ Áåðíóëëi çàñòîñîâóþòüñÿ, çâè÷àéíî, äî ïðå-
ôiêñíèõ êîäiâ. Îäíàê äëÿ öèõ êîäiâ iñíóþòü âàæëèâi ðîçøèðåííÿ â äâîõ íàïðÿìêàõ.
Ïî-ïåðøå, âëàñòèâîñòi äîâåäåíi â ðîçäiëi 2 âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíî-
ñòåé, ÿêi ¹ íàáàãàòî áiëüø çàãàëüíèìè, íiæ ðîçïîäiëè Áåðíóëëi. Ïî-äðóãå, iñíó¹ ÷ó-
äîâà êîìáiíàòîðíà iíòåðïðåòàöiÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ïðåôiêñíîãî êîäó çà äîïîìîãîþ
ñóìè éìîâiðíîñòåé éîãî âëàñíèõ ïðåôiêñiâ (òâåðäæåííÿ 3.7.12).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî äëÿ ïðåôiêñíîãî êîäó òåîðåìà 2.4.5 âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ äîâiëüíîãî ðîçïîäiëó iìîâiðíîñòåé.

Òâåðäæåííÿ 3.7.1. Íåõàé A 6= ∅ i π � ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé íà âiëüíîìó ìîíî¨äi
A∗. Òîäi π(X) 6 1 äëÿ äîâiëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó X íà A∗.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç A[n] ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà ñëiâ äîâæèíè íå áiëüøå
çà íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Äëÿ x ∈ X ∩A[n] ìà¹ìî π(x) = π(xAn−|x|) çà óìîâîþ êîãåðåí-
òíîñòi. Äàëi, ìíîæèíè xAn−|x| äëÿ x ∈ X ∩ A[n] ¹ ïîïàðíî äèç'þíêòíèìè, îñêiëüêè
êîä X ¹ ïðåôiêñíèì. Îòæå

∑
x∈X∩A[n]

π
(
xAn−|x|

)
= π

 ⋃
x∈X∩A[n]

xAn−|x|

 6 π(An) = 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìà¹ìî, ùî

π
(
X ∩ A[n]

)
=

∑
x∈X∩A[n]

π(x) =
∑

x∈X∩A[n]

π
(
xAn−|x|

)
6 π(An) = 1.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî π
(
X ∩ A[n]

)
6 1 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Âçÿâøè ãðàíè-

öþ äëÿ n→∞, îòðèìó¹ìî, ùî π(X) 6 1.

Òâåðäæåííÿ 3.7.2. Íåõàé π � ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Òîäi
π(X) = 1 äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà ìàêñèìàëüíó äîâæèíó ñëiâ ó
êîäi X. Îñêiëüêè ïðåôiêñíèé êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî X � ïîâíà ñïðàâà ìíîæèíà,
à îòæå êîæíå ñëîâî äîâæèíè n ìà¹ ¹äèíèé ïðåôiêñ â X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

π(X) =
∑
x∈X

π(x) =
∑
x∈X

π
(
xAn−|x|

)
= π(An) = 1.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íàñòóïíå ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ áóäå êîðèñíèì.

Ëåìà 3.7.3. Íåõàé X ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä. Òîäi π(p) = π(pA∗ ∩X) äëÿ êîæíîãî
iìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó π íà âiëüíîìó ìîíî¨äi òàêîãî, ùî

∑
x∈X

π(x) = 1 i äëÿ êîæíîãî

ïðåôiêñà p ñëîâà êîäó X.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî π(p) = 0. Òîäi, âèêîðèñòàâøè óìîâó êîãåðåí-
òíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî π(x) = 0 äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ pA∗∩X. Òàêèì ÷èíîì âèêîíó-
¹òüñÿ âèñíîâîê. Â iíøîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî Y = p−1X i Z = X\pY . Ëåãêî ïåðåâiðè-
òè, ùî ôóíêöiÿ ρ, âèçíà÷åíà íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ çà ôîðìóëîþ ρ(u) = π(pu)/π(p) ¹
ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé. Ïîçàÿê Y i Z∪p ¹ ïðåôiêñíèìè êîäàìè, òî ìà¹ìî ρ(Y ) 6 1
i π(p) + π(Z) 6 1, çà òâåðäæåííÿì 3.7.1. Îñêiëüêè X = pY ∪ Z, òî ìà¹ìî

1 = π(pY ) + π(Z) 6 π(p) + π(Z) 6 1.

Îòîæ, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü π(pY ) = π(p).

Ðåêóðåíòíà ïîäiÿ íà àëôàâiòi A � öå ïàðà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðåôiêñíîãî êîäó
X íà àëôàâiòi A i ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé π íà A∗, ùî ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèé íà X∗,
òîáòî òàêèì, ùî π(xy) = π(x)π(y) äëÿ âñiõ x, y ∈ X∗. Íàïðèêëàä, ïàðà ïðåôiêñíîãî
êîäó òà ðîçïîäiëó Áåðíóëëi ¹ ðåêóðåíòíîþ ïîäi¹þ.

Òåðìiíîëîãiÿ ïîçè÷åíà ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Ðîçãëÿíóòà ïîäiÿ � öå ÷ëåíñòâî
â X∗ ïðåôiêñiâ ñëîâà, îòðèìàíîãî ïîñëiäîâíiñòþ âèïðîáóâàíü, ùî âèçíà÷àþòü éîãî
ëiòåðè çëiâà íàïðàâî âiäïîâiäíî äî éìîâiðíîñòi π. Áiëüø òî÷íå ôîðìóëþâàííÿ áóäå
âèêëàäåíî â ðîçäiëi 13.

Ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (X, π) íàçèâà¹òüñÿ ïîñòiéíîþ, ÿêùî π(X) = 1 i ïåðåõiäíîþ â
iíøîìó âèïàäêó. Ó òåðìiíàõ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ïîäiÿ ¹ ñòiéêîþ, ÿêùî âîíà âiäáó-
âà¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç ç éìîâiðíiñòþ 1.

Òâåðäæåííÿ 3.7.2 ïîêàçó¹, ùî ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (X, π) ¹ ïîñòiéíîþ, ÿêùî X ¹
ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 3.7.4. Íåõàé π � äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ iX �
òîíêèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä. Òîäi ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (X, π) ¹ ïîñòiéíîþ çà
òåîðåìîþ 2.5.16.

Ïðèêëàä 3.7.5. Íåõàé D � êîä Äèêà ç ïðèêëàäó 2.4.11 i π � ðîçïîäië Áåðíóëëi íà
âiëüíîìó ìîíî¨äi {a, b}∗. Ïîêëàäåìî p = π(a) i q = π(b). Òîäi π(X) = 1−|p− q|. Îòæå
ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (D, π) ¹ ïåðåõiäíîþ, êîëè p 6= q, i ¹ ïîñòiéíîþ äëÿ p = q.

Íåõàé β : B → X � êîäîâèé ìîðôiçì ç ïðåôiêñíîãî êîäó X, ùî ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ
âèõiäíèì àëôàâiòîì B i êîäîì X i ïðîäîâæåíèé äî ií'¹êòèâíîãî ìîðôiçìó ç B∗ â A∗.
Ïîñòiéíà ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (X, π) âèçíà÷à¹ ðîçïîäië Áåðíóëëi µ íà B∗ òàê:

µ(b) = π(β(b)), äëÿ âñiõ ëiòåð b ∈ B.

Îñêiëüêè ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé π ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ôóíêöi¹þ íà êîäi X∗, òîäi
ìà¹ìî

µ(w) = π(β(w)), äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ B∗.
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî íàâïàêè ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âèõiäíîìó àëôàâiòi
âèçíà÷à¹ ¹äèíèì ÷èíîì ðåêóðåíòíó ïîäiþ.

Òâåðäæåííÿ 3.7.6. Íåõàé A � íåïîðîæíié àëôàâiò, X � ïðåôiêñíèé êîä íàä A
i σ : X → [0, 1] � âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî

∑
x∈X

σ(x) = 1. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçïîäië

iìîâiðíîñòåé π íà A∗, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç âiäîáðàæåííÿì σ íà X i ïàðà (X, π) ¹
ðåêóðåíòíîþ ïîäi¹þ. Áiëüøå òîãî,

π(xw) = π(x)π(w) äëÿ âñiõ x ∈ X∗ i w ∈ A∗.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = A∗ \ XA∗. Ìè ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíóâàííÿ ðîçïîäiëó éìî-
âiðíîñòåé π. Äëÿ x1, . . . , xn ∈ X i p ∈ P ïîêëàäåìî

π(x1 · · ·xnp) = σ(x1) · · ·σ(xn)σ(pA∗ ∩X).

Îñêiëüêè A∗ = X∗P i ôàêòîðèçàöiÿ ¹ íåîáëÿìîâàíîþ, öå âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ π íà âiëü-
íîìó ìîíî¨äi A∗. Îñòàííi äâi ôîðìóëè ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ, îñêiëüêè
äëÿ w = yp ç y ∈ X∗ i p ∈ P , ìà¹ìî

π(xw) = π(xyp) = π(x)π(y)π(p) = π(x)π(w).

Òîäi çà îçíà÷åííÿì ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé π ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ôóíêöi¹þ íà
âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗ i çáiãà¹òüñÿ ç âiäîáðàæåííÿì σ íà X. Ìè òåïåð äîâåäåìî, ùî
ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé π çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó êîãåðåíòíîñòi. Ìà¹ìî

pA∗ ∩X = pAA∗ ∩X =
⋃
a∈A

paA∗ ∩X,

äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà p ∈ P , îñêiëüêè p /∈ X, à îòæå

π(p) = σ(pA∗ ∩X) =
∑
a∈A

σ(paA∗ ∩X) =
∑
a∈A

π(pa).

öå äîâîäèòü, ùî π(w) =
∑
a∈A

π(wa) äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗. Öå äîâîäèòü òå, ùî

ôóíêöiÿ π ¹ ðîçïîäiëîì iìîâiðíîñòåé.

Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ π′ � ¹ ðîçïîäiëîì iìîâiðíîñòåé
òàêèì, ùî π′(x) = σ(x) äëÿ âñiõ ñëiâ x ∈ X i ñàìà ôóíêöiÿ π′ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ
íà âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíêöi¨ π i π′ çáiãàþòüñÿ íà X∗,
îñêiëüêè îáèäâi ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèìè íà X∗ i çáiãàþòüñÿ íà X.

Ðîçãëÿíåìî ñëîâî w ∈ A∗ i íåõàé w = xp ç x ∈ X∗ i p ∈ P . Íåõàé n � íàòóðàëüíå
÷èñëî òàêå, ùî x ∈ Xn. Òîäi, âèêîðèñòàâøè ëåìó 3.7.3 äî ïðåôiêñíîãî êîäó Xn+1 i äî
ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé π′, ìè îòðèìó¹ìî π′ (wA∗ ∩Xn+1) = π′(w). Ïîçàÿê π′(wA∗ ∩
Xn+1) = π(wA∗ ∩Xn+1) = π(w), òî îòðèìó¹ìî, ùî π(w) = π′(w).

Ïðèêëàä 3.7.7. Íåõàé A = {a, b} i X = {a, ba}. Íåõàé p, q > 0 � òàêi, ùî p +
q = 1 i âiäîáðàæåííÿ σ âèçíà÷åíî íàñòóïíèì ÷èíîì σ(a) = p i σ(ba) = q. �äèíèé
ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé, ÿêèé ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ôóíêöi¹þ íà âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗

i çáiãà¹òüñÿ ç σ íà X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

π(aw) = pπ(w), π(baw) = qπ(w) i π(b2w) = 0,

äëÿ âñiõ w ∈ A∗. Çàóâàæèìî, ùî π(b) = q, îñêiëüêè π(bA∗ ∩X) = π(ba).

Òâåðäæåííÿ 3.7.8. Íåõàé A 6= ∅ i X � êîä íàä àëôàâiòîì A. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨
ïîñòiéíî¨ ðåêóðåíòíî¨ ïîäi¨ (X, π) íàä àëôàâiòîì A òàêî¨, ùî π(x) > 0 äëÿ x ∈ X,
iñíó¹ ñòîõàñòè÷íèé àâòîìàò ìíîæèíà ñòàíiâ, ÿêîãî ¹ ìíîæèíîþ ïðåôiêñiâ êîäó
X, ùî âèçíà÷à¹ ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé π.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Q � ìíîæèíà ïðåôiêñiâ êîäó X i A = (Q, 1, 1) � ëiòåðíèé àâòî-
ìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Ìè êîíâåðòó¹ìî öåé àâòîìàò ó âàãîâèé àâòîìàò (Q, I, T ),
ïîêëàâøè

I(1) = 1 i I(q) = 0 äëÿ q 6= 1 i T (q) = 1 äëÿ âñiõ q ∈ Q.

Àñîöiéîâàíà ìàòðèöÿ çîáðàæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

µ(a)p,q =

{
π(pa)/π(p), ÿêùî p · a = q;

0, â iíøîìó âèïàäêó.

Ç óìîâè êîãåðåíòíîñòi âèïëèâà¹, ùî∑
a∈A

µ(a)p,q =
1

π(p)

∑
a∈A

π(pa) = 1.

Òàêèì ÷èíîì, àâòîìàò (Q, I, T ) ¹ ñòîõàñòè÷íèì. Ìè äîâåäåìî, ùî

µ(w)p,q =

{
π(pw)/π(p), ÿêùî p · w = q;

0, â iíøîìó âèïàäêó,

iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi ñëîâà w. Âèïàäîê |w| = 0 ¹ î÷åâèäíèì. Äàëi, íåõàé a ∈ A i
w ∈ A∗. Äëÿ ñòàíó p ∈ Q òàêîãî, ùî çíà÷åííÿ p · aw âèçíà÷åíî, ïîêëàäåìî r = p · a
òà q = r · w. Òîäi

µ(aw)p,q = µ(a)p,rµ(w)r,q.

Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

µ(aw)p,q =
π(pa)

π(p)
· π(rw)

π(r)
.

ßêùî r 6= 1, òî ìà¹ìî, ùî r = pa i

µ(aw)p,q =
π(paw)

π(p)
.

ßêùî r = 1, òî pa ∈ X i

µ(aw)p,q =
π(pa)π(w)

π(p)
.

Îñêiëüêè π(pa)π(w) = π(paw) çà òâåðäæåííÿì 3.7.6, òî ôîðìóëà

µ(aw)p,q =
π(paw)

π(p)
.

âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(|A|, w) = Iµ(w)T =
∑
q∈Q

µ(w)1,q = µ(w)1,1·w = π(w).

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Ïðèêëàä 3.7.9. Íåõàé A = {a, b} i X = {a, ba} (äèâ. ïðèêëàä 3.7.7). Ðîçïîäië iìî-
âiðíîñòåé π âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöÿìè

µ(a) =

[
p q
1 0

]
i µ(b) =

[
0 q
0 0

]
.
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Íåõàé (X, π) � ðåêóðåíòíà ïîäiÿ íà àëôàâiòi A. Íàãàäà¹ìî ç ðîçäiëó 1, ùî

FX(t) =
∑
n>0

π(X ∩ An)tn i FX∗(t) =
∑
n>0

π(X∗ ∩ An)tn

¹ éìîâiðíiñòþ ïîðîäæóþ÷îãî ðÿäó êîäó X i âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò áóëî äîâåäåíî äëÿ äîâiëüíèõ êîäiâ ó ðîçäiëi 1 (òâåðäæåííÿ 2.4.3) ó âèïàäêó
ðîçïîäiëiâ Áåðíóëëi.

Òâåðäæåííÿ 3.7.10. Äëÿ êîæíî¨ ðåêóðåíòíî¨ ïîäi¨ (X, π) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

FX∗(t) =
1

1− FX(t)
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíè Xk äëÿ íàòóðàëüíèõ k ¹ ïîïàðíî äèç'þíêòíèìè, òî

FX∗(t) =
∑
n>0

π(X∗ ∩ An)tn =
∑
n>0

∑
k>0

π(Xk ∩ An)tn.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

FX∗(t) =
∑
n>0

∑
k>0

π(Xk ∩ An)tn =
∑
k>0

FXk(t).

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ π ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì íà X∗, òî ìà¹ìî, ùî π(Xn) = π(X)n, i
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî FXn(t) = FX(t)n, çà òèìè æ ñàìèìè àðãóìåíòàìè, ÿê i â äîâåäåííi
òâåðäæåííÿ 2.4.3. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

FX∗(t) =
∑
n>0

FX(t)n.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ôîðìóëà.

Äëÿ ìíîæèíè K ñëiâ i ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé π òàêèõ, ùî π(K) = 1, ñåðåäíÿ
äîâæèíà ìíîæèíè K ñòîñîâíî äî ðîçïîäiëó π âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

λ(K) =
∑
x∈K

|x|π(x).

Ñåðåäíÿ äîâæèíà ¹ íåâiä'¹ìíèì äiéñíèì ÷èñëîì àáî ¹ íåñêií÷åííîþ. Êîíòåêñò çàâ-
æäè âêàçó¹, ùî ¹ îñíîâíèì ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé. Òîìó ìè îïóñêà¹ìî ïîñèëàííÿ
íà íüîãî â ïîçíà÷åííÿõ.

Âåëè÷èíà λ(K) ¹ ôàêòè÷íî ñåðåäíüîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî ïðèñâîþ¹ êî-
æíîìó ñëîâó x ∈ K éîãî äîâæèíó |x|.

Îñêiëüêè Since λ(K) =
∑

n>0 nπ(K∩An), òî ìè ìà¹ìî íàñòóïíó êîðèñíó ôîðìóëó
äëÿ ïîñòiéíèõ ïîäié.

Òâåðäæåííÿ 3.7.11. ßêùî (X, π) � ïîñòiéíà ðåêóðåíòíà ïîäiÿ, òî

λ(X) = F ′X(1).
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Òâåðäæåííÿ 3.7.12. Íåõàé (X, π) � ïîñòiéíà ðåêóðåíòíà ïîäiÿ òà P = XA− �
ìíîæèíà âëàñíèõ ïðåôiêñiâ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X. Òîäi λ(X) = π(P ).

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 3.7.6, äëÿ êîæíîãî ñëîâà p ∈ P ìà¹ìî π(pA∗∩X) = π(p).
Òîäi

π(P ) =
∑
p∈P

π(pA∗ ∩X) =
∑
x∈X

∑
p<x

π(x) =
∑
x∈X

π(x)|x|,

îñòàííÿ ðiâíiñòü, ùî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæåí ÷ëåí π(x) ïîÿâëÿ¹òüñÿ ðiâíî |x| ðàçiâ
ó ñóìi.

Ç òâåðäæåíü 3.7.2 i 3.7.12 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3.7.13. Íåõàé X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôà-
âiòîì A i P = XA−. Òîäi λ(X) = π(P ) äëÿ äîâiëüíîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé π íà
âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗.

Äëÿ ðîçïîäiëó Áåðíóëëi óìîâà ñêií÷åííîñòi êîäó ìîæå áóòè çàìiíåíà óìîâîþ,
áóòè òîíêèì.

Íàñëiäîê 3.7.14. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì
A i P = XA−. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π íà âiëüíîìó
ìîíî¨äi A∗ ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (X, π) ¹ ïîñòiéíîþ i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü λ(X) =
π(P ). Áiëüøå òîãî, ñåðåäíÿ äîâæèíà λ(X) ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî ç òåîðåìè 2.5.16 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
π(X) = 1. Îòîæ, ðåêóðåíòíà ïîäiÿ (X, π) ¹ ïîñòiéíîþ òà ðiâíiñòü λ(X) = π(P ) âèïëè-
âà¹ ç òâåðäæåííÿ 3.7.12. Áiëüøå òîãî, ìíîæèíà P ¹ òîíêîþ, îñêiëüêè êîæåí ìíîæíèê
ñëîâà â ìíîæèíi P ¹ òàêîæ ìíîæíèêîì ñëîâà â êîäi X. Çà òâåðäæåííÿì 2.5.12 îáðàç
π(P ) ¹ ñêií÷åííèì.

Ó ðîçäiëi 13 ìè ïîáà÷èìî, ùî ñåðåäíÿ äîâæèíà âñå ùå ¹ ñêií÷åííîþ â áiëüø
çàãàëüíîìó âèïàäêó òîíêèõ ìàêñèìàëüíèõ êîäiâ.

Ïðèêëàä 3.7.15. Íåõàé A = {a, b} i X = a∗b i π � äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi. Òîäi

λ(X) = π(a∗) =
1

π(b)
.

Ïðèêëàä 3.7.16. ÍåõàéD � êîä Äèêà íàä àëôàâiòîìA = {a, b} (äèâ. ïðèêëàä 2.4.11).
Äëÿ îäíîðiäíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

FD(t) = 1−
√

1− t2.

Òîäi ìà¹ìî, ùî

F ′D(t) =
2t√

1− t2
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi êîä Äèêà âèçíà÷à¹ ïîñòiéíó ðå-
êóðåíòíó ïîäiþ, àëå ñåðåäíÿ äîâæèíà éîãî ¹ íåñêií÷åííîþ.
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Ïðèêëàä 3.7.17. Íàãàäà¹ìî ç ïðèêëàäó 3.4.4, ùî êîä �îëîìáà-Ðàéñà ïîðÿäêó k
âèçíà÷à¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì âèðàçîì

GRk = 1∗0(0 + 1)k. (3.28)

Äëÿ ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π ç π(0) = p i π(1) = q, âiäïîâiäíèì iìîâiðíiñíèì ïîðîäæó-
þ÷èì ðÿäîì ¹

FGRk
(t) =

∑
n>0

ptk+1

1− qt
.

Îòîæ,
π(GRk) = FGRk

(1) = 1.

Ñåðåäíþ äîâæèíó ìîæíà îá÷èñëèòè áåçïîñåðåäíüî, ÿê

F ′GRk
(1) = k + 1/p.

Ìè ìîæåìî òàêîæ îá÷èñëèòè öå çíà÷åííÿ îá÷èñëåííÿì çíà÷åííÿ π(P ), äå P � ìíî-
æèíà âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ìíîæèíè GRk. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

P = 1∗ ∪ 1∗0

( ⋃
06i<k

{0, 1}i
)
.

Ïîçàÿê π(1∗) = 1/p i π(1∗0) = 1, òî ìà¹ìî

π(P ) = 1/p+
∑

06i<k

π(1∗0)π({0, 1}i) = 1/p+ k.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ñåìàôîðíèõ êîäiâ. Ïî÷íåìî ç
öiêàâî¨ òîòîæíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 3.7.18. Íåõàé X ⊂ A+ � ñåìàôîðíèé êîä, P = XA− i S � ìiíiìàëüíà
ìíîæèíà, äëÿ ÿêî¨ X = A∗S \ A∗SA+. Íåõàé

Xs = X ∩ A∗s i Rs,t = {w ∈ A∗ : sw ∈ A∗t i |w| < |t|} .

äëÿ s, t ∈ S. Òîäi
Pt =

∑
s∈S

Xs Rs,t. (3.29)

äëÿ âñiõ t ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè çàóâàæèìî, ùî êîæåí äîáóòîêXsRs,t ¹ îäíîçíà÷íèì, îñêiëü-
êè êîä Xs ¹ ïðåôiêñíèì. Äàëi äîâiëüíi äâà äîäàíêè ñóìè ¹ äèç'þíêòíèìè, îñêiëüêè
ìíîæèíà X =

⋃
Xs ¹ ïðåôiêñíîþ. Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

Pt =
⋃
s∈S

XsRs,t.

Ñïî÷àòêó íåõàé p ∈ P òà x � íàéêîðîòøèé ïðåôiêñ ñëîâà pt, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â
A∗S. Òîäi x ∈ X i

pt = xw



186 Ðîçäië 3. Ïðåôiêñíi êîäè

u l w

p t

s

x

Ðèñ. 3.32: Ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà pt

äëÿ äåÿêîãî ñëîâà w ∈ A∗. Äàëi x ∈ Xs äëÿ äåÿêîãî s ∈ S. Ïîêëàäåìî x = us. Îñêiëü-
êè ñëîâî p ∈ P , òî ìà¹ìî |p| < |x|, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî |w| < |t| (äèâ. ðèñ. 3.32).
Òåïåð ñëîâî p íå ìîæå áóòè âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà u, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ñëîâî s ìàëî á áóòè âëàñíèì ìíîæíèêîì ñëîâà t, à öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåí-
íþ 3.5.11 i ìiíiìàëüíîñòi ìíîæèíè S. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî u ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà p i
sw ∈ A∗t, à öå äîâîäèòü, ùî w ∈ Rs,t.

Íàâïàêè, íåõàé x ∈ Xs i w ∈ Rs,t äëÿ äåÿêèõ s, t ∈ S. Òîäi x = us i sw = lt äëÿ
âëàñíîãî ïðåôiêñà l ñëîâà s. Òîäi ñëîâî ul ý âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà us = x, à îòæå
ul ∈ P i xw = ult ∈ Pt.
Íàñëiäîê 3.7.19. Íåõàé X ⊂ A+ � ñåìàôîðíèé êîä, P = XA− i S � ìiíiìàëüíà
ìíîæèíà, äëÿ ÿêî¨ X = A∗S \ A∗SA+. Íåõàé

Xs = X ∩ A∗s i Rs,t = {w ∈ A∗ : sw ∈ A∗t i |w| < |t|} .

äëÿ s, t ∈ S. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü:

λ(X)π(t) =
∑
s∈S

π(Xs)π(Rs,t), (t ∈ S), (3.30)∑
s∈S

π(Xs) = 1. (3.31)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ (3.30) âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (3.29) çàñòîñóâàííÿì ðîçïîäiëó Áåð-
íóëëi π äî äâîõ áîêiâ i çàóâàæèâøè, ùî λ(X) = π(P ). Ðiâíÿííÿ (3.31) âèïëèâà¹ ç òîãî,
ùî X ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿ êîäiâ Xs i ñàì X ¹ òîíêèì ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè S ñèñòåìà (3.30)�(3.30) ñêëàäà¹òüñÿ ç 1 + Card(S)
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ç 1 + Card(S) íåâiäîìèõ çìiííèõ π(Xs) i λ(X). Öå äà¹ ìåòîä äëÿ
îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ λ(X). Ó îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà S ¹ îäíîòî÷êîâîþ,
òî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Íàñëiäîê 3.7.20. Íåõàé s ∈ A+, X = A∗s \ A∗sA+ i

R = {w ∈ A∗ : sw ∈ A∗s i |w| < |s|} .

Òîäi

λ(X) =
π(R)

π(s)
,

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π.
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Ïðèêëàä 3.7.21. Íåõàé A = {a, b} i s = aba. Âiäïîâiäíà ìíîæèíà R ìà¹ âèãëÿä
R = {1, ba}. Ïîêëàâøè p = π(a) i q = π(b) = 1− p, îòðèìó¹ìî

λ(X) =
1 + pq

p2q

äëÿ X = A∗aba \ A∗abaA+. Òåïåð, âèáåðåìî s′ = baa. Âiäïîâiäíà ìíîæèíà R′ ìà¹
âèãëÿä R′ = {1}. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

λ(X) =
1

pq2

äëÿ X ′ = A∗baa \ A∗baaA+. Äëÿ p = q = 1/2, öå äà¹

λ(X) = 10 i λ(X ′) = 8.

Öå öiêàâèé ïàðàäîêñ: ìè ïîâèííi äîâøå ÷åêàòè ïåðøî¨ ïîÿâè ñëîâà aba, íiæ íà ïåðøó
ïîÿâó ñëîâà baa!

3.8 Ðîçïîäiëè äîâæèí

Íåõàé X � ïðåôiêñíèé êîä íà àëôàâiòi A ç k ëiòåðàìè. Íåõàé fX(z) =
∑
n>0

unz
n

ç un = Card(X ∩ An). Íàãàäà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (un) ¹ ðîçïîäiëîì äîâæèíè êîäó
X i fX ¹ ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì êîäà X.

Çà òåîðåìîþ 2.4.13 ìà¹ìî, ùî fX(1/k) =
∑
n>0

unk
−n 6 1. Íàâïàêè, ÿêùî u(z) =∑

n>0

unz
n � ðÿä ç íåâiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè òî, ç òî÷êè çîðó òåîðåìè 2.4.13, ÿêùî

u(1/k) 6 1, òî iñíó¹ ïðåôiêñíèé êîä X íà k ëiòåðàõ òàêèé, ùî u(z) = fX(z).

ßêùî X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, òîäi fX(1/k) = 1 çà òåîðå-
ìîþ 2.5.16. I íàâïàêè, ÿêùî u(z) =

∑
n>0

unz
n ¹ ðÿäîì ç íåâiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè, i

ÿêùî u(1/k) = 1, òî iñíó¹ ïðåôiêñíèé êîä X íà k ëiòåðàõ òàêèé, ùî fX(z) = u(z). Öåé
êîä ¹, î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíèì êîäîì, à îòæå ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 3.8.1. Ç ôîðìóëè (3.9) âèïëèâà¹, ùî ïîðîäæóþ÷èé ðÿä êîäó �îëîìáà-
Ðàéñà ïîðÿäêó k ¹

fGRk
(z) =

2kzk+1

1− z
=
∑
i>k+1

2kzi.

Íåõàé X � ðàöiîíàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä. Ïîðîäæóþ÷èé ðÿä fX(z) ¹ N-ðàöiî-
íàëüíèì çà òâåðäæåííÿì 1.10.11. Íàñòóïíà òåîðåìà äîâîäèòü îáåðíåíå.

Òåîðåìà 3.8.2. Ðÿä u(z) =
∑
n>0

unz
n ¹ ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì ðàöiîíàëüíîãî ïðåôiêñíî-

ãî êîäó íà k ëiòåðàõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ N-ðàöiîíàëüíèì, u0 = 0 i âií
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü u(1/k) 6 1.
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Î÷åâèäíî, ùî öi óìîâè ¹ íåîáõiäíèìè. Ùîá äîâåñòè, ùî âîíè ¹ äîñòàòíiìè, ìè
äîâîäèìî äåêiëüêà ïðîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ìè ïðèïóñòèìî, ùî u ¹ N-ðàöiîíàëüíèì
ðÿäîì i, ùî u(1/k) 6 1. Îñêiëüêè u0 = 0, òî iñíó¹ íîìàëiçîâíèé âàãîâèé àâòîìàò,
ÿêèé ðîçïiçíà¹ u çà òâåðäæåííÿì 1.10.10. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî u íå ¹ íóëü-ðÿäîì.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ ïåðøèì êðîêîì äîâåäåííÿ.

Ëåìà 3.8.3. ßêùî A = (Q, i, t) � íîðìàëiçîâíèé âàãîâèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹
ðÿä u, ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi àâòîìàòà A ìà¹ k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð w,
ÿêèé ¹ äîäàòíié i òàêèì, ùî wi = wt.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, i, t) � íîðìàëiçîâíèé âàãîâèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹
ðÿä u. Íåõàé Íåõàé A � âàãîâèé àâòîìàò íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q = Q \ {t}, îòðèìàíèõ
øëÿõîì çëèòòÿ ñòàíiâ i òà t. Íåõàé M � ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A òà M �
ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A. Îñêiëüêè àâòîìàò A ¹ âïîðÿäêîâàíèì, òî ìàòðèöÿM

¹ íåçâiäíîþ. Çà òâåðäæåííÿì 1.10.12, àâòîìàò (Q, i, i) ðîçïiçíà¹ ðÿä u∗(z) =
1

1− u(z)
.

Îñêiëüêè u(1/k) 6 1, òî ðàäióñ çáiæíîñòi ρ ðÿäó u∗ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ρ > 1/k. Çà
òâåðäæåííÿì 1.10.14 ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ λ ìàòðèöi M äîðiâíþ¹ 1/ρ. Òàêèì ÷èíîì,
λ 6 k i çà òâåðäæåííÿì 1.9.6 iñíó¹ äîäàòíié k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð w ìàòðèöi
M . Íåõàé w � Q-âåêòîð, âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì wq = wq äëÿ êîæíîãî q 6= t
i wt = wi. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî wi = wi = wt. Ìè äîâåäåìî, ùî w ¹ äîäàòíiì k-
íàáëèæåíèì âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi M . Ìè äîâåäåìî, ùî

∑
q∈Q

Mpqwq 6 kwp äëÿ

âñiõ p ∈ Q. Ïîçàÿê àâòîìàò A ¹ íîðìàëiçîâíèì, òî Mp,i = 0 äëÿ âñiõ p ∈ Q. Äàëi, äëÿ
p ∈ Q, ìà¹ìî ∑

q∈Q

Mpqwq =
∑

q∈Q\{i,t}

Mpqwq +Mptwt =

=
∑

q∈Q\{i}

Mpqwq +Mptwt =

=
∑
q∈Q

Mpqwq 6

6 kwp =

= kwp.

Áiëüøå òîãî, ïîçàÿê Mtq = 0 äëÿ âñiõ q ∈ Q, íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òðèâiàëüíî äëÿ
p = t, îñêiëüêè wt > 0.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi äâi êîìáiíàòîðíi ëåìè äåÿêîãî íåçàëåæíîãî
iíòåðåñó. Âîíè áóäóòü âèêîðèñòàíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 3.8.6. Äëÿ Q-âåêòîðà x =

(xq)q∈Q, ÷åðåç d(x) ïîçíà÷àòèìåìî ñóìó éîãî êîåôiöi¹íòiâ d(x) =
∑
q∈Q

xq i äëÿ äâîõ

Q-âåêòîðiâ x = (xq)q∈Q i y = (yq)q∈Q ïîçíà÷èìî ÷åðåç x ·y ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

x · y =
∑
q∈Q

xqyq.

Ïåðøà êîìáiíàòîðíà ëåìà ¹ âàðiàöi¹þ ïðèíöèïó Äiðiõëå.
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Ëåìà 3.8.4. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà m > 1 i äîâiëüíèõ Q-âåêòîðiâ z, w ∈ NQ
òàêèõ, ùî d(z) = m, iñíó¹ Q-âåêòîð z′ òàêèé, ùî 0 < z′ 6 z i z′ · w ≡ 0 mod m.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê d(z) = m, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü x(1), x(2), . . . , x(m) Q-âåêòîðiâ òà-
êèõ, ùî

0 < x(1) < x(2) < · · · < x(m) = z.

Ñïðàâäi, öå ¹ î÷åâèäíèì ÿêùî m = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî m > 1. Iñíó¹ iíäåêñ k òàêèé,
ùî zk > 0. Îçíà÷èìî Q-âåêòîð u, ïîêëàâøè ui = zi äëÿ i 6= k òà uk = zk − 1. Òîäi
d(u) = m − 1 > 1, i çà iíäóêöi¹þ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü x(1), x(2), . . . , x(m−1) Q-âåêòîðiâ
òàêèõ, ùî

0 < x(1) < x(2) < · · · < x(m−1) = u.

Âñòàíîâëþþ÷è x(m) = z, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó ïîñëiäîâíiñòü, îñêiëüêè u < z.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x(1), x(2), . . . , x(m). ßêùî âñi ëèøêè x(i) ·w ïî ìîäóëþ m
ðiçíi, òî iñíó¹ iíäåêñ i ç 1 6 i 6 m òàêèé, ùî x(i) · w ≡ 0 mod m. Ó öüîìó âèïàäêó
âñòàíîâëþ¹ìî z′ = x(i). Â iíøîìó âèïàäêó iñíóþòü iíäåêñè i, j ç 1 6 i < j 6 m
òàêi, ùî x(i) · w ≡ x(j) · w mod m. Ó öüîìó âèïàäêó âñòàíîâëþ¹ìî z′ = x(j) − x(i).
Çàóâàæèìî, ùî 0 < z′ < x(j) 6 z. Îòæå, â îáèäâîõ âèïàäêàõ îòðèìó¹ìî z > z′ > 0 i
z′ · w ≡ 0 mod m.

Ëåìà 3.8.5. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà m > 1 i y, w ∈ NQ, iñíóþòü íàòóðàëüíå

÷èñëî n i n+ 1 âåêòîðiâ v(0), v(1), · · · , v(n) ∈ NQ òàêi, ùî y =
n∑
j=0

v(j), ç

(i) d(v(j)) 6 m äëÿ 0 6 j 6 n;
(ii) v(j) · w ≡ 0 mod m äëÿ 1 6 j 6 n.

Äîâåäåííÿ. Ìè ïðîâåäåìî iíäóêöiþ ïî d(y). ßêùî d(y) 6 m, òî âëàñòèâîñòi âèêîíó-
þòüñÿ äëÿ n = 0 i v(0) = y. Ñïðàâäi, óìîâà (ii) ¹ ïîðîæíüîþ äëÿ n = 0. Â iíøîìó
âèïàäêó, ìè ïèøåìî y = z+ y′ äëÿ d(z) = m. Çà ëåìîþ 3.8.4 iñíó¹ Q-âåêòîð z′ òàêèé,
ùî 0 < z′ 6 z i z′ ·w ≡ 0 mod m. Ìè ïèøåìî z = z′+s. Òîäi y = z′+y′′ äëÿ y′′ = s+y′.
Ïîçàÿê z′ > 0, òî ìà¹ìî d(y′′) < d(y) i ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨
äî y′′. Ìíîæèíà âåêòîðiâ äëÿ y′′ ðàçîì ç z′ äà¹ áàæàíèé ðåçóëüòàò äëÿ y, îñêiëüêè
d(z′) 6 d(z) 6 m.

Ëåìà 3.8.6. Iñíó¹ íîðìàëiçîâíèé âàãîâèé àâòîìàò A = (Q, i, t), ÿêèé ðîçïiçíà¹ ðÿä
u òàêèé, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A ìà¹ äîäàòíié k-íàáëèæåíèé âëàñíèé
âåêòîð w, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó wi = wt = 1.

Äîâåäåííÿ. Ìè ðîçïî÷íåìî ç íîðìàëiçîâíîãî âàãîâîãî àâòîìàòà A = (Q, i, t), ÿêèé
ðîçïiçíà¹ ðÿä u. Íåõàé M � ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A. Çà ëåìîþ 3.8.3 iñíó¹
äîäàòíié k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð w ìàòðèöi M òàêèé, ùî wi = wt. Ïîêëàäåìî
m = wi = wt. Íåõàé I � õàðàêòåðèñòè÷íèé Q-âåêòîð ñòàíó i âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì
÷èíîì Ii = 1 i Iq = 0 äëÿ q 6= i, i íåõàé T � õàðàêòåðèñòè÷íèé Q-âåêòîð ñòàíó t
âèçíà÷åíèé ïîäiáíî. Íåõàé

K =
{
r ∈ NQ : d(r) 6 m, rt = 0

}
,

i R = K ∪ {T}. Îñêiëüêè i 6= t i d(I) = 1, òî âåêòîð I ìiñòèòüñÿ â K.
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Ìè îçíà÷èìî âàãîâèé àâòîìàò B = (R, I, T ), âèçíà÷èâøè éîãî ìàòðèöþ ïåðåõîäiâ
N íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ðîçãëÿíåìî r ∈ R i ïîêëàäåìî z = rM i y = z− ztT . Îòîæ, yt = 0. Ìè çàñòîñó¹ìî
ëåìó 3.8.5 äî ïàðè âåêòîðiâ y, w, äå w im = wi = wt ¹, ÿê âèçíà÷åíî ïîïåðåäíüî. Ëåìà

äà¹ ðîçêëàä y =
n∑
j=0

v(j), äå êîæåí äîäàíîê v(j) ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè K, îñêiëüêè

yt = 0. Ìè ïîêëàäåìî

Nr,s =

{
Card

({
j · 0 6 j 6 n i v(j) = s

})
, ÿêùî s 6= T ;

zt, â iíøîìó âèïàäêó.

Ïîçàÿê rM = y + ztT , òî ìà¹ìî

rM =
∑
s∈R

Nr,ss. (3.32)

Çàóâàæèìî, ùî êîëè Nr,s 6= 0 ó ïðàâié ÷àñòèíi, òî s·w ≡ 0 mod m, çà âèíÿòêîì îäíî-
ãî çíà÷åííÿ s, äëÿ ÿêîãî Nr,s = 1, ùî âiäïîâiäà¹ âåêòîðó v(0). Ñïðàâäi, öå iñòèííèì
äëÿ s 6= T çà óìîâîþ (ii) ëåìè 3.8.5, i âîíî âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ s = T , îñêiëüêè
T · w = wt = m.

Ìè ïåðåâiðèìî, ùî àâòîìàò B ðîçïiçíà¹ ðÿä u i, ùî éîãî ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ N
ìà¹ äîäàòíié âëàñíèé k-âåêòîð w′, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó w′I = w′T = 1.

Íåõàé U � R × Q-ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: Ur,q = rq äëÿ q ∈ Q. Òàêèì
÷èíîì, ðÿäîê ç iíäåêñîì r ìàòðèöi U ¹ ñàì Q-âåêòîð r. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ
êîæíîãî Q-âåêòîðà z ìà¹ìî, ùî

(Uz)r =
∑
q∈Q

Ur,qzq = r · z.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ç êîíñòðóêöi¨ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü UM = NU , îñêiëüêè ðÿäîê
iíäåêñó r ó ìàòðèöi UM äîðiâíþ¹ rM , i

(NU)r,p =
∑
s∈R

Nr,sUs,p =
∑
s∈R

Nr,ssp = (rM)p

çà ôîðìóëîþ (3.32), äîâîäèòü, ùî ðÿäîê iíäåêñó r â ìàòðèöi NU äîðiâíþ¹ rM .

Íåõàé I ′ (âiä. T ′) � õàðàêòåðèñòè÷íèé R-âåêòîð ñòàíó I (âiäï. ñòàíó T ). Ìè îòðè-
ìó¹ìî, ðîçãëÿäàþ÷è I, I ′ ÿê âåêòîðè-ðÿäêè i T , T ′ ÿê âåêòîð-ñòîâï÷èêè ðiâíîñòi
I ′U = I òà UT = T ′. Ñïðàâäi,

(I ′U)p =
∑
r∈R

I ′rUr,p = I ′IUI,p = UI,p = Ip,

i
(UT )r =

∑
p∈Q

Ur,pTp = Ur,t = rt,

äëÿ r ∈ R. Öå äîâîäèòü, ùî UT = T ′ ç rt = 0 äëÿ âñiõ r ∈ R, çà âèíÿòêîì r = T .

Îñêiëüêè UMn = NnU äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òî ìà¹ìî

un = IMnT = I ′UMnT = I ′NnUT = I ′NnT ′.
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Öå äîâîäèòü, ùî ðÿä u ðîçïiçíà¹òüñÿ àâòîìàòîì B. Òàêîæ ìà¹ìî, ùî

NUw = UMw 6 kUw,

à îòæå w′ = Uw ¹ k-íàáëèæåíèì âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi N . Çàóâàæèìî, ùî w′I =
w′T = m. Ñïðàâäi,

w′I = I ′ · w′ = I ′ · Uw = I ′U · w = I · w = wi,

i, îñêiëüêè ðÿäîê ç iíäåêñîì T ìàòðèöi U ¹ Q-âåêòîð T , òî

w′T = (Uw)T = T · w = wt.

Äëÿ êîæíîãî iíäåêñó r ∈ R ìà¹ìî, ùî∑
s∈R

Nr,sw
′
s 6 kw′r.

Îñêiëüêè w′s = (Uw)s = s · w, òî ìà¹ìî w′s ≡ 0 mod m äëÿ âñiõ s çà âèíÿòêîì,
ìîæëèâî, äëÿ îäíîãî iíäåêñó s0, äëÿ ÿêîãî Nr,s0 = 1. Ìè ïåðåïèøåìî öþ íåðiâíiñòü
òàê: ∑

s∈R\{s0}

Nr,sw
′
s +Nr,s0w

′
s0
6 kw′r.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íà m îòðèìó¹ìî∑
s∈R\{s0}

Nr,sw
′
s

m
+
Nr,s0w

′
s0

m
6
kw′r
m

.

Âçÿòòÿ öiëî¨ ÷àñòèíè âiä îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi äà¹
∑

s∈R\{s0}

Nr,sw
′
s

m
+
Nr,s0w

′
s0

m

 6

⌈
kw′r
m

⌉
.

Îñêiëüêè ç ëiâîãî áîêó âñi äîäàíêè ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, çà âèíÿòêîì ìîæëèâî îñòàí-
íüîãî, i Nr,s0 = 1, òî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî∑

s∈R\{s0}

Nr,sw
′
s

m
+Nr,s0

⌈
w′s0
m

⌉
6

⌈
kw′r
m

⌉
6 k

⌈
w′r
m

⌉
.

Öå äîâîäèòü, ùî âåêòîð w′′, âèçíà÷åíèé w′′r =

⌈
w′r
m

⌉
äîäàòíiì k-íàáëèæåíèì âëàñíèì

âåêòîðîì òàêèì, ùî w′′i′ = w′′t′ = 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.8.2. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî iñíó¹ íîðìàëiçîâíèé âàãîâèé
àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ðÿä u òàêèé, ùî êîæåí ñòàí öüîãî àâòîìàòà ìà¹ íå áiëüøå k
âèõiäíèõ ðåáåð.

Çà ëåìîþ 3.8.6 ìè ïî÷èíà¹ìî ç íîðìàëiçîâíîãî âàãîâîãî àâòîìàòà A = (Q, i, t),
ÿêèé ðîçïiçíà¹ ðÿä u ç ìíîæèíîþ ñòàíiâ Q òàêèì ÷èíîì, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ M
àâòîìàòà A ìà¹ äîäàòíié k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð w ç wi = wt = 1. Ìè áóäåìî
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âèçíà÷àòè âàãîâèé àâòîìàò A′ = (R, i′, t′) éîãî ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ N . Öÿ ìàòðèöÿ
áóäå ìàòè âëàñòèâiñòü, ùî iñíó¹ íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ U òàêà, ùî

MU = UN.

Ïî ïîáóäîâi ñóìà êîæíîãî ðÿäêà ìàòðèöi N áóäå íå áiëüøå çà k.

Ìíîæèíà R ìiñòèòü wq êîïié êîæíîãî ñòàíó q â Q. Ïîçàÿê wi = 1, òî ìíîæèíà R
ìiñòèòü òiëüêè îäíó êîïiþ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó i. Ôîðìàëüíî, R ¹ ìíîæèíîþ ïàð (q, j)
äëÿ q ∈ Q i 1 6 j 6 wq. Äëÿ ôiêñîâàíèõ ñòàíiâ p, q ∈ Q, îçíà÷èìî ìàòðèöþ N(p,i),(q,j)

äëÿ 1 6 i 6 wp i 1 6 j 6 wq íàñòóïíèì ÷èíîì.

Äëÿ ñòàíó p ∈ Q ïîêëàäåìî

X(p) = {(q, j,m) : q ∈ Q, 1 6 j 6 wq, 1 6 m 6Mp,q} .

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà X(p) ìiñòèòü Mp,q êîïié êîæíîãî ñòàíó (q, j) ∈ R. Ìíîæèíà

X(p) ìà¹ çà îçíà÷åííÿì
∑
q∈Q

Mp,qwq åëåìåíòiâ. Îñêiëüêè
∑
q∈Q

Mp,qwq 6 wq, òî ìè ìî-

æåìî ðîçáèòè ìíîæèíó X(p) íà wp ìíîæèí Xp,1, . . . , Xp,wp , ÿêi ìàþòü ùîíàéáiëüøå
k åëåìåíòiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xp,l,q,j ïiäìíîæèíó ìíîæèíè Xp,l, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
åëåìåíòiâ âèãëÿäó (q, j,m) äëÿ äåÿêîãî m. Òîäi îçíà÷èìî N(p,l),(q,j) = Card(Xp,l,q,j).
Îñêiëüêè N � ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà çãiäíî ïîáóäîâè, òî N(p,l),(q,j) ¹ âàãîþ ðå-
áðà çi ñòàíó (p, l) â ñòàí (q, j). Ñóìà âàã ðåáåð, ùî âèõîäÿòü ç êîæíîãî ñòàíó (p, l) ¹
ïîòóæíiñòþ ìíîæèíè Xp,l i, òàêèì ÷èíîì, íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà k. Çàóâàæèìî òàêîæ,

ùî
∑

16l6wp

N(p,l),(q,j) = Mp,q, îñêiëüêè ñóìà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè X(p)

âèãëÿäó (q, j,m) äëÿ äåÿêîãî m, òîáòî äîðiâíþ¹ òî÷íî Mp,q.

Îçíà÷èìî Q×R-ìàòðèöþ U òàê: Uq,(q,j) = 1 äëÿ 1 6 j 6 wq, à âñi iíøi ¨¨ åëåìåíòè
äîðiâíþþòü 0. Òîäi ìà¹ìî, ùî MU = UN . Ñïðàâäi,

MUp,(q,j) =
∑
s∈Q

Mp,sUs,(q,j) = Mp,qUq,(q,j)Mp,q

òà
UNp,(q,j) =

∑
r∈R

Up,rNr,(q,j) =
∑

16l6wp

Up,(p,l)N(p,l),(q,j) = Mp,q.

Íåõàé A′ = (R, i′, t′) � âàãîâèé àâòîìàò ç ìàòðèöåþ ïåðåõîäiâ N i i′ = (i, 1) i
t′ = (t, 1). Çà ïîáóäîâîþ öåé àâòîìàò ¹ íîðìàëiçîâíèì. Òîäi àâòîìàò A′ ðîçïiçíà¹
ðÿä u. Ñïðàâäi, íåõàé I (âiäï. T ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé Q-âåêòîð ñòàíó i (âiäï. ñòàíó
t). Îñêiëüêè àâòîìàò A ðîçïiçíà¹ ðÿä u, òî un = IMnT äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Íåõàé ïîäiáíî I ′ (âiäï. T ′) � õàðêòåðèñòè÷íèé R-âåêòîð ñòàíó i′ (âiäï. ñòàíó t′). Çà
îçíà÷åííÿì ñòàíiâ i′ òà t′ ìà¹ìî, ùî IU = I ′ i T = UT ′. Ïîçàÿê MU = UN , òî ìà¹ìî
òàêîæ MnU = UNn äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, à îòæå

I ′NnT ′ = IUNnT ′ = IMnUT ′ = IMnT = un.

Çà ïîáóäîâîþ, ñóìà åëåìåíòiâ êîæíîãî ðÿäêà ìàòðèöi N íå ¹ áiëüøîþ çà k i,
òàêèì ÷èíîì, àâòîìàò A′ çàäîâîëüíÿ¹ íåîáõiäíó âëàñíiñòü.

Òåïåð ìè ïîìiòèìî ðåáðà, ùî âèõîäÿòü ç êîæíîãî ñòàíó, ðiçíèìè ëiòåðàìè. Îñêiëü-
êè iñíó¹ òiëüêè îäèí ïî÷àòêîâèé ñòàí i âiäñóòí¹ ðåáðî ç êiíöåâîãî ñòàíó, òî îòðèìàíèé
àâòîìàò ðîçïiçíà¹ ïðåôiêñíèé êîä ç ãåíåðóþ÷èì ðÿäîì u.
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Ïðèêëàä 3.8.7. Íåõàé u(z) =
3z2

1− z2
. ìà¹ìî, ùî u(1/2) = 1. Ðÿä u ðîçïiçíà¹òüñÿ

âïîðÿäêîâàíèì íîðìàëiçîâíèì âàãîâèì àâòîìàòîì, çîáðàæåíèì íà ðèñ. 3.33. Ðåçóëü-

3 2 3

1

1 2 4

3

3

Ðèñ. 3.33: Âïîðÿäêîâàíèé íîðìàëiçîâíèé âàãîâèé àâòîìàò ðÿäó u

òàò ïåðåòâîðåííÿ, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ â äîâåäåííi ëåìè 3.8.6, ïðåäñòàâëåíèé íà ðèñ. 3.34.
Êîîðäèíàòè 2-íàáëèæåíîãî âëàñíîãî âåêòîðà â îáîõ âèïàäêàõ âêàçàíi â êâàäðàòi.

1 2 1

1

1000 0300 0001

0030

3

Ðèñ. 3.34: Ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ àâòîìàòà ç ðèñ. 3.33

Ìè îá÷èñëèìî òiëüêè äîñòóïíó ÷àñòèíó àâòîìàòà B. Öå äà¹ ÷îòèðè âåêòîðè,
çîáðàæåíi â ñòàíàõ àâòîìàòà íà ðèñ. 3.34. Ìàòðèöÿìè M , N i U ç äîâåäåííÿ ëå-
ìè 3.8.6 ¹

M =


0 3 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 0 0

 , N =


0 1 0 0
0 0 1 3
0 1 0 0
0 0 0 0

 i U =


1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 1

 .
Äðóãå ïåðåòâîðåííÿ (äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.8.2) äà¹ çâàæåíèé àâòîìàò, çîáðàæåíèì íà
ðèñ. 3.35. Çàóâàæèìî, ùî ñòàí ç âàãîþ 2 ¹ ðîçùåïëåííÿì íà äâà ñòàíè (2, 1) i (2.2), i,
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1

2, 1

2, 2

4

3

2

Ðèñ. 3.35: Äðóãå ïåðåòâîðåííÿ àâòîìàòà ç ðèñ. 3.33

ùî éîãî âèõiä ðîçïîäiëÿ¹òüñÿ ìiæ íèìè. Ìàòðèöÿìè M , N i U ç äîâåäåííÿ ¹

M =


0 1 0 0
0 0 1 3
0 1 0 0
0 0 0 0

 , N =


0 1 1 0 0
0 0 0 0 2
0 0 0 1 1
0 1 1 0 0
0 0 0 0 0

 i U =


1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .

Äåòåðìiíiñòè÷íå ìàðêóâàííÿ äà¹ àâòîìàò, ïðåäñòàâëåíèé íà ðèñ. 3.36. Âií ðîçïiçíà¹

1

2

3

5

4

a

b

a

bb

a

b

a

Ðèñ. 3.36: Äåòåðìiíiñòè÷íå ìàðêóâàííÿ àâòîìàòà ç ðèñ. 3.33

ðåãóëÿðíèé ïðåôiêñíèé êîä X = (b2)∗{aa, ab, ba}. Îñòàòî÷íà ìiíiìiçàöiÿ îá'¹äíàëà á
1 i 4. Êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì, ùî íå äèâíî, îñêiëüêè u(1/2) = 1.
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3.9 Îïòèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè

Íåõàé X � êîä íàä äåÿêèì àëôàâiòîì A, i ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà ëiòåðà a ∈ A
ìà¹ âàðòiñòü c(a), ïîâ'ÿçàíó ç íåþ. Âàðòiñòü ñëîâà w äîðiâíþ¹ çà îçíà÷åííÿì ñóìi
âàðòîñòåé éîãî ëiòåð.

Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî êîæíå êîäîâå ñëîâî x ∈ X ìà¹ âàãó p(x), àñîöiéîâàíó ç íèì.
Âàãîâîþ âàðòiñòþ êîäó X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

CX =
∑
x∈X

p(x)c(x).

Çàäà÷à ïðåôiêñíîãî êîäóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè ïðåôiêñíèé êîä X ç ìi-
íiìàëüíîþ âàãîâîþ âàðòiñòþ äëÿ çàäàíèõ âàã. Äàëi âàãè òà âàðòiñòü ¹ äîäàòíiìè
÷èñëàìè.

Çàçâè÷àé, êîäX ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÷åðåç ìîðôiçì êîäóâàííÿ, òîáòî âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi β : B → X, äëÿ äåÿêîãî àëôàâiòó B, ÿêèé ïðîäîâæó¹òüñÿ äî
ií'¹êòèâíîãî ìîðôiçìó ç B∗ â A∗. Ç îãëÿäó íà öå, âàãà ñëîâà x ∈ X ¹ íàñïðàâäi âàãîþ
ëiòåðè b ∈ B òàêîþ, ùî x = β(b). Îòæå âàãîâîþ âàðòiñòþ êîäó X ¹ òàêîæ

CX =
∑
b∈B

p(b)c(β(b)).

Ó âèïàäêó, êîëè âñi ëiòåðè a ∈ A ìàþòü îäíàêîâó âàðòiñòü, âàðòiñòü ñëîâà íàä àë-
ôàâiòîì A ¹ ëèøå éîãî äîâæèíîþ. Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷à ïðåôiêñíîãî êîäóâàííÿ
çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ïðåôiêñíîãî êîäó, ÿêèé ìiíiìiçó¹ ðiâíiñòü

CX =
∑
x∈X

p(x)|x|.

Ó âèïàäêó
∑
x∈X

p(x) = 1 ÷èñëî CX äîðiâíþ¹ ïðîñòî ñåðåäíié äîâæèíi ñëiâ àëôàâiòó

X.

Êîäóâàííÿ β, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó äëÿ ðiâíèõ
âàðòîñòåé ëiòåð, íàçèâà¹òüñÿ êîäóâàííÿì Ãàôôìàíà (Hu�man encoding). Íàñòóïíèé
æàäiáíèé àëãîðèòì îá÷èñëþ¹ ðàçâ'ÿçîê â äâiéêîâîìó âèïàäêó çà ÷àñ O(n log n), à çà
÷àñ O(n), ÿêùî âàãè äîñòóïíi â çðîñòàþ÷îìó ïîðÿäêó. Íåõàé A = {0, 1} i p : B → R �
ôóíêöiÿ âàãè.

ßêùî àëôàâiò B ìiñòèòü ðiâíî îäèí åëåìåíò c, òî ïîêëàäåìî β(c) = 1. Â iíøîìó
âèïàäêó âèáåðåìî äâà åëåìåíòè c1, c2 ∈ B ìiíiìàëüíî¨ âàãè òàêi, ùî

p(c1), p(c2) 6 p(c) äëÿ âñiõ c ∈ B \ {c1, c2} .

Íåõàé
B′ = (B \ {c1, c2}) ∪ {d},

äå d � íîâèé ñèìâîë, ÿêèé íå ìiñòèòüñÿ â B, i îçíà÷èìî p′ : B′ → R+ íàñòóïíèì
÷èíîì:

p′(c) = p(c) äëÿ âñiõ c 6= d i p′(d) = p(c1) + p(c2).



196 Ðîçäië 3. Ïðåôiêñíi êîäè

Íåõàé β′ � êîäóâàííÿ Ãàôôìàíà ïàðè (B′, p′) i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ β : B →
A∗ íàñòóïíèì ÷èíîì:

β(c) = β′(c) äëÿ c ∈ B \ {c1, c2},
β(c1) = β′(d)0,

β(c2) = β′(d)1.

Ïåðåâiðèìî, ùî β ¹ êîäóâàííÿì Ãàôôìàíà ïàðè (B, p). Äëÿ öüîãî ìè äîâåäåìî, ùî
iñíó¹ îïòèìàëüíå êîäóâàííÿ β òàêå, ùî β(c1), β(c2) ¹ ñëîâàìè ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè,
ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå îñòàííüîþ ëiòåðîþ.

Ðîçãëÿíåìî ïðåôiêñíèé êîä X = β(B) òàêèé, ùî âàãîâà âàðòiñòü CX ¹ ìiíiìàëü-
íîþ. Íåõàé c1, c2 ∈ B � ëiòåðè ç íàéìåíøèìè âàãàìè p(c1) i p(c2). Íåõàé x, y ∈ X �
äâà ñëîâà ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ¨õ îñòàííüîþ ëiòåðîþ. Íå-
õàé c, d ∈ B � ëiòåðè òàêi, ùî β(c) = x i β(d) = y. Âèçíà÷èìî êîäóâàííÿ β′ îòðèìàíå
ç β çàìiíîþ çíà÷åíü c1 i c2 íà çíà÷åííÿ c i d, âiäïîâiäíî, i ïîêëàäåìî X ′ = β′(B).
Îòðèìó¹ìî, ùî CX′ 6 CX , à îòæå CX′ = CX .

Ïðèêëàä 3.9.1. Ðîçãëÿíåìî àëôàâiòè

B = {a, b, c, d, e, f} i A = {0, 1},

i íåõàé âàãè âèêëàäåíî â òàáëèöi

a b c d e f
p 2 2 3 3 3 5

Êðîêè àëãîðèòìó ïðåäñòàâëåíi â ïîñëiäîâíîñòi äåðåâ, íàâåäåíî¨ íà ðèñ. 3.37.

4

2

a

2

b

7

3

c

4

2

a

2

b

6

3

d

3

e

11

5

f

6

3

d

3

e

18

7

3

c

4

2

a

2

b

11

5

f

6

3

d

3

e

11

3

e

Ðèñ. 3.37: Îá÷èñëåííÿ îïòèìàëüíîãî êîäóâàííÿ Ãàôôìàíà øëÿõîì ïî¹äíàííÿ äåðåâ

Ó âèïàäêó, êîëè ëiòåðè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ êîäóâàííÿ, ìàþòü íåðiâíi âàð-
òîñòi, ìåíøå âiäîìî ïðî çàäà÷ó ïðåôiêñíîãî êîäóâàííÿ. Çàäà÷à ìîòèâó¹òüñÿ ìîðôi-
çìàìè êîäóâàííÿì, äå ðiçíi ñèìâîëè ìîæóòü ìàòè ðiçíèé ÷àñ ïåðåäà÷i (ïðîõîäæåííÿ).
Îäíèì ç ïðèêëàäiâ ¹ òåëåãðàôíèé êàíàë, â ÿêîìó òèðå �−� ìà¹ â äâà ðàçè áiëüøó
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âàðòiñòü çà òî÷êó �·�. Iíøèì ïðèêëàäîì ¹ ñiì'ÿ áiíàðíèõ êîäiâ ç îáìåæåííÿì äîâ-
æèíè çàïèñó (run-length limited code àáî RLL-code), äå äâà ïîñëiäîâíèõ ñèìâîëè 1
ïîâèííi áóòè ðîçäiëåíi ùîíàéìåíøå a i íå áiëüøå b ñóìiæíèõ íóëiâ 0. Ó öié ìîäå-
ëi êîæíå ñëîâî 0k1 ç a 6 k 6 b ìîæå áóòè çàìiíåíèì îäíîåëåìåíòíèì ñèìâîëîì â
íîâîìó àëôàâiòi, i âàðòiñòü öüîãî ñèìâîëó äîðiâíþ¹ k + 1.

Çàäà÷à ïðåôiêñíîãî êîäóâàííÿ ç íåðiâíèìè ëiòåðíèìè âàðòîñòÿìè ðîçãëÿäàëàñÿ â
îñíîâíîìó ó âèïàäêó, êîëè âàðòîñòi ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. Ñïåöiàëíèé âèïàäîê âiäîìèé,
ÿê çàäà÷à êîäóâàííÿ Âàðíà (the Varn coding problem). Öå ¹ çàäà÷åþ ïðåôiêñíîãî êîäó-
âàííÿ, êîëè âñi âàãè êîäîâèõ ñëiâ ðiâíi. Öÿ çàäà÷à ìà¹ äèâîâèæíî ïðîñòèé O(n log n)
÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi n êîäiâ-ñëiâ ìàþòü îäíàêîâó âàãó, ÿêà äîðiâíþ¹ 1. Îïòèìàëü-
íèé êîä ìiíiìiçó¹ âàðòiñòü

CX =
∑
x∈X

c(x),

äå âàðòiñòü c(x) äîðiâíþ¹ ñóìi âàðòîñòåé ¨¨ ëiòåð, òîáòî äîðiâíþ¹

c(x) =
∑
a∈A

c(a)|x|a.

Ìè áóäó¹ìî îïòèìàëüíèé êîä íàä àëôàâiòîì A ç k ëiòåð, ïðèïóñêàþ÷è, ùî

n = q(k − 1) + 1 äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà q.

Òàê îòðèìàíèé ïðåôiêñíèé êîä ¹ ïîâíèì, à éîãî äåðåâî ¹ ïîâíèì ç q âíóòðiøíiìè
âóçëàìè i n ëèñòêàìè. Àëãîðèòì ïî÷èíà¹òüñÿ ç äåðåâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ âèêëþ÷íî ç
éîãî êîðåíÿ, i iòåðàòèâíî çàìiíþ¹ àðêóø ìiíiìàëüíî¨ âàðòîñòi âíóòðiøíiì âóçëîì,
ÿêèé ìà¹ k ëèñòêiâ, ïî îäíîìó äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè. Êiëüêiñòü ëèñòêiâ çáiëüøó¹òüñÿ íà
k − 1, òîìó â q êðîêàõ âèõîäèòü äåðåâî ç n ëèñòêàìè.

Ïðèêëàä 3.9.2. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè øóêà¹ìî êîä iç ñåìè ñëiâ íàä òåðíàðíèì àë-
ôàâiòîì {a, b, c}, i ùî âàðòiñòü ëiòåðè a äîðiâíþ¹ 2, ëiòåðè b äîðiâíþ¹ 4, à ëiòåðè c
äîðiâíþ¹ 5.

Ìè ïî÷èíà¹ìî ç äåðåâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ëèñòêà, à ïîòiì áóäó¹ìî äåðå-
âî, çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì. Iñíó¹ äâà ðîçâ'ÿçêè, îáèäâà ç âàðòiñòþ 45 íàâåäåíi íà
ðèñ. 3.38. Ëiâå äåðåâî âèçíà÷à¹ ïðåôiêñíèé êîä

{aa, ab, ac, ba, bb, bc, c},

à ïðàâå äåðåâî âèçíà÷à¹ êîä

{aaa, aab, aac, ab, ac, b, c}.

Íà êîæíîìó êðîöi àðêóø ìiíiìàëüíî¨ âàðòîñòi çàìiíþ¹òüñÿ âóçëîì ç 3 ëèñòêàìè.
Iñíó¹ äâà âàðiàíòè äëÿ îñòàííüîãî êðîêó. Îáèäâà äàþòü îïòèìàëüíå äåðåâî.

Â ïîðÿäêó îòðèìàííÿ ñêëàäíîñòi O(n log n) äëÿ êîíñòðóêöi¨, ëèñòÿ äåðåâà êåðó-
þòüñÿ â ÷åðçi ïðiîðèòåòiâ: òîäi âñòàâêà ëèñòêà âèêîíó¹òüñÿ çà O(n log n) îïåðàöié, i
òàêèé ñàìèé ÷àñ ñêëàäíîñòi âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âèëó÷åííÿ ëèñòêà ç ìiíiìàëüíèìè âàð-
òîñòÿìè. Äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ ïðàâèëüíîñòi äèâ. âïðàâó 3.10.21.
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Ðèñ. 3.38: Àëãîðèòì Âàðíà äëÿ 7 ñëiâ i àëôàâiò êàíàëó ç òðüîõ ëiòåð.

VarnCoding()

1 T ← root
2 (By de�nition, the cost of the root is 0)
3 Q← PriorityQueue()

4 Add(Q, root)
5 while the number of leaves is 6= n do

6 f ← ExtractMin(Q)

7 for each a ∈ A do

8 c← makeChild(f)

9 cost(c)← cost(f) + cost(a)

10 Add(Q, c)

11 return T

Îñîáëèâèì âèïàäêîì ïðåôiêñíîãî êîäóâàííÿ ¹ êîäóâàííÿ, ÿêå ñóìiñíå ç äàíèì
ïîðÿäêîì âõiäíîãî àëôàâiòó. Ðîçãëÿíåìî ìîðôiçì êîäóâàííÿ β : B∗ → A∗, äå A òà
B ¹ àëôàâiòàìè, ÿêi íàäiëåíi ïîðÿäêîì. Òîäi ìîðôiçì β íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîâèì
êîäóâàííÿì àáî àëôàâiòíèì êîäóâàííÿì, ÿêùî

b < b′ =⇒ β(b) < β(b′),

äå ïîðÿäîê íà A∗ ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íèì ïîðÿäêîì, iíäóêîâàíèì ïîðÿäêîì íà àëôàâiòi
A. ßêùî β � ïðåôiêñíå êîäóâàííÿ, i ÿêùî ïðåôiêñíèé êîä X = β(B) âèãëÿäà¹, ÿê
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äåðåâî, öå îçíà÷à¹, ùî ëèñòêè äåðåâà, ÿêi ÷èòàþòüñÿ ç ëiâà íà ïðàâî âiäïîâiäàþòü êî-
äóâàííþ âõiäíèõ ëiòåð â àëôàâiòi B, ÷èòàþòüñÿ â àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó. Òàêå äåðåâî
íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì, àáî àëôàâiòíèì. Çàäà÷à ïðî âïîðÿäêîâàíèé ïðåôiêñíèé
êîä ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi âïîðÿäêîâàíîãî êîäóâàííÿ ç ìiíiìàëüíîþ âàãîâîþ âàðòi-
ñòþ

CX =
∑
b∈B

p(b)|β(b)|,

äå p(b) � âàãà ëiòåðè b.

Ïðèêëàä 3.9.3. Ðîçãëÿíåìî àëôàâiò B = {a, b, c} ç âàãàìè p(a) = p(c) = 1 i p(b) = 4.
Ðèñ. 3.39 ïîêàçó¹ îïòèìàëüíå äåðåâî äëÿ öèõ âàã, à íà ðèñ. 3.40 öi âàãè çîáðàæåíi
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Ðèñ. 3.39: Îïòèìàëüíå äåðåâî äëÿ âàã ïðèêëàäó 3.9.3
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Ðèñ. 3.40: Îïòèìàëüíå âïîðÿäêîâàíå äåðåâî äëÿ âàã ïðèêëàäó 3.9.3

îïòèìàëüíèì âïîðÿäêîâàíèì äåðåâîì. Äåðåâî íà ðèñ. 3.39 ìà¹ âàãîâó âàðòiñòü 8, û
âîíî ý îïòèìàëüíèì, àëå íå ¹ âïîðÿäêîâàíèì. Äåðåâî íà ðèñ. 3.40 ¹ âïîðÿäêîâàíèì i
ìà¹ âàãîâó âàðòiñòü 11. Öåé ïðèêëàä òàêîæ ïîêàçó¹, ùî àëãîðèòì Ãàôôìàíà íå äà¹
îïòèìàëüíå ïðåôiêñíå äåðåâî.

Ïðèêëàä 3.9.4. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âàã (4, 3, 3, 4). Îïòèìàëüíå âïîðÿäêîâà-
íå äåðåâî çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.41. Öå ïîêàçó¹, ùî â îïòèìàëüíîìó âïîðÿäêîâàíîìó
äåðåâi ëèñòêè ç ìiíiìàëüíèìè âàãàìè íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñóìiæíèìè.

Íåõàé B = {b1, . . . , bn} � âïîðÿäêîâàíèé àëôàâiò ç n ëiòåð i pi � âàãà ëiòåðè bi. Ìè
ïðåäñòàâëÿ¹ìî àëãîðèòì äëÿ îá÷èñëåííÿ îïòèìàëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî äåðåâà, ÿêèé
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Ðèñ. 3.41: Îïòèìàëüíå âïîðÿäêîâàíå äåðåâî äëÿ âàã (4, 3, 3, 4)

íàëåæèòü Ãàðñiÿ òà Âàõñó. Iäåÿ öüîãî àëãîðèòìó ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi âàðiàíòó
àëãîðèòìó Ãàôôìàíà ãðóïóâàííÿ ðàçîì ïàð åëåìåíòiâ ç ìiíiìàëüíèìè âàãàìè, ÿêi ¹
ïîñëiäîâíèìè ó âïîðÿäêóâàííi. Àëãîðèòì ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèì äî âèêîíàííÿ çà
÷àñ O(n log n).

Àëãîðèòì ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí. Ó ïåðøié ÷àñòèíi, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ êîìái-
íóþ÷îþ ÷àñòèíîþ, ïî÷èíà¹ìî ç ïîñëiäîâíîñòi âàã

p = (p1, . . . , pn)

i áóäó¹ìî îïòèìàëüíå áiíàðíå äåðåâî T ′ äëÿ ïiäñòàíîâêè

bσ(1), . . . , bσ(n)

àëôàâiòó. Ëèñòêè, çëiâà íà ïðàâî, ìàþòü âàãè

pσ(1), . . . , pσ(n).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ ïiäñòàíîâêà íå ¹ òîòîæíüîþ, à îòæå ñàìî äåðåâî íå ¹ âïî-
ðÿäêîâàíèì, äèâ. ðèñ. 3.42. Òóò ÷èñëî â êîäi ¹ éîãî âàãîþ, ùî ¹ ñóìîþ âàã ëèñòêiâ
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Ðèñ. 3.42: Îïòèìàëüíå âïîðÿäêîâàíå äåðåâî äëÿ âàã (4, 3, 3, 4)

éîãî ïiääåðåâà. Ó äðóãié ÷àñòèíi, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ïðèñâî¹ííÿ ðiâíÿ, îá÷èñëþþòüñÿ
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ðiâíi ëèñòêiâ. Â îñòàííi ÷àñòèíi, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ðåêîìáiíóþ÷îþ ÷àñòèíîþ, áóäó¹-
òüñÿ äåðåâî T , ÿêå ìà¹ âàãè p1, . . . , pn, ïîâ'ÿçàíi äî ¨õ ëèñòêiâ ç ëiâà íà ïðàâî, i äå
êîæåí ëèñòîê ç âàãîþ pi çóñòði÷à¹òüñÿ íà òîìó æ ðiâíi, ÿê i â äåðåâi T ′. Öå äåðåâî ¹
âïîðÿäêîâàíèì çà íàøîþ ïîáóäîâîþ (äèâ. ðèñ. 3.42). Îñêiëüêè ëèñòêè ìàþòü òîé æ
ñàìèé ðiâåíü ó äåðåâi T i â äåðåâi T ′, âiäïîâiäíi êîäîâi ñëîâà ìàþòü îäíàêîâi äîâæè-
íè, à îòæå äåðåâà T i T ′ ìàþòü îäíàêîâó âàðòiñòü. Òàêèì ÷èíîì, T ¹ îïòèìàëüíèì
âïîðÿäêîâàíèì äåðåâîì.

Òåïåð îïèøåìî äåòàëi àëãîðèòìó. Äëÿ çðó÷íîñòi îïèñàííÿ ââåäåìî íàñòóïíó òåð-
ìiíîëîãiþ. Ïîñëiäîâíiñòü (p1, . . . , pk) ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ 2-íèçõiäíîþ, ÿêùî pi > pi+2

äëÿ 1 6 i 6 k− 2. Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (p1, . . . , pk) ¹ 2-íèçõiäíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü �ñóì ñóñiäíiõ äâîõ ÷ëåíiâ�

(p1 + p2, . . . , pk−1 + pk)

ñòðîãî ñïàäà¹.

Íåõàé p = (p1, . . . , pk) � ïîñëiäîâíiñòü (äîäàòíèõ) âàã. Ïðîäîâæèìî ¨¨ ïîêëàâøè:
p0 = pn+1 =∞. Ëiâîþ ìiíiìàëüíîþ ïàðîþ àáî ïðîñòî ìiíiìàëüíîþ ïàðîþ ïîñëiäîâ-
íîñòi p íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (pk−1, pk), äå (p1, . . . , pk) � íàéäîâøà 2-íèçõiäíèé ëàíöþã,
ùî ¹ ïðåôiêñîì ïîñëiäîâíîñòi p. Iíäåêñ k íàçèâà¹òüñÿ ïîçèöi¹þ ìiíiìàëüíî¨ ïàðè
ïîñëiäîâíîñòi. Iíøèìè ñëîâàìè, k ¹ öiëå ÷èñëî òàêå, ùî

pi−1 > pi+1 (1 < i < k) i pk−1 6 pk+1.

Çàóâàæèìî, ùî ëiâó ìiíiìàëüíó ïàðó ìîæíà âèçíà÷èòè åêâiâàëåíòíî óìîâàìè

pi−1 + pi > pi + pi+1 (1 < i < k) i pk−1 + pk 6 pk + pk+1.

Ìåòà � öå iíäåêñ j ç 1 6 j < k òàêèé, ùî

pj−1 > pk−1 + pk > pj, · · · , pk.

Ïðèêëàä 3.9.5. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (14, 15, 10, 11, 12, 6, 8, 4) ëiâîþ ìiíiìàëüíîþ ïà-
ðîþ ¹ (10, 11) i ìåòà äîðiâíþ¹ 1, òîäi ÿê äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (28, 8, 15, 20, 7, 5) ëiâîþ
ìiíiìàëüíîþ ïàðîþ ¹ (15, 20) i ìåòà äîðiâíþ¹ 2.

Ïàðà (j, k), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðîçòàøóâàííÿ ëiâî¨ ìiíiìàëüíî¨ ïàðè òà ¨¨ ìåòè,
íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ äi¨ ïîñëiäîâíîñòi p. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü

(pj−1, pk−1 + pk, pj, . . . , pk−2)

¹ 2-íèçõiäíîþ, îñêiëüêè pj−1 > pk−1 + pk > pj, pj+1.

Òðè ôàçè àëãîðèòìó ïðàöþþòü íàñòóïíèì ÷èíîì.

Êîìáiíàöiÿ Ïðè¹äíà¹ìî îäíîåëìåíòíå äåðåâî äî êîæíî¨ âàãè. Ïîâòîðèìî íà-
ñòóïíi êðîêè íàñòiëüêè äîâãî, ÿê ïîñëiäîâíiñòü âàã ìà¹ áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà.

(i) Îá÷èñëþ¹ìî ëiâó ìiíiìàëüíó ïàðó (pk−1, pk).
(ii) Îá÷èñëþ¹ìî ìåòó j.

(iii) Âèäàëÿ¹ìî âàãè pk−1 i pk.
(iv) Âñòàâëÿ¹ìî pk−1 + pk ìiæ pj−1 i pj.
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(v) Ïîâ'ÿçó¹ìî ç pk−1 + pk íîâå äåðåâî ç âàãîþ pk−1 − pk, ÿêå ìà¹, ÿê ëiâå, òàê i
ïðàâå ïiääåðåâà, äåðåâî äëÿ pk−1 i äëÿ pk, âiäïîâiäíî.

Ïðèñâî¹ííÿ ðiâíÿ Îá÷èñëþ¹ìî äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè b ç àëôàâiòó B ðiâíÿ ¨¨
ëèñòêà íà äåðåâi T ′.

Ðåêîìáiíàöiÿ Áóäóýìî âïîðÿäêîâàíå äåðåâî T ó ÿêîìó ëèñòêè ëiòåð ìàþòü
ðiâíi îá÷èñëåíi ïðèñâî¹ííÿì ðiâíÿ.

Ïðèêëàä 3.9.6. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âàãè äëÿ àëôàâiòó ç ï'ÿòè ëiòåð:

a b c d e
p 25 20 12 10 14

Ïî÷àòêîâà ïîñëiäîâíiñòü äåðåâ çîáðàæåíà íà ðèñ. 3.43. Ëiâîþ ìiíiìàëüíîþ ïàðîþ ¹
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Ðèñ. 3.43: Ïî÷àòêîâà ïîñëiäîâíiñòü äåðåâ

12, 10, ¨¨ ìåòà äîðiâíþ¹ 2 òàê, ùî ëèñòêè äëÿ c i d îá'¹äíóþòüñÿ â äåðåâî, ÿêå âñòàâëÿ-
¹òüñÿ ïðàâîðó÷ âiä ïåðøîãî äåðåâà. Òåïåð ìiíiìàëüíà ïàðà (20, 14) (òóò ¹ íåñêií÷åííà
âàãà â ïðàâîìó êiíöi), òîìó ëèñêè äëÿ ëiòåð b i e îá'¹äíóþòüñÿ, i âñòàâëÿþòüñÿ íà
ïî÷àòêó. Öå çîáðàæåíî íà äâîõ ïîñëiäîâíîñòÿõ ðèñ. 3.44. Äàëi äâà îñòàííi äåðåâà
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Ðèñ. 3.44: Íàñòóïíi äâà êðîêè

ïî¹äíóþòüñÿ i âñòàâëÿþòüñÿ íà ïî÷àòêó, ÿê ïîêàçàíî çëiâà íà ðèñ. 3.45, i, íàðåøòi,
äâi çàëèøåíi äåðåâà ïî¹äíóþòüñÿ, ÿê ïîêàçàíî ñïðàâà íà ðèñ. 3.45.

Äåðåâî ′, îòðèìàíå â êiíöi ïåðøî¨ ôàçè íå ¹ âïîðÿäêîâàíèì. Ïðèïèñàíèìè ðiâíÿìè
äëÿ ëiòåð ïðèêëàäó ¹:

a b c d e
ðiâåíü 2 2 3 3 2

Îïòèìàëüíå âïîðÿäêîâàíå äåðåâî ç öèìè ðiâíÿìè âèçíà¹òüñÿ ðåêîìáiíàöi¹þ. Öå
¹ äåðåâî, ÿêå çîáðàæåíî ñïðàâà íà ðèñ. 3.42. Âàãîâà âàðòiñòü öüîãî äåðåâà äîðiâíþ¹
184.
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Ðèñ. 3.45: Íàñòóïíi äâà êðîêè

Ìè òåïåð íàâåäåìî äîâåäåííÿ àëãîðèòìó. Íåõàé T � äåÿêå áiíàðíå äåðåâî ç n
ëèñòêàìè, ïîçíà÷åíèìè ëiòåðàìè b1, . . . , bn àëôàâiòó B, ç âàãàìè p1, . . . , pn, âiäïîâiä-
íî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç lTi (àáî ïðîñòî li) ðiâåíü àðêóøà bi íà äåðåâi T , òîáòî äîâæèíi
êîäîâîãî ñëîâà, ùî êîäó¹ ëiòåðó bi. Êîæíå ç ÷àñòêîâèõ äåðåâ, ïîáóäîâàíèõ â àëãîðè-
òìi, áóäå iäåíòèôiêîâàíî ç éîãî êîðåíåì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ëèñòîê. Ëèñòîê, ÿêèé
âiäïîâiäíèé ëiòåði bi, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç λi.

Ñïî÷àòêó âèêëàäåíî äâi ïðîñòi ëåìè.

Ëåìà 3.9.7. Íåõàé T � äåÿêå áiíàðíå äåðåâî. ßêùî li > li+1, òî λi ¹ ïðàâèì ëèñ-
òêîì. Ñèìåòðè÷íî, ÿêùî li < li+1, òî λi ¹ ëiâèì ëèñòêîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî λi ¹ ëiâèì ëèñòêîì. Òîäi éîãî ïðàâèé áðàò ¹ äåðåâîì,
ùî ìiñòèòü ëèñòîê λi+1. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî li 6 li+1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ïåðøèì êðîêîì äî äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi àëãîðèòìó.

Ëåìà 3.9.8. ßêùî pi−1 > pi+1, òî li 6 li+1 ó êîæíîìó îïòèìàëüíîìó âïîðÿäêîâà-
íîìó äåðåâi. ßêùî pi−1 = pi+1, òî li 6 li+1 â äåÿêîìó îïòèìàëüíîìó âïîðÿäêîâàíîìó
äåðåâi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî pi−1 > pi+1 i ðîçãëÿíåìî äåðåâî T ç li > li+1. Ó öüîìó
äåðåâi ïðàâèé ëèñòîê λi ¹ ïðàâîþ äèòèíîþ çà ëåìîþ 3.9.8, i éîãî ëiâèìè åëåìåíòàìè
îäíîãî ðiâíÿ ¹ äåðåâî L ç âàãîþ p(L) > pi−1, äèâ. ðèñ. 3.46. Áóäó¹ìî íîâå äåðåâî
T ′ íàñòóïíèì ÷èíîì: çàìiíèìî áàòüêiâñüêå äåðåâî L íà ñàìîãî ñåáå L, çàìiíþþ÷è
ëèñòîê λi+1 íà âóçîë, ùî ìà¹ ÿê äiòåé ëèñòêè λi i λi+1. Ðiçíèöÿ âàðòîñòåé äîðiâíþ¹

CT ′ − CT = −p(L) + pi+1 − pi(li − li+1 − 1) 6 pi+1 − pi−1,

îñêiëüêè li > li+1 + 1. ßêùî pi−1 > pi+1, òî CT ′−CT < 0 i äåðåâî T íå ¹ îïòèìàëüíèì.
ßêùî pi−1 = pi+1 û ÿêùî äåðåâî T ¹ îïòèìàëüíèì, òî äåðåâî T ′ òàêîæ ¹ îïòèìàëüíèì,
i lT

′
i = lTi .

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñèìåòðè÷íå òâåðäæåííÿ.
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Ðèñ. 3.46: Ðåîðãàíiçàöiÿ ëèñòêiâ â ëåìi 3.9.8

Íàñëiäîê 3.9.9. ßêùî pi−1 < pi+1, òî li−1 6 li ó êîæíîìó îïòèìàëüíîìó âïîðÿä-
êîâàíîìó äåðåâi. ßêùî pi−1 = pi+1, òî li−1 > li â äåÿêîìó îïòèìàëüíîìó âïîðÿäêî-
âàíîìó äåðåâi.

Ìè âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 3.9.8 ó òàêîìó âèãëÿäi.

Íàñëiäîê 3.9.10. ßêùî ïiäïîñëiäîâíiñòü (pj−1, . . . , pk) ¹ 2-íèçõiäíîþ, òî

lj 6 · · · 6 lk

ó êîæíîìó îïòèìàëüíîìó âïîðÿäêîâàíîìó äåðåâi.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ìè çàâæäè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìiíiìàëüíå äåðåâî äëÿ ïîñëi-
äîâíîñòi p ìà¹ ÿêèéñü îñîáëèâèé âèãëÿä. Òàêå äåðåâî ìè áóäåìî íàçèâàòè ïëîñêèì.

Òâåðäæåííÿ 3.9.11. Íåõàé (j, k) � îáëàñòü äi¨ ïîñëiäîâíîñòi p = (p1, . . . , pn). Iñíó¹
ìiíiìàëüíå äåðåâî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi p, äëÿ ÿêî¨ lk−1 = lk i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ
óìîâ:

(a) lk = lj + 1, àáî
(b) lk = lj i λj ¹ ëiâèì ëèñòêîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü p = (p1, . . . , pn) ¹ 2-íèçõiäíîþ ø p0 = +∞, òî
çà íàñëiäêîì 3.9.10 ìà¹ìî, ùî l1 6 l2 6 · · · 6 lk â êîæíîìó ìiíiìàëüíîìó äåðåâi.
Äàëi pk−1 6 pk+1. ßêùî pk−1 < pk+1, òî lk−1 > lk â êîæíîìó ìiíiìàëüíîìó äåðåâi, à
ÿêùî pk−1 = pk+1, òî lk−1 > lk â äåÿêîìó ìiíiìàëüíîìó äåðåâi. Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî
lk−1 = lk â äåÿêîìó ìiíiìàëüíîìó äåðåâi.

Ðîçãëÿíåìî öå äåðåâî. Ìè äîâåäåìî, ùî lj = lk àáî lj = lk−1. Ïðèïóñòèìî ïðîòè-
ëåæíå. Òîäi lj 6 lk−2. Íåõàé s � íàéáiëüøèé iíäåêñ òàêèé, ùî ls 6 lk−2. Òîäi s < k−1,
îñêiëüêè lk−1 = lk. Íåõàé t � íàéìåíøèé iíäåêñ òàêèé, ùî lt = lk. Òîäi

lj 6 · · · 6 ls < ls+1 6 · · · 6 lt−1 < lt = · · · = lk.
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Ðèñ. 3.47: Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.9.11

Öiëêîì ìîæëèâî, ùî s + 1 = t. Çàóâàæèìî, ùî λs+1 ëiâèì ëèñòêîì çà ëåìîþ 3.9.8,
îñêiëüêè ls < ls+1. Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî λt ¹ ëiâèì ëèñòêîì, à λt i λt+1 ¹ îäíîãî ðiâíÿ.
Ìè òåïåð çðîáèìî òàêå ïåðåòâîðåííÿ, äèâ. ðèñ. 3.47, äå ëiâà ÷àñòèíà ðèñóíêó ¹ ïåðåä
çñóâîì, à ïðàâà � ïiñëÿ çñóâó. Ëèñòîê λs çàìiíÿ¹òüñÿ âóçëîì ç äâîìà åëåìåíòàìè
îäíîãî ðiâíÿ λs i λs+1. Êîæåí ç ëèñòêiâ λs+2, . . . , λt−1 ïîñóâà¹ìî ëiâîðó÷. Ëèñòîê
λt çàìiíÿ¹òüñÿ ëèñòêîì λt−1, à áàòüêî ëèñòêà λt+1 çàìiíÿ¹ìî ñàìèì ëèñòêîì λt+1.
Äîäàòêîâi âàðòîñòi íà öå ïåðåòâîðåííÿ íå ïåðåâèùóþòü ps−pt−pt+1, îñêiëüêè ðiâåíü
ëèñòêà λs çáiëüøó¹òüñÿ íà 1, ðiâåíü ëèñòêà λs+1 íå çáiëüøó¹òüñÿ, ðiâíi ëèñòêiâ λt i
λt+1 çìåíøó¹òüñÿ íà 1. Òåïåð

ps − pt − pt+1 6 ps − pk−1 − pk,

îñêiëüêè
pt + pt+1 > pk−1 + pk

(ðiâíiñòü ìîæëèâà òîìó, ùî ìîæå áóòè t = k − 1, à äîäàòêîâi âàðòîñòi ìåíøi çà 0,
îñêiëüêè j > s, i òîìó ps < pk−1 + pk). Öå äà¹ ïðîòèði÷÷ÿ, ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî
lj > lk−1.

Çàëèøèëîñü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè lj = lk. Ñòâåðäæóþ÷è ïðîòèði÷÷ÿ, ïðèïó-
ñòèìî, ùî λj � ïðàâèé ëèñòîê. Îñêiëüêè lj−1 6 lj, òî ëèñòîê λj−1 ¹ ëiâèì ëèñòêîì
i ¹ îäíàêîâîãî ðiâíÿ ç ëèñòêîì λj. Òîäi çðîáèìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ, çîáðàæå-
íi íà ðèñ. 3.48, äå ëiâà ÷àñòèíà ðèñóíêó âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨ ïåðåä ïåðåòâîðåííÿì, à
ïðàâà � ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ. Çàìiíèìî ñïiëüíîãî áàòüêà ëèñòêiâ λj−1 i λj íà ëèñòîê
λj−1, ïîñóíåìî λj, . . . , λk−2 íà îäíó ïîçèöiþ ïðàâîðó÷, i çàìiíèìî ëèñòîê λk âóçëîì ç
äiòüìè λk−1 i λk. Îñêiëüêè ëèñòêè λj−1, . . . , λk ìàþòü îäíàêîâèé ðiâåíü ïåðåä ïåðåòâî-
ðåííÿì, òî äîäàòêîâà âàðòiñòü äîðiâíþ¹ −pj−1 +pk−1 +pk. Öå çíà÷åííÿ íå ïåðåâèùó¹
0 çà îçíà÷åííÿì ìåòè. Îñêiëüêè äåðåâî áóëî ìiíiìàëüíèì ïåðåä ïåðåòâîðåííÿì, òî
äåðåâî ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ òóæ ñàìó âàðòiñòü. Ó öüîìó íîâîìó äåðåâi, ìà¹ìî
ñïðàâäi lk = 1 + lj.

Äåðåâî T äëÿ ïîñëiäîâíîñòi p = (p1, . . . , pn) íàçèâà¹òüñÿ k-ìiíiìàëüíèì, ÿêùî âîíî
¹ ìiíiìàëüíèì ñåðåä óñiõ äåðåâ, äå ëèñòêè pk−1 i pk ¹ îäíàêîâîãî ðiâíÿ.
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j − 1 j k

j − 1

j k − 2

k − 1 k

Ðèñ. 3.48: Äðóãå ïåðåòâîðåííÿ ó òâåðäæåííi 3.9.11

Ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ ðiâåíü σ äåðåâà T ¹ äåðåâî T σ, ùî ìà¹ òi æ ëèñòêè,
ÿê äåðåâî T íà òèõ æå ðiâíÿõ. Çà îçíà÷åííÿì, âàðòiñòü äåðåâà T σ äîðiâíþ¹ âàðòîñòi
äåðåâà T .

Ëåìà 3.9.12. Íåõàé p = (p1, . . . , pn) � ïîñëiäîâíiñòü âàã ç îáëàñòþ äi¨ (j, k) i íåõàé
T � îïòèìàëüíå ïëîñêå äåðåâî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi p. Íåõàé

p′ = (p1, . . . , pj−1, pk−1, pk, pj, pj+1, . . . , pk−2, pk+1, . . . , pn).

Iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ ðiâåíü, ÿêå âiäîáðàæà¹ äåðåâî T â äåðåâî T ′ äëÿ p′

òàêå, ùî ëèñòêè äëÿ ÷ëåíiâ pk−1 i pk ¹ îäíîãî ðiâíÿ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äåðåâî T ¹ ïëîñêèì, òî lj = lk àáî lj = lk − 1. ßêùî lj = lk,
òî âèêîíó¹òüñÿ öèêëi÷íèé çñóâ ëèñòêiâ λj, . . . , λk íà äâi ïîçèöi¨ ïðàâîðó÷. Îñêiëüêè
ëèñòîê λj áóâ ëiâîþ äèòèíîþ ïåðåä çñóâîì, òî ëèñòêè the leaves λk−1 i λk ¹ îäíàêîâîãî
ðiâíÿ ïiñëÿ çñóâó, äèâ. ðèñ. 3.49.

j k − 1 k k − 1 k j k − 2

Ðèñ. 3.49: Âèïàäîê lj = lk. Äî i ïiñëÿ êðóãîâîãî çñóâó

ßêùî lj = lk− 1, òî íåõàé s � òàêèé iíäåêñ, ùî ls = lj i ls+1 = lk. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ
öèêëi÷íèé çñóâ ëèñòêiâ λs+1, . . . , λk íà äâi ïîçèöi¨ ïðàâîðó÷, ÿê áóëî ïîïåðåäíüî, äèâ.
ðèñ. 3.50.

Òîäi çàñòîñó¹ìî öèêëi÷íèé çñóâ íà îäíó ïîçèöiþ ïðàâîðó÷ ïîñëiäîâíîñòi λj, . . . , λs,
x, äå x � áàòüêiâñüêèé âóçîë ëèñòêiâ λk−1 i λk, äèâ. ðèñ. 3.51. Öå ¹ òàêèì ïåðåòâîðå-
ííÿì, ùî çáåðiãà¹ ðiâíi ëèñòêiâ, à îòæå îòðèìàíå äåðåâî ìà¹ òó æ ñàìó âàðòiñòü, ÿê
i äåðåâî T ç ÿêîãî ìè ïî÷èíàëè.

Òåîðåìà 3.9.13. Íåõàé p = (p1, . . . , pn) � ïîñëiäîâíiñòü âàã ç îáëàñòþ äi¨ (j, k) i
íåõàé

p̂ = (p1, . . . , pj−1, pk−1 + pk, pj, pj+1, . . . , pk−2, pk+1, . . . , pn).
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j s

s+ 1 k − 1 k

j s

k − 1 k s+ 1 k − 2

Ðèñ. 3.50: Âèïàäîê lj = lk − 1: öèêëi÷íèé çñóâ. Äî i ïiñëÿ êðóãîâîãî çñóâó

j s

k − 1 k k − 1 k

j s

Ðèñ. 3.51: Âèïàäîê lj = lk − 1: äî i ïiñëÿ êðóãîâîãî çñóâó

Íåõàé T̂ � ìiíiìàëüíå äåðåâî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi p̂, i íåõàé T ′ � äåðåâî, îòðèìàíå
çàìiíîþ äåðåâà ç äâîìà ëèñòêàìè λk−1 i λk íà ëèñòîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ åëåìåíòàì
pk−1 + pk â äåðåâi T̂ . Òîäi iñíó¹ ìiíiìàëüíå äåðåâî T äëÿ ïîñëiäîâíîñòi p âàðòîñòi
c(T ) = c(T ′), ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ, ùî çáåðiãà¹ ðiâíi äåðåâà T ′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T̂ � îïòèìàëüíå äåðåâî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi p̂. Ïîçàÿê

c(T ) = c(T̂ ) + pk−1 + pk,

òî äåðåâî T ′ ¹ k-ìiíiìàëüíèì äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

p′ = (p1, . . . , pj−1, pk−1, pk, pj, pj+1, . . . , pk−2, pk+1, . . . , pn).

ßêùî j−1 = k−2, òî p′ = p i òóò íåìà¹, ùî äîâîäèòè. Â iíøîìó âèïàäêó, çàóâàæèìî,
ùî ïîñëiäîâíiñòü

pj−1, pk−1, pk, pj, pj+1, . . . , pk−2

¹ 2-íèçõiäíèì ìíîæíèêîì ïîñëiäîâíîñòi p̂, îñêiëüêè

pj−1 > pk−1 + pk > pj i pk−1 + pk > pj+1.

Òàêèì ÷èíîì, ïîçíà÷èâøè ÷åðåç x ëèñòîê â äåðåâi T̂ ç âàãîþ pk−1+pk íàñëiäêîì 3.9.10
ìà¹ìî, ùî

lT̂x 6 lT̂j 6 · · · 6 lT̂k−2.

Âóçîë x ¹ òàêîæ áàòüêîì âóçëà ëèñòêiâ äëÿ pk−1 i pk â äåðåâi T ′, i îñêiëüêè lT̂ = lT
′

äëÿ âñiõ âóçëiâ äåðåâà T̂ , òî îòðèìó¹ìî

lx 6 lj 6 · · · 6 lk−2

â äåðåâi T ′.
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x

k − 1 k

j k − 2 j k − 2 x

k − 1 k

Ðèñ. 3.52: Âèïàäîê lx = lk−2 â äîâåäåííi òåîðåìè 3.9.13: äî i ïiñëÿ êðóãîâîãî çñóâó

Ìè ðîçðiçíÿ¹ìî äâà âèïàäêè. ßêùî lx = lk−2, òî âèêîíà¹ìî òàêå ïåðåòâîðåííÿ:
âóçëè x, λj, . . . , λk−2 öèêëi÷íî ïåðåñòàâëÿþòüñÿ íà îäíó ïîçèöiþ ëiâîðó÷, âçÿâøè âóç-
ëè λj, . . . , λk−2, x, i òàêèì ÷èíîì ëèñòêè λj, . . . , λk−2, λk−1, λk, äèâ. ðèñ. 3.52. Îòðèìàíå
äåðåâî S ïåðåâiðÿ¹ ðiâíiñòü c(T ) = c(T ′), à ïiäñòàíîâêà çáåðiãà¹ ðiâíi.

ßêùî lx < lk−2, òî íåõàé s � òàêèé iíäåêñ, ùî lx = ls < ls+1. Òîäi ïåðøå ïåðåòâî-
ðåííÿ (äèâ. ðèñ. 3.53, äå çîáðàæåíî ñòàí äî i ïiñëÿ ïåðøîãî çñóâó, ïiñëÿöüîãî çñóâó
ïðàâîðó÷) ñõîæå äî ïîïåðåäíüîãî, àëå íà x, λj, . . . , λs äà¹ äåðåâî, äå ïîñëiäîâíiñòþ

x

k − 1 k

j s

k − 2

j s x

k − 1 k s+ 1

k − 2

Ðèñ. 3.53: Âèïàäîê lx < lk−2: ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ

ëèñòêiâ ¹
λj, . . . , λs−1, λk−1, λk, λs+1, . . . , λk−2.

Îòæå, ìà¹ìî lk−1 = lk 6 ls+1 6 · · · 6 lk−2. Öèêëi÷íà ïiäñòàíîâêà íà äâi ïîçèöi¨ ëiâîðó÷
ëèñòêiâ λk−1, λk, λs+1, . . . , λk−2 äà¹ ïîñëiäîâíiñòü λs+1, . . . , λk−2λk−1, λk, äèâ. ðèñ. 3.54,
äå çîáðàæåíî ñòàí ïåðåä ïåðøèì çñóâîì ëiâîðó÷, i ïiñëÿ öüîãî çñóâ ïðàâîðó÷.

x

k − 1 k s+ 1

k − 2

x

k − 1 k s+ 3

k

Ðèñ. 3.54: Âèïàäîê lx < lk−2: äðóãå ïåðåòâîðåííÿ

Çà ëåìîþ 3.9.14, ÿêà äîâåäåíà íèæ÷å, âàðòiñòü îòðèìàíîãî äåðåâà S ¹ ìåíøîþ çà
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âàðòiñòü äåðåâà T ′, õiáà òiëüêè lx = lk−2. Àëå çà ëåìîþ 3.9.12, çíà÷åííÿ âàðòîñòi c(S)
íå ìîæå áóòè ìåíøèì çà çíà÷åííÿ âàðòîñòi c(T ′).

Ëåìà 3.9.14. Íåõàé m > 3 i l1 = l2 6 · · · 6 lm � íàòóðàëüíi ÷èñëà i (p1, p2, . . . , pm) �
2-íèçõiäíèé ëàíöþã. Îçíà÷èìî

c = pm−1l1 + pml2 + p1l3 + · · ·+ pm−2lm,

c′ = p1l1 + p2l2 + ·+ pmlm.

Òîäi c′ 6 c, i ðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó lm = l1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî m = 3, òî c′−c = (p1−p3)(l1− l3) 6 0, à îòæå c′ = c ëèøå ó âèïàäêó
l1 = l3.

ßêùî m > 4, òî

c′ − c = p1(l1 − l3) + p2(l2 − l4) + · · ·+ pm−2(lm−2 − lm)+

+ pm−1(lm−1 − l1) + pm(lm − l2).

Îñêiëüêè ëàíöþã (p1, p2, . . . , pm) ¹ 2-íèçõiäíèì, òî m−2 ïåðøi ÷ëåíè öi¹¨ ñóìè ìîæíà
ïîãðóïóâàòè i îáìåæèòè. ßêùî ÷èñëî m ¹ ïàðíèì, òî

c′ − c 6 pm−3(l1 − lm−1) + pm−2(l2 − lm) + pm−1(lm−1 − l1) + pm(lm − l2) =

= (pm−3 − pm−1)(lm−1 − l1) + (pm−2 − pm)(lm − l2) 6 0,

i íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó lm−1 = l1 i lm = l2, à îòæå êîëè l1 = · · · =
lm. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ÷èñëî m ¹ íåïàðíèì, i îñêiëüêè l1 = l2, îòðèìó¹ìî

c′ − c 6 pm−2(l1 − lm) + pm−3(l2 − lm−1) + pm−1(lm−1 − l1) + pm(lm − l2) =

= (pm−3 − pm−1)(l1 − lm−1) + (pm−2 − pm)(l1 − lm) 6 0,

Çíîâó, íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó l1 = · · · = lm.

3.10 Âïðàâè äî ðîçäiëó 3

Ïiäðîçäië 3.1

B. 3.10.1. Íåõàé A � ñêií÷åííèé àëôàâiò i P � ïðåôiêñíî çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â
A∗. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà P � íåñêií÷åííà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ íåñêií÷åííà
ïîñëiäîâíiñòü (pn)n>1 åëåìåíòiâ ó P òàêà, ùî

p1 < p2 < p3 < · · · .

B. 3.10.2. Íåõàé A � ñêií÷åííèé àëôàâiò ç k ëiòåð i X ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä. Äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 îçíà÷èìî αn = Card(X ∩ An). Äîâåäiòü, ùî

Card(XA∗ ∩ An) =
n∑
i=1

αik
n−i i

∑
n>1

αnk
−n 6 1.

(Çâiäñè âèïëèâà¹ åëåìåíòàðíå äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.4.6 äëÿ ïðåôiêñíèõ êîäiâ. Äèâ.
òàêîæ òâåðäæåííÿ 3.7.1.)
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Ïiäðîçäië 3.2

B. 3.10.3. Íåõàé A � íåïîðîæíié àëôàâiò. X ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä, P = XA−

i A = (P, 1, 1) � ëiòåðíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Ðîçãëÿíåìî àâòîìàò B =
(Q, i, i), ÿêèé ¹ äåòåðìiíîâàíèì, âïîðÿäêîâàíèì, i òàêèì, ùî X∗ = Stab(i). Äîâåäiòü,
ùî iñíó¹ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ρ : P → Q ç ρ(1) = i i òàêå, ùî ρ(p · a) = ρ(p) · a
äëÿ a ∈ A.

B. 3.10.4. Ïðåôiêñíèé êîä X íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì, ÿêùî iñíóþòü äèç'þíêòíi íåïî-
ðîæíi ìíîæèíè Y, Z òàêi, ùî îá'¹äíàííÿ Y ∪Z ¹ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ òà X = Y ∗Z.

Íåõàé X � ïðåôiêñíèé êîä íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A é A(X) = (Q, i, t) �
ìiíiìàëüíèé àâòîìàò êîäó X. Äîâåäiòü, ùî òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) Stab(i) 6= 1;
(ii) X � ëàíöþã;

(iii) iñíó¹ ñëîâî u ∈ A+ òàêå, ùî u−1X = X.

Ïiäðîçäië 3.3

B. 3.10.5. Íåõàé A � íåïîðîæíié àëôàâiò i M(A) � ìîíî¨ä ïðåôiêñíèõ ïiäìíî-
æèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ç iíäóêîâàíîþ ç A∗ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ. Äîâåäiòü,
ùî M(A) � âiëüíèé ìîíî¨ä i êðiì òîãî ìíîæèíà ìàêñèìàëüíèõ (âiäï. ðîçïiçíóâàíèõ)
ïðåôiêñíèì ìíîæèí ¹ óíiòàðíèì ñïðàâà ïiäìîíî¨äîì ó M(A).

(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå âïðàâó 2.8.9 i ìíîæèíó λ(X) = min
x∈X
|x|.)

Ïiäðîçäië 3.4

B. 3.10.6. Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü ïðåôiêñíî-çàìêíåíèõ ìíîæèí, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç
n åëåìåíòiâ, íà àëôàâiòi ç k ëiòåð äîðiâíþ¹

1

kn+ 1

(
kn+ 1

n

)
=

1

(k − 1)n+ 1

(
kn

n

)
.

Äëÿ öüîãî, íåõàé L � ¹äèíà ìíîæèíà ñëiâ íàä àëôàâiòîì {a, b} òàêà, ùî L = aLk ∪ b.
Ïîêëàäåìî

‖w‖ = (k − 1)|w|a − |w|b.
Äîâåäiòü, ùî

(i) L ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ w òàêèõ, ùî ‖w‖ = −1 i ‖u‖ > 0 äëÿ äîâiëüíîãî âëàñíîãî
ïðåôiêñà u ñëîâà w;

(ii) êîæíå ñëîâî w íàä àëôàâiòîì {a, b} òàêå, ùî ‖w‖ = −1 ìà¹ ðiâíî îäíå ñïðÿæåíî
ñëîâî â ìíîæèíi L;

(iii) iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ïðåôiêñíî-çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè íà k-åëå-
ìåíòíîìó àëôàâiòi òà ñëîâàìè õ ìíîæèíè L.

B. 3.10.7. Íåõàé A 6= ∅, X i Y � ñêií÷åííi íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè âiëüíîãî ìî-
íî¨äà A∗ òàêi, ùî äîáóòîê XY ¹ îäíîçíà÷íèì. Äîâåäiòü, ÿêùî XY ¹ ìàêñèìàëüíèì
ïðåôiêñíèì êîäîì, òî X i Y � ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè.

(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå òîé ôàêò, ùî π(X)π(Y ) = 1 äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî
ðîçïîäiëó Áåðíóëëi íà àëôàâiòi A, à ïîòiì ñêîðèñòàéòåñü òâåðäæåííÿì 2.5.29.)
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B. 3.10.8. Íåõàé A 6= ∅, X i Y � äâà ïðåôiêñíi êîäè íàä àëôàâiòîì A òà

P = A∗ \XA∗, Q = A∗ \ Y A∗.

Ïîêëàäåìî R = P ∩Q. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ïðåôiêñíèé êîä Z òàêèé, ùî

Z = RA \R.

Äîâåäiòü, ùî
Z = (X ∩Q) ∪ (X ∩ Y ) ∪ (P ∩ Y ).

òàêîæ, äîâåäiòü, ÿêùî X i Y � ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè, òî Z òàêîæ ¹ ìàê-
ñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ.

B. 3.10.9. Íåõàé A � ñêií÷åííèé àëôàâiò. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ ðîçïiçíóâàíèõ ìàêñè-
ìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ ¹ íàéìåíøîþ ñiì'¹þ F ìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêîþ,
ùî

(i) A ∈ F;
(ii) ÿêùî X, Y ∈ F i ÿêùî X = X1 ∪X2 � ðîçáèòòÿ íà ðîçïiçíóâàíi ìíîæèíè X1 i

X2, òî
Z = X1 ∪X2Y ∈ F;

(iii) ÿêùî X, Y ∈ F i ÿêùî X = X1 ∪X2 � ðîçáèòòÿ íà ðîçïiçíóâàíi ìíîæèíè X1 i
X2, òî

Z = X∗1X2 ∈ F.

Ïiäðîçäië 3.5

B. 3.10.10. Íåõàé A 6= ∅ i X � ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì A. Äîâåäåòü, ùî òàêi
óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) A∗X = X+;
(ii) X � ñåìàôîðíèé êîä i ìiíiìàëüíà ìíîæèíà ñåìàôîðiâ S = X \A+X çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó
SA∗ ∩ A∗S = SA∗S ∪ S.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîäó X = A∗w \ A∗wA+, öi óìîâè âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè
ñëîâî w ¹ íåîáëÿìîâàíèì.

B. 3.10.11. Íåõàé A 6= ∅ i J ⊆ A+ � äâîái÷íèé iäåàë. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà x ∈ J
÷åðåç ‖x‖ ïîçíà÷èìî íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî n òàêå, ùî x ∈ Jn, i ïîêëàäåìî ‖x‖ = 0
äëÿ x /∈ J . Äîâåäiòü, ùî

‖x‖+ ‖y‖ 6 ‖xy‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖+ 1,

äëÿ âñiõ x, y ∈ A∗.

Ïiäðîçäië 3.6

B. 3.10.12. Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä íàä íåïî-
ðîæíiì àëôàâiòîì A. Äîâåäiòü, ÿêùî X ìiñòèòü ëiòåðó a ∈ A, òî iñíó¹ íàòóðàëüíå
÷èñëî n > 1 òàêå, ùî an ¹ ñèíõðîíiçàöi¹þ.
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B. 3.10.13. Íåõàé A � ïîâíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò ç n ñòàíàìè. Äîâåäiòü, ÿêùî
àâòîìàò A ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì, òî iñíó¹ ñëîâî-ñèíõðîíiçàöiÿ äîâæèíè ùîíàéáiëüøå n3

â A.

B. 3.10.14. Íåõàé n > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî i M � ìîíî¨ä âiäîáðàæåíü ç Q = Z/nZ
â ñåáå, ïîðîäæåíèé äâîìà âiäîáðàæåííÿìè a i b, âèçíà÷åíèìè äëÿ i ∈ Q íàñòóïíèì
÷èíîì: ia = i+ 1 i

ib =

{
j > i+ 1, ÿêùî 0 6 i < n− t,
i+ 1, ÿêùî n− t 6 i < n,

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà t òàêîãî, ùî 1 6 t 6 n. Ìåòîþ öi¹¨ âïðàâè ¹ äîâåñòè, ùî
ìiíiìàëüíèé rank d åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M äiëèòü ÷èñëî n, i ùî ib ≡ i + 1 mod d äëÿ
âñiõ i ∈ Q.

Äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë e, f òàêèõ, ùî 0 6 e < f 6 n îçíà÷èìî Ie,f =
{e, e+ 1, . . . , f − 1} i

Me,f = {m ∈M : Qm = Ie,f i im = i äëÿ âñiõ i ∈ Ie,f} .

(a) Äîâåäiòü, ùî

Ie,fa
j = Ie+j,f+j i a−jMe,fa

j = Me+j,f+j,

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ Q.
(b) Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà M0,t ¹ íåïîðîæíüîþ.

(Ïiäêàçêà: Äîâåäiòü, ùî åëåìåíò ba−1 ìà¹ ñòåïiíü ó ìíîæèíi Mn−t,n.)
(c) Íåõàé d � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî ìíîæèíà M0,d ý íåïîðîæíüîþ.

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà M0,d óòâîðþ¹òüñÿ ç îäíîãî òàêîãî åëåìåíòà m òàêîãî,
ùî im ≡ i mod d äëÿ âñiõ i ∈ Q.
(Ïiäêàçêà: Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, íåõàé j � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî òàêå, ùî
jm 6≡ j mod d. Âèêîðèñòà¹ìî aj−dm äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìîæíà çâåñòè äî
âèïàäêó j = d. Òîäi äîâåäåìî, ùî äåÿêà ñòåïiíü åëåìåíòà ma ôiêñó¹ iíòåðâàë,
ùî ìiñòèòü ìåíøå åëåìåíòiâ çà d.)

(d) Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî d äiëèòü ÷èñëî n.
(Ïiäêàçêà: Íåõàé n = dq + r ç q > 1 i 0 6 r < d. Äîâåäiòü, ùî äåÿêà ñòåïiíü
åëåìåíòà an−rm ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi Mr.)

(e) Äîâåäiòü, ùî ib ≡ i+ 1 mod d äëÿ êîæíîãî i ∈ Q.

B. 3.10.15. Íåõàé X � ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä íà àëôàâiòi A = {a, b}. Íåõàé
an ∈ X i Y = X ∩ a∗ba∗. Ïîêëàäåìî Y = {y0, y1, . . . , yn−1} ç yi = aibaj. Ïðèïóñòèìî,
ùî

(i) iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî m > 1 òàêå, ùî am íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â X;
(ii) äëÿ êîæíîãî i ìà¹ìî |yi| 6 n ç íåðiâíiñòþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n−t 6 i 6 n−1;

(iii) äîâæèíè ñëiâ ìíîæèíè Y ¹ âçà¹ìíî ïåðâèííèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäiòü, ùî êîä X ¹ ñèíõðîíiçîâàíèì. (Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå âïðàâó 3.10.14.)

B. 3.10.16. ÍåõàéX ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä iX = Y ◦Z éîãî ìàêñèìàëüíèé ðîçêëàä.
Äîâåäiòü, ÿêùî X = Y ′ ◦ Z ′ ç ïðåôiêñíèì êîäîì Z ′ i çìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì
êîäîì Y ′, òî Z ′∗ ⊂ Z∗.
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Ïiäðîçäië 3.7

B. 3.10.17. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé êîä i π : X →]0, 1] � ôóíêöiÿ
òàêà, ùî ∑

x∈X

π(x) = 1.

Îçíà÷èìî åíòðîïiþ êîäó X (ñòîñîâíî äî π) òàê:

H(X) = −
∑
x∈X

π(x) logk π(x),

äå k = Card(A). Ïîêëàäåìî λ(X) =
∑
x∈X

|x|π(x).

Äîâåäiòü, ùî H(X) 6 λ(X) i, ùî ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
π(x) = k − |x| äëÿ x ∈ X.

Äîâåäiòü, ÿêùî êîä X ¹ ñêií÷åííèì i ìà¹ n åëåìåíòiâ, òî H(X) 6 logk n.

Ïiäðîçäië 3.8

B. 3.10.18. Äîâåäiòü, ùî u(z) =
∑
n

unz
n ¹ ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì òîíêîãî ìàêñèìàëü-

íîãî ïðåôiêñíîãî êîäó íà k ëiòåðàõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:

(i)
∑
n>1

unk
−n = 1;

(ii) iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî p > 1 òàêå, ùî ðÿä v(z) =
∑
n

vnz
n, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ u(z) − 1 = v(z)(kz − 1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó vn+p 6 vn(kp − 1) äëÿ
âñiõ n > 1.

(Ïiäêàçêà: Äîâåäiòü, ÿêùî óìîâà (ii) ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî ðÿä u ¹ ðîçïîäiëîì äîâæèí
ìàêñèìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó X òàêîãî, ùî a2p íå ¹ ìíîæíèêîì æîäíîãî ç ñëiâ
ìíîæèíè X.)

B. 3.10.19. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä òàêèé, ùî íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê äîâæèíè ñëiâ â X äîðiâíþ¹ 1. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ êîä ç òàêèì æ
ðîçïîäiëîì äîâæèí, ÿêèé ¹ òîíêèì, ìàêñèìàëüíèì i ñèíõðîíiçîâàíèì.

(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàòè âïðàâó 3.10.15.)

Ïiäðîçäië 3.9

B. 3.10.20. Ìåòà öi¹¨ âïðàâè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîêàçàòè, ùî êîäè �îëîìáà ç
ïðèêëàäó 3.4.3 ¹ îïòèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè êîäàìè äëÿ äæåðåëà öiëèõ ÷èñåë ç ãåî-
ìåòðè÷íèì ðîçïîäiëîì, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

π(n) = pnq, (3.33)

äëÿ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë p, q, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó p+ q = 1.
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Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ¹äèíå öiëå ÷èñëî m òàêå, ùî

pm + pm+1 6 1 < pm−1 + pm. (3.34)

Ïîêàæiòü, ùî çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó Õàôôìàíà äî ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó, íà-
âåäåíîãî ó ôîðìóëi (3.33), äà¹ êîä ç òèì æå ðîçïîäiëîì äîâæèíè, ùî i êîä �îëîìáà
ïîðÿäêóm, äå ÷èñëîm âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.34). Öå äîâîäèòü îïòèìàëüíiñòü
êîäó �îëîìáà.

(Ïiäêàçêà: Ïðàöþéòå íàä óñi÷åíèì, àëå çðîñòàþ÷èì äæåðåëîì, îñêiëüêè àëãîðèòì
Ãàôôìàíà ïðàöþ¹ òiëüêè íà ñêií÷åííèõ àëôàâiòàõ.)

B. 3.10.21. Äîâåäiòü, ùî êîä, ñòâîðåíèé àëãîðèòìîì Âàðíà, ñïðàâäi ¹ îïòèìàëüíèì.
(Ïiäêàçêà: Ðîçãëÿíåìî ïîâíèé ïðåôiêñíèé êîä X1, ïîáóäîâàíèé çà àëãîðèòìîì, i

ïðèïóñòèìî, ùî âií íå ¹ îïòèìàëüíèì, i ðîçãëÿíåìî ïîâíèé ïðåôiêñíèé êîä X2, ÿêèé
¹ îïòèìàëüíèì. Ïîêàæiòü, ùî iñíó¹ ñëîâî x1 ∈ X1, ÿêå ìiñòèòüñÿ â X2A

−, òà iñíó¹
ñëîâî x2 ∈ X2, ÿêå ìiñòèòüñÿ â X1A

−. Ðîçãëÿíåìî ñëîâî p ∈ X2, ÿêå ìà¹ ñëîâî x1 ÿê
ïðåôiêñ i òàêå, ùî pA ⊂ X2 ¹ ëèñòêàìè, i ïîáóäó¹ìî

X3 = X2 \ (pA ∪ {x2}) ∪ {p} ∪ x2A.

Ïîêàæiòü, ùî X3 ìà¹ âàðòiñòü ìåíøó àáî ðiâíó âàðòîñòi X2 i áëèæ÷å äî X1 â òîìó
ñåíñi, ùî

Card
(
(X1 ∪X1A

−) ∩ (X3 ∪X3A
−)
)
< Card

(
(X1 ∪X1A

−) ∩ (X2 ∪X2A
−)
)
.)

Íîòàòêè äî ðîçäiëó 3

Ðåçóëüòàòè ïåðøèõ ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ âiäíîñÿòüñÿ äî ôîëüêëîðó, i âîíè âiäîìi
÷èòà÷àì, çíàéîìèì ç òåîði¹þ àâòîìàòiâ àáî ç äåðåâàìè. Êîä Åëià (ïðèêëàä 3.1.1)
îçíà÷åíî â ïðàöi Åëià [64].

Äåÿêi êîíêðåòíi êîäè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ öiëåé ñòèñíåííÿ äëÿ êîäóâàííÿ ÷è-
ñëîâèõ äàíèõ çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé. Âîíè ç'ÿâëÿþòüñÿ, çîêðåìà, â
êîíòåêñòi öèôðîâîãî àóäiî- òà âiäåîêîäóâàííÿ. Çàêîäîâàíi äàíi ¹ öiëèìè ÷èñëàìè i,
òàêèì ÷èíîì, öi êîäè ¹ íåñêií÷åííèìè. Ó ïðèêëàäi 3.4.3 ïðåäñòàâëåíi êîäè �îëîìáà,
ÿêi ââåäåíî â ïðàöi �îëîìáà [81]. Êîäè �îëîìáà�Ðàéñà ââåäåíi Ðàéñîì ó ïðåïðií-
òi [168]. Åêñïîíåíöiàëüíi êîäè �îëîìáà�Ðàéñà ââåäåíî â ïðàöi [200], äèâ. òàêîæ [175].
Åêñïîíåíöiàëüíi êîäè �îëîìáà âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi â öèôðîâèõ ïåðåäà-
÷àõ. Çîêðåìà, âîíè ¹ ÷àñòèíîþ ñòàíäàðòó ñòèñíåííÿ âiäåî, òåõíi÷íî âiäîìîãî ÿê
H.264/MPEG-4 Advanced Video Coding (AVC), äèâ., íàïðèêëàä, [169].

Ãiïîòåçà îäíîçíà÷íîñòi ¹ íåîáõiäíîþ â òâåðäæåííi 3.4.13, ÿê ïîêàçàëà Áðþ¹ð ó
ïðàöi [40].

Ñåìàôîðíi êîäè ââåäåíi Øþòöåíáåðãåðîì ó [183] ïiä íàçâîþ J-êîäè. Âñi ðåçóëü-
òàòè, íàâåäåíi ó ïiäðîçäiëi 3.5, ìîæíà çíàéòè â öié ïðàöi, ÿêà òàêîæ ìiñòèòü òåîðå-
ìó 3.6.12 i òâåðäæåííÿ 3.7.18.

Ïîíÿòòÿ ñèíõðîíiçîâàíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó iíòåíñèâíî âèâ÷àëîñÿ â êîíòåêñòi
òåîði¨ àâòîìàòiâ. Âàæëèâiñòü ñèíõðîíiçîâàíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ äëÿ âiäíîâëåííÿ ïî-
ìèëîê áóëî ïiäêðåñëåíî â ïðàöi [46]. Ó ñòàòòi [68] äîâåäåíî, ùî ìàéæå âñi ñêií÷åííi
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ìàêñèìàëüíi áiíàðíi ïðåôiêñíi êîäè ¹ ñèíõðîíiçîâàíèìè. Öå îçíà÷à¹, ÿêùî ÷åðåç σ(n)
ïîçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü ñèíõðîíiçîâàíèõ ìàêñèìàëüíèõ áiíàðíèõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ ç
n åëåìåíòàìè, à ÷åðåç α(n) ïîçíà÷à¹òüñÿ çàãàëüíà êiëüêiñòü ìàêñèìàëüíèõ êîäiâ ç
äâîìà åëåìåíòàìè, òî σ(n)/α(n) íàáëèæà¹òüñÿ äî 1. Íàãàäà¹ìî ç ôîðìóëè (3.13),
ùî α(n) ¹ n-èì ÷èñëîì Êàòàëàíà. Ó ïðàöi [36] äîâåäåíî, ùî ñèíõðîíiçîâàíèé ìà-
êñèìàëüíèé áiíàðíèé ïðåôiêñíèé êîä ç n åëåìåíòàìè ìà¹ ñèíõðîíiçàöiþ äîâæèíè
ùîíàéáiëüøå O(hn log n), äå h � ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ñëiâ êîäó X.

Äàâàéòå íàãàäà¹ìî ïðîáëåìó ×åðíîãî ( �Cern�y's problem): íåõàé äàíî ïîâíèé äå-
òåðìiíiñòè÷íèé àâòîìàò ç n ñòàíàìè, ÿêîþ ¹ òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü äîâæèíè ñëîâà-
ñèíõðîíiçàöi¨, ÿê ôóíêöi¨ âiä n? Ãiïîòåçà ×åðíîãî ( �Cern�y's conjecture) ñòâåðäæó¹,
ùî êîæåí ñèíõðîíiçîâàíèé ñèëüíî çâ'ÿçíèé äåòåðìiíiñòè÷íèé àâòîìàò ìà¹ ñëîâî-
ñèíõðîíiçàöiþ äîâæèíè ùîíàéáiëüøå (n−1)2. Äèâ. âïðàâó 3.10.13, ñòàòòi [48,153,159]
òà ðîçäië âiäêðèòèõ ïðîáëåì. Ïðèêëàä 3.6.13 îòðèìàíèé êîíñòðóêöi¹þ Ïåððåíà [157]
(äèâ. âïðàâó 14.8.9). Âïðàâà 3.10.15 âçÿòà ç ïðàöi [188]. Ìàêñèìàëüíi ðîçêëàäè ïðå-
ôiêñíèõ êîäiâ i òâåðäæåííÿ 3.6.14 âçÿòî ç äèñåðòàöi¨ Ïåððî [158].

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3.7 âèêëàäåíî â iíøié òåðìiíîëîãi¨ â ìîíîãðàôi¨ Ôåëëåðà [66].

Òåîðåìà 3.8.2 ¹ çi ñòàòòi [24]. Ìåòîä ðîçùåïëåííÿ ñòàíó, âèêîðèñòàíèé ó äîâåäåííi
ëåìè 3.8.6, íàäèõà¹òüñÿ ñèìâîëi÷íîþ äèíàìiêîþ (äèâ. [148] àáî [13]). Ïåðåòâîðåííÿ
ìiæ ðiçíèìè âàãîâèìè àâòîìàòàìè, ùî ðîçïiçíàþòü çàäàíèé ðÿä, ùî âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè, ñèñòåìàòè÷íî âèâ÷àëèñÿ â ïðàöi [28].

Àëãîðèòì �àôôìàíà âïåðøå îïèñàíèé â ñòàòòi �àôôìàíà [96], ïðåäñòàâëåíèé ó
áiëüøîñòi ïiäðó÷íèêiâ ç òåîði¨ àëãîðèòìiâ. Âií ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨
ñòèñêó äàíèõ, i áóëî ðîçðîáëåíî òàêó âàðiàöiþ, ÿê àäàïòèâíèé àëãîðèòì Õàôôìàíà,
äèâ [108].

Êîäè ç îáìåæåííÿì äîâæèíè çàïèñó ìàþòü çàñòîñóâàííÿ â ïðàêòè÷íîìó êîäó-
âàííi, äèâ. [128].

Âèïàäîê êîäîâèõ ñëiâ ç îäíàêîâèìè âàãàìè i íåðiâíèìè ëiòåðíèìè âàðòîñòÿìè áóâ
ðîçâ'ÿçàíèé Âàðíîì ó ïðàöi [202]. Iíøèé àëãîðèòì ìîæíà çíàéòè â ñòàòòi [156].

Êàðï ó [103] äàâ ïåðøèé àëãîðèòì, ùî çàáåçïå÷ó¹ ðîçâ'ÿçîê çàãàëüíî¨ çàäà÷i ç
öiëî÷èñåëüíèìè âàðòîñòÿìè. Éîãî àëãîðèòì çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i öiëî÷èñåëüíîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ.

Iíøèé ïiäõiä Ãîëiíà i Ðîòå [79] âèêîðèñòîâó¹ äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ. �õ àëãî-
ðèòì äà¹ ðîçâ'ÿçîê çà ÷àñ O(nk+2), äå n � êiëüêiñòü êîäîâèõ ñëiâ i k � íàéáiëüøà
ç âàðòîñòåé ëiòåð àëôàâiòó A. Öåé àëãîðèòì áóâ ïîêðàùåíèé äî O(nk) ó âèïàäêó
áiíàðíîãî àëôàâiòà â ïðàöi [39].

Âïîðÿäêîâàíi ïðåôiêñíi êîäè çàçâè÷àé íàçèâàþòüñÿ àëôàâiòíèìè äåðåâàìè (al-
phabetic tree). Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ ïîáóäîâ îïòè-
ìàëüíèõ àëãåáðà¨÷íèõ äåðåâ ïîâåðòà¹ íàñ äî ïðàöi Ãiëüáåðòà òà Ìóðà [76]. �õ àëãî-
ðèòì ìà¹ ñêëàäíiñòü O(n3) ó ÷àñi òà O(n2) ó ïðîñòîði. Êíóò ó ïðàöi [107] ïîíèçèâ ÷àñ
äî O(n2).

Ìè ñëiäó¹ìî ìîíîãðàôi¨ Êíóòà [109] äëÿ åêñïîçèöi¨ òà äîâåäåííÿ àëãîðèòìó Ãàðñiÿ�
Âàõñà (äèâ. òàêîæ [73] i [105]). Àëãîðèòì Ãàðñiÿ�Âàõñà ¹ ïðîñòiøèì çà ïîïåðåäíié
àëãîðèòì çàïðîïîíîâàíèé Ãó òà Òàêåð ó ïðàöi [93], ÿêèé òàêîæ îïèñàíèé ó ïåðøî-
ìó âèäàííi ìîíîãðàôi¨ Êíóòà. Äëÿ äîâåäåííÿ òà äåòàëüíîãî îïèñàííÿ àëãîðèòìó
Ãó-Òàêåðà, i äëÿ äîïîâíåííÿ äèâ. [95] i [94].
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Íå iñíó¹ âiäîìîãî àëãîðèòìó ïîëiíîìiàëüíîãî ÷àñó äëÿ çàãàëüíî¨ ïðîáëåìè, à òà-
êîæ íå âiäîìî, ÷è öÿ çàäà÷à¹ NP-ñêëàäíîþ. Ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ çà ïîëiíîìiàëüíèé
÷àñ, ÿêà ¹ àëãîðèòìîì, ùî îá÷èñëþ¹ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ¹ îïòèìàëüíèì ç òî÷íiñòþ äî
1 + ε çà ÷àñ O

(
n log n exp

(
O
(

1
ε2

log 1
ε2

)))
âèêëàäåíî â ïðàöi [80].

Àëãîðèòì çà êóái÷íèé ÷àñ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îïòèìàëüíî¨ àëôàâiòíî¨ ïðåôiêñíî¨
çàäà÷i ç ðiçíèìè ëiòåðíèìè âèêëàäåíî â ïðàöi [98].

Ðåçóëüòàòè âïðàâ 3.10.18 i 3.10.19 âçÿòî çi ñòàòòi [188]. Iñíó¹ ñèëüíà âçà¹ìîçâ'ÿçîê
ç òåîðåìîþ ïðî ôàðáóâàííÿ äîðiã, äîâåäåíîþ â ðîçäiëi 10.

Ìîíî¨ä ïðåôiêñíèõ ïiäìíîæèí, îçíà÷åíèé ó âïðàâàõ 3.10.5, âèâ÷àâñÿ Ëàñåçîì ó
ïðàöi [121]. Âïðàâà 3.10.6 ¹ äîáðå âiäîìèì ðåçóëüòàòîì ó êîìáiíàòîðèöi, äèâ. [131,132].
Âïðàâà 3.10.20 âçÿòà ç ïðàöi [70]. Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië öi¹¨ âïðàâè âèíèêà¹ ç êîäó-
âàííÿ äîâæèí ðÿäiâ, äå ïîñëiäîâíiñòü 0n1 êîäó¹òüñÿ ÷èñëîì n. ßêùî äæåðåëî ïðî-
äóêó¹ 0 i 1 íåçàëåæíî âiä éìîâiðíîñòi p i q, òî éìîâiðíiñòü ñëîâà 0n1 äîðiâíþ¹ òî÷íî
π(n). Öå ïðåäñòàâëÿ¹ ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ, ÿêùî éìîâiðíiñòü p ¹ âåëèêîþ, îñêiëüêè
î÷iêóþòüñÿ äîâãi ïðîãîíè ëiòåðè 0, i êîäóâàííÿ äîâæèíè ïðîáiãó ðåàëiçó¹ ëîãàðèô-
ìi÷íå ñòèñíåííÿ.



Ðîçäië 4

Àâòîìàòè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷à¹ìî îäíîçíà÷íi àâòîìàòè. Îñíîâíà iäåÿ � çàìiíèòè îá-
÷èñëåííÿ íà ñëîâà øëÿõîì îá÷èñëåíü íà øëÿõàõ, ïîìi÷åíèõ ñëîâàìè. Öå òåõíiêà, ÿêà
äîáðå âiäîìà â òåîði¨ ôîðìàëüíèõ ìîâ. Âîíà áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ öüîìó ðîçäiëi
â ñïåöiàëüíié ôîðìi, ùî âiäíîñèòüñÿ äî õàðàêòåðèñòè÷íî¨ âëàñòèâîñòi êîäiâ.

Ó öié ñèñòåìi âiäëiêó ãîëîâíèì ôàêòîì ¹ åêâiâàëåíòíiñòü êîäiâ i îäíîçíà÷íèõ àâ-
òîìàòiâ. �äèíîñòi øëÿõiâ ó îäíîçíà÷íèõ àâòîìàòàõ âiäïîâiäà¹ ¹äèíiñòü ôàêòîðèçàöi¨
êîäó. Îäíîçíà÷íi àâòîìàòè ïîÿâëÿþòüñÿ ÿê óçàãàëüíåííÿ äåòåðìiíîâàíèõ àâòîìàòiâ
àíàëîãi÷íî, ÿê i ïîíÿòòÿ êîäó ðîçøèðþ¹ ïîíÿòòÿ ïðåôiêñíîãî êîäó.

Ïðåäñòàâëåíî ïðèñòðî¨ äëÿ êîäóâàííÿ òà äåêîäóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâî-
ðþâà÷iâ. Ââåäåíî ñïåöiàëüíèé êëàñ ïåðåòâîðþâà÷iâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïîñëiäîâíèìè
ïåðåòâîðþâà÷àìè. Â ðîçäiëi 5 áóäå äîâåäåíî, ùî öå ïîâ'ÿçàíî ç çàòðèìêîþ äåøèô-
ðóâàííÿ.

Ðîçäië îðãàíiçîâàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè âèâ÷à¹ìî îäíîçíà÷íi àâòîìàòè ñòîñîâíî ¨õ çâ'ÿçêó ç êî-
äàìè. Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷à¹òüñÿ êâiòêîâèé àâòîìàò. Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî öå
óíiâåðñàëüíèé àâòîìàò ó òîìó ñåíñi, ùî áóäü-ÿêèé îäíîçíà÷íèé àâòîìàò, ïîâ'ÿçàíèé
ç êîäîì, ìîæå áóòè îòðèìàíèé øëÿõîì çìåíøåííÿ êâiòêîâîãî àâòîìàòà öüîãî êîäó.
Ìè òàêîæ ïîêàçó¹ìî, ÿê ðîçêëàñòè êâiòêîâèé àâòîìàò êîìïîçèöi¨ äâîõ êîäiâ.

Â îñòàííüîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïåðåòâîðþâà÷i. Ââåäåíî àëãîðèòì ïåðå-
òâîðåííÿ ïåðåòâîðþâà÷à, ùî ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ, â ïîñëiäîâíèé (ìîæëèâî, íåñêií÷åí-
íèé) ïåðåòâîðþâà÷.

4.1 Îäíîçíà÷íi àâòîìàòè

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàä àëôàâiòîì A íàçèâà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ ñòàíiâ p, q ∈ Q i ñëîâà w ∈ A∗, iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî øëÿõó çi ñòàíó p ó
ñòàí q ç ìiòêîþ w â àâòîìàòi A.

Íàãàäà¹ìî, ç ïiäðîçäiëó 1.10, ùî ÷åðåç |A| ïîçíà÷àòèìåìî ïîâåäiíêó àâòîìàòà A.
Äëÿ êîæíîãî ñëîâà u êîåôiöi¹íò (|A|, u) � öå êiëüêiñòü óñïiøíèõ øëÿõiâ, ïîçíà÷åíèõ
ñëîâîì u â àâòîìàòi A.
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Òâåðäæåííÿ 4.1.1. Íåõàé A = (Q, i, t) � âïîðÿäêîâàíèé àâòîìàò ç ¹äèíèì ïî÷à-
òêîâèì ñòàíîì i òà ¹äèíèì êiíöåâèì ñòàíîì t. Òîäi àâòîìàò A ¹ îäíîçíà÷íèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |A| ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðÿäîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî àâòîìàò A ¹ îäíîçíà÷íèì, òî î÷åâèäíî, ùî |A| ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì
ðÿäîì.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà ðiçíi øëÿõè çi ñòàíó p â ñòàí q ïîìi÷åíèé
ñëîâîì w äëÿ äåÿêèõ ñòàíiâ p, q ∈ Q i ñëîâà w ∈ A∗, òî âèáðàâøè øëÿõè i

u−→ p i
q

v−→ t, îòðèìó¹ìî, ùî
(|A|, uwv) > 2,

ïðîòèði÷÷ÿþ

Íàãàäà¹ìî ç ïiäðîçäiëó 1.10, ùî àâòîìàò çiðêà A∗ ïîâ'ÿçàíèé ç àâòîìàòîì A ¹
òàêèì, ùî |A∗| = |A|∗.

Òâåðäæåííÿ 4.1.2. Íåõàé X ⊂ A+ i A ¹ àâòîìàò òàêèé, ùî |A| = X. Òîäi ìíî-
æèíà X ¹ êîäîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè çiðêà A∗ àâòîìàòà A ¹ îäíîçíà÷íèì àâòî-
ìàòîì.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 1.10.5 ìà¹ìî, ùî |A∗| = (X)∗. Îñêiëüêè àâòîìàò A∗ ¹
âïîðÿäêîâàíèì, òî òâåðäæåííÿ 4.1.1 ïîêàçó¹, ùî àâòîìàò A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè |A∗| ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðÿäîì. Ïîçàÿê L(A∗) = X∗, öå îçíà÷à¹,
ùî àâòîìàò A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X∗ = (X)∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè
îòðèìó¹ìî, ùî íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.6.1.

Çâàæàþ÷è íà òâåðäæåííÿ 4.1.2, ìîæíà âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ìíîæèíà X, çàäàíà îäíî-
çíà÷íèì àâòîìàòîì A, êîäîì, îá÷èñëþþ÷è àâòîìàò A∗ i ïåðåâiðÿþ÷è, ÷è àâòîìàò A∗

¹ îäíîçíà÷íèì. Äëÿ öüîãî ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé ìåòîä.

Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Êâàäðàòîì S àâòîìàòà A

íàçèâà¹òüñÿ àâòîìàò
S(A) = (Q×Q, I × I, T × T ),

ïîáóäîâàíèé, âèçíà÷èâøè, ùî

(p1, p2)
a−→ (q1, q2)

¹ ðåáðîì àâòîìàòà S(A) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

p1
a−→ q1 i p2

a−→ q2

¹ ðåáðàìè àâòîìàòà A.

Òâåðäæåííÿ 4.1.3. Àâòîìàò A = (Q, I, T ) ¹ îäíîçíà÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè íå iñíó¹ øëÿõó â àâòîìàòi S(A) âèãëÿäó

(p, p)
u−→ (r, s)

v−→ (q, q) (4.1)

ç r 6= s.
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Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ øëÿõó âèãëÿäó (4.1) â àâòîìàòi S(A) åêâiâàëåíòíî iñíóâàííþ
ïàðè øëÿõiâ

p
u−→ r

v−→ q i p
u−→ s

v−→ q

ç îäíi¹þ ìiòêîþ uv â àâòîìàòi A.

Ùîá ïðèéíÿòè ðiøåííÿ, ÷è ¹ ðîçïiçíàâàíà ìíîæèíà X, âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íèì
ñêií÷åííèì àâòîìàòîì A ¹ êîäîì, äîñòàòíüî îá÷èñëèòè àâòîìàò A∗ i ïåðåâiðèòè, ÷è
àâòîìàò A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì, ïåðåâiðÿþ÷è ñêií÷åííèé àâòîìàò S(A), øóêàþ÷è øëÿõè
âèãëÿäó (4.1).

Ïðèêëàä 4.1.4. Ðîçãëÿíåìî çíîâó àâòîìàò A∗ ç ïðèêëàäó 1.10.7, ïîâòîðåíèé òóò
äëÿ çðó÷íîñòi íà ðèñ. 4.1. Àâòîìàò S(A∗) çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.2, äå âèòÿãó¹òüñÿ ëèøå

ω
b

a, b

a a, b

a

2

3

Ðèñ. 4.1: Îäíîçíà÷íèé àâòîìàò S(A∗)

ω, ω
b

a, b

a a, b

a

2, 2

3, 3 2, ω

a, b

ω, 2

a, b

a, b

a, b

Ðèñ. 4.2: ×àñòèíà êâàäðàòà àâòîìàòà S(A∗)

÷àñòèíà, äîñòóïíà çi ñòàíiâ (q, q). Öå äîâîäèòü, ùî àâòîìàò A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ äîïîâíåííÿì äî òâåðäæåííÿ 4.1.2.

Òâåðäæåííÿ 4.1.5. Íåõàé A = (Q, 1, 1) � îäíîçíà÷íèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A
ç ¹äèíèì ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì ñòàíîì. Òîäi éîãî ïîâåäiíêà |A| ¹ õàðàêòåðèñòè÷-
íèì ðÿäîì äåÿêîãî âiëüíîãî ïiäìîíî¨äà â A∗.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé M ⊂ A∗ � òàêà ïiäìíîæèíà, ùî |A| = M . Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà
M ¹ ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ìè äîâåäåìî, ùî M ¹ ñòiéêèì ïiäìîíî¨äîì.
Äëÿ öüîãî, ïðèïóñòèìî, ùî

u,wv, uw, v ∈M.

Òîäi â àâòîìàòi A iñíóþòü øëÿõè

1
u−→ 1, 1

wv−→ 1, 1
uw−→ 1, 1

v−→ 1.

Äâà ñåðåäíi øëÿõè ôàêòîðèçóþòüñÿ ÿê

1
w−→ p

v−→ 1, 1
u−→ q

w−→ 1,

äëÿ äåÿêèõ ñòàíiâ p, q ∈ Q. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ äâà øëÿõè

1
u−→ 1

w−→ p
v−→ 1,

1
u−→ q

w−→ 1
v−→ 1.

Îñêiëüêè àâòîìàò A ¹ îäíîçíà÷íèì, òî öi øëÿõè çáiãàþòüñÿ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
1 = p = q. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî w ∈ M . Îòîæ, ìîíî¨ä ¹ ñòiéêèì, à çà òâåðäæåí-
íÿì 2.2.6 âií ¹ âiëüíèì.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñòîñó¹òüñÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi, ÿêèé ïðèðîäíèì ÷èíîì ïî-
â'ÿçàíèé ç àâòîìàòîì. Âií ìà¹ ñàìîñòiéíèé íåçàëåæíèé iíòåðåñ, i áóäå âèêîðèñòàíèé
ïiçíiøå, ó ðîçäiëi 7. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç α(w) ïîçíà÷à¹ìî êîìóòàòèâíèé îáðàç ñëîâà
w ∈ A∗ i α(σ) êîìóòàòèâíèé îáðàç ôîðìàëüíîãî ðÿäó σ. Ôîðìóëà (4.2) äà¹ âèðàç
ïîëiíîìà 1− α(X) äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó X.

Òâåðäæåííÿ 4.1.6. Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé êîä íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A
é A = (Q, 1, 1) � îäíîçíà÷íèé âïîðÿäêîâàíèé ñêií÷åííèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹
âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Íåõàé M � Q×Q-ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè â ìíîæèíi êîìóòà-
òèâíèõ ïîëiíîìiâ Q[A] ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè íàä àëôàâiòîì A òàêà, ùî
Mp,q ¹ ñóìîþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè

Apq =
{
a ∈ A : p

a−→ q
}
.

Òîäi
1− α(X) = det(I −M). (4.2)

Äîâåäåííÿ. Êîæåí øëÿõ p
w−→ q ç q 6= 1 i w ∈ A+ ïðîõîäèòü ÷åðåç ñòàí 1. Â iíøîìó

âèïàäêó uw∗v ∈ X äëÿ ñëiâ u òà v òàêèõ, ùî 1
u−→ q

v−→ 1, à öå ñóïåðå÷èòü ñêií÷åí-
íîñòi êîäó X. Îòîæ, ìè ìîæåìî âèáðàòè ìíîæèíó Q = {1, 2, . . . , n} òàêèì ÷èíîì,
ùî ÿê òiëüêè i

a−→ j äëÿ a ∈ A, j 6= 1, òî i < j. Äëÿ i, j ∈ Q îçíà÷èìî åëåìåíò ç
ìíîæèíè Q[A] çà ôîðìóëîþ

rij = δij − Aij, (4.3)

äå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Íåõàé

∆ =
∑
σ∈Sn

(−1)ε(σ)r1,1σr2,2σ · · · rn,nσ
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� ïîëiíîì, äå ÷åðåç ε(σ) = ±1 ïîçíà÷à¹òüñÿ çíàê ïiäñòàíîâêè σ. Çà îçíà÷åííÿì,
ε(σ) = 1, ÿêùî σ � ïàðíà ïiäñòàíîâêà, i ε(σ) = −1 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Çãiäíî
äîáðå âiäîìî¨ ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷íèêiâ ìà¹ìî

det(I −M) = α(∆).

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

∆ = 1−X. (4.4)

Äëÿ öüîãî, íåõàé
∆σ = r1,1σr2,2σ · · · rn,nσ,

à îòæå îòðèìó¹ìî, ùî
∆ =

∑
σ∈Sn

(−1)ε(σ)∆σ.

Ðîçãëÿíåìî ïiäñòàíîâêó σ ∈ Sn òàêó, ùî ∆σ 6= 0. ßêùî σ 6= 1, òî âîíà ìà¹ õî÷à
á îäèí öèêë (i1, i2, . . . , ik) äîâæèíè k > 2. Îñêiëüêè ∆σ 6= 0, çà ôîðìóëîþ (4.3)
ìíîæèíè Ai1i2 , Ai2i3 , . . . , Aiki1 ¹ íåïîðîæíiìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öèêë (i1, i2, . . . , ik)
ìiñòèòü ñòàí 1. Îòæå, êîæíà ïiäñòàíîâêà σ ç ∆σ 6= 0 ñêëàäà¹òüñÿ ç ôiêñîâàíèõ òî÷îê
i îäíîãî öèêëó, ùî ìiñòèòü ñòàí 1. ßêùî öèì öèêëîì ¹ (i1, i2, . . . , ik) ç i1 = 1, òî

1 < i2 < · · · < ik

çà âèáîðîì âïîðÿäêóâàííÿ ñòàíiâ ó àâòîìàòi A. Ïîêëàäåìî Xσ = A1i2Ai2i3 · · ·Aik,1.
Òîäi ∆σ = (−1)kXσ i òàêîæ (−1)ε(σ) = (−1)k+1 îñêiëüêè öèêë äîâæèíè k ìà¹ òó æ
ïàðíiñòü, ùî i k + 1.

Ìíîæèíà Xσ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëiâ a1a2 · · · ak ç ai ∈ A i òàêà, ùî

1
a1−→ i2

a2−→ i3
a3−→ · · · ak−1−→ ik

ak−→ 1.

Öi ñëîâà ìiñòÿòüñÿ â êîäi X. ×åðåç S ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïiäñòàíîâîê σ ∈ Sn \ {1},
ÿêi ìàþòü ðiâíî îäèí íåòðèâiàëüíèé öèêë, à ñàìå öèêë, ÿêèé ìiñòèòü 1. Òîäi X =∑
σ∈S

Xσ, îñêiëüêè êîæíå ñëîâî â êîäi X ¹ ìiòêîþ ¹äèíîãî øëÿõó (1, i2, i3, . . . , ik, 1) ç

1 < i2 < · · · < ik. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

∆ = 1 +
∑
σ∈S

(−1)ε(σ)∆σ = 1−
∑
σ∈S

Xσ = 1−X,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 4.1.7. Íåõàé X = {aa, ba, bb, baa, bba}. Öå ¹ êîä ç ïðèêëàäó 2.3.7. Îäíî-
çíà÷íèé àâòîìàò âèçíà÷åíèé íà ðèñ. 4.1 ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗. Òóò ìàòðèöÿ M ìà¹
âèãëÿä

M =

 0 a b
a 0 0

a+ b a+ b 0


i ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî det(I −M) = 1− α(X).
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Îäíîçíà÷íèìè ðàöiîíàëüíèìè îïåðàöiÿìè íà ìíîæèíàõ ñëiâ ¹:

(i) äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ;
(ii) îäíîçíà÷íèé äîáóòîê;

(iii) îïåðàöiÿ çiðêà êîäó.

Íàãàäà¹ìî, ùî äîáóòîêXY íàçèâà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì, ÿêùî ç xy = x′y′ äëÿ x, x′ ∈ X,
y, y′ ∈ Y âèïëèâà¹, ùî x = x′ i y = y′. Çiðêà êîäó, çâè÷àéíî, ¹ âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì.

Ñiì'¹ îäíîçíà÷íèõ ðàöiîíàëüíèõ ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ
íàéìåíøà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìîíî¨äà A∗, ùî ìiñòèòü ñêií÷åííi ìíîæèíè, i ¹ çàìêíåíîþ
ñòîñîâíî îäíîçíà÷íèõ ðàöiîíàëüíèõ îïåðàöié. Îïèñàííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ìíîæèíè îäíî-
çíà÷íèìè ðàöiîíàëüíèìè îïåðàöiÿìè íàçèâà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì ðàöiîíàëüíèì âèðà-
çîì àáî îäíîçíà÷íèì ðåãóëÿðíèì âèðàçîì.

Òâåðäæåííÿ 4.1.8. Êîæíå ðàöiîíàëüíà ìíîæèíà ¹ îäíîçíà÷íî ðàöiîíàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.1 êîæíà ðàöiîíàëüíà ìíîæèíà ðîçïiçíà¹òüñÿ ñêií-
÷åííèì äåòåðìiíîâàíèì àâòîìàòîì. Ó öüîìó âèïàäêó, ôîðìóëè (1.10)�(1.12) çàáåç-
ïå÷óþòü îäíîçíà÷íèé ðàöiîíàëüíèé âèðàç äëÿ öi¹¨ ìíîæèíè.

Ïðèêëàä 4.1.9. Íåõàé A = {a, b}. Îäíîçíà÷íèì ðàöiîíàëüíèì âèðàçîì äëÿ ìíîæè-
íè A∗bA∗ ¹ a∗bA∗ (àáî A∗ba∗).

4.2 Êâiòêîâèé àâòîìàò

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îïèñó¹ìî êîíñòðóêöiþ �óíiâåðñàëüíîãî àâòîìàòà�, ÿêèé ðîç-
ïiçíà¹ ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Íåõàé X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A+. Ìè îçíà÷èìî
àâòîìàò

AD(X) = (Q, I, T )

íàñòóïíèì ÷èíîì

Q = {(u, v) ∈ A∗ × A∗ : uv ∈ X} , I = {1} ×X, T = X × {1},

ç ðåáðàìè (u, v)
a−→ (u′, v′) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ua = u′ i v = av′. Iíøèìè ñëîâà,

ðåáðàìè àâòîìàòà AD(X) ¹

(u, av)
a−→ (ua, v), uav ∈ X.

Öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî ìíîæèíà ðåáåð àâòîìàòàAD(X) ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì
ìíîæèí ðåáåð çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 4.3 äëÿ êîæíîãî ñëîâà x = a1a2 · · · an ç ìíîæèíè

1, x
a1 a2 · · ·

an
x, 1

Ðèñ. 4.3: Ðåáðà àâòîìàòà AD(X) äëÿ ñëîâà x = a1a2 · · · an
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X. Àâòîìàò AD(X) ¹ îäíîçíà÷íèì i ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X, òîáòî

|AD(X)| = X.

Êâiòêîâèì àâòîìàòîì ìíîæèíè X ¹ çà îçíà÷åííÿì çiðêà àâòîìàòà AD(X), ÿêà
îòðèìó¹òüñÿ êîíñòðóêöi¹þ, îïèñàíîþ â ïiäðîçäiëi 1.10, i ïîçíà÷àþòüñÿ A∗D(X), à íå
(AD(X))∗. ×åðåç ϕD ìè ïîçíà÷àòèìåìî ïîâ'ÿçàíå çîáðàæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, íàñëi-
äóþ÷è êîíñòðóêöiþ ïiäðîçäiëó 1.10, àâòîìàò A∗D(X) îòðèìó¹òüñÿ çà äâà êðîêè íà-
ñòóïíèì ÷èíîì. Ïî÷àâøè ç àâòîìàòà AD(X), äîäàìî íîâèé ñòàí ω i ðåáðà

ω
a−→ (a, v) äëÿ av ∈ X;

(u, a)
a−→ ω äëÿ ua ∈ X;

ω
a−→ ω äëÿ a ∈ X.

Öåé àâòîìàò ¹ òåïåð îáðiçàíèì. Ñòàíè â 1 ×X i X × 1 áiëüøå íå ¹ äîñòóïíèìè àáî
êîäîñòóïíèìè, à îòæå, çíèêàþòü. Çàçâè÷àé ñòàí ω ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç (1, 1). Òîäi
àâòîìàò A∗D(X) íàáóâà¹ âèãëÿäó

A∗D(X) = (P, (1, 1), (1, 1)) ,

çi ñòàíàìè
P =

{
(u, v) ∈ A+ × A+ : uv ∈ X

}
∪ {(1, 1)} ,

i òàêîæ iñíó¹ ÷îòèðè òèïè ðåáåð

(u, av)
a−→ (ua, v) äëÿ uav ∈ X, (u, v) 6= (1, 1),

(1, 1)
a−→ (a, v) äëÿ av ∈ X, v 6= 1,

(u, a)
a−→ (1, 1) äëÿ ua ∈ X, u 6= 1,

(1, 1)
a−→ (1, 1) äëÿ a ∈ X.

Òåðìiíîëîãiÿ íàòõíåííà ãðàôi÷íèì çîáðàæåííÿì öüîãî àâòîìàòà. Ñïðàâäi, êîæíå
ñëîâî x ∈ X âèçíà÷à¹ ïðîñòèé øëÿõ

(1, 1)
x−→ (1, 1)

â àâòîìàòi A∗D(X). ßêùî x = a ∈ A, òî öåé øëÿõ ¹ ðåáðî

(1, 1)
a−→ (1, 1).

ßêùî x = a1a2 · · · an ç n > 2, òî öåé øëÿõ ¹ ðåáðî

(1, 1)
a1−→ (a1, a2 · · · an)

a2−→ (a1a2, a3 · · · an)
a3−→ · · · an−1−→ (a1a2 · · · an−1, an)

an−→ (1, 1).

Ïðèêëàä 4.2.1. Íåõàé X = {aa, ba, bb, baa, bba}. Êâiòêîâèé àâòîìàò ìíîæèíè X çîá-
ðàæåíî íà ðèñ. 4.4.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. Íà-
ñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ êîäîì;
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1, 1

a

a

b

abb

b

a

b a

a, a

b, a

b, b

b, aa

a

ba, a

b, ba b bb, a

Ðèñ. 4.4: Êâiòêîâèé àâòîìàò ìíîæèíè X = {aa, ba, bb, baa, bba}

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî îäíîçíà÷íîãî àâòîìàòà A, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X, àâòî-
ìàò A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì;

(iii) êâiòêîâèé àâòîìàò A∗D(X) ¹ îäíîçíà÷íèì;
(iv) Iñíó¹ îäíîçíà÷íèé àâòîìàò A = (Q, 1, 1), ÿêèé ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ i

X ¹ ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i) =⇒ (ii) � öå òâåðäæåííÿ 4.1.2.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (iii) =⇒ (iv) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî X ¹ ìiíiìàëüíîþ
ïîðîäæóþ÷îþ ìíîæèíîþ âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå i íåõàé x ∈
X, y, z ∈ X+ � ñëîâà òàêi, ùî x = yz. Òîäi iñíó¹ â àâòîìàòi A∗D(X) ïðîñòèé øëÿõ

(1, 1)
x−→ (1, 1)

i øëÿõ
(1, 1)

y−→ (1, 1)
z−→ (1, 1),

ÿêèé òàêîæ ìà¹ ìiòêó ñëîâî x. Öi øëÿõè ¹ ðiçíèìè, à îòæå àâòîìàò A∗D(X) ¹ íåîäíî-
çíà÷íèì.

Íà çàâåðøåííi, äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (iv) =⇒ (i), çàóâàæèìî, ùî çà òâåðäæåí-
íÿì 4.1.5, ìîíî¨ä X∗ ¹ âiëüíèì. Îòîæ, ìíîæèíà X ¹ êîäîì.

Òåïåð ìè ÷iòêî îïèøåìî øëÿõè â êâiòêîâîìó àâòîìàòi êîäó.

Òâåðäæåííÿ 4.2.3. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè äëÿ
âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ òà âñiõ ñòàíiâ (u, v), (u′, v′) â àâòîìàòi A∗D(X):
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(i) â àâòîìàòi A∗D(X) iñíó¹ øëÿõ c : (u, v)
w−→ (u′, v′);

(ii) w ∈ vX∗u′ ∨ (uw = u′ ∧ v = wv′);
(iii) uw ∈ X∗u′ ∧ wv′ ∈ vX∗.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) ßêùî c � ïðîñòèé øëÿõ, òî âií ¹ øëÿõîì â àâòîìàòi AD.
Îòæå, uw = u′ i v = wv′ (ðèñ. 4.5(a)).

w

(a)

u

v′

v′

(b)

v

u

x

u′

v′

Ðèñ. 4.5: Øëÿõè â êâiòêîâîìó àâòîìàòi

Â iíøîìó âèïàäêó øëÿõ c ðîçêëàäà¹òüñÿ â

c : (u, v)
v−→ (1, 1)

x−→ (1, 1)
u′−→ (u′, v′)

ç w = vxu′ òà x ∈ X∗ (ðèñ. 4.5(b)).
(ii) =⇒ (iii) ßêùî w ∈ vX∗u′, òî uw ∈ uvX∗u′ ⊂ X∗u′ i w ∈ vX∗u′v′ ⊂ vX∗,

îñêiëüêè uv, u′v′ ∈ X ∪ {1}. ßêùî uw = u′ i v = wv′, òî ôîðìóëè ¹ î÷åâèäíèìè.

(iii) =⇒ (i) Çà ïðèïóùåííÿì, iñíóþòü ñëîâà x, y ∈ X∗ òàêi, ùî uw = xu′, wv′ = vy.
Íåõàé z = uwv′. Òîäi

z = uwv′ = xu′v′ = uvy ∈ X∗.
Êîæíà ç öèõ òðüîõ ôàêòîðèçàöié âèçíà÷à¹ øëÿõ â àâòîìàòi A∗D(X) (äèâ. ðèñ. 4.5):

c : (1, 1)
u−→ (u, v)

w−→ (u′, v′)
v′−→ (1, 1),

c′ : (1, 1)
x−→ (1, 1)

u′−→ (u′, v′)
v′−→ (1, 1),

c′′ : (1, 1)
u−→ (u, v)

v−→ (1, 1)
y−→ (1, 1).

Çàóâàæèìî, ùî òóò øëÿõè (1, 1)
u−→ (u, v)

v−→ (1, 1) i (1, 1)
u′−→ (u′, v′)

v′−→ (1, 1)
ìîæóòü ìàòè äîâæèíó 0. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî àâòîìàò A∗D(X) ¹ îäíî-
çíà÷íèì, à îòæå c = c′ = c′′. Ìè îòðèìó¹ìî, ùî (u, v) = (u, v) i (u′, v′) = (u′, v′). Îòîæ,
ìà¹ìî

(u, v)
w−→ (u′, v′),

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨.
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Êâiòêîâèé àâòîìàò êîäó ìà¹ �áàãàòî� ñòàíiâ. Çîêðåìà, êâiòêîâèé àâòîìàò íåñêií-
÷åííîãî êîäó ¹ íåñêií÷åííèì, íàâiòü ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííèé îäíîçíà÷íèé àâòîìàò, ùî
ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗, êîëè êîä X ¹ ðîçïiçíóâàíèì. Ìè ïîêàæåìî, ùî àâòî-
ìàò A∗D(X) ¹ óíiâåðñàëüíèì ñåðåä àâòîìàòiâ, ùî ðîçïiçíàþòü âiëüíèé ìîíî¨ä X∗, ó
íàñòóïíîìó ñåíñi.

Ðîçãëÿíåìî äâà îäíîçíà÷íi àâòîìàòè

A = (P, 1, 1) i B = (Q, 1, 1),

òà ¨õ àñîöiéîâàíi çîáðàæåííÿ ϕA i ϕB. Âiäîáðàæåííÿ ρ : P → Q íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêöi¹þ
àâòîìàòà A íà àâòîìàò B, ÿêùî âîíî ¹ ñþð'¹êòèâíèì, ρ(1) = 1 i ÿêùî, äëÿ âñiõ ñëiâ
w ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(q, ϕB(w), q′) = 1

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ñòàíè p, p′ ∈ P òàêi, ùî

(p, ϕA(w), p′) = 1, ρ(p) = q, ρ(p′) = q′.

Îçíà÷åííÿ ñòâåðäæó¹, ÿêùî p
w−→ p′ ¹ øëÿõîì â àâòîìàòi A, òî ρ(p)

w−→ ρ(p′) ¹
øëÿõîì â àâòîìàòi B. Íàâïàêè, øëÿõ q

w−→ q′ â àâòîìàòi B ìîæå áóòè �ïiäíÿòèé� äî
äåÿêîãî øëÿõó p

w−→ p′ â àâòîìàòi A ç p ∈ ρ−1(q), p′ ∈ ρ−1(q′).

Iíøèì øëÿõîì çîáðàæåííÿ îçíà÷åííÿ ¹ íàñòóïíèé. Ìàòðèöÿ ϕB(w) ìîæíà îòðè-
ìàíà ç ìàòðèöi ϕA(w) øëÿõîì ðîçáèòòÿ îñòàííüî¨ íà áëîêè, iíäåêñîâàíi ïàðîþ êëàñiâ
åêâiâàëåíòíîñòi, âèçíà÷åíî¨ âiäîáðàæåííÿì ρ, à ïîòiì çàìiíèòè íóëüîâi áëîêè íà 0, à
íóëüîâi áëîêè � íà 1.

Çàóâàæèìî, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ ρ ¹ ðåäóêöi¹þ àâòîìàòà A íà àâòîìàò B, òî äëÿ
âñiõ ñëiâ w,w′ ∈ A∗, âèêîíó¹òüñÿ òàêà iìïëiêàöiÿ:

ϕA(w) = ϕA(w′) =⇒ ϕB(w) = ϕB(w′).

Îòæå, iñíó¹ ¹äèíèé ñþð'¹êòèâíèé ìîðôiçì

ρ̂ : ϕA(A∗)→ ϕB(A∗)

òàêèé, ùî ϕB = ρ̂ ◦ ϕA. Ìîðôiçì ρ̂ íàçèâà¹òüñÿ ìîðôiçìîì àñîöiéîâàíèì ç ðåäóê-
öi¹þ ρ.

Òâåðäæåííÿ 4.2.4. Íåõàé A = (P, 1, 1) i B = (Q, 1, 1) � äâà îäíîçíà÷íi âïîðÿäêî-
âàíi àâòîìàòè. Òîäi iñíó¹ õî÷à á îäíà ðåäóêöiÿ àâòîìàòà A íà àâòîìàò B. ßêùî
ρ : P → Q � ðåäóêöiÿ, òî

(1) |A| ⊆ |B|;
(2) |A| = |B| òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ρ−1(1) = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ρ : P → Q i ρ′ : P → Q � äâi ðåäóêöi¨ àâòîìàòà A íà àâòîìàò B.
Íåõàé p ∈ P i q = ρ(p), q′ = ρ′(p). Íåõàé u, v ∈ A∗ � ñëîâà òàêi, ùî 1

u−→ p
v−→ 1 â

àâòîìàòi A. Òîäi ìè îòðèìó¹ìî â àâòîìàòi B øëÿõè

1
u−→ q

v−→ 1 i 1
u−→ q′

v−→ 1.
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Îñêiëüêè àâòîìàò B ¹ îäíîçíà÷íèì, òî q = q′. Îòîæ, îòðèìó¹ìî ρ = ρ′.

(1). ßêùî w ∈ |A|, òî iñíó¹ øëÿõ 1
w−→ 1 â àâòîìàòi A, à îòæå iñíó¹ øëÿõ 1

w−→ 1
â àâòîìàòi B. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî w ∈ |B|.

(2). Íåõàé w ∈ |B|. Òîäi iñíó¹ øëÿõ p w−→ p′ â àâòîìàòi A ç ρ(p) = ρ(p′) = 1. ßêùî
1 = ρ−1(1), òî öå ¹ óñïiøíié øëÿõ â àâòîìàòi A i w ∈ |A|. Íàâïàêè, íåõàé p 6= 1. Íåõàé
1

u−→ p
v−→ 1 � ïðîñòèé øëÿõ â àâòîìàòi A. Òîäi uv ∈ X, äå X � áàçà ïîâåäiíêè

|A|. Òåïåð â àâòîìàòi B ìà¹ìî we have 1
u−→ ρ(p)

v−→ 1. Îñêiëüêè |A| = |B|, òî ìà¹ìî
ρ(p) 6= 1. Îòîæ, îòðèìó¹ìî ρ−1(1) = 1.

Òâåðäæåííÿ 4.2.5. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i A∗D(X) � éîãî êâiòêîâèé àâòîìàò.
Äëÿ êîæíîãî îäíîçíà÷íîãî âïîðÿäêîâàíîãî àâòîìàòà A = (Q, 1, 1), ÿêèé ðîçïiçíà¹
âiëüíèé ìîíî¨ä X∗, iñíó¹ ðåäóêöiÿ àâòîìàòà A∗D(X) íà àâòîìàò A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Let A∗D(X) = (P, (1, 1), (1, 1)). Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ρ : P → Q
íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé p = (u, v) ∈ P . ßêùî p = (1, 1), òî ïîêëàäåìî ρ(p) = 1. Â
iíøîìó âèïàäêó uv ∈ X, òà iñíó¹ ¹äèíèé øëÿõ c : 1

u−→ q
v−→ 1 â àâòîìàòi A. Òîäi

ïîêëàäåìî ρ(p) = q.

Âiäîáðàæåííÿ ρ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íåõàé ñïðàâäi q ∈ Q, q 6= 1. Íåõàé

c1 : 1
u−→ q i c2 : q

v−→ 1

� ïðîñòi øëÿõè â àâòîìàòi A. Òîäi uv ∈ X i ñòàí p = (u, v) ∈ P çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
ρ(p) = q.

Òåïåð ïåðåâiðèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ρ ¹ ðåäóêöi¹þ. Äëÿ öüîãî, ïðèïóñòèìî ñïî-
÷àòêó, ùî äëÿ ñëîâà w ∈ A∗, i q, q′ ∈ Q, iñíó¹ øëÿõ â àâòîìàòi A çi ñòàíó q â ñòàí q′,
ÿêèé ìà¹ ìiòêó ñëîâî w. Ðîçãëÿíåìî äâà ïðîñòèõ øëÿõè

e : 1
u−→ q i e′ : q′

v−→ 1

â àâòîìàòi A. Òîäi â àâòîìàòi A iñíó¹ øëÿõ

1
u−→ q

w−→ q′
v−→ 1.

Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî uwv′ ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì,

uwv′ = x1x2 · · ·xn

äëÿ äåÿêèõ x1, x2, . . . , xn ∈ X. Îñêiëüêè øëÿõ e ¹ ïðîñòèì, òî ñëîâî u ¹ ïðåôiêñîì
ñëîâà x1, i àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî v′ ¹ ñóôiêñîì ñëîâà xn. Ïîêëàâøè x1 = uv i
xn = u′v′, ìà¹ìî

uwv′ = uvx2 · · ·xn = x1x2 · · · xn−1u
′v′,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî uw ∈ X∗u′ i wv′ ∈ uX∗. Çà òâåðäæåííÿì 4.2.3 îòðèìó¹ìî
((u, v), ϕD(w), (u′, v′)) = 1.

Ïðèïóñòèìî òåïåð íàâïàêè, ùî

(p, ϕD(w), p′) = 1 (4.5)

äëÿ äåÿêèõ p = (u, v), p′ = (u′, v′) i w ∈ A∗. Íåõàé q = ρ(p) i q′ = ρ(p′). Çà êîíñòðóêöi-
¹þ, iñíóþòü â àâòîìàòi A øëÿõè

1
u−→ q

v−→ 1 i 1
u′−→ q′

v′−→ 1. (4.6)
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Çà òâåðäæåííÿì 4.2.3 ôîðìóëà (4.5) åêâiâàëåíòíà óìîâi

{uw = u′ i v = wv′} àáî {w = vxu′ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X∗} .

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî uv = uwv′ = u′v′. Îòîæ, äâà øëÿõè (4.6) çáiãàþòüñÿ,
äàþ÷è øëÿõ â àâòîìàòi A,

1
u−→ q

w−→ q′
v′−→ 1.

Ó äðóãîìó âèïàäêó iñíó¹ â àâòîìàòi A øëÿõ

q
v−→ 1

x−→ 1
u′−→ q′.

Òàêèì ÷èíîì, â îáîõ âèïàäêàõ îòðèìó¹ìî, ùî (p, ϕD(w), p′) = 1.

Ïðèêëàä 4.2.6. Äëÿ êîäó

X = {aa, ba, bb, baa, bba}

êâiòêîâèé àâòîìàò çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.6.

1, 1

a

a

b

abb

b

a

b a

a, a

b, a

b, b

b, aa

a

ba, a

b, ba b bb, a

1 2

5

6

7

3

8 4

Ðèñ. 4.6: Êâiòêîâèé àâòîìàò êîäó X = {aa, ba, bb, baa, bba} ç éîãî ïåðåíóìåðîâàíèìè
ñòàíàìè

Ðîçãëÿíåìî àâòîìàò, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 4.7. Âiäîáðàæåííÿ ρ : P → 1, 2, 3 âèçíà-
÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ρ((a, a)) = ρ((ba, a)) = ρ((bb, a)) = 2,

ρ((b, a)) = ρ((b, b)) = ρ((b, aa)) = ρ((b, ba)) = 3,

ρ((1, 1)) = 1.
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1 b

a, b

a a, b

a

2

3

Ðèñ. 4.7: Iíøèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗

Ìàòðèöÿìè àñîöiéîâàíèõ çîáðàæåíü (çi ñòàíàìè çàíóìåðîâàíèìè, ÿê çàçíà÷åíî íà
ðèñ. 4.6 i ðèñ. 4.7) ¹

ϕD(a) =

1
2
3
4
5
6
7
8



0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


, ϕ(a) =

0 1 0
1 0 0
1 1 0

 ,

ϕD(b) =

1
2
3
4
5
6
7
8



0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


, ϕ(b) =

0 0 1
0 0 0
1 1 0

 .

Êîíöåïöiÿ ðåäóêöi¨ äà¹ çìîãó âêàçàòè íà çâ'ÿçîê ìiæ êâiòêîâèìè àâòîìàòàìè
ñêëàäåíîãî êîäó òà éîãî êîìïîíåíòiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.2.7. Íåõàé Y ⊂ B+, Z ⊂ A+ � äâà êîìïîçèöiéîâíi êîäè òà X =
Y ◦β Z. ßêùî êîä Y ¹ ïîâíèì, òî iñíó¹ ðåäóêöiÿ àâòîìàòà A∗D(X) íà àâòîìàò
A∗D(Z). Áiëüøå òîãî, àâòîìàò A∗D(Y ) ìîæíà iäåíòèôiêóâàòè ÷åðåç âiäîáðàæåííÿ
β ç îáìåæåííÿì àâòîìàòà A∗D(X) íà ñòàíè â Z∗ × Z∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P i S � ìíîæèíè ñòàíiâ àâòîìàòiâ A∗D(X) i A∗D(Z), âiäïîâiäíî, i
íåõàé ϕX i ϕZ � çîáðàæåííÿ àñîöiéîâàíi äî àâòîìàòiâ A∗D(X) i A∗D(Z).

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ρ : P → S íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó, íåõàé ρ((1, 1)) =
(1, 1). Äàëi ðîçãëÿíåìî (u, v) ∈ P\{(1, 1)}. Òîäi uv ∈ Z+. Îòæå, iñíóþòü ¹äèíi z, z ∈ Z∗
i (r, s) ∈ S òàêi, ùî

u = zr i v = sz

(äèâ. ðèñ. 4.8). Òîäi íåõàé ρ(u, v) = (r, s). Âiäîáðàæåííÿ ρ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Ñïðàâäi,
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1, 1 u, v

u

v

z
r

z
s

Ðèñ. 4.8: Ðîçêëàä ïåëþñòêè.

êîæíå ñëîâî â êîäi Z çóñòði÷à¹òüñÿ â ùîíàéìåíøå îäíîìó ñëîâi â êîäi X, i òàêèì
÷èíîì, êîæåí ñòàí â S äîñÿãà¹òüñÿ â óòî÷íåííi ñòàíó â P .

Ùîá ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ρ ¹ ðåäóêöi¹þ, ïðèïóñòèìî, ùî

((u, v), ϕX(w), (u′, v′)) = 1.

Íåõàé
(r, s) = ρ((u, v)), (r′, s′) = ρ((u′, v′)) i z, z, z′, z′ ∈ Z∗

¹ òàêèìè, ùî
u = zr, v = sz, u′ = z′r′, v′ = s′z′.

Çà òâåðäæåííÿì 4.2.3 ìà¹ìî, ùî uw ∈ X∗u′ i wv′ ∈ vX∗. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî
zrw ∈ Z∗r′ i ws′z′ ∈ sZ∗, à öå îçíà÷à¹, ùî zrws′ ∈ Z∗ i rws′z ∈ Z∗. Öå â ñâîþ ÷åðãó
ïîêàçó¹, ç îãëÿäó íà ñòàáiëüíiñòü âiëüíîãî ìîíî¨äà Z∗, ùî rws′ ∈ Z∗. Ïîêëàäåìî
zrw = ẑr′, ç z ∈ Z∗. Òîäi

ẑ(r′s′) = z(rws′),

i êîæåí ç öèõ ÷îòèðüîõ ìíîæíèêiâ ó öüîìó ðiâíÿííi ìiñòèòüñÿ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi Z∗.
Ç òîãî, ùî Z ¹ êîäîì, îòðèìó¹ìî, ùî àáî ẑ = zt àáî z = ẑt äëÿ äåÿêîãî ñëîâà t ∈ Z∗.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî, ùî tr′s′ = rws′, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî rw ∈ Z∗r′. Ç
äðóãîãî âèïàäêó âèïëèâà¹, ùî r′s′ = trws′. Îñêiëüêè r′s′ ∈ {1} ∪ Z, òî öå çóìîâëþ¹,
ùî t = 1 àáî rws′ = 1. Â îáèäâîõ âèïàäêàõ ìà¹ìî rw ∈ Z∗r′. Òàêèì ÷èíîì, rw ∈ Z∗r′,
i àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî ws′ ∈ sZ∗. Çà òâåðäæåííÿì 4.2.3 ìà¹ìî, ùî

((r, s), ϕX(w), (r′, s′)) = 1.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî

((r, s), ϕX(w), (r′, s′)) = 1.

Òîäi çà òâåðäæåííÿì 4.2.3 ìà¹ìî, ùî

rw = zr′ i ws′ = sz
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äëÿ äåÿêèõ z, z′ ∈ Z∗. Òîäi rws′ ∈ Z∗, i îñêiëüêè êîä Y áóäó÷è ïîâíèì, îòðèìó¹ìî,
ùî iñíóþòü t, t′ ∈ Z∗ òàêi, ùî

m = trws′t′ ∈ X∗.

Íåõàé
m = trws′t′ = trsz′t′ = tzr′s′t′ = x1 · · ·xn

ç n > 1 i x1, · · · , xn ∈ X. Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî t i t′ ìîæåìî âèáðàòè ìiíiìàëüíî¨
ìíîæèíè òàê, ùî t âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà x1 i t′ ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà xn. Àëå
òîäi, îñêiëüêè m ∈ Z∗ i òàêîæ trs ∈ Z∗, òî trs ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x1 i r′s′t′ ¹ ñóôiêñîì
ñëîâà xn (ðèñ. 4.9). Îçíà÷èìî

u v

t r s

u′ v′

r′ s′ t′

x′1 xn

m :
w

(a)

u′ v′

u v

t r s r′ s′ t′

w
m :

(b)

Ðèñ. 4.9: Ó âèïàäêó (a) n > 1 i âèïàäêó (b) n = 1

x1 = uv ç u = tr, v ∈ sZ∗,
xn = u′v′ ç u′ = t′r′, v′ ∈ s′Z∗.

Òîäi (u, v) i (u′, v′) ¹ ñòàíàìè àâòîìàòà A∗D(X), i áiëüøå òîãî

ρ((u, v)) = (r, s), ρ((u′, v′)) = (r′, s′),

i
m = uwv′ = uvx2 · · ·xn = x1 · · ·xn−1u

′v′.
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Îòîæ, îòðèìó¹ìî
uw ∈ X∗u′ i wv′ ∈ vX∗.

Íà çàâåðøåííi ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R ñòàíiâ àâòîìàòà A∗D(Y ). Òîäi R ìîæíà
îòîòîæíèòè ç ìíîæèíîþ

R′ = {(u, v) ∈ P : u, v ∈ Z∗} .

Ðåáðà àâòîìàòà A∗D(Y ) âiäïîâiäàþòü òàêèì øëÿõàì

(u, v) −→ (u′, v′)

àâòîìàòà A∗D(X) ç êiíöåâèìè òî÷êàìè â R′ i ç ìiòêîþ â Z.

Ïðèêëàä 4.2.8. Íàãàäà¹ìî ç ðîçäiëó 2, ùî êîä

X = {aa, ba, bb, baa, bba}

¹ êîìïîçèöi¹þ êîäiâ

Y = {cc, d, e, dc, ec} i Z = {a, ba, bb}.

Êâiòêîâèé àâòîìàò A∗D(X) çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.6. Êâiòêîâèé àâòîìàò A∗D(Z) çîáðà-
æåíî íà ðèñ. 4.10. Âií îòðèìó¹òüñÿ ç àâòîìàòà A∗D(X) ðåäóêöi¹þ

1, 1 1

b

a

b

b

b, b 7

b, a 6

a

Ðèñ. 4.10: Êâiòêîâèé àâòîìàò êîäó Z

ρ(1) = ρ(2) = ρ(3) = ρ(4) = 1,

ρ(6) = ρ(8) = 6,

ρ(5) = ρ(7) = 7.

Êâiòêîâèé àâòîìàò A∗D(Y ) çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.11.
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1, 1

e, c

e c
c, cc

c

d, c c

d

de

Ðèñ. 4.11: Êâiòêîâèé àâòîìàò êîäó Y

4.3 Äåêîäåðè

Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ äëÿ êîäó X. Ïîçàÿê
âiäîáðàæåííÿ β ¹ ií'¹êòèâíèì, òî iñíó¹ ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ

γ : A∗ → B∗

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ X∗ i òàêå, ùî

γ(β(u)) = u äëÿ âñiõ u ∈ B∗.

Ìè áóäåìî íàçèâàòè ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ γ ôóíêöi¹þ äåêîäóâàííÿ äëÿ êîäó X.

Ìîðôiçì êîäóâàííÿ β : B∗ → A∗ ìîæíà ðåàëiçóâàòè ëiòåðíèì ïåðåòâîðþâà÷åì ç
îäíèì ñòàíîì, äå ìíîæèíîþ ìiòîê ðåáåð áóäóòü ïðîñòî ïàðè (b, β(b)) äëÿ b ∈ B.

Ïðèêëàä 4.3.1. Ðîçãëÿíåìî êîäóâàííÿ. âèçíà÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì:

γ(a) = 00, γ(b) = 1 i γ(c) = 01.

Âiäïîâiäíèé êîäóþ÷èé ïåðåòâîðþþâà÷ çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.12.

Ïåðåòâîðþâà÷i äëÿ äåêîäóâàííÿ áiëüø öiêàâi. Äëÿ êîäóâàííÿ òà äåêîäóâàííÿ ìè
ìà¹ìî ñïðàâó ç ïåðåòâîðþâà÷àìè, ÿêi âèçíà÷àþòü îäíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ â îáîõ
íàïðÿìêàõ. Íàì áóäóòü ïîòðiáíi äâà äîäàòêîâi ïîíÿòòÿ.

Ëiòåðíèé ïåðåòâîðþâà÷ íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíiñòè÷íèì (âiäï. îäíîçíà÷íèì), ÿêùî
éîãî àñîöiîâàíèé âõiäíèé àâòîìàò ¹ äåòåðìiíiñòè÷íèì (âiäï. îäíîçíà÷íèì).

Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ, ÿêå ðåàëiçó¹òüñÿ äåòåðìiíîâàíèì ïåðåòâîðþâà÷åì, ¹
âiäîáðàæåííÿì. Êîæåí ðàç, êîëè iñíó¹ øëÿõ

p
u|w−→ q,



234 Ðîçäië 4. Àâòîìàòè

1, 1b|1

c|01

a|00

Ðèñ. 4.12: Ïðîñòèé êîäåð

ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ â ñòàíi p ç âõiäíîþ ìiòêîþ u òà âèõiäíîþ ìiòêîþ w, ìè ïèñàòèìåìî

p · u äëÿ q i p ∗ u äëÿ w.

Çàóâàæèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

p · uv = p · u · v.

Öå ¹ ðiâíiñòü (1.7). Òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

p ∗ uv = (p ∗ u)(p · u ∗ v). (4.7)

Ñïðàâäi, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ â ñòàíi p ç âõiäíîþ ìiòêîþ uv, òî âií ¹
âèãëÿäó

p
u|w−→ q

v|z−→ r

äëÿ ñòàíiâ
q = p · u òà r = q · v

i âèõiäíèìè ìiòêàìè
w = p ∗ u òà z = q ∗ v.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
wz = (p ∗ u)(p · u ∗ v),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íåõàé β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ çi ñêií÷åííèìè àëôàâiòàìè A òà B, i
íåõàé X = β(B). Ïðåôiêñíèé ïåðåòâîðþâà÷ T íàä àëôàâiòàìè B i A àñîöiéîâàíèé
äî âiäîáðàæåííÿ β ìà¹ â ÿêîñòi ñòàíiâ ìíîæèíó âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ ó ìíîæèíi
X. Ñòàí, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïîðîæíüîìó ñëîâó 1 ¹ ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì ñòàíîì. Iñíó¹

ðåáðî p
a|−−→ pa, äå òèðå (�) çîáðàæà¹ ïîðîæí¹ ñëîâî, äëÿ êîæíîãî ïðåôiêñà p i ëiòåðè

a òàêèõ, ùî pa ¹ ïðåôiêñîì, òà ðåáðî p
a|b−→ 1 äëÿ êîæíîãî ñòàíó p i ëiòåðè a ç pa =

β(b) ∈ X. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî ðåáðà p
a|v−→ q ïðåôiêñíîãî ïåðåòâîðþâà÷à,

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
pa = β(v)q. (4.8)
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Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïðåôiêñíèé ïåðåòâîðþâà÷ ¹ ñêií÷åííèì, êîëè àëôàâiò B ñêií-
÷åííèì, à îòæå êîëè êîä X ¹ ñêií÷åííèì.

Òâåðäæåííÿ 4.3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî ìîðôiçìó êîäóâàííÿ β : B∗ → A∗, ïðåôiêñíèé
ïåðåòâîðþâà÷ T àñîöiéîâàíèé äî ìîðôiçìó β ¹ îäíîçíà÷íèì i ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ äå-
êîäóâàííÿ. Ó âèïàäêó êîëè êîä β(B) ¹ ïðåôiêñíèé, òî ïåðåòâîðþâà÷ T ¹ äåòåðìiíî-
âàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � âõiäíèé àâòîìàò ïðåôiêñíîãî ïåðåòâîðþâà÷à T. Òîäi A = B∗,
äå B � àâòîìàò, ñòàíè ÿêîãî ¹ ïðåôiêñàìè ñëiâ ó êîäi X. Çà òâåðäæåííÿì 4.1.2 àâ-
òîìàò A ¹ îäíîçíà÷íèì. Áiëüøå òîãî, êîæåí ïðîñòèé øëÿõ 1 −→ 1 ¹ ïîìi÷åíèì êîí-
ñòðóêöi¹þ ç (β(b), b) äëÿ äåÿêî¨ ëiòåðè b ∈ B. Òàêèì ÷èíîì, ïðåôiêñíèé ïåðåòâîðþâà÷
T ðåàëiçó¹ àñîöiéîâàíó ôóíêöiþ äåêîäóâàííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè êîä ¹ ïðåôiêñíèì, òî
äåêîäåð ¹ äåòåðìiíîâàíèì.

Ïðèêëàä 4.3.3. Äåêîäåð, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïðåôiêñíîìó êîäîâi

X = {1, 00, 01}

çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.13. Íà ðèñóíêó òèðå îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü âèõîäó. Òàêîæ, íà

ε1|b 0

0|−

0|a, 1|c

Ðèñ. 4.13: Äåòåðìiíîâàíèé äåêîäåð äëÿ êîäó X = {1, 00, 01}

ðèñ. 4.13 ÷åðåç ε ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîðîæí¹ ñëîâî.

Ïðèêëàä 4.3.4. Ðîçãëÿíåìî êîä X = {00, 10, 100}. Äåêîäåð, íàäàíèé êîíñòðóêöi¹þ
çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.14. Çíîâó íà ðèñóíêó ÷åðåç ε ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîðîæí¹ ñëîâî.

Çàóâàæèìî, ùî ïåðåòâîðþâà÷, ïîáóäîâàíèé ó äîâåäåííi, ¹ ñêií÷åííèì (òîáòî ìà¹
ñêií÷åííó êiëüêiñòü ñòàíiâ), êîëè êîä ¹ ñêií÷åííèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ¹ ñêií÷åííèì. ßê íàñëiäîê òâåðäæåííÿ, äåêîäóâàííÿ çàâ-
æäè ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíî â ëiíiéíîìó ÷àñi ñòîñîâíî äîâæèíè êîäîâàíîãî ðÿäêè
(ðîçãëÿäàþ÷è ÷èñëî ñòàíiâ ïåðåòâîðþâà÷à ÿê êîíñòàíòó). Ñïðàâäi, äëÿ çàäàíîãî ñëî-
âà w = a1 · · · an äîâæèíè n äëÿ äåêîäóâàííÿ, îá÷èñëþ¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Si
ñòàíó, äîñòóïíèõ ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó äëÿ êîæíîãî ïðåôiêñà a1 · · · ai äîâæèíè i, â
ïðèïóùåííi, ùî S0 = {ε}. Çâè÷àéíî, êiíöåâèé ñòàí ε ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi Sn. Ïðà-
öþþ÷è â çâîðîòíîìó íàïðÿìêó, ìè âñòàíîâëþ¹ìî qn = εi, iäåíòèôiêóþ÷è â êîæíié
ìíîæèíi Si ¹äèíèé ñòàí qi òàêèé, ùî iñíó¹ ðåáðî qi

ai−→ qi+1 ó âõiäíîìó àâòîìàòi. �äè-
íiñòü âèïëèâà¹ âiä îäíîçíà÷íîñòi ïåðåòâîðþâà÷à. Âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü âèõiäíèõ
ìiòîê äà¹ äåêîäóâàííÿ.
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0

0|a

ε

1|−

0|b

0|c
0|−

1

0|−

10

Ðèñ. 4.14: Îäíîçíà÷íèé äåêîäåð äëÿ êîäó X = {00, 10, 100}, ÿêèé íå ¹ ïðåôiêñíèì

Ïðèêëàä 4.3.5. Ðîçãëÿíåìî çíîâó êîä

C = {00, 10, 100}.

Äåêîäóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi
10001010000

çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.15. Òóò çíîâó íà ðèñóíêó ÷åðåç ε ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîðîæí¹ ñëîâî.

ε 1
1

0

0
ε 0

10
0

0
0

ε 0

ε 1

0

1
0

0
ε 1

10

1
0

0
ε 0

10
0

0
0

ε 0

ε 0

0
0

0

ε

Ðèñ. 4.15: Äåêîäóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi 10001010000

Ðóõ çëiâà íàïðàâî âèðîáëÿ¹ äåðåâî ìîæëèâèõ øëÿõiâ ó äåêîäåði íà ðèñ. 4.14. Ðóõ
ó çâîðîòíîìó íàïðÿìêó âiä ñòàíó ε â îñòàííüîìó ñòîâïöi âèðîáëÿ¹ óñïiøíèé øëÿõ,
ïîçíà÷åíèé æèðíèì øðèôòîì.

Ïîíÿòòÿ äåòåðìiíîâàíîãî ïåðåòâîðþâà÷à ¹ çàíàäòî îáìåæåíèì äëÿ êîäóâàííÿ òà
äåêîäóâàííÿ, îñêiëüêè íå äîçâîëÿ¹ ïåðåãëÿäàòè âõiä àáî åêâiâàëåíòíî çàòðèìêó íà
âèõîäi. Ïîíÿòòÿ ïîñëiäîâíîãî ïåðåòâîðþâà÷à, ÿêèé áóäå âïðîâàäæåíî, çàïîâíþ¹ öþ
ïðîãàëèíó.

Ïîñëiäîâíèé ïåðåòâîðþâà÷ íàä âõiäíèì àëôàâiòîì A òà âèõiäíèì àëôàâiòîì B
ñêëàäà¹òüñÿ ç äåòåðìiíîâàíîãî ïåðåòâîðþâà÷à íàä A òà B i âèõiäíî¨ ôóíêöi¨. Öÿ
ôóíêöiÿ âiäîáðàæà¹ êiíöåâi ñòàíè ïåðåòâîðþâà÷à â ñëîâà íà âèõiäíîìó àëôàâiòi B.
Ôóíêöiÿ f : A∗ → B∗, ðåàëiçîâàíà ïîñëiäîâíèì ïåðåòâîðþâà÷åì, îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
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äîäàâàííÿ äî çíà÷åííÿ äåòåðìiíîâàíîãî ïåðåòâîðþâà÷à çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ âèõîäó
íà âõiäíîìó ñòàíi. Ôîðìàëüíî, çíà÷åííÿ íà âõiäíîìó ñëîâi x ∈ A∗ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

f(x) = g(x)σ(i · x),

äå g(x) ∈ B∗ � çíà÷åííÿ äåòåðìiíîâàíîãî ïåðåòâîðþâà÷à íà âõiäíîìó ñëîâi x, i ·
x � ñòàí, ùî äîñÿãà¹òüñÿ ç âõiäíîãî ñòàíó i ñëîâîì x, i σ � ôóíêöiÿ âèõîäó. Öå
âèçíà÷à¹òüñÿ, òiëüêè ÿêùî ñòàí i · x ¹ êiíöåâèì ñòàíîì.

Äåòåðìiíîâàíi ïåðåòâîðþâà÷i ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ïîñëiäîâíèõ ïåðåòâîðþâà÷iâ.
Âîíè îòðèìó¹òüñÿ òîäi, êîëè ôóíêöiÿ âèâîäó çàâæäè ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1.

Ïðèêëàä 4.3.6. Àâòîìàò, íàâåäåíèé íà ðèñ. 4.16, îá÷èñëþ¹ äëÿ êîæíîãî âõiäíîãî

a|− a
0 1

b|b

a|a

Ðèñ. 4.16: Ïîñëiäîâíèé ïåðåòâîðþâà÷, ùî ðåàëiçó¹ öèêëi÷íèé çñóâ íà ñëîâàõ, ùî ïî-
÷èíàþòüñÿ ç ëiòåðè a

ñëîâà âèãëÿäó aw âèõiäíå ñëîâî wa. Âií âèçíà÷åíèé íà âõiäíèõ ñëîâàõ, ÿêi íå ïî÷èíà-
þòüñÿ ç ëiòåðè a. Ïî÷àòêîâèé ñòàí äîðiâíþ¹ 0, à ñòàí 1 ¹ êiíöåâèì. Âèõiäíà ôóíêöiÿ
σ çàäîâîëüíÿ¹ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó σ(1) = a (çíà÷åííÿ σ âêàçó¹òüñÿ íà ðèñóíêó, ÿê
ìiòêà âèõiäíîãî ðåáðà).

Íà âiäìiíó âiä àâòîìàòiâ, ùî íå çàâæäè âiðíî, ñêií÷åííèé ïåðåòâîðþâà÷ åêâi-
âàëåíòíèé ñêií÷åííîìó ïîñëiäîâíîìó ïåðåòâîðþâà÷ó. Òèì íå ìåíø, iñíó¹ ïðîöåäóðà
îá÷èñëåííÿ (ìîæëèâî, íåñêií÷åííîãî) ïîñëiäîâíîãî ïåðåòâîðþâà÷à S, åêâiâàëåíòíîãî
äàíîìó ëiòåðíîìó ïåðåòâîðþâà÷ó T, ùî ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ.

Íåõàé T = (Q, I, T ) � ëiòåðíèé áóêâàëüíèé ïåðåòâîðþâà÷, ùî ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ
A∗ → B∗. Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíèé ïåðåòâîðþâà÷ S íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñòàíàìè ïåðå-
òâîðþâà÷à S ¹ ìíîæèíè ïàð (u, p). Êîæíà ïàðà (u, p) ñêëàäà¹òüñÿ ç âèõiäíîãî ñëîâà
u ∈ B∗ i ñòàíó p ∈ Q ïåðåòâîðþâà÷à T.

Ðåáðàìè ïåðåòâîðþâà÷à S ¹ íàñòóïíèìè. Äëÿ ñòàíó s ïåðåòâîðþâà÷à S i âõiäíî¨
ëiòåðè a ∈ A, ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî ìíîæèíó s ïàð (uv, q) òàêó, ùî iñíó¹ ïàðà (u, p) â

ñòàíi s i ðåáðî p
a|v−→ q â T. Íà äðóãîìó êðîöi âèáèðà¹ìî íàéäîâøèé ñïiëüíèé ïðåôiêñ

z âñiõ ñëiâ uv, òà îçíà÷èìî ìíîæèíó t íàñòóïíèì ÷èíîì

t = {(w, q) : (zw, q) ∈ s} .



238 Ðîçäië 4. Àâòîìàòè

Ìíîæèíà t ¹ ñòàíîì ïåðåòâîðþâà÷à S. Öå âèçíà÷à¹ ðåáðî çi ñòàíó s ó ñòàí t ç ìiòêîþ
(a, z). Ïî÷àòêîâèì ñòàíîì ¹ ìíîæèíà

{(1, i) : i ∈ I}.

Êiíöåâèìè ñòàíàìè ¹ ìíîæèíè t, ÿêi ìiñòÿòü ïàðó (u, q) ç q ∈ T , ùî ¹ êiíöåâèì ñòàíîì
ó ïåðåòâîðþâà÷i T. Îñêiëüêè ïåðåòâîðþâà÷ T ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ, òî äâi ïàðè (u, q) i
(u′, q′) â îäíîìó i òîìó æ êiíöåâîìó ñòàíi t ç q, q′ ∈ T çàäîâîëüíÿþòü óìîâó u = u′.

Ôóíêöiÿ âèõîäó σ ïåðåòâîðþâà÷à S âèçíà÷à¹òüñÿ íà ñòàíi t ïåðåòâîðþâà÷à S çà
ôîðìóëîþ σ(t) = u, äå u � ¹äèíå ñëîâî òàêå, ùî (u, q) ¹ â t äëÿ äåÿêîãî ñòàíó
q ∈ T . Ñòàíàìè ïåðåòâîðþâà÷à S ¹ ìíîæèíàìè ïàð, äîñòóïíèìè ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
ïåðåòâîðþâà÷à S. Ñëîâà, ùî ïîÿâëÿþòüñÿ, ÿê ïåðøi êîìïîíåíòè ó ïàðàõ (u, p), áóäóòü
íàçèâàòèñÿ ëèøêàìè.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè íîâèõ ñòàíiâ ïåðåòâîðþâà÷à S íå ïðèïèíèòüñÿ, ÿêùî äîâæèíè
çàëèøêiâ íå îáìåæåíi. Iñíóþòü àïðiîðíi ìåæi äëÿ ìàêñèìàëüíèõ äîâæèí ëèøêiâ,
êîëè äåòåðìiíiçàöiÿ ìîæëèâà. Öå ðîáèòü ïðîöåäóðó åôåêòèâíîþ ó öüîìó âèïàäêó.

Ïðèêëàä 4.3.7. Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðþâà÷, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 4.17. Ðåçóëüòàòîì

p

a|b

q

b|a

a|a b|b

Ðèñ. 4.17: Iíøèé ïåðåòâîðþâà÷, ùî ðåàëiçó¹ öèêëi÷íèé çñóâ íà ñëîâàõ, ùî ïî÷èíàþ-
òüñÿ ç ëiòåðè a

àëãîðèòìó äåòåðìiíàöi¨ ¹ ïåðåòâîðþâà÷, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 4.16. Ñòàí 0 ñêëàäà¹òüñÿ
ç ïàðè (1, p), à ñòàí 1 óòâîðþ¹òüñÿ ç ïàð (a, p) i (b, q).

Íåõàé S = (P, I, S) � ëiòåðíèé ïåðåòâîðþâà÷ íàä àëôàâiòàìèA,B i T = (Q, J, T ) �
ëiòåðíèé ïåðåòâîðþâà÷ íàä àëôàâiòàìè B,C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ◦ T ëiòåðíèé ïåðå-
òâîðþâà÷ U íàä àëôàâiòàìè A,C, âèçíà÷åíèé

U = (P ×Q, I × J, S × T )

ç ðåáðàìè

(p, q)
a|w−→ (r, s)

äëÿ âñiõ ðåáåð p
a|v−→ r ó ïåðåòâîðþâà÷i S i øëÿõè q

v|w−→ s ó ïåðåòâîðþâà÷i T. Ïå-
ðåòâîðþâà÷ U = S ◦ T íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðþâà÷åì, ñêëàäåíèì ç ïåðåòâîðþâà÷iâ S i
T.

Òâåðäæåííÿ 4.3.8. Âiäíîøåííÿ, ðåàëiçîâàíå ñêëàäåíèì ïåðåòâîðþâà÷åì S ◦ T ¹
êîìïîçèöi¹þ âiäíîøåíü, ðåàëiçîâàíèõ ïåðåòâîðþâà÷àìè S i T.
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Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ øëÿõ There is a path (p, q)
u|w−→ (r, s) ó ïåðåòâîðþâà÷i U = S ◦ T

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ øëÿõ p
u|v−→ r ó ïåðåòâîðþâà÷i S i øëÿõ q

v|w−→ s ó ïåðå-
òâîðþâà÷i T. Òàêèì ÷èíîì, (u,w) ∈ A∗ × C∗ ¹ åëåìåíòîì âiäíîøåííÿ, ðåàëiçîâàíîãî
ïåðåòâîðþâà÷åì U òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ñëîâî v ∈ B∗ òàêå, ùî (u, v) ¹ åëå-
ìåíò, ÿêùî âiäíîøåííÿ ðåàëiçîâàíå ïåðåòâîðþâà÷åì S i (v, w) íàëåæèòü âiäíîøåííþ,
ðåàëiçîâàíèì ïåðåòâîðþâà÷åì T.

Òâåðäæåííÿ 4.3.9. ßêùî S i T � îäíîçíà÷íi ïåðåòâîðþâà÷i, òî ïåðåòâîðþâà÷ S◦T
¹ îäíîçíà÷íèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u = a1a2 · · · an � ñëîâî ç ai ∈ A òà n > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü
äâà øëÿõè â U = S◦T ç òi¹þ æ ìiòêîþ ââîäó u i òèì æå ñàìèì ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì
ñòàíîì. Òî÷íiøå, ïðèïóñòèìî, ùî â ïåðåòâîðþâà÷i U iñíóþòü øëÿõè

(p0, q0)
a1|w1−→ (p1, q1)

a2|w2−→ · · · (pn−1, qn−1)
an|wn−→ (pn, qn),

(p′0, q
′
0)

a1|w′1−→ (p′1, q
′
1)

a2|w′2−→ · · · (p′n−1, q
′
n−1)

an|w′n−→ (p′n, q
′
n)

ç (p0, q0) = (p′0, q
′
0) i (pn, qn) = (p′n, q

′
n). Òîäi iñíóþòü ó ïåðåòâîðþâà÷i S äâà øëÿõè

p0
a1|v1−→ p1

a2|v2−→ · · · pn−1
an|vn−→ pn

i
p′0

a1|v′1−→ p′1
a2|v′2−→ · · · p′n−1

an|v′n−→ p′n

äëÿ âiäïîâiäíèõ ñëiâ v1, · · · , vn, v′1, · · · , v′n, i, ó ïåðåòâîðþâà÷i T äâà øëÿõè

q0
v1|w1−→ q1

v2|w2−→ · · · qn−1
vn|wn−→ qn

i
q′0

v′1|w′1−→ q′1
v′2|w′2−→ · · · q′n−1

v′n|w′n−→ q′n.

Îñêiëüêè ïåðåòâîðþâà÷ S ¹ îäíîçíà÷íèì, òî öi äâà øëÿõè çáiãàþòüñÿ, à îòæå pi = p′i
i vi = v′i äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n. Îñêiëüêè ïåðåòâîðþâà÷ T ¹ îäíîçíà÷íèì i äâà øëÿõè
ìàþòü îäíàêîâó âõiäíó ìiòêó, òî âîíè çáiãàþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, qi = q′i i wi = w′i äëÿ
âñiõ i = 1, . . . , n. Îòîæ, äâà øëÿõè â ïåðåòâîðþâà÷i U çáiãàþòüñÿ.

Íàñëiäîê 4.3.10. Íåõàé X = Y ◦Z � êîä íàä àëôàâiòîì A, ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ êîäó
Y íàä àëôàâiòîì B i êîäó Z íàä àëôàâiòîì A, i íåõàé γ : B∗ → C∗ i δ : A∗ → B∗ �
âiäîáðàæåííÿ êîäóâàííÿ äëÿ Y i Z. ßêùî S i T ¹ îäíîçíà÷íèìè ïåðåòâîðþâà÷àìè,
ÿêi ðåàëiçóþòü âiäîáðàæåííÿ γ i δ, òî êîìïîçèöiÿ T◦S ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ äåêîäóâàííÿ
γ ◦ δ : A∗ → C∗.

Ïðèêëàä 4.3.11. Íåõàé

X = {aa, ba, baa, bb, bba}, Y =
{
aa, b, ba, c, ca

}
i Z = {a, ba, bb}.

Òîäi X = Y ◦β Z ç B =
{
a, b, c

}
i β(a) = a, β(b) = ba i β(c) = bb. Ïðåôiêñíèé

ïåðåòâîðþâà÷ S êîäó Z, ñóôiêñíèé ïåðåòâîðþâà÷ T êîäó Y , i ¨õ êîìïîçèöiÿ çîáðàæåíi
íà ðèñ. 4.18, ç C = {c, d, e, f, g}.
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1

b|−

b

a|b, b|c

a|a

1

a|c, b|e
c|g

a

a|−

b|d, c|f

1, 1

a|c

1, a

a|−

b, 1

a|d
b|f

b|−

a|e, b|g

Ðèñ. 4.18: Ïåðåòâîðþâà÷i T, S i T ◦ S

Òâåðäæåííÿ 4.3.12. ßêùî S i T � äåòåðìiíîâàíi ïåðåòâîðþâà÷i, òî ïåðåòâîðþ-
âà÷ S ◦ T ¹ äåòåðìiíîâàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

(p, q)
a|w−→ (r, s) i (p, q)

a|w′−→ (r′, s′)

� äâà ðåáðà ïåðåòâîðþâà÷à U = S ◦ T. Òîäi iñíóþòü ðåáðà

p
a|v−→ r i p

a|v′−→ r′

ó ïåðåòâîðþâà÷i S i øëÿõè

q
v|w−→ s i q

v′|w′−→ s′

ó ïåðåòâîðþâà÷i T. Ïîçàÿê ïåðåòâîðþâà÷ S ¹ äåòåðìiíîâàíèì, òî

v = v′ i r = r′.

Îñêiëüêè ïåðåòâîðþâà÷ T ¹ äåòåðìiíîâàíèì, òî çâiäñè â ñâîþ ÷åðãó âèïëèâà¹, ùî

w = w′ i s = s′.

Îòîæ äâà ðåáðà â ïåðåòâîðþâà÷i U = S ◦ T çáiãàþòüñÿ.
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4.4 Âïðàâè äî ðîçäiëó 4

Ïiäðîçäië 4.1

B. 4.4.1. Äîâåäiòü, ùî ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ðîçïiçíóâàíèì i âiëüíèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ îäíîçíà÷íèé âïîðÿäêîâàíèé àâòîìàò A = (Q, 1, 1), ùî
ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä M .

Ïiäðîçäië 4.2

B. 4.4.2. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ ìíîæèíè A+ i A∗D(X) = (P, (1, 1), (1, 1)) �
êâiòêîâèé àâòîìàò ìíîæèíè X. Íåõàé ϕ � àñîöiéîâàíå çîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî

((p, q), ϕ(w), (r, s)) = (q(X)∗r, w) + (pw, r)(q, ws),

äëÿ âñiõ ñòàíiâ (p, q), (r, s) ∈ P i ñëiâ w ∈ A∗.

B. 4.4.3. Íåõàé A = (P, i, T ) i B = (Q, j, S) � äâà àâòîìàòè i ρ : P → Q � ðåäóêöiÿ ç
A íà B òàêà, ùî i = ρ−1(j). Äîâåäiòü, ÿêùî àâòîìàò A ¹ äåòåðìiíîâàíèì, òî àâòîìàò
B ¹ òàêîæ äåòåðìiíîâàíèì.

Íîòàòêè äî ðîçäiëó 4

Îäíîçíà÷íi àâòîìàòè òà ¨õ âiäíîøåííÿ äî êîäiâ âïåðøå çóñòði÷àþòüñÿ â ïðàöÿõ
Øþöåíáåðãåðà [182, 185]. Âîíè òàêîæ çóñòði÷àþòüñÿ ïiä íàçâîþ iíôîðìàöiéíèõ ìà-
øèí áåç âòðàò (information lossless machines) ó ïðàöi Ãàôôìàíà [97], äèâ. òàêîæ
ìîíîãðàôi¨ [110�113].

Îäíîçíà÷íi àâòîìàòè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèìè ïðî-
îáðàçàìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñèìâîëüíié äèíàìiöi (äèâ. [128]). Çâ'ÿçîê ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî â ñêií÷åííîìó îäíîçíà÷íîìó àâòîìàòi áóäü-ÿêå ñëîâî ¹ ìiòêîþ ñêií÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi øëÿõiâ. Öÿ êiëüêiñòü îáìåæåíà êâàäðàòîì êiëüêîñòi ñòàíiâ àâòîìàòà.
Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè p i q ñòàíiâ àâòîìàòà A òà áóäü-ÿêîãî ñëîâà w iñíó¹ íå
áiëüøå îäíîãî øëÿõó p

w−→ q.

Òâåðäæåííÿ 4.1.6 ïîÿâëÿ¹òüñÿ â ñòàòòi Øþöåíáåðãåðà [185]. Ôîðìóëó (4.2) ìîæíà
çàïèñàòè â òåðìiíàõ íåêîìóòàòèâíèõ çìiííèõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ êâàçiäåòåð-
ìiíàíòà (quasideterminant) (äèâ. [3, 74]).

Äëÿ ñòâîðåííÿ âñåái÷íîãî çíàííÿ ïðî ïåðåòâîðþâà÷i íåîáõiäíî çâåðíóòèñÿ äî ìî-
íîãðàôié Åéëåíáåð à [62] àáî Áåðñòåëÿ [31]. Ïðî âiäíîñíî íåäàâíi ðåçóëüòàòè ïî öié
òåìàòèöi äèâ. ìîíîãðàôi¨ Ñàêàðîâi÷à [172,173].

Ïðî àëãîðèòì äåòåðìiíàöi¨ ïåðåòâîðþâà÷iâ äèâ. ìîíîãðàôi¨ ãðóïè ìàòåìàòèêiâ
Ëîòàði [134�136]. Äåêîäóâàííÿ â ëiíiéíîìó ÷àñi çà äîïîìîãîþ îäíîçíà÷íîãî ïåðåòâî-
ðþâà÷à áàçó¹òüñÿ íà ïîêðèòòi Øþöåíáåðãåðà îäíîçíà÷íèì àâòîìàòîì, äèâ. [172,173].
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.



Ðîçäië 5

Çàòðèìêà äåøèôðóâàííÿ

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé êîäàì çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ. Iíòó-
¨òèâíî, êîäè çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ ìîæíà äåêîäóâàòè, çëiâà íà-
ïðàâî, çi ñêií÷åííèì ïåðåãëÿäîì. Iñíó¹ î÷åâèäíèé ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ äî öi¹¨ óìîâè.
Êîäè çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ óòâîðþþòü ñiì'þ, ÿêà ðîçòàøîâàíà
ìiæ ïðåôiêñíèìè òà çàãàëüíèìè êîäàìè. Iñíó¹ äâà ñïîñîáè âèçíà÷åííÿ çàòðèìêè äå-
øèôðóâàííÿ, ïiäðàõóâàííÿì àáî êîäîâèõ ñëiâ, àáî ëiòåð. Ïåðøèé ñïîñiá íàçèâà¹òüñÿ
âåðáàëüíîþ çàòðèìêîþ, àáî ïðîñòî êîðîòøå çàòðèìêîþ, à äðóãèé � ëiòåðíîþ çà-
òðèìêîþ.

Ïiäðîçäië 5.1 ïðèñâÿ÷åíèé êîäàì çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ âåðáàëüíîãî äåøè-
ôðóâàííÿ. Ñïî÷àòêó ìè âèêëàäà¹ìî ïîïåðåäíié íåîáõiäíèé ìàòåðiàë. Çîêðåìà, ìè
äîâîäèìî õàðàêòåðèçàöiþ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ ç òî÷êè çîðó ñïðîùåííÿ ñëiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 ìè äîâîäèìî òåîðåìó Ùþöåíáåðãåðà (òåðåìà 5.2.4), ÿêà ñòâåðä-
æó¹, ùî ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé êîä çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ ¹
ïðåôiêñíèì. Ìè äîâîäèìî, ùî êîæåí ðàöiîíàëüíèé êîä çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ
äåøèôðóâàííÿ ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó ðàöiîíàëüíîìó êîäi ç òîþ ñàìîþ ñêií-
÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ (òåðåìà 5.2.9).

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàòðèìêà ëiòåðíîãî äåøèôðóâàííÿ, òîáòî çàòðèì-
êà äåøèôðóâàííÿ, äå áåðóòüñÿ äî óâàãè âèðàçè ëiòåð çàìiñòü ñëiâ êîäó. Êîä çi ñêií÷åí-
íîþ çàòðèìêîþ ëiòåðíîãî äåøèôðóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî ïðåôiêñíèì. Ââîäèòüñÿ
ïîíÿòòÿ àâòîìàòà çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ñëàáî äåòåðìi-
íîâàíèì. Äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü ìiæ ñëàáêî ïðåôiêñíèìè êîäàìè òà ñëàáî äåòåð-
ìiíîâàíèìè àâòîìàòàìè (òâåðäæåííÿ 5.3.4). Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî öþ õàðàêòåðèçàöiþ
äëÿ òîãî, ùîá äàòè ùå îäíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Øþòöåíáåðãåðà. Äàëi ìè äîâåäå-
ìî, ùî iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ïîïîâíåííÿ ç òi¹þ æ ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ
(òåîðåìà 5.3.7).

5.1 Çàòðèìêà äåøèôðóâàííÿ

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiäìíîæèíàX âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèì-
êó âåðáàëüíîãî äåøèôðóâàííÿ, ÿêùî iñíó¹ öiëå ÷èñëî d > 0 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà

xy 6 x′y′ =⇒ x = x′, (5.1)

243
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äëÿ x, x′ ∈ X, y ∈ Xd, y′ ∈ X∗. (Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ïèøåìî u 6 u′ äëÿ çîáðàæåííÿ
òîãî, ùî ñëîâî u ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u′.) ßêùî öÿ óìîâà âèêíó¹òüñÿ äëÿ öiëîãî ÷èñëà
d, òî ìè êàæåìî, ùî ìíîæèíà X ìà¹ çàòðèìêó âåðáàëüíîãî äåøèôðóâàííÿ d. ßêùî
öå ìîæëèâî, òî ìè îïóñêà¹ìî öåé òåðìií âåðáàëüíèé. Çàáîðîíåíà êîíôiãóðàöiÿ äëÿ
ñêií÷åííî¨ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ çîáðàæåíà íà ðèñ. 5.1.

x y

x′ y′

Ðèñ. 5.1: Çàáîðîíåíà êîíôiãóðàöiÿ äëÿ ñêií÷åííî¨ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ

Âèùå âèêëàäåíå îçíà÷åííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé
w ∈ A∗ � ñëîâî, ÿêå ìà¹ äâà ïðåôiêñè ó âiëüíié íàïiâãðóïi X+ òàêå, ùî íàéêîðîòøå
ç íèõ ìiñòèòüñÿ â X1+d. Òîäi äâà ïðåôiêñè ïî÷èíàþòüñÿ ç îäíîãî i òîãî æ ñëîâà â X.

ßêùî ìíîæèíà X ìà¹ çàòðèìêó âåðáàëüíîãî äåøèôðóâàííÿ d, òî âîíà òàêîæ
ìà¹ çàòðèìêó âåðáàëüíîãî äåøèôðóâàííÿ d′ äëÿ êîæíîãî öiëîãî d′ > d. Íàéìåíøå
öiëå ÷èñëî d, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.1) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ çàòðèìêîþ âåð-
áàëüíîãî äåøèôðóâàííÿ ìíîæèíè X. ßêùî òàêîãî öiëîãî ÷èñëà íå iñíó¹, òî áóäåìî
ââàæàòè, ùî ìíîæèíà X ìà¹ íåñêií÷åííó çàòðèìêó âåðáàëüíîãî äåøèôðóâàííÿ.

Öå ïîíÿòòÿ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ ¹, î÷åâèäíî, îði¹íòîâàíèì çëiâà-íàïðàâî.
Äóæå ïðîñòî âèçíà÷èòè äóàëüíå ïîíÿòòÿ (ïðàöþþ÷è ñïðàâà íàëiâî). Òåðìiíîëîãiþ
îá ðóíòîâó¹ íàñòóïíå ñïîñòåðåæåííÿ: ïiä ÷àñ çäiéñíåííÿ ãðàìàòè÷íîãî àíàëiçó âõi-
äíîãî ñëîâà çëiâà-íàïðàâî çàòðèìêà ìiæ ìîìåíòîì, êîëè ìîæëèâèé ìíîæíèê X-
ôàêòîðèçàöi¨ ¹ âèÿâëåíèì, i ìîìåíòîì, êîëè öi ìíîæíèêè îñòàòî÷íî ÷èííi, ¹ îáìå-
æåíîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ.

ßêùî çàòðèìêà äåøèôðóâàííÿ ìíîæèíè X ¹ íåñêií÷åííîþ, òî iñíóþòü ñëîâà
x, x′ ∈ X ç x 6= x′ i y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y
′
2, . . . , y

′
n ∈ X òàêi, ùî xy1y2 · · · yn ¹ ïðåôiêñîì

ñëîâà x′y′1y
′
2 · · · y′n äëÿ âñiõ n > 1, àáî íàâïàêè.

Ç âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè ç çàòðèìêîþ d = 0 ¹ ïðåôiêñíèìè êîäàìè.
Öå ¹ ïðè÷èíîþ, ÷îìó ïðåôiêñíi êîäè òàêîæ íàçèâàþòüñÿ ìèòò¹âèìè êîäàìè. Ó
öüîìó ñåíñi êîäè çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ïðåôiêñíèõ
êîäiâ.

Òâåðäæåííÿ 5.1.1. Ïiäìíîæèíà X âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííó çà-
òðèìêó äåøèôðóâàííÿ ¹ êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Ìè ìîæåìî ââàæàòè,
ùî X 6= ∅. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

w = x1x2 · · · xn = y1y2 · · · ym,

äëÿ äåÿêèõ n,m > 1, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ X. Íåõàé z ∈ X. Òîäi wzd ∈ y1X
∗. Çà

óìîâîþ (5.1) ìà¹ìî, ùî x1 = y1, x2 = y2 i ò.ä. Îòîæ, ìíîæèíà X ¹ êîäîì.
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Ïðèêëàä 5.1.2. Ñóôiêñíèé êîä

X = {aa, ba, b}

ìà¹ íåñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ. Ñïðàâäi, äëÿ âñiõ öiëèõ d > 0 ñëîâî
b(aa)d ∈ X1+d ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà y(aa)d òàêîãî, ùî y = ba 6= b.

Äëÿ ïiäìíîæèíè X ⊂ A+, îçíà÷èìî, ÿê i â ïiäðîçäiëi 2.3, ïîñëiäîâíiñòü (Un)n>0

ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ïðèéíÿâøè

U1 = X−1X \ {1}, Un+1 = X−1Un ∪ U−1
n X, n > 1.

Òâåðäæåííÿ 5.1.3. Ìíîæèíà X ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà Un ¹ ïîðîæíüîþ äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 2.3.4 äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ìà¹ìî, ùî u ∈ Un òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ñëîâà x1, . . . , xi, y1, . . . , yj ∈ X ç x1 6= y1, i+ j = n+1 i ñëîâî
u ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yj òàêi, ùî x1 · · · xiu = y1y2 · · · yj. Ìè ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî ó
âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî U2d+1 = ∅. Ïðèïóñòèìî
ïðîòèëåæíå. Íåõàé ñëîâà x1, . . . , xi, y1, . . . , yj ∈ X ¹ òàêèìè, ùî x1 · · · xiu = y1y2 · · · yj
ç i + j = 2d + 2, u ¹ ñóôiêñîì ñëîâà yj i x1 6= y1. Òîäi i − 1 6 d − 1, îñêiëüêè â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìàëè á x1 = y1. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî j − 2 6 d − 1,
îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ç yj = vu, ìè ìàëè á y1y2 · · · yj−1v = x1 · · ·xi, à
îòæå çíîâó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü x1 = y1. Îòîæ, i+ j 6 2d+1. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

Îòæå, ìè äîâåäåìî, ÿêùî Un = ∅, òî ìíîæèíà X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ
n − 1. Íåõàé ñïðàâäi x, x′ ∈ X, y ∈ Xn−1, y′ ∈ Xj äëÿ j > 0 i u ∈ A∗ ¹ òàêèìè,
ùî xyu = x′y′. ßêùî x 6= x′, òî u ∈ Um äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m > n,
ïðîòèði÷÷ÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = x′, à öå äîâîäèòü, ùî ìíîæèíà X ìà¹
çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ n− 1.

Ïðèêëàä 5.1.4. Ìíîæèíà
X = {a, ab, bc, cd, de}

ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 2. Îòðèìó¹ìî, ùî

U1 = {b}, U2 = {c}, U3 = {d}, U4 = {e}, U5 = ∅.

Ìè ïåðåôîðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íå-
õàé X � êîä. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñëîâî s ∈ A∗ ¹ ñïðîùóâàíèì äëÿ êîäó X, ÿêùî

xsv ∈ X∗ =⇒ sv ∈ X∗,

äëÿ âñiõ x ∈ X∗ i v ∈ A∗.

Òâåðäæåííÿ 5.1.5. Êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âñi ñëîâà â Xd ¹ ñïðîùóâàíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Íåõàé
x ∈ Xd, x1, . . . , xp ∈ X i v ∈ A∗ òàêi, ùî x1 · · ·xpxv ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì,

x1, . . . , xpxv = y1 · · · yq
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äëÿ äåÿêèõ ñëiâ y1, . . . , yq ∈ X. Ïîçàÿê êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x1 = y1, . . . , xp = yp, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî q > p i xv = yp+1 · · · yq.
Îòîæ, xv ∈ X∗. Öå äîâîäèòü, ùî ñëîâî x ¹ ñïðîùóâàíèì.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî y ∈ Xd. Íåõàé x, x′ ∈ X i u ∈ A∗ � òàêi ñëîâà, ùî
xyu ∈ x′X∗. Òîäi yu ∈ X∗. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
x = x′. Îòîæ, êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îõàðàêòåðèçîâó¹ äåêîäåðè êîäiâ çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ
äåøèôðóâàííÿ â òåðìiíàõ ïîñëiäîâíèõ ïåðåòâîðþâà÷iâ, ââåäåíèõ â ïiäðîçäiëi 4.3.

Òâåðäæåííÿ 5.1.6. Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé êîä i β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì
êîäóâàííÿ äëÿ êîäó X. Âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ äåêîäóâàííÿ A∗ → B∗ ¹ ðåàëiçîâíîþ ñêií-
÷åííèì ïîñëiäîâíèì ïåðåòâîðþâà÷åì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîä X ìà¹ ñêií÷åííó
âåðáàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî X ìà¹ ñêií÷åííó âåðáàëüíó çàòðèìêó äåøèô-
ðóâàííÿ d. Çà òâåðäæåííÿì 4.3.2 ïðåôiêñíèé ïåðåòâîðþâà÷ T àñîöiéîâàíèé ç âiäîáðà-
æåííÿì β ðåàëiçó¹ âiäïîâiäíó ôóíêöiþ äåêîäóâàííÿ γ ç A∗ â B∗. Íåõàé S � ïîñëiäîâ-
íèé ïåðåòâîðþâà÷, îòðèìàíèé ç T = (Q, 1, 1) ïðîöåäóðîþ äåòåðìiíiçàöi¨, îïèñàíî¨ â
ïiäðîçäiëi 4.3. Íåõàé U � ìíîæèíà ëèøîê, ùî ¹ ñëîâàìè u ∈ B∗ òàêèì, ùî (u, p) íàëå-
æèòü äî ñòàíó ïåðåòâîðþâà÷à S äëÿ äåÿêîãî ñòàíó p ïåðåòâîðþâà÷à T. Ìè äîâåäåìî,
ùî êîæíå ñëîâî u ∈ U ìà¹ äîâæèíó, ÿêà íå ïåðåâèùó¹ d. Öå äîâåäå, ùî ïåðåòâîðþâà÷
S ¹ ñêií÷åííèì, à îòæå ôóíêöiÿ äåêîäóâàííÿ ¹ ðåàëiçîâíîþ ñêií÷åííèì ïîñëiäîâíèì
ïåðåòâîðþâà÷åì.

Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ÿêùî äâi ïàðè (w, q), (w′, q′) ∈ B∗ ×Q íàëåæàòü äî îäíîãî
ñòàíó ïåðåòâîðþâà÷à S, òî β(w)q = β(w′)q′. Öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
(1, 1) ∈ B∗×Q, äå ÷åðçå äðóãó îäèíèöþ 1 ìè ïîçíà÷à¹ìî ïî÷àòêîâèé ñòàí ïåðåòâîðþ-
âà÷à T. Äàëi, ÿêùî (w, q), (w′, q′) ∈ t ¹ äâîìà ïàðàìè, ÿêi íàëåæàòü äî äåÿêîãî ñòàíó
t 6= (1, 1) ïåðåòâîðþâà÷à S, òî çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðþâà÷à S iñíó¹ ðåáðî s

a,z−→ t â
S äëÿ äåÿêèõ a ∈ A i z ∈ B∗. Òàêèì ÷èíîì, iñíóþòü äâi ïàðè (u, p), (u′, p′) â ñòàíi s i
äâà ðåáðà

p
a|v−→ q i p′

a|v′−→ q′

â ïåðåòâîðþâà÷i T òàêi, ùî uv = zw i u′v′ = zw′. Ìè äîâîäèìî iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi
øëÿõó âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó äî ñòàíó t â ïåðåòâîðþâà÷i S. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî
ïðèïóñêàòè, ùî β(u)p = β(u′)p′. Îñêiëüêè

p
a|v−→ q i p′

a|v′−→ q′

¹ ðåáðàìè â ïåðåòâîðþâà÷i T, òî çà ðiâíiñòþ (4.8) ìà¹ìî, ùî pa = β(v)q i p′a = β(v′)q′.
Öå ìà¹ íà óâàçi â ñâîþ ÷åðãó, ùî β(uv)q = β(u′v)q′.Ñïðîùåííÿ îáîõ ñòîðií çíà÷åííÿì
β(z) äà¹ ðiâíiñòü β(w)q = β(w′)q′.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïàðó (u, p) ∈ B+ × Q, ÿêà íàëåæèòü ñòàíó ïåðåòâîðþâà÷à S.
Îñêiëüêè ñëîâî u ¹ íåïîðîæíiì, òî çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðþâà÷à S iñíó¹ iíøà ïà-
ðà (u′, p′) ó òîìó æ ñàìîìó ñòàíi ïåðåòâîðþâà÷à S òàêà, ùî ñëîâà u é u′ íå ìàþòü
íåïîðîæíüîãî ñïiëüíîãî ïðåôiêñà. Çà íàøèì ïîïåðåäíiì çàóâàæåííÿì ìà¹ìî, ùî
β(u)p = β(u′)p′. Îñêiëüêè ñëîâî p′ ¹ ïðåôiêñîì äåÿêèõ êîäîâèõ ñëiâ, òî ñëîâî β(u) ¹
ïðåôiêñîì ñëîâà β(u′b) äëÿ äåÿêî¨ ëiòåðè b ∈ B. Òåïåð ïîêëàäåìî

β(u) = xy i β(u′b) = x′y′,
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äëÿ äåÿêèõ x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ X∗. Îñêiëüêè ñëîâà u é u′ ïî÷èíàþòüñÿ ðiçíèìè ëiòåðàìè,
òî ìà¹ìî, ùî x 6= x′. Çà îçíà÷åííÿì çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
|u| 6 d, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ iìïëiêàöi¨.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî S = (Q, i, σ) � ïîñëiäîâíèé ïåðåòâîðþâà÷ ç âèõiäíîþ
ôóíêöi¹þ σ, ÿêà ðåàëiçó¹ âiäïîâiäíó ôóíêöiþ äåêîäóâàííÿ γ ç A∗ â B∗. Íåõàé d �
ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ñëiâ σ(p) äëÿ p ∈ Q. Ç óðàõóâàííÿì çàñòîñóâàííÿ çíîâó óìîâè
(5.1), íåõàé x, x′ ∈ X i y, y′ ∈ X∗ � ñëîâà òàêi, ùî xy 6 x′y′ i x 6= x′. Ìè äîâåäåìî,
ùî y ∈ Xd′ äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà d′ < d. Íåõàé p � ñòàí, äîñÿãíóòìé ç ïî÷àòêî-
âîãî ñòàíó i, ÷èòàþ÷è ñëîâî x. Ó öüîìó ÷èòàííi íåìà¹ âèâîäó, îñêiëüêè ñëîâî xy ¹
ïðåôiêñîì ñëîâà x′y′, i, îñêiëüêè x 6= x′, òî íå ìîæíà âèðiøèòè, ÷è âèâîäèòè γ(x) àáî

γ(x′). Òàêèì ÷èíîì, ìè ìà¹ìî ðåáðî i
xy|1−→ p. Áiëüøå òîãî, ÿêùî ñëîâî u âèçíà÷åíå

òàê β(u) = xy, òî σ(p) = u. Îñêiëüêè |u| 6 d i β(u) ∈ X1+d′ , òî ìà¹ìî 1 + d′ 6 d, à
îòæå d′ < d. Òàêèì ÷èíîì, êîä X ìà¹ âåðáàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d.

Ïðèêëàä 5.1.7. Ðîçãëÿíåìî êîä

X = {a, b, abc}

íàä àëôàâiòîì A = {a, b, c}, ç B =
{
a, b, c

}
i ìîðôiçì êîäóâàííÿ âèçíà÷åíèé òàê:

a 7→ a, b 7→ b, c 7→ abc.

Êîä X ìà¹ âåðáàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 2. Ïðåôiêñíèé ïåðåòâîðþâà÷ T i ïî-
ñëiäîâíèé ïåðåòâîðþâà÷ S îòðèìóþòüñÿ äåòåðìiíiçàöi¹þ, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ. 5.2.
Ñòàíè ïåðåòâîðþâà÷à S ïåðåíóìåðîâàíi 1, 2, 3, à âiäïîâiäíiñòü ç ñòàíàìè, îòðèìàíèìè

1

a|−
a

b|−

ab
c|c

a|a

b|b

1
a|−

b|abb

c|c

b|b

2
b|−

a|a

3

a|ab

Ðèñ. 5.2: Ïåðåòâîðþâà÷i T i S

çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè äåòåðìiíóâàííÿ, i ôóíêöi¹þ âèõîäó σ íàâåäåíi â òàáë. 5.1.
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ñòàí 1 2 3

ïàðè (1, 1)
( a, 1)
(1, a)

(
ab, 1

)|
(1, ab)

âèõiä 1 a ab
|

Òàáë. 5.1: Ñòàíè òà ôóíêöiÿ âèõîäó äëÿ ïîñëiäîâíîãî ïåðåòâîðþâà÷à S

5.2 Ìàêñèìàëüíi êîäè

Òåïåð ìè âèâ÷à¹ìî ìàêñèìàëüíi êîäè çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ.
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ ïîäiáíèé äî òâåðäæåííÿ 2.5.6.

Òâåðäæåííÿ 5.2.1. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+, ÿêà ìà¹ ñêií-
÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ. ßêùî y ∈ A+ � íåîáëÿìîâàíå ñëîâî òàêå, ùî

X∗yA∗ ∩X∗ = ∅,

òî ìíîæèíà Y = X ∪ {y} ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó V = X∗y. Âîíà ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì. Ñïðàâäi, ïðè-
ïóñòèìî, ùî v = xy i v′ = x′y ¹ òàêèìè, ùî x, x′ ∈ X∗ i v < v′. Òîäi íåîäìiííî v 6 x′,
îñêiëüêè ñëîâî y ¹ íåîáëÿìîâàíèì. Àëå òîäi x′ ∈ X∗yA∗, ïðîòèði÷÷ÿ. Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî

V +A∗ ∩X∗ = ∅,

îñêiëüêè V +A∗ ∩ V A∗.
Íåõàé ìíîæèíà X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d i e = d+ |y|. Ìè äîâåäåìî, ùî

ìíîæèíà Y ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ e. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ

w = y1y2 · · · ye+1u = y′1y
′
2 · · · y′n

ç y1, y2, . . . , ye+1, y
′
1, y
′
2, . . . .y

′
n ∈ Y i u ∈ A∗, òà ïðèïóñòèâøè ïðîòèëåæíå, ïðèïóñòèìî,

ùî y1 6= y′1.

Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî îäíå çi ñëiâ y1, y2, . . . , ye+1 äîðiâíþ¹ ñëîâó y. Ïðèïóñòèìî
ïðîòèëåæíå. Òîäi y1 · · · yd+1 ∈ Xd+1. Íåõàé q � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî

y1 · · · yd+1 6 y′1 · · · y′q

(äèâ. ðèñ. ðèñ. 5.3). Çàòðèìêà ìíîæèíè äîðiâíþ¹ d i y1 6= y′1, à îòæå îäíå ñåðåä
ñëiâ y′1, . . . , y

′
q ìà¹ äîðiâíþâàòè y. Ìè íå ìîæåìî ìàòè yi = y äëÿ iíäåêñó i < q,

îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî y1 · · · yd+1 ∈ V +A∗ ∩X∗. Òàêèì ÷èíîì, y′q = y i
y′1 · · · y′q ∈ V . Çàóâàæèìî, ùî y′1 · · · y′q−1 6 y1 · · · yd+1. Äàëi, |yd+2 · · · ye+1| > e− d = |y|.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

y′1 · · · y′q 6 y1 · · · ye+1.

Àëå òîäi y1 · · · ye+1 ∈ X∗ ∩X∗yA∗, ùî ¹ íåìîæëèâèì. Öå ïîêàçó¹, ùî òâåðäæåííÿ, à
ñàìå, ùî îäíå çi ñëiâ y1, y2, . . . , ye+1 äîðiâíþ¹ ñëîâó y.
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y1

y′1

yd+1

y′q

ye+1

y′n

Ðèñ. 5.3: Äâi ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâà w

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñëîâî w ìà¹ ïðåôiêñ y1y2 · · · yp ó ìíîæèíi V òàêèé, ùî
y1, . . . , yp−1 ∈ X i yp = y. Çà ïðèïóùåííÿì îäíå çi ñëiâ y′1, . . . , y

′
n ìà¹ äîðiâíþâà-

òè ñëîâó y. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî w ìà¹ ïðåôiêñ y′1y
′
2 · · · y′q ó ìíîæèíi V òàêèé, ùî

y′1, . . . , y
′
q−1 ∈ X i y′q = y. Ç òîãî, ùî êîä V ¹ ïðåôiêñíèì, ìà¹ìî

y1y2 · · · yp−1 = y′1y
′
2 · · · y′q−1.

Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî çâiäñè òà ç ïðèïóùåííÿ y1 6= y′1 âèïëèâà¹, ùî
p = q = 1. Àëå òîäi yp = y = y′q. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹ ôiíàëüíå ïðîòèði÷÷ÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.2.1 ìà¹ íàñòóïíèé öiêàâèé íàñëiäîê.

Òåîðåìà 5.2.2. Íåõàé X � òîíêà ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. ßêùî ìíî-
æèíà X ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ, òî íàñòóïi óìîâè ¹ åêâiâàëåíò-
íèìè:

(i) X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì;
(ii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì ó ñiì'¨ êîäiâ çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê, êîëè àëôàâiò A ìà¹ ðiâíî îäíó ëiòåðó ¹ î÷åâèäíèì. Òàêèì
÷èíîì, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî Card(A) > 2.

Äîñòàòíüî äîâåñòè iìïëiêàöiþ (ii) =⇒ (i). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî êîä
X ¹ ïîâíèì. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå òà ðîçãëÿíåìî ñëîâî u,ÿêå íå ý ìíîæíèêîì
ñëîâà ó âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗. Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1.3.6 ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ñëîâî
v ∈ A∗ òàêå, ùî ñëîâî y = uv ¹ íåîáëÿìîâàíèì. Àëå òîäi A∗yA∗ ∩X∗ = ∅ i çà òâåð-
äæåííÿì 5.2.1 ìíîæèíà X ∪ {y} ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ. Îòðèìàëè
ïðîòèði÷÷ÿ.

ÍåõàéX � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ íàä àëôàâiòîì A. Áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî ñëîâî p ¹ ñèëüíî ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà äëÿ ìíîæèíè X, ÿêùî äëÿ âñiõ ñëiâ
u ∈ A∗ iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî puv ∈ X∗. Î÷åâèäíî, ùî ñèëüíî ïîïîâíþâàëüíå
ñïðàâà ñëîâî ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà. Ìíîæèíà ñèëüíî ïîïîâíþâàëüíèõ ñïðàâà
ñëiâ äëÿ ìíîæèíè X ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E(X).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 2.5.5 äëÿ êîäiâ çi ñêií÷åííîþ çàòðèì-
êîþ äåøèôðóâàííÿ, îñêiëüêè âîíî ñòâåðäæó¹, ùî ìàêñèìàëüíi êîäè çi ñêií÷åííîþ
çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó, ÿêà ¹ ñèëüíiøîþ çà óìîâó áóòè
ïîâíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ 5.2.3. Íåõàé X ⊂ A+ � ìàêñèìàëüíèé êîä iç çàòðèìêîþ äåøèôðó-
âàííÿ d. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ Xd i u ∈ A∗ iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî xuv ∈ X∗.
Iíøèìè ñëîâàìè Xd ⊆ E(X).
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Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê, êîëè àëôàâiò A ìà¹ ðiâíî îäíó ëiòåðó ¹ î÷åâèäíèì. Òàêèì
÷èíîì, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî Card(A) > 2.

Íåõàé x ∈ Xd i u ∈ A∗. Çà òâåðäæåííÿ 1.3.6 iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî ñëîâî
y = xuv ¹ íåîáëÿìîâàíèì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

X∗yA∗ ∩X∗ 6= ∅.

Ñïðàâäi, ìíîæèíà X ∪ {y} ìàëà á áóòè êîäîì çà òâåðäæåííÿìè 5.2.1 i 5.1.1, à öå
ñóïåðå÷èòü ìàêñèìàëüíîñòi êîäó X.

Îòæå, iñíóþòü z ∈ X∗ i w ∈ A∗ òàêi, ùî zyw ∈ X∗. Çà òâåðäæåííÿì 5.1.5 ñëîâî x
¹ ñïðîùóâàíèì. Îòîæ, ç zyw = zxuvw ∈ X∗ âèïëèâà¹, ùî xuvw ∈ X∗. Öå äîâîäèòü,
ùî ñëîâî x ¹ ñèëüíî ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà.

Òåïåð ìè ôîðìóëþ¹ìî òà äîâîäèìî âàæëèâèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.2.4 (Øþöåíáåðãåð). Êîæåí ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé êîä çi ñêií÷åí-
íîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ ¹ ïðåôiêñíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî iñíó¹ ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé êîä X çi
ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ, ÿêèé íå ¹ ïðåôiêñíèì. ×åðåç P ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó ïðåôiêñiâ ñëiâ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗. Îçíà÷èìî (äèâ. ðèñ. 5.4).

x

y

t

u

Ðèñ. 5.4: Åëåìåíò t ìíîæèíè T

T = {t ∈ P : iñíóþòü x, y ∈ X òàêi, ùî x 6= y i xtA∗ ∩ yX∗ 6= ∅} .

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà T ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî. Ñïðàâäi, îñêiëüêè êîä
X íå ¹ ïðåôiêñíèì, òî iñíóþòü ñëîâà x, y ∈ X òàêi, ùî y = xu äëÿ äåÿêîãî ñëîâà
u ∈ A+. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà xA∗ ∩ {y} ¹ íåïîðîæíüîþ. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî 1 ∈ T . Îòîæ, ìíîæèíà T íå ¹ ïîðîæíüîþ.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà T ¹ ñêií÷åííîþ. Íåõàé L � ìàêñèìàëüíà äîâæèíà
ñëiâ ó êîäi X. Ïðóïóñòèìî, ùî iñíó¹ ñëîâî t ∈ T äîâæèíè |t| > dL, äå X ìà¹ çà-
òðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Îñêiëüêè t ∈ T , òî t = x1 · · ·xdt′ äëÿ äåÿêèõ êîäîâèõ ñëiâ
x1, . . . , xd ∈ X i äåÿêîãî ñëîâà t′ ∈ P .

Íåõàé x, y ∈ X � ðiçíi ñëîâà òàêi, ùî ìíîæèíà xtA∗∩yX∗ ¹ íåïîðîæíüîþ. Ìà¹ìî
xtu = yw äëÿ äåÿêîãî ñëîâà w ∈ X∗. Îòæå, xx1 · · ·xdt′u = yw, i îñêiëüêè êîä X
ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî îòðèìó¹ìî, ùî x = y, ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì,
ñëîâî t íå ìîæå áóòè åëåìåíòîì ìíîæèíè T . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñi ñëîâà ìíîæèíè
T ìàþòü äîâæèíè ìåíøi çà dL, à îòæå ìíîæèíà T ¹ ñêií÷åííîþ.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêå ñëîâî t ìíîæèíè T ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè. Ìà¹ìî, ùî
ìíîæèíà xtA∗ ∩ yX∗ ¹ íåïîðîæíüîþ äëÿ äåÿêèõ ðiçíèõ ñëiâ x, y ∈ X. Òàêèì ÷èíîì,
xtu ∈ yX∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâî u, i ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî u ∈ A+. Ñïðàâäi, ÿêùî
u = 1, ìè çàìiíèìî ñëîâî u iíøèì ñëîâîì êîäó X. Ïîêëàäåìî u = au′, äå a ¹ ïåðøîþ
ëiòåðîþ ñëîâà u. Ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè, ùî ta ∈ P , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ta ∈ T ,
ïðîòèði÷÷ÿ.

Ïðèéìåìî w = zta, äå z � ñëîâî ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè â ñêií÷åíîìó êîäi X.
Çà òâåðäæåííÿì 2.5.6 ìíîæèíà X∗wA∗ ∩ X∗ ¹ íåïîðîæíüîþ. Òàêèì ÷èíîì iñíóþòü
ñëîâà x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ X i v ∈ A∗ òàêi, ùî

x1 · · ·xnztav = y1 · · · ym

(äèâ. ðèñ. 5.5).

x1

y1

xn z t

a

ym

v

Ðèñ. 5.5: Ïîïîâíåííÿ ñëîâà w = zta

Âiçüìåìî ìiíiìàëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n. ßêùî n > 1, òî ìà¹ìî

x1(x2 · · ·xnzt)av = y1 · · · ym i t′ = x2 · · ·xnzt ∈ P,

îñêiëüêè t ∈ P . Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà x1t
′A∗ ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó y1X

∗, i îñêiëüêè
t′ /∈ T , òî ìà¹ìî x1 = y1. Îòîæ,

x2 · · ·xnztav = y2 · · · ym,

à öå ñóïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Òàêèì ÷èíîì,

n = 0 i ztav = y1 · · · ym

(äèâ. ðèñ. 5.6).

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè z ¹ ñëîâîì ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè, òî ñëîâî y1 ¹ ïðåôiê-
ñîì ñëîâà z. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî y1 6= z. Òîäi äëÿ äåÿêîãî ïðåôiêñà t1 ñëîâà
y2 · · · ym ìà¹ìî, ùî y1t1 = zt. Îñêiëüêè t ∈ P , òî ìíîæèíà y1t1A

∗ ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó
zX∗ i ìè îòðèìó¹ìî, ùî t1 ∈ T , ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè

|y1| < |z| =⇒ |t1| > |t|.

Îòîæ,
y1 = z i tav = y2 · · · ym.

Òàêèì ÷èíîì, ta ∈ P , ùî i âèìàãàëîñü äîâåñòè. Öå i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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z
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t1

t
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ym

v

Ðèñ. 5.6: Íàñëiäêîì y1 6= z ¹, ùî zt = y1t1

Òåîðåìó 5.2.4 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì òàê:

Òåîðåìà 5.2.4. Êîæåí ìàêñèìàëüíèé ñêií÷åííèé êîä ¹ àáî ïðåôiêñíèì, àáî ìà¹
íåñêií÷åííó çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ.

Íàñòóïíi ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, ùî òåîðåìà 5.2.4 ¹ îïòèìàëüíîþ â áàãàòüîõ íà-
ïðÿìêàõ.

Ïðèêëàä 5.2.5. Ñóôiêñíèé êîä

X = {aa, ba, b}

¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì êîäîì i ìà¹ íåñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ.

Ïðèêëàä 5.2.6. Êîä
X = {ab, abb, baab}

ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 1. Âií íå ¹ íi ïðåôiêñíèì, íi ìàêñèìàëüíèì:
ñïðàâäi, ñëîâî bbab, äëÿ ïðèêëàäó, ìîæíà äîäàòè äî íüîãî.

Ïðèêëàä 5.2.7. Êîä
X = ba∗

¹ ìàêñèìàëüíèì i ñóôiêñíèì. Âií ìà¹ ìiíiìàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 1. Öåé
êîä ¹ ïðåôiêñíèì, àëå íå ¹ íåñêií÷åííèì.

Ðåøòà öüîãî ðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíà äîâåäåííþ àíàëîãà òåîðåìè 2.5.24 äëÿ êîäiâ çi
ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî êîíñòðóêöiÿ,
âèêîðèñòàíà â äîâåäåííi òåîðåìè 2.5.24, íå çàñòîñîâó¹òüñÿ â öüîìó êîíòåêñòi.

Ïðèêëàä 5.2.8. Íåõàé

X = {a, ab}, A = {a, b} i y = bba,

ÿê â ïðèêëàäi 2.5.26. Ìíîæèíà Y = X ∪y(Uy)∗ ç U = A∗ \ (X∗∪A∗yA∗), ïîáóäîâàíà â
äîâåäåííi òåîðåìè 2.5.24 ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì, àëå âîíà ìà¹ íåñêií÷åííó çàòðèìêó
äåøèôðóâàííÿ. Ñïðàâäi, ñëîâî y′ = yadbby ¹ â ìíîæèíi Y äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà d, i ìà¹ âëàñíèé ïðåôiêñ yad â Y d+1.

Òåîðåìà 5.2.9. Êîæåí ðàöiîíàëüíèé êîä çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d
ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó ðàöiîíàëüíîìó êîäi ç òîþ ñàìîþ ñêií÷åííîþ çàòðèì-
êîþ äåøèôðóâàííÿ d.
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Íåõàé X � íåïîðîæíié êîä iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d. ßêùî d = 0, òî êîä
X ¹ ïðåôiêñíèì i íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ î÷åâèäíèé: íåõàé L � ìíîæèíà âëàñíèõ
ïðåôiêñiâ ñëiâ ìíîæèíè X i L = A∗ \L � éîãî äîïîâíåííÿ. Íåõàé X ′ = L\LA+. Òîäi
Y = X ∪X ′ ¹, ëåãêî áà÷èòè, ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, ÿêèé ìiñòèòü êîä X.
ßêùî êîä X ¹ ðàöiîíàëüíèì, òî Y ¹ òàêîæ ðàöiîíàëüíèì êîäîì.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî d > 1. Íåõàé Q � ìíîæèíà ñëiâ, ÿêi íå ìàþòü ïðåôiêñiâ
ó X, i ÿêi íå ¹ ìíîæíèêîì ó æîäíîìó ñëîâi êîäó X. Òåïåð, íåõàé P � ìíîæèíà
ñëiâ â ìíîæèíi Q, ÿêi ¹ ìiíiìàëüíèìè äëÿ ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó: P = Q \ QA+.
Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà P ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì. Áiëüøå òîãî, ñëîâà â ìíîæèíàõ P
òà X ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïàðà (w, p) ∈ X∗ × P ¹ äîáðîþ, ÿêùî w ¹ íàéäîâøèì ïðå-
ôiêñîì â X∗ ñëîâà wp. Çàóâàæèìî, ÿêùî ïàðà (w, p) ý äîáðîþ, òî öÿ ïàðà ïîâíiñòþ
âèçíà÷à¹òüñÿ ñëîâîì wp. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ïàðà (1, p) äëÿ ñëîâà p ∈ P ¹ äîáðîþ.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïàðà (w, p) ∈ X∗ × P ¹ äóæå äîáðîþ, ÿêùî ïàðà (uw, p) ¹
äîáðîþ äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ X∗. Çàóâàæèìî, ÿêùî ïàðà (w, p) ¹ äóæå äîáðîþ,
òî ïàðà (uw, p) ¹ òàêîæ äóæå äîáðîþ äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ X∗.

Íåõàé S ′ � ìíîæèíà ñëiâ v âèãëÿäó v = wp òàêèõ, ùî ïàðà (w, p) ¹ äîáðîþ, àëå
íå ¹ äóæå äîáðîþ. Òîäi îçíà÷èìî S = P ∪ S ′. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà P ∩ S ′ ìîæå
áóòè íåïîðîæíüîþ, i ùî äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè S ′ \ P ¹ âèãëÿäó wp, äå ïàðà
(w, p) ¹ äîáðîþ, àëå íå ¹ äóæå äîáðîþ i w ∈ X+. Áiëüøå òîãî, íåõàé R � ìíîæèíà
ñëiâ v âèãëÿäó v = xwp òàêèõ, ùî x ∈ X i w ∈ X∗, ïàðà (xw, p) ¹ äóæå äîáðîþ, i
wp ∈ S ç äîáðîþ ïàðîþ (w, p). Òîäi ìè îçíà÷èìî

Y = X ∪RS∗. (5.2)

Òâåðäæåííÿ 5.2.10. Ìíîæèíà Y ¹ êîäîì iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.2.10 ñïèðà¹òüñÿ íà äåêiëüêà íàñòóïíèõ ëåì.

Ëåìà 5.2.11. ßêùî ïàðà (m, p) ¹ äîáðîþ, àëå íå ¹ äóæå äîáðîþ, òî iñíóþòü ðiçíi
ñëîâà x′ i x′′ â X, ôàêòîðèçàöiÿ p = p1p2 ç p1 6= ε, i w, v ∈ X∗ òàêi, ùî x′wmp = x′′vp2.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïàðà (m, p) íå ¹ äóæå äîáðîþ, òî ìîæåìî çíàéòè ñëîâà w′, v′ ∈
X∗ i ôàêòîðèçàöiÿ p = p1p2 ç p1 6= ε òàêi, ùî w′mp = v′p2. Âèáåðåìî òàêå âiäíîøåííÿ
íàéêîðîòøî¨ äîâæèíè. Òîäi ñëîâî w′ ¹ íåïîðîæíiì, îñêiëüêè ïàðà (m, p) ¹ äîáðîþ,
i ñëîâî v′ ¹ íåïîðîæíiì, îñêiëüêè |p| > |p2|. Òàêèì ÷èíîì (äèâ. ðèñ. 5.7) w′ = x′w,

x′ w m

x′′ v

p

p2

Ðèñ. 5.7: Äîáðà ïàðà, ÿêà íå ¹ äóæå äîáðîþ ïàðîþ

v′ = x′′v ç w, v ∈ X∗, x′, x′′ ∈ X. Ç ìiíiìàëüíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî x′ 6= x′′.
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Ëåìà 5.2.12. Ìíîæèíà S ∩XdA∗ ¹ ïîðîæíüîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî s = ut ç s ∈ S, u ∈ Xd i t ∈ A∗. Çàóâàæèìî, ùî ñëîâî
s íå ìiñòèòüñÿ â P , îñêiëüêè âîíî ìà¹ ïðåôiêñ ó êîäi X. Òàêèì ÷èíîì, s = mp, ç
ïàðîþ (m, p), ÿêà ¹ äîáðîþ, àëå íå ¹ äóæå äîáðîþ. Ìà¹ìî mp = ut i ñëîâî u íå ìîæå
áóòè äîâøèì çà m, îñêiëüêè ïàðà (m, p) ¹ äîáðîþ. Îòîæ, m = um′ ç m′ ∈ A∗. Äàëi
çà ëåìîþ 5.2.11 ìîæíà çíàéòè äâà ðiçíi ñëîâà x′, x′′ ∈ X, ôàêòîðèçàöiþ p = p1p2 ç
p1 6= ε, s w, v ∈ X∗ òàêi, ùî x′wmp = x′′vp2.

Îòîæ,
x′′vp2 = x′wum′p1p2

i çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
x′′v = x′wum′p1,

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó, ùî êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, îñêiëüêè
v ∈ X∗ i u ∈ Xd.

Ëåìà 5.2.13. Íåõàé u, v ∈ X∗, r = mp ∈ R äå ïàðà (m, p) äóæå äîáðîþ. Òîäi:

(i) ñëîâî ur íå ìîæå áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà v, òîáòî ìíîæèíà X∗RA∗ ∩ X∗ ¹
ïîðîæíüîþ;

(ii) ÿêùî ñëîâî v ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà ur, ÿêèé íå ¹ êîðîòøèì çà ñëîâî um, òî v =
um;

(iii) ÿêùî ñëîâî um ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v òà ñëîâà ur i v ¹ ñóìiñíèìè ñòîñîâíî ïðå-
ôiêñíîãî ïîðÿäêó, òî um = v.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî, ùî urt = v äëÿ äåÿêîãî ñëîâà t ∈ A∗. Òîäi umpt = v.
Îñêiëüêè ñëîâî p íå ¹ ìíîæíèêîì æîäíîãî ñëîâà â X, òî äåêîäóþ÷è ñëîâî v ∈ X∗,
çíàéäåìî òàêå ñëîâî p = p1p2, ùî p1, p2 6= ε i ump1 ∈ X∗, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó,
ùî ïàðà (m, p) ¹ äóæå äîáðîþ.

(ii) Ìà¹ìî, ùî ump = ur = vt äëÿ äåÿêîãî ñëîâà t ∈ A∗. Îñêiëüêè |um| 6 |v|,
òî ñëîâî v ìà¹ íåïîðîæíié ñóôiêñ ó ñëîâi p: iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ p = p1p2 òàêà, ùî
ump1 = v. Òàêîæ, ïîçàÿê ïàðà (m, p) ¹ äóæå äîáðîþ, òî ìà¹ìî p1 = ε i v = um.

(iii) Îñêiëüêè ñëîâà ur i v ¹ ñóìiñíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, òî îäíå ç
íèõ ¹ ïðåôiêñîì iíøîãî. Çà òâåðäæåííÿì (i) ñëîâî v ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà ur. Îñêiëüêè
ñëîâî um ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v, òî çàñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ (ii), îòðèìó¹ìî, ùî
v = um.

Ëåìà 5.2.14. Íåõàé v ∈ X∗, s = mp ∈ S, äå ïàðà (m, p) äîáðîþ. Òîäi:

(i) ñëîâî s íå ìîæå áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà v, òîáòî ìíîæèíà SA∗ ∩X∗ ¹ ïîðîæ-
íüîþ;

(ii) ÿêùî ñëîâî v ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà s, ÿêèé íå ¹ êîðîòøèì çà ñëîâî m, òî v = m;
(iii) ÿêùî ñëîâî m ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v òà ñëîâà s i v ¹ ñóìiñíèìè ñòîñîâíî ïðå-

ôiêñíîãî ïîðÿäêó, òî m = v.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî, ùî v = st äëÿ äåÿêîãî ñëîâà t ∈ A∗. Òîäi v = mpt.
Îñêiëüêè ñëîâî p íå ¹ ìíîæíèêîì æîäíîãî ñëîâà ç êîäó X, òî ìà¹ìî, ùî p = p1p2

äëÿ äåÿêèõ p1, p2 6= ε i v = mp1, à ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ïàðà (m, p) äîáðîþ.



5.2. Ìàêñèìàëüíi êîäè 255

(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî mp = s = vt äëÿ äåÿêîãî ñëîâà t ∈ A∗. Îñêiëüêè |m| 6 |v|, òî
p = p1p2 äëÿ v = mp1. Òàêîæ, îñêiëüêè ïàðà (m,p) ¹ äîáðîþ, òî p1 = ε i v = m.

(iii) Îñêiëüêè ñëîâà s i v ¹ ñóìiñíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, òî îäíå ç íèõ
ý ïðåôiêñîì iíøîãî. Çà òâåðäæåííÿì (i) ñëîâî v ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà s. Îñêiëüêè ñëîâî
m ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v, òî âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ (ii) îòðèìó¹ìî, ùî m = v.

Ëåìà 5.2.15. Ìíîæèíè X∗R i S ¹ ïðåôiêñíèìè êîäàìè.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ìíîæèíóX∗R. Ïðèïóñòèìî, ùî u, u′ ∈ X∗, r, r′ ∈ R
i ñëîâî ur ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u′r′. Ââàæàòèìåìî, ùî We r = mp, r′ = m′p′, äå ïàðè
(m, p) i (m′, p′) ¹ äóæå äîáðèìè. Òîäi ñëîâî ump ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u′m′p′. Òàêèì
÷èíîì, ñëîâà um i u′m′ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó. Áiëüøå òîãî,
ñëîâà ur i u′m′ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, i îñêiëüêè âñi öi
÷îòèðè ñëîâà ¹ ïðåôiêñàìè ñëîâà u′r′, òî ñëîâà u′r′ i um ¹ òàêîæ ïîðiâíÿëüíèìè
ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó. Çà ëåìîþ 5.2.13(iii) ìà¹ìî, ùî um = u′m′. Îòîæ,
ñëîâî p ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà p′. Òàêèì ÷èíîì, p = p′, îñêiëüêè P ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ur = u′r′, à îòæå X∗R ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì.

Ìà¹ìî S = S ′ ∪ P . Îñêiëüêè ñëîâà â êîäàõ P i X ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî
ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, ìíîæèíà S ′ \ P ìiñòèòüñÿ â X+P , ìíîæèíà P ý ïðåôiêñíîþ,
òî çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà S ′ ¹ ïðåôiêñíîþ. Íåõàé u i u′ �
ñëîâà ç S ′ i ïðèéìåìî u = wp i u′ = w′p′, äå (w, p) i (w′, p′) ¹ äîáðèìè ïàðàìè.
Ïðèïóñòèìî, ùî wp 6 w′p′. ßêùî w = w′, òî p = p′ òà ïàðè (w, p) i (w′, p′) çáiãàþòüñÿ.
Ìè ââàæàòèìåìî, ùî w 6= w′.

Ìà¹ìî w < w′, îñêiëüêè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà w′ < w i ïîçàÿê ñëîâî w ¹ ïðå-
ôiêñîì ñëîâà w′p′, òî ïàðà ñëiâ (w′, p′) íå áóäå äîáðîþ. Íàñïðàâäi, wp 6 w′, îñêiëüêè
â iíøîìó âèïàäêó w < w′ 6 wp i ïàðà (w, p) íå áóäå äîáðîþ.

Îòîæ, ñëîâî wp ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà w′. Ïîçàÿê ñëîâî p íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà ç
êîäó X, òî iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ p = p1p2 ç p1, p2 6== ε òàêi, ùî wp1 ìiñòèòüñÿ â X∗, à
öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ïàðà ñëiâ (w, p) ¹ äîáðîþ.

Ëåìà 5.2.16. Âèêîíó¹òüñÿ òàêi óìîâè:

(i) SA∗ ∩X∗RA∗ = ∅;
(ii) SA∗ ∩ Y ∗ = ∅.

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé s ∈ S, r ∈ R i v ∈ X∗ � òàêi ñëîâà, ùî s i vr ¹ ïîðiâíÿëüíèìè
ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó. Ìè íå ìîæåìî ìàòè, ùî s ∈ P , îñêiëüêè vr ∈ X+A∗.
Ïîêëàäåìî s = mp i r = m′p′, äå ïàðà (m, p) ¹ äîáðîþ, àëå íå äóæå äîáðîþ, à ïàðà
(m′, p”) ¹ äóæå äîáðîþ. Òîäi ñëîâà m i vm′ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî
ïîðÿäêó.

ßêùî ñëîâî vm′ ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà m, îñêiëüêè ñëîâà vr i m ¹ ïîðiâíÿëüíèìè
ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, à ç ëåìè 5.2.13(iii) âèïëèâà¹, ùî vm′ = m. ßêùî ïðè-
ïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî ñëîâî m ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà vm′, òî îñêiëüêè ñëîâà s i
vm′ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, ç ëåìè 5.2.14(iii) âèïëèâà¹, ùî
m = vm′. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî m = vm′ â îáîõ âèïàäêàõ. Ïîçàÿê s = mp i
vr = vm′p′, òî îòðèìó¹ìî, ùî ñëîâà p i p′ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïî-
ðÿäêó. Îòîæ, p = p′, îñêiëüêè ìíîæèíà P ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì. Ìè ðîáèìî âèñíîâîê,
ùî s = vr.
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Ïîçàÿê ïàðà (vm′, p) = (m, p) íå ¹ äóæå äîáðîþ, òî ìè äîñÿãà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç
ôàêòîì, ùî ïàðà (m′, p′) = (m′, p) ¹ äóæå äîáðîþ.

(ii) Çà ëåìîþ 5.2.14(i) ìà¹ìî, ùî SA∗∩X∗ = ∅. Îñêiëüêè Y = X∪RS∗, òî áà÷èìî,
ùî Y ∗ ⊆ X∗ ∪X∗RA∗, à îòæå ç òâåðäæåííÿ (i) âèïëèâà¹, ùî SA∗ ∩ Y ∗ = ∅.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.2.10. Äîñòàòíüî äîâåñòè ëèøå, ùî ìíîæèíà Y ìà¹ çà-
òðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, îñêiëüêè âîíà îáîâ'ÿçêîâî ¹ êîäîì çà òâåðäæåííÿì 5.1.1.
Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæåíå, íåõàé ìíîæèíà Y íå ìà¹ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ d. Ìè
ìîæåìî çíàéòè ñëîâà y1, . . . , yd+1, z1, . . . , zn ∈ Y , w ∈ A∗ òàêi, ùî

y1y2 · · · yd+1w = z1 · · · zn, (5.3)

äå y1 6= z1. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî |w| < |zn|, áî â iíøî-
ìó âèïàäêó ñëîâî zn ¹ ñóôiêñîì ñëîâà w and ìè ìîæåìî ñêîðîòèòè ñïiââiäíîøåííÿ
øëÿõîì ñïðîùåííÿ ñëîâà zn.

Îñêiëüêè êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî íå âñi ñëîâà y1, . . . , yd+1, z1, . . .,
zn ¹ åëåìåíòàìè êîäó X. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âñi ñëîâà zj ¹ â X, òî äåÿêå ñëîâî yi ¹
åëåìåíòîì ìíîæèíè Y \X, à îòæå ¹ â RA∗. Òîäi y1 · · · yd+1w ∈ X∗RA∗ i z1 · · · zn ∈ X∗.
Öå ñóïåðå÷èòü ëåìi 5.2.13(i). Ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äåÿêå ñëîâî zj ¹ åëåìåíòîì
ìíîæèíè Y \X.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ñëîâà yi ¹ åëåìåíòàìè êîäó X. Çà ïðèïóùåííÿì äîâæèíè
íà ñëîâî w ìà¹ìî, ùî ñëîâî y1 · · · yd+1 ìiñòèòüñÿ â z1 · · · zn−1A

∗. ßêùî îäíå çi ñëiâ
z1, . . . , zn−1 ìiñòèòüñÿ â Y \ X, òî y1 · · · yd+1 ∈ X∗ ∩ X∗RA∗, à öå ñóïåðå÷èòü ëå-
ìi 5.2.13(i). Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî z1, . . . , zn−1 ∈ X i zn ∈ Y \X. Îñêiëüêè zn ∈ RS∗,
òî ìîæåìî çàïèñàòè zn = xupm, ç x ∈ X, u ∈ X∗, m ∈ S∗, ïàðà (xu, p) ¹ äóæå äîáðîþ,
i up ∈ S, ïàðà (u, p) ¹ äîáðîþ.

Ìà¹ìî
y1 · · · yd+1w = z1 · · · zn−1xupm.

Òàêèì ÷èíîì, ñëîâà z1 · · · zn−1xup i y1 · · · yd+1 ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî
ïîðÿäêó. ßêùî ñëîâî z1 · · · zn−1xu ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà y1 · · · yd+1, òî çà ëåìîþ 5.2.13(iii)
âîíè çáiãàþòüñÿ. Àëå ç ðiâíîñòi y1 · · · yd+1 = z1 · · · zn−1xu âèïëèâà¹, ùî y1 = z1, îñêiëü-
êè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, ïðîòèði÷÷ÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî y1 · · · yd+1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà z1 · · · zn−1xu. Ïîçàÿê y1 6= z1,
i îñêiëüêè êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî n = 1 i y1 = x. Îòîæ, ñëîâî
y1 · · · yd+1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà xu, à îòæå ñëîâî y1 · · · yd+1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u. Çâiä-
ñè âèïëèâà¹, ùî îòæå ñëîâî y1 · · · yd+1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà up ∈ S, ùî ñóïåðå÷èòü
ëåìi 5.2.12.

Çi âñüîãî öüîãî âèïëèâà¹, ùî äåÿêi ñëîâà yi i zj íå ¹ åëåìåíòàìè êîäó X, à îòæå
âîíè ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi RS∗. Âiçüìåìî òàêi ìiíiìàëüíi i òà j. Òîäi yi = ru i zj = r′u′

äëÿ äåÿêèõ r, r′ ∈ R. Áiëüøå òîãî, ñëîâà y1 · · · yi−1r i z1 · · · zj−1r
′ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè

ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó çà ðiâíiñòþ (5.3). Òîäi ç ëåìè 5.2.15 îòðèìó¹ìî, ùî

y1 · · · yi−1r = z1 · · · zj−1r
′.

Ìè ìîæåìî çàïèñàòè r = xmp, r′ = x′m′p′, äå (xm, p) i (x′m′, p′) ¹ äóæå äîáði ïàðè òà
(m, p) i (m′, p′) ¹ äîáðèìè ïàðàìè, à òàêîæ mp,m′p′ ∈ S. Òîäi ç ðiâíîñòi

y1 · · · yi−1xmp = z1 · · · zj−1x
′m′p′
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çà îçíà÷åííÿì äóæå äîáðî¨ ïàðè âèïëèâà¹, ùî p = p′, îñêiëüêè âñi ñëîâà

y1, . . . , yi−1, z1, . . . , zj−1, x, x
′,m,m′

¹ åëåìåíòàìè âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗. Îòîæ, îòðèìó¹ìî

y1, . . . , yi−1xm = z1, . . . , zj−1x
′m′.

ßêùî i, j > 2, òî y1 = z1, îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìà¹ìî ìàòè, ùî i = 1 àáî j = 1, òîáòî îäíå çi ñëiâ y1 àáî z1

ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi RS∗. Ïðèïóñòèìî, ùî i = 1 i j > 1. Òîäi îòðèìó¹ìî

xm = z1 · · · zj−1x
′m′,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x = z1 i
m = z2 · · · zj−1x

′m′.

Çàóâàæèìî, ùî m 6= 1. Îñêiëüêè ïàðà (x′m′, p) ¹ äóæå äîáðîþ, òî ïàðà

(z2 · · · zj−1x
′m′, p)

¹ òàêîæ äóæå äîáðîþ. Òåïåð öÿ ïàðà çáiãà¹òüñÿ ç ïàðîþ (m, p), ÿêà íå ¹ äóæå äîáðîþ,
ïðîòèði÷÷ÿ.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî îäíî÷àñíî íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè i = 1 òà j > 1.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ùî îäíî÷àñíî íå âèêîíóþòüñÿ óìîâà i > 1, ÷è óìîâà
j = 1. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî i = j = 1, òîáòî y1, z1 ∈ RS∗. Îñêiëüêè ìíîæèíè R i
S ¹ ïðåôiêñíèìè êîäàìè, òî çà ëåìîþ 5.2.15 âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ

y1 = rs1s2, z1 = rs1 àáî y1 = rs1, z1 = rs1s2,

äå r ∈ R, s1, s2 ∈ S∗, s2 6= ε. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, çà ðiâíiñòþ (5.3) i ïiñëÿ ñïðîùåííÿ
íà z1 îòðèìó¹ìî, ùî

z2 · · · zn = s2y2 · · · yd+1w,

ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 5.2.16(ii). Òàêèì ÷èíîì, âèêîíó¹òüñÿ äðóãèé âèïàäîê. Çíîâó çà
ðiâíiñòþ (5.3) ìà¹ìî, ùî

y2 · · · yd+1w = s2z1 · · · zn.
Ùîá óíèêíóòè òàêîãî æ ïðîòèði÷÷ÿ, ìè ïîâèííi ìàòè, ùî ñëîâî y2 · · · yd+1 ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì ñëîâà s2. Ç ëåìè 5.2.16(i) âèâîäèìî, ùî ñëîâà y2, . . . , yd+1 ìiñòÿòüñÿ â êî-
äi X.

Ìè ìîæåìî çàïèñàòè s2 = ss3, äå s ∈ S, s3 ∈ S∗. Îñêiëüêè d > 1, òî ñëîâî y2 ¹
ïðåôiêñîì ñëîâà s2, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ñëîâî y2 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà s, àáî íàâïàêè.
Òàêèì ÷èíîì, s /∈ P , à îòæå s ∈ S ′. Ìè âèâîäèìî, ùî ìîæåìî ïèñàòè s = mp
äëÿ äåÿêî¨ äîáðî¨, àëå íå äóæå äîáðî¨ ïàðè (m, p), i çà ëåìîþ 5.2.11 iñíóþòü ñëîâà
f, n ∈ X∗, x, x′ ∈ X ç x 6= x′ òàêi, ùî xnmp = x′fq ç |q| < |p|.

Ìè çíà¹ìî, ùî ñëîâî y2 · · · yd+1 ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà s2 = mps3. Òåïåð,
ñëîâî m íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà y2 · · · yd+1, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çà ëå-
ìîþ 5.2.14(iii) ìè îòðèìó¹ìî, ùî m = y2 · · · yd+1 i ñëîâî mp ∈ S ìà¹ ïðåôiêñ â
Xd, à öå ñóïåðå÷èòü ëåìi 5.2.12. Îòîæ, ñëîâî y2 · · · yd+1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà m. Íåõàé
m = y2 · · · yd+1g. Òîäi xny2 · · · yd+1gp = x′fq, i îñêiëüêè |q| < |p| i n, f ∈ X∗, à öå
ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó, ùî êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d.
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Òâåðäæåííÿ 5.2.17. Ìíîæèíà Y ¹ ïîâíèì êîäîì.

ßêùî êîä X ¹ ùiëüíîþ ìíîæèíîþ, òî ìíîæèíà Y ùiëüíà i òîìó ¹ ïîâíîþ. Îòæå,
ìîæåìî ââàæàòè, ùî X � òîíêèé êîä. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.2.17 ñïèðà¹òüñÿ íà
íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 5.2.18. ßêùî X ¹ òîíêèì êîäîì, òî ìíîæèíà P∪(X\XA+) ¹ ìàêñèìàëüíèì
ïðåôiêñíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Z = P ∪ (X \XA+). Òîäi äâà åëåìåíòè öüîãî îá'¹äíàííÿ ¹ ïðåôi-
êñíèìè êîäàìè. Áiëüøå òîãî, êîæíå ñëîâî â ìíîæèíi P ¹ íåïîðiâíÿëüíèì ñòîñîâíî
ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó ç äîâiëüíèì ñëîâîì ç êîäó X. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Z ¹ ïðå-
ôiêñíèì êîäîì, áî çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî X 6= ∅, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî 1 /∈ Z.

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà Z ¹ ïîâíîþ ñïðàâà. Íåõàé w ∈ A∗. Ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî
w íå ¹ ïîðiâíÿëüíèì ç X. Âèáåðåìî äåÿêå ñëîâî u, ÿêå íå ¹ ìíîæíèêîì æîäíîãî ñëîâà
ç êîäó X. Çàóâàæèìî, ùî òàêå ñëîâî iñíó¹, îñêiëüêè êîä X ¹ òîíêèì. Òîäi ñëîâî wu
íå ¹ ìíîæíèêîì äîâiëüíîãî ñëîâà ç êîäó X, à îòæå ñëîâî wu íå ìà¹ ïðåôiêñiâ ó X.
Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî wu ìà¹ ïðåôiêñ ç ìíîæèíè P , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
wA∗ ∩ ZA∗ ¹ íåïîðîæíüîþ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.2.17. Âèáåðåìî äåÿêå ñëîâî v ∈ Xd. Ìè äîâåäåìî, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ìíîæèíà vwA∗ ∩ Y ∗ ¹ íåïîðîæíüîþ, à çâiäñè âèïëèâàòèìå,
ùî ìíîæèíà Y ¹ ïîâíîþ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî

vwA∗ ∩ Y ∗ = ∅. (5.4)

Ìè ìîæåìî çàïèñàòè, ùî vw = y1 · · · ynu ç y1, . . . , yn ∈ Y i çi ñëîâîì u ìiíiìàëüíî¨
äîâæèíè ñåðåä óñiõ òàêèõ ôàêòîðèçàöié. Çàóâàæèìî, îñêiëüêè ñëîâî v ìiñòèòüñÿ â
Xd ⊆ Y ∗, òî ñëîâî v ¹ îáîâ'ÿçêîâî ïðåôiêñîì ñëîâà y1 · · · yn. Çà ëåìîþ 5.2.18 çíàéäåìî
ñëîâî p ∈ P ∪ (X \XA+) òàêå, ùî p é u ¹ ïîðiâíÿëüíèìè.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ÿêùî ñëîâî p1 ¹ íåïîðîæíiì ïðåôiêñîì ñëîâà p, òî y1 · · · ynp1 /∈
Y ∗. Ñïðàâäi, ÿêùî y1 · · · ynp1 ∈ Y ∗, òî îñêiëüêè ñëîâà p é u ¹ ïîðiâíÿëüíèìè, òî àáî
ñëîâî p1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u, ùî ñóïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi ñëîâà u, àáî u ¹ ïðåôiêñîì
ñëîâà p1, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi (5.4).

Çà ïðèïóùåííÿì, ñëîâî p íå ìiñòèòüñÿ â êîäi X, à îòæå p ¹ â P . Âèáåðåìî òåïåð
ìiíiìàëüíå öiëå ÷èñëî i ∈ {1, . . . , n + 1} òàêå, ùî yi, yi+1, . . . , yn ¹ â X, à i = n + 1
îçíà÷à¹, ùî yn /∈ X. Òîäi äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà j ç i 6 j 6 n, ïàðà (yjyj+1 · · · yn, p)
¹ äîáðîþ: ñïðàâäi, ÿêùî öå íå òàê, òî p = p1p2 ç p1 6= ε i yj · · · ynp1 ∈ X∗, ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ (äèâ. ðèñ. 5.8)

Âiçüìåìî íàéìåíøå òàêå öiëå ÷èñëî n+1 > j > i, ùî yjyj+1 · · · ynp ∈ S. Çàóâàæèìî,
ùî òàêå öiëå j iñíó¹ îñêiëüêè p ∈ S. ßêùî j > i, òî yj−1yj · · · ynp ∈ R, áî ñïðàâäi
ïàðà (yj−1yj · · · yn, p) ¹ äóæå äîáðîþ. Îñêiëüêè R ⊂ Y , òî öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó
ïðèïóùåííþ.

Òàêèì ÷èíîì, j = i. ßêùî i > 1, òî ñëîâî yi−1 íå íàëåæèòü êîäó X, à îòæå âîíî
ìiñòèòüñÿ â RS∗. Òîäi yi−1yi · · · ynp ∈ RS∗, îñêiëüêè yi · · · ynp ∈ S, i ìè çíàõîäèìî
ïðîòèði÷÷ÿ ç íàøèì ïðèïóùåííÿì.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çâåëè äî i = 1 i y1 · · · ynp ∈ S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïàðà
(y1 · · · yn, p) ¹ äîáðîþ, àëå íå ¹ äóæå äîáðîþ, îñêiëüêè y1 · · · yn 6= ε. Òàêèì ÷èíîì, çà
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y1 yi yj yn

p1

p

Ðèñ. 5.8: Ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà y1 · · · ynp ç yi, . . . , yn ∈ X i yj · · · ynp1 ∈ X∗

ëåìîþ 5.2.11 çíàéäåìî ðiçíi ñëîâà x, x′ ∈ X òàêi, ùî ìíîæèíà xX∗y1 · · · ynp∩x′X∗p2 ¹
íåïîðîæíüîþ äëÿ äåÿêî¨ ôàêòîðèçàöi¨ p = p1p2, p1 6= ε. Îñêiëüêè ñëîâî v ¹ ïðåôiêñîì
ñëîâà y1 · · · yn, òî îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó, ùî êîä X ìà¹ çàòðèìêó d.

Ç âèùå âèêëàäåíîãî äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ òàêà âëàñòèâiñòü: ÿêùî òîíêèé êîäX∗A+

çi çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d ¹ ïîâíèì, òî äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà x ∈ Xd é u ∈ A∗
iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî xuv ∈ X∗. Ñïðàâäi, òîíêèé ïîâíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì
çà òåîðåìîþ 2.5.13, à îòæå X = Y . Çàóâàæèìî, ùî öÿ âëàñòèâiñòü ¹ òàêîæ íàñëiäêîì
òâåðäæåííÿì 5.2.3.

Òâåðäæåííÿ 5.2.19. ßêùî êîä X ¹ ðàöiîíàëüíèì, òî ìíîæèíà Y ¹ ðàöiîíàëüíèì
êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîäX ¹ ðàöiîíàëüíèì, òî ìíîæèíà F (X) âñiõ éîãî ìíîæíèêiâ ¹
ðàöiîíàëüíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Q = A∗ \ (F (X)∪XA∗) ¹ ðàöiîíàëüíîþ.
Îñêiëüêè, P = Q \QA+, òî ìíîæèíà P ¹ òàêîæ ðàöiîíàëüíîþ.

Íåõàé c � ëiòåðà, ùî íå íàëåæèòü àëôàâiòó A i π : (A∪ c)∗ → A∗ � ïðîåêöiÿ òàêà,
ùî ñòèðà¹ (âèêðåñëþ¹) ëiòåðó c. Äëÿ u, p ∈ A∗, ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñëîâî ucp ¹
äîáðèì (âiäï. äóæå äîáðèì), ÿêùî òàêîþ ¹ ïàðà (u, p). ×åðåç S0 (âiäïþ S1) áóäåìî
ïîçíà÷àòè ìíîæèíó äîáðèõ (âiäï. äóæå äîáðèõ) ñëiâ.

Íåõàé
L = (π−1(X∗) ∩ A∗cA+)A∗.

Òàêèì ÷èíîì, L ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ iç ñëîâà z = ucw ç w 6= ε i
uw ∈ X∗. Ìíîæèíà L ¹ ðàöiîíàëüíîþ. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî S0 = X∗cP \ L, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà S0 ¹ ðàöiîíàëüíîþ.

Ó ïîðÿäêó äîâåäåííÿ íåõàé ucp ∈ S0. Òîäi î÷åâèäíî, ùî u ∈ X∗ i p ∈ P . Áiëüøå
òîãî, ç ïðèïóùåííÿ ucp ∈ L âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ôàêòîðèçàöi¨ p = ww′ òàêî¨, ùî
w 6= ε i uw ∈ X∗, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ïàðà (u, p) ¹ äîáðîþ. Íàâïàêè, ÿêùî
u ∈ X∗, p ∈ P i ucp /∈ L, òî íå iñíó¹ ïðåôiêñà ñëîâà up ó âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗ ñòðîãî
äîâøîãî çà ñëîâî u. Îòîæ ïàðà (u, p) ¹ äîáðîþ i ucp ∈ S0.

Àíàëîãi÷íî, ucp ∈ S1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u ∈ X∗, p ∈ P i X∗ucp ∩ L = ∅.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà S1 = X∗cP \ (X∗)−1L ¹ ðàöiîíàëüíîþ.
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Íåõàé R0 � ìíîæèíà ñëiâ âèãëÿäó xucp, ç x ∈ X i u ∈ X∗, ÿêi ¹ äóæå äîáðèìè òà
òàêèìè, ùî u = ε àáî ñëîâî ucp ¹ äîáðèì, àëå íå ¹ äóæå äîáðèì. Iíøèìè ñëîâàìè,

R0 = S1 ∩X (P ∪ (S0 \ S1)) .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà R0 ¹ ðàöiîíàëüíîþ. Î÷åâèäíî, ùî R = π(R0). Íàãàäà¹-
ìî, ùî S ′ � ìíîæèíà ñëiâ âèãëÿäó up, äå ïàðà (u, p) ¹ äîáðîþ, àëå íå ¹ äóæå äîáðîþ.
Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî S ′ = π(S0 \ S1).

Öå äîâîäèòü, ùî ìíîæèíè S ′ i R ¹ ðàöiîíàëüíèìè. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíè S =
P ∪ S ′ i Y = X ∪RS∗ òàêîæ ¹ ðàöiîíàëüíèìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.9. Íåõàé X � ðàöiîíàëüíèé êîä iç çàòðèìêîþ äåøèôðó-
âàííÿ d. Òîäi êîä Y , âèçíà÷åíèé çà ðiâíÿííÿì (5.2) ìà¹ çàòðèìêó d çà òâåðäæåí-
íÿì 5.2.10. Çà òâåðäæåííÿìè 5.2.17 i 5.2.19 êîä Y ¹ ðàöiîíàëüíèì i ïîâíèì. Ïîçàÿê
çà òâåðäæåííÿì 2.5.20 ðàöiîíàëüíèé êîä ¹ òîíêèì, i çà òåîðåìîþ 2.5.13 òîíêèé i
ïîâíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæèìî, ÿêùî êîä X ¹ òîíêèì, òî Y òàêîæ ¹ òîíêèì (âïðàâà 5.4.10). Òàêèì
÷èíîì, äîâiëüíèé òîíêèé êîä iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëü-
íîìó êîäi ç òi¹þ æ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ.

Ïðèêëàä 5.2.20. Ñêií÷åííèé êîä X = {a, ab} ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 1. Ìà-
¹ìî, ùî P = {ba, bb}. Äîáðèìè ïàðàìè ¹ òàêi, ùî ìàþòü âèãëÿä (x, bb) i (x, ba) ç
x ∈ X∗ab ∪ {ε}. Âîíè òàêîæ ¹ äóæå äîáðèìè, âèêëþ÷àþ÷è âèïàäîê, êîëè x = ε.
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî S = P i R = {ab3, ab2a}. Íà çàâåðøåííi îòðèìó¹ìî, ùî

Y = {a, ab} ∪
{
ab3, ab2a

}
{bb, ba}∗

¹ ïîâíèì êîäîì iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ 1, ÿêèé ìiñòèòü êîä X. Àâòîìàò, ÿêèé
ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä Y ∗ çîáðàæåíî íà ðèñ. 5.9.

1

a

a

b

a, b

2
b

3
b

4

a, b

b

5

Ðèñ. 5.9: Àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä Y ∗

Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ áiëüø ïðîñòiøèé ïîâíèé êîä iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ
1, ÿêèé ìiñòèòü êîä X, à ñàìå êîä ab∗. Áóëî á öiêàâî ìàòè ïîâíó ïðîöåäóðó, ÿêà äà¹
öåé êîä áåçïîñåðåäíüî. Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîáà÷èìî ïðîöåäóðó, ÿêà äà¹ öåé
êîä, àëå äëÿ iíøîãî îçíà÷åííÿ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ (äèâ. ïðèêëàä 5.3.9).
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5.3 Ñëàáêî ïðåôiêñíi êîäè

Iñíó¹ ùå îäíå îçíà÷åííÿ, áëèçüêå äî ïîïåðåäíüîãî, äå ïiäðàõîâó¹òüñÿ çàòðèìêà
ëiòåð àëôàâiòà çàìiñòü ñëiâ êîäó. Ìíîæèíà X ⊂ A+ íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî ïðåôiêñíîþ,
ÿêùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî d òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

ÿêùî ñëîâî xu ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x′y′ ç x, x′ ∈ X, ñëîâî u ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà ç
ìíîæèíè X∗, i y′ ∈ X∗, òî ç |u| > d âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = x′.

ßêùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, òî ìè òàêîæ áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà X ìà¹
ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d.

Íàéìåíøå öiëå ÷èñëî d òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèùå çàçíà÷åíà iìïëiêàöiÿ íàçèâà-
¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ. ßêùî òàêîãî öiëîãî ÷èñëà
íå iñíó¹, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà ìà¹ íåñêií÷åííó ëiòåðíó çàòðèìêó äå-
øèôðóâàííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.3.1. Íåõàé X � ìíîæèíà ç ìiíiìàëüíîþ ñëîâåñíîþ çàòðèìêîþ
äåøèôðóâàííÿ d i ìiíiìàëüíîþ ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ e. Òîäi

d 6 e 6 dmax {|x| : x ∈ X} .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà X ìà¹ ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâà-
ííÿ e, i ðîçãëÿíåìî ñëîâà x, x′ ∈ X, y ∈ Xe òà y′ ∈ X∗ òàêi, ùî xy 6 x′y′. Îñêiëüêè
|y| > e, òî ìà¹ìî, ùî x = x′, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà X ìà¹ ñëîâåñíó çàòðèìêó
äåøèôðóâàííÿ e.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà X ìà¹ ñëîâåñíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d.
Íåõàé x, x′ ∈ X i u ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà â X∗ i y ∈ X∗ òàêi, ùî xu 6 x′y′ ñòîñîâíî ïðå-
ôiêñíîãî ïîðÿäêó ç |u| 6 dmax {|x| : x ∈ X} (äèâ. ðèñ. 5.10). Çà óìîâîþ íà äîâæèíó

x

x′

u

y′

Ðèñ. 5.10: Çàáîðîíåíà êîíôiãóðàöiÿ äëÿ ñëàáêî ïðåôiêñíèõ êîäiâ

ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ñëîâî y ∈ Xd, ÿêå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî
xy 6 xu 6 x′y′. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ìà¹ ñëîâåñíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî
x = x′.

Òàêèì ÷èíîì, ñêií÷åííà ìíîæèíà ìà¹ îäíî÷àñíî ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðó-
âàííÿ äëÿ îáîõ ïîíÿòü, àëå ïðèêëàä X = {b} ∪ ba∗c∪ a∗d ïîêàçó¹, ùî îçíà÷åííÿ ðîç-
ðiçíÿþòüñÿ, êîëè ìíîæèíà X ¹ íåñêií÷åííîþ. Ñïðàâäi, öÿ ìíîæèíà X ìà¹ ñëîâåñíó
çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 1, àëå âîíà ìà¹ íåñêií÷åíó ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâà-
ííÿ, îñêiëüêè äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü n óìîâà îçíà÷åííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
x = b, u = an, x′ = banc i y′ = ε.
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Òâåðäæåííÿ 5.3.2. Ñëàáêî ïðåôiêñíà ìíîæèíà ¹ êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà X ìà¹ ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Çà òâåðäæåí-
íÿì 5.3.1 ìíîæèíàX ìà¹ ñëîâåñíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, i çà òâåðäæåííÿì 5.1.1
ìíîæèíà X ¹ êîäîì.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àâòîìàò A ìà¹ çàòðèìêó d, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè øëÿõiâ

p
a−→ q

z−→ r, p
a−→ q′

z−→ r′,

ç |z| = d âèïëèâà¹ ðiâíiñòü q = q′. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò ìà¹
çàòðèìêó 0. Àâòîìàò çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî äåòåðìi-
íîâàíèì. Çàóâàæèìî, ÿêùî àâòîìàò A ìà¹ çàòðèìêó d, òî äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w i
äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè øëÿõiâ

p
w−→ q

z−→ r, p
w−→ q′

z−→ r′,

ç |z| = d, øëÿõè p
w−→ q i p

w−→ q′ çáiãàþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.3.3. Ñèëüíî çâ'ÿçíèé ñëàáêî äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò ¹ îäíîçíà÷-
íèì.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé c : p
w−→ q i c′ : p

w−→ q � äâà øëÿõè â àâòîìàòi A çi
ñòàíó p â ñòàí q ç îäíàêîâîþ ìiòêîþ w. Îñêiëüêè àâòîìàò A ñèëüíî çâ'ÿçíèì, òî äëÿ
äîâiëüíîãî d > 0 iñíó¹ øëÿõ q

z−→ r ç |z| = d. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî c = c′.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòü, ùî êîä X ¹ ñëàáêî ïðåôiêñíèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âiëüíèé ìîíî¨äX∗ ðîçïiçíà¹òüñÿ äåÿêèì ñëàáêî äåòåðìiíîâàíèì àâòîìàòîì A =
(Q, 1, 1).

Òâåðäæåííÿ 5.3.4. Íåõàé X � êîä i A = (Q, 1, 1) � àâòîìàò iç çàòðèìêîþ d, ùî
ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Òîäi êîä X ìà¹ ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d.
Íàâïàêè, ÿêùî êîä X ìà¹ ñêií÷åííó ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ, òî àâòîìàò
ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî âií áóäå ìàòè òóæ ñàìó çàòðèìêó, ùî i êîä X.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ ðîçïiçíà¹òüñÿ àâòîìàòîì
A = (Q, 1, 1) iç çàòðèìêîþ d. Ìè ïîêàæåìî, ùî êîä X ìà¹ ñëîâåñíó çàòðèìêó äåøè-
ôðóâàííÿ d. Íåõàé x, x′ ∈ X, u ∈ A∗ � ïðåôiêñ ñëîâà â X∗ ç |u| = d i y′ ∈ X∗ òàêi,
ùî xu 6 x′y′. Îñêiëüêè àâòîìàò A ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗, òî iñíóþòü øëÿõè

c : 1
x−→ 1

u−→ p i c′ : 1
x′−→ 1

y′−→ 1.

Ïîçàÿê ñëîâî xu ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x′y′, òî øëÿõ c′ ìà¹ ðîçêëàä

c′ : 1
x−→ q

u−→ p′
w−→ 1,

äëÿ äåÿêèõ ñòàíiâ q, p′ i äåÿêîãî ñëîâà w. Îñêiëüêè |u| = d, òî äâà øëÿõè c i c′ ìàþòü
îäíàêîâèé ïðåôiêñ äîâæèíè |x|, à îòæå q = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî x ¹ ïðåôiêñîì

ñëîâà x′. Òîäi x′ = xz äëÿ äåÿêîãî ñëîâà z ∈ A∗, i øëÿõ 1
x′−→ 1 ðîçêëàäà¹òüñÿ â

1
x−→ 1

z−→ 1. Öå äîâîäèòü, ùî z ∈ X∗, à îòæå z = ε. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî
x = x′. Â iíøîìó âèïàäêó ìiðêóâàííÿ ¹ àíàëîãi÷íèìè ç òî÷íiñòþ äî ñèìåòði¨.
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Íàâïàêè, íåõàé êîä X ìà¹ ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, A = (Q, i, T ) �
îáðiçàíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó X i A∗ = (Q ∪ ω, ω, ω) �
çiðêà àâòîìàòà A. Ìè ïîêàæåìî, ùî àâòîìàò A∗ ìà¹ çàòðèìêó d. Ïðèïóñòèìî, ùî

p
a−→ q

z−→ r i p
a−→ q′

z−→ r′

ç |z| = d. Òîäi çà ïîáóäîâîþ àâòîìàòà A∗ îäèí iç ñòàíiâ q, q′ çáiãà¹òüñÿ çi ñòàíîì
ω. Íåõàé äëÿ ïðèêëàäó q = ω. Îñêiëüêè àâòîìàò A∗ ¹ îáðiçàíèì, òî iñíó¹ øëÿõ
ω

w−→ p i ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî öåé øëÿõ íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ñòàí ω íàñêðiçü.
Ìè òàêîæ ìà¹ìî øëÿõ r′

v−→ ω (äèâ. ðèñ. 5.11). Òîäi wa ∈ X i wazv ∈ X∗. Íåõàé

ω
w

p

a

a

ω
z

r

q′
z

r′
v

ω

Ðèñ. 5.11: Äâà øëÿõè â àâòîìàòi A∗

x = wa i wazv = x′y′ ç x′ ∈ X i y′ ∈ X∗. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ìà¹ ëiòåðíó çàòðèìêó
äåøèôðóâàííÿ d, òî x = x′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y = zv. Îòæå â àâòîìàòi A∗ iñíóþòü
øëÿõè

ω
x′−→ q′

y′−→ ω i ω
x′−→ ω

y′−→ ω.

Ïîçàÿê àâòîìàò A∗ ¹ îäíîçíà÷íèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî q′ = ω. Òàêèì ÷èíîì,
àâòîìàò A∗ ìà¹ çàòðèìêó d.

Ìè ìîæåìî çàóâàæèòè, øî îïèñàíèé âèùå àâòîìàò A∗ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèì
äëÿ ïåðåâiðêè òîãî, ÷è êîä ¹ ñëàáêî ïðåôiêñíèì, à òàêîæ äëÿ îá÷èñëåííÿ ìiíiìàëüíî¨
ëiòåðíî¨ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ.

Ìè òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî ìàêñèìàëüíèõ ñëàáêî ïðåôiêñíèõ êîäiâ. Íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò ¹ àíàëîãîì òâåðäæåííÿ 5.2.3.

Òâåðäæåííÿ 5.3.5. Íåõàé X � ìàêñèìàëüíèé êîä ç ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ äåøè-
ôðóâàííÿ d. Òîäi êîæíå ïîïîâíþâàëüíå ñïðàâà ñëîâî u ∈ A∗ äîâæèíè d ¹ ñèëüíî
ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé v ∈ A∗. Çà òâåðäæåííÿì 1.3.6 iñíó¹ ñëîâî w ∈ A∗ òàêå, ùî ñëîâî
uvw ¹ íåîáëÿìîâàíèì. Çà òâåðäæåííÿì 5.2.1 iñíóþòü ñëîâà x ∈ X∗ i t ∈ A∗ òàêi,
ùî xuvwt ∈ X∗. Ïîçàÿê êîä X ìà¹ ëiòåðíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d i ñëîâî u ¹
ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà, òî öå ñëîâî ¹ ñïðîùóâàíèì. Òàêèì ÷èíîì uvwt ∈ X∗, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî ñëîâî uv ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àâòîìàò A ¹ ñëàáêî ïîâíèì àáî d-ïîâíèì, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíîãî øëÿõó p

w−→ q ç |w| = d, iñíó¹ øëÿõ p
wa−→ q′ äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A.

Çàóâàæèìî, ùî öåé øëÿõ íå îáîâ'ÿçêîâî ïî÷èíà¹òüñÿ iç øëÿõó p
w−→ q.
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ßêùî àâòîìàò A ¹ d-ïîâíèì, òî çà iíäóêöi¹þ äëÿ êîæíîãî øëÿõó p
w−→ q ç |w| = d

i äëÿ êîæíîãî ñëîâà x iñíó¹ øëÿõ p
wx−→ q′.

Òâåðäæåííÿ 5.3.6. Íåõàé X � òîíêèé êîä ç ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ
d i A = (Q, 1, 1) � îáðiçàíèé àâòîìàò iç çàòðèìêîþ d i ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä
X∗. Êîä X ¹ ïîâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àâòîìàò A ¹ d-ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ¹ ïîâíèì. Íåõàé p
w−→ q � øëÿõ â

àâòîìàòi A ç |w| = d i a ∈ A � äîâiëüíà ëiòåðà. Ïîçàÿê àâòîìàò A ¹ îáðiçàíèì òî
iñíó¹ øëÿõ 1

u−→ p. Îñêiëüêè êîä X ¹ òîíêèì i ïîâíèì, òî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì
çà òåîðåìîþ 2.5.13. Çà òâåðäæåííÿì 5.3.5 ñëîâî uwa ¹ ïîïîâíþâàëüíèì ñïðàâà. Îòîæ,
iñíó¹ øëÿõ 1

u−→ p′
wa−→ q′. Îñêiëüêè àâòîìàò A ìà¹ çàòðèìêó d i |w| = d, òî p = p′

(äèâ. ðèñ. 5.12). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî àâòîìàò A ¹ d-ïîâíèì.

1

u

u

p
w

q

p′
wa

q′

Ðèñ. 5.12: Äîâåäåííÿ d-ïîâíîòè àâòîìàòà A

Íàâïàêè, íåõàé x ∈ X+ � ñëîâî äîâæèíè íå ìåíøå d. Ïîçàÿê àâòîìàò A ¹ d-
ïîâíèì, òî äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈ A∗ iñíó¹ øëÿõ 1

xw−→ p. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîä
X ¹ ïîâíèì, îñêiëüêè àâòîìàò A ¹ îáðiçàíèì.

Ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè äëÿ iíøîãî äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.4.
Íåõàé X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé êîä. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: íåõàé ñëîâåñíà
çàòðèìêà äåøèôðóâàííÿ êîäó X ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ. Îñêiëüêè êîä X ¹ ñêií÷åííèì, òî
éîãî éîãî ëiòåðíà çàòðèìêà äåøèôðóâàííÿ d ¹ òàêîæ ñêií÷åííîþ òà ñòðîãî äîäàòíîþ.
Çà òâåðäæåííÿì 5.3.4 iñíó¹ ñêií÷åííèé d-ïîâíèé àâòîìàò A = (Q, 1, 1) ç ìiíiìàëüíîþ
çàòðèìêîþ d ÿêèé ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗.

Ñïî÷àòêó ìè ïîêàæåìî, ùî ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî àâòîìàò A ¹ ðîçãîðíóòèì â
òîìó ñåíñi, ùî âñi ñòàíè â A, êðiì ïî÷àòêîâîãî ñòàíó 1, ìàþòü íàïiâñòåïiíü âõîäó 1.
Öþ âëàñòèâiñòü ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñóâàâøè íàñòóïíèé ìåòîä ðîçùåïëåííÿ ñòàíó:

Íåõàé q 6= 1 � ñòàí ç íàïiâñòåïiííþ âõîäó r > 1. Öåé ñòàí ðîçáèâà¹òüñÿ íà r
êîïi¨, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ íàïiâñòåïiíü âõîäó 1 i ç îäíàêîâèìè âèõiäíèìè ðåáðàìè.
Îñêiëüêè êîä X ¹ ñêií÷åííèì, òî âñi öèêëè â àâòîìàòi A ìiñòÿòü ñòàí 1. Îòæå,
ïîäië ñòàíiâ ìîæå áóòè ïîâòîðåíèé ëèøå ñêi÷åííîþ êiëüêiñòþ ðàçiâ. Çðîçóìiëî,
ùî ðîçùåïëåííÿ ñòàíiâ çáåðiãà¹ çàòðèìêó i d-ïîâíîòó.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî àâòîìàò A ¹ ðîçãîðíóòèì i ìà¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâó êiëü-
êiñòü ñòàíiâ. Îñêiëüêè àâòîìàò A ìà¹ ìiíiìâëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, òî iñíó¹
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ñòàí q òàêèé, ùî iñíóþòü ðåáðà (q, a, r) i (q, a, r′) ç r 6= r′ i øëÿõè ïîìi÷åíi v ∈ Ad−1,
ùî âèõîäÿòü iç r i r′. Äîâåäåìî, ùî r, r′ 6= 1. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî r′ = 1. Íå-
õàé u � ñëîâî ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè òàêå, ùî iñíó¹ øëÿõ r

vu−−→ 1, ùî ðîçêëàäà¹òüñÿ
ÿê r

v−−→ s
u−−→ 1 ç ïðîñòèì øëÿõîì s

u−−→ 1. Çàóâàæèìî, ùî ñëîâî vu ¹ íåïîðî-
æíiì, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó r = 1 = r′. Íåõàé b � ïåðøà ëiòåðà ñëîâà
uv. Çàóâàæèìî, ùî íå iñíó¹ øëÿõó ïîìi÷åíîãî ñëîâîì vb, ÿêèé âèõîäèòü çi ñòàíó 1,
îñêiëüêè àâòîìàò A ìà¹ ìiíiìàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d (â ïðîòèëåæíîìó âè-

ïàäêó ìè ìàòèìåìî äâà øëÿõè q
a−−→ 1

vb−−→ i q
a−−→ r

vb−−→ ïîìi÷åíi ñëîâîì avb, ÿêèé
ïî÷èíà¹òüñÿ çi ñòàíó q ç ðiçíèìè ïî÷àòêîâèìè ðåáðàìè). Ðîçãëÿíåìî òåïåð îñòàííþ
ëiòåðó c ñëîâà vu ø ñòàí t òàêi, ùî (t, c, 1) ¹ îñòàííiì ðåáðîì øëÿõó r

vu−−→ 1. Îñêiëüêè
àâòîìàò A ¹ d-ïîâíèì, òî iñíó¹ øëÿõ ïîìi÷åíèé ñëîâîì cvb, ÿêèé âèõîäèòü çi ñòàíó
t. Íåõàé (t, c, t′) � ïåðøå ðåáðî øëÿõó (äèâ. ðèñ. 5.13, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âèïàäêó u 6= ε

q

a

a

1
v

t

c

c
t′

vb

r
v

s

u′

Ðèñ. 5.13: Äîâåäåííÿ, ùî r′ 6= ε

i äå u = u′c). Ìà¹ìî t′ 6= 1, îñêiëüêè íå iñíó¹ øëÿõó ïîìi÷åíîãî ñëîâîì vb i âèõîäèòü
ç ïîðîæíüîãî ñëîâà ε. Íåõàé w 6= ε � ñëîâî òàêå, ùî iñíó¹ ïðîñòèé øëÿõ t′

w−−→ 1.
Òîäi iñíó¹ ïðîñòèé øëÿõ s

vu−−→ 1. Îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè ñëîâî uw ¹ ñòðîãî
äîâøèì, íiæ u.

Íåõàé A′ = (Q′, 1, 1) � àâòîìàò óòâîðåíèé îòîòîæíåííÿì ñòàíiâ r i r′. Îñêiëüêè
r, r′ 6= 1 i ïîðÿäêè âõîäó îáèäâîõ öèõ ñòàíiâ äîðiâíþþòü 1 i òóæ ààìó ìiòêó íà
âõiäíîìó ðåáði, òî àâòîìàò A′ òàêîæ ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ i ¹ ðîçãîðíóòèì.
Îñêiëüêè â àâòîìàòi A′ ¹ ñòðîãî ìåíøå ñòàíiâ, íiæ ó àâòîìàòi A, ìè îòðèìó¹ìî
îñòàòî÷íå ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåïåð äîâåäåìî òàêèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ âàðiàöi¹þ òåîðåìè 5.2.9. Äîâåäåííÿ âè-
êîðèñòîâó¹ àâòîìàòè, i öå ïðîiëþñòðîâàíî â ïðèêëàäi 5.3.10.

Òåîðåìà 5.3.7. Êîæåí ñëàáêî ïðåôiêñíèé ðàöiîíàëüíèé êîä ìîæíà âêëàñòè â ìàê-
ñèìàëüíèé ñëàáêî ïðåôiêñíèé ðàöiîíàëüíèé êîä ç òi¹þ ñàìîþ çàòðèìêîþ.

Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíîþ ëåìîþ. Â äîâåäåííi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî q
u−−→ äëÿ

ïîçíà÷åííÿ äåÿêîãî øëÿõó, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ çi ñòàíó q i ñëîâî u ¹ éîãî ìiòêîþ.
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Ëåìà 5.3.8. Íåõàé A = (Q, 1, 1) � îáðiçàíèé àâòîìàò iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ
d. Ìîæíà îòðèìàòè, äîäàâøè äî àâòîìàòà A ñêií÷åííó êiëüêiñòü ñòàíiâ i ðåáåð,
îáðiçíàé àâòîìàò B = (Q′, 1, 1), ÿêèé ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d ¹ d-ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó d = 0 ìè ïðîñòî äîäàìî â àâòîìàò B ðåáðî (q, a, 1) äëÿ âñiõ
ñòàíiâ q i ëiòåð a ∈ A, äëÿ ÿêèõ íå iñíó¹ ðåáðà, ùî âèõîäèòü ç q i ïîçíà÷à¹òüñÿ ëiòåðîþ
a â àâòîìàòi A. Äîâåäåííÿ äëÿ d > 1 ñêëàäà¹òüñÿ ç äåêiëüêîõ åòàïiâ.

1. Ìè ïî÷íåìî ç îçíà÷åííÿ íîâîãî àâòîìàòà B0. Äîäàìî ìíîæèíó Q′ ñòàíiâ, ÿêi
ïîçíà÷àþòüñÿ q(w), äëÿ w ∈ A∗, ç 1 6 |w| 6 d, i ïîêëàäåìî q(1) = 1. Äîäàìî ðåáðà:

q(w)
a−−→ q(w′), äëÿ w = aw′, a ∈ A.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B0 = (Q ∪Q′, 1, 1) òàêèé íîâèé àâòîìàò. Î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò
B0 òàêîæ ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Çàóâàæèìî, äëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ
íà îñòàííüîìó åòàïi äàëi, ùî êîæåí ñòàí ç Q′ ¹ êîäîñòóïíèì, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî
ñòàíó q(w) ìà¹ìî øëÿõ q(w)

w−−→ 1.

Áóäå çðó÷íî íàçèâàòè ìàéáóòíiì ñòàíó q ìíîæèíó ñëiâ w äîâæèíè 6 d òàêèõ,
ùî iñíó¹ äåÿêèé øëÿõ q

w−−→. Çàóâàæèìî, ùî â àâòîìàòi B0 ìàéáóòí¹ ñòàíó q(w) ç
|w| = d � öå ìíîæèíà ïðåôiêñiâ ñëîâà w.

2. Òåïåð ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü àâòîìàòiâ B1,B2, . . . òàêó, ùî êîæåí ç öèõ àâ-
òîìàòiâ ìà¹ òi æ ñàìi ñòàíè, ùî i àâòîìàò B0. Î÷åâèäíî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü ¹
ñêií÷åííîþ. Ìè ïîêàæåìî, ùî âñi àâòîìàòè Bi öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìàþòü çàòðèìêó
äåøèôðóâàííÿ d. Íåõàé Bn � îñòàííié åëåìåíò öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi. Ìè äîâåäåìî, ùî
àâòîìàò Bn ¹ d-ïîâíèì. ßêùî àâòîìàò Bi ïîáóäîâàíî i âií íå ¹ d-ïîâíèì, òî äëÿ äå-
ÿêîãî ñëîâà u ∈ Ad, äåÿêî¨ ëiòåðè b i äåÿêîãî ñòàíó q àâòîìàòà Bi, iñíó¹ øëÿõ q

u−−→,

àëå íå iñíó¹ øëÿõó q
ub−−→. Òîäi, çàïèñàâøè ub = aw, ç a ∈ A, ìè äîäà¹ìî äî àâòîìàòà

Bi ðåáðî q
a−−→ q(w), i öå áóäå íîâèì àâòîìàòîì Bi+1 (äèâ. ðèñ. 5.14).

q(w)

w

1

a

u
q

Ðèñ. 5.14: Íîâå ðåáðî (q, a, q(w)) äîäàíî â àâòîìàòi Bi+1 (ç ub = aw, îñêiëüêè íå iñíó¹

ðåáðà q
ub−−→)

3. Ìè òåïåð äîâåäåìî òåõíi÷íó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî ÷èñ-
ëà i òà äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ìàéáóòí¹ ñòàíó p â àâòîìàòi Bi çáiãà¹òüñÿ ç ìàéáóòíiì
ñòàíó p â àâòîìàòi B0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ñëîâà m ∈ Ad ìàéáóòí¹
ñòàíó q(m) â êîæíîìó àâòîìàòi Bi çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ïðåôiêñiâ ñëîâà m.

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ p
v−−→ â àâòîìàòi Bi+1 ç |v| 6 d, òî iñíó¹

çàâæäè øëÿõ p
v−−→ â àâòîìàòi Bi.
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Äëÿ öüîãî ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî øëÿõ p
v−−→ â àâòîìàòi Bi+1 ïåðåäáà÷à¹ íîâå

ðåáðî q
a−−→ q(w), ñòâîðåíå íà åòàïi 2, äå ñëîâî u ¹ òàêèì, ùî ub = aw, i øëÿõ q

u−−→
íàëåæèòü àâòîìàòîâi Bi. Îòîæ, ìè ñîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî öåé øëÿõ ìà¹ âèãëÿä

p
v1−−→ q

a−−→ q(w)
v2−−→ p′

ç v = v1av2, ïðè÷îìó îñòàííié âiäðiçîê øëÿõó q(w)
v2−−→ p′ ìiñòèòüñÿ â àâòîìàòi Bi.

Òåïåð |v2| < d, îòîæ ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ ïðî ìàéáóòí¹ ñòàíó q(w) âèïëèâà¹, ùî
ñëîâî v2 ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà w. Òàêèì ÷èíîì, çà ïîáóäîâîþ íîâîãî ðåáðà,
iñíó¹ â àâòîìàòi Bi øëÿõ q

av2−−→, îñêiëüêè ñëîâî av2 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u. Îòæå, ìè
îòðèìó¹ìî â àâòîìàòi Bi+1 øëÿõ p

v−−→ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ ïîÿâ íîâîãî ðåáðà. Îòæå,
øëÿõ p

v−−→ iñíó¹ â àâòîìàòi Bi+1, áåç ïîÿâè íîâîãî ðåáðà, i òàêèì ÷èíîì, öåé øëÿõ
òàêîæ ìiñòèòüñÿ â àâòîìàòi Bi, ùî äîâîäèòü êðîê iíäóêöi¨.

4. Ïðèïóñòèìî, ùî àâòîìàò Bi ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Ìè äîâåäåìî, ùî
àâòîìàò Bi+1 ìà¹ òó æ ñàìó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ
ñòàíiâ p, p1, p2, äåÿêî¨ ëiòåðè c i äåÿêîãî ñëîâà v ∈ Ad, â àâòîìàòi Bi+1 iñíó¹ äâà
øëÿõè p

c−−→ p1
v−−→ i p

c−−→ p2
v−−→. Çà ïóíêòîì 3 äåÿêi øëÿõè p1

v−−→ i p2
v−−→ iñíóþòü

â àâòîìàòi Bi. ßêùî ðåáðà p
c−−→ p1 i p

c−−→ p2 iñíóþòü â àâòîìàòi Bi, òî p1 = p2,
îñêiëüêè àâòîìàò Bi ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d. Â iíøîìó âèïàäêó, p1 6= p2, i
ðiâíî îäíî ç äâîõ ðåáåð p

c−−→ p1 àáî p
c−−→ p2, íåõàé öå áóäå ñêàæåìî p

c−−→ p1, ¹ íîâèì
ðåáðîì q

a−−→ q(w), à iíøå ðåáðî ìiñòèòüñÿ â àâòîìàòi Bi. Òîäi p = q, c = a, p1 = q(w),
à îòæå îòðèìó¹ìî v = w çà ïóíêòîì 2, îñêiëüêè äîâæèíà ñëîâà v äîðiâíþ¹ d. Îòîæ,
ðîçãëÿäàþ÷è iíøå ðåáðî (ÿêå ¹ â àâòîìàòi Bi), ìè áà÷èìî, ùî iñíó¹ øëÿõ q

aw−−→ â
àâòîìàòi Bi. Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ÿêå ïðèçâåëî äî ïîáóäîâè íà åòàïi 2.

5. Íåõàé B′ = (Q ∪ Q′′, 1, 1) � îáðiçàíà ÷àñòèíà àâòîìàòà B = (Q ∪ Q′, 1, 1). Âií
âñå ùå ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, i ìè ïîêàæåìî, ùî âií âñå ùå ¹ d-ïîâíèì.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ øëÿõ p

u−−→ â àâòîìàòi B′, i íåõàé a � ëiòåðà. Îñêiëüêè àâòîìàò
B ¹ d-ïîâíèì, òî iñíó¹ øëÿõ p

ua−−→ â àâòîìàòi B. Îñêiëüêè ñòàí p ¹ äîñòóïíèì, òî
êîæåí ñòàí â öüîìó øëÿõó ¹ äîñòóïíèì. Îñêiëüêè âñi ñòàíè â Q′ ¹ êîäîñòóïíèìè,
òî âñi ñòàíè íà øëÿõó ¹ îäíî÷àñíî äîñòóïíèìè òà êîäîñòóïíèìè. Òàêèì ÷èíîì, öåé
øëÿõ ìiñòèòüñÿ â àâòîìàòi B′. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.7. Íåõàé X � íåïîðîæíié ðàöiîíàëüíèé êîä ç ëiòåðíîþ
çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d. Çà òâåðäæåííÿì 5.3.4 iñíó¹ îäíîçíà÷íèé àâòîìàò A =
(Q, 1, 1) iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d, ùî ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Ìè ìîæåìî
ïðèïóñêàòè, ùî àâòîìàò A ¹ îáðiçàíèì. Çà ëåìîþ 5.3.8 ìè ìîæåìî âêëàñòè àâòîìàò A
â îáðiçàíèé àâòîìàò B = (Q′, 1, 1), ÿêèé ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d i ¹ d-ïîâíèì.

Ïîçàÿê B ¹ ñèëüíî çâ'ÿçíèì àâòîìàòîì çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ,
òî çà òâåðäæåííÿì 5.3.3 âií ¹ îäíîçíà÷íèì. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà, ÿêà ðîçïiçíà-
¹òüñÿ àâòîìàòîì B′ ìà¹ âèãëÿä Y ∗, äëÿ äåÿêîãî ðàöiîíàëüíîãî êîäó Y , ùî ìiñòèòü
êîä X. Áiëüøå òîãî, êîä Y ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, çà òâåðäæåííÿì 5.3.4, i
âií ¹ ïîâíèì çà òâåðäæåííÿì 5.3.6. Îòîæ, Y ¹ ìàêñèìàëüíèì ðàöiîíàëüíèì êîäîì iç
çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d, ÿêèé ìiñòèòü êîä X.

Ïðèêëàä 5.3.9. Íåõàé X = {a, ab}, âèçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 5.2.20. Âèêîðèñòàâøè
òâåðäæåííÿ 5.3.4, ìè îòðèìó¹ìî àâòîìàò, çîáðàæåíèé ëiâîðó÷ íà ðèñ. 5.15. Çàñòîñó-
âàâøè ìåòîä òåîðåìè 5.3.7 äî öüîãî àâòîìàòà, ìè îòðèìó¹ìî àâòîìàò, çîáðàæåíèé
ïðàâîðó÷ íà ðèñ. 5.15. Öå äà¹ ïîâíèé êîä Y = ab∗, ÿêèé ìiñòèòü êîä X.
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Ðèñ. 5.15: Ïîïîâíåííÿ êîäó X = {a, ab}
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Ðèñ. 5.16: Àâòîìàòè A òà B0

Ïðèêëàä 5.3.10. Íåõàé A � àâòîìàò, çîáðàæåíèé ëiâîðó÷ íà ðèñ. 5.16. Âií ìà¹ çà-
òðèìêó äåøèôðóâàííÿ 2 i ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä {a, aab}∗, ÿêèé ¹ êîäîì ç ëiòåðíîþ
çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ 2.

Àâòîìàò B0 çîáðàæåíèé ïðàâîðó÷ íà ðèñ. 5.16 (ìè ïîçíà÷à¹ìî íîâi ñòàíè ÷åðåç
w çàìiñòü q(w) äëÿ ñïðîùåííÿ çîáðàæåííÿ). Îñòàòî÷íèé àâòîìàò B çîáðàæåíèé íà
ðèñ. 5.17 ïiñëÿ âèäàëåííÿ íåäîñòóïíèõ ñòàíiâ.

5.4 Âïðàâè äî ðîçäiëó 5

Ïiäðîçäië 5.1

B. 5.4.1. Äîâåäiòü, ùî çàòðèìêà äåøèôðóâàííÿ êîäó X ¹ íåñêií÷åííîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè iñíó¹ íåñêií÷åííèé øëÿõ â ãðàôi GX , ÿêèé âèçíà÷åíèé â ïiäðîçäiëi 2.7, ùî
ïî÷èíà¹òüñÿ ó âåðøèíi â êîäi X. ßêùî êîä X ¹ ñêií÷åííèì, òî öå âiäáóâà¹òüñÿ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ öèêë â ãðàôi GX , ÿêèé äîñòóïíèé ç äåÿêî¨ âåðøèíè â êîäi X.

B. 5.4.2. (a) Äîâåäiòü, ùî êîä X ìà¹ çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d, ÿêùî äîâiëüíi
äèç'þíêòíi ôàêòîðèçàöi¨ x1 · · ·xnp = y1 · · · ym, äå x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ¹ ñëîâàìè íàä
X i p ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà â àëôàâiòi X, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü n 6 d.

(b) Íåõàé e1 · · · en � ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð øëÿõó e ç âåðøèíè s äî âåðøèíè t â ïðå-
ôiêñíîìó ãðàôi êîäó X. Ïîÿâà ei íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ (íåïàðíîþ), ÿêùî êiëüêiñòü
ïåðåòèííèõ ðåáåð ñåðåä e1, . . . , ei ¹ ïàðíèì (íåïàðíèì) ÷èñëîì. Äîâåäiòü öå ó äâîõ
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Ðèñ. 5.17: Àâòîìàò B

ôàêòîðèçàöiÿõ

(i) sy1 · · · ylt = x1 · · ·xk àáî (ii) sy1 · · · yl = x1 · · · xkt,

êiëüêiñòü c ïåðåòèííèõ ðåáåð ¹ íåïàðíèì àáî ïàðíèì, âiäïîâiäíî äî (i) àáî (ii). Äî-
âåäiòü äàëi, ùî l � êiëüêiñòü ïàðíèõ ðåáåð i k � êiëüêiñòü íåïàðíèõ ðåáåð.

(c) Îïèøiòü àëãîðèòì çà ëiíiéíèé ÷àñ äëÿ îá÷èñëåííÿ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ,
ïðèïóñòèâøè, ùî íå iñíó¹ öèêëó â ïðåôiêñíîìó ãðàôi.

B. 5.4.3. Íåõàé Y i Z � êîìïîçiöiéîâíi êîäè ç çi ñêií÷åííèìè çàòðèìêàìè äåøèôðó-
âàííÿ d(Y ) i d(Z). Äîâåäiòü, ùî êîäX = Y ◦Z ìà¹ ñêií÷åííó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ
d(X) 6 d(Y ) + d(Z).

(Ïiäêàçêà: Äîâåäiòü, ùî äëÿ y ∈ Xd(Y ), z ∈ Xd(Z), ñëîâî yz ¹ ñïðîùåííÿì äëÿ
êîäó X.)

B. 5.4.4. Íåõàé X = {x, y} � äâîåëåìåíòíèé êîä. Äîâåäiòü, ùî X ìà¹ ñêií÷åííó
çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ.

(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå iíäóêöiþ ïî |x|+|y|, i çàñòîñóéòå ðåçóëüòàòè âïðàâè 5.4.3.)

B. 5.4.5. Íåõàé X ⊂ A∗ � ñêií÷åííèé êîä.

(a) Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íàéìåíøèé ïiäìîíî¨ä M , ÿêèé ìiñòèòü âiëüíèé ìîíî¨ä X∗

òàêèé, ùî M ¹ ïîðîäæåíèì êîäîì çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ.

(b) Íåõàé Y ⊂ A∗ � áàçà ïiäìîíî¨äà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ñôîðìóëüîâàíî â (a). Äîâå-
äiòü ïî àíàëîãi¨, ÿê â òâåðäæåííi 2.2.18, ùî

Y ⊂ X(Y ∗)−1 ∩ (Y ∗)−1X.

Ç öüîãî âèâåäiòü, ÿêùî êîä X íå ìà¹ ñêií÷åííî¨ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ, òî

Card(Y ) 6 Card(X)− 1.

B. 5.4.6. Äîâåäiòü, ùî êîä X ìà¹ âåðáàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ d òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè êîä Xd ìà¹ âåðáàëüíó çàòðèìêó äåøèôðóâàííÿ 1.
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B. 5.4.7. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Äîâåäiòü, ÿêùî îáèäâi ìíîæèíè E(X) ñèëüíî ïîïîâ-
íþâàëüíèõ ñïðàâà ñëiâ i S(X) ñïðîùóâàíü (ñëiâ) ¹ íåïîðîæíiìè, òî âîíè çáiãàþòüñÿ.

B. 5.4.8. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Íåõàé S(X) � ìíîæèíà ñïðîùóâàíü (ñëiâ) i E(X) �
ìíîæèíà ñèëüíî ïîïîâíþâàëüíèõ ñïðàâà ñëiâ. Íåõàé U = S(X) \ S(X)A+. Ñòðî-
ãèì ïðàâèì êîíòåêñòîì ñëîâà w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî iñíóþòü
x1, . . . , xn ∈ X ç wv = x1x2 · · ·xn i v ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà xn. Ìíîæèíó ñòðîãèõ
ïðàâèõ êîíòåêñòiâ ñëîâà w ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Cr(w).

Äîâåäiòü, ÿêùî S(X) = E(X) 6= ∅, òî äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ âèêîíóþòüñÿ òàêi
òâåðäæåííÿ:

(1) ìíîæèíà Cr(w) ¹ ïðåôiêñíîþ;
(2) äîáóòîê Cr(w)U ¹ îäíîçíà÷íèì;
(3) ÿêùî w ∈ S(X), òî äîáóòîê Cr(w)U ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ.

B. 5.4.9. Âèêîðèñòàéòå âïðàâè 5.4.7, 5.4.8 i 3.10.7 äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.4.

B. 5.4.10. Äîâåäiòü, ÿêùî X ¹ òîíêèì êîäîì iç çàòðèìêîþ äåøèôðóâàííÿ d, òî êîä
Y , îçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (5.2) ¹ òîíêèì.

(Ïiäêàçêà: Äîâåäiòü, ÿêùî p ∈ P , a ∈ A, òî pa /∈ P . Ïîòiì ïîñëiäîâíî äîâåäiòü,
ùî ìíîæèíè S, R i S∗ ¹ òîíêèìè.)

Ïiäðîçäië 5.3

B. 5.4.11. Ó öié âïðàâi ìè íàçèâà¹ìî ïðàâîþ çàòðèìêîþ àâòîìàòà, ùî íàçèâà¹òüñÿ
ïðîñòî çàòðèìêîþ â íàøîìó òåêñòi, i ìè áóäåìî íàçèâàòè ëiâîþ çàòðèìêîþ çàòðèìêó
îáåðíåíîãî àâòîìàòà, òîáòî àâòîìàòà, îòðèìàíîãî îáåðòàííÿì ðåáåð äàíîãî àâòîìàòà.
Ïîäiáíî, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àâòîìàò ¹ ¹ d-ïîâíèì ñïðàâà, ÿêùî âií ¹ d-ïîâíèì, i
d-ïîâíèì çëiâà, ÿêùî éîãî îáåðíåíèé àâòîìàò ¹ d-ïîâíèì.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àâòîìàò ìà¹ áiçàòðèìêó (d, d′), ÿêùî âií ìà¹ ëiâó çàòðèìêó
d i ïðàâó çàòðèìêó d′. Àíàëîãi÷íî êàçàòèìåìî, ùî àâòîìàò ¹ (d, d′)-ïîâíèì, ÿêùî
âií ¹ d-ïîâíèì çëiâà òà d′-ïîâíèì ñïðàâà. Ìè ââîäèìî íîâå ïîíÿòòÿ äëÿ ðîáîòè çà
àâòîìàòàìè çi ñêií÷åííîþ áiçàòðèìêîþ.

Ðîçøèðåíèé àâòîìàò ç áiçàòðèìêîþ (d, d′) � öå àâòîìàò íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q, äå
ìíîæèíà E ðåáåð, êðiì çâè÷àéíèõ ðåáåð, âêëþ÷à¹ ãðàíè÷íi ðåáðà. Ïðÿìå ãðàíè÷íå
ðåáðî ìà¹ ïî÷àòîê q ∈ Q òà ìiòêó a ∈ A, àëå íå ìà¹ êiíöÿ. Îáåðíåíå ãðàíè÷íå ðåáðî
ìà¹ ìiòêó a ∈ A òà êiíåöü q ∈ Q, àëå íå ìà¹ ïî÷àòêó. Ìè ðîçøèðþ¹ìî ïîíÿòòÿ øëÿõó,
äîïóñêàþ÷è, ùî øëÿõ, ìîæëèâî, ìîæå ïî÷èíàòèñÿ iç îáåðíåíîãî ãðàíè÷íîãî ðåáðà
òà çàêií÷óâàòèñÿ ïðÿìèì ãðàíè÷íèì ðåáðîì. Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç F (p) ìíîæèíó
ðåáåð, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ â ñòàíi p i ÷åðåç P (p) ìíîæèíó ðåáåð, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ â
ñòàíi p. Òàêîæ, ÷åðåç λ(e) ïîçíà÷àòèìåìî ìiòêó ðåáðà e.

Êîæåí ñòàí q ðîçøèðåíîãî àâòîìàòà ïðè¹äíàâ äî íüîãî ïàðó (Uq, Vq), äå Uq �
ìíîæèíà ñëiâ äîâæèíè d i Vq � ìíîæèíà ñëiâ äîâæèíè d′. Ïîäiáíî, êîæíå ðåáðî e
ìà¹ òàêó ïàðó (Ue, Ve) ∈ Ad × Ad

′
. Äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè ñóìiñíîñòi :

(1) äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ñiì'ÿ ìíîæèí λ(e)Ve äëÿ e ∈ F (p) óòâîðþ¹ ðîçáèòòÿ ìíî-
æèíè VpA;

(2) äëÿ êîæíîãî ñòàíó p i êîæíîãî ðåáðà e ∈ F (p) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Up = Ue;
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(3) äëÿ êîæíîãî ñòàíó q ñiì'ÿ ìíîæèí Ueλ(e) äëÿ e ∈ P (q) óòâîðþ¹ ðîçáèòòÿ ìíî-
æèíè AUq;

(4) äëÿ êîæíîãî ñòàíó q i êîæíîãî ðåáðà e ∈ P (q) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Vq = Ve.

Äîâåäiòü, ùî äâà íàñòóïíi îá'¹êòè çáiãàþòüñÿ:

(i) ðîçøèðåíèé àâòîìàò ç áiçàòðèìêîþ (d, d′) áåç ãðàíè÷íèõ ðåáåð;
(ii) (d, d′)-ïîâíèé àâòîìàò ç áiçàòðèìêîþ (d, d′) ç ìíîæèíîþ Up (âiäï., Vp) ðiâíié

äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ìíîæèíi âñiõ ìiòîê øëÿõiâ äîâæèíè d (âiäï., d′), ÿêi çà-
êií÷óþòüñÿ â ñòàíi p (âiäï., ïî÷èíàþòüñÿ â ñòàíi p).

(Ïiäêàçêà: Äîâåäiòü iíäóêöi¹þ ïî k > 0, ùî â ðîçøèðåíîìó àâòîìàòi ç áiçàòðèì-
êîþ (d, d′) áåç ãðàíè÷íèõ ðåáåð, äëÿ 0 6 k 6 d′ + 1, ìíîæèíà ìiòîê øëÿõiâ äîâæèíè
6 k, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ â ñòàíi p ¹ ìíîæèíîþ ïðåôiêñiâ ìíîæèíè VpA äîâæèíè 6 k.)

B. 5.4.12. Îçíà÷èìî äëÿ ñòàíó p ðîçøèðåíîãî àâòîìàòà íåêîìóòàòèâíèé ìíîãî÷ëåí

∂(p) = Up Vp A − A Up Vp,

i äëÿ éîãî ðåáðà e ìíîãî÷ëåí
∂(e) = ζUeλ(e)Ve,

ç

ζ =


1, ÿêùî e � ïðÿìå ãðàíè÷íå ðåáðî;
−1, ÿêùî e � îáåðíåíå ãðàíè÷íå ðåáðî;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Äîâåäiòü, ùî ∑
p∈Q

∂(p) =
∑
e∈E

∂(e).

Îòðèìàéòå ç öüîãî, ùî ñóìà ∂(e) äëÿ âñiõ ãðàíè÷íèõ ðåáåð, ùî íàçèâà¹òüñÿ áàëàíñîì
àâòîìàòà, íàëåæèòü äî  ðàòêè L, ïîðîäæåíî¨ ìíîãî÷ëåíàìè fw = wA−Aw äëÿ ñëîâà
w ∈ Ad+d′ .

B. 5.4.13. Äîâåäiòü, ùî íèæ÷å ïåðåëi÷åíi ïîìi÷åíi ãðàôè çàäîâîëüíÿþòü îçíà÷åííÿ
ðîçøèðåíîãî àâòîìàòà.

1. Àâòîìàò A0 ç ìíîæèíîþ ñòàíiâ Q = Ad+d′ , ç Uuv = u i Vuv = v äëÿ u ∈ Ad,
v ∈ Ad

′
. Ìíîæèíà ðåáåð öüîãî àâòîìàòà ¹ Ad+d′+1 ç Uuav = u, λ(uav) = a òà

Vuav = v. Áiëüøå òîãî, F (uv) = uvA i P (uv) = Auv.

2. Àâòîìàò A−x óòâîðþ¹òüñÿ ç àâòîìàòà A0 øëÿõîì âèäàëåííÿ ¹äèíîãî ñòàíó x.
Äîâåäiòü, ùî â àâòîìàòi A−x âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∑

e∈E

∂(e) = −fx.

3. Àâòîìàò Ax óòâîðþ¹òüñÿ ç àâòîìàòà A0 øëÿõîì âèäàëåííÿ óñiõ ðåáåð, êðiì
iíöèäåíòíèõ ñòàíó x1. Äîâåäiòü, ùî â àâòîìàòi Ax âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∑

e∈E

∂(e) = fx.

1Iíöèäåíòíiñòü � ïîíÿòòÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ðåáðà i âåðøèíè: ÿêùî v1, v2 � âåð-
øèíè, à e = (v1, v2) � ðåáðî, ùî ¨õ ç'¹äíó¹, òîäi âåðøèíà v1 i ðåáðî e iíöèäåíòíi, âåðøèíà v2 i ðåáðî
e òàêîæ iíöèäåíòíi. Äâi âåðøèíè (àáî äâà ðåáðà) iíöèäåíòíèìè áóòè íå ìîæóòü. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ
íàéáëèæ÷èõ âåðøèí (ðåáåð) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ñóìiæíîñòi.
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B. 5.4.14. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðåáðî e ðîçøèðåíîãî àâòîìàòà ¹ ïðîñòèì, ÿêùî
ìíîæèíè Ue òà Ve ìàþòü ëèøå îäèí åëåìåíò. Äîâåäiòü, ùî äîäàâàííÿì ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi ñòàíiâ i ðåáåð, êîæåí ðîçøèðåíèé àâòîìàò ìîæíà ïåðåòâîðèòè â òàêèé, ùî
âñi ãðàíè÷íi ðåáðà íîâîãî àâòîìàòà áóäóòü ïðîñòèìè.

B. 5.4.15. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ðîçøèðåíèé àâòîìàò A ìîæíà âêëàñòè â ðîçøèðåíèé
àâòîìàò B, ÿêèé íå ìà¹ ãðàíè÷íîãî ðåáðà â ðîçóìiííi, ùî êîæíå çâè÷àéíå ðåáðî
àâòîìàòà A ¹ ðåáðîì àâòîìàòà B.

(Ïiäêàçêà: Ñïî÷àòêó ïðèïóñòiòü, ùî âñi ãðàíè÷íi ðåáðà ¹ ïðîñòèìè. Çàïèøiòü∑
e∈E

∂(e) =
∑

bxfx,

äå êîåôiöi¹íèòè bx ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. ßêùî bx > 0, òî äîäàéòå bx êîïié àâòîìàòà A−x,
i ÿêùî bx < 0, òî äîäàéòå −bx êîïié àâòîìàòà Ax. Îòðèìàíèé ðîçøèðåíèé àâòîìàò ¹
òàêèì, ùî

∑
e∈E

∂(e) = 0. Íàðåøòi ç'¹äíàéòå êîæíå ïðÿìå ãðàíè÷íå ðåáðî e ç îáåðíåíèì

ãðàíè÷íèì ðåáðîì e′ òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü ∂(e) + ∂(e′) = 0.)

B. 5.4.16. Ìåòîþ öi¹¨ âïðàâè ¹ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî áóäü-ÿêèé ðàöiîíàëüíèé
êîä iç ñêií÷åííîþ ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ â îáîõ íàïðÿìêàõ ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó
ðàöiîíàëüíîìó êîäi çi ñêií÷åííîþ ëiòåðíîþ çàòðèìêîþ.

Íåõàé A = (Q, 1, 1) � àâòîìàò ç áiçàòðèìêîþ (d, d′). Ìè âèêîðèñòà¹ìî ðÿä êðîêiâ
ùîá ïåðåòâîðèòè àâòîìàò A â àâòîìàò ç òi¹þ æ ñàìîþ áiçàòðèìêîþ i ÿêèé áóâ áè
(d, d′)-ïîâíèì. Äîâåäiòü, ÿêùî A ¹ àâòîìàòîì ç áiçàòðèìêîþ (d, d′), òî ñïî÷àòêó ìî-
æíà âèçíà÷èòè ïàðè (Uq, Vq), à òîäi äîäàòè ãðàíè÷íi ðåáðà äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè
ðîçøèðåíèé àâòîìàò.

Çðîáiòü ç öüîãî âèñíîâîê, âèêîðèñòàâøè âïðàâó 5.4.15, ùî êîæåí êîä ç ëiòåðíîþ ái-
çàòðèìêîþ (d, d′) ìîæíà âêëàñòè â ìàêñèìàëüíèé êîä ç ëiòåðíîþ áiçàòðèìêîþ (d, d′).

B. 5.4.17. Ðîçãëÿíåìî àâòîìàò ç áiçàòðèìêîþ (1, 1), çîáðàæåíèé íà ðèñ. 5.18 ëiâî-

1

2

b

3

a

a

a 1

2 b

b

3

a

a

a

a 4

b

b

Ðèñ. 5.18: Àâòîìàòè ç áiçàòðèìêîþ (1, 1)

ðó÷. Äîâåäiòü, ùî (1, 1)-ïîâíèé àâòîìàò, ïîáóäîâàíèé ìåòîäîì, âèêëàäåíèì ó âïðà-
âi 5.4.16, ¹ ñàìå òàêèì, ÿê àâòîìàò çîáðàæåíèé íà ðèñ. 5.18 ïðàâîðó÷.
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Ïîíÿòòÿ çàòðèìêè äåøèôðóâàííÿ ïîÿâëÿ¹òüñÿ ùå íà ñàìîìó ïî÷àòêó ðîçâèòêó
òåîði¨ êîäiâ â ïðàöÿõ [76] i [6]. Òåîðåìà 5.2.4 ïîâ'ÿçàíà ç ïðàöåþ Øþòöåíáåðãåðà [187]
i ÿê ãiïîòåçà âîíà áóëà âèñëîâëåíà â [76]. Íåïîâíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.4 çóñòði-
÷à¹òüñÿ â ïðàöÿõ À. À. Ìàðêîâà [9,10,149]. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòó, áiëüø çàãàëüíîãî
çà òåîðåìó 5.2.4, áóëî îïóáëiêîâàíî â ïðàöi Øþòöåíáåðãåðà [187]. Âèêëàäåíå íàìè
äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.4 íàëåæèòü Âåðîíiê Áðþåð (V�eronique Bruy�ere) (äèâ. [41] àáî
÷àñòèíó 6 ìîíîãðàôi¨ [134]). Îðèãiíàëüíå äîâåäåííÿ Øþòöåíáåðãåðà òåîðåìè 5.2.4
âèêëàäåíî ó âïðàâi 5.4.9. Òâåðäæåííÿ 5.1.6 âçÿòî ç ïðàöi [51].

Òåîðåìà 5.2.9 íàëåæèòü ïðàöi citeBruyere-Wang-Zhang-1990. Ìè äîòðèìóâàëèñü
äîâåäåíü, âèêëàäåíèõ ó öié ïðàöi, çà âèíÿòêîì òâåðäæåííÿ 5.2.19.

Ïîíÿòòÿ àâòîìàòà çi ñêií÷åííîþ çàòðèìêîþ âiäîìå â ðàííié òåîði¨ àâòîìàòiâ ÿê ií-
ôîðìàöiéíi ìàøèíè áåç âòðàò ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (information lossless machines of
�nite order) (äèâ. ìîíîãðàôiþ Êîãàâi [110�112]). Öå ïîíÿòòÿ ïîâ'ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì âiä-
îáðàæåííÿ áëèçêîñòi ñïðàâà (right closing map) â ñèìâîëi÷íié äèíàìiöi (äèâ. [128]).
Öåé òåðìií âïåðøå áóâ ââåäåíèé Êiò÷åíñîì ó éîãî äèñåðòàöi¨ [106]. Òåîðåìà 5.3.7
íàëåæèòü ïðàöi [41].

Êîíñòðóêöiÿ ëåìè 5.3.8 âçÿòà çi ñòàòòi [21]. Ìè íàñëiäóâàëè ïðåäñòàâëåííÿ êîí-
ñòðóêöi¨ ëåìè 5.3.8 çàïðîïîíîâàíå Áðþåð òà Ëåòòå â ïðàöi [42], i ïðèêëàä 5.3.10 òàêîæ
âçÿòî ç öi¹¨ ñòàòòi.

Âïðàâà 5.4.5 âçÿòà ç ïðàöi [33]. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîâåäåíî â ìîíîãðàôi¨ Ñà-
ëîìàà [11,174]. Âïðàâà 5.4.6 âçÿòà ç ïðàöi Íiâà [154]. Âïðàâà 5.4.7 âçÿòà ç ïðàöi Øþ-
òöåíáåðãåðà [187]. Âïðàâè 5.4.11�5.4.17 âçÿòi çi ñòàòòi [21], ó ÿêié ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ
ðîçøèðåíîãî àâòîìàòà i âií íàçèâà¹òüñÿ ìîëåêóëîþ (molecule). Öÿ íàçâà �ìîëåêó-
ëà� âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòàôîðè÷íî òà âiäíîñèòüñÿ äî ìîæëèâîñòi âèêîðèñòîâóâàòè
ãðàíè÷íi ðåáðà ÿê îáøèâàííÿ.

Çàçíà÷èìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ïðî ÿêèé òóò íå áóëî ïîâiäîìëåíî: äëÿ òðè-
åëåìåíòíîãî êîäó X = {x, y, z} iñíó¹ ùîíàéáiëüøå îäíå íåñêií÷åííå ñïðàâà ñëîâî ç
äâîìà ðiçíèìè X-ôàêòîðèçàöiÿìè [102].
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Ðîçäië 6

Áiôiêñíi êîäè

Çàâäàííÿì öüîãî ðîçäiëó ¹ îïèñàííÿ ñòðóêòóðè ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ.
Öÿ ñiì'ÿ êîäiâ ìà¹ äîñèòü ÷óäîâi âëàñòèâîñòi òà ¨õ ìîæíà îïèñàòè äîñèòü çàäîâiëüíî
òà ïîâíî.

ßê i â ðåøòi öi¹¨ êíèãè, ìè áóäåìî ïðàöþâàòè â ìåæàõ ñiì'¨ òîíêèõ êîäiâ. ßê ìè
ïîáà÷èìî, öÿ ñiì'ÿ ìiñòèòü óñi çâè÷íi ïðèêëàäè, i áiëüøiñòü îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé
ïîøèðþþòüñÿ íà öþ ñiì'þ, êîëè âîíè äîòðèìóþòüñÿ ó ïðîñòîìó (òîáòî ñêií÷åíîìó
÷è ðîçïiçíàâàíîìó) âèïàäêó.

Êîæíîìó òîíêîìó ìàêñèìàëüíîìó áiôiêñ-êîäó áóäóòü ïðèâ'ÿçàíi äâà îñíîâíèõ
ïàðàìåòðè: éîãî ñòåïiíü òà éîãî ÿäðî. Ñòåïiíü � öå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ¹, ÿê
ìè ïîáà÷èìî â ðîçäiëi 9, ñòåïåíþ ãðóïè ïiäñòàíîâêè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç êîäîì. ßäðî �
öå ìíîæèííà êîäîâèõ ñëiâ, ÿêi ¹ âëàñíèìè ìíîæíèêàìè äåÿêèõ êîäîâèõ ñëiâ. Ìè
äîâåäåìî, ùî öi äâà ïàðàìåòðè õàðàêòåðèçóþòü òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ ñèíòàêñè÷íîãî àíàëiçó ÷è ðîçêëàäó
(parse) ñëîâà ùîäî áiôiêñíîãî êîäó. Öå äîçâîëÿ¹ íàì âèçíà÷èòè öiëî÷èñåëüíó ôóí-
êöiþ, ÿêó íàçèâàþòü iíäèêàòîðîì áiôiêñíîãî êîäó. Öÿ ôóíêöiÿ áóäå äîñèòü êîðèñíîþ
ó öüîìó òà íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìè äà¹ìî ðÿä åêâiâàëåíòíèõ óìîâ òîãî, ùîá òîíêèé êîä
áóâ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì. Òå, ùî òîíêi ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè ¹ êðàéíiìè
îá'¹êòàìè, âiäîáðàæà¹òüñÿ â ñïîñòåðåæåííi, ùî ïiäìíîæèíà ¨õ âëàñòèâîñòåé ¹ äîñòà-
òíüîþ äëÿ ¨õ ïîâíî¨ õàðàêòåðèçàöi¨. Ìè òàêîæ äà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ (ÿêå íàçèâà¹òüñÿ
âíóòðiøíiì ïåðåòâîðåííÿì), ÿêå çáåðiãà¹ ñiì'þ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ.

Ïiäðîçäië 6.3 ìiñòèòü îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó.
Âií âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êiëüêiñòü iíòåðïðåòàöié ñëîâà, ÿêà íå ¹ ìíîæíèêîì êîäîâîãî
ñëîâà. Öå ÷èñëî íå çàëåæèòü âiä îáðàíîãî ñëîâà. Öåé ôàêò áóäå âèêîðèñòàíèé äëÿ
äîâåäåííÿ áiëüøîñòi îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé áiôiêñíèõ êîäiâ. Äîâåäåìî, ùî ñòåïiíü ¹
iíâàðiàíòíîþ ïðè âíóòðiøíüîìó ïåðåòâîðåííi.

Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi áóäå îïèñàíà ïîáóäîâà òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíî-
ãî êîäó, ùî ìà¹ çàäàíi ñòåïiíü i ÿäðî. Ìè òàêîæ îïèñó¹ìî ïîõiäíèé êîä òîíêîãî
ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó. Öå êîä, ñòåïiíü ÿêîãî íà îäèíèöþ ìåíøà çà ñòóïiíü
âèõiäíîãî êîäó. Îáèäâi êîíñòðóêöi¨ ¹ íàñëiäêîì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòó (òåîðå-
ìà 6.4.3), ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ òàêi ìíîæèíè ñëiâ, ÿêi ìîæíà ïîïîâíèòè â ñêií÷åííîìó
ìàêñèìàëüíîìó áiôiêñíîìó êîäi áåç çìiíè ÿäðà.

Ïiäðîçäië 6.5 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ.

275
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Äîâåäåíî, ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî ñòåïåíÿ òà ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó àëôàâiòó iñíó¹ ëè-
øå îáìåæåíà êiëüêiñòü òàêèõ êîäiâ. Äàëi äîâåäåíî, ùî íà öié ñêií÷åííié ìíîæèíi
âíóòðiøí¹ ïåðåòâîðåííÿ äi¹ òðàíçèòèâíî.

Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi ìè äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêèé ðàöiîíàëüíèé áiôiêñíèé êîä
ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó ðàöiîíàëüíîìó áiôiêñíîìó êîäi (òåîðåìà 6.6.1).

6.1 Îñíîâíi âëàñòèâîñòi

Áiôiêñíèì êîäîì íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà X âiëüíî¨ íàïiâãðóïà A+, ÿêà ¹ îäíî-
÷àñíî ïðåôiêñíîþ òà ñóôiêñíîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, âèêîíóþòüñÿ óìîâè

XA+ ∩X = ∅ i A+X ∩X = ∅. (6.1)

Ïðèêëàä 6.1.1. Êîæåí êîä X óòâîðåíèé çi ñëiâ îäèíàêîâî¨ äîâæèíè ¹ áiôiêñíèì.

Ïðèêëàä 6.1.2. Íåõàé A � àëôàâiò, ùî ìiñòèòü äâi ðiçíi ëiòåðè a, b. Äîâiëüíà ìíî-
æèíà X = {a} ∪ bY b ç Y ⊆ (A \ {b})∗ ¹ áiôiêñíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 6.1.3. ßêùî X òà Y � áiôiêñíi êîäè, òî ¨õ äîáóòîê XY ¹ áiôiêñíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 6.1.4. Íåõàé A = {a, b}. Ïðè îãëÿäi ìíîæèíà

X =
{
a3, a2ba, a2b2, ab, ba2, baba, bab2, b2a, b3

}
âèäà¹òüñÿ áiôiêñíèì êîäîì. Âií ïîÿâèòüñÿ â äåêiëüêîõ ìiñöÿõ ïiçíiøå.

Âèêîðèñòàííÿ áiôiêñíèõ êîäiâ äëÿ ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨ ïîâ'ÿçàíå ç ìîæëèâiñòþ
îáìåæåííÿ íàñëiäêiâ ïîìèëîê, ùî âèíèêàþòü ïðè ïåðåäà÷i, çà äîïîìîãîþ ñõåìè äâî-
ái÷íîãî äåêîäóâàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî áiíàðíèé áiôiêñíèé êîä
äëÿ ïåðåäà÷i äàíèõ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äëÿ ïåðåäà÷i ïîâiäîìëåííÿ ãðóïóþòüñÿ
ó áëîêè ç N ñèìâîëiâ äæåðåëà, êîäîâàíèõ ÿê N êîäîâèõ ñëiâ.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî â áëîöi x1 · · ·xN ç N êîäîâèõ ñëiâ ñòàëàñÿ ïîìèëêà ïiä ÷àñ
ïåðåäà÷i, ùî óíåìîæëèâëþ¹ ðîçøèôðóâàííÿ ñëîâà xi (äèâ. ðèñ. 6.1). Áëîê x1 · · ·xN

x1 x2 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN

Ðèñ. 6.1: Äåêîäóâàííÿ áëîêó N êîäîâèõ ñëiâ: ñëîâî x1 · · ·xi−1 ïðàâèëüíî ðîçøèôðî-
âó¹òüñÿ çëiâà íàïðàâî, ñëîâî xi+1 · · ·xN ïðàâèëüíî ðîçøèôðîâó¹òüñÿ ñïðàâà íàëiâî.
Ïîìèëêà ðîçòàøîâàíà â ñëîâi xi.

ñïî÷àòêó ðîçêîäîâó¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì çâè÷àéíî¨ çëiâà íàïðàâî ïîñëiäîâíîñòi ðîç-
øèôðóâàíü i êîäîâèõ ñëiâ ç x1 äî xi−1 i âií ¹ ïðàâèëüíî ðîçøèôðîâàíèì. Îäíàê, äå-
êîäóâàòè ñëîâî xi íåìîæëèâî. Ïîòiì çàïóñêà¹òüñÿ íîâèé ïðîöåñ äåêîäóâàííÿ, öüîãî
ðàçó ñïðàâà íàëiâî. ßêùî âiäáóëàñÿ ìàêñèìóì îäíà ïîìèëêà, òî çíîâó êîäîâi ñëîâà
âiä xN äî xi+1 äåøèôðóþòüñÿ ïðàâèëüíî. Òàêèì ÷èíîì, ó áëîöi ç N çàêîäîâàíèõ
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w
v

x

u

Ðèñ. 6.2: X-ðîçêëàä (v, x, u) ñëîâà w

âèõiäíèõ ñèìâîëiâ áóäå iäåíòèôiêîâàíî íåïðàâèëüíå êîäîâå ñëîâî. Öi êîäè âèêîðè-
ñòîâóþòüñÿ äëÿ ïåðåäà÷i çîáðàæåíü, äèâ. ïðèêëàäè 6.2.5 òà 6.2.6.

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. X-ðîçêëàäîì (àáî ïðîñòî ðîçêëà-
äîì) ñëîâà w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà (v, x, u) (äèâ. ðèñ. 6.2). òàêà, ùî w = vxu
i

v ∈ A∗ \ A∗X, x ∈ X∗ i u ∈ A∗ \XA∗.

Iíòåïðåòàöi¹þ ñëîâà w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà (v, x, u) òàêà, ùî w = vxu i

v ∈ A−X, x ∈ X∗ i u ∈ XA−.

ßêùî X � áiôiêñíèé êîä, òî

A−X ⊆ A∗ \ A∗X i XA− ⊆ A∗ \XA∗,

à îòæå êîæíà iíòåðïðåòàöiÿ ñëîâà w ¹ òàêîæ ðîçêëàäîì ñëîâà w.

Òî÷êîþ â ñëîâi w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (r, s) ∈ A∗ × A∗ òàêà, ùî w = rs. Ñëîâî
w òàêèì ÷èíîì, ìà¹ |w| + 1 òî÷îê. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðîçáið (v, x, u) ñëîâà w
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (r, s), ÿêùî x = yz äëÿ äåÿêèõ ñëiâ y, z ∈ X∗ òàêèõ, ùî

r = vy is = zu

(äèâ. ðèñ. 6.3).

w :

v

y z

u

r s

Ðèñ. 6.3: Ðîçêëàä ñëîâà w, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (r, s)

Òâåðäæåííÿ 6.1.5. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ñëîâà
w ∈ A∗ iñíó¹ îäèí i ëèøå îäèí ðîçêëàä, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (r, s) � òî÷êà ñëîâà w ∈ A∗. Ïîçàÿê êîä X ¹ ïðåôiêñíèì, òî çà
òâåðäæåííÿì 3.1.6 iñíó¹ ¹äèíå ñëîâî z ∈ X∗ i ¹äèíå ñëîâî u ∈ A∗\XA∗ òàêi, ùî s = zu.
Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè êîä X ¹ ñóôiêñíèì, òî r = vy äëÿ ¹äèíîãî ñëîâà v ∈ A∗ ⊆ A∗X
i ¹äèíîãî ñëîâà y ∈ X∗. Î÷åâèäíî, ùî (v, yz, u) ¹ ðîçêëàäîì ñëîâà w, ÿêèé ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó (r, s). �äèíiñòü öüîãî ðîçêëàäó âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ ñëiâ s
i r.

Òâåðäæåííÿ 6.1.6. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä. Òîäi äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈
A∗, iñíóþòü ái¹êöi¨ ìiæ òàêèìè ìíîæèíàìè:

(i) ìíîæèíà ðîçêëàäiâ ñëîâà w;
(ii) ìíîæèíà ïðåôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi íå ìàþòü ñóôiêñiâ ó êîäi X;

(iii) ìíîæèíà ñóôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi íå ìàþòü ïðåôiêñiâ ó êîäi X.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî V = A∗ \A∗X i U = A∗ \XA∗. Äëÿ êîæíîãî ðîçêëàäó (v, x, u)
ñëîâà w ñëîâî v ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi V i âîíî ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà w. Òàêèì ÷èíîì ñëîâî
v ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè ïðåôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi íå ìàþòü ñóôiêñiâ ó êîäi X. Íàâïàêè,
ÿêùî w = vw′ i v ∈ V , ïîêëàäåìî w′ = xu ç x ∈ X∗ i u ∈ U , à öå ¹ ìîæëèâèì, îñêiëüêè
êîä X ¹ ïðåôiêñíèì. Òîäi òðiéêà (v, x, u) ¹ ðîçêëàäîì. Ç ýäèíîñòû ôàêòîðèçàöi¨ w′ =
xu âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ (v, x, u) 7→ v ¹ ái¹êòèâíèì ç ìíîæèíè ðîçêëàäiâ ñëîâà
w íà ìíîæèíó ïðåôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi íå ìàþòü ñóôiêñiâ ó êîäi X.

Ïîáóäîâà ái¹êöi¨ ìiæ ìíîæèíàìè (i) òà (iii) ¹ àíàëîãi÷íîþ.

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. Iíäèêàòîðîì àáî õàðàêòåðèñòè-
÷íîþ ôóíêöi¹þ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé ðÿä LX (àáî ïðîñòî L), ÿêèé
ñòàâèòü êîæíîìó ñëîâó w êiëüêiñòü (L,w) X-ðîçêëàäiâ ñëîâà w. Ïîêëàâøè

U = A∗ \XA∗ i V = A∗ \ A∗X,

îòðèìó¹ìî
L = V X∗U. (6.2)

Íåõàé X � áiôiêñíèé êîä. Òîäi ìà¹ìî X A∗ = XA∗, îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ ïðåôi-
êñíîþ, i A∗X = A∗X îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ ñóôiêñíîþ. Îòîæ, ìà¹ìî, ùî

U = A∗ −X A∗ = (1−X)A∗ i V = A∗(1−X).

Ïiäñòàâèâøè îñòàííi äâi ðiâíîñòi ó (6.2), îòðèìó¹ìî

L = A∗(1−X)A∗. (6.3)

Öþ ðiâíiñòü òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè òàê

L = V A∗ = A∗U. (6.4)

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ àëãåáðà¨÷íèì ôîðìóëþâàííÿì òâåðäæåííÿ 6.1.6.

Ç ôîðìóëè (6.3) îòðèìó¹ìî çðó÷íèé âèðàç äëÿ êiëüêîñòi ðîçêëàäiâ ñëîâà w ∈ A∗:

(L,w) = |w|+ 1− (A∗X A∗, w). (6.5)
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×ëåí (A∗X A∗, w) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âõîäæåíü ñëiâ ç ìíîæèíè X, ÿê ìíîæíèêiâ ñëî-
âà w. Òàêèì ÷èíîì, ç ôîðìóëè (6.5) ìè áà÷èìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ áiôiêñíèõ êîäiâ X
i Y âèêîíó¹òüñÿ òàêà iìïëiêàöiÿ:

Y ⊆ X =⇒ LX 6 LY . (6.6)

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîçíà÷åííÿ LX 6 LY îçíà÷à¹, ùî (LX , w) 6 (LY , w) äëÿ âñiõ ñëiâ w
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Òâåðäæåííÿ 6.1.7. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä, U = A∗ \XA∗, V = A∗ \ A∗X
i L � iíäèêàòîð êîäó X. Òîäi

V = L(1− A), U = (1− A)L, (6.7)

1−X = (1− A)L(1− A). (6.8)

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà (6.7) âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (6.4), à (6.8) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiä-
êîì ôîðìóëè (6.3).

Òâåðäæåííÿ 6.1.8. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä i L � iíäèêàòîð êîäó X. Òîäi

1 6 (L,w) 6 |w|+ 1, (6.9)

äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗. Çîêðåìà, (L, ε) = 1. Äàëi, äëÿ âñiõ ñëiâ u, v, w ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

(L, v) 6 (L, uvw). (6.10)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äàíîãî ñëîâà w iñíó¹ íå áiëüøå íiæ |w| + 1 i ùîíàéìåíøå îäèí (à
ñàìå ïîðîæí¹ ñëîâî) ïðåôiêñ ñëîâà w, ùî íå ìà¹ ñóôiêñà â êîäi X. Òàêèì ÷èíîì,
ôîðìóëà (6.9) ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.1.6.

Äàëi, êîæåí ðîçêëàä ñëîâà u ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ðîçêëàäó ñëîâà uvw. Öåé
ðîçêëàä ñëîâà uvw îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçêëàäîì ñëîâà v (òâåðäæåííÿ 6.1.5).
Çâiäñè âèïëèâà¹ ôîðìóëà (6.10).

Ïðèêëàä 6.1.9. Iíäèêàòîð L áiôiêñíîãî êîäó X = ∅ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(L,w) = |w|+ 1,

äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗.

Ïðèêëàä 6.1.10. Äëÿ áiôiêñíîãî êîäó X = A, iíäèêàòîð íàáóâà¹ çíà÷åííÿ

(L,w) = 1,

äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ îïèñàííÿ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ÿêi ¹ iíäèêà-
òîðàìè.

Òâåðäæåííÿ 6.1.11. Ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä L ∈ Z〈〈A〉〉 ¹ iíäèêàòîðîì ái-
ôiêñíîãî êîäó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
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(i) äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåðè a ∈ A òà ñëîâà w ∈ A∗ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

0 6 (L, aw)− (L,w) 6 1, (6.11)

0 6 (L,wa)− (L,w) 6 1; (6.12)

(ii) äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåð a, b ∈ A òà ñëîâà w ∈ A∗ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(L, aw) + (L,wb) > (L,w) + (L, awb); (6.13)

(iii) (L, ε) = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî L � iíäèêàòîð äåÿêîãî áiôiêñíîãî êîäó X. Ç ôîðìóëè
(6.7) âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ L(1 − A) i (1 − A)L äîðiâíþþòü 0 àáî 1. Äëÿ
ñëîâà w ∈ A∗ òà ëiòåðè a ∈ A ìà¹ìî, ùî

(L(1− A), aw) = (L, aw)− (L,w) i (L(1− A), wa) = (L,wa)− (L,w).

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíîñòi (6.11) i (6.12). Íàðåøòi, ç ôîðìóëè (6.8) âèïëè-
âà¹, ùî (L, ε) = 1 äëÿ ïîðîæíüîãî ñëîâà ε, à òàêîæ äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåð a, b ∈ A òà
ñëîâà w ∈ A∗ ç ðiâíîñòi

−(X, awb) = (L, awb)− (L, aw)− (L,wb) + (L,w)

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (6.13).
Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä L çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i),

(ii) òà (iii). Ïîêëàäåìî S = (1− A)L. Òîäi

(S, 1) = (L, 1) = 1.

Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåðè a ∈ A òà ñëîâà w ∈ A∗ ìà¹ìî, ùî

(S, aw) = (L, aw)− (L,w).

Ç íåðiâíîñòi (6.11) âèïëèâà¹, ùî

0 6 (S, aw) 6 1,

à öå äîâîäèòü, ùî S ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðÿäîì äåÿêî¨ ìíîæèíè U , ÿêà ìiñòèòü
ïîðîæí¹ ñëîâî ε. Äàëi, ÿêùî a, b ∈ A òà w ∈ A∗, òî çà íåðiâíiñòþ (6.13) îòðèìó¹ìî,
ùî

(S, aw) = (L, aw)− (L,w) > (L, awb)− (L,wb) = (S, awb).

Òàêèì ÷èíîì, ç óìîâè awb ∈ U âèïëèâà¹, ùî aw ∈ U , à öå ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà U
ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ.

Çà òâåðäæåííÿì 3.1.6 ìíîæèíà X = UA \ U ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì i

1−X = U(1− A).

Ñèìåòðè÷íî îòðèìó¹ìî, ùî ôîðìàëüíèé ðÿä T = L(1 − A) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì
ðÿäîì äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ñóôiêñíî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè V , ìíîæèíà Y = AV − V ¹
ñóôiêñíèì êîäîì i

1− Y = (1− A)V .

Íà çàâåðøåííi îòðèìó¹ìî, ùî

1−X = U(1− A) = (1− A)L(1− A) = (1− A)V = 1− Y .

Îòîæ, X = Y i X ¹ áiôiêñíèì êîäîì ç iíäèêàòîðîì L.
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Ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ iíäè-
êàòîðà áiôiêñíîãî êîäó.

Òâåðäæåííÿ 6.1.12. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä i L � iíäèêàòîð êîäó X. Òîäi

(L, ua) =

{
(L, u), ÿêùî ua ∈ A∗X;
(L, u) + 1, â iíøîìó âèïàäêó,

(6.14)

äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåðè a ∈ A òà ñëîâà w ∈ A∗.

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà (6.14) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (6.7).

Ïðèêëàä 6.1.13. Íåõàé A = {a, b} òà X = {a}. Òîäi LX(w) = |w|b + 1. Ñïðàâäi,
öåé ðåçóëüòàò áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (6.5). Òàêîæ, öþ ðiâíiñòü ìîæíà
îòðèìàòè ç ðiâíîñòi (6.14): ñêàíóþ÷è ïðåôiêñè â ñëîâi w çëiâà íàïðàâî, iíäèêàòîð
çàëèøà¹òüñÿ ïîñòiéíèì êîæíîãî ðàçó, êîëè çóñòði÷à¹òüñÿ ëiòåðà a.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ÿê óìîâó áóòè áiôiêñíèì êîäîì ìîæíà âèðàçèòè
íà ìîâi äåòåðìiíîâàíîãî àâòîìàòà, ùî ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗.

Òâåðäæåííÿ 6.1.14. Íåõàé X � ïðåôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì A é A = (Q, 1, 1) �
îáðiçàíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Òîäi êîä X ¹
áiôiêñíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q i ñëîâà w ∈ A∗, ç óìîâè
q · w = 1 · w âèïëèâà¹ ðiâíiñòü q = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ïðèïóùåííÿ òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ. Ìè äî-
âåäåìî, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì çëiâà. Íåõàé u i v � ñëîâà òàêi, ùî u, vu ∈ X∗.
Ïðèéìåìî q = 1 · v. Òîäi

1 · u = 1 i 1 · vu = (1 · v) · u = 1.

Ïðèéìåìî q = 1 · v. Òîäi q · u = 1, i ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü q = 1. Öå
äîâîäèòü, ùî 1 · v = 1, à îòæå v ∈ X∗.

Ïðèïóñòèìî íàâïàêè, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì çëiâà òà íåõàé w � òàêå ñëîâî,
ùî 1 · w = q · w äëÿ äåÿêîãî ñòàíó q ∈ Q. Ïðèéìåìî p = q · w i íåõàé u òà v � òàêi
ñëîâà, ùî 1 · u = q i p · v = 1. Òîäi

1 · uwv = 1 · wv = 1,

à öå äîâîäèòü, ùî uwv,wv ∈ X∗. Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì çëiâà, òî u ∈ X∗.
Çâiäñè â ñâîþ ÷åðãó âèïëèâà¹, ùî q = 1.

Óìîâè òâåðäæåííÿ 6.1.14 ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ àâòîìàòà, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ áiäå-
òåðìiíîâàíèì ó òîìó ñåíñi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðåáåð (p, a, q) i (r, a, s) ç p, q, r, s ∈ Q i
a ∈ A âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü:

p = r òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q = s.
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6.2 Ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè

Áiôiêñíèé êîä X ⊂ A+ íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî áiôi-
êñíîãî êîäó Y ⊂ A+ ç âêëþ÷åííÿ X ⊆ Y âèïëèâà¹ ðiâíiñòü X = Y . ßê i â ðîçäiëi 3
çðó÷íî çàóâàæèòè, ùî ìíîæèíà {ε} ¹ ìàêñèìàëüíî áiôiêñíîþ, àëå íå ¹ êîäîì. Ìè
ïî÷íåìî ç òîãî, ùî äàìî ðÿä åêâiâàëåíòíèõ óìîâ äëÿ òîãî, ùîá òîíêèé êîä áóâ ìàê-
ñèìàëüíèì áiôiêñíèì.

Òâåðäæåííÿ 6.2.1. Íåõàé X � òîíêà ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. Òîäi
òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì i ¹ áiôiêñíèì;
(ii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì;

(iii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì;
(iv) X ¹ ïîâíèì çëiâà ïðåôiêñíèì êîäîì;
(iv′) X ¹ ïîâíèì ñïðàâà ñóôiêñíèì êîäîì;

(v) X ¹ ïîâíèì çëiâà i ïîâíèì ñïðàâà êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i)⇒ (ii) ¹ î÷åâèäíîþ.

(ii) ⇒ (iii) ßêùî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, òî çà òåîðåìîþ 3.3.8
ìíîæèíà X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì, à îòæå X ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì, òî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðå-
ôiêñíèì êîäîì. Îòîæ, ïðèïóñòèìî, ùî X íå ¹ íi ìàêñèìàëüíèì íi ìàêñèìàëüíèì
ñóôiêñíèì êîäîì. Íåõàé ñëîâà y, z /∈ X ¹ òàêèìè, ùî ìíîæèíà X∪{y} ¹ ïðåôiêñíîþ,
à ìíîæèíà X ∪ {z} ¹ ñóôiêñíîþ. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ∪ {yt} ¹ ïðåôiêñíîþ äëÿ äî-
âiëüíîãî ñëîâà t, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà X∪{yz} ¹ ïðåôiêñíîþ, à îòæå òàêîæ ¹
áiôiêñíîþ. Áiëüøå òîãî, yz /∈ X, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìíîæèíà X∪{y}
íå áóäå ïðåôiêñíîþ. Öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ (ii).

Iìïëiêàöi¨ (iii)⇒ (iv) i (iii)⇒ (iv′) ¹ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç íàñëiäêó 3.3.4,
ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä ¹ ïîâíèì ñïðàâà, òà äî íüîãî
äóàëüíîãî.

(iv) ⇒ (v) Êîä X ¹ ïîâíèì i òîíêèì. Òàêèì ÷èíîì, âií ¹ ìàêñèìàëüíèì. Öå
äîâîäèòü, ùî êîä X ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì, à öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî âií
¹ ïîâíèì. Äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (iv′)⇒ (v) ¹ àíàëîãi÷íèì.

(v) ⇒ (i) Ïîâíèé òîíêèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì. Çà òåîðåìîþ 3.3.8 ïîâíèé ñïðàâà
òîíêèé êîä ¹ ïðåôiêñíèì. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî êîä X ¹ ñóôiêñíèì.

Êîä, ÿêèé ¹ îäíî÷àñíî ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì i ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì ¹
çàâæäè ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì, i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ, ÿê ìè
ïîáà÷èìî äàëi, äëÿ òîíêèõ êîäiâ. Îäíàê äëÿ êîäiâ, ÿêi íå ¹ òîíêèìè, öå òâåðäæåííÿ
íå âèêîíó¹òüñÿ (äèâ. ïðèêëàä 6.2.4).

Ïðèêëàä 6.2.2. Ãðóïîâèé êîä, ÿêèé âèçíà÷åíèé ó ïiäðîçäiëi 2.2, ¹ áiôiêñíèì i ¹
ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Ïðèêëàä 6.2.3. Íåõàé A = {a, b} i

X =
{
a3, a2ba, a2b2, ab, ba2, baba, bab2, b2a, b3

}
.
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Ðèñ. 6.4: Ëiòåðíi çîáðàæåííÿ êîäó X (ëiâîðó÷) i éîãî îáåðíåíîãî êîäó X̃ (ïðàâîðó÷)

Çà ïåðåâiðêîþ ëiòåðíîãî çîáðàæåííÿ (äèâ. ðèñ. 6.4), X ¹, ëåãêî áà÷èòè, ìàêñèìàëü-
íèì ïðåôiêñíèì êîäîì.

Îáåðíåíèé êîä X̃, çîáðàæåíèé ïðàâîðó÷ íà ðèñ. 6.4, òàêîæ ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðå-
ôiêñíèì. Îòîæ, X ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì. Çàóâàæèìî, ùî êîä X̃ çáiãà-
¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ îòðèìàíîþ ç êîäó X çàìiíîþ ëiòåð a òà b (âiäîáðàæåííÿ âiä-
íîñíî ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi). Öå âèíÿòêîâèé ôàêò, ÿêèé áóäå ïîÿñíåíî ïiçíiøå (äèâ.
ïðèêëàä 6.5.3).

Ïðèêëàä 6.2.4. Íåõàé A = {a, b} i X =
{
wab|w| : w ∈ A∗

}
(äèâ. ïðèêëàäè 2.4.12 i

3.3.9). Ìíîæèíà X ¹ ìàêñèìàëüíèì, ùiëüíèì ñïðàâà êîäîì, ÿêèé ¹ ñóôiêñíèì, àëå íå
¹ ïðåôiêñíèì. Ìíîæèíà Y = X\XA+ ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ i ¹ ñóôiêñíîþ, àëå
íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ ñóôiêñíîþ, îñêiëüêè Y 6= X. Òàêèì ÷èíîì, êîä Y ¹ òàêîæ ìàêñè-
ìàëüíèì áiôiêñíèì, áî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (ii) òâåðäæåííÿ 6.2.1, àëå íå çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (iii).

Ïðèêëàä 6.2.5. Iñíó¹ îáîðîòíà âåðñiÿ êîäiâ �îëîìáà-Ðàéñà, îïèñàíèõ â ïðèêëà-
äi 3.4.4. Öi êîäè ¹ áiôiêñíèìè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië äîâæèí. Âiäìiííiñòü
âiä êîäiâ �îëîìáà-Ðàéñà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áàçîâå ñëîâî 1i0 çàìiíåíî íà ñëîâî 10i−11
äëÿ i > 1. Îñêiëüêè ìíîæèíà áàçîâèõ ñëiâ óòâîðþ¹ êîä áiôiêñíèé êîä, òî ìíîæèíà
âñiõ êîäîâèõ ñëiâ ¹ òàêîæ áiôiêñíèì êîäîì. Îáîðîòíèé êîä �îëîìáà-Ðàéñà ïîðÿäêó
k, ÿêèõ ïîçíà÷à¹òüñÿ RGk, i âèçíà÷à¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì âèðàçîì

RGk = (0 + 10∗1)(0 + 1)k.

Íà ðèñ. 6.5 çîáðàæåíî êîäè RGk äëÿ k = 0, 1, 2.

Ïðèêëàä 6.2.6. Iñíó¹ òàêîæ îáîðîòíà âåðñiÿ åêñïîíåíöiàëüíèõ êîäiâ �îëîìáà (ïðè-
êëàä 3.4.5), ÿêi ¹ áiôiêñíèìè êîäàìè ç îäíàêîâèì ðîçïîäiëîì äîâæèí. Êîä REG0 ¹
áiôiêñíèì êîäîì

REG0 = 0 + 1(00 + 10)∗(0 + 1)1,

i êîä ïîðÿäêó k ¹
REGk = REG0(0 + 1)k.
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Ðèñ. 6.5: Îáîðîòíi êîäè �îëîìáà-Ðàéñà ïîðÿäêiâ 0, 1, 2

Çàóâàæèìî, ùî êîä REG0 äîðiâíþ¹ éîãî îáîðîòíîìó, òîáòî R̃EG0 = REG0. Öå äî-
âîäèòü, ùî êîä REG0 ¹ áiôiêñíèì. Iíøi êîäè ¹ òàêîæ áiôiêñíèìè, îñêiëüêè âîíè ¹
äîáóòêàìè äâîõ áiôiêñíèõ êîäiâ. Êîäè REGk çîáðàæåíî äëÿ k = 0 íà ðèñ. 6.6 i äëÿ
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Ðèñ. 6.6: Îáîðîòíèé åêïîíåíöiàëüíèé êîä �îëîìáà ïîðÿäêó 0

k = 1 íà ðèñ. 6.7, âiäïîâiäíî.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ðiçíó õàðàêòåðèñòèêó ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ
âñåðåäèíi ñiì'¨ òîíêèõ êîäiâ.

Òâåðäæåííÿ 6.2.7. Òîíêèé êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî wn ∈ X∗.
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Ðèñ. 6.7: Îáîðîòíèé åêïîíåíöiàëüíèé êîä �îëîìáà ïîðÿäêó 1

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n > 1 òàêå,
ùî wn ∈ X∗. Òîäi êîä X, î÷åâèäíî, ¹ ïîâíèì ñïðàâà òà ïîâíèì çëiâà. Îòîæ, X ¹
ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì çà òâåðäæåííÿì 6.2.1.

Íàâïàêè, íåõàé X � ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä i w ∈ A∗. Ðîçãëÿíåìî ñëîâî
u ∈ F (X), ùî íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà ç êîäó X. Îñêiëüêè êîä X ¹ ïîâíèì ñïðàâà, òî
äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ i > 1 iñíó¹ ñëîâî vi òàêå, ùî

wiuvi ∈ X∗.

Ïîçàÿê u ∈ F (X), òî iñíó¹ ïðåôiêñ si ñëîâà u òàêèé, ùî wisi ∈ X∗.
Íåõàé k,m ç k < m � íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî sk = sm. Ïðèéíÿâøè n = m− k,

ìà¹ìî, ùî
wksk ∈ X∗ i wmsm = wnwksk ∈ X∗.

Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ óíiòàðíèì çëiâà, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî wn ∈ X∗.

Òåïåð ìè îïèøåìî îïåðàöiþ, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi
êîäè øëÿõîì ïîñëiäîâíèõ ïåðåòâîðåíü.

Òâåðäæåííÿ 6.2.8. Íåõàé X � êîä, ÿêèé ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì i ìàêñè-
ìàëüíèì ñóôiêñíèì, i íåõàé w ∈ A∗. Ïîçíà÷èìî

G = Xw−1, D = w−1X,

G0 = (wD)w−1, D0 = w−1(Gw), (6.15)

G1 = G \G0, D1 = D \D0.
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ßêùî G1 6= ∅ i D1 6= ∅, òî ìíîæèíà

Y = (X ∪ w ∪G1(wD∗0)D1) \ (Gw ∪ wD) (6.16)

¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì i ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì. Áiëüøå òîãî,

Y = X + (1−G)w
(
1−D0

∗D1

)
. (6.17)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì, Gw ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ ó êîäi X, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ ñëîâîì
w. Àíàëîãi÷íî, wD ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ ó êîäi X, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ñëîâîì w. Äàëi, G0w
¹ ìíîæèíîþ ñëiâ â êîäi X, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ òà çàêií÷óþòüñÿ ñëîâîì w. Îòîæ, G1w ¹
ìíîæèíîþ ñëiâ ó êîäi X, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ ñëîâîì w i íå ïî÷èíàþòüñÿ çi ñëîâà w.

Ïîçàÿê D1 6= ∅, òî ìíîæèíà D ¹ íåïîðîæíüîþ. Äàëi ε /∈ D, îñêiëüêè â ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó ìà¹ìî w ∈ X, i âðàõóâàâøè, ùî êîä X ¹ áiôiêñíèì, òî îòðèìó¹ìî,
ùî G = D = {∅}, à îòæå D0 = {∅} i íà çàâåðøåííi ìà¹ìî D1 = ∅, ïðîòèði÷÷ÿ.
Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî w ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà ç êîäó X, i çà òâåðäæåííÿì 3.4.9,
ìíîæèíè D i

Y1 = (X ∪ w) \ wD

¹ ìàêñèìàëüíèìè ïðåôiêñíèìè êîäàìè.

Äàëi,
Gw = X ∩ A∗w i wD = X ∩ wA∗.

Òàêîæ,
G0w = wD ∩ A∗w = X ∩ wA∗ ∩ A∗w.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

wD0 = Gw ∩ wA∗ = X ∩ wA∗ ∩ A∗w.

Òàêèì ÷èíîì,
wA∗ ∩ A∗w ∩X = Gw ∩ wD = wD0 = G0w. (6.18)

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî G = G0 ∪G1. Çâiäñè òà ç (6.18) îòðèìó¹ìî, ùî

Gw ∪ wD = G0w ∪G1w ∪ wD = wD0 ∪G1w ∪ wD = G1w ∪ wD,

îñêiëüêè D0 ⊆ D. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü

Gw ∪ wD = Gw ∪ wD1.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

Y = (Y1 ∪G1wD
∗
0D1) \G1w.

Çàóâàæèìî, ùî G1w ⊂ Y1, îñêiëüêè G1w ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ â êîäi X, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ
ñëîâîì w i íå ïî÷èíàþòüñÿ ñëîâîì w, à îòæå G1w ⊂ X \ wD. Îñêiëüêè ìíîæèíà
D = D1 ∪D0 ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i D1 6= ∅, òî çà òâåðäæåííÿì 3.4.12
ìíîæèíà D∗0D1 ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Çâiäñè òà ç òîãî ôàêòó, ùî Y1 ¹
ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì ç íàñëiäêó 3.4.7 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Y ¹ ìàêñè-
ìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.
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Ñèìåòðè÷íî ìîæíà ïîñëiäîâíî äîâåñòè, ùî

Y2 = (X ∪ w) \ wG i Y ′ = (Y2 \ wD1) ∪G1G
∗
0wD1

¹ ìàêñèìàëüíèìè ñóôiêñíèìè êîäàìè. Ç ðiâíîñòåé (6.18) îòðèìó¹ìî çà iíäóêöi¹þ, ùî

G∗0w = wD∗0.

Òàêèì ÷èíîì, Y ′ = Y , à îòæå ìíîæèíà Y òàêîæ ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (6.17) ïîêëàäåìî

σ = X + (1−G)w
(
1−D0

∗D1

)
.

Òîäi

σ = X + w −Gw − wD0
∗D1 +GwD0

∗D1 =

= X + w −Gw − wD0
∗D1 +G0wD0

∗D1 +G1wD0
∗D1.

Îñêiëüêè G0w = wD0, òî îòðèìó¹ìî

σ = X + w −Gw − wD0
∗D1 + wD0D0

∗D1 +G1wD0
∗D1 =

= X + w −Gw − wD1 +G1wD0
∗D1.

Ìíîæèíè G1w, D0 i D1 ¹ ïðåôiêñíèìè, à òàêîæ D0 6= ∅, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó w ∈ X. Îòîæ, äîáóòêè ó âèùå âèêëàäåíèõ âèðàçàõ ¹ îäíîçíà÷íèìè. Äàëi ç
ðiâíîñòåé (6.18) âèïëèâà¹, ùî G1w ∩ wD = ∅. Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Gw ∪ wD = G1w + wD.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

σ = X + w +G1wD
∗
0D1 −Gw ∪ wD = Y,

îñêiëüêè Gw ∪ wD ⊂ X.

Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî êîä Y îòðèìó¹òüñÿ ç êîäó X âíóòðiøíiìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè (ñòîñîâíî ñëîâà w).

Ïðèêëàä 6.2.9. Íåõàé A = {a, b} i ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé êîäX = A2. Íåõàé w = a.
Òîäi G = D = A i G0 = D0 = {a}. Îòæå, êîä Y , âèçíà÷åíèé Ôîðìóëîþ (6.16), ¹

Y = {a} ∪ ba∗b.

Çàóâàæèìî, ùî Y ¹ ãðóïîâèì êîäîì, ÿê i êîä X.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ç ôîðìóëè (6.16) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó X êîä Y
¹ ñêií÷åííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè D0 = ∅. Öåé âèïàäîê çàñëóãîâó¹ íà îñîáëèâó
óâàãó.
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Òâåðäæåííÿ 6.2.10. Íåõàé X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä i w ∈ A∗.
Ïîêëàäåìî

G = Xw−1, D = w−1X. (6.19)

ßêùî G 6= ∅, D 6= ∅ i Gw ∩ wD = ∅, òî ìíîæèíà

Y = (X ∪ w ∪GwD) \ (Gw ∪ wD) (6.20)

¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì, i

Y = X + (G− 1)w (D − 1) . (6.21)

Íàâïàêè, íåõàé Y � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Íåõàé w ∈ Y � ñëîâî
òàêå, ùî iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä D i ìàêñèìàëüíèé ñóôiêñíèé êîä G
òàêi, ùî GwD ⊆ Y . Òîäi

X = (Y \ (w ∪GwD)) ∪ (Gw ∪ wD) (6.22)

¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì, à òàêîæ êðiì òîãî âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi (6.19), (6.20) i (6.21).

Äîâåäåííÿ. ßêùî Gw ∩wD = ∅, òî ç ôîðìóëè (6.18) âèïëèâà¹, ùî â òåðìiíàõ òâåð-
äæåííÿ 6.2.8 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà G0 = D0 = ∅. Òîäi ðiâíiñòü (6.16) ñïðîùó¹òüñÿ äî
ðiâíîñòi (6.20). Ôîðìóëà (6.21) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (6.17).

Íàâïàêè, ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.
Ïîêëàäåìî

Z = (Y \ w) ∪ wD.

Îñêiëüêè Y ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì çà òâåðäæåííÿì 6.2.1 òà îñêiëüêè êîä
D ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì i w ∈ Y , òî ç íàñëiäêó 3.4.8 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Z
¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Äàëi çàóâàæèìî, ùî

X = (Z \GwD) ∪Gw.

Ìíîæèíà Gw ìiñòèòüñÿ â ZA−, îñêiëüêè Gw ⊂ (Y \ w)A−. Äàëi ìè äîâåäåìî, ùî
ìíîæèíà Gw ¹ ïðåôiêñíîþ. Ñïðàâäi ïðèïóñòèìî, ùî gw = g′wt äëÿ äåÿêèõ g, g′ ∈ G,
t ∈ A∗. Íåõàé d � ñëîâî â ìíîæèíi D ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè. Îñêiëüêè ìíîæèíà D ¹
ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ, òî àáî ñëîâî td ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà â D, àáî ñëîâî
td ìà¹ ïðåôiêñ ó ìíîæèíi D. Ïåðøèé âèïàäîê âèêëþ÷à¹òüñÿ òèì, ùî ñëîâî d ìà¹
ìàêñèìàëüíó äîâæèíó. Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî td ìà¹ ïðåôiêñ, ñêàæåìî d′ â ìíîæèíi D.
Ñëîâî g′wd′ ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà g′wtd = gwd. Îñêiëüêè îáèäâà ¹ â ïðåôiêñíié ìíîæèíi
Y , òî âîíè çáiãàþòüñÿ. Îòîæ, d′ = td i îñêiëüêè ñëîâî d ìà¹ ìàêñèìàëüíó äîâæèíó,
òî îòðèìó¹ìî t = ε. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íàøîãî âèïàäêó.

Äàëi, äëÿ âñiõ g ∈ G, ìà¹ìî D = (gw)−1Z. Ñïðàâäi, ç âêëþ÷åííÿ gwD ⊂ Z âèïëè-
âà¹, ùî D ⊂ (gw)−1Z, i ïîçàÿê D ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì, òî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü D = (gw)−1Z.

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 3.4.10 ìíîæèíà X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì.
Ñèìåòðè÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî X ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì. Îñêiëüêè êîä X ¹
ñêií÷åííèì, òî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì.
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Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî êîä Y îòðèìó¹òüñÿ ç êîäó X âíóòðiøíiì ïåðåòâîðåííÿì.
Ïî-ïåðøå, âêëþ÷åííÿ Gw ⊂ X âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (6.22), ìàþ÷è íà óâàçi, ùî G ⊂
Xw−1, à îñêiëüêè G ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

G = Xw−1.

Ñèìåòðè÷íîD = w−1X. Áiëüøå òîãî,G 6= ∅ iD 6= ∅, îñêiëüêè âîíè ¹ ìàêñèìàëüíèìè
êîäàìè. Ìè äîâåäåìî, øî

Gw ∩ wD = ∅.

ßêùî gw = wd äëÿ äåÿêèõ g ∈ G, d ∈ D, òî ggw = gwd ∈ GwD ⊂ Y . Îòîæ,
îòðèìó¹ìî, ùî w, ggw ∈ Y , ùî ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè êîä Y ¹ ñóôiêñíèì.

Ç w ∈ Y îòðèìó¹ìî, ùî Gw ∩ Y = ∅, áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êîä Y íå áóâ
áè ñóôiêñíèì. Ïîäiáíî îòðèìó¹ìî, ùî wD ∩ Y = ∅, îñêiëüêè êîä Y ¹ ïðåôiêñíèì.
Òîäi, ÿê ðåçóëüòàò ôîðìóëè (6.22) ðiâíiñòü

X \ (Gw ∪ wD) = Y \ (w ∪GwD)

âèïëèâà¹ ç (6.20).

Ïðèêëàä 6.2.11. Íåõàé A = {a, b} i X = A3. Ðîçãëÿíåìî ñëîâî w = ab. Òîäi G =
D = A i Gw ∩ wD = ∅. Îòæå òâåðäæåííÿ 6.2.10 äà¹ ñêií÷åííèé êîä Y . Öåé êîä
îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì îïóñêàííÿ íà ðèñ. 6.8 ïóíêòèðíèõ ëiíié òà ïðè¹äíàííÿì äî

Ðèñ. 6.8: Âíóòðiøí¹ ïåðåòâîðåííÿ

æèðíèõ ëiíié.
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6.3 Ñòåïiíü

Â öüîìó ïiäðîçäiëi, ìè âèâ÷à¹ìî iíäèêàòîð òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî
êîäó. Äëÿ òàêèõ áiôiêñíèõ êîäiâ âiäáóâàþòüñÿ äåÿêi ñïðîùåííÿ.

Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä,

U = A∗ \XA∗ i V = A∗ \ A∗X,

i íåõàé L = V X∗U � iíäèêàòîð êîäó X. ßêùî X � ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä,
òî U = P , äå P = XA− � ìíîæèíà âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ ó êîäi X. Ïîäiáíèì ÷è-
íîì, äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñóôiêñíîãî êîäó, ìè ìà¹ìî V = S, äå S = A−X � ìíîæèíà
âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëiâ ó êîäi X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ÿêùî êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðå-
ôiêñíèì i ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì, òî êîæåí ðîçêëàä ñëîâà ¹ iíòåðïðåòàöi¹þ. Òîäi
ìà¹ìî, ùî

L = S X∗P = S A∗ = A∗P . (6.23)

Öÿ îñíîâíà ôîðìóëà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÷àñòî. Öå îçíà÷à¹, ùî êiëüêiñòü ðîçêëàäiâ
ñëîâà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi éîãî ñóôiêñiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi P , àáî åêâiâàëåíòíî,
êiëüêîñòi éîãî ïðåôiêñiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi S. Íåõàé X ¹ ïiäìíîæèíîþ âiäüíî¨
íàïiâãðóïè A+. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

H(X) = A−XA− =
{
w ∈ A∗ : A+wA+ ∩X 6= ∅

}
ìíîæèíó âíóòðiøíiõ ìíîæíèêiâ ñëiâ ó êîäi X. Íåõàé

H(X) = A∗ \H(X).

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí âíóòðiøíié ìíîæíèê ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â êîäi X. Îáåðíåíå
òâåðäæåííÿ ìîæå áóòè õèáíèì. Ìíîæèíà H(X) i ìíîæèíà

F (X) = {w ∈ A∗ : A∗wA∗ ∩X 6= ∅}

ìíîæíèêiâ ñëiâ â êîäi X ñïiââiäíîñÿòüñÿ òàê:

F (X) = H(X) ∪XA− ∪ A−X ∪X,

i äëÿ F (X) = A∗ \ F (X) ìà¹ìî, ùî

A+H(X)A+ ⊂ F (X) ⊂ H(X).

Âèùå âèêëàäåíi ñïiââiäíîøåííÿ äîâîäÿòü, ùî ìíîæèíà H(X) ¹ íåïîðîæíüîþ òîäii
òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà F (X) ¹ íåïîðîæíüîþ, à îòæå êîä X ¹ òîíêèì òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè H(X) 6= ∅.

Òåîðåìà 6.3.1. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä. Òîäi X ¹ òîíêèì ìàêñèìàëüíèì
êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî iíäèêàòîð L ¹ îáìåæåíèì. Ó öüîìó âèïàäêó

H(X) = {w ∈ A∗ : (L,w) = d} , (6.24)

äå d = max {(L,w) : w ∈ A∗}.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Íåõàé w ∈ H(X) i
w′ ∈ A∗. Çà ôîðìóëîþ (6.23) ìà¹ìî (L,ww′) = (S A∗, ww′). Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü
ðîçêëàäiâ ñëîâà ww′ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïðåôiêñiâ ñëîâà ww′, ÿêå ¹ åëåìåíòîì ìíî-
æèíè S = A−X. Îñêiëüêè w ∈ H(X), òî íå iñíó¹ ïðåôiêñiâ ó ìíîæèíi S, ùî ¹ ñòðîãî
äîâøèìè çà ñëîâî w. Òàêèì ÷èíîì, óñi öi ïðåôiêñè ¹ ïðåôiêñàìè ñëîâà w. Çíîâó,
âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó (6.23), öå äîâîäèòü, ùî (L,ww′) = (L,w). Òåïåð çà òâåðäæå-
ííÿì 6.1.8 ìà¹ìî, ùî (L,ww′) > (L,w′). Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

(L,w′) 6 (L,w),

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî iíäèêàòîð L ¹ îáìåæåíèì íà A∗ éîãî çíà÷åííÿì äëÿ ñëîâà â
ìíîæèíi H(X). Öå äîâîäèòü òàêîæ, ùî L ñòàëîþ íà ìíîæèíi H(X). Îòîæ,

H(X) = {w ∈ A∗ : (L,w) = d} .

Äëÿ äîâåäåííÿ îáåðíåíîãî âêëþ÷åííÿ, ðîçãëÿíåìî âíóòðiøíié ìíîæíèê w ∈ H(X).
Òîäi iñíóþòü ñëîâà p, s ∈ A+ òàêi, ùî w′ = pws ∈ X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(L,w′) > (L,w) + 1.

Ñïðàâäi, êîæåí ðîçêëàä ñëîâà w ìîæíà ïðîäîâæèòè â ðîçêëàä ñëîâà w′, i ñëîâî w′ ìà¹
äîäàòêîâèé ðîçêëàä, à ñàìå (1, w′, 1). Öå äîâîäèòü, ùî äëÿ âíóòðiøíüîãî ìíîæíèêà
w, ÷èñëî (L,w) ¹ ñòðîãî ìåíøèì çà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ d. Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà
(6.24) äîâåäåíà.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî X ¹ áiôiêñíèé êîä ç îáìåæåíèì iíäèêàòîðîì L, íåõàé

d = max {(L,w) : w ∈ A∗}

i v ∈ A∗ � ñëîâî òàêå, ùî (L, v) = d. Ìè âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (6.3), ÿêó ïåðåïèøåìî
òàê

X A∗ = A∗ + (A− 1)L.

Íåõàé w ∈ A+ � äîâiëüíå íåïîðîæí¹ ñëîâî òà ïîêëàäåìî w = au, ç a ∈ A é u ∈ A∗.
Òîäi

(X A∗, wv) = (A∗ + (A− 1)L, auv) = 1 + (L, uv)− (L, auv).

Çà òâåðäæåííÿì 6.1.8 îáèäâà çíà÷åííÿ (L, uv) i (L, auv) ¹ áiëüøi, àáî ðiâíi çíà÷åííþ
(L, v). Çà âèáîðîì ñëîâà v ìà¹ìî, ùî (L, uv) = (L, auv) = d.

Òàêèì ÷èíîì, (X A∗, wv) = 1. Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè, ùî wv ∈ XA∗ äëÿ âñiõ ñëiâ
w ∈ A+. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà òà êîä X ¹ òîíêèì.
Ñïðàâäi, ìè ìà¹ìî v ∈ H(X), ñêiëüêè äëÿ âñiõ g, d ∈ A+ ìà¹ìî gv ∈ XA∗, à îòæå
gvd /∈ X. Òàêèì ÷èíîì, X ¹ òîíêèì ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Ñèìåòðè÷íî
äîâîäèòüñÿ, ùî êîäX ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì. Çâiäñè òà òâåðäæåííÿ 6.2.1 âèïëèâà¹
îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ.

Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä i L � éîãî iíäèêàòîð. Ñòåïåíþ
êîäà X, ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç d(X) àáî ïðîñòî d, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

d(X) = max {(L,w) : w ∈ A∗} .

Çãiäíî òåîðåìè 6.3.1 ñòåïiíü d � öå êiëüêiñòü ðîçêëàäiâ áóäü-ÿêîãî ñëîâà, ÿêå íå
¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì êîäà X. Ïåðø íiæ ïðîäîâæèòè, äàâàéòå ïðîiëþñòðó¹ìî
ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ äåêiëüêîìà ïðèêëàäàìè.
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Ïðèêëàä 6.3.2. Íåõàé ϕ � ìîðôiçì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íà ãðóïó G, i íåõàé G′ �
ïiäãðóïà â G. Íåõàé X � ãðóïîâèé êîä, äëÿ ÿêîãî X∗ = ϕ−1(G′). Ìè áà÷èìî, ùî X ¹
ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì, i, ùî êîä X ¹ òîíêèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ãðóïà
G′ ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ â ãðóïi G (ïðèêëàä 2.5.22).

Ñòåïiíü êîäó X äîðiâíþ¹ iíäåêñó ïiäãðóïè G′ â ãðóïi G. Ñïðàâäi, íåõàé w ∈
H(X) � ñëîâî, ÿêå íå ¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì ñëîâà ç êîäó X, i ðîçãëÿíåìî âiäîáðà-
æåííÿ ψ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ñëîâó u ∈ A∗ ¹äèíå ñëîâî p ∈ P = XA−

òàêå, ùî uw ∈ X∗p. Êîæíå ñëîâî p, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ òàê, ¹ ñóôiêñîì ñëîâà w. Ìíî-
æèíà ψ(A∗) ¹ ìíîæèíîþ ñóôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi P . Îñêiëüêè
w ∈ H(X), òî ìà¹ìî, ùî Cardψ(A∗) = d(X). Äàëi, ìà¹ìî

ψ(u) = ψ(v) ⇐⇒ G′ϕ(u) = G′ϕ(v),

äëÿ u, v ∈ A∗. Ñïðàâäi, ÿêùî ψ(u) = ψ(v) = p òî uw, vw ∈ X∗p, à îòæå îòðèìó¹ìî,
ùî ϕ(u), ϕ(v) ∈ G′ϕ(p)ϕ(w)−1. Íàâïàêè, íåõàé G′ϕ(u) = G′ϕ(v) i r ∈ A∗ � ñëîâî
òàêå, ùî uwr ∈ X∗. Òîäi ϕ(vwr) ∈ G′ϕ(u)ϕ(wr) ⊆ G′, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî vwr ∈ X∗.
Îñêiëüêè ψ(u) i ψ(v) ¹ ñóôiêñàìè ñëîâà w, òî îäíå çi ñëiâ ψ(u)r i ψ(v)r ¹ ñóôiêñîì
iíøîãî. Ïîçàÿê X ¹ ñóôiêñíèì êîäîì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ψ(u) = ψ(v).

Öå äîâîäèòü, ùî iíäåêñ ïiäãðóïè G′ ó ãðóïi G äîðiâíþ¹ d(X). Çà òâåðäæåí-
íÿì 1.13.1, d(X) òàêîæ äîðiâíþ¹ ñòåïåíi ãðóïè ïiäñòàíîâîê , ÿêà âiäïîâiäà¹ äi¨ ãðóïè
G íà ñóìiæíèõ êëàñàõ ïiäãðóïè G′, ÿê öå áóëî âèçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 1.13.

Ïðèêëàä 6.3.3. Ëèøå ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíi 1 íàä àëôàâiòîì A ¹
X = A.

Ïðèêëàä 6.3.4. Êîæåí ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ 2 íàä àëôàâiòîì A ìà¹
âèãëÿä

X = C ∪BC∗B, (6.25)

äå A ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ìíîæèí B i C ç B 6= ∅.
Ñïðàâäi, íåõàé C = A ∩X i B = A \ C. Êîæíà ëiòåðà b ∈ B ìà¹ äâà ðîçêëàäè, à

ñàìå (ε, ε, b) i (b, ε, ε). Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî, ÿêå ¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì ñëîâà x ∈ X
íå ìîæå ìiñòèòè ëiòåðè ç ìíîæèíè B, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó x ìàëî á
ìàòè ùîíàéìåíøå òðè ðîçêëàäè. Îòîæ, ìíîæèíà H âíóòðiøíiõ ìíîæíèêiâ êîäó X
çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ H ⊆ C∗. Äàëi ðîçãëÿíåìî ñëîâî x ∈ X. Òîäi, àáî ñëîâî x ¹
ëiòåðîþ, i òîäi âîíî ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi C, àáî â iíøîìó âèïàäêó ñëîâî x ìà¹ âèãëÿä
x = aub äëÿ äåÿêèõ ëiòåð a, b ∈ A òà ñëîâà u ∈ H ⊆ C∗. Ïîçàÿê êîä X ¹ áiôiêñíèì,
òî æîäíà ç ëiòåð a òà b íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè C. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî
X ⊆ C ∪BC∗B. Ç ìàêñèìàëüíîñòi êîäó X âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (6.25).

Öå äîâîäèòü, ùî êîæåí ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ 2 ¹ ãðóïîâèì êî-
äîì. Ñïðàâäi, êîä âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (6.25), îòðèìàíèé ðîçãëÿíåíèì ìîðôiçìîì
ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ôàêòîð-ãðóïó Z/2Z, îçíà÷åíèé çà ôîðìóëàìè ϕ(B) =

{
1
}
i

ϕ(C) =
{

0
}
. Öå äîâîäèòü òàêîæ, ùî êîæåí ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ 2 ¹

ðàöiîíàëüíèì. Àëå öå ¹ õèáíèì äëÿ ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ñòåïåíÿ 3 (äèâ.
ïðèêëàä 6.4.8).

Ïðèêëàä 6.3.5. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Y = {anbn : n ∈ N} .
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Âîíà ¹ áiôiêñíèì êîäîì, ÿêèé íå ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì, îñêiëüêè ìíîæíà Y ∪ba
¹ áiôiêñíèì êîäîì. Òàêîæ ìíîæèíà Y ¹ òîíêîþ, îñêiëüêè ba ∈ F (Y ). Êîä Y íå
ìiñòèòüñÿ â òîíêîìó ìàêñèìàëüíîìó áiôiêñíîìó êîäi. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî X
¹ òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì ñòåïåíÿ d, ÿêèé ìiñòèòü êîä Y . Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà n > 0 ñëîâî an ìà¹ n+ 1 ðîçêëàäiâ, îñêiëüêè âîíî ìà¹ n+ 1
ñóôiêñiâ, ÿêi âñi ¹ âëàñíèìè ïðåôiêñàìè ñëîâà â ìíîæèíi Y , à îòæå â êîäiX. Îñêiëüêè
d 6 n, òî öå ¹ íåìîæëèâèì. Íàñïðàâäi, êîä Y ìiñòèòüñÿ â êîäi Äèêà íàä àëôàâiòîì
{a, b} (äèâ. ïðèêëàä 2.2.13).

Ïðèêëàä 6.3.6. Íåõàé X, Y ⊂ A+ � äâà ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè. Òîäi ¨õ äîáóòîê
XY ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì òîíêèì êîäîì i

d(XY ) = d(X) + d(Y ).

Ïåðøà ÷àñòèíà íàñïðàâäi âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.4.2. Äàëi, íåõàé w ∈ H(XY ) �
ñëîâî, ÿêå íå ¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì äîáóòêó XY . Òîäi w ∈ H(X) i w ∈ H(Y ).
Ïðåôiêñè ñëîâà w, ÿêi ¹ òàêîæ âëàñíèìè ñóôiêñàìè äîáóòêó XY , ¹ äâîõ âèäiâ. Ïî-
ïåðøå, iñíóþòü d(Y ) ïðåôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi ¹ âëàñíèìè ñóôiêñàìè ñëiâ ó êîäi Y . Ïî-
äðóãå, iñíóþòü d(X) ïðåôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi ¹ âëàñíèìè ñóôiêñàìè ñëiâ ó êîäi X. Äëÿ
êîæíîãî òàêîãî ïðåôiêñà ïîêëàäåìî w = uv. Ñëîâî v íå ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà
â êîäi Y , îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñëîâî w áóëî á âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì
êîäó XY . Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî v ìà¹ ïðåôiêñ y â êîäi Y i ñëîâî uy ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà
w, ÿêå ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà â äîáóòêó XY . Âîíè ¹ ëèøå ïðåôiêñàìè ñëîâà w, ÿêi
ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi A−(XY ). Îñêiëüêè ñëîâî w ìà¹ d(XY ) ðîçêëàäiâ ïî âiäíîøåííþ
äî äîáóòêó XY , òî çâiäñè âèïëèâà¹ ôîðìóëà

d(XY ) = d(X) + d(Y ).

Òåïåð îçíà÷èìî ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÿêèé âiäïîâiäà¹ êîäó X i âiäiãðà¹
ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü íàñòóïíèì ÷èíîì. ÍåõàéX � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé
êîä íàä àëôàâiòîì A. Áàøòîþ íàä êîäîìX íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä
TX (òàêîæ áóäåìî ïèñàòè T , êîëè âiäîìî íàä ÿêèì êîäîì öå âèçíà÷åíî òà íå ñòâîðþ¹
ïðîòèði÷ü), âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

(TX , w) = d− (LX , w). (6.26)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ïðîñòèé øëÿõ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ áàøòè òà áåç-
ïîñåðåäíüî âèëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.1.12.

Òâåðäæåííÿ 6.3.7. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Òîäi

(TX , ua) =

{
(TX , u), ÿêùî ua ∈ A∗X;

(TX , u)− 1, â iíøîìó âèïàäêó.
(6.27)

äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ A∗ òà ëiòåðè a ∈ A.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ êîíñòàòó¹ äåÿêi êîðèñíi åëåìåíòàðíi ôàêòè ïðî ôîðìàëü-
íèé ñòåïåíåâèé ðÿä T .
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Òâåðäæåííÿ 6.3.8. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d
íàä àëôàâiòîì A. Ïîçíà÷èìî

P = XA− i S = A−X,

i íåõàé TX � áàøòà íàä êîäîì X. Òîäi

(TX , w) = 0 òîäi i ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè w ∈ H(X),

i
1 6 (TX , w) 6 d− 1, (6.28)

äëÿ w ∈ H(X). Äàëi (TX , ε) = d− 1 i

X − 1 = (A− 1)TX(A− 1) + d(A− 1), (6.29)

P = (A− 1)TX + d, (6.30)

S = TX(A− 1) + d. (6.31)

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 6.3.1 âèïëèâà¹, ùî (TX , w) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè w ∈
H(X). Äëÿ âñiõ iíøèõ ñëiâ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

1 6 (TX , w).

Òàêîæ
(TX , w) 6 d− 1,

îñêiëüêè âñi ñëîâà ìàþòü ùîíàéìåíøå îäèí ðîçêëàä, i

(TX , ε) = d− 1,

îñêiëüêè ïîðîæí¹ ñëîâî ε ìà¹ ðiâíî îäèí ðîçêëàä.

Äàëi, çà îçíà÷åííÿì áàøòè TX ìà¹ìî, ùî

TX + LX = dA∗,

çâiäêè îòðèìó¹ìî

TX(1− A) + LX(1− A) = (1− A)TX + (1− A)LX = d.

Êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì, îòæå

P = A∗ \XA∗ i S = A∗ \ A∗X.

Îòîæ, ìîæåìî çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 6.1.7 ç P = U i S = V . Òîäi ç ðiâíîñòåé (6.7)
i îçíà÷åííÿ áàøòè TX îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

P = (A− 1)TX + d i S = TX(A− 1) + d.

Òàêîæ, îñêiëüêè

X − 1 = P (A− 1) = ((A− 1)TX + d)(A− 1),

òî îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

X − 1 = (A− 1)TX(A− 1) + d(A− 1).
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Òâåðäæåííÿ 6.3.8 ïîêàçó¹, ùî íîñié ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó TX ìiñòèòüñÿ
â ìíîæèíi H(X). Çàóâàæèìî, ÿêùî äâà òîíêèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäè X i X ′

ìàþòü îäíó áàøòó, òî âîíè çáiãàþòüñÿ. Ñïðàâäi, çà òâåðäæåííÿì 6.3.8 êîäè X i X ′

ìàþòü ðiâíi ñòåïåíi, îñêiëüêè

d(X)− 1 = (TX , 1) = (T ′X , 1) = d(X ′)− 1.

Àëå òîäi ç ðiâíîñòi (6.29) âèïëèâà¹, ùî X = X ′.

Êîæåí ðàç, êîëè òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíi d = d(X) çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíiñòü

X − 1 = (A− 1)T (A− 1) + d(A− 1),

äëÿ äåÿêîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó T , òî T ìà¹ áóòè áàøòîþ íà X. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ äà¹ äîñòàòíþ óìîâó äëÿ îòðèìàííÿ òîãî æ âèñíîâêó, áåç ïðèïóùåííÿ,
ùî öiëå ÷èñëî d äîðiâíþ¹ d(X).

Òâåðäæåííÿ 6.3.9. Íåõàé T, T ′ ∈ Z〈〈A〉〉 d, d′ > 1 � öiëi ÷èñëà òàêi, ùî

(A− 1)T (A− 1) + d(A− 1) = (A− 1)T ′(A− 1) + d′(A− 1). (6.32)

ßêùî iñíó¹ ñëîâî w ∈ A∗ òàêå, ùî (T,w) = (T ′, w), òî

T = T ′ i d = d′.

Äîâåäåííÿ. Ïiñëÿ äîìíîæåííÿ ç îáîõ áîêiâ íà A∗ = (1 − A)−1 ðiâíiñòü (6.32) ïåðå-
òâîðèòüñÿ â òàêó

T − dA∗ = T ′ − d′A∗.

ßêùî (T,w) = (T ′, w), òî (dA∗, w) = (d′A∗, w). Òàêèì ÷èíîì, d = d′, çâiäêè âèïëèâà¹,
ùî T = T ′.

Òåïåð ìè çâåðíåìî óâàãó íà âïëèâ âíóòðiøíüîãî ïåðåòâîðåííÿ (òâåðäæåííÿ 6.2.8)
íà áàøòó íàä òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì X. Íàãàäà¹ìî, çà óìîâè, ùî w
òàêå ñëîâî, ùî ìíîæèíè G1 i D1 îáèäâi ¹ íåïîðîæíiìè, äå

G = Xw−1, D = w−1X, G0 = (wD)w−1, D0 = w−1(Gw),

G1 = G \G0, D1 = D \D0,

êîä Y , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

Y = X + (1−G)w
(
1−D0

∗D1

)
¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì. Çà òâåðäæåííÿì 3.4.9 ìíîæèíè G = Xw−1 i D = w−1X
¹ ìàêñèìàëüíîþ ñóôiêñíèìè òà ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ, âiäïîâiäíî. Íåõàé U �
ìíîæèíà âëàñíèõ ïðàâèõ ìíîæíèêiâ ìíîæèíè G, i V � ìíîæèíà âëàñíèõ ïðåôiêñiâ
ìíîæèíè D. Òîäi D∗0V ¹ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ ó ìíîæèíi D∗0D1, îñêiëüêè
D = D0 ∪D1. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

G− 1 = (A− 1)U, i D0
∗D1 − 1 = D0

∗V (A− 1).
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Ïîâåðíóâøèñü äî êîäó Y , îòðèìó¹ìî

Y − 1 = X − 1 + (A− 1)UwD0
∗V (A− 1).

Íåõàé T � áàøòà íàä êîäîì X. Òîäi âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó (6.29), îòðèìó¹ìî

Y − 1 = (A− 1)
(
T + UwD0

∗V
)

(A− 1) + d (A− 1) .

Çàóâàæèìî, îñêiëüêè êîä X ¹ òîíêèì, òî îáèäâi ìíîæèíè G i D ¹ òîíêèìè. Çâiäñè
îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíè U òà V ¹ òàêîæ òîíêèìè. Îñêiëüêè D1 = D \ D0 6= ∅,
òî ìíîæèíà D0 íå ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì. ßê ïiäìíîæèíà ìíîæèíè D ìíîæèíà
D0 ¹ òîíêîþ, i çà òåîðåìîþ 2.5.13 ìíîæèíà D0 íå ¹ ïîâíîþ. Îòîæ, ìíîæèíà D∗0 ¹
òîíêîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà UwD∗0V , ÿê äîáóòîê òîíêèõ ìíîæèí, ¹ òîíêîþ. Äàëi,
ìíîæèíà supp(T ) ⊂ H(X) ¹ òîíêîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà

supp(T ) ∪ UwD∗0V

¹ òîíêîþ.

Íåõàé u � ñëîâî, ÿêå íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â ìíîæèíi supp(T ) ∪ UwD∗0V . Òîäi(
T + UwD0

∗V , u
)

= 0.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè G1(wD∗0)D1 ¹ òîíêîþ, òî ç ôîðìóëè (6.16) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà Y ¹ òîíêîþ. Òàêèì ÷èíîì, íîñié áàøòè TY íàä êîäîì Y ¹ òîíêèì. ßêùî
v � ñëîâî òàêå, ùî (TY , v) = 0, òî(

T + UwD0
∗V , uv

)
= TY , uv) = 0,

ïîêàçóþ÷è, ùî ìîæíà âèêîðèñòàòè òâåðäæåííÿ 6.3.9. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

d(X) = d(Y ) i TY = T + UwD0
∗V .

Òàêèì ÷èíîì, ñòåïiíü òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó çàëèøà¹òüñÿ iíâàði-
àíòíîþ ïðè âíóòðiøíiõ ïåðåòâîðåííÿõ.

Ïðèêëàä 6.3.10. Ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä

X =
{
a3, a2ba, a2b2, ab, ba2, baba, bab2, b2a, b3

}
.

íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ç ïðèêëàäó 6.2.3 ìà¹ ñòåïiíü 3. Öå ìîæíà ïîáà÷èòè, ñïîñòå-
ðiãàþ÷è, ùî æîäíå ñëîâî íå ìà¹ áiëüøå íiæ 3 ðîçêëàäè, à ñëîâî a3 ìà¹ 3 ðîçêëàäè,
àáî òàêîæ ôàêò (äèâ. ïðèêëàä 6.2.11), ùî êîä X îòðèìó¹òüñÿ ç ¹äèíîãî êîäó A3 øëÿ-
õîì âíóòðiøíüîãî ïåðåòâîðåííÿ ñòîñîâíî äî ñëîâà w = ab. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî,
ùî

d(X) = d(A3) = 3.

Ó ïðèêëàäi 6.3.10 ìà¹ìî, ùî

D(= w−1A3) = G(= A3w−1) = A.

Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî
TX = TA3 + w.
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Î÷åâèäíî, ùî
TA3 = 2 + a+ b.

Îòæå,
TX = 2 + a+ b+ ab.

Äàëi ìè äà¹ìî õàðàêòåðèñòèêó ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó, ùî ¹ âåæåþ íàä
äåÿêèì òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ 6.3.11. Ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä T ∈ N〈〈A〉〉 ¹ áàøòîþ íàä äåÿêèì
òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñí6èì êîäîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií çàäîâîëüíÿ¹
íèæ÷å ïåðåëi÷åíi óìîâè.

(i) Äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåðè a ∈ A òà ñëîâà v ∈ A∗ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

0 6 (T, v)− (T, av) 6 1, (6.33)

0 6 (T, v)− (T, va) 6 1. (6.34)

(ii) Äëÿ äîâiëüíèõ ëiòåð a, b ∈ A òà ñëîâà v ∈ A∗ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(T, av) + (T, vb) 6 (T, v) + (T, avb). (6.35)

(iii) Iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî
(T, v) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d, L � éîãî
iíäèêàòîð i T = dA∗−L. Òîäi ðiâíîñòi (6.33), (6.34) i (6.35) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü
ç ðiâíîñòåé (6.11), (6.12) i (6.13), âiäïîâiäíî. Äàëi óìîâà (iii) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ
ñëiâ v ∈ H(X), i ìíîæèíà H(X) ý íåïîðîæíüîþ.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä T ∈ N〈〈A〉〉 çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè òâåðäæåííÿ. Îçíà÷èìî

d = (T, ε) + 1 i L = dA∗ − T.

Òîäi çà ïîáóäîâîþ, âåëè÷èíà L çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 6.1.11, à îòæå L ¹
iíäèêàòîðîì äåÿêîãî áiôiêñíîãî êîäó X. Äàëi çà ïðèïóùåííÿì ôîðìàëüíèé ñòåïå-
íåâèé ðÿä T ìà¹ íåâiä'¹ìíi êîåôiöi¹íòè. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ ìà¹ìî,
ùî

(T,w) = d− (L,w) > 0.

Îòîæ, iíäèêàòîð L ¹ îáìåæåíèì. Çà òåîðåìîþ 6.3.1 êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì i òîíêèì.
Îñêiëüêè (T, v) = 0 õî÷à á äëÿ îäíîãî ñëîâà v, òî ìà¹ìî (L, v) = d i

d = max {(L,w) : w ∈ A∗} .

Òàêèì ÷èíîì, d � ñòåïiíü êîäó X i T = dA∗ − L ¹ áàøòîþ íàä X.

Ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ ðîçáèðàòè âåæó íàä áiôiêñíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ 6.3.12. Íåõàé T � áàøòà íàä òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êî-
äîì X ñòåïåíi d > 2. Òîäi ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

T ′ = T −H(X)

¹ áàøòîþ íàä äåÿêèì òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì ñòåïåíÿ d− 1.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä T ′ ìà¹ íåâiä'¹ìíi
êîåôiöi¹íòè. Ñïðàâäi, çà òâåðäæåííÿì 6.3.8 ìà¹ìî, ùî (T,w) > 1 òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè w ∈ H(X). Îòæå (T ′, w) > 0 äëÿ ñëîâà w ∈ H(X) i (T ′, w) = (T,w) = 0 â iíøîìó
âèïàäêó.

Äàëi, ìè ïåðåâiðèìî òðè óìîâè òâåðäæåííÿ 6.3.11.

(i) Íåõàé a ∈ A òà v ∈ A∗. ßêùî av ∈ H(X), òî v ∈ H(X). Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

(T ′, av) = (T, av)− 1 i (T ′, v) = (T ′, av)− 1.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (6.33) ¹ íàñëiäêîì ç âiäïîâiäíî¨ íåðiâíîñòi äëÿ áàøòè T .
Äàëi, ÿêùî av /∈ H(X), òî (T, av) = (T ′, av) = 0. Çâiäñè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (T, v) 6
1. ßêùî (T, v) = 1, òî v ∈ H(X), à îòæå (T ′, v) = 0. Â iíøîìó âèïàäêó, v ∈ H(X)
i (T ′, v) = 0, ÿê öå âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå. Â îáèäâîõ âèïàäêàõ, (T ′, v) = 0, à îòæå
íåðiâíiñòü (6.33) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó T ′.

(ii) Íåõàé a, b ∈ A òà v ∈ A∗. ßêùî avb ∈ H(X), òî (T ′, w) = (T,w) − 1 äëÿ
êîæíîãî ç ÷îòèðüîõ ñëiâ w = avb, av, vb, av. Îòîæ, íåðiâíiñòü

(T ′, av) + (T ′, vb) 6 (T ′, v) + (T ′, avb)

ó öüîìó âèïàäêó ¹ íàñëiäêîì âiäïîâiäíî¨ íåðiâíîñòi äëÿ áàøòè T . Ç iíøîãî áîêó,
ÿêùî avb /∈ H(X), òî ÿê i ðàíiøå äîâîäèòüñÿ, ùî

(T, av) 6 1, (T, vb) 6 1 i (T ′, av) = (T ′, vb) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (6.35) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó T ′.

Óìîâà (iii) òâåðäæåííÿ 6.3.11, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî ñòåïå-
íåâîãî ðÿäó T ′, îñêiëüêè (T ′, w) = 0 äëÿ w ∈ H(X). Òàêèì ÷èíîì, T ′ ¹ áàøòîþ
íàä äåÿêèì òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì. �¨ ñòåïiíü äîðiâíþ¹ 1 + (T ′, 1).
Îñêiëüêè 1 ∈ H(X), òî (T ′, 1) = d− 2. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíi d > 2, i T � áàøòà íàä
êîäîì X. Íåõàé X ′ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ç áàøòîþ T ′ = T −H(X).
Òîäi êîä X ′ ìà¹ ñòåïiíü d−1. Êîä X ′ íàçèâà¹òüñÿ êîäîì ïîõiäíèì ç êîäó X. Îñêiëüêè
äëÿ iíäèêàòîðiâ L i L′ êîäiâ X i X ′, ìà¹ìî

L = dA∗ − T i L′ = (d− 1)A∗ − T ′,

òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

L− L′ = A∗ − T + T ′ = A∗ −H(X) = H(X),

à îòæå
L = L′ +H(X). (6.36)

Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåçX(n) êîä ïîõiäíèé ç êîäóX(n−1) äëÿ d(X) > n+1, çX(0) = X.

Òâåðäæåííÿ 6.3.13. Äëÿ áàøòè T íàä òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì X
ñòåïåíi d > 2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

T = H(X) +H(X ′) + · · ·+H(X(d−2)).
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Äîâåäåííÿ. Çà iíäóêöi¹þ ç òâåðäæåííÿ 6.3.12 âèïëèâà¹, ùî

T = H(X) +H(X ′) + · · ·+H(X(d−2)) + T̂ ,

äå T̂ � áàøòà íàä êîäîì ñòåïåíi 1. Öåé êîä ¹ àëôàâiòîì, à îòæå T̂ = 0, ùî äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ.

Ìè òåïåð îïèøåìî ìíîæèíó âëàñíèõ ïðåôiêñiâ i ìíîæèíó âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëiâ
ïîõiäíîãî êîäó òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó.

Òâåðäæåííÿ 6.3.14. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïå-
íi d > 2. Íåõàé S = A−X, P = XA−, H = A∗ \XA− i H = A∗ \H. Òîäi âèêîíóþòüñÿ
òàêi âèñëîâëåííÿ.

1. Ìíîæèíà S ∩ H ¹ òîíêèì ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Ìíîæèíà H ¹
ìíîæèíîþ ¨¨ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ, òîáòî S ∩H = HA \H.

2. Ìíîæèíà P ∩ H ¹ òîíêèì ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì. Ìíîæèíà H ¹
ìíîæèíîþ ¨¨ âëàñíèõ ñóôiêñiâ, òîáòî P ∩H = AH \H.

3. Ìíîæèíà S ∩H ¹ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ñóôiêñiâ ïîõiäíîãî êîäó X ′.
4. Ìíîæèíà P ∩H ¹ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ïîõiäíîãî êîäó X ′.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé T � áàøòà íàä êîäîì X i T ′ � áàøòà íàä ïîõiäíèì êîäîì X ′.
Çà òâåðäæåííÿ 6.3.12 ìà¹ìî, ùî T = T ′ +H, à ç òâåðäæåííÿ 6.3.8 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

S = T (A− 1) + d.

Òàêèì ÷èíîì,
S = T ′(A− 1) + d− 1 +H(A− 1) + 1.

Êîä X ′ ìà¹ ñòåïiíü d− 1. Îòîæ, çà ôîðìóëîþ (6.31) ðÿä T ′(A− 1) + d− 1 ¹ õàðàêòå-
ðèñòè÷íèì ðÿäîì ìíîæèíè S ′ = A∗ \X ′ âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëiâ êîäó X ′. Îòîæ,

S = H(A− 1) + 1 + S ′ i S ′ = T ′(A− 1) + d− 1.

Ìíîæèíà H ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ òà íåïîðîæíüîþ. Ìè äîâåäåìî, ùî H íå ìiñòèòü
ïðàâîãî iäåàëó. Ñïðàâäi, ìíîæèíà H ¹ íåïîðîæíüîþ, îñêiëüêè êîä X ¹ òîíêèì, à
îòæå âií ¹ iäåàëîì. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî ñëîâà h ∈ H i k ∈ H, ñëîâî hk íå
ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi H. Çà òâåðäæåííÿì 3.3.3 ìíîæèíà Y = HA\H ¹ ìàêñèìàëüíèì
ïðåôiêñíèì êîäîì, i H = Y A−. Îòîæ,

Y = H(A− 1) + 1.

Êðiì òîãî, ìíîæèíà H áóäó÷è òàêîæ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ, òî ìíîæèíà Y ¹ íàñïðàâäi
ñåìàôîðìíèì êîäîì çà òâåðäæåííÿì 3.5.8. Òåïåð ïåðåâiðèìî, ùî Y = S ∩H.

Ïðèïóñòèìî, ùî y ∈ Y . Òîäi ç ðiâíîñòi S = Y + S ′ âèïëèâà¹, ùî y ∈ S. Îñêiëüêè
H = Y A−, òî ìà¹ìî y /∈ H. Òàêèì ÷èíîì, y ∈ S ∩ H. Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî
y ∈ S∩H. Òîäi y 6= ε, îñêiëüêè ç d > 2 âèïëèâà¹, ùî H 6= ∅, à îòæå ε ∈ H. Êðiì òîãî,
êîæåí âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà y ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi SA− = A∗ \XA− = H, à îòæå
¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì êîäó X. Çîêðåìà, ðîçãëÿäàþ÷è ëèøå íàéäîâøèé âëàñíèé
ïðåôiêñ, ìà¹ìî y ∈ HA. Îòæå, y ∈ HA \H = Y .
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Òâåðäæåííÿ 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ùîá äîâåñòè òâåðäæåííÿ 3, çàóâàæèìî, ùî ç òîãî, ùî ìè äîâåëè ðàíiøå, ìà¹ìî

S = Y + S ′. (6.37)

Äàëi
S = (S ∩H) ∪

(
S ∩H

)
= Y ∪ (S ∩H),

îñêiëüêè Y = S∩H. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ ¹ äèç'þíêòíèì, òî îòðèìó¹ìî,
ùî S = Y + S ∩H. Îòæå, S ′ = S ∩H.

Òâåðäæåííÿ 4 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà 6.3.15. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíi d. Òî-
äi ìíîæèíà S éîãî âëàñíèõ ñóôiêñiâ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì d ìàêñèìàëüíèõ
ïðåôiêñíèõ ìíîæèí.

Äîâåäåííÿ. ßêùî d = 1, òî X = A i ìíîæèíà S = {ε} ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ.
ßêùî d > 2, òî ìíîæèíà Y = S ∩ H, äå H = A−XA− i H = A∗ \ H, ¹ ìàêñè-
ìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ çà òâåðäæåííÿì 6.3.14. Äàëi ìíîæèíà S ′ = S ∩H ¹ ìíîæèíîþ
âëàñíèõ ñóôiêñiâ êîäó ïîõiäíîãî âiä êîäó X. Iíäóêöi¹þ äîâîäèìî, ùî ìíîæèíà S ′ ¹
äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì d − 1 ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ ìíîæèí. Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíà S = Y ∪ S ′ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì d ìàêñèìàëüíèõ ïðåôiêñíèõ ìíî-
æèí.

Ìà¹ìî çàóâàæèòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ â òåîðåìi 6.3.15 ìíîæèíè S â äèç'þíêòíi ìà-
êñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè íå ¹ ¹äèíîþ (äèâ. âïðàâà 6.7.8). Íàñòóïíèé íàñëiäîê
ç òåîðåìè 6.3.15 âèðàæà¹ ÷óäîâó âëàñòèâiñòü, ùî ñåðåäíÿ äîâæèíà òîíêîãî ìàêñè-
ìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ñòîñîâíî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi ¹ öiëèì ÷èñëîì.

Íàñëiäîê 6.3.16. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Òîäi
äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi π íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗, ñåðåäíÿ
äîâæèíà êîäó X äîðiâíþ¹ éîãî ñòåïåíþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî d = d(X). Íåõàé π � äîäàòíié ðîçïîäië Áåðíóëëi íà âiëüíîìó
ìîíî¨äi A∗ i λ(X) � ñåðåäíÿ äîâæèíà êîäó X. Çà íàñëiäêîì 3.7.14 ñåðåäíÿ äîâæèíà
λ(X) êîäó X ¹ ñêií÷åííîþ i λ(X) = π(S), äå S = A−X � ìíîæèíà âëàñíèõ ñóôiêñiâ
êîäó X. Âðàõóâàâøè òåîðåìó 6.3.15, ìà¹ìî

S = Y1 + Y2 + · · ·+ Yd,

äå êîæíà ìíîæèíà Yi ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. ßê ìíîæèíà ìíîæíèêiâ
êîäó X, êîæíà ìíîæèíà Yi òàêîæ ¹ òîíêîþ. Îòîæ π(Yi) = 1 äëÿ i = 1, . . . , d çà
òåîðåìîþ 2.5.16. Îòæå, îòðèìó¹ìî

λ(X) =
d∑
i=1

π(Yi) = d,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Çàóâàæèìî, ùî íàñëiäîê 6.3.16 ìîæíà äîâåñòè áåçïîñåðäíüî ïî÷èíàþ÷è ç ôîðìó-
ëè (6.30). Îäíàê, íàâåäåíi íàìè äîâåäåííÿ ¹ íàéáiëüø ïðèðîäíèìè.

Òåïåð äîâåäåìî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 6.3.15.

Òâåðäæåííÿ 6.3.17. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. ßêùî ìíî-
æèíà éîãî âëàñíèõ ñóôiêñiâ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ïðåôiêñíèõ ìíîæèí, òî
êîä X ¹ áiôiêñíèì, i ìà¹ ñòåïiíü d.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = A−X. Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî

S = Y1 + Y2 + · · ·+ Yd,

äå Y1, Y2, . . . , Yd � ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi ìíîæèíè. Íåõàé Ui � ìíîæèíà âëàñíèõ
ïðåôiêñiâ ìíîæèíè Yi. Òîäi A

∗ = Yi
∗Ui, à îòæå

(
1− Yi

)
A∗ = Ui, çâiäêè îòðèìó¹ìî

A∗ = Ui + Yi A
∗.

Ñóìóþ÷è öi ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî

dA∗ =
d∑
i=1

Ui + S A∗.

Äîìíîæèìî çëiâà íà A− 1. Îñêiëüêè (A− 1)S = X − 1, òî

−d =
d∑
i=1

(A− 1)Ui + (X − 1)A∗,

çâiäêè îòðèìó¹ìî

X A∗ = A∗ −
d∑
i=1

(A− 1)Ui − d.

Ç öi¹¨ ôîðìóëè ìè îòðèìó¹ìî ôàêò, ùî ìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà. Ñïðàâäi, íå-
õàé w ∈ A+ i ïîêëäàäåìî w = au, ç a ∈ A. Êîæíà ç òàêèõ ìíîæèí Yi ¹ ìàêñèìàëüíîþ
ïðåôiêñíîþ. Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ìíîæèíà YiA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà. Ìè ïîêàæåìî, ùî
iñíó¹ ñëîâî v òàêå, ùî îäíî÷àñíî auv ∈ YiA∗ äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , d} i òàêîæ uv ∈ YiA∗
äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , d}. Ñïðàâäi, iñíó¹ ñëîâî v′1 òàêå, ùî auv′1 ∈ Y1A

∗. Iñíó¹ ñëîâî v′′1
òàêå, ùî uv′1v

′′
1 ∈ Y1A

∗. Ïîêëàäåìî v1 = v′1v
′′
1 . Òîäi uv1, auv1 ∈ Y1A

∗. Àíàëîãi÷íî, iñíó¹
ñëîâî v2 òàêå, ùî îáèäâà ñëîâà uv1v2 i auv1v2 ìiñòÿòüñÿ â Y1A

∗ i â Y2A
∗. Ïðîäîâæèâøè

òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ ñëîâî v òàêå, ùî uv, auv ∈ YiA∗ äëÿ i = 1, . . . , d.
Îòæå, äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , d} ìà¹ìî(

(A− 1)Ui, wv
)

=
(
A Ui, wv

)
−
(
Ui, wv

)
=

=
(
Ui, uv

)
−
(
Ui, wv

)
=

= 0− 0 =

= 0.

Òîìó,
(X A∗, wv) = (A∗, wv) = 1.
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Îòîæ, îòðèìó¹ìî wv ∈ XA∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíèì ñïðàâà,
àáî åêâiâàëåíòíî êîä X ¹ ïîâíèì ñïðàâà. Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 6.2.1, öå îçíà÷à¹,
ùî êîä X ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì.

Íåõàé w ∈ H(X) � ñëîâî, ÿêå íå ¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì êîäó X. Òîäi w 6= Ui
äëÿ i ∈ {1, . . . , d}. Îñêiëüêè ìíîæèíà Yi ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðåôiêñíîþ, òî ìà¹ìî, ùî
w ∈ YiA∗ äëÿ i ∈ {1, . . . , d}. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ñëîâî w ìà¹ ðiâíî d ïðåôiêñiâ, ÿêi
¹ ñóôiêñàìè ñëiâ ó êîäi X, ïî îäíîìó ç êîæíîãî Yi. Òàêèì ÷èíîì, êîä X ìà¹ ñòåïiíü
d.

Ïðèêëàä 6.3.18. Íåõàé X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä, çîáðàæåíèé
íà ðèñ. 6.9. Áàøòà T íàä êîäîì X çîáðàæåíà íà ðèñ. 6.10. (çà ¨¨ çíà÷åííÿìè íà ìíî-

Ðèñ. 6.9: Ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ 4

1
1

1
1

1

2

2
1

1
1

3

2
1

Ðèñ. 6.10: Áàøòà T íàä êîäîì X

æèíi H(X)). Îá÷èñëåííÿ ìîæíà çðîáèòè âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (6.27). Ïîõiäíèé êîä
X ′ ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì ñòåïåíÿ 3, i âií âèêëàäåíèé â ïðèêëàäàõ 6.2.3
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g x
d

d′

g′ x
d

u g′ x
d′′

d′

v

Ðèñ. 6.11: Ìíîæèíà S ′ âñiõ âëàñíèõ ñóôiêñiâ êîäó X ′

i 6.3.10. Ìíîæèíà S ′ âñiõ âëàñíèõ ñóôiêñiâ êîäó X ′, çîáðàæåíà íà ðèñ. 6.11. Ìíîæèíà
S âñiõ âëàñíèõ ñóôiêñiâ êîäó X, çîáðàæåíà íà ðèñ. 6.12. Ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé

Ðèñ. 6.12: Ìíîæèíà S âñiõ âëàñíèõ ñóôiêñiâ êîäó X

êîä Y = S∩H ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ ïîçíà÷åíèõ íà ðèñ. 6.12 ñèìâîëîì ���. Öå ìîæå áóòè
ïåðåâiðåíî îãëÿäîì ðèñ. 6.10, 6.11 i 6.12, ùî S ′ = S ∩H.
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6.4 ßäðî

Íåõàé A 6= ∅, X ⊂ A+ i H = A−XA− � ìíîæèíà âíóòðiøíiõ ìíîæíèêiâ ìíî-
æèíè X. ßäðîì ìíîæèíè X, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç K(X), àáî ÷åðåç K, ÿêùî öå íå
âèêëèêà¹ ïëóòàíèíè, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

K = X ∩H.

Òàêèì ÷èíîì, ñëîâî ìiñòèòüñÿ â ÿäði ìíîæèíè X, ÿêùî âîíî ìiñòèòüñÿ â X i ¹ âíó-
òðiøíiì ìíîæíèêîì ìíîæèíè X. ßê ìè ïîáà÷èìî â öüîìó ïiäðîçäiëi, ÿäðî ¹ îäíi¹þ
ç ãîëîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó.

Ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó òîãî, ÿê ÿäðî ïîâ'ÿçàíå ç îá÷èñëåííÿì iíäèêàòîðà.

Òâåðäæåííÿ 6.4.1. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ
d i K � ÿäðî êîäó X. Íåõàé Y � ìíîæèíà òàêà, ùî K ⊆ Y ⊆ X. Òîäi

(LY , w) = (LX , w) , (6.38)

äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ H(X) ∪ Y . Äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(LX , w) = min {d, (LY , w)} . (6.39)

Äîâåäåííÿ. Çà ôîðìóëîþ (6.3) ìà¹ìî, ùî

LX = A∗ (1−X)A∗ i LY = A∗ (1− Y )A∗.

Íåõàé w ∈ A∗ i F (w) � ìíîæèíà ìíîæíèêiâ öüîãî ñëîâà. Äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà
x ∈ A∗, çíà÷åííÿ (A∗xA∗, w) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âõîäæåíü ñëîâà x ÿê ìíîæíèê â
ñëîâî w. Öå çíà÷åííÿ ¹ íåíóëüîâèì ëèøå òîäi, êîäè x ∈ F (w). Îòîæ ç ðiâíîñòi

(A∗X A∗, w) =
∑

x∈F (w)∩X

(A∗xA∗, w)

âèïëèâà¹, ÿêùî F (w)∩X = F (w)∩Y , òî (LX , w) = (LY , w). Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî F (w) ∩X = F (w) ∩ Y äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ H(X) ∪ Y . Ç âêëþ÷åííÿ Y ⊂ X
îòðèìó¹ìî, ùî F (w) ∩ Y ⊂ F (w) ∩ X äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗. ßêùî w ∈ H(X), òî
F (w) ⊂ H(X) i F (w) ∩ X ⊂ K(X). Îòîæ, ó öüîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ
F (w) ∩X ⊂ F (w) ∩ Y .

ßêùî w ∈ Y , òî æîäíèõ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ àáî âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëîâà w íå
ìiñòÿòüñÿ â X, îñêiëüêè êîä X ¹ áiôiêñíèì. Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî

F (w) ∩X = {w} ∪
{
A−wA− ∩X

}
⊂ {w} ∪K(X) ⊂ Y.

Áiëüøå òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî F (w) ∩ X ⊂ F (w) ∩ Y , çâiäêè âèïëèâà¹
ðiâíiñòü (6.38).

Òåïåð, íåõàé w ∈ H(X) � âíóòðiøíié ìíîæíèê êîäó X. Òîäi (LX , w) < d çà òåîðå-
ìîþ 6.3.1. Ç ðiâíîñòi (6.38) âèïëèâà¹, ùî (LX , w) = (LY , w). Äàëi, íåõàé w ∈ H(X). Òî-
äi (LX , w) = d. Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó (6.6), îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (LX , w) 6 (LY , w).
Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (6.39).
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Äëÿ äâîõ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ σ i τ ÷åðåç min{σ, τ} ïîçíà÷èìî ôîðìàëü-
íèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

(min{σ, τ}, w) = min{(σ,w), (τ, w)}.

Òåîðåìà 6.4.2. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d i K �
éîãî ÿäðî. Òîäi

LX = min {dA∗, LK} .

Çîêðåìà, òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ñòåïåíåì i éîãî
ÿäðîì.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî Y = K(X) ó ïîïåðåäíüîìó òâåðäæåííi. Òîäi ôîðìóëà

LX = min {dA∗, LK} .

âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (6.39). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà êîäè X i X ′ ç îäíàêîâèìè
ñòåïåíåì d òà îäíàêîâèìè ÿäðàìè. Îñêiëüêè K(X) = K(X ′), òî ìà¹ìî LK(X) =
LK(X ′), çâiäêè LX = LX′ , ùî â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹ X = X ′ çà ðiâíiñòþ (6.8). Öå
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Î÷åâèäíî, ùî ÿäðî áiôiêñíîãî êîäó ¹ ñàìèì áiôiêñíèì êîäîì. Òåïåð ìè äàìî
îïèñàííÿ òèõ áiôiêñíèõ êîäiâ, ÿêi íàâïàêè ¹ ÿäðîì ÿêîãîñü òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî
áiôiêñíîãî êîäó. Äëÿ öüîãî çðó÷íî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ: äëÿ áiôiêñíîãî êîäó Y ∈ A+

ïîêëàäåìî
µ(Y ) = max {(LY , y) : y ∈ Y } . (6.40)

Âåëè÷èíà µ(Y ) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà àáî íåñêií÷åííîñòi. Äëÿ
çðó÷íîñòi ââàæàòèìåìî, ùî µ(∅) = 0.

Òåîðåìà 6.4.3. Áiôiêñíèé êîä Y ¹ ÿäðîì äåÿêîãî òîíêîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî
êîäó ñòåïåíÿ d òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(i) Y íå ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì;
(ii) µ(Y ) 6 d− 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d i Y = K(X) �
éîãî ÿäðî. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ (i) òà (ii). Äëÿ ïåðåâiðêè óìîâè (i) ðîçãëÿíåìî
ñëîâî x ∈ X òàêå, ùî (LX , x) = µ(X). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî x /∈ H(X). Òàêèì ÷èíîì,
x /∈ K(X), à öå äîâîäèòü, ùî Y  X. Ïðèïóñòèìî, ùî íàøå ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå.
Òîäi uxv ∈ X äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (LX , uxv) > 1 + (LX , x)
îñêiëüêè ñëîâî uxv ìà¹ iíòåðïðåòàöiþ (1, uxv, 1), ÿêà íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ñëîâî . Öå
ñóïåðå÷èòü âèáîðó ñëîâà x, i äîâîäèòü ñòâåðäæóâàíå. Äàëi, äëÿ âñiõ ñëiâ y ∈ Y çà
ôîðìóëîþ (6.38) ìà¹ìî (LX , y) = (LY , y). Îñêiëüêè y ∈ H(X), òî (LX , y) 6 d − 1, à
îòæå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii).

Íàâïàêè, íåõàé Y � áiôiêñíèé êîä, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i) òà (ii). Íåõàé L ∈
N〈〈A〉〉 � ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, âèçíà÷åíèé äëÿ ñëîâà w ∈ A∗ íàñòóïíèì
÷èíîì

(L,w) = min {d, (LY , w)} .
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Ìè ïåðåâiðèìî, ùî ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä L çàäîâîëüíÿ¹ òðè óìîâè òâåðäæåí-
íÿ 6.1.11. Ñïî÷àòêó, íåõàé a ∈ A i w ∈ A∗. Çà íåðiâíîñòÿìè (6.11), ìà¹ìî

0 6 (LY , aw)− (LY , w) 6 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ÿêùî (LY , w) < d, òî (L,w) = (LY , w). Îñêiëüêè

(LY , aw) 6 (LY , w) + 1 6 d,

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (LY , aw) = (L, aw). Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî (LY , w) > d, òî

(L, aw) = (L,w) = d.

Òàêèì ÷èíîì, â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹ìî

0 6 (L, aw)− (L,w) 6 1.

Ñèìåòðè÷íà íåðiâíiñòü
0 6 (L,wa)− (L,w) 6 1.

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Îòæå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i) òâåðäæåííÿ 6.1.11.

Íåõàé, äëÿ ëiòåð a, b ∈ A i ñëîâà w ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(LY , aw) + (LY , wb) > (LY , w) + (LY , awb).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, äå (LY , w) > d. Òîäi

(L, aw) = (L,wb) = (L,w) = (L, awb) = d,

i íåðiâíiñòü
(L, aw) + (L,wb) > (L,w) + (L, awb)

¹ î÷åâèäíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî (LY , w) < d. Òîäi (LY , aw) 6 d i (LY , wb) 6 d. Îòæå
îòðèìó¹ìî

(L, aw) + (L,wb) = (LY , aw) + (LY , wb) >

> (LY , w) + (LY , awb) >

> (L,w) + (L, awb),

îñêiëüêè L 6 LY . Îòæå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii) òâåðäæåííÿ 6.1.11. Íàðåøòi, ìè ìà¹ìî,
ùî (LY , ε) = 1, çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (L, ε1) = 1.

Òàêèì ÷èíîì, çà òâåðäæåííÿì 6.1.11 ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä L ¹ iíäèêàòîðîì
äëÿ äåÿêîãî áiôiêñíîãî êîäó X. Äàëi, îñêiëüêè ðÿä L ¹ îáìåæåíèì, òî êîä X ¹ òîíêèì
i ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì çà òåîðåìîþ 6.3.1. Ïîäiáíèìè ìiðêóâàííÿìè, îñêiëüêè êîä
Y íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, òî ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä LY ¹ íåîáìåæåíèì. Îòæå,
max {L,w) : w ∈ A∗} = d, à öå äîâîäèòü, ùî êîä X ìà¹ ñòåïiíü d.

Ìè òåïåð äîâåäåìî, ùî Y = X ∩ H(X), òîáòî Y ¹ ÿäðîì êîäó X. Ñïî÷àòêó
äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ Y ⊂ H(X). Ñïðàâäi, ÿêùî y ∈ Y , òî

(L, y) 6 (LY , y) 6 µ(Y ) 6 d− 1.
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Îòîæ, çà òåîðåìîþ 6.3.1 ìà¹ìî y ∈ H(X). Äàëi, çàóâàæèìî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè
ðiâíiñòü

X ∩H(X) = Y ∩H(X),

à öå åêâiâàëåíòíå äîâåäåííþ òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ

(X,w) = (Y,w) äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ H(X).

Ìè äîâåäåìî öå çà iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ñëîâà w. Î÷åâèäíî, íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ |w| = 0. Äàëi, íåõàé w ∈ H(X) \ {ε}. Òîäi (L,w) 6 d− 1. Òàêèì ÷èíîì, (L,w) =
(LY , w). Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹

(A∗X A∗, w) = (A∗Y A∗, w) .

Àëå F (w) ⊂ H(X). Òàêèì ÷èíîì, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî, ùî (X, s) = (Y, s)
äëÿ âñiõ âëàñíèõ ìíîæíèêiâ ñëîâà w. Òàêèì ÷èíîì öÿ ðiâíiñòü çâîäèòüñÿ äî òàêî¨
(X,w) = (Y ,w).

Îïèøåìî òåïåð çâ'ÿçîê ìiæ ÿäðîì òà îïåðàöi¹þ âçÿòòÿ ïîõiäíîãî êîäó.

Òâåðäæåííÿ 6.4.4. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d > 2
i H = A−XA−. Ïîêëàäåìî

K = X ∩H, Y = HA \H i Z = AH \H.

Òîäi êîä X ′ ïîõiäíèé âiä êîäó X äîðiâíþ¹

X ′ = K ∩ (Y ∩ Z). (6.41)

Êðiì òîãî, ìà¹ìî
K = X ∩X ′. (6.42)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = A−X i P = XA− � ìíîæèíè âëàñíèõ ïðàâèõ ìíîæíèêiâ i
âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ â êîäi X. Íåõàé S ′ = S ∩ H i P ′ = P ∩ H. Çà òâåðäæåí-
íÿì 6.3.14, S ′ ¹ ìíîæèíîþ âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëiâ â X ′ i, àíàëîãi÷íî, P ′ ¹ ìíîæèíîþ
âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ â X ′. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

X ′ − 1 = (A− 1)S ′ = A S ′ − S ′.

Ç ðiâíîñòi ìà¹ìî S ′ = S ∩H, ìà¹ìî AS ′ = AS ∩ AH i A S ′ = A S � A H, äå ÷åðåç �
ìè ïîçíà÷à¹ìî äîáóòîê Àäàìàðà (äèâ. ïiäðîçäië 1.7). Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî

X ′ − 1 = (A S � A H)− S ′.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî çà òâåðäæåííÿì 6.3.14 ìíîæèíà Z ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì
êîäîì ç âëàñíèìè ñóôiêñàìè H. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî Z − 1 = (A − 1)H,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî A H = Z − 1 + H. Àíàëîãi÷íî, ç ðiâíîñòi X − 1 = (A − 1)S
îòðèìó¹ìî A S = X − 1 + S. Çðîáèâøè ïiäñòàíîâêó, îòðèìó¹ìî

X ′ − 1 = (A S � A H)− S ′ =
= (X − 1 + S)� (Z − 1 +H) =

= X ∩ Z + S ∩ Z +X ∩H + S ∩H + 1− (1�H)− (S � 1)− S ′.
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Ñïðàâäi, iíøi ÷ëåíè íàáóâàþòü çíà÷åííÿ 0, îñêiëüêè íi êîä X, íi ìíîæèíà Z íå
ìiñòÿòü ïîðîæíüîãî ñëîâà. Äàëi, çà òâåðäæåííÿì 6.3.14 îòðèìó¹ìî Z = P ∩H, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî

X ∩ Z = X ∩ P ∩H = ∅.

Òàêîæ çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî, ùî S ′ = S ∩ H i K = X ∩ H. Áiëüøå òîãî, 1 � H =
S � 1 = 1. Òàêèì ÷èíîì, íàøà ðiâíiñòü íàáóâà¹ âèãëÿäó

X ′ − 1 = S ∩ Z +K − 1.

Íà çàâåðøåííi, çàóâàæèìî, ùî çà òâåðäæåííÿì 6.3.14 îòðèìó¹ìî Y = S ∩H. Îòîæ,
ìà¹ìî, ùî

S ∩ Z = S ∩ P ∩H = Y ∩ Z
i îñòàòî÷íî

X ′ = K ∪ (Y ∩ Z),

à öå äîâîäèòü ðiâíiñòü (6.41). Äàëi

X ∩X ′ = (K ∩X) ∪ (X ∩ Y ∩ Z).

Òåïåð, îòðèìó¹ìî
X ∩ Y ∩ Z = X ∩ P ∩ S ∩H = ∅

i K ∩X = K. À îòæå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü X ∩X ′ = K.

Òâåðäæåííÿ 6.4.5. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d > 2
i X ′ � ïîõiäíèé êîä âiä êîäó X. Òîäi

K(X ′) ⊂ K(X)  X ′. (6.43)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî H(X ′) ⊂ H(X). Ñïðàâäi, íåõàé w ∈ H(X ′). Òîäi
(TX′ , w) > 1, äå TX′ � áàøòà íàä êîäîì X ′. Çà òâåðäæåííÿ 6.3.12 ìà¹ìî, ùî

(TX′ , w) = (TX , w)− (H(X), w).

Îòîæ, (TX , w) > 1. Öå â ñâîþ ÷åðãó çà òâåðäæåííÿì 6.3.8 îçíà÷à¹, ùî w ∈ H(X). Çà
îçíà÷åííÿì ìà¹ìîK(X ′) = X ′∩H(X ′). Îòîæ,K(X ′) ⊂ X ′∩H(X). Ç òâåðäæåííÿ 6.4.4
âèïëèâà¹ X ′ = K(X) ∪ (Y ∩ Z), äå Y i Z � äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè ç H(X). Îòîæ,
X ′ ∩ H(X) = K(X). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî K(X ′) ⊂ K(X). Äàëi ç ôîðìóëè (6.42)
òàêîæ âèïëèâà¹, ùî K(X) ⊂ X ′. Íàðåøòi, ìè íå ìîæåìî ìàòè ðiâíîñòi K(X) = X ′,
îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 6.4.3 ìíîæèíà K(X) íå ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì.

Îáåðíåíèì äî òâåðäæåííÿ 6.4.5 ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.4.6. Íåõàé X ′ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Äëÿ êîæíî¨ ìíî-
æèíè Y òàêî¨, ùî

K(X ′) ⊂ Y  X ′, (6.44)

iñíó¹ ¹äèíèé òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X òàêèé, ùî

K(X) = Y i d(X) = 1 + d(X ′).

Áiëüøå òîãî, êîä X ′ ¹ ïîõiäíèì êîäó X.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà Y ¹ ÿäðîì äåÿêîãî áiôiêñíîãî êîäó.
Äëÿ öüîãî, ïåðåâiðèìî óìîâè òåîðåìè 6.4.3. Çi ñòðîãîãî âêëþ÷åííÿ Y  X ′ âèïëèâà¹,
ùî ìíîæèíà Y íå ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì. Äàëi, çà òâåðäæåííÿì 6.4.1 ìà¹ìî, ùî
(LY , y) = (LX′ , y) äëÿ y ∈ Y . Îòîæ, ïðèéíÿâøè d = d(X ′) + 1, ìè ìà¹ìî

µ(Y ) 6 d(X ′) = d− 1.

Çà òåîðåìîþ 6.4.3 iñíó¹ òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X, ÿêèé ìà¹ ñòåïiíü
d òàêèé, ùî K(X) = Y . Çà òåîðåìîþ 6.4.2 öåé êîä ¹äèíèé. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî
X ′ ¹ ïîõiäíèì êîäîì êîäó X. Íåõàé Z � ïîõiäíèé êîä êîäó X. Çà òâåðäæåííÿì 6.4.5
ìà¹ìî, ùî

K(Z) ⊂ K(X) = Y  Z.

Îòîæ, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 6.4.1 äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî

(LZ , w) = min {d− 1, (LY , w)} ,

äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗. Ç âêëþ÷åíü ôîðìóëè (6.44) îòðèìó¹ìî çà òâåðäæåííÿì 6.4.1,
ùî

(LX′ , w) = min {d− 1, (LY , w)} ,
äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗. Òàêèì ÷èíîì, LX′ = LZ , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Z = X ′.

Òâåðäæåííÿ 6.4.5 ïîêàçó¹, ùî ÿäðî êîäó ðîçòàøîâàíå â äåÿêîìó �iíòåðâàëi�, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíèì öüîãî êîäó. Òåîðåìà 6.4.6 ñòâåðäæó¹, ùî âñi �òî÷êè� öüîãî
iíòåðâàëó ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè.

Òî÷íiøå, òâåðäæåííÿ 6.4.5 i òåîðåìà 6.4.6 ïîêàçóþòü, ùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ ìiæ ìíîæèíîþ òîíêèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ d > 2 i ïàðàìè
(X ′, Y ) óòâîðåíèìè òîíêèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì X ′ ñòåïåíÿ d − 1 i ìíî-
æèíîþ Y , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.44). Öÿ ái¹êöiÿ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîäó X
ïàðó (X ′, K(X)), äå X ′ � ïîõiäíèé êîä êîäó X.

Ïðèêëàä 6.4.7. ßê âèäíî ç ïðèêëàäó 6.3.4 êîæåí ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòå-
ïåíÿ 2 ìà¹ âèãëÿä

X = C ∪BC∗B,
äå àëôàâiò A ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ìíîæèí B i C, i êðiì òîãî B 6= ∅. Öå
ñïîñòåðåæåííÿ ìîæíà âñòàíîâèòè òàêîæ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 6.4.6. Ñïðàâäi, ïîõi-
äíèé êîä ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ñòåïåíÿ 2 ìà¹ ñòåïiíü 1, à îòæå çáiãà¹òüñÿ
ç àëôàâiòîì A. Òîäi äëÿ êîæíî¨ âëàñíî¨ ïiäìíîæèíè C ìíîæèíè A iñíó¹ ¹äèíèé ìà-
êñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ 2, ÿäðî ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ C. Öåé êîä,
î÷åâèäíî, ¹ êîäîì, íàâåäåíèì âèùåâêàçàíîþ ôîðìóëîþ.

Ïðèêëàä 6.4.8. Êiëüêiñòü ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ 3 íàä ñêií÷åííèì
àëôàâiòîì , ùî ìà¹ ïðèíàéìíi äâi ëiòåðè, ¹ íåñêií÷åííîþ. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî íå-
ñêií÷åííèé òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X ′ ñòåïåíÿ 2. Éîãî ÿäðî K(X ′) ¹
ïiäìíîæèíîþ àëôàâiòà A, à îòæå ¹ ñêií÷åííèì. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 6.4.6 êîæíà
ìíîæèíà K, ÿêà ìiñòèòü ÿäðî K(X ′) i ñòðîãî ìiñòèòüñÿ â êîäi X ′ ¹ ÿäðîì äåÿêîãî
ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ñòåïåíÿ 3. Òàêèì ÷èíîì, ¨õ iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî
ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ 3 íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì . Òàêîæ, âèáið
ìíîæèíè K(X), ÿêà íå ¹ ðàöiîíàëüíîþ, äà¹ áiôiêñíèé êîä X ñòåïåíÿ 3, ÿêèé íå ¹
ðàöiîíàëüíèì (âïðàâà 6.7.14).
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6.5 Ñêií÷åííi ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè

Ñêií÷åííi ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè ìàþòü äîñèòü äèâîâèæíi âëàñòèâîñòi, ÿêi
ðîáëÿòü ¨õ çàõîïëþþ÷èìè îá'¹êòàìè.

Òâåðäæåííÿ 6.5.1. Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä
ñòåïåíÿ d. Òîäi ad ∈ X äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A,.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a ∈ A. Çà òâåðäæåííÿ 6.2.7 iñíó¹ öiëå äîäàòíå ÷èñëî n òàêå, ùî
an ∈ X. Îñêiëüêè êîä X ¹ ñêií÷åííèì, òî iñíó¹ öiëå ÷èñëî k òàêå, ùî ñëîâî ak íå
¹ âíóòðiøíiì ìíîæíèêîì êîäó X. Êiëüêiñòü ðîçêëàäiâ ñëîâà ak äîðiâíþ¹ d. Òàêîæ
êiëüêiñòü ñóôiêñiâ ñëîâà ak, ÿêi ¹ âëàñíèìè ïðåôiêñàìè ñëiâ ó êîäi X, äîðiâíþ¹ n.
Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî n = d.

Çàóâàæèìî, ùî â òåðìiíîëîãi¨, ââåäåíié ó ðîçäiëi 2, òâåðäæåííÿ 6.5.1 åêâiâàëåíòíî
òîìó, ùî ïîðÿäîê êîæíî¨ ëiòåðè äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó êîäó.

Çàóâàæèìî, ùî ÿê íàñëiäîê öüîãî ðåçóëüòàòó òå, ùî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, âà-
æëèâî ïîïîâíèòè ñêií÷åííèé áiôiêñíèé êîä äî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó, ÿêèé
¹ ñêií÷åííèì. Ðîçãëÿíåìî, äëÿ ïðèêëàäó, àëôàâiò A = {a, b} i êîä X = {a2, b3} íàä
íèì. Ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä, ùî ìiñòèòü êîä X, ìàòèìå îäíî÷àñíî
ñòåïiíü 2 òà ñòåïiíü 3.

Ìè òåïåð äîâåäåìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 6.5.2. Íåõàé A � ñêií÷åííà ìíîæèíà i d � äîäàòíå öiëå ÷èñëî. Òîäi iñíó¹
ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ íàä àëôàâiòîì
A çi ñòåïåíåì d.

Äîâåäåííÿ. Àëôàâiò A ¹ ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì íàä A, ÿêèé ìà¹ ñòå-
ïiíü 1. Àðãóìåíòóþ÷è iíäóêöi¹þ ïî ñòåïåíþ d, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà
êiëüêiñòü ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ d. Êîæåí ñêií÷åííèé
ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d+1 âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ÿäðîì, ÿêå ¹ ïiäìíîæè-
íîþ ïîõiäíîãî êîäó X ′. Îñêiëüêè X ′ ¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì
ñòåïåíÿ d iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ÿäåð, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

×åðåç βk(d) ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòå-
ïåíÿ d íàä k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì A.

Î÷åâèäíî, ùî βk(1) = 1. Òàêîæ ìà¹ìî βk(2) = 1. Ñïðàâäi, X = A2 ¹, ç îãëÿäó
íà ïðèêëàä 6.2.4, ëèøå ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì ñòåïåíÿ 2. Ëåãêî
áà÷èòè òàêîæ, ùî β1(d) = 1 äëÿ âñiõ äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë d.

Ïðèêëàä 6.5.3. Ìè ïåðåâiðèìî, ùî

β2(3) = 3. (6.45)

Íåõàé ñïðàâäi A = {a, b} i X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòå-
ïåíÿ 3. Ïîõiäíèé êîä X ′ ¹ îáîâ'ÿçêîâî X ′ = A2, îñêiëüêè âií ¹ ëèøå ñêií÷åííèì
ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì ñòåïåíÿ 2. Íåõàé K = X ∩X ′ � ÿäðî êîäó X. Îòîæ,
îòðèìó¹ìî, ùî K ⊂ A2.

Çà òâåðäæåííÿì 6.5.1 ìà¹ìî, ùî a3, b3 ∈ X. Îòîæ, ÿäðî K íå ìîæå ìiñòèòè a2

àáî b2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî K ⊂ {ab, ba}. Äàëi ìè âèêëþ÷à¹ìî âèïàäîê K = {ab, ba}.



6.5. Ñêií÷åííi ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè 311

Ïðèïóñòèìî íàñïðàâäi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü K = {ab, ba}. Äëÿ êîæíîãî äîäà-
òíüîãî öiëîãî ÷èñëà k ñëîâî (ab)k ìà¹ ðiâíî äâà X-ðîçêëàäè. Àëå îñêiëüêè êîä X ¹
ñêií÷åííèì, òî iñíó¹ öiëå ÷èñëî k òàêå, ùî (ab)k ∈ H(X) i ñëîâî (ab)k çìóøåíå ìàòè
òðè X-ðîçêëàäè. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøèëîñü òðè êàíäèäàòè äëÿ ÿäðà K: K = ∅, ùî âiäïîâiäà¹
âèïàäêó X = A3, òîäi K = {ab}, ùî äà¹ êîä X ç ïðèêëàäó 6.2.3, i K = {ba}, ùî äà¹
îáåðíåíèé êîä X̃ äî êîäó X ç ïðèêëàäó 6.2.3. Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü (6.45). Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî öå ïîÿñíþ¹, ÷îìó êîä X̃ îòðèìó¹òüñÿ ç êîäó X øëÿõîì çàìiíè ëiòåð a i b:
öÿ âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ, êîëè âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ÿäðà êîäó.

Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ÿê ïîáóäóâàòè âñi ñêií÷åííi ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè ïî-
ñëiäîâíiñòþ âíóòðiøíiõ ïåðåòâîðåíü, ïî÷èíàþ÷è ç îäíîðiäíîãî êîäó.

Òåîðåìà 6.5.4 (Ñåçàði). Íåõàé A � ñêií÷åííèé àëôàâiò i d � äîäàòíå öiëå ÷èñëî.
Äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó X ⊂ A+ ñòåïåíÿ d iñíó¹
ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü âíóòðiøíiõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi, ïî÷èíàþ÷è ç îäíîðiäíîãî êîäó
Ad, äà¹ êîä X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � ÿäðî êîäó X. ßêùî K = ∅, òî X = Ad i íåìà¹, ùî äîâîäèòè.
Öå âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ, ÿêùî Card(A) = 1. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèïóñêàòèìåìî, ùî
K 6= ∅ i Card(A) > 2. Íåõàé x ∈ K � ñëîâî, ÿêå íå ¹ ìíîæíèêîì iíøîãî ñëîâà ç
ÿäðà K. Ìè ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü ìàêñèìàëüíèé ñóôiêñíèé êîä G i ìàêñèìàëüíèé
ïðåôiêñíèé êîä D òàêèé, ùî

GxD ⊂ X. (6.46)

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé P = XA−. Îñêiëüêè x ∈ K, òî ñëîâî x ¹ âíóòðiøíiì
ìíîæíèêîì. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Px−1 ¹ íåïîðîæíüîþ. Òîäi äëÿ âñiõ ñëiâ g ∈ Px−1

iñíó¹ äâà ñëîâà d i d′ òàêi, ùî

gxd, gxd′ ∈ X i X(xd)−1 6= X(xd′)−1.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi äëÿ äåÿêîãî ñëîâà g ∈ Px−1 óñi ìíîæèíè X(xd)−1 ç
ñëîâîì d, ÿêå ïðîáiãà¹ ñëîâà, òàêi, ùî gxd ∈ X, ¹ ðiâíèìè. Íåõàé

D = {d : gxd ∈ X}

i G = X(xd)−1, äå d � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíèD. Òîäi GxD ⊂ X, à öå ñóïåðå÷èòü
íàøîìó ïðèïóùåííþ. Îòðèìàíå ïðèïóùåííÿ äîâîäèòü iñíóâàííÿ ñëiâ d i d′.

Ñåðåä óñiõ òðiéîê (g, d, d′) òàêèõ, ùî

gxd, gxd′ ∈ X i X(xd)−1 6= X(xd′)−1,

âèáåðåìî îäíó ç ìiíiìàëüíèì çíà÷åííÿì |d|+ |d′|. Äëÿ öi¹¨ ôiêñîâàíî¨ òðiéêè (g, d, d′)
ïîêëàäåìî

G = X(xd)−1 i G′ = X(xd′)−1.

Òîäi G i G′ ¹ ðiçíèìè ìàêñèìàëüíèìè ñóôiêñíèìè êîäàìè. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ñëîâî
h ∈ G \G′. Òîäi, àáî ñëîâî h ¹ âëàñíèì ïðàâèì ìíîæíèêîì äåÿêîãî ñëîâà â êîäi G′,
àáî ñëîâî h ìà¹ ñëîâî â êîäi G′ ÿê âëàñíèé ñóôiêñ. Òàêèì ÷èíîì, ïîìiíÿâøè ïðè
íåîáõiäíîñòi êîäè G i G′, iñíóþòü ñëîâà u, g′ ∈ A+ òàêi, ùî

g′ ∈ G i ug′ ∈ G′.



312 Ðîçäië 6. Áiôiêñíi êîäè

Çàóâàæèìî, ùî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

g′xd ∈ X i ug′xd′ ∈ X.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñëîâî ug′xd. Çâè÷àéíî, ùî ug′xd /∈ X. Äàëi ug′xd /∈ P , îñêiëüêè â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó g′xd ∈ K, i ñëîâî x áóäå ìíîæíèêà iíøîãî ñëîâà â ÿäði K, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îñêiëüêè ug′xd /∈ P∪X, òî ñëîâî ug′xd ìà¹ âëàñíèé ïðåôiêñ
ó êîäiX. Öåé ïðåôiêñ íå ìîæå áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà ug′x, îñêiëüêè ug′xd′ ∈ X. Îòæå,
ñëîâî ug′xd ìà¹ ug′x ÿê âëàñíèé ïðåôiêñ. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ d = d′′v
ç d′′, v ∈ A+ i ug′xd′′ ∈ X.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî òðiéêà (ug′, d′, d′′) ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi, ùî i òðiéêà (g, d, d′).
Ñïðàâäi, îáèäâà ñëîâà ug′xd′ i ug′xd′ ìiñòÿòüñÿ â êîäi X. Òàêîæ ìà¹ìî, ùî

X(xd′)−1 6= X(xd′′)−1,

îñêiëüêè gxd′ ∈ X, àëå gxd′′ /∈ X: öå âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ñëîâî gxd′′ ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì ñëîâà gxd ∈ X (ðèñ. 6.13). Òàêèì ÷èíîì, òðiéêà (ug′, d′, d′′) çàäîâîëüíÿ¹

g x
d

d′

g′ x
d

u g′ x
d′′

d′

v

Ðèñ. 6.13: Ç òðiéêè òðiéêà (g, d, d′) äî òðiéêè (ug′, d′, d′′)

òèì æå îáìåæåííÿì, ùî i òðiéêà (g, d, d′): ïðîòå, |d′|+|d′′| < |d′|+|d|. Çâiäñè îòðèìó¹ìî
ïðîòèði÷÷ÿ, ùî i äîâîäèòü âêëþ÷åííÿ (6.46). Íåõàé

Y = (X ∪Gx ∪ xD) \ ({x} ∪GxD). (6.47)

Çâàæàþ÷è íà òâåðäæåííÿ 6.2.10 ìíîæèíà Y ¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì
êîäîì i, êðiì òîãî, âíóòðiøí¹ ïåðåòâîðåííÿ âiäíîñíî x âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó Y â X.
Íàðåøòi ç (6.47) îòðèìó¹ìî, ùî

Card(Y ) = Card(X) + Card(G) + Card(D)− 1− Card(G) Card(D) =

= Card(X)− (Card(G)− 1)(Card(D)− 1).

Îñêiëüêè êîä G ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì i Card(A) > 2, òî ìà¹ìî Card(G) > 2. Ç
òi¹¨ æ ïðè÷èíè, îòðèìó¹ìî Card(D) > 2. Îòîæ,

Card(Y ) 6 Card(X)− 1. (6.48)

Àðãóìåíòóþ÷è iíäóêöi¹þ ïðî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî êîä Y îòðè-
ìó¹òüñÿ ç Ad ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ âíóòðiøíiõ ïåðåòâîðåíü. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
òåîðåìè.
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Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ 6.5.4 (òà ôîðìóëîþ (6.48)) êîæåí ñêií÷åííèé ìàêñè-
ìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X ⊂ A+ ñòåïåíÿ d çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Card(X) > Card(Ad), (6.49)

ïðè÷îìó ìà¹ìî ðiâíiñòü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X = Ad. Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà äîâåñòè
áåçïîñåðåäíüî íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ. òàêîæ âïðàâó 3.10.17).

Íåõàé X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä i

λ =
∑
x∈X

|x|k−|x|

ç k = Card(A). ×èñëî λ � öå ñåðåäíÿ äîâæèíà êîäóX ïî âiäíîøåííþ äî ðiâíîìiðíîãî
ðîçïîäiëó Áåðíóëëi íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü

Card(X) > kλ. (6.50)

Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó X ñòåïåíÿ d çà íàñëiäêîì 6.3.16 ìà¹ìî λ = d,
à îòæå íåðiâíiñòü (6.49) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (6.50). Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (6.50),
íåõàé n = Card(X). Òîäi

λ =
∑
x∈X

k−|x| logk k
|x|,

logk n =
∑
x∈X

k−|x| logk n.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi 1 =
∑
x∈X

k−|x|, ÿêà âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî X

¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

λ− logk n =
∑
x∈X

k−|x| logk(k
|x|/n).

Îñêiëüêè
∑
x∈X

k−|x| = 1 i îñêiëüêè ôóíêöiÿ log ¹ óâiãíóòîþ, òî ìà¹ìî

∑
x∈X

k−|x| logk(k
|x|/n) 6 logk

(∑
x∈X

k−|x|
k|x|

n

)
,

à îòæå îòðèìó¹ìî, ùî

λ− logk n 6 logk

(∑
x∈X

1

n

)
= 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíîñòü (6.50).

Ïðèêëàä 6.5.5. Íåõàé A = {a, b} i X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä
ñòåïåíÿ 4 ç ëiòåðíèì çîáðàæåííÿì, ÿêå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6.14. ßäðîì êîäó X ¹
ìíîæèíà

K =
{
ab, a2b2

}
.
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Ðèñ. 6.14: Êîä X

Íåìà¹ ïàðè (G,D), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàêñèìàëüíîãî ñóôiêñíîãî êîäó G òà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðåôiêñíîãî êîäó D òàêèõ, ùî

GabD ⊂ X.

Ç iíøîãî áîêó ìà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

Aa2b2A ⊂ X.

Êîä X îòðèìó¹òüñÿ ç êîäó Y , çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 6.15. âíóòðiøíiì ïåðåòâîðåííÿ

Ðèñ. 6.15: Êîä Y
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âiäíîñíî ñëîâà a2b2. Êîä Y îòðèìó¹òüñÿ ç êîäó A4 ïîñëiäîâíiñòþ âíóòðiøíiõ ïåðå-
òâîðåíü âiäíîñíî ñëiâ aba, ab2 i ab.

Ìè òåïåð îïèøåìî êîíñòðóêöiþ ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó, óò-
âîðåíîãî ç éîãî ïîõiäíîãî êîäó.

Íåõàé Y ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä. Ñëîâî w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì (ñòîñîâ-
íî êîäó Y ), ÿêùî iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ñëîâà w.
Åêâiâàëåíòíî ñêàçàòè òîìó, ùî ñëîâî w ý ïîâíèì, ÿêùî ðîçêëàä ñëîâà w ¹ iíòåðïðå-
òàöi¹þ.

Áiôiêñíèé êîä Y íàçèâà¹òüñÿ íåäîñòàòíiì, ÿêùî ìíîæèíà ïîâíèõ ñëiâ ñòîñîâíî
êîäó Y ¹ ñêií÷åííîþ.

Òâåðäæåííÿ 6.5.6. Òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X íàä ñêií÷åííèì àëôà-
âiòîì A ¹ ñêií÷åííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ÿäðî K ¹ íåäîñòàòíiì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî êîä X ¹ ñêií÷åííèì i d � éîãî ñòåïiíü. Ðîç-
ãëÿíåìî ñëîâî w ∈ H(X). Òîäi ñëîâî w ìà¹ ðiâíî d X-iíòåðïðåòàöié. Öå íå âñi K-
iíòåðïðåòàöi¨, îñêiëüêè K � öå ïiäìíîæèíà ïîõiäíîãî êîäó X, ùî ìà¹ ñòåïiíü d− 1.
Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ òî÷êà ñëîâà w, ÷åðåç ÿêó íå ïðîõîäèòü K-iíòåðïðåòàöiÿ. Îòæå,
ñëîâî w íå ¹ ïîâíèì äëÿ ÿäðà K. Öå äîâîäèòü, ùî ìíîæèíà ïîâíèõ ñëiâ âiäíîñíî
ìíîæèíè K, ìiñòèòü â H(X). Îñêiëüêè ìíîæèíà H(X) ¹ ñêií÷åííîþ, òî ÿäðî K ¹
íåäîñòàòíiì.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ¹ íåñêií÷åííèì. Îñêiëüêè àëôàâiò A ¹ ñêií÷åí-
íèì, òî iñíó¹ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü (an)n>0 ëiòåð òàêà, ùî ïîêëàâøè P = XA−,

pn = a0a1 · · · an ∈ P,

äëÿ âñiõ öiëèõ n > 0. Ìè ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ öiëå ÷èñëî k òàêå, ùî âñi ñëîâà
akak+1 · · · ak+l äëÿ l > 1 ¹ ïîâíèìè âiäíîñíî ÿäðà K. Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ ùîíà-
áiëüøå d(X) öiëèõ ÷èñåë n äëÿ ÿêèõ ñëîâî pn ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà â êîäi X.
Àíàëîãi÷íî, iñíó¹ ùîíàáiëüøå d(X) öiëèõ ÷èñåë n òàêèõ, ùî

an+1an+2 · · · an+m ∈ P,

äëÿ âñiõ öiëèõ m > 1. Ñïðàâäi, êîæíå òàêå öiëå ÷èñëî n âèçíà÷à¹ iíòåðïðåòàöiþ
êîæíîãî ñëîâà a0a1 · · · ar, (r > n), ÿêà âiäìiííà âiä iíòåðïðåòàöié, ùî ñòàâëÿòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü iíøèì öiëèì ÷èñëàì.

Öi ñïîñòåðåæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî iñíó¹ öiëå ÷èñëî k òàêå, ùî äëÿ âñiõ n > k
âèêîíó¹òüñÿ òàêà óìîâà: ñëîâî pn ìà¹ ñóôiêñ ó êîäi X i ñëîâî an+1an+2 · · · an+m ¹ â
êîäi X äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà m > 1. Ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹ çà iíäóêöi¹þ, ùî
äëÿ âñiõ n > k, iñíó¹ öiëå ÷èñëî i 6 k òàêå, ùî ai · · · an ∈ X∗.

Íåõàé wl = akak+1 · · · ak+l äëÿ l > 1. Ïîêàæåìî, ùî ÷åðåç êîæíó òî÷êó ñëîâà wl
ïðîõîäèòü K-iíòåðïðåòàöiÿ. Ñïðàâäi, íåõàé

u = akak+1 · · · an, v = an+1an+2 · · · ak+l,

äëÿ äåÿêîãî k 6 n 6 k + 1. Iñíó¹ öiëå ÷èñëî i 6 k òàêå, ùî ai · · · ak−1u ∈ X∗, òà iñíó¹
öiëå ÷èñëî m > k + 1 òàêå, ùî vak+1 · · · am ∈ X∗. Íàñïðàâäi, öi äâà ñëîâà ìiñòÿòüñÿ â
H(X)∩X∗, à îòæå âîíè ìiñòÿòüñÿ â ìîíî¨äi K∗. Öå ïîêàçó¹, ùî ÿäðî K ¹ äîñòàòíüîþ
ìíîæèíîþ, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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Ç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.5.7. Íåõàé X ′ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d− 1
ç ÿäðîì K ′. Äëÿ êîæíî¨ íåäîñòàòíüî¨ ïiäìíîæèíè K êîäó X ′, ÿêà ìiñòèòü ÿäðî
K ′, iñíó¹ ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X ñòåïåíÿ d, ùî ìàþòü ÿäðî K.
Òîäi ïîõiäíèì êîäó X ¹ êîä X ′.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè K � íåäîñòàòíÿ ïiäìíîæèíà, òî K íå ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñ-
íèì êîäîì. Òàêèì ÷èíîì, K ′ ⊂ K  X ′. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 6.4.6, iñíó¹ ¹äèíèé
òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X ñòåïåíÿ d i ç ÿäðîì K. Òîäi ïîõiäíèé êîä
êîäó X çáiãà¹òüñÿ ç êîäîì X ′. Çà òâåðäæåííÿì 6.5.6 êîä X ¹ ñêií÷åííèì.

Íàñòóïíèé íàñëiäîê ïðîïîíó¹ ìåòîä äëÿ ïîáóäîâè âñiõ ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ
áiôiêñíèõ êîäiâ øëÿõîì çðîñòàííÿ ñòåïåíiâ.

Íàñëiäîê 6.5.8. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà d > 2 âiäîáðàæåííÿ

X 7→ K(X)

¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ d íà ìíî-
æèíó âñiõ íåäîñòàòíiõ ïiäìíîæèí K ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ X ′

ñòåïåíÿ d− 1 òàêèõ, ùî
K(X ′) ⊂ K  X ′.

Ïðèêëàä 6.5.9. Íåõàé A = {a, b}. Äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà n > 0 iñíó¹ ¹äèíèé
ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä Xn ⊂ A+ ñòåïåíÿ n+ 2 ç ÿäðîì

Kn =
{
aibi : 1 6 i 6 n

}
.

Äëÿ n = 0 ìè ìà¹ìî K0 = ∅ i X0 = A2. Ïðèïóñòèìî, ùî çà iíäóêöi¹þ ìè ïîáóäóâàëè
êîä Xn. Òîäi Kn ⊂ Xn i òàêîæ an+2, bn+2 ∈ Xn, îñêiëüêè d(Xn) = n+ 2. Ìè ïîêàæåìî,
ùî an+1bn+1 ∈ Xn. Ñïðàâäi, æîäåí âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà an+1bn+1 íå ìiñòèòüñÿ â
êîäi Xn, îñêiëüêè êîæåí ìà¹ ñóôiêñ â êîäi Xn àáî ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà an+2.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñëîâî an+1bn+k äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî öiëîãî ÷èñëà k. Îñêiëüêè
êîä Xn ¹ ñêií÷åííèì, òî iñíó¹ äåÿêèé ïðåôiêñ an+1bn+r ∈ Xn äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà
r > 1. ßêùî r > 2, òî bn+2 ¹ ñóôiêñîì öüîãî ñëîâà. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî r = 1
i an+1bn+1 ∈ Xn.

Î÷åâèäíî, ùî Kn ⊂ Kn+1. Ìíîæèíà Kn+1 ¹ íåäîñòàòíüîþ. Íàñïðàâäi, ñëîâî a íå
ìà¹ Kn+1 iíòåðïðåòàöi¨,ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (a, 1) i ñëîâî b íåìà¹ iíòåðïðåòàöi¨,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1, b). Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ïîâíèõ ñëûâ çáiãà¹òüñÿ ç
{ε}. Íà çàâåðøåííi ìà¹ìî, ùî

Kn ⊂ Kn+1  Xn.

Öå äîâîäèòü iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü êîäó Xn+1, âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 6.5.7.

Êîä X1 ¹ êîäîì ñòåïåíÿ 3 i éîãî îïèñàíî â ïðèêëàäi 6.2.3. Êîä X2 ¹ êîäîì ñòåïåíÿ
4 ç ïðèêëàäó 6.5.5.
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Ìè çàâåðøó¹ìî öåé ïiäðîçäië ç äåÿêèìè çàóâàæåííÿìè ïðî ðîçïîäië äîâæèí ái-
ôiêñíèõ êîäiâ. Íà ïðîòèâàãó äî âèïàäêó ïðåôiêñíèõ êîäiâ, ¹ õèáíèì òâåðäæåííÿ,
ùî äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü (un)n>1 öiëèõ ÷èñåë òàêà, ùî

∑
n>1

unk
−n 6 1 ¹ ðîçïîäiëîì

äîâæèí áiôiêñíîãî êîäó íà k ëiòåðàõ. Äëÿ ïðèêëàäó, íå iñíó¹ áiôiêñíîãî êîäó íàä
àëôàâiòîì {a, b}, ÿêèé ìà¹ òîé æ ñàìèé ðîçïîäië, ùî i ïðåôiêñíèé êîä {a, ba, bb}.
Ñïðàâäi, òàêèé êîä ìà¹ ìiñòèòè ëiòåðó, ñêàæåìî a, i òîäi ìîæëèâèì ñëîâîì äîâæèíè
2 ¹ ëèøå bb. Ìè äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.5.10. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (un)n>1 öiëèõ ÷èñåë òàêî¨, ùî∑
n>1

unk
−n 6

1

2
(6.51)

iñíó¹ áiôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì ç k ëiòåð ç ðîçïîäiëîì äîâæèí (un)n>1.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n > 1, ùî iñíó¹ áiôiêñíèé êîä Xn ç ðîçïîäi-
ëîì äîâæèí (un)16i6n íà àëôàâiòi A, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç k ñèìâîëiâ. Öå òâåðäæåííÿ
¹ iñòèííèì äëÿ n = 1, îñêiëüêè u1k

−1 6 1/2, à îòæå u1 < k. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåð-
äæåííÿ iíäóêöi¨ iñòèííå äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Òîäi çà (6.51) ìà¹ìî

n+1∑
i=1

uik
−i 6

1

2

àáî åêâiâàëåíòíî, äîìíîæèâøè îáèäâà áîêè íåðiâíîñòi íà 2kn+1, îòðèìó¹ìî

2 (u1k
n + · · ·+ unk + un+1) 6 kn+1,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

un+1 6 2un+1 6 kn+1 − 2 (u1k
n + · · ·+ unk) . (6.52)

Îñêiëüêè êîä Xn ¹ áiôiêñíèì çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, òî ìà¹ìî

Card
(
XnA

∗ ∩ An+1
)

= Card
(
A∗Xn ∩ An+1

)
= u1k

n + · · ·+ unk.

Îòîæ, îòðèìó¹ìî

Card
(
(XnA

∗ ∪ A∗Xn) ∩ An+1
)
6 Card

(
XnA

∗ ∩ An+1
)

+ Card
(
A∗Xn ∩ An+1

)
6

6 2 (u1k
n + · · ·+ unk) .

Ç íåðiâíîñòi (6.52) âèïëèâà¹, ùî

un+1 6 kn+1 − 2 (u1k
n + · · ·+ unk) 6

6 Card
(
An+1

)
− Card

(
(XnA

∗ ∪ A∗Xn) ∩ An+1
)

=

= Card
(
An+1 \ (XnA

∗ ∪ A∗Xn)
)
.

Öå äîâîäèòü, ùî ìîæíà âèáðàòè ìíîæèíó Y ñëiâ un+1 äîâæèíè n + 1 íà àëôàâiòi
A, ÿêà íå ìà¹ ïðåôiêñiâ àáî ñóôiêñiâ â êîäi Xn. Òîäi ìíîæèíà Xn+1 = Y ∩ Xn ¹
áiôiêñíîþ, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.



318 Ðîçäië 6. Áiôiêñíi êîäè

Îáìåæåííÿ 1/2 ó ôîðìóëþâàííi òâåðäæåííÿ 6.5.10 íå íàéêðàùå iç ìîæëèâèõ.
Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî âèñëîâëåííÿ ìà¹ 3/4 çàìiñòü 1/2. Äëÿ çðó÷íîñòi ìè íàçèâà-
¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (un) öiëèõ ÷èñåë ¹ k-ðåàëiçîâíîþ, ÿêùî iñíó¹ áiôiêñíèé êîä íà k
ñèìâîëàõ ç òàêèì ðîçïîäiëîì äîâæèíè.

Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå ÷èñëî N > 1 òà âïîðÿäêó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi (un)16n6N öi-
ëèõ ÷èñåë, ïîêëàâøè (un) 6 (vn) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè un 6 vn äëÿ 1 6 n 6 N .
ßêùî (un) 6 (vn) i ïîñëiäîâíiñòü (vn) ¹ k-ðåàëiçîâíîþ, òî ïîñëiäîâíiñòü (un) ¹ k-
ðåàëiçîâíîþ òàêîæ. Â òàáëèöi 6.1 âèêëàäåíî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ 2-ðåàëiçîâíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé äëÿ N 6 4. Ïîêëàäåìî u(z) =

∑
unz

n. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ çìiííî¨
N ìè ïåðåðàõîâó¹ìî ó ñïàäíîìó ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó ìàêñèìàëüíó ðåàëi-
çîâíó ïîñëiäîâíiñòü iç âiäïîâiäíèì çíà÷åííÿì ñóìè u(1/2) =

∑
un2−n. Ðîçïîäiëó iç

çíà÷åííÿì 1 âiäïîâiäþòü ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè. Íàïðèêëàä, ðîçïîäië (0, 1, 4, 4)
âiäïîâiäà¹ ìàêñèìàëüíîìó áiôiêñíîìó êîäó ç ïðèêëàäó 6.2.3.

2 3 4

N u1 u2 u(1/2) u1 u2 u3 u(1/2) u1 u2 u3 u4 u(1/2)

2 0 1.0000 2 0 0 1.0000 2 0 0 0 1.0000

1 1 0.7500 1 1 1 0.8750 1 1 1 1 0.9375

1 0 2 0.7500 1 0 2 1 0.8125

1 0 1 3 0.8125

1 0 0 4 0.7500

0 4 1.0000 0 4 0 1.0000 0 4 0 0 1.0000

0 3 1 0.8750 0 3 1 0 0.8750

0 3 0 1 0.8125

0 2 2 0.7500 0 2 2 2 0.8750

0 2 1 3 0.8125

0 2 0 4 0.7500

0 1 5 0.8750 0 1 5 1 0.9375

0 1 4 4 1.0000

0 1 3 5 0.9375

0 1 2 6 0.8750

0 1 1 7 0.8125

0 1 0 9 0.8125

0 0 8 1.0000 0 0 8 0 1.0000

0 0 7 1 0.9375

0 0 6 2 0.8750

0 0 5 4 0.8750

0 0 4 6 0.8750

0 0 3 8 0.8750

0 0 2 10 0.8750

0 0 1 13 0.9375

0 0 0 16 1.0000

Òàáë. 6.1: Ñïèñîê ìàêñèìàëüíèõ 2-ðåàëiçîâíèõ ðîçïîäiëiâ äîâæèí äîâæèíè ùîíàé-
áiëüøå N 6 4

Ïî òàáëèöi 6.1 ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ñóì u(1/2) äîðiâíþ¹
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3/4. Îñêiëüêè ïåðåëi÷åíi ðîçïîäiëè ¹ ìàêñèìàëüíèìè äëÿ êîìïîíåíòíîãî ïîðÿäêó, öå
ïîêàçó¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (un)16n6N ç N 6 4 òàêî¨, ùî u(1/2) 6 3/4, iñíó¹
áiíàðíèé áiôiêñíèé êîä X òàêèé, ùî uX = u.

Îñêiëüêè òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X çà òâåðäæåííÿì 6.2.1 ¹ òàêîæ
ìàêñèìàëüíèì, ÿê êîä, éîãî ïîðîäæóþ÷èé ðÿä çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó fX(1/k) = 1, äå k �
êiëüêiñòü ëiòåð â àëôàâiòi. Ó òàáëèöÿ 6.2 ïåðåðàõîâàíi ðîçïîäiëè äîâæèí ñêií÷åííèõ
ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ d 6 4 íàä àëôàâiòîì {a, b}. Äëÿ êîæíîãî
ñòåïåíÿ, îñòàííié ñòîâï÷èê ìiñòèòü êiëüêiñòü áiôiêñíèõ êîäiâ ç öèì ðîçïîäiëîì, iç
çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ 73 ñòåïåíÿ 4. Iñíó¹ 39 ç íèõ ç {a, b}3 ÿê ïîõiäíi, òà 34 ç îäíèì
iç äâîõ iíøèõ áiôiêñíèõ êîäiâ 3-uo ñòåïåíÿ (äèâ. âïðàâè).

d 1 2 3 4

2 1 0 4 1 0 0 8 1 0 0 0 16 1

0 0 1 12 4 6

0 0 2 8 8 6

0 0 2 9 4 4 8

0 0 3 5 8 4 6

0 0 3 6 4 8 4

0 0 3 6 5 4 4 4

0 0 4 3 5 8 4 4

0 1 4 4 2 0 1 0 5 12 4 2

0 1 0 6 8 8 2

0 1 0 6 9 4 4 4

0 1 0 7 5 8 4 4

0 1 0 7 6 5 4 4 2

0 1 0 8 2 9 4 4 2

0 1 1 3 9 8 4 4

0 1 1 4 6 8 8 4

0 1 1 4 6 9 4 4 4

0 1 1 5 3 9 8 4 4

0 1 2 2 4 9 12 4 2

1 1 3 73

Òàáë. 6.2: Ðîçïîäië ïî äîâæèíi áiíàðíèõ ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ
ñòåïåíÿ, øî íå ïåðåâèùó¹ 4
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6.6 Ïîïîâíåííÿ

Äëÿ ñêií÷åííîãî áiôiêñíîãî êîäóX ïðîñòà êîíñòðóêöiÿ ïîêàçó¹, ùî âií ìiñòèòüñÿ â
ìàêñèìàëüíîìó ðàöiîíàëüíîìó áiôiêñíîìó êîäi. Ñïðàâäi, àáî êîäX âæå ¹ ìàêñèìàëü-
íèì, àáî âií ¹ äëÿ êîæíîãî äîñòàòíüî âåëèêîãî öiëîãî ÷èñëà d ÿäðîì ìàêñèìàëüíîãî
ðàöiîíàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ñòåïåíÿ d (òåîðåìà 6.4.3 i òà âïðàâà 6.7.10).

Äëÿ ðàöiîíàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó X, ÿêèé íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, âçàãàëi íå âið-
íî, ùî âií ¹ ÿäðîì äåÿêîãî ìàêñèìàëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó. Çàìiñòü
òîãî, ùîá äiÿòè ççîâíi, äîäàþ÷è ñëîâà, ùî ìàþòü ñëîâà êîäó X ÿê ìíîæíèêè, òðåáà
ïðàöþâàòè çñåðåäèíè, äîäàþ÷è ïåðøi ñëîâà, ÿêi ¹ ìíîæíèêàìè ñëiâ êîäó X (i òîìó
ìiñòÿòüñÿ â ÿäði ðåçóëüòàòó).

Òåîðåìà 6.6.1. Êîæåí ðàöiîíàëüíèé áiôiêñíèé êîä ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó
ðàöiîíàëüíîìó áiôiêñíîìó êîäi.

Íåõàé Y ⊂ A∗ � áiôiêñíèé êîä. Íàãàäà¹ìî, ùî iíäèêàòîðîì êîäó Y íàçèâà¹òüñÿ
ôîðìàëüíèé ðÿä, îçíà÷åíèé òàê:

LY = A∗(1− Y )A∗.

Íàì çíàäîáèòüñÿ äåêiëüêà âëàñòèâîñòåé iíäèêàòîðà, çãðóïîâàíèõ ó íàñòóïíié ëåìi
äëÿ çðó÷íîñòi.

Ëåìà 6.6.2. Íåõàé Y ⊂ A∗ � áiôiêñíèé êîä i L � éîãî iíäèêàòîð. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ
ñëiâ u, v, w ∈ A∗ i äîâiëüíî¨ ëiòåðè a ∈ A âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ç 1 6 i 6 (L,w), iñíó¹ ïðåôiêñ p ñëîâà w
òàêèé, ùî (L, p) = i;

(2) ÿêùî Y � ðàöiîíàëüíà ìíîæèíà i íå ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì, òî äëÿ êîæíîãî
ñëîâà u ìíîæèíà çíà÷åíü {(L, uv) : v ∈ A∗} ¹ íåîáìåæåíîþ;

(3) (L,w) = (L,wa) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñëîâî wa ìà¹ ñóôiêñ â êîäi Y ;
(4) ÿêùî (L, v) = (L, uv), òî ñëîâî uv ìà¹ ïðåôiêñ â êîäi Y ;
(5) ÿêùî Y ⊂ Z, òî LY > LZ.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü (1) ¹ áåçïîñåðåäíüî î÷åâèäíèì íàñëiäêîì ôîðìóëè (6.12) ç
òâåðäæåííÿ 6.1.11.

Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi (2) çàóâàæèìî, ùî çà òâåðäæåííÿì 2.5.20 ðàöiîíàëü-
íèé êîä ¹ òîíêèì. ßêùî ìíîæèíà Y ¹ ðàöiîíàëüíîþ i íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ, òî ií-
äèêàòîð L ¹ íåîáìåæåíèì çà òåîðåìîþ 6.3.1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà (L, v) ¹
äîñòàòíüî âåëèêîþ, i àíàëîãi÷íî çà òâåðäæåííÿì 6.1.8 îòðèìó¹ìî, ùî (L, uv) > (L, v).

(3) Çà ôîðìóëîþ 6.5 ìà¹ìî, ùî âåëè÷èíà (L,w) äîðiâíþ¹ |w| + 1 � êiëüêîñòi
ìíîæíèêiâ ñëîâà w, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi Y . Öÿ êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ ¹ òîþ æ
ñàìîþ i äëÿ ñëîâà wa, çà âèíÿòêîì âèïàäêiâ, êîëè ñëîâî wa ìà¹ ñóôiêñè â ìíîæèíi
Y , i â öüîìó âèïàäêó ñëîâî wa ìà¹ ðiâíî íà îäèí ìíîæíèê áiëüøå, îñêiëüêè Y ¹
ñóôiêñíèì êîäîì. Çâiäñè âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü (3).

(4) Ïðèïóñòèìî, ùî (L, v) = (L, uv). Çà òâåðäæåííÿì 6.1.8 ìà¹ìî, ùî (L, v) =
(L, u′v) äëÿ êîæíîãî ñóôiêñà u′ ñëîâà u. Îòæå çà ñèìåòðè÷íèì òâåðäæåííÿì äî (3),
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ïðîñòîþ ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi ñóôiêñà u′, ïî÷èíàþ÷è ç |u′| = 1, äîâî-
äèòüñÿ, ùî ñëîâî u′v ìà¹ ïðåôiêñ ó ìíîæèíi Y . Òàêèì ÷èíîì ñëîâî uv ìà¹ ïðåôiêñ
ó ìíîæèíi Y .

Âëàñòèâiñòü (5) âèïëèâà¹ ç iìïëiêàöi¨ (6.6).

Iäåÿ êîíñòðóêöi¨ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.1 ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Ïî÷àâøè
ç ðàöiîíàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó X = X0 ⊂ A+, ìè áóäó¹ìî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü
ìíîæèí (Xn)n>1, ÿêi âñi ïðåäñòàâëåíi ÿê ðàöiîíàëüíi áiôiêñíi êîäè. Äàëi äîâåäåìî,
ùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæèíà Xn ¹ ìàêñèìàëüíèì ðàöiîíàëüíèì
áiôiêñíèì êîäîì, ùî ìiñòèòü êîä X, òèì ñàìèì äîâîäÿ÷è òåîðåìó.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Y ïîêëàäåìî P (Y ) = Y \ Y A+. P (Y ) ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ
ìíîæèíè Y , ÿêi ¹ ìiíiìàëüíèìè äëÿ ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó. Òàêèì ÷èíîì, w ∈ P (Y )
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñëîâî ìiñòèòüñÿ â Y i âîíî íå ìà¹ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ó ìíî-
æèíi Y . Ìíîæèíà P (Y ) ¹ ïðåôiêñíîþ. Äàëi, ÷åðåç I(Y ) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ñëiâ
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêi ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè çi ñëîâàìè ç ìíîæèíè Y ñòîñîâíî ïðå-
ôiêñíîãî ïîðÿäêó. Iíøèìè ñëîâàìè, w ∈ I(Y ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñëîâî w íå ¹
ïðåôiêñîì ñëîâà â Y i íåìà¹ ïðåôiêñà â Y . Äåÿêèé ÷àñ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
àëãåáðà¨÷íå ôîðìóëþâàííÿ I(Y ) = A∗ \ (Y A− ∪ Y A∗). Íà çàâåðøåííi, ìè ïîçíà÷èìî
÷åðåç Y ìíîæèíó P (I(Y )). Ìíîæèíà Y íàçèâà¹òüñÿ ñóïóòíèêîì ìíîæèíè Y . Òàêèì
÷èíîì, w ∈ Y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñëîâî w ¹ íåïîðiâíÿëüíèì çi ñëîâàìè ìíîæèíè
Y i êîæå âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà w ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà â Y . Ñïðàâäi, âëàñíèé ïðåôiêñ
ñëîâà w ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà ìíîæèíè Y àáî ìà¹ ïðåôiêñ â Y , àëå äðóãèé âèïàäîê
âèêëþ÷à¹òüñÿ, îñêiëüêè öå îçíà÷àòèìå, ùî ñëîâî w ìà¹ ïðåôiêñ ó ìíîæèíi Y , à îòæå
öå ñëîâî ìîæíà ïîðiâíÿòè ç åëåìåíòàìè ìíîæèíè Y .

Ñóïóòíèêà ìíîæèíè íå ñëiä ïëóòàòè ç éîãî äîïîâíåííÿì. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî
÷åðåç A−Y (âiäïîâiäíî, Y A−) ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà âëàñíèõ ñóôiêñiâ (âiäïîâiäíî,
ïðåôiêñiâ) ñëiâ ó ìíîæèíi Y .

Òâåðäæåííÿ 6.6.3. Íåõàé X = X0 � áiôiêñíèé êîä. Îçíà÷èìî ðåêóðåíòíî äëÿ
öiëèõ ÷èñåë n > 0:

Ln = LXn , (6.53)

Vn = {w ∈ A∗ : (Ln, w) = n+ 1} , (6.54)

Zn = I(Xn) ∩ P (Vn), (6.55)

Xn+1 = Xn ∪ (Zn \ A−X). (6.56)

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ìíîæèíà Xn ¹ áiôiêñíèì êîäîì i (Ln, w) 6 n
äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ Xn \X.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî Xn ¹ áiôiêñíèì êîäîì i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü ó òâåð-
äæåííi. Ìè äîâåäåìî, ùî àíàëîãi÷íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ Xn+1. Çà ðiâíiñòü (6.55) ìíîæè-
íà Zn ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì, ÿêèé ¹ íåïîðiâíÿëüíèì ç Xn ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿä-
êó. Ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü (6.56) ìíîæèíà Xn+1 ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ ïðåôiêñíèõ êîäiâ,
ÿêi ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, îñêiëüêè ìíîæèíà (Zn \A−X)
ìiñòèòüñÿ â I(Xn). Òàêèì ÷èíîì, ñàìà ìíîæèíà Xn+1 ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì.

Ìè äîâåäåìî, ùî Xn+1 ¹ ñóôiêñíèì êîäîì. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: äëÿ äåÿêèõ
ñëiâ x, x′ ∈ Xn+1, ñëîâî x ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà x′. Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî äâà
âèïàäêè: àáî x ∈ Xn, àáî x ∈ Zn \ A−X.



322 Ðîçäië 6. Áiôiêñíi êîäè

Ó ïåðøîìó âèïàäêó, ìà¹ìî, ùî x′ /∈ Xn, îñêiëüêè ìíîæèíà Xn ¹ ñóôiêñíèì êîäîì
çà iíäóêöi¹þ. Òàêèì ÷èíîì, x′ ∈ Zn\A−X òà x′ ∈ P (Vn), à îòæå x′ ìiñòèòüñÿ â Vn, i çà
îçíà÷åííÿì îñòàííüîãî îòðèìó¹ìî, ùî (Ln, x

′) = n+ 1. Çàïèøåìî x′ = wa, äå a ∈ A.
Îñêiëüêè ñëîâî x′ ìà¹ ñóôiêñ ó êîäi Xn (íàçâåìî éîãî x), òî çà ëåìîþ 6.6.2(3) ìà¹ìî
(Ln, w) = (Ln, wa). Îòîæ (Ln, w) = n+ 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî w ∈ Vn. Öå ñóïåðå÷èòü
òîìó, ùî x′ ∈ P (Vn).

Ó äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî x ∈ Zn, à îòæå x ∈ Vn i (Ln, x) = n + 1. Áiëüøå
òîãî, x′ /∈ X, áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìàëè á, ùî x ∈ A−X. Ïðèïóñòèìî, ùî
x′ ∈ Xn. Òîäi x′ ∈ Xn \ X i çà ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ îòðèìó¹ìî, ùî (Ln, x

′) 6 n.
Çà òâåðäæåííÿì 6.1.8 îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè ñëîâî x ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà
x′. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî x′ ∈ Zn \ A−X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x′ ∈ Vn, à îòæå
(Ln, x

′) = n + 1 = (Ln, x). Ç ëåìè 6.6.2(4) ìè îòðèìó¹ìî, ùî ñëîâî x′ ìà¹ ïðåôiêñ â
êîäi Xn. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè x′ ∈ Zn ⊂ I(Xn).

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî (Ln+1, x) 6 n + 1 äëÿ x ∈ Xn+1 \ X. Ñïðàâäi, íåõàé
x ∈ Xn+1\X. Îñêiëüêè Xn ⊂ Xn+1, òî çà ëåìîþ 6.6.2(5) ìà¹ìî, ùî (Ln+1, x) 6 (Ln, x).
Ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Xn+1 � öå áiôiêñíèé êîä. Çàóâàæèìî, ùî Ln+1 > Ln çà
ëåìîþ 6.6.2(5) îñêiëüêè Xn ¹ ïiäìíîæèíîþ â Xn+1. ßêùî x ∈ Xn, òî çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ ìà¹ìî (Ln, x) 6 n, à ÿêùî x /∈ Xn, òî x ∈ Zn ⊂ Vn, à îòæå (Ln, x) = n+ 1. Â
îáèäâîõ âèïàäêàõ ìè îòðèìó¹ìî, ùî (Ln+1, x) 6 n+ 1.

Çàóâàæèìî, ùî ó ôîðìóëþâàííi òâåðäæåííÿ 6.6.3 îá'¹äíàííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹ êîäè
Xn+1 ¹ äèç'þíêòíèì, îñêiëüêè Zn ⊂ I(Xn) i ìíîæèíà I(Xn) íå ìîæå ïåðåòèíàòè
êîä Xn.

Ëåìà 6.6.4. Íåõàé X = X0 � ðàöiîíàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Òîäi Xn ¹ ðàöiîíàëüíîþ
ìíîæèíîþ äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òâåðäæåííÿ iíäóêöi¹þ ïî n. Äëÿ n = 0 çà ïðèïóùåííÿì.
Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî ìíîæèíà Xn ¹ ðàöiîíàëüíîþ. Íåõàé Un = A∗ \XnA

∗. Ìíîæèíà
Un ¹ ðàöiîíàëüíîþ. Çà ôîðìóëîþ (6.4) äëÿ êîæíîãî ñëîâà z çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ (Ln, z)
êiëüêîñòi ñóôiêñiâ ñëîâà z, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â Un.

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ùî ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó Un. Íåõàé
B = (Q∪ ω, ω, T ∪ ω) ç ω /∈ Q � àâòîìàò ïîáóäîâàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïåðåõîäàìè
¹ òàêi ïåðåõîäè àâòîìàòà A ïëþñ ïåòëi (ω, a, ω) äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè a â àëôàâiòi A üà
ïåðåõiä (ω, a, q) äëÿ êîæíîãî ïåðåõîäó (i, a, q) àâòîìàòà A.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ñëîâà z êiëüêiñòü óñïiøíiõ øëÿõiâ ïîìi÷åíèõ ñëîâîì z, ÿêi ïî÷è-
íàþòüñÿ â ω äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñóôiêñiâ ñëîâà z, ùî ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi Un. Iíøèìè
ñëîâàìè, (Ln, z) = (|B|, z). îòæå, çà òâåðäæåííÿì 1.10.4 ìíîæèíà Vn ¹ ðàöiîíàëüíîþ.
Îñêiëüêè

I(Xn) = A∗ \
(
XnA

− ∪XnA
∗) ,

òî ìíîæèíà I(Xn) ¹ ðàöiîíàëüíîþ. Ïîçàÿê P (Vn) = Vn \ VnA+, òî ìíîæèíà P (Vn)
¹ òàêîæ ðàöiîíàëüíîþ. Îòæå, ìíîæèíà Zn ¹ ðàöiîíàëüíîþ, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ðàöiîíàëüíîþ ¹ ìíîæèíà Xn+1.

Âiäòåïåð ìè ââàæà¹ìî, ùî X = X0 � öå ðàöiîíàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Äëÿ äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè äîñèòü, ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 6.6.3, ïîêàçàòè, ùî Xn � ìàêñèìàëüíèé
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áiôiêñíèé êîä äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Çà òåîðåìîþ 2.5.13 òà òâåðäæåí-
íÿì 2.5.20 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî Xn ¹ ïîâíèì ñïðàâà ïðåôiêñíèì êîäîì. Öå ìåòà
íàñòóïíèõ ëåì.

Äëÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè S âèñîòîþ åëåìåíòà s ∈ S íàçèâà¹òüñÿ
ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ëàíöþãiâ, ÿêi ñòðîãî çðîñòàþòü, ùî çàêií÷óþòüñÿ íà s. Âèñî-
òà åëåìåíòà s ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè S ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç h(s). Âèñîòîþ
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè S íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà âèñîòà éîãî åëåìåí-
òiâ, òîìó öå ïðîñòî ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ñòðîãî çðîñòàþ÷îãî ëàíöþãà åëåìåíòiâ ó
S. Âèñîòà ¹ ñêií÷åííîþ àáî íåñêií÷åííîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(i) ìíîæèíó åëåìåíòiâ
âèñîòè i ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè S.

Ç òâåðäæåííÿ 3.2.12 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðàöiîíàëüíîãî êîäó Y âèñîòà ìíîæèíè
ñóôiêñiâ êîäó Y , âïîðÿäêîâàíèõ ïðåôiêñíèì ïîðÿäêîì ¹ ñêií÷åííîþ. Ñèìåòðè÷íà
âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñóôiêñíèõ êîäiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç π âèñîòó ìíîæèíè
ïðåôiêñiâ êîäó X äëÿ ñóôiêñíîãî ïîðÿäêó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç X = P (I(X)) ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóïóòíèê ìíîæèíè X. Òàêèì
÷èíîì, ñëîâî ìiñòèòüñÿ â X, ÿêùî âîíî ý íåïîðiâíÿëüíèì çi ñëîâàìè ìíîæèíè X
ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó òà íåìà¹ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ.

Ëåìà 6.6.5. Âèñîòà ñóïóòíèêà X ñòîñîâíîãî ìíîæíèêîâîãî ïîðÿäêó íå ïåðåâèùó¹
âåëè÷èíè π.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷èé ëàíöþã ñòîñîâíî
ìíîæíèêîâîãî ïîðÿäêó x0, x1, x2, . . . , xπ äîâæèíè π + 1 ç xi ∈ X. Ïîçàÿê ñóïóòíèê
X ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì, òî ñëîâî xi íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà xi+1. Ìè ìîæåìî çàïèñàòè
xi = pisi òàê, ùî êîæíå ñëîâî pi ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà pi+1, êîæíå ñëîâî si ¹
íåïîðîæíiì âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà si+1 (äèâ. ðèñ. 6.16).

s0p0x0

...

s1p1x1

...

s2p2x2

Ðèñ. 6.16: Ëàíöþã äëÿ ìíîæíèêîâîãî ïîðÿäêó

Çàóâàæèìî, ùî pi 6= pi+1, îñêiëüêè ñëîâî xi íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà xi+1. Òàêèì
÷èíîì, p0, . . . , pπ ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷èì ëàíöþãîì ñòîñîâíî ñóôiêñíîãî ïîðÿäêó.

Ìè äîâåäåìî, ùî êîæíå ñëîâî pi ¹ ïðåôiêñîì äåÿêîãî ñëîâà â ìíîæèíi X, çâiäêè
îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ âåëè÷èíè π. Ñïðàâäi, êîæíå ñëîâî pi ¹
âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà xi. Îñêiëüêè xi ∈ P (I(X)), òî êîæåí âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà
xi ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà â ìíîæèíi X. Îòîæ, ñëîâî pi ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà â X.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó X, ñóïóòíèê ìíîæèíè X, âïîðÿäêîâàíó ìíîæíèêîâèì ïî-
ðÿäêîì. Äëÿ öiëîãî ÷èñëà i > 1 ïîêëàäåìî

X
(i)

=
{
w ∈ X : h(w) 6 i

}
,
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äå ÷åðåç h(w) ïîçíà÷à¹òüñÿ äîâæèíà ñëîâà w â ìíîæèíi X ñòîñîâíî ìíîæíèêîâî-

ãî ïîðÿäêó. Çîêðåìà, X
(1)

� öå ìíîæèíà ñëiâ ó ñóïóòíèêó X, ÿêi ¹ ìiíiìàëüíèìè
ñòîñîâíî ìíîæíèêîâîãî ïîðÿäêó. Ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî X

(π)
= X.

Íåõàé σ äîðiâíþ¹ 1+�âèñîòà ìíîæèíè ñóôiêñiâ ìíîæèíè X ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî
ïîðÿäêó�.

Ëåìà 6.6.6. Íåõàé T � ìíîæèíà ñëiâ òàêà, ùî êîæåí âëàñíèé ñóôiêñ ñëîâà ç T ¹
ïîðiâíÿëüíèìè ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó ç äåÿêèì ñëîâîì ó Xn. Òîäi ðÿä Ln ¹
îáìåæåíèì íà T .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w ∈ T . Çà òâåðäæåííÿì 6.1.6 ìà¹ìî, ùî (Ln, w) = 1 + l, äå l �
êiëüêiñòü âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëîâà w, ùî ìiñòÿòüñÿ â A∗ \XnA

∗. Òåïåð, îñêiëüêè æîäåí
ç öèõ ñóôiêñiâ íå ìiñòèòüñÿ â I(Xn), òî âîíè âñi íàëåæàòü ìíîæèíi XnA

−.

Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî l ¹ îáìåæåíèì ìàêñèìàëüíîþ äîâæèíîþ çðîñòàþ÷èõ ëàíöþ-
ãiâ ïðåôiêñiâ ìíîæèíè Xn ñòîñîâíî ñóôiêñíîãî ïîðÿäêó. Öÿ âåëè÷èíà ¹ îáìåæåíîþ
çà ñèìåòðè÷íèì âèñëîâëåííÿ äî òâåðäæåííÿ 3.2.12, îñêiëüêè ìíîæèíà Xn ¹ ðàöiî-
íàëüíîþ.

Ëåìà 6.6.7. Iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî m òàêå, ùî ðÿä Lm ¹ îáìåæåíèì íà ñóïóòíèêó
X ìíîæèíè X.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî i > 1 iñíóâàííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k òàêîãî,
ùî ðÿä Lk ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi X

(i)
.

Äëÿ i = 1 ìè äîâåäåìî, ùî ðÿä L0 ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi X
(1)
. Äëÿ öüîãî

ïîêàæåìî, ùî ìîæíà çàñòîñóâàòè ëåìó 6.6.6 ç n = 0 i T = X
(1)
. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî

ïðîòèëåæíå, ùî äåÿêå ñëîâî v ∈ X(1)
ìà¹ âëàñíèé ñóôiêñ s, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â I(X).

Òîäi äåÿêèé ïðåôiêñ ñëîâà s ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi P (I(X)) = X, i ñëîâî v ìà¹ âëàñíèé

ìíîæíèê â ìíîæèíi X, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ìíîæèíè X
(1)
.

Ïðèïóñòèìî, ùî i > 1. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíóþòü öiëi ÷èñëà m i l òàêi,
ùî Lm(w) 6 l äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ X

(i−1)
. Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî m 6 l. Íåõàé

k = l+σ, äå âåëè÷èíà σ áóëà âèçíà÷åíà ðàíiøå. Ïîçàÿêm 6 l+σ, òî ìà¹ìîXm ⊂ Xl+σ

i Lm > Ll+σ çà ëåìîþ 6.6.2(5). Òàêèì ÷èíîì, ðÿä Lk ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi X
(i−1)

.

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî ðÿä Lk ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi X
(i)
.

Íåõàé w ∈ X
(i) \ X(i−1)

. Ìè äîâåäåìî, ùî êîæåí âëàñíèé ïðåôiêñ u ñëîâà w ¹
ïîðiâíÿëüíèì ç Xk ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó.

Ñïðàâäi, ÿêùî ñëîâî u ¹ ïîðiâíÿëüíèì ç X ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó, òî
âîíî ¹ ïîðiâíÿëüíèì ç Xk, îñêiëüêè X ⊂ Xk. ßêùî iíøèìè ñëîâàìè u ∈ I(X), òî
ñëîâî u ìà¹ ïðåôiêñ v â ìíîæèíi X. Òîäi ñëîâî v ¹ âëàñíèì ìíîæíèêîì ñëîâà w,
à îòæå ñëîâà v ∈ X(i−1)

i u ∈ X(i−1)
A∗ ¹ ïîðiâíÿëüíèìè ç Xk ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî

ïîðÿäêó çà ëåìîþ 6.6.8 íèæ÷å ç T = X
(i−1)

. Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñóâàâøè ëåìó 6.6.6 ç
T = X

(i) \X(i−1)
i n = k, i ìè âèâîäèìî, ùî ðÿä Lk ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi X

(i)
.

Ëåìà 6.6.8. Íåõàé T ⊂ X i m, l � äâà öiëèõ ÷èñëà òàêèõ, ùî 0 6 m 6 l. ßêùî êîä
Xl+σ íå ¹ ìàêñèìàëüíèì i (Lm, w) 6 l äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ T , òî êîæíå ñëîâî
â ìíîæèíi TA∗ ¹ ïîðiâíÿëüíèì ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó iç ñëîâîì ó ìíîæèíi
Xl+σ.
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Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî Wi = P (Vl+i) ∩ TA∗ äëÿ i > 0. Ãîëîâíèé êðîê ïîëÿãà¹ â
äîâåäåííi òîãî, ùî êîæíå ñëîâî â ìíîæèíi Wσ ìà¹ äåÿêèé ïðåôiêñ ó ìíîæèíi Xl+σ.

Äëÿ öüîãî, âiçüìåìî ñëîâî v ∈ Wσ. Ïîçàÿê v ∈ Vl+σ, òî ìà¹ìî (Ll+σ, v) = l+σ+ 1.
Íåõàé i ∈ {0, · · · , σ}. Òîäi Xl+i ⊂ Xl+σ i òàêèì ÷èíîì çà ëåìîþ 6.6.2(5) ìà¹ìî, ùî

(Ll+i, v) > (Ll+σ, v) = l + σ + 1 > l + i+ 1.

Òàêèì ÷èíîì, çà ëåìîþ 6.6.2(1) iñíó¹ ïðåôiêñ pi ñëîâà v òàêèé, ùî (Ll+i, pi) =
l + i + 1, à îòæå pi ∈ Vl+i. Ìè ìîæåìî íàâiòü ïðèïóñòèòè, âèáðàâøè íàéêîðîòøèé
ïðåôiêñ, ùî pi ∈ P (Vl+i). Äëÿ i < σ ñëîâî pi ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà pi+1. Ñïðàâ-
äi, ïðèïóñòèâøè ïðîòèëåæíå, ùî ñëîâî pi+1 ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà pi, òî çà òâåðäæåí-
íÿì 6.1.8 i ëåìîþ 6.6.2(5) îòðèìó¹ìî, ùî

l + i+ 1 = (Ll+i, pi) > (Ll+i, pi+1) > (Ll+i+1, pi+1) = l + i+ 2,

ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåïåð, v = tu äëÿ äåÿêèõ ñëiâ t ∈ T i u ∈ A∗. Ìè ìà¹ìî l + i + 1 > l > (Lm, t)
çà ïðèïóùåííÿì â ëåìi òà (Lm, t) > (Ll+i, t) çà ëåìîþ 6.6.2(5), îñêiëüêè Xm ⊂ Xl+i.
Îñêiëüêè (Ll+i, pi) = l + i + 1, òî ñëîâî t ìà¹ áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà pi çà òâåðäæåí-
íÿì 6.1.8. Îòîæ pi ∈ TA∗, à îòæå pi ∈ Wi.

Ïðè ïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî v ∈ I(Xl+σ). Ìè ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî pi ∈ I(Xl+i).

Ñïðàâäi, ñëîâî pi íå ìîæå ìàòè ïðåôiêñà â ìíîæèíi Xl+i, îñêiëüêè öå ñëîâî ìàëî
á áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà v, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî ñëîâî v íå ¹ ïîðiâíÿëü-
íèì ç ìíîæèíîþ Xl+σ, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó Xl+i. Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî ñëîâî pi
¹ ïðåôiêñîì äåÿêîãî ñëîâà x ∈ Xl+i. Òîäi ñëîâî t,ÿêå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà pi ¹ òàêîæ
ïðåôiêñîì ñëîâà x. Ïîçàÿê ñëîâî t ¹ íåïîðiâíÿëüíèì ç X, òî ñëîâî x íå ìiñòèòüñÿ â
X. Òàêèì ÷èíîì, çà òâåðäæåííÿì 6.6.3 ìà¹ìî, ùî (Ll+i, x) 6 l + i, çâiäêè âèïëèâà¹
çà òâåðäæåííÿì 6.1.8, ùî (Ll+i, pi) 6 (Ll+i, x) 6 l + i. Àëå pi ∈ Wi ⊂ Vl+i, i çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî (Ll+i, pi) = l + i+ 1, ïðîòèði÷÷ÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî i < σ. Ïîçàÿê ñëîâî pi ìiñòèòüñÿ â I(Xl+i), òî âîíî ìiñòèòüñÿ â
Zl+i. Òåïåð, pi /∈ Xl+i+1, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñëîâî v ìà¹ ïðåôiêñ ó
ìíîæèíi Xl+i+1 ⊂ Xl+σ, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî v ∈ I(Xl+σ). Òàêèì ÷èíîì,
ìà¹ìî pi ∈ A−X, îñêiëüêè Zl+i \ A−X ⊂ Xl+i+1.

Ïîçàÿê ñëîâî pi ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà pi+1, òî îòðèìó¹ìî ëàíöþã σ ñóôiêñiâ
ìíîæèíè X, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ëàíöþãà σ.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî v /∈ I(Xl+σ), à îòæå iñíó¹ äåÿêå ñëîâî x ∈ Xl+σ, ÿêå ¹ ïîðiâ-
íÿëüíèì iç ñëîâîì v. ßêùî ñëîâî v ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà x, òî x /∈ X, áî â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ñëîâî t ¹ ïîðiâíÿëüíèì ç X, ñóïåðå÷à÷è òîìó ôàêòó, ùî t ∈ T ⊂ X. Ç òâåð-
äæåííÿ 6.6.3 âèïëèâà¹, ùî (Ll+σ, x) 6 l+σ. Òåïåð îòðèìó¹ìî (Ll+σ, v) = l+σ+1, àëå
öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 6.1.8. Îòîæ, ñëîâî x ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v. Òàêèì ÷èíîì,
ìè äîâåëè, ùî êîæíå ñëîâî â ìíîæèíi Wσ ìà¹ ïðåôiêñ ó ìíîæèíi Xl+σ.

Íåõàé òåïåð w = tu � ñëîâî ç ìíîæèíè TA∗ ç t ∈ T . Çà ëåìîþ 6.6.2(5) ìà¹ìî

(Ll+σ, t) 6 (Lm, t) 6 l < l + σ + 1.
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Òàêèì ÷èíîì, çà òâåðäæåííÿì 6.1.8 i ëåìîþ 6.6.2(2) îñêiëüêè êîä Xl+σ íå ¹ ìàêñè-
ìàëüíèì, òî iñíó¹ äåÿêå ñëîâî u′, ÿêå ¹ ïîðiâíÿëüíèì çi ñëîâîì u ñòîñîâíî ïðåôiêñíîãî
ïîðÿäêó òàêå, ùî

Ll+σ(tu′) = l + σ + 1.

Òàêèì ÷èíîì, v = tu′ ∈ Vl+σ, à îòæå ìîæíà íàâiòü ïðèïóñêàòè, ùî v ∈ P (Vl+σ), i
çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî v ∈ Wσ. ßê áóëî âæå íàìè äîâåäåíî, ñëîâî v ìà¹ ïðåôiêñ â
ìíîæèíi Xl+σ, à ç öüîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñëîâî w ¹ ïîðiâíÿëüíèì çi ñëîâîì ó
ìíîæèíi Xl+σ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.1. Çà ëåìîþ 6.6.7 ôîðìàëüíèé ðÿä Lk ¹ îáìåæåíèì íà
ìíîæèíi X äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî çíàéòè íà-
òóðàëüíå ÷èñëî l òàêå, ùî k 6 l i (Lk, w) 6 l äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ X. Ç ëåìè 6.6.8
òà ðiâíîñòi T = X âèïëèâà¹, ùî êîæíå ñëîâî â ìíîæèíi XA∗ ¹ ïîðiâíÿëüíèì ñòî-
ñîâíî ïðåôiêñíîãî ïîðÿäêó ç äåÿêèì ñëîâîì ó ìíîæèíi Xl+σ. Íåõàé w ∈ A∗. ßêùî
ñëîâî w íå ¹ ïîðiâíÿëüíèì çi ñëîâîì ó ìíîæèíi X, òî âîíî ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi
XA∗, à îòæå ¹ ïîðiâíÿëüíèì çi ñëîâîì ó ìíîæèíi Xl+σ. Öå äîâîäèòü, ùî ìíîæèíà
Xl+σ ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì, ÿêèé ìiñòèòü êîä X. Âîíà ¹ ðàöiîíàëüíîþ çà
ëåìîþ 6.6.4, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàâåäåìî òåïåð ïðèêëàä, ÿêèé ìîæå âèñâiòëèòè ïîïåðåäí¹ âèêëàäåíî. Íåõàé X =
X0 = ba∗bb. Äåðåâî, ÿêå çîáðàæà¹ êîä X, ðîçãëÿíóòèé ÿê ïðåôiêñíèé êîä, ïðåäñòàâ-
ëåíî íà ðèñ. 6.17 ëiâîðó÷, äå çíà÷åííÿ iíäèêàòîðà íà ïðåôiêñàõ çîáðàæåíî. Çâiäñè
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Ðèñ. 6.17: Ïðåôiêñíi êîäè X = ba∗bb é X = a ∪ ba∗ba.

âèïëèâà¹, ùî

I(X) = aA∗ ∪ b2aA∗ ∪ babaA∗ ∪ ba2baA∗ ∪ · · · = aA∗ ∪ ba∗baA∗.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî X = a ∪ ba∗ba. Ïðåôiêñíèé êîä X çîáðàæåíî íà
ðèñ. 6.17 ïðàâîðó÷ çi çíà÷åííÿìè iíäèêàòîðà L0 íà éîãî ïðåôiêñàõ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
çà îçíà÷åííÿì iíäèêàòîðà L0 ìà¹ìî

(L0, a) = 2 i (L0, ba
nba) = n+ 4,

îñêiëüêè ñëîâà a i banba íå ìàþòü ìíîæíèêiâ ó êîäi X. Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 6.1.8
ìà¹ìî, ùî (L0, w) > 2 äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà w ç ìíîæèíè I(X) = (a ∪ ba∗ba)A∗, i ìè
ç öüîãî âèâîäèìî, ùî Z0 = ∅. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

X = X1 i I(X) = I(X1).
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Ðèñ. 6.18: Áiôiêñíi êîäè X2 = a ∪ ba∗bb i X4 = a ∪ ba∗ba∗b.

Òåïåð ¹äèíèì ìîæëèâèì ñëîâîì ó ìíîæèíi Z1 = I(X1) ∩ P (V1) ¹ ëiòåðà a. Îòîæ,
ìà¹ìî Z1 = {a} é X2 = X1 ∪ {a} = a ∪ ba∗bb, îñêiëüêè a /∈ A−X (äèâ. ðèñ. 6.18).

Äàëi, I(X2) = ba∗baA∗. Ìà¹ìî

(L2, ba
nba) = n+ 4− (n+ 1) = 3,

îñêiëüêè ëèøå ìíîæíèêîì ñëîâà banba ó ìíîæèíi X2 ¹ ëiòåðà a, ÿêà âõîäèòü n + 1
ðàç. Áiëüøå òîãî, (L2, ba

nb) = 3, à îòæå banba /∈ P (V2), i àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî,
ùî æîäíîãî ñëîâà w íå ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi I(X2), ùî ìiñòèòüñÿ â P (V2). Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî Z2 = ∅ i X3 = X2.

Òåïåð ìà¹ìî
Z3 = P (V3) ∩ I(X3) = ba∗ba+ b.

Ñïðàâäi,
(L3, ba

nbam) = 3 i (L3, ba
nbamb) = 4.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

X4 = a ∪ ba∗bb ∪ ba∗ba+b = a ∪ ba∗ba∗b.

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî I(X4) = ∅, i òîìó êîä X4 ¹ ïîâíèì ñïðàâà, à îòæå ¹ ìàêñè-
ìàëüíèì.
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6.7 Âïðàâè äî ðîçäiëó 6

Ïiäðîçäië 6.1

B. 6.7.1. Íåõàé X ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä i L = LX � éîãî iíäèêàòîð. Äîâåäiòü, ÿêùî
äëÿ u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (L, uvu) = (L, u), òî (L, (uv)mu) = (L, u) äëÿ âñiõ
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ m.

B. 6.7.2. ÍåõàéX ⊂ A+ � áiôiêñíèé êîä iH � ïiäãðóïà âiëüíî¨ ãðóïè íàä ìíîæèíîþ
A, ÿêà ïîðîäæåíà êîäîì X. Äîâåäiòü, ùî òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìiíiìàëüíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ ¹ áiäåòåðìiíîâàíèì;
(ii) äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ t, u, v, w ∈ A∗, ç óìîâè tu, vu, vw ∈ X âèïëèâà¹, ùî tw ∈ X;

(iii) H ∩ A∗ = X∗.

B. 6.7.3. Ìåòà öi¹¨ âïðàâè � îïèñàòè ìåòîä, ÿêèé äîçâîëÿ¹ äåêîäóâàòè â îáîõ íà-
ïðÿìêàõ áóäü-ÿêèé ñêií÷åííèé áiíàðíèé ïðåôiêñíèé êîä. Íåõàé X � ñêií÷åííèé ïðå-
ôiêñíèé êîä íàä àëôàâiòîì {0, 1}, i íåõàé l � ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ñëiâ êîäó X.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x1, x2, . . . , xn êîäîâèõ ñëiâ. Íåõàé

w = x1x2 · · ·xn0l ⊕ 0lx̃1x̃2 · · · x̃n, (6.57)

äå ÷åðåç x̃ ïîçíà÷à¹ìî îáåðíåíå ñëîâî äî ñëîâà x, à ÷åðåç ⊕ ïîçíà÷à¹òüñÿ äîäàâàííÿ
çà mod 2. Äîâåäiòü, ùî ñëîâî w ìîæíà äåêîäóâàòè â îáîõ íàïðÿìêàõ çi ñêií÷åííîþ
çàòðèìêîþ.

Ïiäðîçäië 6.2

B. 6.7.4. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä. Äëÿ êîæíîãî
ñëîâà w = a1a2 · · · an ∈ F (X) ç ai ∈ A, ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïåðåòâîðåííÿ ρw
ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}.

(1) Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà i ∈ {1, 2, . . . , n} iñíó¹ ¹äèíå öiëå ÷èñëî
k ∈ {1, 2, . . . , n} òàêå, ùî àáî aiai+1 · · · ak ∈ X àáî aiai+1 · · · ana1 · · · ak ∈ X.
Ïîêëàäåìî ρw(i) = k. Öå âèçíà÷à¹ äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈ F (X) ïåðåòâîðåííÿ
ρw ìíîæèíè {1, 2, . . . , |w|}.

(2) Äîâåäiòü, ùî êîä X ¹ ñóôiêñíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòâîðåííÿ ρw ¹
ií'¹êòèâíèì äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ F (X).

(3) Äîâåäiòü, ùî êîä X ¹ ïîâíèì ñïðàâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòâîðåííÿ ρw ¹
ñóð'¹êòèâíèì äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ F (X).

(4) Âèâåäiòü ç öüîãî, ùî òîíêèé ìàêñèìàëüíèé ïðåôiêñíèé êîä ¹ ñóôiêñíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ ïîâíèì çëiâà (äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.2.1.

B. 6.7.5. Íåõàé P = {ww̃ : w ∈ A∗} � ìíîæèíà ïàëiíäðîìíèõ ñëiâ ïàðíî¨ äîâæèíè.

(1) Äîâåäiòü, ùî ìîíî¨ä P ∗ ¹ áióíiòàðíèì. Íåõàé X � áiôiêñíèé êîä òàêèé, ùî
X∗ = P ∗. Òîäi X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïàëiíäðîìíèõ ïåðâèííèõ åëåìåíòiâ.

(2) Äîâåäiòü, ùî êîä X ¹ ïîâíèì çëiâà òà ïîâíèì ñïðàâà.
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B. 6.7.6. Äîâåäiòü, ùî äâà ìàêñèìàëüíi áiôiêñíi êîäè, ÿêi îòðèìàíi îäèí âiä iíøîãî
âíóòðiøíiì ïåðåòâîðåííÿì, ¹ àáî îáèäâà ðîçïiçíàâàíèìè, àáî îáèäâà íå ¹ ðîçïiçíà-
âàíèìè.

B. 6.7.7. Äîâåäiòü, ùî ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä X ⊂ A+ ¹ ãðóïîâèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ

uv, uw, rv ∈ X∗ =⇒ rw ∈ X∗ (6.58)

äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u, v, w, r ∈ A∗.
(Ïiäêàçêà: âèêîðèñòàéòå âïðàâó 6.7.2.)

Ïiäðîçäië 6.3

B. 6.7.8. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé êîä áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d. Íåõàé
w ∈ H(X) i

1 = p1, p2, . . . , pd

� ïîñëiäîâíiñòü ñóôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi ¹ âëàñíèìè ïðåôiêñàìè êîäó X. Ïîêëàäåìî
Y1 = 1 i Yi = p−1

i X äëÿ 2 6 i 6 d. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ìíîæèíà Yi ¹ ìàêñèìàëüíîþ
ïðåôiêñíîþ ìíîæèíîþ, i òîäi ìíîæèíà S âëàñíèõ ñóôiêñiâ êîäó X ¹ äèç'þíêòíèì
îá'¹äíàííÿì ìíîæèí Yi (äèâ. òåîðåìó 6.3.15).

B. 6.7.9. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé êîä áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d i S � ìíî-
æèíà éîãî âëàñíèõ ñóôiêñiâ. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ¹äèíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè S íà äâà
äèç'þíêòíi îá'¹äíàííÿ d ïðåôiêñíèõ ìíîæèí Yi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Yi−1 ⊂
YiA

− äëÿ 2 6 i 6 d.
(Ïiäêàçêà: ïðèéìåìî Yd = S ∩H(X).)

Ïiäðîçäië 6.4

B. 6.7.10. Íåõàé X � ñêií÷åííèé áiôiêñíèé êîä. Äîâåäiòü, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðå-
ìó 6.4.3, ùî iñíó¹ ðîçïiçíóâàíèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä, ÿêèé ìiñòèòü êîä X.

B. 6.7.11. Äîâåäiòü, ÿêùî X � ðîçïiçíóâàíèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ
d > 2, òî ïîõiäíèé êîä ¹ ðîçïiçíóâàíèì.

(Ïiäêàçêà: âèêîðèñòàéòå òâåðäæåííÿ 6.3.14.)

B. 6.7.12. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d > 2. Íåõàé
w ∈ H(X) i s � íàéäîâøèé ïðåôiêñ ñëîâà w, ÿêèé ¹ âëàñíèì ñóôiêñîì êîäó X. Äàëi,
íåõàé ñëîâî x � ïðåôiêñ ñëîâà w, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â X. Äîâåäiòü, ùî íàéêîðîòøå
ñëîâî ç s i x ìiñòèòüñÿ â ïîõiäíîìó êîäi X ′.

(Ïiäêàçêà: äîâåäiòü, ÿêùî |x| > |s|, òî s ∈ (HA \H) ∩ (AH \H), ç H = A−XA−.)

B. 6.7.13. Íåõàé X1 i X2 � äâà òîíêèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäè, ÿêi ìàþòü
îäíàêîâi ÿäðà: K(X1) = K(X2). Ïîêëàäåìî

P1 = A∗ \X1A
∗,

P2 = A∗ \X2A
∗,

Z = (X1 ∩ P2) ∪ (X1 ∩X2) ∪ (P1 ∩X2)



330 Ðîçäië 6. Áiôiêñíi êîäè

(äèâ. âïðàâó 3.10.8). Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà Z ¹ òîíêîþ, ìàêñèìàëüíîþ òà áiôiêñíîþ.
Âèêîðèñòàéòå öå äëÿ äëÿ áåïîñåðåäíüîãî äîâåäåííÿ òîãî, ùî äâà òîíêèõ ìàêñèìàëü-
íèõ áiôiêñíèõ êîäè ç îäíàêîâèì ÿäðîì i îäíàêîâèì ñòåïåíåì çáiãàþòüñÿ. Öÿ âïðàâà
¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òåîðåìè 6.4.2 ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ êîäiâ.

B. 6.7.14. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ 3 íà àëôàâiòi
{a, b}, ÿêèé íå ¹ ðàöiîíàëüíèì.

(Ïiäêàçêà: âèáåðiòü êîä ç íåðàöiîíàëüíèì ÿäðîì.)

Ïiäðîçäië 6.5

B. 6.7.15. ÍåõàéX � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä. Äîâåäiòü, ÿêùî ñëîâî
w ∈ A+ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

pwq = rws ∈ X (6.59)

äëÿ äåÿêèõ ñëiâ p, q, r, s ∈ A+ i p 6= r, òî w ∈ H(X ′), äå X ′ � ïîõiäíèé êîä êîäó X.
(Ïiäêàçêà: ïî÷íiòü çi ñëîâà ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.59),

ðîçãëÿíüòå ñëîâî rwq i âèêîðèñòàéòå òâåðäæåííÿ 6.3.14.)

B. 6.7.16. Äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó X ïîêëàäåìî l(X) = max{|x| : x ∈ X}. Äîâåäiòü,
âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâó 6.7.15, ÿêùî X ¹ ñêií÷åííèì ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì
íàä k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì, òî

l(X) 6 l(X ′) + kl(X
′)−1,

äå ÷åðåç X ′ ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíèé êîä êîäó X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç λ(k, d) ìàêñèìóì
äîâæèí ñëiâ ñêií÷åííîãî ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ñòåïåíÿ d íàä k-ëiòåðíèì
àëôàâiòîì. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d > 2 âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

λ(k, d) 6 λ(k, d− 1) + kλ(k,d−1)−1.

Ïîðiâíÿéòå ç îáìåæåííÿì, çàäàíèì òåîðåìîþ 6.5.2.

B. 6.7.17. Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d.
Íåõàé a, b ∈ A i âèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ ϕ ìíîæèíè {0, 1, . . . , d− 1} çà ôîðìóëîþ

aibd−ϕ(i) ∈ X.

Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ ái¹êòèâíèì.

B. 6.7.18. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2 êiëüêiñòü βk(d)
ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ d íàä k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì ¹ íå-
îáìåæåíîþ, ÿê ôóíêöiÿ âiä çìiííî¨ d.

B. 6.7.19. Êâiçiñòåïiíü ïîðÿäêó n âèçíà÷à¹òüñÿ iíäóêöi¹þ íàñòóïíèì ÷èíîì: êâài-
ñòåïåíþ ïîðÿäêó 0 ¹ íåîáëÿìîâàíå ñëîâî. Êâiçiñòåïåíþ ïîðÿäêó n+1 ¹ ñëîâî âèãëÿäó
uvu, äå ñëîâî u ¹ êâiçiñòåïåíþ ïîðÿäêó n. Íåõàé k � öiëå ÷èñëî i αn � ïîñëiäîâíiñòü
iíäóêòèâíî âèçíà÷åíà òàê:

α1 = k + 1, αn+1 = αn(kαn + 1) (n > 1).

Äîâåäiòü, ùî êîæíå ñëîâî íàä k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì ç äîâæèíîþ ùîíàéìåíøå αn
ìà¹ ìíîæíèê, ÿêèé ¹ êâàçiñòåïåíþ ïîðÿäêó n.
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B. 6.7.20. Íåõàé X � ñêií÷åííèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d > 2 íàä
k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì. Äîâåäiòü, ùî

max
x∈X
|x| 6 αd−1 + 2,

äå (αn) � ïîñëiäîâíiñòü, âèçíà÷åíà ó âïðàâi 6.7.19.
(Ïiäêàçêà: âèêîðèñòàéòå âïðàâó 6.7.1.)
Ïîðiâíÿéòå ç îáìåæåííÿì, çàäàíèì âïðàâîþ 6.7.16.

B. 6.7.21. Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ ñòåïåíÿ
4 íàä äâî-ëiòåðíèì àëôàâiòîì äîðiâíþ¹ β2(4) = 73.

B. 6.7.22. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d, âèçíà÷åíèé íà
k-ëiòåðíîìó àëôàâiòi. Íåõàé S � ìíîæèíà ñóôiêñiâ êîäó X i (Ui)16i6d � äèç'þíêòíi
ìàêñèìàëüíi ïðåôiêñíi êîäè òàêi, ùî ìíîæèíà S ¹ ¨õ îá'¹äíàííÿì. Íåõàé Ri � ìíî-

æèíà ïðåôiêñiâ êîäó Ui. Îçíà÷èìî t(z) =
d∑
i=1

fRi
(z). Äîâåäiòü, ùî ïîðîäæóþ÷èé ðÿä

êîäó X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

fX(z)− 1 = (kz − 1)d+ (kz − 1)2t(z).

B. 6.7.23. Íåõàé X � òîíêèé ìàêñèìàëüíèé áiôiêñíèé êîä ñòåïåíÿ d, âèçíà÷åíèé
íà k-ëiòåðíîìó àëôàâiòi. Ìà¹ìî 1

k
f ′X(1/k) = d, äå îñòàííié âèðàç ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê ñåðåäíþ äîâæèíó ñëiâ êîäó X ñòîñîâíî ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó Áåðíóëëi. Íàãàäà-
¹ìî, ùî äèñïåðñiÿ äîâæèí ñëiâ êîäó X äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äîâæèí
ìiíóñ êâàäðàò ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äîâæèí. Äîâåäiòü, ùî äèñïåðñiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

υX = 2t(1/k) + d− d2,

äå âåëè÷èíà t(z) âèçíà÷åíà ó âïðàâi 6.7.22.

Ïiäðîçäië 6.6

B. 6.7.24. Äîâåäiòü, ÿêùî X � ïðåôiêñíèé êîä, òî Y = X ∪ X ¹ ìàêñèìàëüíèì
ïðåôiêñíèì êîäîì, äå ÷åðåç X ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóïóòíèê êîäó X. Äîâåäiòü, ÿêùî êîä
X ¹ ðàöiîíàëüíèì, òî êîä Y ¹ òàêîæ ðàöiîíàëüíèì.
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Íîòàòêè äî ðîçäiëó 6

Iäåÿ âèâ÷èòè áiôiêñíi êîäè ïîâåðòà¹ íàøó óâàãó äî ïðàöü Øþòöåíáåðãåðà [179] i
�iëáåðòà òà Ìóðà [76]. Öi ñòàòòi âæå ìiñòÿòü âàãîìi ðåçóëüòàòè. Ïåðøå ñèñòåìàòè÷íå
äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèòüñÿ â ïðàöÿõ Øþòöåíáåðãåðà [180] i [181].

Òâåðäæåííÿ 6.2.1 i 6.2.7 äîâåäåíî â ïðàöi [181]. Âíóòðiøíi ïåðåòâîðåííÿ âïåðøå
çóñòði÷àþòüñÿ â ñòàòòi Øþòöåíáåðãåðà [180]. Òîé ôàêò, ùî âñi ñêií÷åííi ìàêñèìàëüíi
áiôiêñíi êîäè ìîæíà îòðèìàòè ç îäíîðiäíèõ êîäiâ âíóòðiøíiìè ïåðåòâîðåííÿìè (òåî-
ðåìà 6.5.4), äîâåäåíî Iâîì Ñåçàði â ñòàòòi [49]. Òîé ôàêò, ùî ñåðåäíÿ äîâæèíà òîíêîãî
ìàêñèìàëüíîãî áiôiêñíîãî êîäó ¹ öiëèì ÷èñëîì (íàñëiäîê 6.3.16), âæå ¹ ó �iëáåðòà òà
Ìóðà [76]. Öå äîâåäåíî â ñòàòòi Øþòöåíáåðãåðà [180] ìåòîäàìè, ðîçðîáëåíèìè â ðîç-
äiëi 13. Òåîðåìà 6.3.15 é îáåðíåíå äî íå¨ òâåðäæåííÿ (òâåðäæåííÿ 6.3.17) ç'ÿâëÿþòüñÿ
â ïðàöi Ïåððií [157]. Ïîíÿòòÿ ïîõiäíîãî êîäó íàëåæèòü Ñåçàði [50].

Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 6.4 ¹ óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî òîíêèõ êîäiâ,
îòðèìàíèõ Ñåçàði â ïðàöi [50].

Òåîðåìà 6.5.2 ïîÿâëÿ¹òüñÿ âæå ó ïðàöi Øþòöåíáåðãåðà [180] ç iíøèì äîâåäåííÿì
(äèâ. âïðàâó 6.7.20). Iíøà ÷àñòèíà öüîãî ðîçäiëó íàëåæèòü Ñåçàði [50]. Ïåðåðàõó-
âàííÿ ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ êîäiâ íàä äâî-ëiòåðíèìè àëôàâiòàìè, áó-
ëî çðîáëåíî çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðà. Ïåðøà ïðîãðàìà áóëà íàïèñàíà â 1975 ðîöi
Ê. Ïðåöåòòi, ç âèêîðèñòàííÿì âíóòðiøíiõ ïåðåòâîðåíü. Áóëî çãåíåðîâàíî äåêiëüêà
òèñÿ÷ êîäiâ äëÿ d = 5. Ó 1984 ðîöi ïðîãðàìà, íàïèñàíà Ì. Ëåîíàðäîì, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ìåòîäè íàñëiäêó 6.5.8, äàëà òî÷íó êiëüêiñòü ñêií÷åííèõ ìàêñèìàëüíèõ áiôiêñíèõ
êîäiâ ñòåïåíÿ 5 íàä äâî-ëiòåðíèì àëôàâiòîì. Öå ÷èñëî äîðiâíþ¹ 5 056 783 (äèâ. [125]).

Áiôiêñíi êîäè òà ¨õ ðîçïîäië äîâæèí âèâ÷àëèñÿ ç ïðàêòè÷íîþ ìîòèâàöi¹þ ïiä
íàçâîþ îáîðîòíi êîäè çìiííî¨ äîâæèíè (äèâ. [199], [77] i [205]). Òâåðäæåííÿ 6.5.10
âçÿòî ç ïðàöi [16].

� ãiïîòåçîþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ 3/4-ãiïîòåçîþ, òå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðÿäó f(t) =∑
unt

n ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(1/k) 6 3/4,
iñíó¹ áiôiêñíèé êîä X íàä k-ëiòåðíèì àëôàâiòîì òàêèé, ùî fX = f . ×àñòêîâi ðåçóëü-
òàòè ðîçâ'ÿçàííÿ 3/4-ãiïîòåçè âèêëàäåíî â ïðàöÿõ [206] i [56].

Òåîðåìà 6.6.1 íàëåæèòü Æàíãó òà Øåíó [207]. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.1 âçÿòî ç
ïðàöi [43].

Êîä X íàçèâà¹òüñÿ iíôiêñíèì, ÿêùî æîäíå ñëîâî ç X íå ¹ âëàñíèì ìíîæíèêîì
iíøîãî ñëîâà â X. Òàêèì ÷èíîì, iíôiêñíi êîäè ¹ áiôiêñíèìè. Iíôiêñíi êîäè âïåðøå
âèâ÷àëèñÿ â ïðàöi [99]. Çàäà÷à ïîïîâíåííÿ iíôiêñíîãî êîäó áóëà ðîçâ'ÿçàíà Iòî òà
Ò'¹ððåíîì ó ïðàöi [100] äëÿ ñêií÷åííèõ êîäiâ i Ëàìîì ó [117] äëÿ ðàöiîíàëüíèõ êîäiâ.

Âïðàâà 6.7.3 íàëåæèòü [78], äèâ. òàêîæ ìîíîãðàôiþ [175]. Âïðàâà 6.7.7 çóñòði÷à-
¹òüñÿ â ñòàòòi [130]. Âïðàâè 6.7.9, 6.7.13, 6.7.15 i 6.7.16 âçÿòi ç [50], à âïðàâà 6.7.14 çi
ñòàòòi [181].
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Êðóãîâi êîäè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷à¹ìî ïåâíó ñiì'þ êîäiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ êðóãîâèìè
êîäàìè. Îñíîâíà îñîáëèâiñòü öèõ êîäiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíè âèçíà÷àþòü óíiêàëü-
íó ôàêòîðèçàöiþ ñëiâ, íàïèñàíèõ ïî êîëó. Ñiì'ÿ êðóãîâèõ êîäiâ ìà¹ ÷èñëåííi öiêàâi
âëàñòèâîñòi. Âîíè ïîÿâëÿþòüñÿ ó áàãàòüîõ ïðîáëåìàõ êîìáiíàòîðèêè íà ñëîâàõ, ïðî
äåêiëüêà ç ÿêèõ ìè çãàäà¹ìî òóò.

Ó ïiäðîçäiëi 7.1 ìè äà¹ìî îçíà÷åííÿ êðóãîâèõ êîäiâ i îïèñó¹ìî ïiäìîíî¨ä, ïîðîä-
æåíèé êðóãîâèì êîäîì. Ìè òàêîæ îïèñó¹ìî äåÿêi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi êðóãîâèõ
êîäiâ. Çîêðåìà, ìè îõàðàêòåðèçîâó¹ìî ìàêñèìàëüíi êðóãîâi êîäè (òåîðåìà 7.1.10).

Ó ïiäðîçäiëi 7.2 ìè ââîäèìî ïîñëiäîâíi óòî÷íåííÿ ïîíÿòòÿ êðóãîâîãî êîäó. Äëÿ
öüîãî ìè âèçíà÷à¹ìî ïîíÿòòÿ (p, q)-ãðàíè÷íîñòi. Ïîòiì ìè ïåðåõîäèìî äî áiëüø äå-
òàëüíîãî âèâ÷åííÿ (1, 0)-ãðàíè÷íèõ êîäiâ. Çîêðåìà, ìè ïîêàæåìî (òâåðäæåííÿ 7.2.10),
ùî (1, 0)-ãðàíè÷íi êîäè âiäïîâiäàþòü óïîðÿäêîâàíèì àâòîìàòàì. Êîäè áåç êîì âèçíà-
÷àþòüñÿ ÿê êðóãîâi êîäè, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàéñèëüíiøó ìîæëèâó óìîâó.

Ïiäðîçäië 7.3 ñòîñó¹òüñÿ ðîçïîäiëó äîâæèí êðóãîâèõ êîäiâ. Äîâåäåíî äâi âàæëèâi
òåîðåìè. Ïåðøà äà¹ õàðàêòåðèñòèêó ïîñëiäîâíîñòåé öiëèõ ÷èñåë, ÿêi ¹ ðîçïîäiëîì
äîâæèí êðóãîâîãî êîäó (òåîðåìà 7.3.7). Äðóãà ïîêàçó¹, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíî-
ãî öiëîãî ÷èñëà n iñíó¹ ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ ñóìiæíîñòi ïðèìiòèâíèõ ñëiâ
äîâæèíè n, ÿêà ¹ íå ëèøå êðóãîâîþ, àëå íàâiòü êîìà-âiëüíîþ (òåîðåìà 7.3.11). Äî-
âåäåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ âèêîðèñòîâóþòü ïîäiáíi êîìáiíàòîðíi êîíñòðóêöi¨. Ïî ñóòi,
âîíè çàñíîâàíi íà ïîíÿòòi ôàêòîðèçàöi¨ âiëüíèõ ìîíî¨äiâ, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ â ðîçäiëi 8.

7.1 Êðóãîâi êîäè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèçíà÷à¹ìî íîâó ñiì'þ êîäiâ, ÿêà ïðèðîäíèì ÷èíîì âðàõîâó¹
îïåðàöiþ ñïðÿæåííÿ.

Çà îçíà÷åííÿì, ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A+ íàçèâà¹òüñÿ êðóãîâèì êîäîì,
ÿêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n,m > 1 òà x1, x2, . . . , xn ∈ X, y1, y2, . . . , ym ∈ X i
p ∈ A∗, s ∈ A+, ç ðiâíîñòåé

sx2x3 · · ·xnp = y1y2 · · · ym, (7.1)

x1 = ps (7.2)

âèïëèâà¹, ùî n = m, p = 1, i xi = yi äëÿ 1 6 i 6 n (äèâ. ðèñ. 7.1).
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xn

x1

x2

p

sym

y1

Ðèñ. 7.1: Äâi êðóãîâi ôàêòîðèçàöi¨

Êðóãîâèé êîä ¹ î÷åâèäíî êîäîì, àëå ÿê âèäíî ç ïðèêëàäó 7.1.4 îáåðíåíå òâåðä-
æåííÿ ¹ õèáíèì. Àñèìåòðiÿ ó îçíà÷åííi ëèøå î÷åâèäíà i âèõîäèòü iç âèáîðó òî÷êè
ðîçðiçàííÿ íà êîëi íà ðèñ. 7.1. Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà êðóãîâîãî êîäó
òàêîæ ¹ êðóãîâèì êîäîì.

Çàóâàæèìî, ùî êðóãîâèé êîä X íå ìîæå ìiñòèòè äâà ðiçíi ñïðÿæåíi ñëîâà. Ñïðàâ-
äi, ÿêùî ps, sp ∈ X ç s, p ∈ A+, òî

s(ps)p = (sp)(sp).

Îñêiëüêè X ¹ êðóãîâèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p = 1, ïðîòèði÷÷ÿ. Áiëüøå òîãî, âñi
ñëîâà â êîäi X ¹ ïðèìiòèâíèìè, îñêiëüêè ïðèïóñòèâøè un ∈ X ç n > 2, îòðèìó¹ìî

u(un)un−1 = unun.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî u = 1 i çíîâó îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåïåð ìè ðiçíèìè ñïîñîáàìè îõàðàêòåðèçó¹ìî ïiäìîíî¨äè, ïîðîäæåíi êðóãîâèìè
êîäàìè. Ïåðøà õàðàêòåðèñòèêà ïîëåãøó¹ ìàíiïóëþâàííÿ êðóãîâèìè êîäàìè. Ïiä-
ìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòèì, ÿêùî äëÿ âñiõ ñëiâ x ∈ A∗ i
äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî ÷èñëà n > 1 âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ

xn ∈M =⇒ x ∈M. (7.3)

Ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ äóæå ÷èñòèì, ÿêùî äëÿ âñiõ ñëiâ
u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ

uv, vu ∈M =⇒ u, v ∈M. (7.4)

Äóæå ÷èñòèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà ¹ ÷èñòèì. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó-
¹òüñÿ (äèâ. ïðèêëàä 7.1.4).



7.1. Êðóãîâi êîäè 335

Òâåðäæåííÿ 7.1.1. Ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ äóæå ÷èñòèì òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè éîãî ìiíiìàëüíà ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ¹ êðóãîâèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � äóæå ÷èñòèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ìè äîâåäåìî,
ùî ìîíî¨ä M ¹ ñòiéêèì. Íåõàé m,m′, xm,m′x ∈ M . Òîäi ïîêëàâøè u = x, v = mm′,
ìà¹ìî uv, vu ∈M . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x ∈M .

Òàêèì ÷èíîì, ìîíî¨ä ¹M ñòiéêèì, à îòæåM ¹ âiëüíèì ìîíî¨äîì. Íåõàé ìíîæèíà
X ¹ éîãî áàçèñîì. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (7.1) i (7.1). Ïîêëàäåìî u = s i
v = x2x3 · · ·xnp. Òîäi uv, vu ∈M . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî s ∈M . Ïîçàÿê ps, x2x3 · · ·xnp ∈
M , òî çi ñòiéêîñòi ìîíî¨äà M âèïëèâà¹, ùî p ∈ M . Ç ps ∈ X îòðèìó¹ìî, ùî p = 1.
Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ êîäîì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî n = m i xi = yi äëÿ i = 1, . . . , n.

Íàâïàêè, íåõàé X � êðóãîâèé êîä i ïîêëàäåìî M = X∗. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè,
ùî ìîíî¨ä M ¹ äóæå ÷èñòèì, ðîçãëÿíåìî äâà íåïîðîæíiõ ñëîâà u, v ∈ A+ òàêi, ùî
uv, vu ∈M . Ïîêëàäåìî

uv = x1x2 · · ·xn i vu = y1y2 · · · ym,

ç xi, yj ∈ X. Iñíó¹ öiëå ÷èñëî i ç 1 6 i 6 n òàêå, ùî

u = x1x2 · · ·xi−1p i v = sxi+1 · · ·xn,

ç xi = ps, p ∈ A∗, s ∈ A+. Òîäi ñëîâî vu ìîæíà çàïèñàòè äâîìà ìåòîäàìè:

sxi+1 · · ·xnx1x2 · · ·xi−1p = y1y2 · · · ym.

Îñêiëüêè X êðóãîâèì êîäîì, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p = 1 i s = y1. Òàêèì ÷èíîì,
u, v ∈M , à öå äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä M ¹ äóæå ÷èñòèì.

Ïðèêëàä 7.1.2. Íåõàé A = {a, b} i X = a∗b. Òîäi X∗ = A∗b ∪ {1}. Îòæå, ÿêùî
uv, vu ∈ X∗, òîäi ñëîâà su, v ¹ àáî ïîðîæíiìè àáî çàêií÷óþòüñÿ ëiòåðîþ b, à îòæå
u, v ∈ X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ äóæå ÷èñòèì i êîä X ¹ êðóãîâèì.

Ïðèêëàä 7.1.3. Íåõàé A = {a} é X = {a2}. Ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íå
¹, î÷åâèäíî, ÷èñòèì. Òàêèì ÷èíîì, X íå ¹ êðóãîâèì êîäîì.

Ïðèêëàä 7.1.4. Íåõàé A = {a, b} i X = {ab, ba}. Êîä X íå ¹ êðóãîâèì. Îäíàê,
ìîíî¨ä X∗ ¹ ÷èñòèì (âïðàâà 7.4.1).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ êâiòêîâèé àâòîìàò êðóãîâîãî êîäó.

Òâåðäæåííÿ 7.1.5. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i ϕ � çîáðàæåííÿ àñîöiîâàíå ç êâiòêîâèì
àâòîìàòîì êîäó X. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ êðóãîâèì êîäîì;
(ii) äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A+, âiäíîøåííÿ ϕ(w) ìà¹ ùîíàéáiëüøå îäíó íåðóõîìó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ÷åðåç 1 ìè ïîçíà÷àòèìåìî ñòàí (1, 1) êâiòêîâîãî àâòîìàòà
A∗D(X).

(i)⇒ (ii) Íåõàé w ∈ A+, i p = (u, v), p′ = (u′, v′) � äâà ñòàíè êâiòêîâîãî àâòîìàòà
A∗D(X), ÿêi ¹ íåðóõîìèìè âiäíîøåííÿ ϕ(w), òîáòî ¹ òàêèìè, ùî

(p, ϕ(w), p) = (p′, ϕ(w), p′) = 1.
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Ïîçàÿê w 6= 1, òî ç òâåðäæåííÿ 4.2.3 âèïëèâà¹, ùî w ∈ vX∗u i w ∈ v′X∗u′. Òàêèì
÷èíîì, îáèäâà øëÿõè c : p

w−→ p i c′ : p′
w−→ p′ ïðîõîäÿòü ÷åðåç ñòàí 1.

Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî v 6 v′. Íåõàé z, t ∈ A∗ � ñëîâà òàêi, ùî v′ = vz i
w = vzt. Òîäi øëÿõè c, c′ ôàêòîðèçóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

c : p
v−→ 1

z−→ r
t−→ p i c′ : p′

v−→ s
z−→ 1

t−→ p′.

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ äâà øëÿõè

d : 1
z−→ r

t−→ p
v−→ 1 i d′ : 1

t−→ p′
v−→ s

z−→ 1,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ztv, tvz ∈ X∗. Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ äóæå ÷èñòè, òî çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî z, tv ∈ X∗. Îòæå, iñíó¹ øëÿõ

e : 1
z−→ 1

tv−→ 1.

Çà îäíîçíà÷íiñòþ îòðèìó¹ìî, ùî d = e, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî r = 1. Òàêèì ÷èíîì,
îòðèìó¹ìî ùî 1

t−→ p
vz−→ 1, ùî â ïîðiâíÿííi ç d′ äà¹ p = p′. Öå äîâîäèòü, ùî

âiäíîøåííÿ ϕ(w) ìà¹ ùîíàéáiëüøå îäíó íåðóõîìó òî÷êó.

(ii)⇒ (i) Íåõàé u, v ∈ A∗ � ñëîâà òàêi, ùî uv, vu ∈ X∗. Òîäi iñíóþòü äâà øëÿõè

1
u−→ p

v−→ 1 i 1
v−→ q

u−→ 1.

Òàêèì ÷èíîì, âiäíîøåííÿ ϕ(uv) ìà¹ äâi íåðóõîìi òî÷êè, à ñàìå 1 i q. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî q = 1, a, îòæå, u, v ∈ X∗.

Òåïåð ìè äà¹ìî îïèñàííÿ êðóãîâèõ êîäiâ ó òåðìiíàõ ñóìiæíîñòi. Äëÿ öüîãî âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíà òåðìiíîëîãiÿ.

Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Äâà ñëîâà w,w′ ∈ X∗ íàçèâàþòüñÿ X-ñïðÿæåíèìè, ÿêùî
iñíóþòü ñëîâà x, y ∈ X∗ òàêi, ùî

w = xy i w′ = yx.

Ñëîâî x ∈ X∗ íàçèâà¹òüñÿ X-ïðèìiòèâíèì, ÿêùî x = yn ç y ∈ X∗ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
n = 1. X-ïîðÿäêîì ñëîâà x ∈ X+ íàçèâà¹òüñÿ ¹äèíå íàòóðàëüíå ÷èñëî p > 1 òàêå,
ùî x = yp é y ¹ X-ïðèìiòèâíèì ñëîâîì. Íåõàé α : B → A∗ � ìîðôiçì êîäóâàííÿ äëÿ
êîäó X. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñëîâà w,w′ ∈ X∗ ¹ X-ñïðÿæåíèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
ñëîâà α−1(w) i α−1(w′) ¹ ñïðÿæåíèìè ñëîâàìè ó âiëüíîìó ìîíî¨äi B∗. Òàê ñàìî, ñëîâî
x ∈ X∗ ¹ X-ïðèìiòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α−1(x) � ïðèìiòèâíå ñëîâî â B∗.

Òàêèì ÷èíîì, X-ñïðÿæåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìîíî¨äi X∗. Çâè-
÷àéíî, äâà ñëîâà â ìîíî¨äi X∗, ÿêi ¹ X-ñïðÿæåíèìè, ¹ ñïðÿæåíèìè. Àíàëîãi÷íî, ñëîâî
â êîäi X, ÿêå ¹ ïðèìiòèâíèì, òàêîæ ¹ X-ïðèìiòèâíèì. Ó âèïàäêó X = A, ìè îòðè-
ìó¹ìî çâè÷íi ïîíÿòòÿ ñïðÿæåííÿ òà ïðèìiòèâíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 7.1.6. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ êðóãîâèì êîäîì;
(ii) ìîíî¨ä X∗ ¹ ÷èñòèì i äîâiëüíi äâà ñëîâà â X∗, ÿêi ¹ ñïðÿæåíèìè, ¹ òàêîæ

X∗-ñïðÿæåíèìè.
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Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Ïîçàÿê ìîíî¨ä X∗ ¹ äóæå ÷èñòèì, òî âií ¹ ÷èñòèì. Äàëi, íåõàé
w,w′ ∈ X∗ � ñïðÿæåíi ñëîâà. Òîäi w = uv i w′ = vu äëÿ äåÿêèõ ëiòåð u, v ∈ A∗. Çà
óìîâîþ (7.4) ìà¹ìî, ùî u, v ∈ X∗, à öå äîâîäèòü, ùî ñëîâà w i w′ ¹ X-ñïðÿæåíèìè.

(ii)⇒ (i) Íåõàé u, v ∈ A∗ � ñëîâà òàêi, ùî uv, vu ∈ X∗. ßêùî u = 1 àáî v = 1, òî
u, v ∈ X∗. Â iíøîìó âèïàäêó, íåõàé x i y � ïðèìiòèâíi ñëîâà, ÿêi ¹ êîðåíÿìè ñëîâà uv
i vu: òîäi uv = xn i vu = yn äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1. Îñêiëüêè ìîíî¨ä
X∗ ¹ ÷èñòèì, òî ìà¹ìî, ùî x, y ∈ X∗. Äàëi ç ðiâíîñòi uv = xn îòðèìó¹ìî ðîçêëàä
x = rs, u = xpr, v = sxq äëÿ äåÿêèõ ñëiâ r ∈ A∗, s ∈ A+ i p+q+1 = n. Ïiäñòàâèâøè öå
â ðiâíiñòü vu = yn îòðèìó¹ìî, ùî y = sr. Îñêiëüêè ñëîâà x i y ¹ ñïðÿæåíèìè, òî âîíè
¹ X-ñïðÿæåíèìè. Àëå äëÿ ïðèìiòèâíèõ ñëiâ x i y iñíó¹ ¹äèíà ïàðà (r, s′) ∈ A∗ × A+

òàêà, ùî x = r′s′ i y = s′r′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî r, s ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì, u, v ∈ X∗, à
öå äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ äóæå ÷èñòèì.

Òâåðäæåííÿ 7.1.7. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i C ⊂ An � êëàñ ñóìiæíîñòi, ùî ïåðå-
òèíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ . Òîäi∑

m>1

1

m
Card(Xm ∩ C) >

1

n
Card(C). (7.5)

Áiëüøå òîãî, íåðiâíiñòü (7.5) ñïðàâäæó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ
òàêi óìîâè:

(i) ïîðÿäîê ñëiâ ó ìíîæèíi C ∩X∗ äîðiâíþ¹ ¨õ X-ïîðÿäêó;
(ii) C ∩X∗ ¹ êëàñîì X-ñïðÿæåíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � ïîðÿäîê ñëiâ ó êëàñi ñóìiæíîñòi C. Òîäi Card(C) = n/p. Ìíî-
æèíà C ∩X∗ ¹ îá'¹äíàííÿì êëàñiâ X-ñóìiæíîñòi. Íåõàé D � òàêèé êëàñ i ïîêëàäåìî
C ′ = C \ D. Ñëîâà â ìíîæèíè D óñi íàëåæàòü äî Xk äëÿ îäíàêîâîãî k, i âñi âîíè
ìàþòü îäíàêîâèé X-ïîðÿäîê, ñêàæåìî q. Òîäi Card(D) = k/q. Ïîçàÿê C = C ′∪D, òî

∑
m>1

1

m
Card(Xm ∩ C) =

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩ C ′) +

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩D).

Ó äðóãié ñóìi âñi äîäàíêè çíèêàþòü, êðiì m = k. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩D) =

1

k
Card(Xk ∩D).

Îòîæ, îòðèìó¹ìî

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩ C) =

1

q
+

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩ C ′). (7.6)

Ïîçàÿê q 6 p, òî ìà¹ìî 1
q
> 1

p
= 1

n
Card(C). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íåðiâíiñòi (7.5).

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i) òà (ii). Òîäi p = q i D = C ∩ X∗. Òàêèì
÷èíîì, C ′ ∩X∗ = ∅. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

1

q
+

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩ C ′) =

1

p
,
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à öå äîâîäèòü, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (7.5). I íàâïàêè, ïðèïóñêàþ÷è, ùî âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü (7.5), ç íåðiâíîñòi (7.6) âèïëèâà¹, ùî

1

p
=

1

q
+

n∑
m=1

1

m
Card(Xm ∩ C ′) > 1

q
>

1

p
,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî p = q i C ′ ∩X∗ = ∅.

Òâåðäæåííÿ 7.1.7 ìà¹ òàêèé íàñëiäîê:

Òâåðäæåííÿ 7.1.8. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ êðóãîâèì êîäîì;
(ii) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 i äëÿ êîæíîãî êëàñó ñóìiæíîñòi

C ⊂ An, ÿêèé ïåðåòèíà¹ ìîíî¨ä X∗, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∑
m>1

1

m
Card(Xm ∩ C) =

1

n
Card(C). (7.7)

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 7.1.6 êîä X ¹ êðóãîâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè:

(iii) X ¹ êðóãîâèì êîäîì;
(iv) äâà ñïðÿæåíi ñëîâà â X∗ ¹ X∗-ñïðÿæåíèìè.

Óìîâà (iii) åêâiâàëåíòíà òàêié: X-ïîðÿäîê äîâiëüíîãî ñëîâà â ìîíî¨ä X∗ äîðiâíþ¹
éîãî ïîðÿäêó. Îòîæ, êîä X ¹ êðóãîâèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæåí êëàñ ñóìi-
æíîñòi C ïåðåòèíà¹ ìîíî¨ä X∗, òî ìà¹ìî

(v) ïîðÿäîê ñëiâ â C ∩X∗ äîðiâíþ¹ ¨õ X-ïîðÿäêó;
(vi) C ∩X∗ ¹ êëàñîì X-ñóìiæíîñòi.

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 7.1.7 óìîâè (v) i (vi) âèêîíóþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
êëàñ ñóìiæíîñòi C ∩ An çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (7.7). Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Ìè òåïåð äîâåäåìî ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ àíàëîãi÷íèé òåîðåìi 2.5.5.

Òâåðäæåííÿ 7.1.9. Íåõàé X ⊂ A+ � êðóãîâèé êîä. ßêùî X ¹ ìàêñèìàëüíèì, ÿê
êðóãîâèé êîä, òî X ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A = {a}, òî X = {a}. Òîìó ìè ïðèïóñòèìî, ùî Card(A) > 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî êîä X íå ¹ ïîâíèì. Òîäi iñíó¹ ñëîâî, íåõàé öå áóäó w, ÿêå íå ¹
ìíîæíèêîì ó ìîíî¨äi X∗. Çà òâåðäæåííÿì 1.3.6 iñíó¹ ñëîâî v ∈ A∗ òàêå, ùî ñëîâî
y = wv ¹ íåîáëÿìîâàíèì.

Ïîêëàäåìî Y = X ∪{y}. Ìè äîâåäåìî, ùî Y ¹ êðóãîâèì êîëîì. Äëÿ öüîãî, íåõàé
xi (1 6 i 6 n) i yi (1 6 i 6 m) � ñëîâà â ìíîæèíi Y , íåõàé ñëîâà p ∈ A∗ i s ∈ A+ òàêi,
ùî

sx2x3 · · ·xnp = y1y2 · · · ym i x1 = ps.
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ßêùî âñi ñëîâà xi (1 6 i 6 n) ìiñòÿòüñÿ â êîäi X, òî òàêîæ âñi ñëîâà yj òàêîæ
ìiñòÿòüñÿ â X, îñêiëüêè ñëîâî y íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â ìîíî¨äi X∗. Îñêiëüêè êîä
X ¹ êðóãîâèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

n = m, p = ε i xi = yi (1 6 i 6 n). (7.8)

Ïðèïóñòèìî, ùî xi = y äëÿ äåÿêîãî i ∈ {1, . . . , n} i ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî i 6= 1.
Òîäi ñëîâî xi ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà y1y2 · · · ym. Ïîçàÿê y /∈ F (X∗) i ñëîâî y ¹ íåîáëÿ-
ìîâàíèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî j ∈ {1, 2, . . . ,m} òàêå, ùî
yj = y òà

sx2 · · ·xi−1 = y1y2 · · · yj−1 i yi+1 · · ·xnp = yj+1 · · · ym.
Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî

sx2 · · · xi−1xi+1 · · ·xnp = y1y2 · · · yj−1yj+1 · · · ym,

i óìîâà (7.8) îòðèìó¹òüñÿ iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi ñëiâ.
Ðîçãëÿíåìî íà çàâåðøåííi âèïàäîê, äå i = 1, òîáòî ìà¹ìî, ùî x1 = y. Ïîçàÿê

x1x2 · · ·xnp = py1y2 · · · ym,

òî ìà¹ìî, ùî
yx2 · · ·xnp = py1y2 · · · ym.

Òåïåð ñëîâî p ¹ ñóôiêñîì ñëîâà â ìîíî¨äi Y ∗; äàëi y /∈ F (X∗) i ñëîâî y ¹ íåîáëÿìî-
âàíèì. Òàêèì ÷èíîì, p = 1 i y1 = y. Öå äà¹ çíîâó óìîâó (7.8) iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi
ñëiâ. Îòæå, ÿêùî êîä X íå ïîâíèì, òî Y = X ∪{y} ¹ êðóãîâèì êîäîì. Ïîçàÿê y /∈ X,
òî X íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, ÿê êðóãîâèé êîä.

Ç òâåðäæåííÿ 7.1.9 i òåîðåìè 2.5.13 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 7.1.10. Íåõàé X ⊂ A+ � òîíêèé êðóãîâèé êîä. Òîäi íàñòóïíi òðè óìîâè
¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ ïîâíèì;
(ii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì;

(iii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì, ÿê êðóãîâèé êîä.

Çàóâàæèìî, ùî ìàêñèìàëüíèé êðóãîâèé êîä X ⊂ A+ ¹ îáîâ'ÿçêîâî íåñêií÷åííà,
çà âèíÿòêîì âèïàäêiâ, êîëè X = . Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî X ¹ ñêií÷åííèì ìàêñè-
ìàëüíèì êðóãîâèì êîäîì. Òîäi çà òåîðåìîþ 7.1.10 âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì. Çà
òâåðäæåííÿì 2.5.15 iñíó¹ äëÿ êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A íàòóðàëüíå ÷èñëî n > 1 òàêi, ùî
an ∈ X. Îñêiëüêè êîä X ¹ êðóãîâèì, òî ìè ìà¹ìî ìàòè, ùî n = 1, à îòæå a ∈ X äëÿ
âñiõ a ∈ A. Òàêèì ÷èíîì, X = A.

Íàì áóäå ïîòðiáíà íàñòóïíà âëàñòèâiñòü, ÿêà äîçâîëÿ¹ íàì áóäóâàòè êðóãîâi êîäè.

Òâåðäæåííÿ 7.1.11. Íåõàé Y, Z � äâà êîìïîçèöiéîâíi êîäè é X = Y ◦ Z. ßêùî Y
i Z ¹ êðóãîâèìè, òî êîä X ¹ êðóãîâèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α : B∗ → A∗ � ìîðôiçì òàêèé, ùî X = Y ◦α Z. Íåõàé u, v ∈ A∗ �
òàêi ñëîâà, ùî uv, vu ∈ X∗. Òîäi uv, vu ∈ Z∗, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî u, v ∈ Z∗, îñêiëüêè
ìîíî¨ä Z∗ ¹ äóæå ÷èñòèì. Íåõàé s = α−1(u), t = α−1(v). Òîäi st, ts ∈ Y ∗. Îñêiëüêè
ìîíî¨ä Y ∗ ¹ äóæå ÷èñòèì, òî s, t ∈ Y ∗, äîâîäÿ÷è, ùî u, v ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì, ìîíî¨ä
X∗ ¹ äóæå ÷èñòèì.
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7.2 Ãðàíè÷íi êîäè

Ìè ââîäèìî ñïåöiàëüíi ñiì'¨ êðóãîâèõ êîäiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ âñå áiëüø îáìåæó-
âàíèìè óìîâàìè ùîäî ïåðåêðèòòÿ ìiæ ñëîâàìè. Íàéáiëüø îñîáëèâèì ñiì'¹þ ¹ êîäè
áåç êîì, ùî ¹ îá'¹êòîì âàæëèâî¨ òåîðåìè, äîâåäåíî¨ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Let p, q > 0 � äâà öiëi ÷èñëà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiäìîíî¨ä M âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C(p, q) , ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi u0, u1, · · · , up+q ñëiâ
â ìîíî¨äi A∗ ç ïðèïóùåíü

ui−1ui ∈M (1 6 i 6 p+ q) (7.9)

âèïëèâà¹, ùî
up ∈M.

(äèâ. ðèñ. 7.2). Äëÿ ïðèêëàäó, óìîâà C(1, 0) ïðîñòî äà¹ iìïëiêàöiþ

u0 u1 u2 up−1 up up+1 up+q

Ðèñ. 7.2: Óìîâà C(p, q) (äëÿ p íåïàðíèõ i q ïàðíèõ).

uv ∈M =⇒ v ∈M,

òîáòî ìîíî¨ä M ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíèì, à óìîâà C(1, 1) ¹

uv, vw ∈M =⇒ v ∈M.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ïiäìîíî¨äM , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C(p, q), òàêîæ çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè C(p′, q′) äëÿ p′ > p i q′ > q.

Òâåðäæåííÿ 7.2.1. Íåõàé p, q > 0 i M � ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. ßêùî M
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C(p, q), òî ìîíî¨ä M ¹ äóæå ÷èñòèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u, v ∈ A∗ � òàêi ñëîâà, ùî uv, vu ∈M . Îçíà÷èìî ñëîâî ui (0 6 i 6
p+q) äîðiâíþ¹ u, ÿêùî ÷èñëî i ¹ ïàðíèì, i äîðiâíþ¹ v, ÿêùî ÷èñëî i ¹ íåïàðíèì. Òîäi
ïðèïóùåííÿ (7.9) âèêîíó¹òüñÿ, à îòæå àáî ñëîâî u, àáî ñëîâî v ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi
M . Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè ñëîâà u òà v, ìè îòðèìó¹ìî îáèäâà ñëîâà u òà v ¹ åëåìåíòàìè
ìîíî¨äà M .

Íåõàé M � ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C(p, q). Çà
òâåðäæåííÿì 7.2.1 ìîíî¨ä M ¹ äóæå ÷èñòèì. Òàêèì ÷èíîì, ìîíî¨ä M ¹ âiëüíèì.
Íåõàé X ¹ éîãî áàçèñ, òîáòî ¹ éîãî ìiíiìàëüíîþ ïîðîäæóþ÷îþ ìíîæèíîþ. Çà îçíà-
÷åííÿì, áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó X áóäåìî íàçèâàòè (p, q)-ãðàíè÷íèì êîäîì. Êîä
X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì, ÿêùî iñíóþòü öiëi ÷èñëà p, q > 0 òàêi, ùî êîä X ¹ (p, q)-
ãðàíè÷íèì.
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Òâåðäæåííÿ 7.2.2. Êîæåí ãðàíè÷íèé êîä ¹ êðóãîâèì.

Ïðèêëàä 7.2.3. Ëèøå (0, 0)-ãðàíè÷íèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A ¹ X = A.

Ïðèêëàä 7.2.4. (p, 0)-ãðàíè÷íèé êîä X ¹ ïðåôiêñíèì. Ïðèïóñòèìî ñïðàâäi, ùî êîä
X ¹ (p, 0)-ãðàíè÷íèì. ßêùî p = 0, òî X = A. Â iíøîìó âèïàäêó âiçüìåìî u0 = · · · =
up−2 = ε. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ up−1 òà up ìà¹ìî, ùî

up−1, up−1up ∈ X∗ =⇒ up ∈ X∗,

ùî äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ ïðàâî óíiòàðíèì. Àíàëîãi÷íî, (0, q)-ãðàíè÷íèé êîä ¹
ñóôiêñíèì. Îäíàê, ïðåôiêñíèé êîä íå ¹ çàâæäè ãðàíè÷íèì, îñêiëüêè âií íàâiòü íå ¹
îáîâ'ÿçêîâî êðóãîâèì.

Ïðèêëàä 7.2.5. Êîä X = a∗b ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì. Âií çàäîâîëüíÿ¹ íàâiòü ñèëüíiøó
óìîâó

uv ∈ X =⇒ v ∈ X ∪ {ε}.

Ïðèêëàä 7.2.6. Íåõàé A = {a, b, c} é X = ab∗c ∪ {b}. Ìíîæèíà X ¹ áiôiêñíèì
êîäîì. Êîä X íå ¹ íi (1, 0)-ãðàíè÷íèì, íi (0, 1)-ãðàíè÷íèì. Îäíàê êîä Êîä X ¹ (2, 0)-
ãðàíè÷íèì i (0, 2)-ãðàíè÷íèì.

Ïðèêëàä 7.2.7. Íåõàé A = {ai : i > 0} é X = {aiai+1 : i > 0}. Êîä X ¹ êðóãîâèì,
ùî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. Îäíàê, êîä X íå ¹ ãðàíè÷íèì. Ñïðàâäi, ïîêëàäåìî ui = ai
äëÿ 0 6 i 6 n. Òîäi ui−1ui ∈ X äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , n}, àëå æîäíå ñëîâî ui íå ìiñòèòüñÿ
â ìîíî¨äi X∗.

Ïðèêëàä 7.2.7 ïîêàçó¹, ùî îáåðíåíå äî òâåðäæåííÿ 7.2.2 íå âèêîíó¹òüñÿ â çàãàëü-
íîìó âèïàäêó. Îäíàê, òàêå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñêií÷åííèõ êîäiâ, ÿê öå ìè
ïîáà÷èìî ïiçíiøå (òåîðåìà 10.2.7). Âîíî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ðîçïiçíàâàíèõ êîäiâ
(âïðàâà 7.4.5).

Îäíi¹þ ç ïðè÷èí, ùî ðîáèòü çðó÷íèì âèêîðèñòàííÿ (p, q)-ãðàíè÷íèõ êîäiâ, ¹ òå,
ùî âîíè äîáðå ïîâîäÿòüñÿ ùîäî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ êîäiâ. Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi
ìè íå âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ X = Y ◦Z, îñêiëüêè ìè íå ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîæíå
ñëîâî êîäó Z ïîÿâëÿ¹òüñÿ â ñëîâi êîäó X.

Òâåðäæåííÿ 7.2.8. Íåõàé Z � êîä íàä àëôàâiòîì A, β : B∗ → A∗ � ìîðôiçì
êîäóâàííÿ äëÿ êîäó Z, i íåõàé Y � êîä íàä àëôàâiòîì B. ßêùî êîä Y ¹ (p, q)-
ãðàíè÷íèì i êîä Z ¹ (r, t)-ãðàíè÷íèì, òî X = β(Y ) ¹ (p+ r, q + t)-ãðàíè÷íèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñëîâà u0, u1, . . . , up+r+q+t ∈ A∗ ¹ òàêèìè, ùî

ui−1ui ∈ X∗ (1 6 i 6 p+ r + q + t). (7.10)

Îñêiëüêè X ⊂ Z∗ i êîä Z ¹ (r, t)-ãðàíè÷íèì, òî ç âëàñòèâîñòi (7.10) âèïëèâà¹, ùî

ur, ur+1, . . . , ur+p+q ∈ Z∗. (7.11)

Ïîçàÿê êîä Y ¹ (p, q)-ãðàíè÷íèì, òî ç (7.11) i (7.10) äëÿ r+1 6 i 6 p+q+r âèïëèâà¹,
ùî ur+p ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì, êîä X ¹ (p+ r, q + t)-ãðàíè÷íèì.
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Ïðèêëàä 7.2.9. Íåõàé A = {a, b, c, d} é X = {ba, cd, db, cdb, dba}. Òîäi

X = Z1 ◦ Z2 ◦ Z3 ◦ Z4,

ç

Z4 = {b, c, d, ba},
Z3 ◦ Z4 = {c, d, ba, db},

Z2 ◦ Z3 ◦ Z4 = {d, ba, db, cd, cdb}.

Êîäè Z3 i Z4 ¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèìè. Êîä Z3 ◦ Z4 íå ¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèì, àëå âií ¹ (0, 2)-
ãðàíè÷íèì, çà ïîãîäæåííÿì iç òâåðäæåííÿì 7.2.8. Êîäè Z1 i Z2 ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèìè.
Òàêèì ÷èíîì, êîä X ¹ (2, 2)-ãðàíè÷íèì. Âií íå ¹ (p, q)-ãðàíè÷íèì äëÿ äîâiëüíèõ (p, q)
òàêèõ, ùî p+ q 6 3, ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.3.

c d b a

Ðèñ. 7.3: Êîä X íå ¹ (p, q)-ãðàíè÷íèì äëÿ p+ q 6 3

Òåïåð ìè äàìî îïèñàííÿ (1, 0)-ãðàíè÷íèõ êîäiâ çà äîïîìîãîþ àâòîìàòiâ. Òàêi êîäè
çóñòði÷àþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 8.2. Äëÿ öüîãî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àâòîìàò A = (Q, 1, 1)
¹ âïîðÿäêîâàíèì, ÿêùî âií ¹ äåòåðìiíîâàíèì i ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: Q �
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, q 6 1 äëÿ âñiõ q ∈ Q i äëÿ âñiõ p, q ∈ Q, i ç a ∈ A
òà p 6 q âèïëèâà¹, ùî p · a 6 q · a.

Òâåðäæåííÿ 7.2.10. Íåõàé X ⊂ A+ � ïðåôiêñíèé êîä. Ìíîæèíà X∗ ¹ ñóôiêñíî
çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîíî¨ä X∗ ðîçïiçíà¹òüñÿ äåÿêèì âïîðÿäêîâàíèì
àâòîìàòîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ìíîæèíà X∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ. Íåõàé
A(X∗) = (Q, 1, 1) � ìiíiìàëüíèé àâòîìàò ìîíî¨äà X∗. Îçíà÷èìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
íà Q íàñòóïíèì ÷èíîì:

p 6 q òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Lp ⊆ Lq,

äå Lp = {u ∈ A∗ : p · u = 1} äëÿ êîæíîãî ñòàíó p. Öå âèçíà÷à¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q, îñêiëüêè ç îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà âèïëèâà¹, ùî:
Lp = Lq òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p = q. Äàëi, íåõàé ñòàí q ∈ Q i ñëîâî u ∈ A∗ ¹
òàêèìè, ùî 1 · u = q. Òîäi v ∈ Lq òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè uv ∈ X∗. Ïîçàÿê êîä X ¹
(1, 0)-ãðàíè÷íèì, òî ç uv ∈ X∗ âèïëèâà¹, ùî v ∈ X∗, àáî òàêîæ v ∈ L1. Òàêèì ÷èíîì,
Lq ⊆ L1, à îòæå q 6 1. Äàëi, ÿêùî p, q ∈ Q ç p 6 q, òà a ∈ A, íåõàé v ∈ Lp·a. Òîäi
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av ∈ Lp, òàêèì ÷èíîì av ∈ Lq, à îòæå v ∈ Lq·a. Öå äîâîäèòü, ùî A(X∗) ¹ íàñïðàâäi
âïîðÿäêîâàíèì àâòîìàòîì äëÿ öüîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó.

Íàâïàêè, íåõàé A = (Q, 1, 1) � âïîðÿäêîâàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä
X∗. Ïðèïóñòèìî, ùî uv ∈ X∗ äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A∗. Òîäi 1 · uv = 1. Ïîçàÿê
1 · u 6 1, òî ìà¹ìî 1 · uv 6 1 · v. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî 1 6 1 · v 6 1, à îòæå
1 · v = 1. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî v ∈ X∗.

Ïðèêëàä 7.2.11. Ðîçãëÿíåìî àâòîìàò (Q, 1, 1), çîáðàæåíèé íà ðèñ. 7.4. Íà ìíîæèíi

1 2 3

4

a b

b

a

a b

b

a

Ðèñ. 7.4: Âïîðÿäêîâàíèé àâòîìàò

ñòàíiâ Q = {1, 2, 3, 4} îçíà÷èìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê òàê: 3 6 2 6 1 i 4 6 1. Äëÿ
öüîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, àâòîìàò (Q, 1, 1) ¹ âïîðÿäêîâàíèì. Öåé àâòîìàò ðîçïiçíà¹
ïiäìîíî¨ä X∗, ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ

X = (b2b∗a)∗{a, ba}.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî X ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì êîäîì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ iíøå îïèñàííÿ (1, 0)-ãðàíè÷íèõ êîäiâ.

Òâåðäæåííÿ 7.2.12. Ïðåôiêñíèé êîä X ⊂ A+ ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà R = A∗ \XA∗ ñëiâ, ÿêi íå ìàþòü ïðåôiêñiâ ó êîäi X, ¹ ïiäìîíî¨äîì
â A∗.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 3.1.6 ìà¹ìî, ùî A∗ = X∗R. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî
êîä X ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì. Íåõàé u, u′ ∈ R i ïîêëàäåìî uu′ = xr ç x ∈ X∗ i r ∈ R.
Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî x 6= ε. Òîäi ñëîâî x íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî x = uv i vr = u′ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà v ∈ A∗. Ïîçàÿê êîä X ¹ (1, 0)-
ãðàíè÷íèì, òî ìà¹ìî, ùî v ∈ X∗, i çâiäêè âèïëèâà¹, ùî v = 1, îñêiëüêè ñëîâî v
¹ ïðåôiêñîì ñëîâà u′. Òàêèì ÷èíîì x = u, îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, x = ε òà
uu′ ∈ R.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî R ¹ ïiäìîíî¨äîì â A∗. Òîäi, áóäó÷è ïðåôiêñíî çàìêíå-
íèì, R óíiòàðíèì çëiâà ïiäìîíî¨äîì. Òàêèì ÷èíîì, R = Y ∗ äëÿ äåÿêîãî ñóôiêñíîãî
êîäó Y . Ç ðiâíÿííÿ ñòåïåíåâîãî ðÿäó îòðèìó¹ìî

A∗ = X∗Y ∗.
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Äîìíîæèâøè îñòàííié âèðàç íà 1 − Y ñïðàâà, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü X∗ = A∗ − A∗Y .
Òàêèì ÷èíîì, X∗ ¹ äîïîâíåííÿì ëiâîãî iäåàëó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹
ñóôiêñíî çàìêíåíèì. Îòîæ, êîä X ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì.

Ïðèêëàä 7.2.13. Êîä X = (b2b∗a)∗{a, ba} ç ïðèêëàäó 7.2.11 äà¹, äëÿ R = A∗ \XA∗,
ïiäìîíî¨ä R = {b, b2a}∗.

Ìè çàêií÷ó¹ìî öåé ðîçäië âèçíà÷åííÿì ñiì'¨ êîäiâ, ÿêà ¹ íàéáiëüø îáìåæóâàíîþ
iç ðîçãëÿíóòèõ ñiìåé. Ïiäìíîæèíà X ⊂ A+ íàçèâà¹òüñÿ êîäîì áåç êîì, ÿêùî äëÿ
âñiõ ñëiâ x ∈ X+, u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

uxv ∈ X∗ =⇒ u, v ∈ X∗. (7.12)

Êîäè áåç êîì ¹ áiôiêñíèìè êîäàìè. Öå òi êîäè, ç ÿêèìè íàéïðîñòiøå ðîçøèôðóâàòè:
ÿêùî â ñëîâi w ∈ X∗, äåÿêèé ìíîæíèê ìîæå áóòè iäåíòèôiêîâàíèé ùî âií ìiñòèòüñÿ
â X, òî öåé ìíîæíèê ¹ îäíèì iç ÷ëåíiâ ¹äèíî¨ X-ôàêòîðèçàöi¨ ñëîâà w.

Òâåðäæåííÿ 7.2.14. Êîä X ⊂ A+ ¹ êîäîì áåç êîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ¹
(p, q)-ãðàíè÷íèì äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë p, q ç p+q = 3 s ÿêùî A+XA+∩X = ∅.
Çîêðåìà, êîä áåç êîì ¹ êðóãîâèì.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî X êîäîì áåç êîì. Íåõàé u0, u1, u2, u3 ∈ A∗ ¹
òàêèìè, ùî u0u1, u1u2, u2u3 ∈ X∗. ßêùî u1 = u2 = 1, òî u0, u3 ∈ X∗. Iíàêøå u1u2 ∈ X+

i u0u1u2u3 ∈ X+. Îòæå, çà âëàñòèâiñòþ (7.12) îòðèìó¹ìî u0, u3 ∈ X∗. Ïîçàÿê êîä X ¹
ïðåôiêñíèì, òî ç u0, u0u1 ∈ X∗ âèïëèâà¹, ùî u1 ∈ X∗, i îñêiëüêè êîä X ¹ ñóôiêñíèì,
òî ç u2u3, u3 ∈ X âèïëèâà¹, ùî ñëîâî u2 ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi X∗. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî
u0, u1, u2, u3 ∈ X∗. Îòæå, êîä X ¹ (p, q)-ãðàíè÷íèì äëÿ âñiõ öiëèõ p, q > 0 ç p+ q = 3.
Êðiì òîãî, A+XA+∩X = ∅. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî uxv, x ∈ X. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ
(7.12) îòðèìó¹ìî u, v ∈ X∗, çâiäêè âèïëèâàþòü ðiâíîñòi u = v = 1.

Íàâïàêè, íåõàé ñëîâà u, v ∈ A∗ i x ∈ X+ ¹ òàêèìè, ùî uxv ∈ X∗. Ïîçàÿê
A+XA+ ∩ X = ∅, òî iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ x = ps ç p, s ∈ A∗ òàêà, ùî up, sv ∈ X∗.
Ç up, ps, sv ∈ X∗ çà ãðàíè÷íiñòþ êîäó X ìà¹ìî, ùî u, p, s, r ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì, âè-
êîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü (7.12). Îñòàíí¹ âèñëîâëåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 7.2.2.

Òâåðäæåííÿ 7.2.15. Íåõàé X,Z � êîìïîçèöiéîâíi êîäè é X = Y ◦ Z. ßêùî Y i
Z � êîäè áåç êîì, òî X � êîä áåç êîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u, v ∈ A∗ òà x ∈ X+ � ñëîâà òàêi, ùî uxv ∈ X∗. Ïîçàÿê X ⊂ Z∗, òî
ìà¹ìî uxv ∈ Z∗, x ∈ Z ∗+. Ïîçàÿê Z � êîä áåç êîì, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî u, v ∈ Z∗.
Ç òîãî, ùî Y � êîä áåç êîì, îòðèìó¹ìî, ùî u, v ∈ X∗. Òàêèì ÷èíîì X � êîä áåç êîì
çà óìîâîþ (7.12).

Ïðèêëàä 7.2.16. Íåõàé A = {a, b} i X = {aab, bab}. Ñëîâà aab i bab ìàþòü ¹äèíå
òëóìà÷åííÿ. Öå äîâîäèòü, ùî X ¹ êîäîì áåç êîì.
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7.3 Ðîçïîäiëè äîâæèí

Òåïåð ìè âèâ÷à¹ìî ðîçïîäiëè äîâæèí êðóãîâèõ êîäiâ. Íåõàé X � ôiêñîâàíèé
êðóãîâèé êîä i (un)n>1 � éîãî ðîçïîäië äîâæèí. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n > 1 ÷åðåç pn ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè n, ÿêi ìàþòü ñïðÿæåííÿ â ìîíî¨äi
X∗.

Ïîêëàäåìî

u(z) =
∑
n>1

unz
n i p(z) =

∑
n>1

pnz
n.

Òàêèì ÷èíîì, u(z) = fX(z) ¹ ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì êîäó X.

Òâåðäæåííÿ 7.3.1. Íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ ôóíêöié u(z) i p(z):

exp
∑
n>1

pn
n
zn =

1

1− u(z)
, (7.13)

àáî åêâiâàëåíòíî

p(z) =
zu′(z)

1− u(z)
, (7.14)

äå ÷åðåç u′(z) ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíà ôóíêöi¨ u(z).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî êîä X ¹ ñêií÷åííèì.

Íåõàé A � êâiòêîâèé àâòîìàò êîäó X, à N � ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ ãðàôà àâòîìàòà
A, òîáòî Ni,j � êiëüêiñòü ðåáåð âiä i äî j â àâòîìàòi A. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n > 0 ìà¹ìî

pn = Tr(Nn).

Ñïðàâäi, Tr(Nn) =
∑

Nn
i,i i N

n
i,i äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi øëÿõiâ äîâæèíè n ç i äî i. Ç

îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 7.1.5 êîæíå ñëîâî w äîâæèíè n, ÿêå ìà¹ ñïðÿæåíå ñëîâî â
ìîíî¨äi X∗ ¹ ìiòêîþ ¹äèíîãî çàìêíåíîãî øëÿõó â àâòîìàòi A. Íàâïàêè, êîæåí öèêë
ìiñòèòü ïî÷àòêîâèé ñòàí, à îòæå éîãî ìiòêà ìà¹ ñïðÿæåíå ñëîâî â ìîíî¨äi X∗. Öå
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè.

Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî òâåðäæåííÿ 4.1.6. Ïðèñâî¨âøè îäíàêîâèé ñèìâîë z äëÿ âñiõ
ëiòåð ðiâíÿííÿ (4.2)), ìàòðèöÿM ç ðiâíîñòi (4.2)) ñòà¹ Nz, à ôóíêöiÿ α(X) ñòà¹ u(z).
Òàêèì ÷èíîì,

det(I −Nz) = 1− u(z).

Íåõàé λ1, · · · , λk � âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi N , ïåðåëi÷åíi çà ¨õ êðàòíiñòþ. Òîäi äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1, ìà¹ìî

pn = Tr(Nn) = λn1 + · · ·+ λnk .

Äàëi, çà åëåìåíòàðíèìè îá÷èñëåííÿìè, äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ îòðè-
ìó¹ìî

exp

(∑
n>1

(λz)n

n

)
= exp

(
log

1

1− λz

)
=

1

1− λz
.
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À îòæå, îòðèìó¹ìî

exp
∑
n>1

pn
n
zn = exp

∑
n>1

λn1 + · · ·+ λnk
n

zn =

= exp
∑
n>1

(
(λ1z)n

n
+ · · ·+ (λkz)n

n

)
=

=
1

1− λ1z
· . . . · 1

1− λkz
=

=
1

det(I −Nz)
.

Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü (7.13) ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ êîäiâ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ
êîæíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà m ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ñëiâ êîäó X äîâæèíè, ùî
íå ïåðåâèùó¹ m. Ïîçàÿê êîæíå çíà÷åííÿ pn çàëåæèòü ëèøå âiä ïåðøèõ n ÷ëåíiâ
ïîñëiäîâíîñòi (un), òî ðiâíiñòü (7.13) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ öiëèõ, íå ïåðåâèùóþòü
÷èñëà m. Îñêiëüêè öå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m, òî ôîðìóëà
(7.13) ¹ iñòèííîþ òàêîæ äëÿ íåñêií÷åííèõ êîäiâ.

Ôîðìóëà (7.14) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (7.13) ç âèêîðèñòàííÿì ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõi-
äíî¨, òîáòî øëÿõîì âçÿòòÿ ïîõiäíèõ ëîãàðèôìiâ. Ñïðàâäi, ðiâíiñòü S = T äâîõ ðÿäiâ
ç ïîñòiéíèì ÷ëåíîì 1 åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi ¨õ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîõiäíèõ.

Ïðèêëàä 7.3.2. Ðîçãëÿíåìî êðóãîâèé êîä X = {a, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b}.
Ìà¹ìî u(z) = z + z2, à îòæå çà ôîðìóëîþ (7.14) îòðèìó¹ìî

p(z) =
z + 2z2

1− z − z2
.

Àâòîìàò A çîáðàæåíî íà ðèñ. 7.5. Ìà¹ìî

1 2a

b

a

Ðèñ. 7.5: Êâiòêîâèé àâòîìàò êðóãîâîãî êîäó X = {a, ba}

M =

[
1 1
1 0

]
,

à îòæå
det(I −Mz) = 1− z − z2.

Âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöiM ¹ äâà êîðåíi ϕ i ϕ̂ ìíîãî÷ëåíà 1−z−z2 i pn = ϕ2+ϕ̂2.
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Çà ôîðìóëîþ (7.14) ìà¹ìî p(z) = zu′(z) + p(z)u(z), ç ÿêî¨ ìè îòðèìó¹ìî òàêå
ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ pn, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ÷èñëîâèõ îá÷èñëåíü i
âîíî âiäîìå ïiä íàçâîþ ôîðìóëâ Íüþòîíà:

pn = nun +
n−1∑
i=1

piun−i. (7.15)

Iñíó¹ òàêîæ áëèçüêà ôîðìóëà äëÿ pn. Äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà i > 1 ïîêëàäåìî
u(i) =

(
u

(i)
n

)
n>1

� ðîçïîäië äîâæèí ìíîæèíè X i. Åêâiâàëåíòíî, u(i)
n ¹ êîåôiöi¹íòîì

ñòåïåíÿ n ìíîãî÷ëåíà u(z)i. Òîäi

∑
n>1

pn
n
zn = log

1

1− u(z)
=
∑
i>1

u(i)(z)

i
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà n > 1 ÿâíå çíà÷åííÿ ÷èñåë pn ó òåðìiíàõ
÷èñåë u(i)

n ¹

pn =
n∑
i=1

n

i
u(i)
n .

Ìè òåïåð äàìî âiäíîøåííÿ ç ïðèìiòèâíèìè íàìèñòàìè. Íåõàé `n � êiëüêiñòü ïðèìi-
òèâíèõ íàìèñò äîâæèíè n, ÿêi ïåðåòèíàþòü ìîíî¨ä X∗. Ìè ïî÷íåìî ç ôîðìóëè, ÿêà
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñåë `n.

Òâåðäæåííÿ 7.3.3. Äëÿ âñiõ öiëèõ n > 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

pn =
∑
d|n

d`d. (7.16)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u � ïðèìiòèâíå ñëîâî äîâæèíè d ÿêå ìà¹ ñïðÿæåíå â ìîíî¨äi X∗.
Êîæíà ñòåïiíü v ñëîâà u ìà¹ ðiâíî äâà d ðiçíèõ ñïðÿæåíü i ìà¹ ñïðÿæåíå â ìîíî¨äiX∗.
Íàâïàêè, íåõàé ñëîâî v ìà¹ ñïðÿæåííÿ v′ â ìîíî¨äi X∗, íåõàé u � ¹äèíå ïðèìiòèâíå
ñëîâî òàêå, ùî v′ ìiñòèòüñÿ â u+. Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ ÷èñòèì, òî ñëîâî u ìiñòèòüñÿ
â X∗, à îòæå v ñàìî ¹ ñòåïåíåì ïðèìiòèâíîãî ñëîâà, ÿêå ìà¹ ñïðÿæåíå â ìîíî¨äi X∗.
Öå äîâîäèòü ôîðìóëó (7.16).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ìüîáióñà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ (òâåðäæåííÿ 1.3.4),
ìè îòðèìó¹ìî ÿâíó ôîðìóëó

`n =
1

n

∑
d|n

µ(n/d)pd.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ ïðÿìèé çâ'ÿçîê ìiæ ïîñëiäîâíîñòÿìè (un) i (`n).

Òâåðäæåííÿ 7.3.4. Âèêîíó¹òüñÿ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ:

1

1− u(z)
=
∏
n>1

1

(1− zn)`n
. (7.17)
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

pn
n

=
∑
d|n

d`d
n
,

òî ìà¹ìî ∑
n>1

pn
n
zn =

∑
d,k>1

`d
zdk

k
=
∑
d>1

`d log
1

1− zd
=
∑
n>1

log
1

(1− zn)`n
.

Âçÿâøè åêñïîíåíòó âiä îáîõ áîêiâ ðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî

exp
∑
n>1

pn
n
zn =

∏
n>1

1

(1− zn)`n
. (7.18)

Ñêëàäàþ÷è ðàçîì ôîðìóëè (7.13) i (7.18), îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (7.17).

Ç îãëÿäó íà ðÿä u(z) =
∑
unz

n, ðiâíÿííÿ (7.14) âèçíà÷à¹ áåçïîñåðåäíüî ðÿä p(z),
à ðiâíÿííÿ (7.16) äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ïîñëiäîâíiñòü (`n). Âîíè âçàãàëi åêâiâàëåíòíi
ðiâíÿííþ (7.17). Ùîá ïiäêðåñëèòè öi çàëåæíîñòi, ìè ïèøåìî `n(u) i p − n(u) äëÿ
ïîñëiäîâíîñòåé, çàäàíèõ çìiííîþ u.

Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó ðÿäó u(z) = kz ïèøåìî `n(k) çàìiñòü `n(u). Öå óçãî-
äæó¹òüñÿ ç ðîçäiëîì 1 äå ÷åðåç `n(k) ïîçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü ïðèìiòèâíèõ íàìèñò
äîâæèíîþ n íà k ñèìâîëàõ. Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (`n(k))n>1 âiäïîâiäà¹ êîäó
X = A, i â öüîìó âèïàäêó òîòîæíiñòü (7.17) ìà¹ âèãëÿä

1

1− kz
=
∏
n>1

1

(1− zn)`n(k)
. (7.19)

Ìîæíà äîâåñòè, ÿêùî un 6 vn äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òî `n(u) 6 `n(v) äëÿ
âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n (âïðàâà 7.4.9).

Ïðèêëàä 7.3.5. Ðîçãëÿíåìî çíîâó êðóãîâèé êîä X = {a, ab} íàä àëôàâiòîì A =
{a, b}. Ìà¹ìî u(z) = z + z2 i

p(z) =
z + 2z2

1− z − z2
.

Ïåðøi çíà÷åííÿ pn i `n íàâåäåíî â òàáëèöi 7.1.

n 1 2 3 4 5 6 7
pn 1 3 4 7 11 18 29
`n 1 1 1 1 2 2 4

Òàáë. 7.1: Çíà÷åííÿ pn i `n äëÿ êîäó X = {a, ab}

Òåïåð ìè îïèøåìî ðîçïîäiëè äîâæèí êðóãîâèõ êîäiâ.

Äëÿ öüîãî, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñêií÷åííà àáî íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü (xi)i>1

ñëiâ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A+ ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Õîëëà íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî âîíà îòðè-
ìó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
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Íåõàé X1 = A. Òîäi x1 � äîâiëüíî âèáðàíå ñëîâî â X1. ßêùî xi òà Xi âèçíà÷åíi,
òî ïîêëàäåìî Xi+1 âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Xi+1 = x∗i (Xi \ {xi}),

i ñëîâî xi+1 � äîâiëüíî âèáðàíèé åëåìåíò â êîäi Xi+1, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|xi+1| > |xi|.

Ïîñëiäîâíiñòü (Xi)i>1 íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ êîäiâ, àñîöiéîâàíèõ iç ïîñëiäîâíiñòþ
(xi)i>1.

Òâåðäæåííÿ 7.3.6. Íåõàé (xi)i>1 � ïîñëiäîâíiñòü Õîëëà íàä àëôàâiòîì A òà
(Xi)i>1 � àñîöiéîâàíà ïîñëiäîâíiñòü êîäiâ. Òîäi:

(i) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i > 1 êîæåí êîä Xi ¹ (i − 1, 0)-ãðàíè÷íèì
êîäîì;

(ii) êîæíå ïðèìiòèâíå ñëîâî w òàêå, ùî |w| > |xi| ìà¹ ñïðÿæåíå ñëîâî â ìîíî¨äi
X∗i+1.

Äîâåäåííÿ. (i) Êîä X1 = A ¹ (0, 0)-ãðàíè÷íèì. Äàëi

Xi+1 = T ◦Xi,

äå T � êîä âèãëÿäó b∗(B \{b}). Î÷åâèäíî, ùî êîä T ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì. Ïðèïóñòèâøè
çà iíäóêöi¹þ, ùî Xi ¹ (i−1, 0)-ãðàíè÷íèì, îòðèìó¹ìî, ùî íàøå âèñëîâëåííÿ âèïëèâà¹
ç òâåðäæåííÿ 7.2.8.

(ii) Îçíà÷èìî x0 = 1. Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ iñòèííèì äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë
i > 0 iíäóêöi¹þ ïî i. Äëÿ âèïàäêó i = 0 ïðîñòî ìà¹ìî, ùî áóäü-ÿêå ïðèìiòèâíå ñëîâî
ìiñòèòüñÿ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗. Îòæå ïðèïóñêà¹ìî, ùî i > 1, i íåõàé w ∈ A+ �
ïðèìiòèâíå ñëîâî äîâæèíè |w| > |xi|. Ïîçàÿê |xi| > |xi−1|, òî ìà¹ìî |w| > |xi−1|. Çà
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ ñëîâî w′, ñïðÿæåíå äî ñëîâà w, ÿêå ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi
X∗i . Ñëîâî w

′ íå ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi x∗i , îñêiëüêè ñëîâî w′ ïðèìiòèâíèì i |w′| > |xi|.
Îòæå ñëîâî w′ ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê w′ = uxv äëÿ äåÿêèõ u, v ∈ X∗i i x ∈ Xi\{xi}.
Òîäi ñïðÿæåíå ñëîâî w′′ = vux äî ñëîâà w′ ìiñòèòüñÿ â X∗i (Xi \ {xi}) ⊂ X∗i+1. Òàêèì
÷èíîì, ñïðÿæåíå ñëîâî äî ñëîâà w ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi X∗i+1.

Òåîðåìà 7.3.7. Ïîñëiäîâíiñòü u = (un)n>1 ¹ ðîçïîäiëîì äîâæèíè êðóãîâîãî êîäó íàä
k ëiòåðàìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè `n(u) 6 `n(k) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéA� àëôàâiò ç k ëiòåðàìè éX � êðóãîâèé êîä ç ðîçïîäiëîì äîâæèí
u = (un). Ïîçàÿê âåëè÷èíà `n(u) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïðèìiòèâíèõ íàìèñò äîâæèíè n,
ÿêi ïåðåòèíàþòü ìîíî¨ä X∗, òî ìà¹ìî `n(u) 6 `n(k).

Äëÿ äîâåäåííÿ îáåðíåíîãî òâåðäæåííÿ, ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü Õîëëà. Çðîáèìî
öå iíäóêöi¹þ, ïðèïóñòèìî âèçíà÷åíî öiëå ÷èñëî m = m(n) òà ïîñëiäîâíiñòü Õîëëà
x1, . . . , xm ñëiâ äîâæèíè íå áiëüøå çà n ç ïîñëiäîâíiñòþ X1, . . . , Xm àñîöiéîâàíèõ êî-
äiâ, à îòæå ç Xi+1 = x∗i (Xi \ {xi}) òàêi, ùî ðîçïîäië äîâæèí êîäó Xm çáiãà¹òüñÿ ç
ïîñëiäîâíiñòþ u íà n ïåðøèõ ÷ëåíàõ. Ïîçíà÷èìî äëÿ çðó÷íîñòi Yn = Xm(n). Îòæå,
ïîêëàâøè vi = Card(Yn ∩ Ai), ìà¹ìî vi = ui äëÿ 1 6 i 6 n. Ìè äîâåäåìî, ùî

vn+1 − un+1 = `n+1(k)− `n+1(u). (7.20)
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Ïðèéìåìî öå ðiâíÿííÿ ÿê íàëåæíå. Ïîêëàäåìî r = vn+1 − un+1. Ïîçàÿê 0 6 r
ìè ìîæåìî âèáðàòè r ñëiâ xm+1, . . . , xm+r äîâæèíè n + 1 â ìíîæèíi Yn = Xm äëÿ
ïðîäîâæåííÿ ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi Õîëëà äëÿ r êðîêiâ. Ó öüîìó âèïàäêó ïîñëi-
äîâíiñòü x1, · · · , xm, xm+1, . . . , xm+r óòâîðþ¹ çàãàëîì ïîñëiäîâíiñòü Õîëëà. Ïîêëàâøè
m(n+1) = m+r, îòðèìó¹ìî êîä Yn+1 = Xm(n+1) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü Card(Yn+1∩Ai) =
ui äëÿ 1 6 i 6 n + 1. Öå ¹ î÷åâèäíèì äëÿ i 6 n. Äàëi, ìíîæèíà Yn+1 ∩ An+1 îòðè-
ìó¹òüñÿ ç Yn ∩ An+1, âèäàëÿþ÷è r ñëîâà äîâæèíîþ n + 1. Öå çàâåðøó¹ iíäóêöiþ,
ïî÷èíàþ÷è ç Y0 = A.

Òåïåð äîâåäåìî ðiâíiñòü (7.20). Ïîçàÿê ui = vi äëÿ i = 1, . . . , n, òî çà ðiâíiñòþ
(7.15) ìà¹ìî, ùî pi(u) = pi(v) äëÿ i = 1, . . . , n. Îòæå, çíîâó çà çà ðiâíiñòþ (7.15)
îòðèìó¹ìî, ùî

pn+1(v)− pn+1(u) = (n+ 1)(vn+1 − un+1).

Ðiâíiñòü (7.16) i ðiâíîñòi, äîâåäåíi âèùå, ïîêàçóþòü, ùî `i(u) = `i(v) äëÿ i =
1, . . . , n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

pn+1(v)− pn+1(u) = (n+ 1)(`n+1(v)− `n+1(u)),

ùî â ñâîþ ÷åðãó ïîêàçó¹, ùî

`n+1(v)− `n+1(u) = vn+1 − un+1.

Ïîçàÿê |xm| 6 n, òî âëàñòèâiñòü ïîñëiäîâíîñòåé, âèêëàäåíà â òâåðäæåííi 7.3.6(ii)
ñòâåðäæó¹, ùî êîæíå ïðèìiòèâíå íàìèñòî äîâæèíè n + 1 ïåðåòèíà¹ êîä X∗m. Òàêèì
÷èíîì, `n+1(v) = `n+1(k). Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü (7.20).

Ïðèêëàä 7.3.8. Íåõàé A = {a, b} i u = (0, 1, 1, 3, . . .). Êîíñòðóêöiÿ äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè 7.3.7 äà¹

X1 = {a, b};
X2 = {b, ab, aab, aaab, . . .};
X3 = {ab, aab, abab, aaab, baab, bbab, . . .};
X4 = {ab, bab, aaab, baab, bbab, . . .},

ùî âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíîñòi Õîëëà x1 = a, x2 = b, x3 = aab. Ç öüîãî îòðèìó¹ìî
Y1 = X3 òà Y2 = Y3 = X4.

Ó òàáëèöi 7.2 çîáðàæåíî ïîêîìïîíåòíi ìàêñèìàëüíi ðîçïîäiëè äîâæèí áiíàðíèõ
êðóãîâèõ êîäiâ äîâæèíè, ùî íå ïåðåâèùó¹ 4. Öåé ñïèñîê âèêëàäåíèé ó ñïàäíîìó ëå-
êñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó. Îñòàííié ñòîâï÷èê äà¹ êðóãîâèé êîä, ÿêèé ìà¹ çàçíà÷åíèé
ðîçïîäië ïîáóäîâàíèé ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.3.7.

Íàñëiäîê 7.3.9. Íåõàé A � àëôàâiò ç k > 1 ëiòåðàìè. Äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
m > 1 iñíó¹ êðóãîâèé êîä X ⊂ Am òàêèé, ùî Card(X) = `m(k).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u = (un)n>1 � ïîñëiäîâíiñòü ç óñiìà ÷ëåíàìè íóëÿìè, çà âèéíÿòêîì
um, ÿêèé äîðiâíþ¹ `m(k). Çà ðiâíîñòÿìè (7.15) i (7.16) ìà¹ìî, ùî `n(u) = 0 äëÿ
1 6 n 6 m− 1 i `m(u) = um. Îòæå, `n(u) 6 `n(k) äëÿ 1 6 n 6 m. Çãiäíî ç äîâåäåííÿì
òåîðåìè 7.3.7, öüîãî äîñòàòíüî, ùîá çàáåçïå÷èòè iñíóâàííÿ êðóãîâîãî êîäó X, ùî ìà¹
ñëîâà um äîâæèíè m. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà X ∩ Am çàäîâîëüíÿ¹ òâåðäæåííÿ.
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2 0 0 0 a, b
1 1 1 1 b, ab, a2b, a3b
1 1 0 0 b, ab, a3b, a2b2

1 0 2 1 b, ab2, a2b, a3b
1 0 1 2 b, a2b, a3b, ab3

1 0 0 3 b, a3b, ab3, a2b2

0 1 2 3 ab, a2b, bab, a3b, ba2b, b2ab

Òàáë. 7.2: Ñïèñîê ïîêîìïîíåòíèõ ìàêñèìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ äîâæèí áiíàðíèõ êðóãî-
âèõ êîäiâ äîâæèíè, ùî íå ïåðåâèùó¹ 4

Íàñëiäîê 7.3.9 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: Ìîæíà âèáðàòè ñèñòåìó X ç ïðåä-
ñòàâíèêiâ ïðèìiòèâíèõ êëàñiâ ñóìiæíîñòi ñëiâ äîâæèíîþ m òàêèì ÷èíîì, ùî
X � êðóãîâèé êîä. Íàñòóïíèé ïðèêëàä äà¹ áiëüø òî÷íå îïèñàííÿ òàêèõ êîäiâ äëÿ
m = 2.

Ïðèêëàä 7.3.10. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â A2 \ {a2 : a ∈ A} i θ � âiäíîøåííÿ íà
àëôàâiòi A, âèçíà÷åíå òàê: aθb òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ab ∈ X. Òîäi X ¹ êðóãîâèì
êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðåôëåêñèâíå òà òðàíçèòèâíå çàìèêàííÿ θ∗ âiäíîøåííÿ
θ ¹ âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó.

Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî θ∗ íå ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì. Òîäi

a1a2, a2a3, . . . , an−1an, ana1 ∈ X

äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 i a1, . . . , an ∈ A. ßêùî ÷èñëî n ¹ ïàðíèì,
òî ïîêëàâøè u = a1, v = a2 · · · an, ìà¹ìî uv, vu ∈ X∗ é u /∈ X∗. ßêùî ÷èñëî n ¹
íåïàðíèì, òî (a1a2 · · · an)2 ∈ X∗, àëå a1a2 · · · an ∈ X∗. Îòæå, êîä X íå ¹ êðóãîâèì.

Íàâïàêè ïðèïóñòèìî, ùî θ∗ ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà àëôàâiòi A. Òîäi A ìîæíà
âïîðÿäêóâàòè òàêèì ÷èíîì, ùî

A = {a1, a2, . . . , ak} i aiθaj =⇒ i < j.

Òîäi X ⊂ {aiaj : i < j}, i ç îãëÿäó íà ïðèêëàä 7.2.7 ìíîæèíà X ¹ êðóãîâèì êîäîì.

Êîäè X ⊂ Am â íàñëiäêó 7.3.9 ¹ êðóãîâèìè. Íàñòóïíà òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî ïðè
íåïàðíîìó m êîä X ìîæå áóòè íàâiòü îáðàíèé, ÿê êîä áåç êîì.

Òåîðåìà 7.3.11. Äëÿ äîâiëüíîãî àëôàâiòó A ç k ëiòåðàìè òà äëÿ êîæíîãî íåïàð-
íîãî ÷èñëà m > 1 iñíó¹ êîä áåç êîì X ⊂ Am òàêèé, ùî

Card(X) = `m(k).

Ç ïðèêëàäó 7.3.10 âèïëèâà¹, ùî êðóãîâèé êîä X ⊂ A2 ç `2(k) = k(k − 1)/2 åëå-
ìåíòàìè ìà¹ âèãëÿä X = {aiaj : i < j} äëÿ äåÿêî¨ íóìåðàöi¨ àëôàâiòó A. Äëÿ k = 4
i A = {a, b, c, d} îòðèìó¹ìî êîä X = {ab, ac, ad, bc, cd, bd}. Öåé êîä íå ¹ êîäîì áåç
êîì, îñêiëüêè ñëîâî abcd ìà¹ ôàêòîðèçàöi¨ (ab)(cd) i a(bc)d. Îòæå, òàêèé ðåçóëüòàò,
ÿê òåîðåìà 7.3.11 íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë m.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.3.11 ìè ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü Õîëëà (xi)i>1 i ïîñëi-
äîâíiñòü (Xi)i>1 àñîöiéîâàíèõ êîäiâ, ïîêëàâøè

X1 = A, Xi+1 = x∗i (Xi \ {xi}), (i > 1), (7.21)
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äå xi � åëåìåíò êîäó Xi ìiíiìàëüíî¨ íåïàðíî¨ äîâæèíè. Çà ïîáóäîâîþ (xi)i>1 ¹ íà-
ñïðàâäi ïîñëiäîâíiñòþ Õîëëà. Ïîêëàäåìî

U =
⋃
i>1

Xi, Y = U ∩ (A2)∗ i Z = U ∩ A(A2)∗.

Îòæå Y ¹ ìíîæèíîþ ñëiâ ïàðíî¨ äîâæèíè â U òà

Z = {xj : i > 1}.

Äëÿ êîæíîãî ñëîâà u ∈ U îçíà÷èìî

ν(u) = min{i ∈ N : u ∈ Xi} − 1,

δ(u) = sup{i ∈ N : u ∈ Xi}.

Òàêèì ÷èíîì, ν(u) ïîçíà÷à¹ îñòàííié êðîê, ïåðø íiæ ñëîâî u ïîÿâëÿ¹òüñÿ â äåÿêîìó
êîäi Xi, à δ(u) � îñòàííié ðàç, êîëè ñëîâî u ïîÿâëÿ¹òüñÿ â äåÿêîìó êîäi Xi. Çàóâà-
æèìî, ùî Y = {u ∈ U : δ(u) = +∞}. Äàëi, çàóâàæèìî, ùî δ(xi) = i, i ÿêùî ν(u) = q
äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u ∈ U \ A, òî u ∈ X1+q i u /∈ Xq. Îòæå, u = xqv äëÿ äåÿêîãî ñëîâà
v ∈ Xq+1. Äàëi äëÿ âñiõ u ∈ U òà n > 1 ìà¹ìî

ν(u) 6 n < δ(u) =⇒ xnu ∈ U. (7.22)

Äîâåäåìî ïîñëîâíiñòþ ëåì, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïàðíîãî öiëîãî ÷èñëà m äëÿ êîäó
Z ∩ Am ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 7.3.11.

Ëåìà 7.3.12. Äëÿ âñiõ íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Card(Z ∩ Am) = `m(k).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî |xn| = m. Íåõàé u �
ðîçïîäië äîâæèí êîäó Xn. Òîäi çà ïîáóäîâîþ ïîñëiäîâíîñòi Õîëëà (xi) ìà¹ìî

Z ∩ Am = {xn, xn+1, . . . , xn+p}

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p. Òîäi Z ∩ Am = Xn ∩ Am, îñêiëüêè äëÿ âñiõ íàòó-
ðàëüíèõ k > 1 ñëîâà â êîäi Xn+k, ÿêi íå ¹ â êîäi Xn ìàþòü äîâæèíó ñòðîãî áiëüøó
çà |xn|. Òàêèì ÷èíîì, Card(Z ∩ Am) = um.

Äàëi, çà îçíà÷åííÿì ÷èñëà n ìà¹ìî m > |xn−1|. Çà òâåðäæåííÿì 7.3.6(ii) êîæíå
ïðèìiòèâíå ñëîâî äîâæèíè m ìà¹ ñïðÿæåíå ñëîâî â X∗n. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî
ðiâíiñòü `m(u) = `m(k).

Íåõàé D � ìíîæèíà íåïàðíèõ ÷èñåë d òàêèõ, ùî 1 6 d 6 m − 2. Çà ïîáóäîâîþ
ïîñëiäîâíîñòi Õîëëà ìà¹ìî, ùî ud = 0 äëÿ êîæíîãî ÷èñëà d ∈ D. Ìè äîâåäåìî
iíäóêöi¹þ ïî d, ùî pd(u) = 0 äëÿ d ∈ D. Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ d = 1, îñêiëüêè
p1 = u1 = 0. Çà ðiâíiñòþ (7.15) ìà¹ìî

pd = dud +
d−1∑
i=1

piud−i.

Êîæåí ÷ëåí ñïðàâà äàíî¨ ðiâíîñòi äîðiâíþ¹, îñêiëüêè ud = 0 i àáî pi = 0, àáî ud−i = 0
îñêiëüêè i àáî d− i ¹ íåïàðíèì. Òàêèì ÷èíîì, pd = 0. Îòæå, çà ðiâíiñòþ (7.16) ìà¹ìî
`d(u) = 0 äëÿ d ∈ D, i íà çàâåðøåííi îòðèìó¹ìî pm(u) = mum i `m(u) = um.

Ìè îòðèìó¹ìî, òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü Card(Z ∩ Am) = `m(k).
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Ëåìà 7.3.13. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈ A∗ iñíó¹ ¹äèíà éîãî ôàêòîðèçàöiÿ

w = yz1z2 · · · zn (7.23)

ç y ∈ Y ∗, zi ∈ Z, n > 0 i δ(z1) > δ(z2) > · · · > δ(zn).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

X∗n = X∗n+1x
∗
n.

Ñïðàâäi, çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî, ùîXn+1 = x∗n(Xn\{xn}). Äîáóòîê âiëüíîãî ìîíî¨äà x∗n
ç ìíîæèíîþ Xn \ {xn} ¹ îäíîçíà÷íèì, îñêiëüêè ìíîæèíà Xn ¹ êîäîì. Òàêèì ÷èíîì,
â òåðìiíàõ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ìà¹ìî

Xn+1 = x∗n(Xn − xn). (7.24)

Òîìó, îòðèìó¹ìî, ùî Xn+1 = x∗nXn − x+
n i

Xn+1 − 1 = x∗nXn − x∗n = x∗n(Xn − 1).

Ôîðìóëà (7.24) âèïëèâà¹ çà iíâåðñi¹þ.

Ïiñëÿ ïîñëiäîâíèõ ïiäñòàíîâîê ó ôîðìóëi (7.24), ïî÷èíàþ÷è ç A∗ = X∗1 , îòðèìó¹ìî
äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1 ðiâíiñòü

A∗ = Xn+1
∗x∗nx

∗
n−1 · · ·x∗1. (7.25)

Òåïåð, íåõàé w ∈ A∗ i ïîêëàäåìî p = |w|. Íåõàé n � öiëå ÷èñëî òàêå, ùî ìíîæèíà
Xn+1 íå ìiñòèòü ñëiâ íåïàðíî¨ äîâæèíè 6 p. Ç ðiâíiñòþ (7.25) iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ
ñëîâà w, ÿê

w = yz1z2 · · · zk

ç δ(z1) > δ(z2) > · · · > δ(zk), zi ∈ Z i y ∈ X∗n+1. Ïîçàÿê |y| 6 p, òî ç âèáîðó ÷èñëà n
âèïëèâà¹, ùî y ¹ äîáóòêîì ñëiâ â ìíîæèíi Xn+1 ïàðíî¨ äîâæèíè. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî y ∈ Y ∗. Öå äîâîäèòü iñíóâàííÿ îäíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ (7.23). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹
äðóãà ôàêòîðèçàöiÿ òàêîãî æ òèïó, ñêàæåìî íåõàé,

w = y′z′1z
′
2 · · · z′n.

Íåõàé m � öiëå ÷èñëî, áiëüøèì çà δ(z1) i δ(z′1), i ¹ äîñèòü âåëèêèì, ùîá çàáåçïå÷èòè
óìîâó y, y′ ∈ X∗m+1. Òàêèé âèáið ¹ ìîæëèâèì, îñêiëüêè âñi ïàðíi ñëîâà äåÿêîãî êîäó
Xl ìiñòÿòüñÿ òàêîæ â êîäàõ Xl′ , äëÿ l′ > l. Òîäi çà ðiâíiñòþ (7.25) îáèäâi ôàêòîðèçàöi¨
ñëîâà w îäíàêîâi.

Òåïåð ìè îõàðàêòåðèçó¹ìî ïîñëiäîâíî ôîðìó ôàêòîðèçàöi¨ (7.23), äëÿ ñëiâ, ùî ¹
ïðåôiêñàìè, i äëÿ ñëiâ, ÿêi ¹ ñóôiêñàìè ñëiâ ó ìíîæèíi U .

Ëåìà 7.3.14. Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ïðåôiêñà w ñëîâà â ìíîæèíi U iñíó¹ ôàêòî-
ðèçàöiÿ (7.23) ç y = 1.
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Äîâåäåííÿ. Êîæåí ç êîäiâ Xn ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì. Öå âèïëèâà¹ ç
áàãàòîêðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåííÿ 3.4.13. Îòæå, äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n,
ìà¹ìî

A∗ = X∗n+1Pn+1,

äå Pn+1 = Xn+1A
− � ìíîæèíà âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëiâ êîäó Xn+1. Ïîðiâíþþ÷è öå

ðiâíÿííÿ ç ðiâíiñòþ (7.25), îòðèìó¹ìî

Pn+1 = x∗nx
∗
n−1 · · ·x∗1. (7.26)

Íåõàé òåïåð w � âëàñíèé ïðåôiêñ äåÿêîãî ñëîâà u â ìíîæèíi U . Òîäi u ∈ Xn+1 äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, à îòæå îòðèìó¹ìî w ∈ Pn+1. Çà ðiâíÿííÿì (7.25) ñëîâî
w äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ áàæàíî¨ ôîðìè.

Ëåìà 7.3.15. Äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, p > 1, ìà¹ìî xnxn+p ∈ Y ∗. Áiëüøå
òîãî, zy ∈ Y ∗Z äëÿ z ∈ Z i y ∈ Y .

Äîâåäåííÿ. Ïåðøó ôîðìóëó äîâåäåìî iíäóêöi¹þ. Äëÿ p = 1 ìà¹ìî ν(xn+1) 6 n,
îñêiëüêè xn+1 ∈ Xn+1. Òàêèì ÷èíîì, âðàõóâàâøè ôîðìóëó (7.22) ìà¹ìî, ùî xnxn+1 ∈
U . Ïîçàÿê ñëîâî xnxn+1 ìà¹ ïàðíó äîâæèíó, òî xnxn+1 ∈ Y .

Ïðèïóñòèìî, ùî âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïå-
ðåâèùóþòü p− 1, i ïîêëàäåìî q = ν(xn+p). Ðîçðiçíÿ¹ìî äâà âèïàäêè. Ñïî÷àòêó ïðè-
ïóñòèìî, ùî q 6 n. Òîäi çà iìïëiêàöi¹þ (7.22), êîëè xn+p âiäiãðà¹ ðîëü ñëîâà u, ìà¹ìî
xnxn+p ∈ U . Öå ñëîâî ìà¹ ïàðíó äîâæèíó. Îòæå, xnxn+p ∈ Y .

Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî n 6 q. Òîäi xn+p ∈ U \A. Îòæå, xn+p = xqu äëÿ äåÿêîãî ñëîâà
u ∈ U . Ïîçàÿê q 6 n + p = δ(xn+p), òî ìà¹ìî xnxq ∈ Y ∗ çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.
Äàëi ñëîâî u ìà¹ ïàðíó äîâæèíó (îñêiëüêè ÷èñëà |xn| i |xq| ¹ îáèäâà íåïàðíèìè).
Òàêèì ÷èíîì, u ∈ Y , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî xnxn+p ∈ Y ∗.

Òåïåð äîâåäåìî äðóãó âëàñòèâiñòü. Ïîêëàäåìî n = δ(Z) i q = ν(y). Òîäi z =
xn i y = xqxt äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà t. ßêùî n 6 q, òî xnxq ∈ Y ∗ çà
ïîïåðåäíiìè àðãóìåíòàìè, à îòæå zy ∈ Y ∗Z. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî q 6 n.
Òîäi çà iìïëiêàöi¹þ (7.22) ìà¹ìî xnxqxt = xny ∈ U . Îñêiëüêè öå ñëîâî ìà¹ íåïàðíó
äîâæèíó, òî âîíî ìiñòèòüñÿ â Z.

Ëåìà 7.3.16. Áóäü-ÿêèé ñóôiêñ w ñëîâà â U äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ (7.23) ç n = 0
àáî n = 1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî âèáðàíîãî ñëîâà u ∈ U , ìè äîâåäåìî, ùî âñi éîãî ñóôiêñè
ìiñòÿòüñÿ â Y ∗Z ∪ Y ∗, iíäóêöi¹þ ïî éîãî äîâæèíi |u|. Âèïàäîê |u| = 1 ¹ î÷åâèäíèì,
i î÷åâèäíî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè, òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äëÿ âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëiâ ó
ìíîæèíi U .

Ïðèïóñòèìî, ùî |u| > 2. Ïîêëàäåìî n = ν(u). Ïîçàÿê u ∈ U \A, òî ìà¹ìî u = xnu
′

äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u′ ∈ U .
Íåõàé w � âëàñíèé ïðàâèé ìíîæíèê ñëîâà u. ßêùî ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà u′,

òîäi çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ñëîâî w ìiñòèòüñÿ â Y ∗Z ∪ Y ∗. Îòæå, ïðèïóñòèìî, ùî
w = w′u′, ç w′ âëàñíèì ñóôiêñîì ñëîâà xn. Çà iíäóêöi¹þ, ñëîâî w′ ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi
Y ∗Z∪Y ∗. ßêùî w′ ∈ Y ∗, òî w′u′ ∈∈ Y ∗(Y ∪Z), i òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî. Òàêèì
÷èíîì, çàëèøèâñÿ âèïàäîê, êîëè w′ ∈ Y ∗Z. Ó öüîìó âèïàäêó, ïîêëàäåìî w′ = yxk ç
y ∈ Y ∗, k > 1. Çàóâàæèìî, ùî k 6 n, îñêiëüêè |xk| 6 |w′| 6 |xn| (äèâ. ðèñ. 7.6).
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u :
xn u′

w :
w′ u′

w′ :
y xk

Ðèñ. 7.6: Äîâåäåííÿ ëåìè 7.3.16

Çàðàç ìè âèäiëèìî äâà âèïàäêè. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî u′ ∈ Y . Òîäi çà ëå-
ìîþ 7.3.15 ìà¹ìî xku′ ∈ Y ∗Z. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî w = yxku

′ ∈ Y ∗Z. Äàëi, ïðèïóñòè-
ìî, ùî u′ ∈ Z. Òîäi u′ = xm äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Ìà¹ìî xm ∈ Xn+1,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî m > n. Îñêiëüêè k 6 n, òî ìà¹ìî k 6 m i çà ëåìîþ 7.3.15,
xkxm ∈ Y ∗. Îòæå w = yxkxm ∈ Y ∗. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.3.11. Íåõàé m � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, X = Z ∩ Am
i x, x′, x′′ ∈ X. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

xx′ = ux′′v. (7.27)

Òîäi äëÿ äåÿêèõ ñëiâ w, t ∈ A+ ìà¹ìî x = uw, x′′ = wt i x′ = tv. Ïîçàÿê ñëîâî x′′ ìà¹
íåïàðíó äîâæèíó, òî îäíå çi ñëiâ w àáî t ìóñèòü ìàòè ïàðíó äîâæèíó. Ïðèïóñòèìî,
ùî äîâæèíà ñëîâà w ¹ ïàðíîþ (äèâ. ðèñ. 7.7). Ïîçàÿê ñëîâî w ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì

u w t v

x x′

x′′

Ðèñ. 7.7: Âèïàäîê, êîëè ñëîâî w ìà¹ ïàðíó äîâæèíó

ñëîâà x′′ ∈ Z, òî çà ëåìîþ 7.3.14 iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ

w = z1z2 · · · zn ç z1, z2, . . . , zn ∈ Z i δ(z1) > · · · > δ(zn).

Ç iíøîãî áîêó, ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà x ∈ Z, i âðàõóâàâøè ëåìó 7.3.16, îòðèìó¹ìî,
ùî w ∈ Y ∗Z ∪ Y ∗. Ïîçàÿê ñëîâî w ìà¹ ïàðíó äîâæèíó, òî w ∈ Y ∗. Òàêèì ÷èíîì,
n = 0 i w = 1, à öå äîâîäèòü, ùî u = x, x′ = x′′ i v = ε.

Ïðèêëàä 7.3.17. Íåõàé A = {a, b}. Ïîñëiäîâíiñòü (xn)n>1, ÿêà âiäïîâiäà¹ óìîâàì
êîíñòðóêöi¨, íàâåäåíî¨ âèùå, çîáðàæåíà â òàáëèöi 7.3. Ó öié òàáëèöi ìè çîáðàçèëè
ëèøå ñëîâà äîâæèíîþ íå áiëüøå çà ï'ÿòü. Ñëîâà îäíàêîâî¨ äîâæèíè çàïèñóþòüñÿ ó
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ñòîâï÷èê. Áåðó÷è ñëîâà äîâæèíè ï'ÿòü ó X5, ìè îòðèìó¹ìî âñi ñëîâà äîâæèíè ï'ÿòü
ó êîäi Z. Òàêèì ÷èíîì, íàñòóïíèé êîä ¹ êîäîì áåç êîì X ⊂ A5:

X =
{
a4b, ba3b, b2a2b, b3ab, a2bab, babab

}
.

X1 a, b
X2 b ab a2b a3b a4b
X3 ab a2b a3b a4b

bab ba2b ba3b
b2ab b2a2b

b3ab
X4 ab a2b a3b a4b

bab ba2b ba3b
b2ab b2a2b

b3ab
a2bab

X5 ab a2b a3b a4b
bab ba2b ba3b

b2ab b2a2b
b3ab
a2bab
babab

Òàáë. 7.3: Ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè êîíñòðóêöi¨

Öåé êîä ìà¹ Card(X) = `2(5) = 6 åëåìåíòiâ. Ñëîâà äîâæèíè òðè â X3 óòâîðþþòü
êîä áåç êîì ç ïðèêëàäó 7.2.16.
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7.4 Âïðàâè äî ðîçäiëó 7

Ïiäðîçäië 7.1

B. 7.4.1. Äîâåäiòü, ùî ïiäìîíî¨ä {ab, ba}∗ ¹ ÷èñòèì.

B. 7.4.2 (òåîðåìà Ôàéíà-Óiëôà). Äîâåäiòü, ÿêùî äâà ñòåïåíi ñëiâ x i y ìàþòü
ñïiëüíèé ïðåôiêñ äîâæèíè

|x|+ |y| − íñä(|x|, |y|),

òî ñëîâà x i y ¹ ñòåïåíÿìè ñëîâà z.

Ïiäðîçäië 7.2

B. 7.4.3. Ñêií÷åííèé ìîíî¨ä íàçèâà¹òüñÿ àïåðiîäè÷íèì, ÿêùî âií íå ìiñòèòü íåòðè-
âiàëüíèõ ïiäãðóï. Íåõàé X ⊂ A+ � ñêií÷åííèé êîä i A = (Q, 1, 1) � îäíîçíà÷íèé
îáðiçàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗. Íåõàé ϕ � éîãî àñîöiéîâàíå çîáðà-
æåííÿ. Äîâåäiòü, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ ÷èñòèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîíî¨ä $(A∗) ¹
àïåðiîäè÷íèì.

B. 7.4.4. Ìíîæèíà X ⊂ A+ íàçèâà¹òüñÿ (p, q)-îáìåæåíîþ äëÿ äëÿ äåÿêèõ p, q > 0,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi u0, u1, . . . , up+q ñëiâ ç óìîâè ui−1ui ∈ X äëÿ 1 6 i 6
p+ q âèïëèâà¹, ùî up ∈ X∗.

(1) Äîâåäiòü, ùî äëÿ p + q 6 2, ìíîæèíà X ¹ (p, q)-îáìåæåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà ¹ (p, q)-ãðàíè÷íîþ.

(2) Íåõàé A = {a, b} i X = {a, ab}. Äîâåäiòü, ùî êîä X ¹ (3, 0)-îáìåæåíèì, àëå íå ¹
(3, 0)-ãðàíè÷íèì.

B. 7.4.5. Äîâåäiòü, ùî ðîçïiçíàâàíèé êîä ¹ ãðàíè÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹
êðóãîâèì.

(Ïiäêàçêà: Äëÿ ðîçïiçíàâàíîãî êðóãîâîãî êîäó X íåõàé ϕ : A∗ → M � ìîðôiçì
íà ñèíòàêòè÷íîìó ìîíî¨äi ìîíî¨äà X∗. Äîâåäiòü, ùî X ¹ (p, p)-ãðàíè÷íèì äëÿ p =
Card(M) + 1.)

Ïiäðîçäië 7.3

B. 7.4.6. Íåõàé A � k-ëiòåðíèé àëôàâiò i s ∈ A+ � ñëîâî äîâæèíè p. Íåõàé

R = {w ∈ A∗ : sw ∈ A∗s, |w| < p}

� ñêií÷åííà ìíîæèíà. Íåõàé
X = A∗s \ A∗sA+

� ñåìàôîðíèé êîä. Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 3.7.18, äîâåäiòü, ùî ïîðîäæóþ÷èì
ðÿäîì êîäó X ¹

fX(t) =
tp

tp + (1− kt)fR(t)
.
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Òåïåð, íåõàé
Z = (sA+ ∩ A+s) \ A+sA+.

Äîâåäiòü, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

s+ A X = X + Z.

Íåõàé U = Zs−1. Äîâåäiòü, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > p ìíîæèíà U ∩ An ¹
êîäîì áåç êîì i ïîðîäæóþ÷èì ðÿäîì ìíîæèíè U ¹

fU(t) =
(kt− 1)

tp + (1− kt)fR(t)
+ 1.

B. 7.4.7. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (un)n>1 pn, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ
(7.13), óòâîðþ¹òüñÿ ç âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë.

B. 7.4.8. Íåõàé (un)n>1 � ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë. Íåõàé A � âàãîâèé
àëôàâiò ç un ëiòåð âàãè n äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1. Âàãîþ ñëîâà
íàçèâà¹òüñÿ ñóìà âàã éîãî ëiòåð. Äîâåäiòü, ùî `n(u) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïðèìiòèâíèõ
íàìèñò íà àëôàâiòi A ç âàãîþ n.

B. 7.4.9. Íåõàé (un)n>1 i (vn)n>1 � äâi ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 6 un 6 vn

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1. Äîâåäiòü, ùî

ln(u) 6 ln(v)

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 0.
(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå âïðàâó 7.4.8.)

B. 7.4.10. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (vn)n>1 êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, îçíà÷èìî ïîñëi-
äîâíiñòü (pn)n>1 íàñòóïíèì ÷èíîì:

pn =
∑
d|n

dv
n/d
d .

Äîâåäiòü, ùî â òåðìiíàõ ïîðîäæóþ÷èõ ðÿäiâ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

exp
∑
n>1

pn
n
zn =

∏
n>1

(1− vnzn)−1.
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Íîòàòêè äî ðîçäiëó 7

Îçíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ êîäiâ âçÿòî çi ñòàòòi Øþòöåíáåðãåðà [186], äå ãðàíè÷íi êîäè
âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Us(p, q) äëÿ p 6 0 6 q, ùî åêâiâàëåíòíà
íàøié óìîâi C(−p, q). Òåîðåìó 7.1.10 âçÿòî çi ñòàòòi [138]. Äèâ. òàêîæ ñòàòòþ [122],
äå âïåðøå çóñòði÷à¹òüñÿ òåðìií �êðóãîâèé êîä�.

Iñíó¹ áëèçüêèé çâ'ÿçîê ìiæ ôîðìóëàìè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ðîçïîäiëó äîâæèí êðó-
ãîâèõ êîäiâ i ñèìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Âëàñíå, äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó ÷èñëà un ¹,
ç òî÷íiñòþ äî çíàêó, åëåìåíòàðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà
1 − u(z) i pn � ñóìè ñòåïåíiâ. Ôîðìóëà (7.13) ý äîáðå âiäîìîþ â öüîìó êîíòåêñòi
òà ôîðìóëà (7.15) âiäîìà ïiä íàçâîþ ôîðìóëè Íüþòîíà (äèâ., íàïðèêëàä, [141]).
Òâåðäæåííÿ 7.3.1 çóñòði÷à¹òüñÿ â ìîíîãðàôi¨ Ñòåíëi [196,197].

Ëiâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (7.13) ÷àñòî íàçèâàþòü çåòà-ôóíêöi¹þ. Ó êîíòåêñòi ñèì-
âîëi÷íî¨ äèíàìiêè çåòà-ôóíêöiÿ ïiäçñóâó S âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

ζS(z) = exp
∏
n>1

pn
n
zn,

äå pn � êiëüêiñòü òî÷îê ïåðiîäó n (äèâ. ìîíîãðàôiþ [128]). Öå âiäïîâiäà¹ íàøié ãiïîòå-
çi, âðàõîâóþ÷è ïiäçñóâ, óòâîðåíèé ç óñiõ íåñêií÷åííèõ ñëiâ, ùî ìàþòü ôàêòîðèçàöiþ
â ñëîâàõ êîäà X. Ó öüîìó êîíòåêñòi ôîðìóëà (7.13) ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ðåçóëüòà-
òó Ìåííiíãà [146], ÿêèé ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Íåõàé S � ïiäçñóâ ïîðîäæåíèé óñiìà
äâîái÷íèìè íåñêií÷åííèìè øëÿõàìè â ãðàôi G. ÍåõàéM � ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ ãðàôà
G. Òîäi

ζS(z) =
1

det(I −Mz)
.

×èñëà ln(k) íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè Óiòòà (Witt numbers) i òîòîæíiñòü (7.19) íàçè-
âà¹òüñÿ öèêëîòîìi÷íîþ òîòîæíiñòþ. Iíøi ðåçóëüòàòè ïðî çåòà-ôóíêöi¨ òà êðóãîâi
êîäè âèêëàäåíî â ñòàòòi Êåëëåðà [104]. Êíèãè Ñòåíëi [196,197] ìiñòÿòü çàñòîñóâàííÿ
öèõ ïîíÿòü äî ÷èñåëüíî¨ êîìáiíàòîðèêè.

Òåîðåìó 7.3.7 äîâåäåíî â ñòàòòi Øóòöåíáåðãåðà [186]. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ ìåòîä, âiäîìèé ó êîíòåêñòi âiëüíèõ àëãåáð Ëi, ÿê ìåòîä óñóíåííÿ Ëàçàðäà.

Ïàðà (v, p), âèçíà÷åíà ó âïðàâi 7.4.10 íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì Óiòòà (Witt vector)
(äèâ. ìîíîãðàôiþ [120] àáî ñòàòòþ [152]). Çâ'ÿçîê ìiæ âåêòîðàìè òà êîäàìè Âiòòà òà
êîíñòðóêöi¹þ, íàâåäåíîþ ó âïðàâi 7.4.10, äîñëiäæó¹òüñÿ Ëóêîì òà Òiáîíîì ó ñòàò-
òi [139].

Iñòîðiÿ êîäiâ áåç êîì öiêàâà. Âïåðøå âîíè çóñòði÷àþòüñÿ ñòàòòi [82]. Äåÿêi ìàòå-
ìàòèêè â òîé ÷àñ ââàæàëè, ùî áiîëîãi÷íèé êîä ¹ êîäîì áåç êîì (ãiïîòåçà Êðèêà).
Êiëüêiñòü àìiíîêèñëîò, ùî ïîÿâëÿþòüñÿ ó áiëêàõ, ñòàíîâèòü 20. Âîíè êîäóþòüñÿ ñëî-
âàìè äîâæèíîþ òðè íàä àëôàâiòîì áàçèñiâ A,C,G, U . Òåïåð ÷èñëî l3(4), ùî ¹ ìàêñè-
ìàëüíîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ ó êîäi áåç êîì (àáî êðóãîâîìó êîäi), ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç
ñëiâ äîâæèíîþ òðè íàä ÷îòèðè-ëiòåðíèì àëôàâiòîì, äîðiâíþ¹ â òî÷íîñòi 20. Íà æàëü
äëÿ ìàòåìàòèêè, ÷åðåç äåêiëüêà ðîêiâ ïðàöi Íiðíáåðãà âèÿâèëîñÿ, ùî áiîëîãi÷íèé êîä
íå ¹ íàâiòü êîäîì ó ñåíñi öi¹¨ êíèãè. Äåêiëüêà òðiéîê áàçèñiâ ìîæóòü êîäóâàòè îäíó
i òó æ êèñëîòó (äèâ. ìîíîãðàôi¨ [198] àáî [127]). Ìè ââàæà¹ìî, ùî öå ðîç÷àðóâàííÿ
íå ïîñëàáëþ¹ iíòåðåñ äî êðóãîâèõ êîäiâ.
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Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 7.3.11, ÿê ãiïîòåçà áóëî âèñëîâëåíî â ñòàòòi [82] i äîâåäåíî
Iñòìàíîì â ïðàöi [65]. Ùå îäíó ïîáóäîâó äàâ Øîëüö ó ñòàòòi [177], íà ÿêié  ðóíòó-
þòüñÿ íàâåäåíå íàìè äîâåäåííÿ. Iíøi ìîæëèâi êîíñòðóêöi¨ îïèñàíi â ïðàöi [57]. Äëÿ
ïàðíî¨ äîâæèíè íå âiäîìà æîäíà ôîðìóëà, ÿêà á íàäàâàëà ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ êîäó áåç êîìè (äèâ. [101]1). Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ êîäiâ áåç êîì, âêëþ-
÷àþòü âiäïîâiäíó ïðîáëåìó ïîïîâíåííÿ, ðîçâ'ÿçàíó Ëàìîì ó ïðàöi [119], i âèâ÷åííÿ
áiëüø çàãàëüíî¨ ñiì'¨ êîäiâ, òàê çâàíî¨ ñiì'¨ solid -êîäàìè (àáî êîäiâ òië) (äèâ. [193]
i [118]).

Âïðàâà 7.4.2 íàëåæèòü Ôàéíó òà Óiëôó (äèâ. [131, 132]). Âïðàâà 7.4.3 âçÿòà çi
ñòàòòi [162] (äèâ. òàêîæ [89]). Öi òâåðäæåííÿ ìàþòü ïðèðîäíå ìiñöå â ðàìêàõ òåîði¨
ðiçíîìà¨òíîñòåé ìîíî¨äiâ (äèâ. [63] àáî [160]).

Âïðàâà 7.4.6 âçÿòà ç [86]. Êîäè ââåäåíi â öié âïðàâi âèçíà÷åíi �iëáåðòîì ó ïðàöi [75]
i íàçèâàþòüñÿ ïðåôiêñíî-ñèíõðîíiçîâàíèìè. �iëáåðò ñôîðìóëþâàâ ãiïîòåçó, ùî U∩An
ìà¹ ìàêñèìàëüíè ïîðÿäîê, ó âèïàäêó êîëè ñëîâî s âèáèðà¹òüñÿ íåîáëÿìîâàíèì i
ìà¹ äîâæèíó logk n. Öþ ãiïîòåçó âðåãóëþâàëè Ãiáàñ òà Îäëiçüêî â ñòàòòi [86]. Âîíà
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = 2, 3, 4, àëå íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k > 5.

1B. H. Jiggs � öå ïñåäîíiì àâòîðà Basil Gordon.



Ðîçäië 8

Ôàêòîðèçàöi¨ âiëüíèõ ìîíî¨äiâ

Ó öüîìó ðîçäiëi ñèñòåìàòè÷íî äîñëiäæó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ôàêòîðèçàöi¨ âiëüíèõ ìî-
íî¨äiâ, ÿêå âæå áóëî ðîçãëÿíóòî â îêðåìèõ âèïàäêàõ ó ðîçäiëi 7. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò
ïiäðîçäiëó 8.1 (òåîðåìà 8.1.2) îõàðàêòåðèçó¹ ôàêòîðèçàöiþ âiëüíèõ ìîíî¨äiâ. Çîêðå-
ìà, öå ïîêàçó¹, ùî êîäè, ÿêi ôiãóðóþòü ó öèõ ôàêòîðèçàöiÿõ, ¹ êðóãîâèìè. Äîâåäåííÿ
 ðóíòó¹òüñÿ íà òåõíiöi ïåðåðàõóâàííÿ. Äëÿ öüîãî ìè âèçíà÷à¹ìî ëîãàðèôì ó êiëüöi
ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ç íåêîìóòàòèâíèèìè çìiííèìè. Âèâåäåíi âëàñòèâîñòi,
íåîáõiäíi äëÿ äîâåäåííÿ. Ìè ïðîiëþñòðó¹ìî òåîðåìó ôàêòîðèçàöi¨, ðîçãëÿäàþ÷è äó-
æå çàãàëüíå ñiì'¨ ôàêòîðèçàöié, îòðèìàíi ç ìíîæèí, ùî íàçèâàþòüñÿ ìíîæèíàìè
Ëàçàðäà.

Ïiäðîçäië 8.2 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ôàêòîðèçàöié â ñêií÷åííö êiëüêiñòü ïiäìîíî-
¨äiâ. Ìè ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ôàêòîðèçàöi¨ â äâà ïiäìîíî¨äè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ áiñåê-
öiÿìè. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò (òâåðäæåííÿ 8.2.4) äà¹ ìåòîä äëÿ ïîáóäîâè âñiõ áiñåêöié.
Äàëi ìè âèâ÷à¹ìî òðèñåêöi¨, òîáòî òàêi ôàêòîðèçàöi¨ â òðè ïiäìîíî¨äè. Ìè äîâîäèìî
ñêëàäíèé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 8.2.6), ÿêèé ïîêàçó¹, ùî êîæíó òðèñåêöiþ ìîæíà ïî-
áóäóâàòè øëÿõîì �ñêëåþâàííÿ� ðàçîì ôàêòîðèçàöié íà ÷îòèðè ìíîæíèêè, îòðèìàíi
ïîñëiäîâíèìè áiñåêöiÿìè.

8.1 Ôàêòîðèçàöi¨

Âåëèêó êiëüêiñòü ðàçiâ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâóâàëè ñïåöiàëüíi
âèïàäêè ïîíÿòòÿ ôàêòîðèçàöi¨, ÿêi áóäóòü îçíà÷åíi â öüîìó ïiäðîçäiëi. Ìè ïîáà÷èìî
â öüîìó ïiäðîçäiëi, ùî öi ôàêòîðèçàöi¨ ¹ çàìêíåíi ñòîñîâíî êðóãîâèõ êîäiâ. Íåõàé I �
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà òà (Xi)i∈I � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí âiëüíî¨ íàïiâãðóïi A+,
iíäåêñîâàíà ìíîæèíîþ I. Âïîðÿäîêîâàíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ ñëîâà w ∈ A∗ íàçèâà¹òüñÿ
ôàêòîðèçàöiÿ

w = x1x2 · · ·xn (8.1)

ç n > 0, xi ∈ Xji òàêèìè, ùî j1 > j2 > · · · > jn.

Ñiì'ÿ (Xi)i∈I íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ÿêùî êîæíå ñëîâî
w ∈ A∗ ìà¹ ðiâíî îäíó âïîðÿäêîâàíó ôàêòîðèçàöiþ.

ßêùî (Xi)i∈I � ôàêòîðèçàöiÿ, òî êîæíà ìíîæèíà Xi ¹ êîäîì, îñêiëüêè â ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó ¹äèíà ôàêòîðèçàöiÿ íå îáîâ'ÿçêîâî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñëiâ ó ìíîæèíi
X∗i . Ìè ïîêàæåìî äàëi (òåîðåìà 8.1.2), ùî ìíîæèíà Xi ¹ íàñïðàâäi êðóãîâèì êîäîì.
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Òåïåð ìè âèêëàäåìî ôîðìóëþâàííÿ â òåðìiíàõ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.
Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ (σi)i∈I ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä àëôàâiòîì A ç êîåôiöi-
¹íòàìè â íàïiâêiëüöi K, iíäåêñîâàíó ìíîæèíîþ I. Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî ñiì'ÿ (σi)i∈I
¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Íåõàé J = {j1, j2, · · · , jn} � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè
I, ç j1 > j2 > · · · > jn. Ïîêëàäåìî

τJ = σj1σj2 · · ·σjn .

Òîäi äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ A∗ îçíà÷èìî

(τJ , w) =
∑

x1x2···xn=w

(σj1 , x1)(σj2 , x2) · · · (σjn , xn). (8.2)

Íåõàé S � ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè I. Òîäi ñiì'ÿ (τJ)J∈S ¹ ëî-
êàëüíî ñêií÷åííîþ. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈ A∗ ìíîæèíà F (w) ìíîæíèêiâ
ñëîâà w ¹ ñêií÷åííîþ. Äëÿ êîæíîãî ìíîæíèêà x ∈ F (w) ìíîæèíà Ix iíäåêñiâ i ∈ I
òàêèõ, ùî (σi, x) 6= 0 ¹ ñêií÷åííîþ. Ç ôîðìóëè (8.2) âèïëèâà¹, ÿêùî (τJ , w) 6= 0, òî
J ⊂

⋃
x∈F (w)

Ix. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí J òàêèõ,

ùî (τJ , w) 6= 0. Öi ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü íàì âèçíà÷èòè äîáóòîê

σ =
∏
i∈I

(1 + σi)

çà ôîðìóëîþ
σ =

∑
J∈S

τJ .

ßêùî ìíîæèíà I ¹ ñêií÷åííîþ, òî ìè îòðèìó¹ìî çâè÷àéíå ïîíÿòòÿ äîáóòêó ïîñëi-
äîâíîñòi ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, à îñòàííié âèðàç � öå â òî÷íîñòi ðîçãîðíóòà
ôîðìà, îòðèìàíà ðîçïîäiëîì.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ (Xi)i∈I ïiäìíîæèí âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ iíäåêñîâàíó ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ I. ßêùî ñiì'ÿ (Xi)i∈I ¹ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

A∗ =
∏
i∈I

X∗i . (8.3)

I íàâïàêè, ÿêùî ìíîæèíèXi ¹ êîäàìè i ÿêùî íàïiâãðóïèX
+
i ¹ ïîïàðíî äèç'þíêòíèìè,

òî äîáóòîê
∏
i∈I

X∗i âèçíà÷åíî i ç ôîðìóëè (8.3) âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ (Xi)i∈I ¹ ôàêòîðè-

çàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Ïðèêëàä 8.1.1. Ôîðìóëà (7.25) ñòâåðäæó¹, ùî ñiì'ÿ

(Xn+1, {xn}, . . . , {x1})

¹ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1. Ëåìà 7.3.13
ñòâåðäæó¹, ùî ñiì'ÿ ìíîæèí

(Y, . . . , {xn}, {xn−1}, . . . , {x1})

¹ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
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Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.1.2 (Øþòöåíáåðãåð). Íåõàé (Xi)i∈I � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí âiëüíî¨ íà-
ïiâãðóïè A+, iíäåêñîâàíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ I. Òîäi ç äâîõ äîâiëüíèõ
íàñòóïíèõ óìîâ âèïëèâà¹ òðåòÿ:

(i) êîæíå ñëîâî w ∈ A∗ ìà¹ ùîíàéìåíøå îäíó âïîðÿäêîâàíó ôàêòîðèçàöiþ;
(ii) êîæíå ñëîâî w ∈ A∗ ìà¹ ùîíàéáiëüøå îäíó âïîðÿäêîâàíó ôàêòîðèçàöiþ;

(iii) êîæíà ç ìíîæèí Xi (i ∈ I) ¹ êðóãîâèì êîäîì i êîæåí êëàñ ñïðÿæåíîñòi
íåïîðîæíiõ ñëiâ ïåðåòèíà¹ ðiâíî îäèí ç ìîíî¨äiâ X∗i .

Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà òåõíiöi ïåðåðàõóâàííÿ. Ïåðø íiæ íàäàòè äîâåäåííÿ,
íàì áóäóòü ïîòðiáíi ïåâíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ëîãàðèôìó ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî
ðÿäó ç êîìóòàòèâíèìè àáî íåêîìóòàòèâíèìè çìiííèìè. Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî äåùî
áiëüø çàãàëüíó ñèòóàöiþ, à ñàìå ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, âèçíà÷åíèé íàä ìîíî-
¨äàìè, ÿêi ¹ ïðÿìèìè äîáóòêàìè ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiëüíèõ ìîíî¨äiâ. Íåõàé M �
ìîíî¨ä, ÿêèé ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiëüíèõ ìîíî¨äiâ. Ìíîæèíà

S = QM

ôóíêöié ç ìîíî¨äà M â ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çi ñòðóêòóðîþ íàïiâêiëüöÿ, ÿê öå
ðîáèëîñÿ äëÿ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ íàä âiëüíèì ìîíî¨äîì. Çîêðåìà, ÿêùî σ, τ ∈ S, òî
äîáóòîê στ âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

(στ,m) =
∑
uv=m

(σ, u)(τ, v),

¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì, îñêiëüêè ìíîæèíà ïàð (u, v), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó uv =
m ¹ ñêií÷åííîþ. ßê i ó âèïàäêó ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä âiëüíèì ìîíî¨äîì,
ñiì'ÿ (σi)i∈I åëåìåíòiâ ìíîæèíè S ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ m ∈ M
ìíîæèíà {i ∈ I : (σi,m) 6= 0} ¹ ñêií÷åííîþ. Îçíà÷èìî

S(1) = {σ ∈ S : (σ, 1) = 0}.

Äëÿ σ ∈ S(1) ñiì'ÿ (σn)n>0 ñòåïåíiâ åëåìåíòà σ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Ñïðàâäi, äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà m ∈ M ìà¹ìî, ùî (σn,m) = 0 äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n
áiëüøèõ çà ñóìó äîâæèí êîìïîíåíò åëåìåíòà m. Öå äîçâîëÿ¹ íàì âèçíà÷èòè

log(1 + σ) = σ − σ2

2
+
σ3

3
− · · ·+ (−1)n+1σn

n
+ · · · , (8.4)

exp(σ) = 1 + σ +
σ2

2!
+ · · ·+ σn

n!
+ · · · , (8.5)

äëÿ âñiõ σ ∈ S(1).

Íåõàé M i N � ìîíî¨äè, ÿêi ¹ ñêií÷åííèìè ïðÿìèìè äîáóòêàìè âiëüíèõ ìíî¨äiâ.
Íåõàé S = QM i T = QN . Ìîðôiçì

γ : M → T
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ç ìîíî¨äà M â ìóëüòèïëiêàòèâíèé ìîíî¨ä T íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî ñiì'ÿ
(γ(m))m∈M ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Ó öüîìó âèïàäêó ìîðôiçì γ ìîæíà ïðîäîâæè-
òè äî ìîðôiçìó, ÿêèé òàêîæ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç γ, ç àëãåáðè S â àëãåáðó T çà
ôîðìóëîþ

γ(σ) =
∑
m∈M

(σ,m)γ(m). (8.6)

Öÿ ñóìà ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ, îñêiëüêè ñiì'ÿ (γ(m))m∈M ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.
Ïðîäîâæåíèé ìîðôiçì γ òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì ìîðôiçìîì ç àëãåáðè S â
àëãåáðó T . Äëÿ äîâiëüíî¨ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ (σi)i∈I åëåìåíòiâ àëãåáðè S ñiì'ÿ
γ(σi)i∈I ¹ òàêîæ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ òà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∑
i∈I

γ(σi) = γ

(∑
i∈I

σi

)
. (8.7)

Âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (8.7), íåïåðåðâíèé ìîðôiçì γ : S → T öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ
éîãî çíà÷åííÿì íà ìîíî¨äi M , à îòæå, ïîðîäæóþ÷îþ ìíîæèíîþ X ìîíî¨äà M . Áiëü-
øå òîãî, ìîðôiçì γ : S → T ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè γ(X \ {1}) ⊂ T (1) i
ñiì'ÿ (γ(x))x∈X ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî êîæåí åëåìåíò m ∈M
ìà¹ ëèøå cêi÷åííó êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ m = x1x2 · · ·xk ç x1, x2, . . . , xk ∈ X \ {1}. Ç
ôîðìóëè (8.6) âèïëèâà¹, ÿêùî σ ∈ S(1), òî γ(σ) ∈ T (1). Ç ôîðìóëè (8.7) îòðèìó¹ìî
ðiâíîñòi

log(1 + γ(σ)) = γ(log(1 + σ)), (8.8)

exp(γ(σ)) = γ(exp(σ)). (8.9)

Âðàõîâóþ÷è êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ç åëåìåíòàðíîãî àíàëiçó, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi
ôîðìóëè â àëãåáði Q[[s]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ çi çìiííîþ s:

exp(log(1 + s)) = 1 + s, log(exp(s)) = s. (8.10)

Áiëüøå òîãî, â àëãåáði Q[[s, t]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ç äâîìà êîìóòóþ÷èìè
çìiííèìè s i t, ìà¹ìî

exp(s+ t) = exp(s) exp(t), log((1 + s)(1 + t)) = log(1 + s) + log(1 + t). (8.11)

Íåõàé M � ìîíî¨ä, ÿêèé ¹ ñêií÷åííèì ïðÿìèì äîáóòêîì âiëüíèõ ìîíî¨äiâ i S =
QM . Íåõàé σ ∈ S(1) i γ � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ç àëãåáðè Q[[s]] ó S, îçíà÷åíèé
çà ôîðìóëîþ γ(s) = σ. Òîäi çà ôîðìóëàìè (8.8)�(8.10), ìà¹ìî

exp(log(1 + σ)) = 1 + σ, log(exp(σ)) = σ, (8.12)

à öå äîâîäèòü, øî ôóíêöi¨ exp i log ¹ îáåðíåíèìè ái¹êöiÿìè ìiæ ñîáîþ ç ìíîæèíè S
íà ìíîæèíó

1 + S(1) =
{

1 + r : r ∈ S(1)
}
.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äâà ðÿäè σ, τ ∈ S(1), ÿêi êîìóòóþòü, òîáòî ¹ òàêèìè, ùî στ = τσ.
Ïîçàÿê ïiäìîíî¨ä àëãåáðè S ïîðîäæåíèé ðÿäàìè σ i τ ¹ êîìóòàòèâíèì, òî âiäîáðà-
æåííÿ γ ç s∗ × t∗ â S, âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

γ(sptq) = σpτ q,
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¹ íåïåðåðâíèì ìîðôiçìîì ç Q[[s, t]] â S i çà ôîðìóëîþ (8.11) îòðèìó¹ìî

exp(σ + τ) = exp(σ) exp(τ), log((1 + σ)(1 + τ)) = log(1 + σ) + log(1 + τ). (8.13)

Öi ôîðìóëè íå âèêîíóþòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ðÿäè σ i τ íå êîìóòóþòü. Ìè íà-
âåäåìî âëàñòèâiñòü ðiçíèöi äâîõ ñòîðií ôîðìóëè (8.13) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ðÿä
σ ∈ Q〈A〉〉 íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íî íóëüîâèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî êëàñó ñóìiæíîñòi
C ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(σ,C) =
∑
w∈C

(σ,w) = 0.

Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêà ñóìà öèêëi÷íî íóëüîâîãî ðÿäiâ âñå ùå ¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì
ðÿäîì.

Òâåðäæåííÿ 8.1.3. Íåõàé A � àëôàâiò S = Q〈〈A〉〉 i γ : S → S � íåïåðåðâíèé
ìîðôiçì. Äëÿ êîæíîãî öèêëi÷íî íóëüîâîãî ðÿäó σ ∈ S, ðÿä γ(σ) ¹ öèêëi÷íî íóëüî-
âèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T ⊂ A∗ � ìíîæèíà ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ ñïðÿæåíü âiëüíîãî ìî-
íî¨äà A∗. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(t) êëàñ ñïðÿæåíîñòi åëåìåíòà t ∈ T . Íåõàé

τ =
∑
t∈T

 ∑
w∈C(t)

(σ,w)(w − t)

 .

Ñiì'ÿ ìíîãî÷ëåíiâ  ∑
w∈C(t)

(σ,w)(w − t)


t∈T

¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Îòæå, öÿ ñóìà ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ. Äàëi

τ =
∑
t∈T

∑
w∈C(t)

(σ,w)w −
∑
t∈T

∑
w∈C(t)

(σ,w)t = σ −
∑
t∈T

(σ,C(t))t.

Îñêiëüêè ðÿä σ ¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì, òî äðóãèé ðÿä çíèêà¹ à, îòæå, τ = σ. Çâiäñè
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

γ(σ) =
∑
t∈T

 ∑
w∈C(t)

(σ,w) (γ(w)− γ(t))

 .

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî êîæåí ðÿä γ(w) − γ(t) äëÿ w ∈
C(t) ¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî w ∈ C(t). Òîäi t = uv i w = vu äëÿ
äåÿêèõ ñëiâ u, v ∈ A∗. Ïîêëàâøè µ = γ(u) i ν = γ(v), îòðèìó¹ìî γ(w)−γ(t) = νµ−µν.
Äàëi

νµ =
∑
x,y∈A∗

(ν, x)(µ, y)xy.

Îòæå,
νµ− µν =

∑
x,y∈A∗

(ν, x)(µ, y)(xy − yx).

Îñêiëüêè êîæåí ìíîãî÷ëåí xy − yx î÷åâèäíî ¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì, òî ðÿä νµ− µν ¹
öèêëi÷íî íóëüîâèì, à îòæå ðÿä γ(σ) ¹ òàêèì, òàêîæ.
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Òâåðäæåííÿ 8.1.4. Íåõàé A = {a, b} i C � êëàñ ñóìiæíîñòi âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
Òîäi

(log((1 + a)(1 + b)), C) = (log(1 + a), C) + (log(1 + b), C). (8.14)

Iíøèìè ñëîâàìè, ðÿä

log((1 + a)(1 + b))− log(1 + a)− log(1 + b)

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî
(1 + a)(1 + b) = 1 + a+ b+ ab

i

log((1 + a)(1 + b)) =
∑
m>1

(−1)(m+1)

m
(a+ b+ ab)m.

Íåõàé w ∈ An i d � êiëüêiñòü âõîäæåíü ñëîâà ab, ÿê ìíîæíèê ó ñëîâî w. Ïåðåâi-
ðèìî, ùî

((a+ b+ ab)m, w) =

(
d

n−m

)
. (8.15)

Ñïðàâäi, âåëè÷èíà ((a+ b+ab)m, w) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ôàêòîðèçàöié w = x1x2 · · · xm
ñëîâà w íà m ñëiâ, ç xi ∈ {a, b, ab}. Ïîçàÿê ñëîâî w ìà¹ äîâæèíó n i êîæíå ñëîâî xi
ìà¹ äîâæèíó 1 àáî 2, òî iñíó¹ ðiâíî n−m ñëiâ xi, ÿêi çáiãàþòüñÿ çi ñëîâîì ab. Êîæíà
ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà w ùî âiäïîâiäà¹ âèáîðó n − m ìíîæíèêiâ ñëîâà w äîðiâíþ¹
ab ñåðåä d âõîäæåíü ñëîâà ab. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ðiâíî

(
d

n−m

)
ôàêòîðèçàöié. Öå

äîâîäèòü ôîðìóëó (8.15).

Íåõàé òåïåð C � êëàñ ñóìiæíîñòi, n � äîâæèíà ñëiâ â êëàñi C i p ¨õ ïîðÿäîê. Òîäi
Card(C) = n/p. ßêùî C ⊂ a∗, òî C = {an}. Òîäi ôîðìóëà (8.15) äîâîäèòü, ùî âåëè-
÷èíà ((a+ b+ab)m, an) äîðiâíþ¹ 1 àáî 0 â çàëåæíîñòi ÷è n = m, àáî íi. Îòîæ, îáèäâà

áîêè ôîðìóëè (8.14) â öüîìó âèïàäêó äîðiâíþþòü
(−1)n

n
. Àíàëîãi÷íå âèêîíó¹òüñÿ

ÿêùî C ⊂ b∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî C íå ìiñòèòüñÿ â a∗∪ b∗. Òîäi
ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè (8.14) äîðiâíþ¹ 0. Ðîçãëÿíåìî ëiâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (8.14).
Îñêiëüêè êîæíå ñëîâî â êëàñi C ìiñòèòü ùîíàéìåíøå îäíó ëiòåðó a, òî iñíó¹ ñëîâî
w â êëàñi C ÷è¹þ ïåðøîþ ëiòåðîþ ¹ a. Íåõàé d � êiëüêiñòü âõîäæåíü ñëîâà ab ÿê
ìíîæíèê ó ñëîâî w. Ñåðåä n/p ñïðÿæåíü ñëîâà w iñíó¹ d/p ñïðÿæåíü, ÿêi ïî÷èíà-
þòüñÿ ç ëiòåðè b i çàêií÷óþòüñÿ ëiòåðîþ a. Ñïðàâäi, ïðèéìåìî w = vp. Òîäi ñëîâî
v ìà¹ d/p âõîäæåíü ìíîæíèêà ab. Êîæíå ç d/p ñïðÿæåíü ñëîâà w â bA∗a îòðèìàíå
�ðiçàííÿ� v â ñåðåäèíi îäíèì âõîäæåííÿì ñëîâà ab. Êîæíå ç öèõ d/p ñïðÿæåíü ìà¹

ëèøå d − 1 âõîäæåííÿ ñëîâà ab â ÿêîñòi ìíîæíèêà. Iíøi
n− d
p

âõîäæåíü ñëîâà w

ìàþòü âñi d âõîäæåíü ìíîæíèêà ab. Çà ôîðìóëîþ (8.15) äëÿ êîæíîãî ñïðÿæåííÿ u
ñëîâà w ìà¹ìî

((a+ b+ ab)m, u) =



(
d− 1

n−m

)
, ÿêùî u ∈ bA∗a,

(
d

n−m

)
, â iíøîìó âèïàäêó.
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Ïiäñóìîâóâàííÿ çà åëåìåíòàìè êëàñó C äà¹ ðiâíiñòü

((a+ b+ ab)m, C) =
d

p

(
d− 1

n−m

)
+
n− d
p

(
d

n−m

)
.

Ïîçàÿê (
d− 1

n−m

)
=
d− n+m

d

(
d

n−m

)
,

òî îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

((a+ b+ ab)m, C) =
m

p

(
d

n−m

)
.

Îòæå, ìà¹ìî

(log(1 + a)(1 + b), C) =
1

p

∑
m>1

(−1)m+1

(
d

n−m

)
. (8.16)

Îñêiëüêè n > d i d 6= 0, òî öÿ çíàêîçìiííà ñóìà áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ äîðiâ-
íþ¹ 0.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ðîçøèðåííÿì òâåðäæåííÿ 8.1.4.

Òâåðäæåííÿ 8.1.5. Íåõàé (σi)i∈I � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè
Q〈〈A〉〉, iíäåêñîâàíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíîþ I òàêà, ùî (σi, 1) = 0 äëÿ âñiõ
i ∈ I. Òîäi ðÿä

log

(∏
i∈I

(1 + σi)

)
−
∏
i∈I

log(1 + σi) (8.17)

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî S = Q〈〈A〉〉 i

S(1) = {σ ∈ S : (σ, 1) = 0} .

Íåõàé σ, τ ∈ S(1). Òîäi ðÿä

δ = log((1 + σ)(1 + τ))− log(1 + σ)− log(1 + τ)

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Ñïðàâäi, àáî ðÿäè σ i τ êîìóòóþòü i ðÿä δ ¹ öèêëi÷íî íóëüî-
âèì çà óìîâîþ (8.13), àáî àëôàâiò A ìà¹ ùîíàéìåíøå äâi ëiòåðè a i b. Ðîçãëÿíåìî
íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì γ òàêèé, ùî γ(a) = σ i γ(b) = τ . Òîäi ðÿä

d = log((1 + a)(1 + b))− log(1 + a)− log(1 + b)

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì çà òâåðäæåííÿì 8.1.4. Îñêiëüêè δ = γ(d), òî ç òâåðäæåííÿ 8.1.3
âèïëèâà¹, ùî ðÿä δ ¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Òåïåð, íåõàé τ1, τ2, . . . , τn ∈ 1 + S(1). Àðãó-
ìåíòóþ÷è iíäóêöi¹þ, ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä

ε = log(τn · · · τ2)−
n∑
i=2

log τi
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¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Ç îãëÿäó íà ïîïåðåäíþ äèñêóñiþ ìà¹ìî, ùî ðÿä

ε′ = log(τn · · · τ2τ1)− log(τn · · · τ2)− log τ1

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðÿä

ε+ ε′ = log(τn · · · τ1)−
n∑
i=1

log τi

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Öå äîâîäèòü ôîðìóëó (8.17) äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí I. Äëÿ çà-
ãàëüíîãî âèïàäêó, ìè ðîçãëÿíåìî ôiêñîâàíèé êëàñ ñóìiæíîñòi C. Íåõàé n � äîâæèíà
ñëiâ â êëàñi C i B = alph(C). Òîäi ìíîæèíà B ¹ ñêií÷åííîþ òà C ⊂ Bn. Îçíà÷èìî âiä-
íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà S ïîêëàâøè: σ ∼ τ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (σ,w) = (τ, w)
äëÿ âñiõ w ∈ B[n]1. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç óìîâè σ ∼ τ âèïëèâà¹, ùî σk ∼ τ k äëÿ
âñiõ k > 1. Îòæå ç σ ∼ τ òà σ, τ ∈ S(1) âèïëèâà¹, ùî

log(1 + σ) ∼ log(1 + τ).

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ (τi)i∈I , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ. Íåõàé

I0 = {i ∈ I : σi ∼ 0} i I ′ = I \ I0.

Òîäi ìíîæèíà I ′ ¹ ñêií÷åííîþ. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈ B[n] iñíó¹ ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü iíäåêñiâ i òàêèõ, ùî (σi, w) 6= 0. Ïîçàÿê ìíîæèíà B ¹ ñêií÷åííîþ,
òî ìíîæèíà B[n] ¹ òàêîæ ñêií÷åííîþ, à îòæå I ′ � ñêií÷åííà ìíîæèíà.

Äàëi çàóâàæèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ∏
i∈I

(1 + σi) ∼
∏
i∈I′

(1 + σi), (8.18)

îñêiëüêè ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (8.2) ìà¹ìî (τJ , w) = 0 äëÿ w ∈ B[n], çà âèíÿòêîì
âèïàäêiâ, êîëè J ⊂ I ′. Ç ôîðìóëè (8.18) âèïëèâà¹, ùî

log

(∏
i∈I

(1 + σi)

)
∼ log

(∏
i∈I′

(1 + σi)

)
.

Îòæå, îòðèìó¹ìî(
log

(∏
i∈I

(1 + σi)

)
, C

)
=

(
log

(∏
i∈I′

(1 + σi)

)
, C

)
.

Äàëi, îñêiëüêè σi ∼ 0 äëÿ i ∈ I0, òî ìà¹ìî log(1+σi) ∼ 0 äëÿ i ∈ I0. Îòæå âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (∑

i∈I

log(1 + σi), C

)
=

(∑
i∈I′

log(1 + σi), C

)
1Íàãàäà¹ìî, ùî B[n] = {w ∈ B∗ : |w| 6 n} .
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Çi ñêií÷åííîãî âèïàäêó îòðèìó¹ìî(
log

(∏
i∈I′

(1 + σi)

)
, C

)
=

(∑
i∈I′

log(1 + σi), C

)

Çáèðàþ÷è âñå öå ðàçîì, ìà¹ìî(
log

(∏
i∈I

(1 + σi)

)
, C

)
=

(∑
i∈I′

log(1 + σi), C

)
=

(∑
i∈I

log(1 + σi), C

)
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.1.2 íàì ïîòðiáíà îñòàòî÷íà ëåìà, ÿêà ¹ ïåðåôîðìóëþ-
âàííÿì òâåðäæåíü 7.1.7 i 7.1.8.

Òâåðäæåííÿ 8.1.6. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä. Äëÿ êîæíîãî êëàñó ñïðÿæåíîñòi C,
ÿêèé ïåðåòèíà¹ ìîíî¨ä X∗ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (logX∗, C) > (logA∗, C), i ðiâ-
íiñòü âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè X ¹ êðóãîâèì êîäîì. Íàâïàêè, ÿêùî (logX∗, C) =
(logA∗, C) äëÿ âñiõ êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi, ùî ïåðåòèíàþòü ìîíî¨ä X∗, òî X ¹ êðó-
ãîâèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî X∗ = (1−X)−1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî log(X∗(1−X)) = 0. Ïîçàÿê
ðÿäè X∗ i 1 − X êîìóòóþòü, òî îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü 0 = logX∗ + log(1 − X), à öå
äîâîäèòü, ùî logX∗ = − log(1−X). Îòæå

logX∗ =
∑
m>1

1

m
Xm.

Çîêðåìà, ÿêùî C ⊂ Am � êëàñ ñïðÿæåíîñòi, òî

(logX∗, C) =
∑
m>1

1

m
Card(Xm ∩ C).

Äëÿ X = A ôîðìóëà íàáóâà¹ âèãëÿäó

(logA∗, C) =
1

n
Card(C).

Òâåðäæåííÿ ¹ òåïåð áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òâåðäæåíü 7.1.6 i 7.1.7.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.1.2. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî óìîâè (i) òà (ii) âèêîíóþòü-
ñÿ, òîáòî, ùî ñiì'ÿ (Xi)i∈I ¹ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Òîäi ìíîæèíè Xi ¹
êîäàìè òà çà ôîðìóëîþ (8.13) ìà¹ìî

A∗ =
∏
i∈I

X∗i . (8.19)

Âçÿâøè ëîãàðèôì âiä îáîõ ñòîðií ðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî

logA∗ = log

(∏
i∈I

X∗i

)
. (8.20)
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Çà òâåðäæåííÿì 8.1.5 ðÿä

δ = logA∗ −
∑
i∈I

logX∗i (8.21)

¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Îòæå, äëÿ êîæíîãî êëàñó ñïðÿæåíîñòi C âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(logA∗, C) =
∑
i∈I

(
logX∗i , C

)
. (8.22)

Çà òâåðäæåííÿì 8.1.6 ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñó i ∈ I i äëÿ êîæíîãî êëàñó
ñïðÿæåíîñòi C, ùî ïåðåòèíà¹ X∗i , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(logA∗, C) 6
(

logX∗i , C
)
. (8.23)

Ôîðìóëè (8.22) i (8.23) äîâîäÿòü, ùî äëÿ êîæíîãî êëàñó ñïðÿæåíîñòi C iñíó¹ ¹äèíèé
iíäåêñ j ∈ I òàêèé, ùî êëàñ ñïðÿæåíîñòi C ïåðåòèíà¹ ìîíî¨ä X∗j . Äëÿ öüîãî iíäåêñó
j âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(logA∗, C) 6
(

logX∗j , C
)
. (8.24)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äåÿêèé ìîíî¨ä X∗j ïåðåòèíà¹ äåÿêèé êëàñ ñïðÿæåíîñòi, òî æîäåí
iíøèé ìîíî¨ä X∗i (i ∈ I \ {j}) ïåðåòèíà¹ öåé êëàñ ñïðÿæåíîñòi. Ïîçàÿê âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (8.24), òî êîæåí ç êîäiâ Xi ¹ êðóãîâèì êîäîì çà òâåðäæåííÿì 8.1.6. Öå äî-
âîäèòü óìîâó (iii).

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (iii). Íåõàé C � êëàñ ñïðÿæåíîñòi òà
i ∈ I � ¹äèíèé iíäåêñ òàêèé, ùî ìîíî¨ä X∗i ïåðåòèíà¹ C. Ïîçàÿê êîä Xi ¹ êðóãîâèì,

òî ðiâíiñòü (8.24) âèêîíó¹òüñÿ çà òâåðäæåííÿì 8.1.6 i áiëüøå òîãî
(

logX∗j , C
)

= 0 äëÿ

âñiõ j 6= i. Ïiäñóìîâóþ÷è âñi ðiâíîñòi (8.24), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ (8.22). Öå äîâîäèòü,
ùî ðÿä δ, âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ (8.21), ¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì.

Íåõàé α � êàíîíi÷íèé ìîðôiçì ç àëãåáðè Q〈〈A〉〉 íà àëãåáðó Q[[A]] ôîðìàëüíèõ
ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ç êîìóòàòèâíèìè çìiííèìè â àëôàâiòi A. Ìíîæèíà ñëiâ ó âiëüíîìó
ìîíî¨äi A∗, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi îáðàçè ñòîñîâíî ìîðôiçìó α ¹ îá'¹äíàííÿì êëàñiâ
ñïðÿæåíîñòi, îñêiëüêè α(uv) = α(vu). Ïîçàÿê ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä δ ¹ öèê-
ëi÷íî íóëüîâèì, òî éîãî îáðàç α(δ) ¹ òàêîæ öèêëi÷íî íóëüîâèì ðÿäîì. Îñêiëüêè
ìîðôiçì α ¹ íåïåðåðâíèì, çàñòîñóâàâøè äî îáîõ áîêiâ ôîðìóëè (8.21) ìîðôiçì α,
îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

0 = logα(A∗)−
∑
i∈I

logα(X∗i ).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî

logα(A∗) =
∑
i∈I

logα(X∗i ). (8.25)

Äàëi, óìîâà (iii) ãàðàíòó¹, ùî äîáóòîê
∏
i∈I

X∗i iñíó¹. Çà òâåðäæåííÿì 8.1.5 ðÿä

log

(∏
i∈I

X∗i

)
−
∑
i∈I

logX∗i
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¹ öèêëi÷íî íóëüîâèì. Òàêèì ÷èíîì, éîãî îáðàç ñòîñîâíî ìîðôiçìó α ¹ íóëüîâèì, à
îòæå ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

logα

(∏
i∈I

X∗i

)
=
∑
i∈I

logα
(
X∗i

)
.

Öå ðàçîì ç ðiâíiñòþ (8.25) äîâîäèòü, ùî

logα(A∗) = logα

(∏
i∈I

X∗i

)
.

Ïîçàÿê ôóíêöiÿ log ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ, òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

α(A∗) = α

(∏
i∈I

X∗i

)
.

Öå äîâîäèòü, ùî α(ε) = 0, äå

ε = A∗ −
∏
i∈I

X∗i .

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (i) îçíà÷à¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó ε ¹ âiä'¹ìíèìè àáî
íóëüîâèìè. Óìîâà (ii) ñòâåðäæó¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó ε ¹ äîäàòíèìè àáî íóëüî-
âèìè. Îòîæ, â îáîõ âèïàäêàõ âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó ε ìàþòü îäíàêîâèé çíàê. Ç öüîãî
ðàçîì ç óìîâîþ α(ε) = 0 âèïëèâà¹, ùî implies that ε = 0. Öå äîâîäèòü òîé ôàêò, ÿêùî
óìîâà (iii), ÷è îäíà ç óìîâ, àáî óìîâà (i) àáî óìîâà (ii) âèêîíóþòüñÿ, òî iíøà îäíà ç
óìîâ (i) i (ii) òàêîæ âèêîíóþòüñÿ.

Ôàêòîðèçàöiÿ (Xi)i∈I âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî êîæåí êîä
Xi çâîäèòüñÿ äî äî îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè xi. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òåîðåìè 8.1.2. Íàãàäà¹ìî ç ðîçäiëó 1, ùî ÷åðåç `n(k) ïîçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü
ïðèìiòèâíèõ íàìèñò äîâæèíè n íà k-ëiòåðíîìó àëôàâiòi.

Íàñëiäîê 8.1.7. Íåõàé (xi)i∈I � ïîâíà ôàêòîðèçàöiÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Òîäi ìíî-
æèíà

X = {xi : i ∈ I}

¹ ìíîæèíîþ ïðåäñòàâíèêiâ ïðèìiòèâíèõ ñïðÿæåíèõ êëàñiâ. Çîêðåìà, äëÿ âñiõ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë n > 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Card(X ∩ An) = `n(k), (8.26)

äå k = Card(A).

Äîâåäåííÿ. Âiäïîâiäíî äî óìîâè (iii) òåîðåìè 8.1.2 êîæåí êëàñ ñïðÿæåíîñòi ïåðå-
òèíà¹ ðiâíî îäèí iç ïiäìîíî¨äiâ X∗i . Çâàæàþ÷è íà òó æ óìîâó, êîæåí êîä {xi} ¹
êðóãîâèì a, îòæå, êîæíå ñëîâî xi ¹ ïðèìiòèâíèì. Öå äîâîäèòü, ùî X � öå ìíîæèíà
ïðåäñòàâíèêiâ ïðèìiòèâíèõ êëàñiâ ñïðÿæåíîñòi. Ôîðìóëà (8.26) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì
ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü.
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Òåïåð ìè îïèøåìî ñèñòåìàòè÷íó ïðîöåäóðó îòðèìàííÿ âåëèêîãî êëàñó ïîâíèõ
ôàêòîðèçàöié âiëüíèõ ìîíî¨äiâ. Äî òàêèõ ôàêòîðèçàöié íàëåæèòü êîíñòðóêöiÿ, ùî
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïiäðîçäiëi 7.3.

Ìíîæèíîþ Ëàçàðäà íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà Z âiëüíî¨ íà-
ïiâãðóïè A+, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n > 1 ìíîæèíà Z ∩ A = {z1, z2, . . . , zk} ç z1 < z2 < · · · < zk òàêèìè, ùî

zi ∈ Zi äëÿ 1 6 i 6 k, i Zk+1 ∩ A[n] = ∅,

äå ìíîæèíè Z1, . . . , Zk+1 âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

Z1 = A, Zi+1 = z∗i (Zi \ {zi}) (1 6 i 6 k).

Ïðèêëàä 8.1.8. Íåõàé (xn)n>1 � ïîñëiäîâíiñòü Õîëëà íàä àëôàâiòîì A é (Xn)n>1 �
àñîöiéîâàíà ïîñëiäîâíiñòü êîäiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ñëîâî xn ¹ ñëîâîì ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè â êîäi Xn, i íåõàé Z = {xn : n > 1} �
ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+, âïîðÿäêîâàíà iíäåêñàìè. Òîäi Z ¹ ìíîæèíîþ
Ëàçàðäà.

Ïðèêëàä 8.1.9. Íåõàé (xn)n>1 � ïîñëiäîâíiñòü âèêîðèñòàíà â äîâåäåííi òåîðåìè 7.3.11.
Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ïî÷èíà¹ìî ç X1 = A òà

Xi+1 = x∗i (Xi \ {xi}) i > 1,

äå xi � ñëîâî â Xi ìiíiìàëüíî¨ íåïàðíî¨ äîâæèíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ìíîæèíó ñëiâ
ïàðíî¨ äîâæèíè â ìíîæèíi

⋃
i>1

Xi. Òåïåð ìíîæèíà Y1 = Y i äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà i > 1 ïîêëàäåìî
Yi+1 = y∗i (Yi \ {yi}) ,

äå ñëîâî yi ∈ Yi âèáðàíî ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Íåõàé ìíîæèíà

T = {xi, yi : i > 1}

âïîðÿäêîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

x1 < x2 < · · · < xn < · · · < y1 < y2 < · · · .

Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà T ¹ ìíîæèíîþ Ëàçàðäà. Ñïðàâäi, íåõàé n > 1 i

T ∩ A[n] = {x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys} .

Ïîêëàäåìî

Zi = Xi, (1 6 i 6 r + 1), Zr+i+1 = y∗i (Zr+i \ {yi}), (1 6 i 6 s).

Ìè äîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî i, ùî

Zr+i ∩ A[n] = Yi ∩ A[n] (1 6 i 6 s+ 1). (8.27)
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Ñïðàâäi, ñëîâà â Xr+1 = Zr+1 äîâæèíè ùîíàéáiëüøå n âñi ìàþòü ïàðíó äîâæèíó,
îñêiëüêè ñëîâàìè íåïàðíî¨ äîâæèíè ¹ x1, x2, . . . , xr. Òàêèì ÷èíîì, óñi öi ñëîâà ìiñòÿ-
òüñÿ Y = Y1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíå ñëîâî ïàðíî¨ äîâæèíè 6 n çàâæäè ìiñòèòüñÿ
â Xr+1, îñêiëüêè |xr+1| > n.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî y ∈ Yi+1 ∩ A[n]. Òîäi y = ypi y
′ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà y′ ∈ Yi \ {yi}.

Ïîçàÿê |y′| 6 n, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî, ùî y′ ∈ Zr+i, çâiäêè âèïëèâà¹,
ùî y ∈ Zr+i+1. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

Ðiâíÿííÿ (8.27) äîâîäèòü, ùî yi ∈ Zr+i äëÿ 1 6 i 6 s i, ùî Zr+s+1 ∩ A[n] = ∅.
Îòîæ, T ¹ ìíîæèíîþ Ëàçàðäà.

Òâåðäæåííÿ 8.1.10. Íåõàé Z ⊂ A+ � ìíîæèíà Ëàçàðäà. Òîäi ñiì'ÿ (z)z∈Z ¹ ïîâ-
íîþ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w ∈ A∗ i n = |w|. Ïîêëàäåìî

Z ∩ A[n] = {z1, z2, . . . , zk}

ç z1 < z2 < · · · < zk. Íåõàé Z1 = A òà Zi+1 = Z∗i (Zi \ {zi}) äëÿ i = 1, 2, . . . , k. Òîäi
zi ∈ Zi äëÿ i = 1, 2, . . . , k i Zk+1 ∩A[n] = ∅. Çà àíàëîãi¹þ, ÿê i â äîâåäåííi ëåìè 7.3.13
îòðèìó¹ìî äëÿ 1 6 i 6 k ðiâíiñòü

Z∗i = Z∗i+1z
∗
i ,

çâiäêè øëÿõîì ïîñëiäîâíèõ çàìií îòðèìó¹ìî

A∗ = Z∗k+1z
∗
k · · · z∗1 . (8.28)

Îòæå, iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ w = yzi1zi2 · · · zin ç y ∈ Z∗k+1 i i1 > i2 > · · · > in. Ïîçàÿê
Zk+1 ∩A[n] = ∅, òî ìè ìà¹ìî, ùî y = 1. Öå äîâîäèòü iñíóâàííÿ âïîðÿäêîâàíî ôàêòî-
ðèçàöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíøà ôàêòîðèçàöiÿ, ñêàæèìî w = t1t2 · · · tm ç tj ∈ Z i
t1 > t2 > · · · > tm. Òîäi ti ∈ Z ∩ A[n] äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i. Çà ðiâíiñòþ
(8.28) îáèäâi ôàêòîðèçàöi¨ çáiãàþòüñÿ.

Ìè çàêií÷ó¹ìî öåé ïiäðîçäië äîäàòêîâèì ïðèêëàäîì ïîâíî¨ ôàêòîðèçàöi¨. Ðîçãëÿ-
íåìî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé àëôàâiò A. Íàãàäà¹ìî, ùî ëåêñèêîãðàôi÷íèé àáî àëôà-
âiòíèé ïîðÿäîê, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ≺, íà âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòó-
ïíèì ÷èíîì: u ≺ v ÿêùî ñëîâî u ¹ âëàñíèì ïðåôiêñîì ñëîâà v, àáî ÿêùî u = ras,
v = rbt, a < b äëÿ a, b ∈ A òà r, s, t ∈ A∗. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî äëÿ àëôàâiòíîãî
ïîðÿäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà âëàñòèâiñòü:

u ≺ v ⇐⇒ wu ≺ wv.

Çà îçíà÷åííÿì, ñëîâîì Ëèíäîíà (Lyndon word) íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíå ñëîâî, ÿêå
¹ ìiíiìàëüíèì ó éîãî êëàñi ñïðÿæåíîñòi. Öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî ñëîâî w ∈ A+ ý
ñëîâîì Ëèíäîíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè w = uv ç u, v ∈ A+ âèïëèâà¹, ùî w ∈ vu.
Íåõàé L � ìíîæèíà ñëiâ Ëèíäîíà. Ìè äîâåäåìî, ùî (l)l∈L ¹ ïîâíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Äëÿ öüîãî ìè äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêi öiêàâi ñàìi ïî ñîái.

Òâåðäæåííÿ 8.1.11. Ñëîâî w ¹ ñëîâîì Ëèíäîíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè w ¹ íàé-
ìåíøèì çà âñi éîãî âëàñíi íåïîðîæíi ïðàâi ìíîæíèêè.
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Äîâåäåííÿ. Óìîâà ¹ äîñòàòíüîþ. Íåõàé w = uv ç u, v ∈ A+. Ïîçàÿê w ≺ v i v ≺ vu,
òî ìà¹ìî w ≺ vu. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî w ∈ L. Íàâïàêè, íåõàé w ∈ L i ðîçãëÿíåìî
ôàêòîðèçàöiþ w = uv ç u, v ∈ A+. Ñïî÷àòêó ìè äîâåäåìî, ùî ñëîâî v íå ¹ ïðåôiêñîì
ñëîâà w. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi w = vt äëÿ äåÿêîãî ñëîâà t ∈ A+. Ïîçàÿê
w ∈ L, òî ìà¹ìî w ≺ tv. Àëå ç w = uv âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ uv ≺ tv. Çâiäñè â ñâîþ
÷åðãó âèïëèâà¹, ùî u ≺ t çâiäêè, ïîìíîæèâøè çëiâà íà ñëîâî v, îòðèìó¹ìî

vu ≺ vt = w,

ïðîòèði÷÷ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî v ≺ uv. Ïîçàÿê ñëîâî v íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà w, òî çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî vu ≺ uv i w /∈ L, ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå uv ≺ v, i äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Òâåðäæåííÿ 8.1.12. Íåõàé l i m � ñëîâà Ëèíäîíà. ßêùî l ≺ m, òî lm ¹ ñëîâîì
Ëèíäîíà.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî lm ≺ m. ßêùî ñëîâî l ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà m, òî
ïðèéìåìî m = lm′. Òîäi m ≺ m′ çà òâåðäæåííÿì 8.1.11. Îòæå lm ≺ lm′ = m. ßêùî
ñëîâî l íå ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà m, òî ç íåðiâíîñòi l ≺ m áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî
lm ≺ m. Íåõàé v íåïîðîæíié âëàñíèé ñóôiêñ ñëîâà lm. ßêùî ñëîâî v ¹ ñóôiêñîì
ñëîâà m, òî çà òâåðäæåííÿì 8.1.11 îòðèìó¹ìî, ùî m ≺ v. Òàêèì ÷èíîì, lm ≺ m ≺ v.
Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî v = v′m äëÿ äåÿêîãî âäàñíîãî íåïîðîæíüîãî
ñóôiêñà v′ ñëîâà l. Òîäi l ≺ v′ i çâiäñè âèïëèâà¹, ùî lm ≺ v′m. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó-
¹ìî, ùî ó âñiõ âèïàäêàõ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü lm ≺ v. Çà òâåðäæåííÿì 8.1.11 öå
äîâîäèòü, ùî lm ∈ L.

Òåîðåìà 8.1.13. Ñiì'ÿ (l)l∈L ¹ ïîâíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (i) i (iii) òåîðåìè 8.1.2. Î÷å-
âèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (iii), îñêiëüêè L ¹ ñèñòåìîþ ïðåäñòàâíèêiâ ïðèìiòèâíèõ
êëàñiâ ñïðÿæåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ óìîâè (i) ïðèïóñòèìî, ùî w ∈ A+. Òîäi ñëîâî w
ìà¹ ùîíàéìåíøå îäíó ôàêòîðèçàöiþ w = l1l2 · · · ln ç l1, l2, . . . , ln ∈ L. Ñïðàâäi, êîæíà
ëiòåðà ¹ çàâæäè ñëîâîì Ëèíäîíà. Ðîçãëÿíåìî ôàêòîðèçàöiþ w = l1l2 · · · ln ñëîâàìè
Ëèíäîíà ç íàéìåíøèì ÷èñëîì n. Òîäi öÿ ôàêòîðèçàöiÿ ¹ âïîðÿäêîâàíîþ. Ñïðàâäi,
â ïðîòèëæåíîìó âèïàäêó, öå áóâ áè ÿêèéñü iíäåêñ i òàêèé, ùî li ≺ li+1. Àëå òîäi
lili+1 ∈ L i ñëîâî w ìàòèìèìå ôàêòîðèçàöiþ ç n − 1 ñëiâ Ëèíäîíà. Òàêèì ÷èíîì,
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i) òåîðåìè 8.1.2.

Ìîæíà äîâåñòè (äèâ. âïðàâè 8.3.3 i 8.3.4), ùî L � öå ìíîæèíà Ëàçàðäà.
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8.2 Ñêií÷åííi ôàêòîðèçàöi¨

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ôàêòîðèçàöi¨ (Xi)i∈I iç ñêií÷åííîþ ìíî-
æèíîþ iíäåêñiâ I. Öå ¹ ñiì'¨ Xn, Xn−1, . . . , X1 ïiäìíîæèí âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ íàä
àëôàâiòîì A òàêi, ùî

A∗ = X∗n X
∗
n−1 · · ·X∗1 . (8.29)

Çà òåîðåìîþ 8.1.2 êîæíà ìíîæèíà Xi ¹ êðóãîâèì êîäîì i êîæåí êëàñ ñïðÿæåíîñòi
ïåðåòèíà¹ ðiâíî îäèí ìîíî¨ä X∗i . Ìåòà öüîãî ïiäðîçäiëó � óòî÷íèòè öi âëàñòèâîñòi.
Ìè ïîáà÷èìî, ùî â äåÿêèõ îñîáëèâèõ âèïàäêàõ êîäè Xj ¹ ãðàíè÷íèìè. Ïèòàííÿ ïðî
òå, ÷è âñi êîäè, ùî ïîÿâëÿþòüñÿ ó ñêií÷åííèõ ôàêòîðèçàöiÿõ, ¹ ãðàíè÷íèìè, äîñi
âiäêðèòi. Ïî÷íåìî ç äîñëiäæåííÿ áiñåêöié, òîáòî ôàêòîðèçàöié âèãëÿäó (X, Y ). Ó
öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì ìíîæíèêîì, à ìíîæèíà Y � ïðàâèì
ìíîæíèêîì áiñåêöi¨ (X, Y ). Òîäi

A∗ = X∗Y ∗. (8.30)

Ïðèêëàä 8.2.1. Íåõàé A = {a, b}. Ïàðà (a∗b, a) ¹ áiñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
Áiëüø çàãàëüíî, ÿêùî A = A0 ∪ A1 ¹ ðîçáèòòÿì àëôàâiòà A, òî ïàðà (A∗0A1, A0) ¹
áiñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Ôîðìóëó (8.30) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Y X + A = X + Y . (8.31)

Ñïðàâäi, ðiâíiñòü (8.30) åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi

1− A = (1− Y )(1−X),

âçÿâøè iíâåðñiþ âiä îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi. Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (8.31). Ðiâ-
íîñòi (8.30) i (8.31) ïîêàçóþòü, ùî ïàðà (X, Y ) ïiäìíîæèí âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+ ¹
áiñåêöi¹þ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

A ⊂ X ∪ Y, (8.32)

X ∩ Y = ∅, (8.33)

Y X ⊂ X ∪ Y, (8.34)

êîæíå ñëîâî z ∈ X ∪ Y, z /∈ A îäíîçíà÷íî

ôàêòîðèçó¹òüñÿ z = yx ç x ∈ X, y ∈ Y.
(8.35)

Ìè ïîáà÷èìî äàëi (òåîðåìà 8.2.6), ùî äëÿ ïiäìíîæèí ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè
ïiäìíîæèíà âæå äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá ïàðà (X, Y ) áóëà áiñåêöi¹þ.

Ïåðåä òèì, ÿê öå çðîáèòè, ìè äîâåäåìî, ùî äëÿ áiñåêöi¨ (X, Y ) êîä X ¹ (1, 0)-
ãðàíè÷íèì i êîä Y ¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèì. Íàãàäà¹ìî, ùî (1, 0)-ãðàíè÷íèé êîä ¹ ïðåôi-
êñíèì i, ùî çà òâåðäæåííÿì 7.2.12 ïðåôiêñíèé êîä X ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìíîæèíà R = A∗ \XA∗ ¹ ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñèìåòðè÷íî,
ñóôiêñíèé êîä Y ¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà S = A∗ \A∗Y ¹
ïiäìîíî¨äîì â A∗.
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Òâåðäæåííÿ 8.2.2. Íåõàé X i Y � äâi ïiäìíîæèíè âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. Òîäi
òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) (X, Y ) ¹ áiñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗;
(ii) X i Y ¹ êîäàìè, X ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì i Y ∗ = A∗ \XA∗;

(iii) X i Y ¹ êîäàìè, Y ¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèì i X∗ = A∗ \ A∗Y .

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Ç ðiâíîñòi A∗ = X∗Y ∗, äîìíîæèâøè ¨¨ çëiâà íà 1−X, îòðèìó¹ìî
ðiâíiñòü (1 − X)A∗ = Y ∗, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî Y ∗ = A∗ − X A∗. Êiëüêiñòü ïðåôiêñiâ
ó ìíîæèíi X äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗ äîðiâíþ¹ (X A∗, w). Ðiâíiñòü äîâîäèòü, ùî
öå ÷èñëî äîðiâíþ¹ 0 àáî 1, â çàëåæíîñòi ÷è w ∈ Y , ÷è w /∈ Y ∗. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî X ¹ ïðåôiêñíèì êîäîì, à òàêîæ, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Y ∗ = A∗ \XA∗. Òàêèì
÷èíîì, ìíîæèíà A∗ \XA∗ ¹ ïiäìîíî¨äîì â A∗, i çà òâåðäæåííÿì 7.2.12 êîä X ¹ (1, 0)-
ãðàíè÷íèì.

(ii)⇒ (i) Çà íàñëiäêîì 3.1.8 ìà¹ìî, ùî A∗ = X∗R çR = A∗\XA∗. ÎñêiëüêèR = Y ∗

i ìíîæèíà Y ¹ êîäîì, òî R = Y ∗. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü A∗ = X∗Y ∗.

Ç âèùå âèêëàäåíîãî âèïëèâà¹, ùî óìîâè (i) and (ii) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Åêâiâà-
ëåíòíiñòü óìîâ (i) and (iii) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íàñëiäîê 8.2.3. Ëiâi ìíîæíèêè áiñåêöié ¹ â òî÷íîñòi (1, 0)-ãðàíè÷íi êîäè.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áiñåêöi¨ (X, Y ) ìà¹ìî, ùî àáî X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì
êîäîì, àáî Y ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì. Ñïðàâäi, ìà¹ìî, ùî Y ∗ = A∗ \XA∗.
ßêùî ìîíî¨ä Y ∗ íå ìiñòèòü ïðàâîãî iäåàëó, òî ìíîæèíà XA∗ ¹ ùiëüíîþ ñïðàâà, à
îòæå êîä X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ìîíî¨ä Y ∗ ¹
ùiëüíèì çëiâà, à îòæå ìíîæèíà Y ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì êîäîì.

Òâåðäæåííÿ 8.2.4. Íåõàé M i N � ïiäìîíî¨äè âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêå, ùî A∗ =
M ;N . Òîäi M i N ¹ âiëüíèìè ìîíî¨äàìè òà ïàðà (X, Y ) ¨õ áàç ¹ áiñåêöi¹þ âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u i v � ñëîâà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêi, ùî uv ∈ M . Ïîêëàäåìî
v = mn ç m ∈ M i n ∈ N . Àíàëîãi÷íî ïîêëàäåìî um = m′n′ äëÿ äåÿêèõ ñëiâ
m′ ∈ M i n′ ∈ N (äèâ. ðèñ. 8.1). Òîäi uv = m′(n′n). Îñêiëüêè uv ∈ M , òî ç ¹äèíîñòi

vu

m n

m′ n′

Ðèñ. 8.1: Ôàêòîðèçàöi¨

ôàêòîðèçàöi¨ âèïëèâà¹, ùî n = n′ = ε, à îòæå v ∈ M . Öå äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä
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M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C(1, 0). Òàêèì ÷èíîì, ìîíî¨ä M ïîðîäæåíèé (1, 0)-ãðàíè÷íèì
êîäîì X. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ìîíî¨ä N ïîðîäæåíèé (0, 1)-ãðàíè÷íèì êîäîì
Y . Î÷åâèäíî, ïàðà (X, Y ) ¨õ áàç ¹ áiñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

Ïðèêëàä 8.2.5. Íåõàé M i N � äâà ïiäìîíî¨äè âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêi, ùî

M ∩N = {ε} i M ∪N = A∗.

Ìè ïî¹äíà¹ìî ñïåöiàëüíó áiñåêöiþ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ç ïàðîþ (M,N). Äëÿ öüîãî
íåõàé

R = {r ∈ A∗ : r = uv ⇒ v ∈M}

� ìíîæèíà ñëiâ â ìîíî¨äi M , ÿêi ìàþòü âñi ñâî¨ ñóôiêñè â M . Ñèìåòðè÷íî îçíà÷èìî

S = {s ∈ A∗ : s = uv ⇒ u ∈ N} .

Ìíîæèíà R ¹ ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ îñêiëüêè M ¹ ïiäìîíî¨äîì ó A∗.
Áiëüøå òîãî, ìíîæèíà R ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî áàçà ìîíî¨äà R,
ñêàæåìî X, ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì êîäîì. Ïîäiáíî S ¹ âiëüíèì ïiäìîíî¨äîì i éîãî áàçà,
ñêàæåìî Y , ¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèì êîäîì. Ìè äîâåäåìî, ùî (X, Y ) ¹ áiñåêöi¹þ âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗. Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 8.2.2 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî Y ∗ = A∗ \ XA∗.
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñëîâî y ∈ Y ∗ = S. Òîäi âñi éîãî ïðåôiêñè ìiñòÿòüñÿ â ìî-
íî¨äi N . òàêèì ÷èíîì, æîäåí ïðåôiêñ ñëîâà y íå ìiñòèòüñÿ â X. Öå äîâîäèòü, ùî
Y ∗ ⊂ A∗ \XA∗.

Íàâïàêè, íåõàé w ∈ A∗ \XA∗. Ìè äîâåäåìî, ùî êîæåí ïðåôiêñ u ñëîâà w ìiñòè-
òüñÿ â ìîíî¨äi N iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ñëîâà u. Î÷åâèäíî, ùî äàíå òâåðäæåííÿ
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ |u| = 0. Äàëi, ÿêùî |u| > 1, òî ñëîâî u íå ìîæå ìiñòèòèñÿ â R = X∗,
îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñëîâî w ìàëî á ïðåôiêñ â ìîíî¨äi X. Îòîæ, iñíó¹
ôàêòîðèçàöiÿ u = u′v′ ç v′ /∈M . Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî v′ ∈ N i v′ 6= ε. Çà ïðè-
ïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî, ùî u′ ∈ N . ÎñêiëüêèN ¹ ïiäìîíî¨äîì ó A∗, òî u = u′v′ ∈ N .
Öå äîâîäèòü, ùî w ∈ S = Y ∗.

Ñïåöiàëüíèé âèïàäîê öi¹¨ êîíñòðóêöi¨ îòðèìàíèé ðîçãëÿäîì ìîðôiçìó ϕ : A∗ → Z
â àäèòèâíèé ìîíî¨ä Z i ïîêëàâøè

M = {m ∈ A∗ : ϕ(m) > 0} ∪ {ε} i N = {n ∈ A∗ : ϕ(n) 6 0} .

Äëÿ ôiêñîâàíîãî ñëîâà w ∈ A∗, ìè îòðèìà¹ìî ôàêòîðèçàöiþ w = rs ç r ∈ R i s ∈ S
íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñëîâî r ¹ íàéêîðîòøèì ïðåôiêñîì ñëîâà w òàêèì, ùî çíà÷åííÿ
ϕ(r) ¹ ìàêñèìàëüíèì ó ìíîæèíi çíà÷åíü ìîðôiçìó ϕ íà ïðåôiêñàõ ñëîâà w (äèâ.
ðèñ. 8.2).

Êîíñòðóêöiþ, âèêëàäåíó â ïðèêëàäi 8.2.5 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñïåöiàëüíèé âè-
ïàäîê òàêîãî áiëüø çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 8.2.6. Íåõàé (P,Q) � ðîçáèòòÿ âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. Iñíó¹ ¹äèíà áiñåê-
öiÿ (X, Y ) âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêà, ùî X ⊂ P i Y ⊂ Q. Öÿ áiñåêöiÿ îòðèìó¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íåõàé
X1 = P ∩ A, Y1 = Q ∩ A, (8.36)
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r s
ϕ

a b a a b a b

Ðèñ. 8.2: Øëÿõ çíà÷åíü ìîðôiçìó ϕ äëÿ ϕ(a) = 1, ϕ(b) = −1 i w = abaabab

i

Zn =
n⋃
i=1

YiXn−i, (8.37)

Xn = Zn ∩ P, Yn = Zn ∩Q, (8.38)

äëÿ n > 2. Òîäi
X =

⋃
n>1

Xn i Y =
⋃
n>1

Yn. (8.39)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ðîçãëÿíåìî áiñåêöiþ (X, Y ) âiëüíîãî ìîíî-
¨äà A∗ òàêó, ùî X ⊂ P i Y ⊂ Q. Äîâåäåìî, ùî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ìà¹ìî,
ùî X ∩An = Xn, Y ∩An = Yn, ç Xn òà Yn âèçíà÷åíèìè çà ôîðìóëàìè (8.36) i (8.38).
Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ. Íåõàé n = 1. Òîäi

X ∩ A ⊂ P ∩ A = X1.

Ç ôîðìóëè (8.32) âèïëèâà¹, ùî A ⊂ X∪Y i P∩Y = ∅. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî P∩A ⊂ X,
à îòæå X ∩ A = X1. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî, ùî Zn ⊂ Y X ∩ An äëÿ n > 2.
Òàêèì ÷èíîì, çà ôîðìóëîþ (8.34) îòðèìó¹ìî, ùî Zn ⊂ (X∪Y ) ⊂ An. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

Zn ∩ P ⊂ X ∩ An i Zn ∩Q ⊂ Y ∩ An.

Íàâïàêè, íåõàé z ∈ (X∪Y )∩An. Òîäi çà ôîðìóëîþ (8.35) ìà¹ìî, ùî z = yx äëÿ äåÿêèõ
y ∈ Y , x ∈ X. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ y ∈ Yi i x ∈ Xn−i äëÿ i = |y|. Âèêîðèñòàâøè
ðiâíiñòü (8.37) îòðèìó¹ìî, ùî z ∈ Zn. Öå äîâîäèòü, ùî (X ∪ Y ) ∩ An ⊂ Zn. Îòæå,
X ∩ An ⊂ Zn ∩ P òà Y ∩ An ⊂ Zn ∩Q.

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ áiñåêöi¨ ðîçãëÿíåìî ïàðó (X, Y ) âèçíà÷åíó ó ôîðìóëi
(8.39). Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî â äåêiëüêà åòàïiâ. Îçíà÷èìî Z1 = A òà ïðèéìåìî Z =⋃
n>1

Zn. Âðàõóâàâøè ôîðìóëè (8.36) i (8.38), îòðèìó¹ìî, ùî Z = X ∪ Y . Çàóâàæèìî

ñïî÷àòêó, ùî çà ôîðìóëîþ (8.37) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Y X ∪ A = X ∪ Y. (8.40)
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Î÷åâèäíî, ùî ç ðiâíîñòi (8.40) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ Y X ⊂ X ∩ Y . Çà iíäóêöi¹þ,
îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ

Y ∗X∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗. (8.41)

Äàëi, ìà¹ìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

A∗ = X∗Y ∗. (8.42)

Ñïðàâäi, íåõàé w ∈ A∗. Îñêiëüêè A ⊂ Z, òî ñëîâî w ìà¹ ùîíàéìåíøå îäíó ôàêòîðè-
çàöiþ w = z1z2 · · · zn ç z1, z2, . . . , zn ∈ Z. Âèáåðåìî òàêó ôàêòîðèçàöiþ, ùîá ÷èñëî n
áóëî íàéìåíøèì. Òîäi ìè íå ìîæåìî ìàòè zi ∈ Y , zi+1 ∈ X äëÿ äåÿêîãî 1 6 i 6 n−1,
îñêiëüêè ç îçíà÷åííÿ ñëîâà w âèïëèâà¹, ùî zjzj+1 ∈ Z çà ðiâíiñòþ (8.40), à öå ñó-
ïåðå÷èòü ìiíiìàëüíîñòi ÷èñëà n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
j ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî z1, . . . , zj ∈ X i zj+1, . . . , zn ∈ Y , à öå äîâîäèòü, ùî w ∈ X∗Y ∗.

Äàëi äîâåäåìî, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Äëÿ öüîãî äî-
ñòàòíüî äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

uv ∈ X =⇒ v ∈ X∗. (8.43)

Ñïðàâäi, ïðèïóñòèâøè (8.43), ðîçãëÿíåìî ñëîâî w = rs ∈ X∗. Òîäi r = r′u, s = vs′

äëÿ äåÿêèõ r′, s′ ∈ X∗ i uv ∈ X∪{ε}. Çà óìîâîþ (8.43) ñëîâî v ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi X∗,
à îòæå îòðèìó¹ìî, ùî s ∈ X∗, à öå äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä X∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ. Ìè äîâåäåìî âèêîíàííÿ âëàñòèâîñòi (8.43) iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi ñëîâà
x = uv. Î÷åâèäíî, ùî âëàñòèâiñòü (8.43) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ |x| = 1. Ïðèïóñòèìî,ùî
|x| > 2. Òîäi çà ôîðìóëîþ (8.40) ìà¹ìî, ùî x = y1x1 äëÿ äåÿêèõ y1 ∈ Y , x1 ∈ X.
ßêùî y1 íå ¹ ëiòåðîþ, òî çíîâó çà ôîðìóëîþ (8.40) ìà¹ìî, ùî y1 = y2x2 äëÿ äåÿêèõ
y2 ∈ Y , x2 ∈ X. Ïîâòîðèâøè öþ îïåðàöiþ äåêiëüêà ðàçiâ, îòðèìó¹ìî ôàêòîðèçàöiþ

x = ykxk · · ·x2x1

ç yk ∈ Yn ∩ A i x1, . . . , xk ∈ X.

Êîæåí ñóôiêñ v ñëîâà x ìà¹ âèãëÿä v = vpxp−1 · · ·x1 äëÿ äåÿêîãî ñóôiêñà vp ñëîâà
xp i 1 6 p 6 k. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ îòðèìó¹ìî, ùî vp ∈ X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
v ∈ X∗. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi (8.43). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòñÿ, ùî ìîíî¨ä
Y ∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Äàëi ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

X∗ ∩ Y ∗ = {ε}, (8.44)

i äîâåäåìî öþ ðiâíiñòü çà iíäóêöi¹þ, ïîêàçàâøè, ùî ìíîæèíà X∗∩Y ∗ íå ìiñòèòü ñëiâ
äîâæèíè n > 1. Öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 1, îñêiëüêè X ∩ Y = ∅. Ïðèïóñòèìî,
ùî äëÿ äåÿêîãî ñëîâà w ∈ An iñíó¹ äâi ôàêòîðèçàöi¨

x = x1x2 · · ·xp = y1y2 · · · yq

ç x1, x2, . . . , xp ∈ X, y1, y2, · · · , yq ∈ Y . Îñêiëüêè ìîíî¨ä Y ∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ, òî x1 ∈ Y ∗. Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òî
yq ∈ X∗. Îòæå x1 ∈ X ∩ Y ∗ i yq ∈ X∗ ∩ Y . Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî
öå ¹ íåìîæëèâèì, ÿêùî ñëîâà x1 i yq ¹ êîðîòøèìè çà ñëîâî w. Òàêèì ÷èíîì, ìè
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îòðèìó¹ìî, ùî p = q = ε. Àëå òîäi w ∈ X ∩ Y = ∅, îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Öå
äîâîäèòü ðiâíiñòü (8.44). Òåïåð ìè äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ. Äëÿ öüîãî
ìè ïîêàæåìî iíäóêöi¹þ ïî n > 1, ùî æîäíå ñëîâî â ìíîæèíi X äîâæèíè n íå ìà¹
âëàñíîãî ïðåôiêñà â X. Öå òâåðäæåííÿ, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 1.

Ðîçãëÿíåìî ñëîâî uv ∈ X ∩An ç n > 2 i ïðèïóñòèìî, ùî u ∈ X. Ç îãëÿäó íà óìîâó
(8.40) ìà¹ìî, ùî uv = yx äëÿ äåÿêèõ y ∈ Y i x ∈ X. Ñëîâî u íå ìîæå áóòè ïðåôiêñîì
ñëîâà y, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ñëîâî u ìàëî á ìiñòèòèñÿ â X ∩ Y ∗, áî
ìîíî¨ä Y ∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ òà öå ¹ íåìîæëèâèì çà óìîâîþ (8.44).
Îòæå iñíó¹ ñëîâî u′ ∈ A+ òàêå, ùî u = yu′ i u′v = x.

Çà óìîâîþ (8.43), u′ ∈ X∗. Áiëüøå òîãî |x| 6 n. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ç ðiâíîñòi
x = u′v âèïëèâà¹, ùî v = ε. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî u = uv, à öå äîâîäèòü òâåðäæå-
ííÿ iíäóêöi¨ äëÿ n. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ. Àíàëîãi÷íå äîâåäåííÿ
ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà Y ¹ ñóôiêñíîþ.

Òåïåð ìè â çìîçi äîâåñòè, ùî (X, Y ) ¹ áiñåêöi¹þ. Ðiâíiñòü (8.42) äîâîäèòü, ùî
êîæíå ñëîâî ó âiëüíîìó ìîíî¨äi A∗ äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ. Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi
ïðèïóòèìî, ùî xy = x′y′ äëÿ x, x′ ∈ X∗ i y, y′ ∈ Y ∗. Ïðèïóñòèìî, ùî |x| > |x′|.
Òîäi x = x′u i uy = y′ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u. Îñêiëüêè ìîíî¨ä X∗ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ òà ìîíî¨ä Y ∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òî ìà¹ìî, ùî u ∈ X∗∩Y ∗.
Îòæå u = ε çà ðiâíiñòþ (8.44). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x = x′ i y = y′. Îñêiëüêè ìíîæèíè
X i Y ¹ êîäàìè, òî öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 8.2.6 ïîêàçó¹, ùî íàñòóïíèé ìåòîä äîçâîëÿ¹ íàì ïîáóäóâàòè âñi áiñåêöi¨.

(i) Ðîçáèòòÿ àëôàâiòà A íà äâi ïiäìíîæèíè X1 i Y1.

(ii) Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Zn =
n−1⋃
i=1

YiXn−i íà

äâi ïiäìíîæèíè Xn i Yn.
(iii) Ïðèéìåìî X =

⋃
n>1

Xn i Y =
⋃
n>1

Yn.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ìîæíà ïîñòóïîâî ïîáóäóâàòè êîìïîíåíòè
ðîçáèòòÿ (P,Q). Çðó÷íèì ñïîñîáîì ïîäàííÿ îá÷èñëåíü ¹ âiäîáðàæåííÿ ñëiâ ó ìíî-
æèíàõ X i Y ó äâîõ ñòîâïöÿõ, êîëè âîíè îòðèìàíi. Öå ïðîiëþñòðîâàíî íàñòóïíèì
ïðèêëàäîì.

Ïðèêëàä 8.2.7. Íåõàé A = {a, b}. Ìè áóäó¹ìî áiñåêöiþ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, ðîçïî-
äiëÿþ÷è iòåðàöiéíî äîáóòêè yx (x ∈ X, y ∈ Y ) íà äâà ñòîâï÷èêè, ÿê öå ïîêàçàíî íà
ðèñ. 8.3. Âñi äîáóòêè, ùî çàëèøèëèñÿ, ïîìiùàþòü ó ìíîæèíó R. Öå äà¹ âèçíà÷àëüíå
ðiâíÿííÿ äëÿ ìíîæèíè R, îñêiëüêè ç ðiâíîñòåé

A ∪ Y X = X ∪ Y i X = {a, ba} ∪R

îòðèìó¹ìî, ùî
R =

{
b, b2a

}
R ∪ b2a{a, ba}.

Òàêèì ÷èíîì,
R =

{
b, b2a

}∗
b2a{a, ba},

àáî òàêîæ
R =

(
b2b∗a

)∗
b2b∗a{a, ba}.
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Ðèñ. 8.3: Áiñåêöiÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗

Îòæå,
X =

(
b2b∗a

)∗ {a, ba},
i öÿ ìíîæèíà ¹ êîäîì ç ïðèêëàäó 7.2.11.

Íàñòóïíà äîìîâëåíiñòü áóäå âèêîðèñòàíà äëÿ ðåøòè öüîãî ðîçäiëó. Äëÿ êîäó X
íàä àëôàâiòîì A ïàðà (U, V ) ïiäìíîæèí âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ áóäå íàçèâàòèñÿ áiñåê-
öi¹þ ìîíî¨äà X∗, ÿêùî

X∗ = U∗V ∗.

Ùîá ïðèñòîñóâàòèñÿ äî çâè÷àéíîãî îçíà÷åííÿ áiñåêöi¨, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè êîäó-
þ÷èé ìîðôiçì äëÿ êîäó X.

Òðèñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà (X, Y, Z) ïiäìíîæèí âiëüíî¨
íàïiâãðóïè A+, ÿêi óòâîðþþòü ôàêòîðèçàöiþ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

A∗ = X∗Y ∗Z∗. (8.45)

Äîâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé îïèñó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ áiñåêöiÿìè òà òðè-
ñåêöiÿìè âiëüíîãî ìîíî¨äà.

Òåîðåìà 8.2.8. Íåõàé (X, Y, Z) � òðèñåêöiÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Iñíóþòü áiñåêöiÿ
(U, V ) ìîíî¨äà Y ∗ i áiñåêöiÿ (X ′, Z ′) âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêi, ùî (X,U) ¹ áiñåêöi¹þ
ìîíî¨äà X ′∗ i (V, Z) ¹ áiñåêöi¹þ ìîíî¨äà Z ′∗,

A∗ = X∗Y ∗Z∗ = (X∗U∗) (V ∗Z∗) = X ′
∗
Z ′
∗
.

Ïåðø íiæ âèêëàñòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.2.8, ìè âèâåäåìî äåêiëüêà êîðèñíèõ ôîð-
ìóë.

Òâåðäæåííÿ 8.2.9. Íåõàé (X, Y, Z) � òðèñåêöiÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

1. Ìíîæèíà X∗Y ∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ òà ìíîæèíà Y ∗Z∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíå-
íîþ.
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2. Ñïðàâäæó¹òüñÿ îäíå ç âêëþ÷åíü

Y ∗X∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗Z∗, (8.46)

Z∗Y ∗ ⊂ Z∗ ∪X∗Y ∗. (8.47)

3. Êîäè X, Y i Z ¹ (2, 0)-, (1, 1)- i (0, 2)-ãðàíè÷íèìè, âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé w ∈ X∗Y ∗ i v � ñóôiêñ ñëîâà
w (äèâ. ðèñ. 8.4). Òîäi w = uv äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u. Ïîêëàäåìî v = xyz ç x ∈ X∗,

vu

x y z

x′ y′ z′

Ðèñ. 8.4: Ìíîæèíà X∗Y ∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåííîþ

y ∈ Y ∗ i z ∈ Z∗. Ïðèéìåìî òàêîæ uxy = x′y′z′ ç x′ ∈ X∗, y′ ∈ Y ∗ i z′ ∈ Z∗. Òîäi

w = uv = uxyz = x′y′(z′z).

Ç ¹äèíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ âèïëèâà¹, ùî z′ = z = ε. Öå äîâîäèòü, ùî v ∈ X∗Y ∗

i ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà X∗Y ∗ ¹ ñóôiêñíî çàìêíåíîþ. Ïîäiáíî îòðè-
ìó¹ìî, ìíîæèíà Y ∗Z∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ. Òåïåðå ïåðåâiðèìî, ÷è âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (8.46). Íåõàé x ∈ X∗ i y ∈ Y ∗. Ïîêëàäåìî yx = x′y′z′ ç x′ ∈ X∗, y′ ∈ Y ∗
i z′ ∈ Z∗. ßêùî x′ = ε, òî yx ∈ Y ∗Z∗. Îòæå, ïðèïóñêàòèìåìî, ùî x′ 6= ε. Ñëîâî x′

íå ìîæå áóòè ïðåôiêñîì ñëîâà y îñêiëüêè y ∈ Y ∗Z∗ i ìíîæèíà Y ∗Z∗ ¹ ïðåôiêñíî
çàìêíåíîþ òà X∗∩Y ∗Z∗ = {ε}. Îòæå, iñíó¹ ñëîâî u òàêå, ùî x′ = yu i x = uy′z′ (äèâ.
ðèñ. 8.5). Îñêiëüêè ñëîâî u ¹ ñóôiêñîì ñëîâà x′ ∈ X∗Y ∗, òî âîíî ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi
X∗Y ∗. Îòæå, u = x′′y′′ äëÿ äåÿêèõ x′′ ∈ X∗ i y′′ ∈ Y ∗. Öå äîâîäèòü, ùî x = x′′y′′y′z′.
Ç ¹äèíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ âèïëèâà¹, y′′ = y′ = z′ = ε. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàëè, ùî
yx = x′y′z′ = x′ ∈ X∗. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ (8.46). Âêëþ÷åííÿ (8.47)
äîâîäèòüñÿ ñèìåòðè÷íî.

Êîä X ¹ (2, 0)-ãðàíè÷íèì. Ñïðàâäi, íåõàé u, v, w ∈ A+ � ñëîâà òàêi, ùî uv, vw ∈
X∗. Îñêiëüêè ñëîâà v i w ¹ ñóôiêñàìè ñëiâ ó âiëüíîìó ìîíî¨äi X∗ i îñêiëüêè ìíîæèíà
X∗Y ∗ ý ñóôiêñíî çàìêíåíîþ, òî ñëîâà v i w ìiñòÿòüñÿ â X∗Y ∗. Îòæå, ìà¹ìî

v = x′y′ i w = xy

äëÿ äåÿêèõ x, x′ ∈ X∗, y, y′ ∈ Y ∗ (äèâ. ðèñ. 8.6). Ñëîâî y′x ¹ ñóôiêñîì ñëîâà uvx ∈ X∗.
Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ð=îòðèìó¹ìî, ùî ñëîâî y′x ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi X∗Y ∗,
à îòæå y′x = x′′y′′ äëÿ äåÿêèõ ñëiâ x′′ ∈ X∗ i y′′ ∈ Y ∗, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî vw =
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xy

x′ y′ z′

u

x′′ y′′

Ðèñ. 8.5: Y ∗X∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗Z∗

u v w

x′ y′ x y

x′′ y′′

Ðèñ. 8.6: Êîä X ¹ (2, 0)-ãðàíè÷íèì

x′x′′y′′y. Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì vw ∈ X∗, òî ç ¹äèíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ âèïëèâà¹,
ùî y′′ = y = ε. Îòîæ, w = x ∈ X∗. Öå äîâîäèòü, ùî X ¹ (2, 0)-ãðàíè÷íèì êîäîì.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî Z ¹ (0, 2)-ãðàíè÷íèì êîäîì.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî êîä Y ¹ (1, 1)-ãðàíè÷íèì, ðîçãëÿíåìî ñëîâà u, v, w ∈ A∗
òàêi, ùî uv, vw ∈ Y ∗. Òîäi v ∈ X∗Y ∗, îñêiëüêè ñëîâî v ¹ ñóôiêñîì ñëîâà uv â ìíîæèíi
X∗Y ∗, à òàêîæ v ∈ Y ∗Z∗, ÿê ëiâèé ìíîæíèê ñëîâà vw ó ìíîæèíi Y ∗Z∗. Îòîæ, v ∈
X∗Y ∗ ∩ Y ∗Z∗. Ç ¹äèíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ âèïëèâà¹, ùî v ∈ Y ∗. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.2.8. Ïîêëàäåìî

S = {s ∈ Y ∗ : sX∗ ⊂ X∗Y ∗} .

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî

S = {s ∈ Y ∗ : sX∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗} . (8.48)
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Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ñëîâî s ∈ Y ∗. ßêùî sX∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗, òî, î÷åâèäíî, ùî sX∗ ⊂
X∗Y ∗. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî, ùî sX∗ ⊂ X∗Y ∗. Îñêiëüêè s ∈ Y ∗, òî ìà¹ìî
sX∗ ⊂ Y ∗X∗ i âèêîðèñòàâøè âêëþ÷åííÿ (8.46) îòðèìó¹ìî, ùî sX∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗Z∗.
Îòæå,

sX∗ ⊂ X∗Y ∗ ∩ (X∗ ∪ Y ∗Z∗) = (X∗Y ∗ ∩X∗) ∪ (X∗Y ∗ ∩ Y ∗Z∗) = X∗ ∪ Y ∗

çà ¹äèíiñòþ ôàêòîðèçàöi¨. Öå äîâîäèòü ðiâíiñòü (8.48). Äàëi, S ¹ ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗. Ñïðàâäi, ε ∈ S i ÿêùî s, t ∈ S, òî stX∗ ⊂ sX∗Y ∗ ⊂ X∗Y ∗. Ìè äîâåäå-
ìî, ùî ìîíî¨ä S, ðîçãëÿíóòèé ÿê ìîíî¨ä íà àëôàâiòi Y , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó C(1, 0).
Iíøèìè ñëîâàìè, ç s, t ∈ Y ∗ i st ∈ S âèïëèâà¹, ùî t ∈ S. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ñëîâî
x ∈ X∗. Îñêiëüêè ñëîâî tx ¹ ñóôiêñîì ñëîâà stx ∈ X∗Y ∗ i îñêiëüêè ìíîæèíà X∗Y ∗ ¹
ñóôiêñíî çàìêíåíîþ, òî tx ∈ X∗Y ∗. Îòæå, t ∈ S. Öå äîâîäèòü, ùî S ¹ âiëüíèì ïiäìî-
íî¨äîì ìîíî¨äà Y ∗, ïîðîäæåíèé äåÿêèì (1, 0)-ãðàíè÷íèì êîäîì U∗Y +. Çàóâàæèìî,
ùî êîä U ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì, ÿê êîä íàä àëôàâiòîì Y . Çà òâåðäæåííÿì 8.2.2 êîä U
¹ ëiâèì ìíîæíèêîì äåÿêî¨ áiñåêöi¨ (U, V ) âiëüíîãî ìîíî¨äà Y ∗, ç V ∗ = Y ∗ \ UY ∗. Ìè
äàìî iíøå îçíà÷åííÿ ìíîæèíè V . Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

R = {r ∈ Y ∗ : rX∗ ∩ Z∗ 6= ∅} .

Î÷åâèäíî, ùî R ∩ S = ε. Ìè äîâåäåìî, ùî

R∗ = V ∗. (8.49)

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî R ⊂ V ∗. Íåõàé r ∈ R \ {ε}. Ïðèéìåìî r = st ç s ∈ Y +

i t ∈ Y ∗. Îñêiëüêè r ∈ R, òî stx ∈ Z∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X∗. Çà âêëþ÷åííÿì
(8.46) ìà¹ìî, ùî tx ∈ X∗ ∪ Y ∗Z∗. ßêùî tx ∈ Y ∗Z∗, òî st ∈ Y +Z∗, ùî ¹ íåìîæëèâèì,
îñêiëüêè stx ∈ Z∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî tx ∈ X∗. Îòæå s ∈ R. Îñêiëüêè R ∩ S = {ε},
òî s /∈ S. Öå äîâîäèòü, ùî íåìà¹ ïðåôiêñà s ∈ Y + ñëîâà r, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â S.
Iíøèìè ñëîâàìè, æîäåí ïðåôiêñ ñëîâà r íå ìiñòèòüñÿ â êîäi U . Öå äîâîäèòü, ùî
ñëîâî r ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi V ∗.

Äàëi ìè äîâåäåìî, ùî V ∗ ⊂ R∗. Ìè ïðîâåäåìî öå äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi
ñëiâ ó ìíîæèíi V . Âèïàäîê ïîðîæíüîãî ñëîâà ¹ òðèâiàëüíèì. Íåõàé v ∈ V +. Îñêiëüêè
(U, V ) ¹ ôàêòîðèçàöi¹þ, òî U∗ ∩ V ∗ = {ε}. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî v ∈ U∗ = S. Îòæå çà
ðiâíiñòþ (8.48) iñíó¹ äåÿêå ñëîâî x ∈ X∗ òàêå, ùî vx ∈ X∗ ∪ Y ∗. Îñêiëüêè v ∈ Y ∗, òî
çà âêëþ÷åííÿì (8.46) ìà¹ìî vx ∈ Y ∗Z∗, i çà ïîïåðåäíiì çàóâàæåííÿì ìà¹ìî íàâiòü
vx ∈ Y ∗Z+. Ïðèéìåìî vx = yz ç y ∈ Y ∗ i z ∈ Z+. Òîäi ñëîâî z íå ìîæå áóòè
ñóôiêñîì ñëîâà x, îñêiëüêè áè â öüîìó âèïàäêó ñëîâî z ìàëî á ìiñòèòèñÿ â ìíîæèíi
X∗Y ∗∩Z+, ùî ¹ íåìîæëèâèì. Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ äåÿêå ñëîâî w ∈ A+ òàêå, ùî v = yw
i wx = z. Îñêiëüêè ñëîâî w ¹ ñóôiêñîì ñëîâà v ∈ X∗Y ∗, òî w ∈ X∗Y ∗. Àíàëîãi÷íî
ñëîâî w ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà z ∈ Y ∗Z∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî w ∈ Y ∗Z∗. Ç ¹äèíîñòi
ôàêòîðèçàöi¨ âèïëèâà¹, ùî w ∈ Y ∗. Ñëîâî y ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi V ∗. Ñïðàâäi, ñëîâî
y ∈ Y ∗ ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà v, i îñêiëüêè ìîíî¨ä V ∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ,
ÿê ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà Y ∗, òî y ∈ V ∗. Îñêiëüêè |y| 6 |v|, òî ç ïðèïóùåííÿ
iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî y ∈ R∗. Ç iíøîãî áîêó, ç w ∈ Y ∗ i wx = z ∈ Z∗ âèïëèâà¹, ùî
w ∈ R. Îòæå, v = yw ∈ R∗. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (8.49). Äî öüîãî ìè öå
äîâåëè ðiâíiñòü

A∗ = X∗U∗V ∗Z∗, (8.50)
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ç Y ∗ = U∗V ∗, S = U∗ i R∗ = V ∗. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
äîáóòêè M = X∗U∗ i N = V ∗Z∗ ¹ ïiäìîíî¨äàìè. Ñïðàâäi, îñêiëüêè äîáóòîê (8.50)
¹ îäíîçíà÷íèì, òî M = X∗U∗ i N = V ∗Z∗, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî A∗ = MN . Çà
òâåðäæåííÿì 8.2.4 ìîíî¨äè M i N ¹ âiëüíèìè, à ¨õ áàçè ñêëàäàþòü áàæàíó áiñåêöiþ
(X ′, Y ′). Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìíîæèíà X∗U∗ ¹ ïiäìîíî¨äîì, äîñòàòíüî ïîêàçàòè,
ùî U∗X∗ ⊂ X∗ ∪ U∗. Îòæå, ðîçãëÿíåìî ñëîâà x ∈ X∗ i s ∈ U∗ = S. Òîäi çà (8.48)
ìà¹ìî sx ∈ X∗ ∪ Y ∗. Àëå ç sx ∈ Y ∗ âèïëèâà¹ sx ∈ S, îñêiëüêè

sxX∗ ⊂ sX∗ ⊂ X∗ ∪ Y ∗.

Îòæå, sx ∈ X∗ ∪S, à öå äîâîäèòü, ùî X∗U∗ ¹ ïiäìîíî¨äîì â A∗. Íà çàâåðøåííi äîâå-
äåìî, ùî V ∗Z∗ ¹ ïiäìîíî¨äîì â A∗. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

Z∗R ⊂ R ∪ Z∗. (8.51)

Ç öüîãî âèïëèâàòèìå, ùî Z∗R∗ ⊂ R∗∪Z∗, ùî â ñâîþ ÷åðãó äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ
ç îãëÿäó íà (8.49). Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ (8.51), çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi z ∈ Z∗

i r ∈ R. Îñêiëüêè r ∈ Y ∗, òî ç âêëþ÷åííÿ (8.47) âèïëèâà¹, ùî zr ∈ Z∗ ∪ X∗Y ∗.
Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè R âèïëèâà¹, ùî rx ∈ Z∗ äëÿ äåÿêîãî ñëîâà x ∈ X∗, à öå
äîâîäèòü, ùî zrx ∈ Z∗. Îñêiëüêè ìíîæèíà Y ∗Z∗ ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ, òî z ∈ Y ∗Z∗.
Ç ¹äèíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ îòðèìó¹ìî, ùî zr ∈ Z∗ ∪ Y ∗. ßêùî zr ∈ Y ∗, òî zr ∈ R,
îñêiëüêè zrx ∈ Z∗. Îòæå, zr ∈ Z∗ ∪R i öå äîâîäèòü âêëþ÷åííÿ (8.51).

Òåîðåìà 8.2.8 ïîêàçó¹, ùî âñi òðèñåêöi¨ ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi øëÿõîì �ñêëåþ-
âàííÿ� ðàçîì êâàäðîñåêöié, îòðèìàíèõ ïîñëiäîâíiñòþ áiñåêöié. Ç íàñòóïíîãî ïðèêëà-
äó âèïëèâà¹, ùî íàâïàêè, òðèñåêöiþ íå çàâæäè ìîæíà îòðèìàòè äâîìà áiñåêöiÿìè.

Ïðèêëàä 8.2.10. Íåõàé A = {a, b}. Ñóôiêñíèé êîä

Z ′ =
{
b, ba, ba2

}
¹ (0, 1)-ãðàíè÷íèì. Îòæå êîä Z ′ ¹ ïðàâèì ìíîæíèêîì áiñåêöi¨ (X ′, Z ′) âiëüíîãî ìîíî-
¨äà A∗ ç

X ′∗ = A∗ \ A∗Z ′.

Çàñòîñóâàâøè ðiâíiñòü
Z ′ X ′ + A = Z ′ +X ′,

îòðèìàíó ç ðiâíîñòi (8.31), ìà¹ìî

A− Z ′ = (1− Z ′)X ′,

à îòæå
X ′ = Z ′

∗
(A− Z ′) .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

X ′ = Z ′
∗ (
a− ba− ba2

)
=

=
(
Z ′
∗ − Z ′∗b− Z ′∗ba

)
a =

=
(
1 + Z ′

∗ (
b+ ba+ ba2

)
− Z ′∗b− Z ′∗ba

)
a =

=
(
1 + Z ′

∗
ba2
)
a.
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Îòæå,
X ′ = Z ′∗ba3 ∪ {a}.

Äàëi îçíà÷èìî

U = (ba)∗ba3, V = ba i Z =
{
b, ba2

}
(ba)∗.

Ïàðà (V, Z) ¹, î÷åâèäíî, áiñåêöi¹þ ìîíî¨äà Z ′∗. Áiëüøå òîãî, î÷åâèäíî, ùî

U ⊂ X∗.

Öå âêëþ÷åííÿ ïîêàçó¹, ùî íàä àëôàâiòîì X ′ ìíîæèíà U ¹ ïðàâèì ìíîæíèêîì ái-
ñåêöi¨ (X,U) ìîíî¨äà X ′∗ ç

X = U∗ (X ′ \ U) .

Áiëüøå òîãî,
U∗V ∗ =

{
ba, ba3

}∗
.

Òîäi, ïîêëàâøè
Y =

{
ba, ba3

}
,

îòðèìó¹ìî, ùî (U, V ) ¹ áiñåêöi¹þ ìîíî¨äà Y ∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè

A∗ = X ′
∗
Z ′
∗

= X∗U∗V ∗Z∗ = X∗Y ∗Z∗,

i (X, Y, Z) ¹ òðèñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Íi ìíîæèíà X∗Y ∗, íi ìíîæèíà Y ∗Z∗

íå ¹ ïiäìîíî¨äîì âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñïðàâäi, ba ∈ Y i a ∈ X, îñêiëüêè a ∈ X ′ \ U .
Îäíàê, ba2 ∈ Z, à îòæå

ba2 /∈ X∗Y ∗.

Àíàëîãi÷íî b ∈ Z i ba3 ∈ Y , àëå b2a3 ∈ X çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

b2a3 /∈ Y ∗Z∗.

Öå îçíà÷à¹, ùî òðèñåêöiþ (X, Y, Z) íåìîæëèâî îòðèìàòè äâîìà áiñåêöiÿìè.
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Ïiäðîçäië 8.1

B. 8.3.1. Íåõàé A = {1, 2, . . . , n} i Xj = j {j + 1, . . . , n}∗ äëÿ j ∈ A. Äîâåäiòü, ùî
ñiì'ÿ (Xj)16j6n ¹ ôàêòîðèçàöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

B. 8.3.2. Íåõàé ϕ : A∗ → R � ìîðôiçì â àäèòèâíèé ìîíî¨ä. Äëÿ r ∈ R ïîêëàäåìî

Cr =
{
v ∈ A+ : ϕ(v) = r|v|

}
i Br = Cr \

(⋃
s>r

Cs

)
A+.

Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ (Br)r∈R çi çâè÷àéíèì ïðèðîäíèì ïîðÿäêîì íà R ¹ ôàêòîðèçàöi¹þ
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.

B. 8.3.3. (Ëiâà) ñòàíäàðòíà ôàêòîðèçàöiÿ ñëîâà Ëèíäîíà w ∈ L \ A âèçíà÷à¹òüñÿ
ÿê ïàðà

π(w) = (l,m)

ñëiâ ó âiëüíié íàïiâãðóïi A+ òàêèõ, ùî w = lm i l ¹ íàéäîâøèé âëàñíèé ïðåôiêñ ñëîâà
w, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi L. Äîâåäiòü, ùî m ∈ L i l ≺ m.

(Ïiäêàçêà: Ðîçãëÿíüòå ôàêòîðèçàöiþ ñëîâà m ÿê íåçðîñòàþ÷èé äîáóòîê ñëiâ Ëèí-
äîíà.)

Äîâåäiòü, ÿêùî π(w) = (l,m) i π(m) = (p, q), òî p 4 l ≺ m.

B. 8.3.4. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà L ñëiâ Ëèíäîíà íàä àëôàâiòîì A ¹ ìíîæèíîþ Ëà-
çàðäà.

(Ïiäêàçêà: Ïîêëàäåìî L ∩ An = {z1, z2, . . . , zk} ç z1 6 z2 6 · · · 6 zk. Äîâåäiòü, ùî
zi ∈ Zi äëÿ 1 6 i 6 k, äå

Z1 = A,

Zi+1 = Z∗i (Zi \ {zi}) (1 6 i 6 k).

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà Zi ìiñòèòü óñi ñëîâà zr òàêi, ùî π(zr) = (zs, zt) ç s 6 i 6 r.)

B. 8.3.5. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà Ln ñëiâ Ëèíäîíà äîâæèíè n íàä k-ëiòåðíèì àëôà-
âiòîì ¹ êðóãîâèì êîäîì. Äîâåäiòü, ùî Ln ¹ êîäîì áåç êîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
n = 1 àáî (n = 2, k 6 3), àáî (n = 3, 4 i k 6 2).

B. 8.3.6 (òåîðåìà Ëèíäîíà�Øóòöåíáåðãåðà). Äîâåäiòü, ÿêùî òðè ñëîâà x, y, z
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü xmyn = zp ç m,n, p > 2, òî öi ñëîâà x, y, z íàëåæàòü äî îäíîãî
öèêëi÷íîãî ïiäìîíî¨äà t∗.

(Ïiäêàçêà: Ñïî÷àòêó äîâåäiòü, ùî âèñíîâîê âèêîíó¹òüñÿ ÿêùî p > 3, ðîçãëÿíóâøè
ñïðÿæåííÿ z′ ñëîâà z, ÿêå ¹ ñëîâîì Ëèíäîíà. Òîäi ðîçâ'ÿæiòü âèïàäîê p = 2, âèêîðè-
ñòàâøè ôàêòî, ùî äëÿ äåÿêîãî ñïðÿæåííÿ x′ ñëîâà x, ðiâíiñòü x′m = u2yn âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ äåÿêîãî ñëîâà u.)
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B. 8.3.7. Íåõàé X = {x, y} � êîä ç äâîìà åëåìåíòàìè. Äîâåäiòü, ÿêùî ìîíî¨ä X∗ íå
¹ ÷èñòèì, òî ìíîæèíà x∗y ∪ y∗x ìiñòèòü ñëîâî, ÿêå íå ¹ ïðèìiòèâíèì.

(Ïiäêàçêà: Ðîçãëÿíüòå íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî i > 1 òàêå, ùî w2 ∈ X∗xyixX∗.
Çàìiíèâøè ñëîâî w éîãî X-ñïðÿæåíèì, ïðèïóñòiòü, ùî ñëîâî yix ¹ ïðåôiêñîì ñëîâà
w i ñëîâî x ¹ ñóôiêñîì ñëîâà w. Íåõàé ñëîâî w′ ¹ X-ñïðÿæåíèì ñëîâîì ñëîâà w òàêèì,
ùî wh = hw′ i ç h êîðîòøèì çà ñëîâî z ∈ X òàêèì, ùî w′ ∈ X∗z. Îõàðàêòåðèçóéòå
òðè âèïàäêè:

(1) w′ ∈ yX∗x,
(2) w′ ∈ xX∗x,
(3) w′ ∈ X∗y i |hx| > |yi|.

Îáãîâîðiòü âèïàäêè (2) òà (3) âiäïîâiäíî äî òîãî, ÷è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |hx| > |yi|,
÷è íi.)

B. 8.3.8. Âèâåäiòü ç âïðàâè 8.3.7, ÿêùî x = uv i y = vu ¹ ñïðÿæåíèìè ïðèìiòèâíèìè
ñëîâàìè, òî ìîíî¨ä X∗ = {x, y}∗ ¹ âiëüíèì.

B. 8.3.9. Äîâåäiòü, ùî êîåôiöi¹íò ïåðåä zn ó ðÿäi ðiâíîñòi (7.13) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
ìíîæèí ïðèìiòèâíèõ íàìèñò, ùî ïåðåòèíàþòü ìîíî¨ä X∗, ÷èé ëiíiéíèé ñòåïiíü (ùî
äîðiâíþ¹ ñóìi äîâæèí íàìèñò) äîðiâíþ¹ n. Çàïðîïîíó¹òå äâà äîâåäåííÿ, îäíå, ÿêå
âèêîðèñòîâó¹ ðiâíiñòü (7.17), à äðóãå çàñòîñóâàííÿ äî âiëüíîãî ìîíî¨äà X∗ âëàñòè-
âîñòi ïîâíèõ ôàêòîðèçàöié âèêëàäåíî¨ â íàñëiäêó 8.1.7, âèêîðèñòàâøè òîé ôàêò, ùî
X∗ ¹ äóæå ÷èñòèì ïiäìîíî¨äîì.

B. 8.3.10. Âiçüìiòü ïîçíà÷åííÿ âïðàâè 7.4.10, ç åëåìåíòàìè pn ÿêi âèçíà÷åíi íà ïî-
÷àòêó ïiäðîçäiëó 7.3. Äîâåäiòü, ùî åëåìåíòè vn ¹ íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè ÷èñëàìè.

(Ïiäêàçêà: Âîíè ¹ çàâæäè öiëèìè ÷èñëàìè i öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (7.13). Iòåðàöi-
¹þ ôóíäàìåíòàëüíî¨ áiñåêöi¨ òâåðäæåííÿ 8.2.2, äîâåäiòü iñíóâàííÿ êîäiâ Xn i Cn, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

X1 = X,

Cn = {x ∈ Xn : |x| = n},
Xn+1 = (Xn \ Cn)C∗n

òàêi, ùî âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ ìà¹ ôàêòîðèçàöiþ X∗ = C∗1C
∗
2 · · ·C∗nX∗n+1. Äîâåäiòü, ùî

÷èñëî vn äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi êîäó Cn.)

B. 8.3.11. Ïiäìíîæèíà L âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ, ÿêùî âèêî-
íóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(i) äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u, v ∈ A∗ óìîâà uv ∈ L âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
vu ∈ L;

(ii) äëÿ êîæíîãî ñëîâà w ∈ A∗ òà äëÿ êîæíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n óìîâà
w ∈ L âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè wn ∈ L.

Äçåòà-ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ëiâèé áiê ðiâíîñòi (7.13), äå pn � êiëüêiñòü ñëiâ äîâ-
æèíè n ó ìíîæèíi L.

Äîâåäiòü íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
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(i) ÿêùî X ¹ êðóãîâèì êîäîì, òî çàìèêàííÿ ñòîñîâíî ñïðÿæåííÿ ìîíî¨äà X∗ ¹
öèêëi÷íîþ ìíîæèíîþ;

(ii) ÿêùî êîä X ¹ ðàöiîíàëüíèì, òî çàìèêàííÿ ñòîñîâíî ñïðÿæåííÿ ìîíî¨äà X∗ ¹
ðàöiîíàëüíîþ ìíîæèíîþ;

(iii) äçåòà-ôóíêöiÿ êîäó X äîðiâíþ¹ ïîðîäæóþ÷ié ôóíêöi¨ ìîíî¨äà X∗;
(iv) äçåòà-ôóíêöiÿ öèêëi÷íî¨ ìíîæèíè L ìà¹ ðîçøèðåííÿ âèðàæåíå ïðàâîþ ÷àñòè-

íîþ ðiâíîñòi (7.17), äå ÷åðåç ln ïîçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü ïðèìiòèâíèõ íàìèñò äîâ-
æèíè n, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â L.

Ïiäðîçäië 8.2

B. 8.3.12. Äîâåäiòü, ÿêùî ôàêòîðèçàöiÿ

A∗ = X∗nX
∗
n−1 · · ·X∗1

îòðèìàíà êîìïîçèöi¹þ áiñåêöié, òî Xi ¹ (i− 1, n− i)-ãðàíè÷íèì êîäîì.

(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå iíäóêöiþ ïî n.)

B. 8.3.13. Íåõàé X � (2, 0)-ãðàíè÷íèé êîä íàä àëôàâiòîì A. Íåõàé M ⊂ A∗ � ïiä-
ìîíî¨ä, ïîðîäæåíèé ñóôiêñàìè ñëiâ ó êîäi X. Äîâåäiòü, ùî ìîíî¨ä M ¹ óíiòàðíèì
ñïðàâà. Íåõàé U � ïðåôiêñíèé êîä ïîðîäæóþ÷èé ìîíî¨ä M . Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ áiñå-
êöiÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ âèãëÿäó (U,Z). Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíàX, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ÿê êîä íàä ìíîæèíîþ U ¹ (1, 0)-ãðàíè÷íèì êîäîì. Âèâåäiòü ç öüîãî, ùî (X, Y, Z) ¹
òðèñåêöi¹þ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Öå äîâîäèòü, ùî êîæåí (2, 0)-ãðàíè÷íèé êîä ¹ ëiâèì
ìíîæíèêîì äåÿêî¨ òðèñåêöi¨.

B. 8.3.14. Íåõàé

A = {a, b, c, d, e, f, g} i Y = {d, eb, fa, ged, dac}.

Äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) êîä Y ¹ (1, 1)-ãðàíè÷íèì;
(ii) íå iñíó¹ òðèñåêöi¨ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ âèãëÿäó (X, Y, Z).

(Ïiäêàçêà: Âèêîðèñòàéòå òâåðäæåííÿ 8.2.9.)

B. 8.3.15. Íåõàé y ∈ A+ � íåîáëÿìîâàíå ñëîâî. Äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) iñíó¹ òðèñåêöiÿ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ âèãëÿäó (X, {y}, Z);
(ii) ïðåôiêñ (âiäï., ñóôiêñ) ñëîâà y ìiñòèòüñÿ â ìîíî¨äi Z∗ (âiäï., â ìîíî¨äi X∗).

(Ïiäêàçêà: Ñïî÷àòêó ïîáóäóéòå áiñåêöiþ (X ′, Z) âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ òàêó, ùî X ′∗

¹ ïiäìîíî¨äîì â A∗, ïîðîäæåíèì ñóôiêñàìè ñëîâà y.)
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Íîòàòêè äî ðîçäiëó 8

Ïîíÿòòÿ ôàêòîðèçàöi¨ áóëî ââåäåíî Øþòöåíáåðãåðîì â ñòàòòi [184], äå âií i äîâiâ
òåîðåìó 8.1.2. Ôàêòîðèçàöiÿ âiëüíèõ ìîíî¨äiâ äóæå òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ðîçêëàäàìè ó
ïðÿìi ñóìè âiëüíèõ àëãåáð Ëi. Ïîâíå îïèñàííÿ öüîãî çâ'ÿçêó ìîæíà çíàéòè â ìîíî-
ãðàôiÿõ [131,132] i [204]. Òâåðäæåííÿ 8.1.4 ¹ îñîáëèâèì âèïàäêîì ñóäæåííÿ, âiäîìî-
ãî ÿê ôîðìóëà Áåéêåðà�Êåìïáåëëà�Ãàóñäîðôà (äèâ., íàïðèêëàä, [131,132]). Ïîíÿòòÿ
ìíîæèíè Ëàçàðäà âïåðøå ââåäåíî Â'¹íî â ìîíîãðàôi¨ [204]. Ðÿä ïðèêëàäiâ iíøèõ ôà-
êòîðèçàöié òà áiáëiîãðàôiþ ç öüîãî íàïðÿìêó ìîæíà çíàéòè ó ìîíîãðàôiÿõ [131,132].
Ñêií÷åííi ôàêòîðèçàöi¨ âèâ÷àëèñÿ Øþòöåíáåðãåðîì i Â'¹íî. Òâåðäæåííÿ 8.2.4 âçÿ-
òî çi ñòàòòi Øþòöåíáåðãåðà [184], à òåîðåìà 8.2.6 íàëåæèòü Â'¹íî [203]. Äèñåðòàöiÿ
Â'¹íî [203] ìiñòèòü iíøi ðåçóëüòàòè ïðî ñêií÷åííi ôàêòîðèçàöi¨. Ñåðåä íèõ iñíó¹ íå-
îáõiäíà òà äîñòàòíÿ óìîâà ç òî÷êè çîðó ïîáóäîâè òâåðäæåííÿ 8.2.4, ùîá ìíîæíèêè
áiñåêöi¨ áóëè ðîçïiçíàâàíèìè. Êâàäðîñåêöi¨ âèâ÷àëèñÿ Êðîáîì â ñòàòòi [114].

Ôàêòîðèçàöiÿ ïðèêëàäó 8.1.8 íàëåæèòü Øïiòöåðó (äèâ. [131, 132]). Âïðàâà 8.3.6
¹ òåîðåìîþ çi ñòàòòi [140]. Äîâåäåííÿ, âèêëàäåíi â ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ âïðàâè âèïëèâà¹ ç
ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [87]. Âïðàâè 8.3.7 i 8.3.8 âçÿòi çi ñòàòòi Ëüîíòà òà Øþòöåíáåðãåðà
[124]. Äîâåäåííÿ, âèêëàäåíi â ðîçâ'ÿçêàõ âèïëèâàþòü ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [23].

Äçåòà-ôóíêöi¨ öèêëi÷íèõ ìíîæèí âïåðøå áóëè ââåäåíi â ñòàòòi [35]. Ó öié ñòàòòi
äîâåäåíî, ùî äçåòà-ôóíêöiÿ ðàöiîíàëüíî¨ öèêëi÷íî¨ ìíîæèíè ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíê-
öi¹þ (äèâ. òàêîæ [27]). Âïðàâà 8.3.11 äîâîäèòü, ùî öå òâåðäæåííÿ ¹ iñòèííèì, ÿêùî
öèêëi÷íà ìíîæèíà ¹ çàìèêàííÿì ñòîñîâíî ñïðÿæåííÿ ðàöiîíàëüíîãî êîäó. Â ñòàòòi
[167] äîâåäåíî, ùî êîæíà ðàöiîíàëüíà öèêëi÷íà ìíîæèíà ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì
çàìèêàííÿ ñòîñîâíî ñïðÿæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ äóæå ÷èñòèõ ìîíî¨äiâ. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî äçåòà-ôóíêöiÿ ¹ N-ðàöiîíàëüíîþ.

Âïðàâè 8.3.13 i 8.3.14 âçÿòi çi ñòàòòi Â'¹íî [203].



Ðîçäië 9

Îäíîçíà÷íi ìîíî¨äè âiäíîøåíü

Êîæíîìó îäíîçíà÷íîìó àâòîìàòîâi âiäïîâiäà¹ ìîíî¨ä âiäíîøåíü, ÿêèé òàêîæ
íàçèâà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì. Âiäíîøåííþ íà öüîìó ìîíî¨äi âiäïîâiäà¹ êîæíîìó ñëîâó
òà îá÷èñëåííÿ íà ñëîâàõ çàìiíåíî îá÷èñëåííÿìè íà âiäíîøåííÿõ.

Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó (òåîðåìà 9.4.1) ñòâåðäæó¹, ùî äóæå òîíêi êîäè
¹ â òî÷íîñòi êîäè, äëÿ ÿêèõ àñîöiéîâàíèé ìîíî¨ä çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñêií÷åííîñòi: âií
ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ñêií÷åííîãî äîäàòíüîãî ðàíãó. Öåé ðåçóëüòàò ïîÿñíþ¹, ÷îìó
òîíêi êîäè ¹ ïðèðîäíîþ ñiì'¹þ, ùî ìiñòèòü ðîçïiçíàâàíi êîäè. Öå äîçâîëÿ¹ äîâåñòè
âëàñòèâîñòi òîíêèõ êîäiâ ìiðêóâàííÿì ó ñêií÷åííèõ ñòðóêòóðàõ. ßê íàñëiäîê, íàâå-
äåìî, äëÿ ïðèêëàäó, àëüòåðíàòèâíå äîâåäåííÿ ìàêñèìàëüíîñòi òîíêèõ ïîâíèõ êîäiâ,
ÿêå íå âèêîðèñòîâó¹ éìîâiðíîñòíèõ ìåòîäiâ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò òàêîæ äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè äëÿ êîæíîãî òîíêîãî êîäó äåÿêi
âàæëèâi ïàðàìåòðè: ñòåïiíü i ãðóïó êîäó. Ãðóïîþ òîíêîãî êîäó ¹ ñêií÷åííà ãðóïà ïiä-
ñòàíîâîê. Ñòåïåíåì êîäó ¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ íà ÿêèõ öÿ ãðóïà äi¹. Öi ïàðàìåòðè
âiäîáðàæàþòü âëàñòèâîñòi ñëiâ çà äîïîìîãîþ �Iíòåðïðåòàöié�. Íàïðèêëàä, ñèíõðîíi-
çîâàíi êîäè ó ðîçóìiííi ðîçäiëó 3 � öå òàêi êîäè, ùî ìàþòü ñòåïiíü 1.

Öåé ðîçäië îðãàíiçîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì. Ó ïiäðîçäiëi 9.1 äîâåäåíî îñíîâíi âëà-
ñòèâîñòi îäíîçíà÷íèõ ìîíî¨äiâ âiäíîøåíü. Öi ìîíî¨äè ïîñòiéíî ïîÿâëÿþòüñÿ ó òîìó,
ÿê âèíèêàþòü, îñêiëüêè êîæåí îäíîçíà÷íèé àâòîìàò ïîðîäæó¹ îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä
âiäíîøåíü. Ó ïiäðîçäiëi 9.2 âèçíà÷à.nmcz äâà çîáðàæåííÿ îäíîçíà÷íèõ ìîíî¨äiâ âiä-
íîøåíü, ÿêi íàçèâàþòüñÿ R- i L-çîáðàæåííÿìè, àáî çîáðàæåííÿìè Øþòöåíáåðãåðà.
Öi çîáðàæåííÿ ¹ âiäíîñíèìè ñòîñîâíî ôiêñîâàíîãî iäåìïîòåíòà, âèáðàíîãî â ìîíî¨äi,
i âîíè îïèñóþòü ñïîñiá äi¨ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà øëÿõîì ïðàâîãî ÷è ëiâîãî ìíîæåííÿ íà
R-êëàñ i R-êëàñ iäåìïîòåíòà.

Ïîíÿòòÿ ðàíãó âiäíîøåííÿ âèçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 9.3. Íàéâàæëèâiøèé ðåçóëüòàò
ó öüîìó ïiäðîçäiëi ñòâåðäæó¹, ùî ìiíiìàëüíèé iäåàë îäíîçíà÷íîãî ìîíî¨äà âiäíîøåíü
óòâîðþ¹òüñÿ ç âiäíîøåíü, ùî ìàþòü ìiíiìàëüíèé ðàíã, çà óìîâè, ùî ðàíã ¹ ñêií÷åí-
íèì (òåîðåìà 9.3.10). Áiëüøå òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ìiíiìàëüíèé iäåàë ìà¹ êîðåêòíî
îðãàíiçîâàíó ñòðóêòóðó.

Ó ïiäðîçäiëi 9.1 ìè ïîâåðòà¹ìîñÿ äî êîäiâ. Ìè îçíà÷ó¹ìî ïîíÿòòÿ äóæå òîíêîãî
êîäó, ÿêèé ¹ äåòàëiçàöi¹þ ïîíÿòòÿ òîíêîãî êîäó. Öå äâà ïîíÿòòÿ çáiãàþòüñÿ ó âèïàä-
êó ïîâíèõ êîäiâ. Äàëi ìè äîâåäåìî ôóíäàìåíòàëüíó òåîðåìó: êîä X ¹ äóæå òîíêèì
òîëi i ëèøå òîäi, êîëè àñîöiéîâàíèé íåîäíîçíàï÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü ìiñòèòü åëå-
ìåíòè ñêií÷åííîãî äîäàòíüîãî ðàíãó (òåîðåìà 9.4.1). Âèêëàäåíî ðiçíi íàñëiäêè öüîãî
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ðåçóëüòàòó ïðî ñòðóêòóðó êîäiâ.

Ïiäðîçäië 9.5 ìiñòèòü îçíà÷åííÿ ãðóïè òà ñòåïåíÿ êîäó. Âèçíà÷åííÿ äà¹òüñÿ ÷åðåç
êâiòêîâèé àâòîìàò, à ïîòiì äîâåäåíî, ùî âîíî íå çàëåæèòü âiä ðîçãëÿíóòîãî àâòîìàòà.
Ìè òàêîæ ïîêàçó¹ìî, ÿê ñòåïiíü ìîæå áóòè âèðàæåíèì ó òåðìiíàõ iíòåðïðåòàöi¨ ñëiâ.

9.1 Îäíîçíà÷íi ìîíî¨äè âiäíîøåíü

Âiäíîøåííÿì m íàä P i Q íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó P ×Q.
ßêùî P = Q, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî m ¹ âiäíîøåííÿì (áiíàðíèì âiäíîøåííÿì) íàä
P . ßêùî (p, q) ∈ m, òî ìè çàïèñóâàòèìåìî åêâiâàëåíòíî

(p, q) ∈ m ⇐⇒ (p,m, q) = 1 ⇐⇒ pmq ⇐⇒ p
m−→ q ⇐⇒ mp,q = 1. (9.1)

Êîæíå ç öèõ ïîçíà÷åíü ñòîñó¹òüñÿ ñïåöèôi÷íîãî ïîãëÿäó íà âiäíîøåííÿ. ×åòâåðòå
äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè âiäíîøåííÿ ÿê ãðàô, òðåò¹ iìiòó¹ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó, îñòàíí¹
ñòîñó¹òüñÿ ïîãëÿäó íà âiäíîøåííÿ ÿê íà ìàòðèöþ. Î÷åâèäíî, ùî çàïåðå÷åííÿ ïåðå-
áóâàííÿ ó âiäíîøåííi ìîæåìî çàïèñàòè îäíèì ç åêâiâàëåíòíèõ âèãëÿäiâ:

(p, q) /∈ m ⇐⇒ (p,m, q) = 0 ⇐⇒ mp,q = 0. (9.2)

Ó öèõ âèðàçàõ 0 i 1 ïðèïèñóþòüñÿ åëåìåíòè áóëåâîãî íàïiâêiëüöÿ. Çîêðåìà, ðîçãëÿ-
íóòi ÿê ìàòðèöi, âiäíîøåííÿ ¹ áóëåâèìè ìàòðèöÿìè. Îñêiëüêè 0 i 1 ¹ åëåìåíòàìè
êîæíîãî íàïiâêiëüöÿ, òî êîæíå âiäíîøåííÿ òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàòðèöþ
íàä öèì íàïiâêiëüöåì. Àíàëîãi÷íî, ðÿäîê àáî ñòîâïåöü âiäíîøåííÿ � öå ðÿäîê àáî
ñòîâïåöü âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi. Îòæå,

mp∗ = {q ∈ Q : mpq = 1} i m∗q = {p ∈ Q : mpq = 1} .

Êîæíå ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç P â Q ¹ çîêðåìà âiäíîøåííÿì íàä P i Q. Çîêðåìà,
ïiäñòàíîâêà íà ìíîæèíi Q ¹ âiäíîøåííÿì íà Q.

Äîáóòêîì (àáî êîìïîçèöi¹þ) âiäíîøåííÿ m íàä P i Q òà âiäíîøåííÿ n íàä Q i
R íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ mn, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(p, r) ∈ mn ⇐⇒ ∃q ∈ Q : (p, q) ∈ m i (q, r) ∈ n.

ÌíîæèíàP(Q×Q) âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþQ ¹ ìîíî¨äîì ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîáóòêó
âiäíîøåíü. Äîáóòîê mn âiäíîøåíü íàçèâà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
(p, r) ∈ mn iñíó¹ ùîíàéáiëüøå îäèí ëåìåíò q ∈ Q òàêèé, ùî (p, q) ∈ m i (q, r) ∈ n.

ßêùî âiäíîøåííÿ ðîçãëÿäàòè ÿê ãðàôè, öå ñòàíîâèòü ¹äèíiñòü øëÿõiâ äîâæèíîþ
2, òîáòî ç

p
m−→ q

n−→ r, p
m−→ q′

n−→ r,

âèïëèâà¹ ðiâíiñòü q = q′. Ðîçãëÿäàþ÷è ÿê ìàòðèöi, îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíî âëàñòè-
âîñòi, ùî çíà÷åííÿ äîáóòêó m i n ìà¹ îäíàêîâå çíà÷åííÿ â áóäü-ÿêîìó íàïiâêiëü-
öi. Çîêðåìà, ðîçãëÿäàþ÷è ÿê ìàòðèöi íàä ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N, ñóìè∑
q∈Q

mp,qnq,r íàáóâàþòü ëèøå çíà÷åííÿ 0 àáî 1. Ùå îäèí ñïîñiá ïåðåêîíàòèñÿ â öüî-

ìó � öå ïîáà÷èòè, ÿêùî r � ðÿäîê ìàòðèöi m i l � ñòîâï÷èê ìàòðèöi n, òî iñíó¹
ùîíàéáiëüøå îäèí åëåìåíò q ∈ Q òàêèé, ùî rq = lq = 1.



9.1. Îäíîçíà÷íi ìîíî¨äè âiäíîøåíü 393

Ïðèêëàä 9.1.1. Íåõàé m i n � âiäíîøåííÿ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ â ìàòðè÷íié ôîðìi
íàñòóïíèì ÷èíîì:

m =

 0 1 0
1 0 0
1 1 0

 , n =

 0 0 1
0 0 0
1 1 0

 .
Áåçïîñåðåäíüî çâè÷àéíèì ìíîæåííÿì ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë îòðèìó¹ìî

mn =

 0 0 0
0 0 1
0 0 1

 ,
à îòæå äîáóòîê âiäíîøåíü m i n ¹ îäíîçíà÷íèì.

Ìîíî¨ä M âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ îäíîçíà÷íèì, ÿêùî äëÿ âñiõ
m,n ∈ M äîáóòîê mn ¹ îäíîçíà÷èì. ßê ïiäìîíî¨ä ìîíî¨äà P(Q × Q) ìîíî¨ä M
ìiñòèòü îäèíèöþ idQ, ùî ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè Q.

Ïðèêëàä 9.1.2. Êîæíå ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç
÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ¹ îäíîçíà÷íèì.

Ïðèêëàä 9.1.3. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìîíî¨ä, ïîðîäæåíèé ìàòðèöÿìè ç ïðèêëà-
äó 9.1.1 ¹ îäíîçíà÷íèì i ìà¹ äåâ'ÿòü åëåìåíòiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìîíî¨ä M âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâ-
íèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ p, q ∈ Q iñíó¹ âiäíîøåííÿ m ∈M òàêå, ùî (p, q) ∈ m.

Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî
ñëîâà w ∈ A∗ ÷åðåç ϕA(w) ïîçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi Q, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

(p, q) ∈ ϕA(w) ⇐⇒ p
w−→ q.

ßê öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ ϕA ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ â
ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ îäíîçíà÷íèõ ìîíî¨äiâ âiäíîøåíü i îäíîçíà÷íèõ
àâòîìàòiâ.

Òâåðäæåííÿ 9.1.4. Íåõàé A � àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Òîäi àâòîìàò A ¹
îäíîçíà÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîíî¨ä ϕA(A∗) ¹ îäíîçíà÷íèì. Áiëüøå òîãî,
ÿêùî A = (Q, 1, 1), òî àâòîìàò A ¹ îáðiçàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîíî¨ä
ϕA(A∗) ¹ òðàíçèòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü øëÿõè

p
u−→ r

v−→ q, p
u−→ r′

v−→ q

â àâòîìàòi A. ßêùî r 6= r′, òî äîáóòîê åëåìåíòiâ ϕA(u) i ϕA(v) ¹ íåîäíîçíà÷íèì, i
î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Äàëi, íåõàé A = (Q, 1, 1) � îáðiçàíèé àâòîìàò. Íåõàé p, q ∈ Q. Íåõàé u, v ∈ A∗ �
òàêi ñëîâà, ùî p

u−→ 1 i 1
v−→ q ¹ øëÿõàìè â àâòîìàòi A. Òîäi p

uv−→ q ¹ øëÿõîì â
àâòîìàòi A, à îòæå pϕA(uv)q. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì.
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Âiäíîøåííÿ m íà ìíîæèíi Q íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì, ÿêùî iñíó¹ âiäíîøåííÿ n
íà Q òàêå, ùî mn = nm = idQ, äå idQ � âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi íà Q.

Òâåðäæåííÿ 9.1.5. Âiäíîøåííÿ ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ïiä-
ñòàíîâêîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � îáîðîòíå âiäíîøåííÿ íà Q i n � âiäíîøåííÿ íà Q òàêå, ùî
mn = nm = idQ. Äëÿ êîæíîãî p ∈ Q iñíó¹ åëåìåíò q ∈ Q òàêèé, ùî pmq, îñêiëüêè ç
âiäíîøåííÿ pmnp ìà¹ìî pmqnp äëÿ äåÿêîãî q ∈ Q. Òàêèé åëåìåíò q � ¹äèíèé: ÿêùî
pmq′, òî qnpmq′ = q idQ q

′, à îòæå q = q′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî m ¹ âiäîáðàæåííÿì.
Òåïåð, ÿêùî pmq i p′mq, òî pmqnp i p′mqnp, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî p′ = p. Òàêèì
÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ m ¹ ií'¹êòèâíèì. Îñêiëüêè nm = idQ, òî âiäîáðàæåííÿ m ¹
òàêîæ ñóð'¹êòèâíèì. Îòæå, m ¹ ïiäñòàíîâêîþ.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì.

Íåõàé m � âiäíîøåííÿ íàä ìíîæèíîþ Q. Ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ âiäíîøåííÿ m
íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò q ∈ Q òàêèé, ùî qmq. Ó ìàòðè÷íié ôîðìi ôiêñîâàíèìè òî÷êàìè
¹ iíäåêñè q òàêi, ùî mq,q = 1, iíøèìè ñëîâàìè òàêèìè ¹ iíäåêñè, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
îäèíèöÿ 1 íà äiàãîíàëi. ×åðåç Fix(m) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó íåðóõîìèõ òî÷îê
âiäíîøåííÿ m.

Òâåðäæåííÿ 9.1.6. Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q.
Íåõàé e ∈M i S = Fix(e). Íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) e ¹ iäåìïîòåíòîì;
(ii) äëÿ äîâiëüíèõ p, q ∈ Q, ìà¹ìî p

e−→ q òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ åëåìåíò
s ∈ S òàêèé, ùî p

e−→ s i s
e−→ q;

(iii) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
e = lr i rl = idS, (9.3)

äå l ⊂ Q×S i r ⊂ S×Q ¹ çâóæåííÿìè âiäíîøåííÿ e íà äîáóòêè Q×S i S×Q,
âiäïîâiäíî.

ßêùî e ¹ iäåìïîòåíòîì, òî áiëüøå òîãî â ìàòðè÷íié ôîðìi

l =

[
idS
l′

]
, r =

[
idS r′

]
, e =

[
idS r′

l′ l′r′

]
,

ç l′ ⊂ (Q \ S) × S i r′ ⊂ S × (Q \ S) i r′l′ = 0. Çîêðåìà, âiäíîøåííÿ e ¹ òîòîæíèì
âiäíîøåííÿì íà Fix(e).

Ðîçêëàä (9.3) iäåìïîòåíòíîãî âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâèì ðîç-
êëàäîì âiäíîøåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

el = l i re = r, (9.4)

îñêiëüêè
el = lrl = l idS = l i re = rlr = idS r = r.
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 9.1.6. (i) ⇒ (ii) Íåõàé åëåìåíòè p, q ∈ Q ¹ òàêèìè, ùî
peq. Òîäi pe3q. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü s, t ∈ Q òàêi, ùî peseteq. Îòîæ îòðèìó¹ìî,
ùî peseq i peteq. Îñêiëüêè ìîíî¨ä M ¹ îäíîçíà÷íèì, òî s = t, à îòæå ses i s ∈ S.
Îáåðíåíå âèñëîâëåííÿ ¹ î÷åâèäíèì.

(ii) ⇒ (iii) Íåõàé l ⊂ Q × S i r ⊂ S × Q ¹ çâóæåííÿìè âiäíîøåííÿ e íà äîáóòêè
Q× S i S ×Q, âiäïîâiäíî. ßêùî peq, òî iñíó¹ åëåìåíò s ∈ S òàêèé, ùî pes i seq. Òîäi
pls i srq. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî pls i srq, òî ìà¹ìî peseq, à îòæå peq. Îñêiëüêè òàêà
ôiêñîâàíà òî÷êà s ¹äèíà, òî e = lr.

Òåïåð íåõàé r, s ∈ S ç rrls. Òîäi rrqls äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà q ∈ Q. Îòæå, req i
qes. Áiëüøå òîãî, rer i ses, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

rereqes i reqeses.

Ç îäíîçíà÷íîñòi ìîíî¨äà M âèïëèâà¹, ùî r = q = s. I íàâïàêè ìà¹ìî srls äëÿ âñiõ
s ∈ S.

(iii)⇒ (i) Ìà¹ìî
e2 = (lr)(lr) = l(rl)r = lr = e.

Îòæå, åëåìåíò e ¹ iäåìïîòåíòîì.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî åëåìåíò e ¹ iäåìïîòåíòîì. Çâóæåííÿ âiäíîøåííÿ e íà S×S
¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi. Ñïðàâäi âiäíîøåííÿ ses âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ s ∈ S, i ÿêùî
ser ç s, r ∈ S, òî seser i serer, çâiäêè îäíîçíà÷íîñòi ìîíî¨äà M âèïëèâà¹, ùî s = r.
Öå äîâîäèòü, ùî âiäíîøåííÿ l i r ìàþòü âêàçàíó ôîðìó. Íå çàâåðøåííi äîáóòîê rl
äîðiâíþ¹

rl = idS +r′l′.

Îñêiëüêè rl = idS, òî çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü r′l′ = 0, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
òâåðäæåííÿ.

ÍåõàéM � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþQ i e ∈M � iäåìïîòåíò.
Òîäi eMe ¹ ìîíî¨äîì i e ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì â eMe, îñêiëüêè em = me = eme = m
äëÿ âñiõ m ∈ eMe. Íàïiâãðóïà eMe ¹ íàéáiëüøèé ìîíî¨ä, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â M i ìà¹ e
â ÿêîñòi îäèíè÷íîãî åëåìåíòà. Íàïiâãðóïà eMe íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì ëîêàëiçîâàíèì
â e (äèâ. ïiäðîçäië 1.2). H -êëàñ H(e) iäåìïîòåíòà e ¹ ãðóïîþ îäèíèöü ìîíî¨äà eMe
(òâåðäæåííÿ 1.12.4).

Òâåðäæåííÿ 9.1.7. Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q,
e � iäåìïîòåíò â M i S = Fix(e) � ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê âiäíîøåííÿ e.
Çâóæåííÿ γ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà eMe íà S×S ¹ içîìîðôiçìîì ìîíî¨äà eMe íà îäíî-
çíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ S. ßêùî e = lr � ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâèé
ðîçêëàä âiäíîøåííÿ e, öåé içîìîðôiçì âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

γ : m→ rml. (9.5)

Ìíîæèíà γ(H(e)) ¹ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ S. Äàëi, ÿêùî ìîíî¨ä M ¹
òðàíçèòèâíèì, òî îáðàç γ(eMe) òàêîæ ¹ òðàíçèòèâíèì ìîíî¨äîì.

Îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü γ(eMe) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Me, à ãðóïó ïiä-
ñòàíîâîê γ(H(e)) � ÷åðåç Ge.
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 9.1.7. Íåõàé γ � âiäîáðàæåííÿ, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
(9.5). ßêùî m ∈ eMe, òî

(s, γ(m), t) = (s, rml, t) = (s,m, t),

äëÿ s, t ∈ S, îñêiëüêè srs i tlt. Òàêèì ÷èíîì, âiäíîøåííÿ γ(m) ¹ çâóæåííÿì åëåìåíòiâ
â eMe íà ìíîæèíó S × S. Äàëi, âiäîáðàæåííÿ γ ¹ ìîðôiçìîì, îñêiëüêè

γ(e) = rel = idS

i
γ(mn) = γ(men) = r(men)l = rmlrnl = γ(m)γ(n)

äëÿm,n ∈ eMe. Íà çàâåðøåííi, âiäîáðàæåííÿ γ ¹ ií'¹êòèâíèì, îñêiëüêè ÿêùî γ(m) =
γ(n) äëÿ äåÿêèõ m,n ∈ eMe, òî òàêîæ lγ(m)r = lγ(n)r. Àëå

lγ(m)r = lrmlr = eme = m.

Òîäi m = n. Ìîíî¨ä
Me = γ(eMe)

¹ ìîíî¨äîì âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ S, îñêiëüêè âií ìiñòèòü âiäíîøåííÿ idS. Âií
òàêîæ ¹ îäíîçíà÷íèì, ÿê äîâiëüíå çâóæåííÿ îäíîçíà÷íîãî ìîíî¨äà âiäíîøåíü.

Íà çàâåðøåííi, ìíîæèíà Ge = γ(H(e)) ñêëàäà¹òüñÿ ç îáîðîòíèõ âiäíîøåíü. Çà
òâåðäæåííÿì 9.1.5, Ge = γ(H(e)) ¹ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ S.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìîíî¨ä M ¹ òðàíçèòèâíèì. Äëÿ äîâiëüíèõ s, t ∈ S iñíó¹ åëåìåíò
m ∈M òàêèé, ùî smt. Òîäi òàêîæ semet. Âçÿâøè çâóæåííÿ íà ìíîæèíó S, îòðèìó¹ìî
sγ(eme)t. Îñêiëüêè γ(eme) ∈Me, òî öå äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä Me ¹ òðàíçèòèâíèì.

Ïðèêëàä 9.1.8. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ m, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ â ìàòðè÷íié ôîðìi
íàñòóïíèì ÷èíîì:

m =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

 .
Òîäi

m2 =


1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 i m3 =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

 .
Îòæå, m2 ¹ iäåìïîòåíèì âiäíîøåííÿì. Ìîíî¨ä M = {1,m,m2} ¹ îäíîçíà÷íèì ìî-
íî¨äîì âiäíîøåíü. Íåðóõîìèìè òî÷êàìè âiäíîøåííÿ e = m2 ¹ 1 i 2, i ñòîâï÷èêî-
ðÿäêîâèì ðîçêëàäîì âiäíîøåííÿ e ¹

e =


1 0
0 1
0 0
0 1

 · [ 1 0 1 0
0 1 0 0

]
= lr.
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Ìà¹ìî

m = l

[
0 1
1 0

]
r,

i çâóæåííÿ âiäíîøåííÿ m íà ìíîæèíó {1, 2} ¹ òðàíñïîçèöi¹þ (12). Ìîíî¨ä Me çáiãà-
¹òüñÿ ç ãðóïîþ Ge, ÿêà içîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïi Z/2Z.

Íåõàé M � äîâiëüíèé ìîíî¨ä. Ìè ïîðiâíÿ¹ìî çàðàç ëîêàëiçîâàíi ìîíî¨äè äâîõ
iäåìïîòåíòiâ D-êëàñó. Íåõàé e i e′ � äâà D-åêâiâàëåíòíi iäåìïîòåíòè ìîíî¨äà M .
Îñêiëüêè, çà îçíà÷åííÿì, D = RL , òî iñíó¹ åëåìåíò d ∈ M òàêèé, ùî eRdL e′. Çà
îíà÷åííÿì öèõ âiäíîøåíü iñíó¹ âïîðÿäêîâàíà ÷åòâiðêà

(a, a′, b, b′) (9.6)

åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M òàêà, ùî

ea = d, da′ = e, bd = e′ i b′e′ = d, (9.7)

(äèâ. ðèñ. 9.1). Âïîðÿäêîâàíà ÷åòâiðêà (9.6) íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ïåðåõîäó ç e äî

e d

e′

a

a′

b′ b

Ðèñ. 9.1: Ñèñòåìà ïåðåõîäó

e′. Íà ðèñ. 9.1 ìíîæåííÿ ñïðàâà íà a àáî a′ çîáðàæåíà ãîðèçîíòàëüíîþ ñòðiëêîþ, à
ìíîæåííÿ çëiâà íà b àáî b′ çîáðàæåíî âåðòèêàëüíîþ ñòðiëêîþ.

Íàñòóïíi ôîðìóëè ëåãêî âèâåñòè ç ôîðìóëè (9.7). Áiëüøå òîãî, çàóâàæèìî, ùî
áiëüøiñòü ç öèõ ðiâíîñòåé çóñòði÷àþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 1.12:

eaa′ = e, bea = e′, ea = b′e′, (9.8)

i
bb′e′ = e′, b′e′a′ = e, be = e′a′, (9.9)
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ïðè÷îìó îñòàííÿ ðiâíiñòü îòðèìó¹òüñÿ òàê

be = bb′e′a′ = e′a′.

Îñêiëüêè e i e′ ¹ iäåìïîòåíòàìè, òî ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

eabe = e, e′a′b′e′ = e′. (9.10)

Ñïðàâäi, çà ðiâíîñòÿìè (9.8) ìà¹ìî, øî

e′ = e′e′ = beabea.

Îòæå
b′e′a′ = b′beabeaa′.

Îñêiëüêè
be = e′a′

çà ðiâíîñòÿìè (9.9), òî ìà¹ìî
b′be = b′e′a′ = e.

Àíàëîãi÷íî, ïîçàÿê ðiâíîñòÿìè (9.8) ìà¹ìî, øî

eaa′ = e,

òî îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
b′e′a′ = e = eabe.

Öå äîâîäèòü ïåðøó ðiâíiñòü. Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi ¹ àíàëîãi÷íèì.

Äâà ìîíî¨äè âiäíîøåíüM íàä Q iM ′ íàä Q′ íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
iñíó¹ âiäíîøåííÿ θ ∈ P(Q×Q′), ÿêå ¹ ái¹êöi¹þ ç Q íà Q′ òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ

m 7→ θtmθ

¹ içîìîðôiçìîì çM íàM ′ (âiäíîøåííÿ θt ¹ òðàíñïîíóâàííÿì âiäíîøåííÿ θ). Îñêiëü-
êè âiäíîøåííÿ θ ¹ ái¹êöi¹þ, òî ìà¹ìî θt = θ−1. Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó äå M i M ′ ¹
ãðóïàìè ïiäñòàíîâîê, öå îçíà÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì âèêëàäåíèì ó ïiäðîçäi-
ëi 1.13.

Òâåðäæåííÿ 9.1.9. Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q
i e, e′ ∈ M � äâà D-åêâiâàëåíòíi iäåìïîòåíòè. Òîäi ìîíî¨äè eMe i e′Me′ ¹ içî-
ìîðôíèìè, ìîíî¨äè Me i Me′ ¹ åêâiâàëåíòíèìè òà ãðóïè Ge i Ge′ ¹ åêâiâàëåíòíèìè
ãðóïàìè ïiäñòàíîâîê. Òî÷íiøå, íåõàé S = Fix(e), S ′ = Fix(e′), e = lr, e′ = l′r′ � ¨õ
ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâi ðîçêëàäè, γ i γ′ � çâóæåííÿ íà S × S i S ′ × S ′, i (a, a′, b, b′) �
ñèñòåìà ïåðåõîäó ç e äî e′. Òîäi

(i) âiäîáðàæåííÿ τ : m 7→ bma ¹ içîìîðôiçìîì ç eMe íà e′Me′;
(ii) âiäíîøåííÿ θ = ral′ = rb′l′ ∈ P(S×S ′) ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ç S íà S ′;

(iii) âiäîáðàæåííÿ τ ′ : n 7→ θtnθ ¹ içîìîðôiçìîì ç Me íà Me′;
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(iv) äiàãðàìà
eMe τ //

γ

��

e′Me′

γ′

��
Me

τ ′ //Me′

¹ êîìóòàòèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé m ∈ eMe. Òîäi

τ(m) = bma = bemea = e′a′mb′e′,

îñêiëüêè be = e′a′ i b′e′ = ea çà ôîðìóëàìè (9.8) i (9.9). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî τ(m) ∈
e′Me′. Äàëi

τ(e) = bea = e′

çà ôîðìóëîþ (9.8). Äëÿ m,m′ ∈ eMe çà ôîðìóëîþ (9.10) ìà¹ìî

τ(m)τ(m′) = bmabm′a = bmeabem′a = bmem′a = bmm′a = τ(mm′).

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ τ ¹ ìîðôiçìîì. Íà çàâåðøåííi, ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîá-
ðàæåííÿ m′ 7→ b′m′a′ ¹ îáåðíåíèì äî τ , à îòæå τ ¹ içîìîðôiçìîì ç eMe íà e′Me′.

(ii) Ìà¹ìî eae′ = eb′e′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî reae′l′ = reb′e′l′. Îñêiëüêè çà (9.4)
ìà¹ìî re = r i e′l′ = l′, òî îòðèìó¹ìî, ùî

θ = ral′ = rb′l′.

Âiäíîøåííÿ θ îáîðîòíèì çëiâà, îñêiëüêè

(r′bl)θ = rlb′ral′ = r′beal′ = r′e′l′ = idS′ ,

i θ îáîðîòíèì ñïðàâà, îñêiëüêè ìà¹ìî

θ(r′a′l) = rb′l′r′a′l = rb′e′a′l′ = rel = idS .

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ θ ¹ îáîðîòíèì, à îòæå ¹ ái¹êöi¹þ, i θt = r′al′ = r′bl.

(iv) Äëÿ m ∈ eMe ìà¹ìî

τ ′γ(m) = (r′bl)(rml)(ral′) = r′bemeal′ = r′(bma)l′ = γ′τ(m),

ùî äîâîäèòü êîìóòàòèâíiñòü äiàãðàìè.

(iii) Âèñëîâëåííÿ âèïëèâà¹ ç êîìóòàòèâíîñòi äiàãðàìè i ç òîãî ôàêòó, ùî âiäîáðà-
æåííÿ γ, τ i γ′ ¹ içîìîðôiçìàìè.

Ïðèêëàä 9.1.10. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

u =


0 0 0 1
1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 i v =


0 0 1 0
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 .
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Âîíè ïîðîäæóþòü îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü (öå ìîæíà ïåðåâiðèòè âèêîðèñòà-
ííÿì, íàïðèêëàä, ìåòîä òâåðäæåííÿ 4.2.5). Ìàòðèöÿ

uv =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0


¹ ìàòðèöåþ m ç ïðèêëàäó 9.1.8. Åëåìåíò

e = (uv)2 =


1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0


¹ iäåìïîòåíòîì. Ìà¹ìî Fix(e) = {1, 2}, i ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâèì ðîçêëàäîì ¹

e =


1 0
0 1
0 0
0 1

 · [ 1 0 1 0
0 1 0 0

]
= lr.

Ìàòðèöÿ

e′ = (vu)2 =


0 0 0 0
1 0 1 0
1 0 1 0
0 0 0 1


¹ òàêîæ iäåìïîòåíòîì. Ìà¹ìî Fix(e′) = {3, 4}, i ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâèì ðîçêëàäîì ¹

e′ =


0 0
1 0
1 0
0 1

 · [ 1 0 1 0
0 0 0 1

]
= l′r′.

Iäåìïîòåíòè e i e′ ëåæèòü â îäíîìó D-êëàñi. Ñïðàâäi, ìîæåìî âçÿòè â ÿêîñòi ñèñòåìè
ïåðåõîäó ç e äî e′ åëåìåíòè

a = b′ = u i a′ = b = vuv.

Ái¹êöiÿ θ = ral′ ç ìíîæèíè Fix(e) = {1, 2} íà ìíîæèíó Fix(e′) = {3, 4} âèçíà÷à¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ

θ : 1 7→ 4, 2 7→ 3.
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9.2 Çîáðàæåííÿ Ùþòöåíáåðãåðà

Òåïåð îïèøåìî êîðèñíèé ìåòîä äëÿ îá÷èñëåííÿ ãðóïè ïiäñòàíîâîê Ge äëÿ iäåìïî-
òåíòà e â îäíîçíà÷íîìó ìîíî¨äi âiäíîøåíü. Öåé ìåòîä âèìàãà¹ âiä íàñ çðîáèòè âèáið
ìiæ �ëiâèì� i �ïðàâèì�. Ìè ñïî÷àòêó ïðåäñòàâëÿ¹ìî ïðàâîái÷íèé âèïàäîê.

Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü i e � äîâiëüíèé iäåìïîòåíò ìîíî¨äà
M . Íåõàé R � R-êëàñ åëåìåíòà e, Λ � ìíîæèíà H -êëàñiâ êëàñó R i G = H(e) �
H -êëàñ iäåìïîòåíòà e. Äëÿ êîæíîãî H ∈ Λ âèáåðåìî äâà åëåìåíòè aH , a′H ∈M òàêi,
ùî

eaH ∈ H, eaHa
′
H = e,

ç óìîâîþ, ùî
aG = a′G = e

(äèâ. ðèñ. 9.2). Òàêà ìíîæèíà ïàð (aH , a
′
H)H∈Λ íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò êëà-

e H

aH

a′H

Ðèñ. 9.2: Äâi êîîðäèíàòè. Ïàðà (aH , a
′
H) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè eaH ∈ H i eaHa′H = e

ñó R ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e. Çà òâåðäæåííÿì 1.12.2 ìà¹ìî, ùî GaH = H i Ha′H =
G, îñêiëüêè åëåìåíòè aH , a′H ðåàëiçóþòüñÿ ïðàâèì ìíîæåííÿì äâîìà îáîðîòíèìè
ái¹êöiÿìè ç G íà H.

Íåõàé e = lr � ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâèé ðîçêëàä iäåìïîòåíòà e òà ïðèéìåìî

rH = raH i lH = a′Hl äëÿ H ∈ Λ. (9.11)

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü rH = reaH âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi r = re, ÿêà ¹ ðiâíiñòþ (9.4).

Êîæåí åëåìåíò m ∈M âèçíà÷à¹ ÷àñòêîâó ïðàâó äiþ íà ìíîæèíi Λ, ÿêà âèçíà÷à-
¹òüñÿ

H ·m =

{
Hm, ÿêùî Hm ∈ Λ;
∅, â iíøîìó âèïàäêó,

(9.12)

äëÿ âñiõ H ∈ Λ. Òåïåð âèçíà÷èìî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç Λ×M â G ïðèéíÿâøè

H ∗m =

{
rHmlHm ÿêùî Hm ∈ Λ;
∅, â iíøîìó âèïàäêó.

(9.13)

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ç óìîâèH ·m 6= ∅ âèïëèâà¹H∗m ∈ Ge. Ñïðàâäi, ïîêëàäåìî
H ′ = Hm. Ç óìîâè eaH ∈ H îòðèìó¹ìî eaHm ∈ H ′, à öå äîâîäèòü, ùî

eaHmaH′ ∈ G.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

H ∗m = rHmlH′ =

= (reaH)m (a′H′l) =

= r (eaHma
′
H′) l ∈ Ge.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî
H · 1 = H i H ∗ 1 = e, (9.14)

äëÿ âñiõ H ∈ Λ. Äàëi,
(H ∗m)(H ·m ∗ n) = H ∗mn. (9.15)

äëÿ âñiõ m,n ∈ M . Îñòàííÿ ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ (H,m) 7→ H · m i
(H,m) 7→ H ∗m ¹ àíàëîãi÷íi òèì, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç äåòåðìiíîâàíèì ïåðåòâîðþâà÷åì,
ÿê âèçíà÷åíî â ðîçäiëi 4.

Äëÿ ïåðåâiðêè ôîðìóëè (9.15) ïðèïóñòèìî, ùî H ′ = Hm i H ′′ = Hmn, îñêiëüêè
âèïàäêè H ·m = ∅ àáî H ·mn = ∅ ¹ ïðîñòèìè (äèâ. ðèñ. 9.3). Âèêîðèñòàâøè (9.4),

H
m|H ∗m

H ′
n|H ′ ∗ n

H ′′

Ðèñ. 9.3: Êîìïîçèöiÿ âèõîäiâ. Ìiòêîþ ðåáðà iç ñòàíó H â ñòàí H ′ = H · m ¹ ïàðà
(m,H ∗m), i âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç m|H ∗m

ìà¹ìî

(H ∗m)(H ′ ∗ n) = rHmlH′rH′nlH′′ =

= rHma
′
H′lraH′nlH′′ =

= raHma
′
H′eaH′na

′
H′′l =

= r ((eaHma
′
H′) e) aH′na

′
H′′l.

Îñêiëüêè eaHma′H′ ∈ G, òî ìà¹ìî eaHma′H′e = eaHma
′
H′ . Îòæå,

(H ∗m)(H ′ ∗ n) = r ((eaHm) a′H′aH′)na
′
H′′l.

Îñêiëüêè eaHm ∈ H ′ i ìíîæåííÿ ñïðàâà íà a′H′aH′ ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà H ′,
òî îòðèìó¹ìî

(H ∗m)(H ′ ∗ n) = reaHmna
′
H′′l = rHmnlH′′ = H ∗mn.

Öå äîâîäèòü ôîðìóëó (9.15). ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 9.2.1. Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü, ïîðîäæåíèé ìíî-
æèíîþ T . Íåõàé e � iäåìïîòåíò ìîíî¨äà M , R � éîãî R-êëàñ, λ � ìíîæèíà
H-êëàñiâ êëàñó R i íåõàé (aH , a

′
H)H∈Λ � ñèñòåìà êîîðäèíàò êëàñó R ñòîñîâíî äî

iäåìïîòåíòà e. Òîäi ãðóïà ïiäñòàíîâîê Ge ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòàìè âèãëÿäó H∗t,
äëÿ H ∈ Λ, t ∈ T i H ∗ t 6= ∅.
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Äîâåäåííÿ. Åëåìåíòè H ∗ t äëÿ H ∈ Λ i t ∈ T ¹, àáî ∅, àáî ìiñòÿòüñÿ â Ge. Òåïåð,
íåõàé g � åëåìåíò ãðóïè H(e). Òîäi iñíóþòü t1, t2, . . . , tn ∈ T òàêi, ùî

g = t1t2 · · · tn,

îñêiëüêè T ïîðîäæó¹ ìîíî¨ä M . Íåõàé G = H(e) i

Hi = Gt1t2 · · · ti

äëÿ 1 6 i 6 n. Ç ðiâíîñòi Gg = G âèïëèâà¹, ùî Hiti+1 · · · tn = G. Îòæå, Hi ∈ Λ i
G · t1 · · · ti = Hi. Çà ðiâíiñòþ (9.15) îòðèìó¹ìî

G ∗ g = (G ∗ t1)(H1 ∗ t2) · · · (Hn−1 ∗ tn).

Àëå G ∗ g = rgl. Öå äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Ïàðà ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü ç Λ ×M â Λ i â Ge âèçíà÷åíèõ ôîðìóëàìè (9.12)
i (9.13) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì çîáðàæåííÿì Øþòöåíáåðãåðà àáî R-çîáðàæåííÿì ìî-
íî¨äà M ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e òà êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè (aH , a

′
H)H∈Λ.

Íåõàé 0 � íîâèé åëåìåíò òàêèé, ùî 0g = g0 = 00 = 0 äëÿ âñiõ g ∈ Ge. Âiäîáðà-
æåííÿ

µ : M → (Ge ∪ {0})Λ×Λ,

ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòîâi m ∈ M Λ × Λ-ìàòðèöþ, âèçíà÷åíó
çà ôîðìóëîþ

(µm)H,H′ =

{
H ∗m, ÿêùî Hm = H ′;
∅, â iíøîìó âèïàäêó,

¹ ìîðôiçìîì ç ìîíî¨äà M ó ìîíî¨ä Λ × Λ-ìàòðèöü òàêèõ, ùî êîæåí ðÿäîê ìiñòèòü
íå áiëüøå îäíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ç Ge ∪ {0} (íàäàëi òàêi ìàòðèöi ìè áóäåìî
íàçèâàòè ðÿäêîâî-ìîíîìiàëüíèìè Λ× Λ-ìàòðèöÿìè íàä Ge ∪ {0}). Öå æ íàñïðàâäi
åêâiââàëåíòíå ôîðìóëþâàííÿ ôîðìóëè (9.15).

Ñèìåòðè÷íî îçíà÷èìî ëiâå çîáðàæåííÿ Øþòöåíáåðãåðà àáî L -çîáðàæåííÿ ìî-
íî¨äà M ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé L � L -êëàñ iäåìïîòåíòà
e ∈ M i Γ � ìíîæèíà H -êëàñiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â L. Äëÿ êîæíîãî H ∈ Γ âèáåðåìî
äâà åëåìåíòà bH , b′H ∈M òàêi, ùî

bHe ∈ H i b′HbHe = e,

ç bG = b′G = e. Òàêà ìíîæèíà ïàð (bH , b
′
H)H∈Γ íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò êëàñó

L ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e. ê i â óìîâi (9.11), ïîêëàäåìî

lH = bHc i rH = rb′H äëÿ H ∈ Γ.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà m ∈M îçíà÷èìî ÷àñòêîâó ëiâó äiþ íà Γ, ïîêëàâøè

m ·H =

{
mH, ÿêùî mH ∈ Γ;
∅, â iíøîìó âèïàäêó,

(9.16)

äëÿ H ∈ Γ, i ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç M × Γ â Ge, ïîêëàâøè

m ∗H =

{
rmHmlH , ÿêùî mH ∈ Γ;
∅, â iíøîìó âèïàäêó.

(9.17)
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H
m|m ∗H

H ′
n|n ∗H ′

H ′′

Ðèñ. 9.4: Êîìïîçèöiÿ âèõîäiâ. Ìiòêîþ ðåáðà iç ñòàíó H â ñòàí H ′ = m · H ¹ ïàðà
(m,m ∗H), i âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç m|m ∗H. Çàóâàæòå, ùî âõiä ç÷èòó¹òüñÿ ñïðàâà
íàëiâî i, ùî âèõiä çàïèñó¹òüñÿ ñïðàâà íàëiâî

Òîäi àíàëîãîì ôîðìóëè (9.15) ñòà¹

(n ∗m ·H)(m ∗H) = nm ∗H, (9.18)

i òâåðäæåííÿ 9.2.1 âèêîíó¹òüñÿ ç óðàõóâàííÿì âiäïîâiäíèõ çìií (äèâ. ðèñ. 9.4).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ L -êëàñiâ i R-êëàñiâ îäíîçíà÷íîãî ìîíî¨äà âiä-
íîøåíü ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè òàêå ñïîñòåðåæåííÿ, ïåðåâiðêà ÿêîãî ïðîñòîþ òà
áåçïîñåðåäíüîþ: ÿêùî mL n (âiäï., ÿêùî mRn), òî êîæåí ðÿäîê (âiäï., ñòîâïåöü)
ìàòðèöi m � öå ñóìà ðÿäêiâ (âiäï., ñòîâïöiâ) ìàòðèöi n i íàâïàêè. Öå äà¹ ïðîñòèé
òåñò äëÿ âèçíà÷åííÿ, ùî äâà åëåìåíòè ìiñòÿòüñÿ â ðiçíèõ L -êëàñàõ (âiäï., R-êëàñàõ).

Ïðèêëàä 9.2.2. Ðîçãëÿíåìî çíîâó îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä ç ïðèêëàäó 9.1.10, ïîðîäæå-
íèé ìàòðèöÿìè

u =


0 0 0 1
1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 i v =


0 0 1 0
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 .
Ðîçãëÿíåìî iäåìïîòåíò

e = (uv)2 =


1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 .
R-êëàñ R iäåìïîòåíòà e ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ H -êëàñiâ, ÿêi çàíóìåðó¹ìî 0, 1, 2. Íà
ðèñ. 9.5 âèêëàäåíî çîáðàæåííÿ äëÿ êîæíîãî ç öèõ H -êëàñiâ. Òå, ùî L -êëàñè ¹ ðiç-
íèìè, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ øëÿõîì îãëÿäó ðÿäêiâ e, eu i eu2. Äàëi, çàóâàæèìî, ùî

eu3 = eu2v = e,

à öå äîâîäèòü, ùî öi åëåìåíòè ¹ R-åêâiâàëåíòíèìè. Äàëi,

euv = (uv)3H e.

Íà çàâåðøåííi, åëåìåíò

ev =


1 0 1 0
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0
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e eu eu2

0 1 2

u u

u, v

v

Ðèñ. 9.5: R-êëàñ iäåìïîòåíòà e

ìà¹ ëèøå îäèí íåíóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê), à îòæå íå ìîæå áóòè åëåìåíòîì D-êëà-
ñó iäåìïîòåíòà e. Íà ðèñ. 9.5 ïîêàçàíî ïðî âïëèâ ïðàâîãî ìíîæåííÿ íà åëåìåíòè u i
v.

Âèáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò êëàñó R, ïîêëàâøè

a0 = a′0 = e,

a1 = u, a′1 = vuv,

a2 = u2, a′2 = u.

Òîäi

r0 =

[
1 0 1 0
0 1 0 0

]
, l0 =


1 0
0 1
0 0
0 1

 ,

r1 =

[
0 0 0 1
1 0 1 0

]
, l1 =


0 0
0 1
0 1
1 0

 ,

r2 =

[
0 1 0 0
0 0 0 1

]
, l2 =


0 1
1 0
0 0
0 1

 .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåçH

t|g−→ H ′ òîé ôàêò, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòiH ·t = H ′ iH∗t = g.
Òîäi R-çîáðàæåííÿ ìîíî¨äà M ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e i äî öi¹¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
îòðèìàíî, ïîïîâíåííÿì ðèñ. 9.5 i ïîäàíî íà ðèñ. 9.6 ç

i =

[
1 0
0 1

]
i j =

[
0 1
1 0

]
.

Ãðóïà Ge, î÷åâèäíî, içîìîðôíà ãðóïi ïiäñòàíîâîê S2.
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u|i u|i

v|i

u|i, v|i

0 1 2

Ðèñ. 9.6: R-çîáðàæåííÿ ìîíî¨äà M ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e

Ïîíÿòòÿ, ââåäåíi â öüîìó ïóíêòi, çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ, êîëè ìè ðîçãëÿäà¹ìî âè-
ïàäîê ìîíî¨äà (ïîâíîãî) âiäîáðàæåííÿ ç Q â ñåáå çàìiñòü îäíîçíà÷íîãî ìîíî¨äà âiä-
íîøåíü.

Äëÿ a ∈M çàïèñóâàòèìåìî pa = q çàìiñòü (p, a, q) = 1.

Îáðàçîì ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ a, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Im(a), íàçèâà¹òüñÿ ïiä-
ìíîæèíà â q ∈ Q òàêà, ùî pa = q äëÿ äåÿêîãî p ∈ Q. ßäåðíîþ åêâiâàëåíöi¹þ ÷àñò-
êîâîãî âiäîáðàæåííÿ a, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Ker(a), íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâà-
ëåíòíîñòi íà Q, âèçíà÷åíå òàê:

p ≡ q mod Ker(a) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè pa = qa.

ßêùî b ∈Ma, òî Im(b) ⊂ Im(a). ßêùî b ∈ aM , òî Ker(a) ⊂ Ker(b).

Âiäîáðàæåííÿ e ∈ M ¹ iäåìïîòåíòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî çâóæåííÿ íà
éîãî îáðàç ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì. Îòæå, îáðàç âiäîáðàæåííÿ â öüîìó âèïàäêó
äîðiâíþ¹ éîãî ìíîæèíi íåðóõîìèõ òî÷îê: Im(e) = Fix(e).

ßê ðåçóëüòàò ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ îòðèìó¹ìî: ÿêùî aL b, òî Im(a) = Im(b), i
ÿêùî aRb, òî Ker(a) = Ker(b). Öå äà¹ äîñòàòíþ óìîâó äëÿ òîãî, ùîá äâà åëåìåíòè
ìiñòèëèñÿ â ðiçíèõ L -êëàñàõ (âiäï., R-êëàñàõ).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ R-êëàñó iäåìïîòåíòíîãî âiäîáðàæåííÿ e íàä ñêií÷åííîþ ìíîæè-
íîþ, ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè íàñòóïíå ñïîñòåðåæåííÿ, äå S = Fix(e). ßêùî çâóæåííÿ
âiäîáðàæåííÿ m íà S ¹ ïiäñòàíîâêîþ íà S, òî eH em. Ñïðàâäi, çâóæåííÿ âiäîáðàæå-
ííÿ m íà S ¹ ïiäñòàíîâêîþ íà S, à îòæå emp = e äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p.
Çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü emmp−1 = e, à îòæå emH e.

Ïðèêëàä 9.2.3. Íåõàé M � ìîíî¨ä âiäîáðàæåíü ç ìíîæèíè

Q = {1, 2, . . . , 8}

â ñåáå, ïîðîäæåíèé äâîìà âiäîáðàæåííÿìè u i v, ÿêi âèçíà÷åíi â òàáëèöi:

1 2 3 4 5 6 7 8
u 4 5 4 5 8 1 8 1
v 2 3 4 5 6 7 8 1
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äå êîæåí ñòîâïåöü ìiñòèòü îáðàçè u i v åëåìåíòà ìíîæèíè Q, ðîçìiùåíîãî ó âåðõíié
÷àñòèíi ñòîâïöÿ. Âiäîáðàæåííÿ e = u4 ¹ iäåìïîòåíòíèì i ìà¹

S = {1, 4, 5, 8}

â ÿêîñòi ìíîæèíè íåðóõîìèõ òî÷îê,

1 2 3 4 5 6 7 8
u4 1 4 1 4 5 8 5 8

Îòðèìó¹ìî øàáëîí, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 9.7 äëÿ R-êëàñó R iäåìïîòåíòà e. Öi ÷îòèðè

e

0 1 2 3

u

u, v
uu

v v v

Ðèñ. 9.7: R-êëàñ iäåìïîòåíòà e

H -êëàñè ¹ ðiçíèìè, îñêiëüêè îáðàçè åëåìåíòiâ

e, ev, ev2, ev3

¹ ðiçíèìè. Äëÿ ðåáåð, ùî ïîâåðòàþòüñÿ äî H -êëàñó åëåìåíòà e, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî
ñïîñòåðåæåííÿ, çàçíà÷åíå âèùå; äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî çâóæåííÿ íà ìíîæèíó S
âiäîáðàæåíü

u, vu, v2u, v3u, v

¹ ïiäñòàíîâêàìè. Âèáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò êëàñó R, âçÿâøè

a0 = a′0 = e,

a1 = v, a′1 = v7,

a2 = v2, a′2 = v6,

a3 = v3, a′3 = v5.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ R-çîáðàæåííÿ ìîíî¨äà M ñòîñîâíî iäåìïîòåíòà e ìè ïîñòóïà¹ìî
íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî H · m = H ′, òî ïiäñòàíîâêà H ∗ m íà S íå îá÷èñëþ¹òüñÿ
îá÷èñëåííÿì ìàòðè÷íîãî äîáóòêó H ∗m = rHmlH′ ôîðìóëè (9.13), àëå, çàóâàæóþ÷è,
ùî H ∗m ¹ çâóæåííÿì íà S âiäíîøåííÿ eaHma′′ , îöiíþþ÷è öþ ôóíêöiþ íà S. Òàêèì
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v|1 v|1 v|1

u, v|(15)(48)u|(15)(48)
u|(15)(48)

u|(1458) 0 1 2 3

Ðèñ. 9.8: R-çîáðàæåííÿ

÷èíîì, ìè óíèêà¹ìî çàéâèõ ìàòðè÷íèõ îá÷èñëåíü ïðè ðîáîòi ç âiäîáðàæåííÿìè. Íà
ðèñ. 9.8 ïðåäñòàâëåíî òàêå R-çîáðàæåííÿ.

Çà òâåðäæåííÿì 9.2.1 ãðóïà Ge ïîðîäæåíà ïiäñòàíîâêàìè

(1458), (15)(48) i (14)(58).

Ãðóïà Ge içîìîðôíà äiåäðàëüíié ãðóïi D4, ¹ ãðóïîþ âñiõ ñèìåòðié êâàäðàòà.

8

41

5

Öÿ ãðóïà ìiñòèòü âiñiì åëåìåíòiâ.



9.3. Ðàíã i ìiíiìàëüíèé iäåàë 409

9.3 Ðàíã i ìiíiìàëüíèé iäåàë

Íåõàé m � âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè P i Q. Ðàíãîì âiäíîøåííÿ m íàçèâà¹òüñÿ
íàéìåíøà ïîòóæíiñòü ìíîæèí R òàêèõ, ùî iñíóþòü äâà âiäíîøåííÿ l ∈ P(P × R) i
r ∈ P(R×Q) ç âëàñòèâiñòþ

m = lr (9.19)

i òàêi, ùî äîáóòîê lr ¹ îäíîçíà÷íèì. Ðàíã âiäíîøåííÿ m ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç rank(m).
Ðàíã âiäíîøåííÿ m ¹ íåâiä'¹ìíèì öiëèì ÷èñëîì, àáî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ +∞. Ïàðà
(l, r), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9.19) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì ðîçêëàäîì, ÿêùî íå
iñíó¹ îäíîçíà÷íî¨ ôàêòîðèçàöi¨ m = l′r′ òàêî¨, ùî l′ ∈ P(P × R′), r′ ∈ P(R′ × Q) i
R′ ( R. ßêùî âåëè÷èíà rank(m) ¹ ñêií÷åííîþ, òî öå åêâiâàëåíòíî âèñëîâëåííþ, ùî
âåëè÷èíà Card(R) ¹ ìiíiìàëüíîþ.

Ïðèêëàä 9.3.1. Âiäíîøåííÿ

m =

 0 1 0
1 0 0
1 1 0

 =

 0 1
1 0
1 1

 · [ 1 0 0
0 1 0

]
ìà¹ ðàíã ùîíàéáiëüøå 2 ç îãëÿäó íà âèøå âèêëàäåíèé ðîçêëàä. Ðàíã âiäíîøåííÿ m
íå äîðiâíþ¹ 1, îñêiëüêè âîíî ìà¹ ðiçíi íåíóëüîâi ñòîâïöi. Òàêèì ÷èíîì, rank(m) = 2.

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ. Ïî-ïåðøå, ÿêùî äîáóòîê nmn′ ¹
îäíîçíà÷íèì, òî

rank(nmn′) 6 rank(m). (9.20)

Ñïðàâäi, êîæåí ðîçêëàä (l, r) âiäíîøåííÿ m iíäóêó¹ ðîçêëàä (nl, rn′) âiäíîøåííÿ
nmn′. ßêùî

p
n−→ s

l−→ t
r−→ u

n−→ q i p
n−→ s′

l−→ t′
r−→ u′

n−→ q,

òî s = s′ i u = u′ çà îäíîçíà÷íiñòþ äîáóòêó nmn′. Ç îäíîçíà÷íîñòi äîáóòêó lr âèïëèâà¹
t = t′. Ïî-äðóãå

rank(m) 6 min {Card(P ),Card(Q)} .
ßêùî (l, r) ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçêëàäîì âiäíîøåííÿ m, òî

rank(m) = rank(l) = rank(r).

Äàëi
rank(m) = 0 ⇐⇒ m = 0.

ßêùî P ′ ⊂ P , Q′ ⊂ Q i ÿêùî m′ ¹ çâóæåííÿì âiäíîøåííÿ m íà P ′ ×Q′, òî

rank(m′) 6 rank(m). (9.21)

Ìè îòðèìó¹ìî ç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi, ùî äâà J -åêâiâàëåíòíi åëåìåíòè îäíîçíà÷íîãî
ìîíî¨äà âiäíîøåíü ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã. Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ
íà D-êëàñi.

Ðîçãëÿíåìî äâà âiäíîøåííÿ m ∈ P(P × S) i n ∈ P(S × Q). Ïàðà âiäíîøåíü
(m,n) íàçèâà¹òüñÿ îáðiçàíîþ, ÿêùî âiäíîøåííÿ m íå ìiñòèòü íóëüîâèõ ñòîâï÷èêiâ i
âiäíîøåííÿ n íå ìiñòèòü íóëüîâèõ ðÿäêiâ. Öå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî äëÿ
âñiõ s ∈ S iñíó¹ õî÷à á îäíà ïàðà (p, q) ∈ P ×Q òàêå, ùî

p
m−→ s i s

n−→ q.
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Òâåðäæåííÿ 9.3.2. Êîæåí ìiíiìàëüíèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ ¹ îáðiçàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé lr � ìiíiìàëüíèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ m. Ïðèïóñòèìî, ùî l ìi-
ñòèòü ñòîâï÷èê, ÿêèé ¹ íóëüîâèì. Òîäi ìè ìîæåìî âèäàëèòè öåé ñòîâï÷èê i ðÿäîê
òîãî æ iíäåêñó r áåç çìiíè çíà÷åííÿ äîáóòêó. Àëå çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïàðà âiäíîøåíü
(l, r) íå ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçêëàäîì. Òàêèì ÷èíîì, æîäíà êîëîíêà âiäíîøåííÿ l íå ¹
íóëüîâîþ, i ñèìåòðè÷íî æîäåí ðÿäîê âiäíîøåííÿ r íå ¹ íóëüîâèì. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ïàðà âiäíîøåíü (l, r) ¹ îáðiçàíîþ.

Òâåðäæåííÿ 9.3.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Q âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

rank(idQ) = Card(Q).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé id = lr � ìiíiìàëüíèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ òîòîæíîñòi idQ òàêèé,
ùî l ∈ P(Q × P ) i r ∈ P(P × Q). Íåõàé p ∈ P . Îñêiëüêè ïàðà (l, r) ¹ îáðiçàíîþ, òî
iñíóþòü q, q′ ∈ Q òàêi, ùî

q
l−→ p

r−→ q′.

Îñêiëüêè lr = idQ, òî ìà¹ìî q = q′ i íå iñíó¹ åëåìåíòà q′′ 6= q òàêîãî, ùî

p
r−→ q′′.

Îòæå, âiäíîøåííÿ r âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè P â Q. Öå âiäîáðàæåííÿ ¹
ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè âiäíîøåííÿ idQ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
Card(P ) = Card(Q).

Òâåðäæåííÿ 9.3.4. Ïiäñòàíîâêà íà ìíîæèíi Q ìà¹ ðàíã Card(Q).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � ïiäñòàíîâêà íà ìíîæèíi Q i n � îáåðíåíà äî íå¨ ïiäñòàíîâêà.
Òîäi çà òâåðäæåííÿì 9.3.3 i ðiâíiñòþ (9.20) ìà¹ìî

Card(Q) = rank(idQ) = rank(mn) 6 rank(m).

Îòæå, rank(m) = Card(Q).

Ïðèêëàä 9.3.5. Ðàíã ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ m ç ìíîæèíè P â ìíîæèíó Q äî-
ðiâíþ¹

rank(m) = Card(Im(m)).

Íåõàé m′ � çâóæåííÿ âiäíîøåííÿ m íà P × Im(m). Òîäi m = m′r, äå r � çâóæåííÿ
âiäíîøåííÿ òîòîæíîñòi idQ íà ìíîæèíó Im(m). Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

rank(m) 6 Card(Im(m)).

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ m′ ìiñòèòü ái¹êöiþ n ïåðåðiçó âiäíîøåííÿ m íà Im(m), îòðè-
ìàíó øëÿõîì âèáîðó îäíîãî åëåìåíòà â ìíîæèíi P äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè m−1(q), ç
q ∈ Im(m). Çà òâåðäæåííÿì 9.3.4 i ðiâíiñòþ (9.21) îòðèìó¹ìî

rank(m) > rank(n) = Card(Im(m)).

Îòæå, ïîíÿòòÿ ðàíãó, ÿêå áóëî ââåäåíî â ïiäðîçäiëi 3.5 çáiãà¹òüñÿ ç îäíîiìåííèì
ïîíÿòòÿì, îçíà÷åíèì ó öüîìó ïiäðîçäiëi.
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Çàóâàæèìî, ùî ðàíã âiäíîøåííÿ m íàä ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ Q ìà¹ ñèëüíi
çâ'ÿçêè çi çâè÷àéíèì ïîíÿòòÿì ðàíãó ìàòðèöi, ÿêå îçíà÷åíå â ëiíiéíié àëãåáði. Íåõàé
K � ïîëåì, ÿêå ìiñòèòü ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Ðàíãîì ìàòðèöi m ç êîå-
ôiöi¹íòàìè â ïîëi K, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç rankK(m), íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà
êiëüêiñòü ðÿäêiâ (àáî ñòîâï÷èêiâ), ÿêi ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè íàä K. Ìîæåìî çàóâà-
æèòè (âïðàâà 9.7.8), ùî öå ÷èñëî ìîæíà îçíà÷èòè ìåòîäîì, àíàëîãi÷íèì äî îçíà÷åííÿ
ðàíãó âiäíîøåííÿ. Çîêðåìà,

rankK(m) 6 rank(m).

Ëåãêî áà÷èòè (âïðàâà 9.7.9), ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ íåðiâíiñòü ñòðîãîþ. Ïðîòå,
ó âèïàäêó âiäíîøåíü, ÿêi ¹ âiäîáðàæåííÿìè, öi äâà ïîíÿòòÿ çáiãàþòüñÿ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ïðîñòèé ìåòîä äëÿ îá÷èñëåííÿ ðàíãó iäåìïîòåíòíîãî
âiäíîøåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.3.6. Íåõàé e � iäåìïîòåíò îäíîçíà÷íîãî ìîíî¨äà âiäíîøåíü íà
ìíîæèíi Q. Òîäi

rank(e) = Card(Fix(e)).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî S = Fix(e). Ñòîâï÷èêîâî-ðÿäêîâèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ e äî-
âîäèòü, ùî

rank(e) 6 Card(S).

Áiëüøå òîãî, ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 9.1.6 ìàòðèöÿ e ìiñòèòü îäèíè÷íó ìàòðèöþ IS.
Òàêèì ÷èíîì,

Card(S) = rank(IS) 6 rank(e)

çà ðiâíiñòþ (9.21).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ îïèñàííÿ âiäíîøåíü ñêií÷åííîãî ðàíãó.

Òâåðäæåííÿ 9.3.7. Äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäíîøåííÿ m íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíè-
ìè:

(i) m ìà¹ ñêií÷åííèé ðàíã;
(ii) ìíîæèíà ðÿäêiâ ìàòðèöi m ñêií÷åííà;

(iii) ìíîæèíà ñòîâïöiâ ìàòðèöi m ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Íåõàé m = lr ç l ∈ P(P × S) i r ∈ P(S × Q) � ìiíiìàëüíèé
ðîçêëàä âiäíîøåííÿ m. ßêùî äâà ðÿäêè âiäíîøåííÿ l, ñêàæåìî ç iíäåêñàìè p i q,
¹ ðiâíèìè, òî âiäïîâiäíi ðÿäêè mp∗ i mq∗ âiäíîøåííÿ m òàêîæ ¹ ðiâíèìè. Îñêiëüêè
ìíîæèíà S ¹ ñêií÷åííîþ, òî ìàòðèöÿ l ìà¹ ùîíàéáiëüøå 2Card(S) ðiçíèõ ðÿäêiâ. Îòæå,
ìíîæèíà ðÿäêiâ âiäíîøåííÿ m ¹ ñêií÷åííîþ.

(ii) =⇒ (i) Íåõàé (ms∗)r∈S � ìíîæèíà çîáðàæåíü ðÿäêiâ âiäíîøåííÿ m. Òîäi
m = lr, äå r � çâóæåííÿ âiäíîøåííÿ m íà S × Q, i l ∈ P(Q × S) âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

lqr =

{
1, ÿêùî mq∗ = ms∗;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Öå äîâîäèòü åêâiâàëåíöiþ (i)⇐⇒ (ii).

Äîâåäåííÿ åêâiâàëåíöi¨ (i)⇐⇒ (iii) ¹ àíàëîãi÷íèì.
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Òâåðäæåííÿ 9.3.8. Íåõàé m � âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi Q ñêií÷åííîãî ðàíãó. Òîäi
íàïiâãðóïà ïîðîäæåíà âiäíîøåííÿì m ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m = lr � ìiíiìàëüíèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ m òàêèé, ùî

l ∈ P(Q×R) i r ∈ P(R×Q).

Íåõàé u � âiäíîøåííÿ íàä ìíîæèíîþ R, îçíà÷åíå u = rl. Òîäi äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ
n ìà¹ìî

mn+1 = l(rl)nr = lunr.

Îñêiëüêè ìíîæèíà R � ñêií÷åííà, òî ìíîæèíà âiäíîøåíü un ¹ ñêií÷åííîþ, à îòæå
íàïiâãðóïà {mn : n > 1} ¹ ñêií÷åííîþ.

Çîêðåìà, ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäíîøåííÿ ñêií÷åí-
íîãî ðàíãó çðó÷íèé ñòåïiíü ¹ iäåìïîòåíòíèì âiäíîøåííÿì.

Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä ìíîæèíîþ Q. Ìiíiìàëüíèì ðàí-
ãîì ìîíî¨äàM , ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç r(M), íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèé ç ðàíãiâ åëåìåíòiâ
ç M âiäìiííèõ âiä íóëü-âiäíîøåííÿ,

r(M) = min{rank(m) : m ∈M \ {0}}.

ßêùîM íå ìiñòèòü íóëü-âiäíîøåííÿ íàä ìíîæèíîþ Q, òî öå ¹ çâè÷àéíî íàéìåíøèì
ç ðàíãiâ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M . Ìà¹ìî r(M) > 0 ÿêùî Q 6= ∅ i r(M) <∞ òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìîíî¨ä M ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ñêií÷åííîãî äîäàòíüîãî ðàíãó.

Òåïåð ìè âèâ÷à¹ìî ìîíî¨äè, ùî ìàþòü ñêií÷åííèé ìiíiìàëüíèé ðàíã, i ïîáà÷èìî,
ùî âîíè ìàþòü ðåãóëÿðíó ñòðóêòóðó. Ìè ìà¹ìî ðîçðiçíÿòè äâà âèïàäêè: âèïàäîê,
êîëè ìîíî¨ä ìiñòèòü íóëüîâå âiäíîøåííÿ, i ïðîñòiøèé âèïàäîê, êîëè öüîãî íåìà¹.

Çàóâàæèìî, ùî íóëüîâå âiäíîøåííÿ âiäiãðà¹ ðîëü íóëÿ ç îãëÿäó íà íàñòóïíå,
áiëüø òî÷íå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.3.9. ßêùî òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä íåïî-
ðîæíüîþ ìíîæèíîþ Q ìiñòèòü íóëü, òî íóëü ¹ íóëüîâèì âiäíîøåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íóëüîâå âiäíîøåííÿ çàâæäè ¹ íóëåì. Íàâïàêè, ÿêùî ìîíî¨ä M ìiñòèòü
íóëü z, òî ìè äîâåäåìî, ùî z ¹ íóëüîâèì âiäíîøåííÿì. ßêùî Card(Q) = 1, òî z = 0.
Îòæå ïðèïóñêàòèìåìî, ùî Card(Q) > 2 i z 6= 0. Íåõàé p, q ∈ Q òàêi, ùî zp,q = 1.
Íåõàé r, s ∈ Q. Ç òðàíçèòèâíîñòi ìîíî¨äà M âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü m,n ∈M òàêi, ùî

mrp = nqs = 1.

Ç ðiâíîñòi mzn = z âèïëèâà¹, ùî zrs = 1. Îòæå zrs = 1 äëÿ âñiõ r, s ∈ Q, ùî
ñóïåðå÷èòü îäíîçíà÷íîñòi ìîíî¨äà M .

Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ Q. Äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà q ∈ Q ñòàáiëiçàòîðîì åëåìåíòà q íàçèâà¹òüñÿ ïiäìîíî¨ä

Stab(q) =
{
m ∈M : q

m−→ q
}

ìîíî¨äà M .
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Òåîðåìà 9.3.10. Íåõàé M � òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä
íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ Q, ÿêèé ìiñòèòü ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ 0 i ìà¹ ñêií÷åííèé
ìiíiìàëüíèé ðàíã. Íåõàé K � ìíîæèíà åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M ìiíiìàëüíîãî ðàíãó
r(M). Òîäi:

(i) ìîíî¨ä M ìiñòèòü ¹äèíèé 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë J , ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç K ∪ {0};
(ii) ìíîæèíà K ¹ ðåãóëÿðíèì D-êëàñîì, ÷è¨ H -êëàñè ¹ ñêií÷åííèìè;

(iii) êîæåí åëåìåíò q ∈ Q ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ùîíàéìåíøå îäíîãî iäåìïîòåíòà
e â K, òîáòî e ∈ K ∩ Stab(q);

(iv) äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ K ãðóïà Ge ¹ òðàíçèòèâíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ
r(M);

(v) ãðóïè Ge, äëÿ iäåìïîòåíòiâ e ∈ K, ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Ïåðø íiæ ïðèñòóïèòè äî äîâåäåííÿ, ìè âñòàíîâèìî äåêiëüêà íåîáõiäíèõ ðåçóëü-
òàòiâ.

Òâåðäæåííÿ 9.3.11. Íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä íåïîðîæíüîþ
ìíîæèíîþ Q i e ∈M � iäåìïîòåíò. ßêùî e ìà¹ ñêií÷åííèé ðàíã, òî ëîêàëiçîâàíèé
ìîíî¨ä eMe ¹ ñêií÷åííèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S � ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê âiäíîøåííÿ e. Çà òâåðäæåííÿì 9.3.6
ìíîæèíà S ¹ ñêií÷åííîþ. Îòæå ìîíî¨ä Me, ÿêèé ¹ îäíîçíà÷íèì ìîíî¨äîì âiäíîøåíü
íàä ìíîæèíîþ S, ¹ ñêií÷åííèì. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 9.1.9 ìîíî¨ä eMe içîìîðô-
íèé ìîíî¨äîâi Me, òî âií ¹ ñêií÷åííèì.

Òåïåð ìè ïåðåâiðèìî òåõíi÷íó ëåìó, êîðèñíó äëÿ �óíèêíåííÿ� íóëüîâîãî âiäíî-
øåííÿ.

Ëåìà 9.3.12. Íåõàé M � òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä íåïî-
ðîæíüîþ ìíîæèíîþ Q.

1. Äëÿ êîæíîãî m ∈ M \ {0} iñíóþòü n ∈ M i q ∈ Q òàêi, ùî mn ∈ Stab(q)
(âiäï., nm ∈ Stab(q)). Îòæå, çîêðåìà mn 6= 0 (âiäï., nm 6= 0).

2. Äëÿ âñiõ m ∈M \ {0} i q ∈ Q iñíóþòü n, n′ ∈M òàêi, ùî nmn′ ∈ Stab(q).
3. Äëÿ âñiõ m,n ∈ M \ {0} iñíó¹ åëåìåíò u ∈ M òàêèé, ùî mun 6= 0. Iíøèìè

ñëîâàìè, ìîíî¨ä M ¹ ïåðâèííèì.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé q, r ∈ Q � òàêi åëåìåíòè, ùî (q,m, r) = 1. Îñêiëüêè ìîíî¨ä M ¹
òðàíçèòèâíèì, òî iñíó¹ åëåìåíò n ∈M òàêèé, ùî (r, n, q) = 1. Îòæå, (q,mn, q) = 1.

2. Iñíóþòü åëåìåíòè p, r ∈ Q òàêi, ùî (p,m, r) = 1. Íåõàé n, n′ ∈ M � òàêi
åëåìåíòè, ùî (q, n, p) = 1 i (r, n′, q) = 1. Òîäi (q, nmn′, q) = 1.

3. Iñíóþòü åëåìåíòè p, r, s, q ∈ Q òàêi, ùî

(p,m, r) = (s, n, q) = 1.

Âiçüìåìî åëåìåíò u ∈M òàêèé, ùî (r, u, s) = 1. Òîäi (p,mun, q) = 1.

Òâåðäæåííÿ 9.3.13. ÍåõàéM � òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä
íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ Q, ÿêèé ìà¹ ñêií÷åííèé ìiíiìàëüíèé ðàíã. Òîäi êîæåí
ïðàâèé iäåàë R 6= 0 (âiäï., êîæåí ëiâèé iäåàë L 6= 0) ìîíî¨äà M ìiñòèòü íåíóëüîâèé
iäåìïîòåíò.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé r ∈ R \ {0}. Çà ëåìîþ 9.3.12 iñíóþòü åëåìåíòè n ∈ M i q ∈ Q
òàêi, ùî rn ∈ Stab(q). Íåõàé m ∈M � òàêèé åëåìåíò, ùî rank(m) = r(M). Çíîâó, çà
ëåìîþ 9.3.12 iñíóþòü åëåìåíòè u, v ∈M òàêi, ùî umv ∈ Stab(q). Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò
m′ = rnumv. Òîäi m′ ∈ R i m′ ∈ Stab(q).

Îñêiëüêè rank(m′) 6 rank(m), òî ðàíã åëåìåíòà m′ ¹ ñêií÷åííèì. Çà òâåðäæåí-
íÿì 9.3.8 íàïiâãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì m′ ¹ ñêií÷åííîþ. Òîäi iñíó¹ íàòóðàëüíå
÷èñëî k > 1 òàêå, ùî åëåìåíò e = (m′)k ¹ iäåìïîòåíòîì. Òîäi e ∈ R i e 6= 0, îñêiëüêè
e ∈ Stab(q).

Òâåðäæåííÿ 9.3.14. Íåõàé M � òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü
íàä íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ Q, ÿêèé ìiñòèòü ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ 0 i ìà¹ ñêií-
÷åííèé ìiíiìàëüíèé ðàíã. Òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà m ∈ M íàñòóïíi óìîâè ¹
åêâiâàëåíòíèìè:

(i) rank(m) = r(M);
(ii) ïðàâèé iäåàë mM ¹ 0-ìiíiìàëüíèì;

(iii) ëiâèé iäåàë Mm ¹ 0-ìiíiìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii) Íåõàé R 6= {0} � ïðàâèé iäåàë, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â mM . Ìè
äîâåäåìî, ùî R = mM . Çà òâåðäæåííÿì 9.3.13 iäåàë R ìiñòèòü iäåìïîòåíò e 6= 0.
Îñêiëüêè e ∈ R ⊂ mM , òî iñíó¹ åëåìåíò n ∈ M òàêèé, ùî e = mn. Îñêiëüêè
rank(e) 6 rank(m) i âåëè÷èíà rank(m) ¹ ìiíiìàëüíîþ, òî ìà¹ìî rank(e) 6 rank(m).
Íåõàé m = lr � ìiíiìàëüíèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ m ç

l ∈ P(Q× S) i r ∈ P(S ×Q).

Òîäi
e = (lr)n = l(rn).

Äîáóòîê l(rn), î÷åâèäíî, ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âií áóâ îäíîçíà÷íèì. Îñêiëüêè

rank(e) = r(M) = Card(S),

òî ïàðà (l, rn) ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçêëàäîì âiäíîøåííÿ e. Äëÿ âñiõ k > 0 ìà¹ìî, ùî

e = ek+1 = l(rnl)krn

ç óñiìà îäíîçíà÷íèìè äîáóòêàìè. Îñêiëüêè ìíîæèíà S ¹ ñêií÷åííîþ, òî iñíó¹ íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî i > 1 òàêå, ùî (rnl)i ¹ iäåìïîòåíòíèì åëåìåíòîì îäíîçíà÷íîãî ìîíî¨äà
âiäíîøåíü íà ìíîæèíi S, ñêëàäåíèõ çi ñòåïåíiâ äîáóòêó rnl. Îñêiëüêè

rank((rnl)i) = Card(S),

òî êîæåí åëåìåíò â ìíîæèíi S íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäíîøåííÿ (rnl)i. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî (rnl)i = idS. Îòæå,

em = eim = (rnl)im = (rnl)ilr = l(rnl)ir = lr = m.

Ðiâíiñòü em = m äîâîäèòü, ùî m ∈ R, à îòæå R = mM . Îòæå mM ¹ 0-ìiíiìàëüíèì
ïðàâèì iäåàëîì.
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(ii) =⇒ (i) Íåõàé n ∈ M � òàêèé åëåìåíò, ùî rank(n) = r(M). Çà ëåìîþ 9.3.12
iñíó¹ åëåìåíò u ∈ M òàêèé, ùî mun 6= 0. Ç âêëþ÷åííÿ munM ⊂ mM îòðèìó¹ìî
ðiâíiñòü munM = mM , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî m ∈ munM . Îòæå, rank(m) 6 rank(n),
à öå äîâîäèòü ðiâíiñòü

rank(m) = rank(n).

Äîâåäåííÿ åêâiâàëåíöi¨ (i)⇐⇒ (iii) ¹ àíàëîãi÷íèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.3.10. (i) Çà ëåìîþ 9.3.12 ìîíî¨ä M ¹ ïåðâèííèì. Çãiäíî
òâåðäæåííÿ 9.3.14 ìîíî¨ä M ìiñòèòü 0-ìiíiìàëüíèé ëiâèé i 0-ìiíiìàëüíèé ïðàâèé
iäåàëè. Ç îãëÿäó íà íàñëiäîê 1.12.10 ìîíî¨äM ìiñòèòü ¹äèíèé 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë J ,
ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì 0-ìiíiìàëüíèõ ïðàâèõ iäåàëiâ (âiäï., 0-ìiíiìàëüíèõ ëiâèõ iäåàëiâ).
Ùå ðàç çà òâåðäæåííÿì 9.3.14 iäåàë J ¹ îá'¹äíàííÿì íóëÿ 0 i ìíîæèíè K åëåìåíòiâ
ìiíiìàëüíîãî äîäàòíüîãî ðàíãó. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèñëîâëåííÿ (i).

(ii) Ç îãëÿäó íà íàñëiäîê 1.12.10 ìíîæèíà K ¹ ðåãóëÿðíèì D-êëàñîì. Óñi H -
êëàñè ìíîæèíè K ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü çà òâåðäæåííÿì 1.12.3. Ñêií÷åííiñòü
öèõ H -êëàñiâ âèïëèâà¹ ç âèñëîâëåííÿ (iv).

(iii) Íåõàé q ∈ Q i k ∈ K. Ç ëåìè 9.3.12 âèïëèâà¹, ùî nkn′ ∈ Stab(q) äëÿ äåÿêèõ
n, n′ ∈ M . Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 9.3.8 íàïiâãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì m =
nkn′ ¹ ñêií÷åííîþ, òî âîíà ìiñòèòü iäåìïîòåíò e. Òîäi e ∈ K ∩ Stab(q).

(iv) Íåõàé e � iäåìïîòåíò ç ìíîæèíè K. Òîäi H -êëàñ åëåìåíòà e ç ïðè¹äíàíèì
íóëåì ¹

H ∪ {0} = eM ∩Me = eMe = H(e) ∪ {0}.

Ïåðøà ðiâíiñòü ¹ ðåçóëüòàòîì òîãî ôàêòó, ùî R-êëàñ iäåìïîòåíòà e çáiãà¹òüñÿ ç
ìíîæèíîþ eM \ {0}. Äàëi eMe ⊂ eM ∩ Me, i íàâïàêè, ÿêùî n ∈ eM ∩ Me, òî
en = ne = n, à îòæå n = ene ∈ eMe. Öå äîâîäèòü äðóãó ðiâíiñòü. Íà çàâåðøåííi,
H(e) = H îñêiëüêè ìíîæèíà H ¹ ãðóïîþ.

Çà òâåðäæåííÿì 9.1.7 ìà¹ìî Me = Ge ∪ {0} i ìîíî¨ä Me ¹ òðàíçèòèâíèì. Îòæå,
Ge ¹ òðàíçèòèâíîþ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê. �¨ ñòåïiíü äîðiâíþ¹ r(M).

Âèñëîâëåííÿ (v) ¹ áåçïîñåðäíiì íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 9.1.9.

Òåïåð íåõàé M � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü, ÿêèé íå ìiñòèòü ïîðîæíüî-
ãî (íóëüîâîãî) âiäíîøåííÿ. Òåîðåìà 9.3.10 äîïóñêà¹ ôîðìóëþâàííÿ, ÿêå ¹ ïîâíiñòþ
àíàëîãi÷íèì, i âèñëîâëþ¹òüñÿ òàê.

Òåîðåìà 9.3.15. Íåõàé M � òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä
ìíîæèíîþ Q, ÿêèé íå ìiñòèòü íóëüîâîãî âiäíîøåííÿ i ìà¹ ñêií÷åííèé ìiíiìàëüíèé
ðàíã. Íåõàé K � ìíîæèíà åëåìåíòiâ ìiíiìàëüíîãî ðàíãó r(M). Òîäi:

(i) ìíîæèíà K ¹ ìiíiìàëüíèì iäåàëîì ìîíî¨äà M ;
(ii) ìíîæèíà K ¹ ðåãóëÿðíèì D-êëàñîì i âîíà ¹ îá'¹äíàííÿì ñêií÷åííèõ ãðóï;

(iii) êîæíà òî÷êà q ∈ Q ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ùîíàéìåíøå îäíîãî iäåìïîòåíòà
e ∈ K òàêîãî, ùî e ∈ K ∩ Stab(q);

(iv) äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ K ãðóïà Ge ¹ òðàíçèòèâíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ
r(M), i âñi òàêi ãðóïè ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé M0 � îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü

M0 = M ∪ {0}.

Ìà¹ìî r(M) = r(M0). Îòæå, òåîðåìó 9.3.10 çàñòîñó¹ìî äî ìîíî¨äà M0. Äëÿ âñiõ
åëåìåíòiâ m ìîíî¨äà M ìà¹ìî

mM0 = mM ∪ {0}.

Î÷åâèäíî, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà mM ¹ ìiíiìàëüíèì ïðàâèì iäåàëîì ìîíî¨äà
M òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè mM0 ¹ 0-ìiíiìàëüíèì ïðàâèì iäåàëîì ìîíî¨äà M0. Àíà-
ëîãi÷íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ëiâèõ i äâîái÷íèõ iäåàëiâ. Çîêðåìà, 0-ìiíiìàëüíèé iäåàë J
ìîíî¨äà M0 ¹ îá'¹äíàííÿì íóëÿ 0 òà ìiíiìàëüíîãî iäåàëó K ìîíî¨äà M . Öå äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ (i).

Äàëi ìíîæèíà K ¹ D-êëàñîì ìîíî¨äà M0, à òàêîæ âîíà ¹ D-êëàñîì ìîíî¨äà M .
Îñêiëüêè äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M íiêîëè íå äîðiâíþ¹ íóëþ 0, òî êîæåí
H -êëàñ iäåàëà K ¹ ãðóïîþ. Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (ii).

Iíøi òâåðäæåííÿ íå ïîòðåáóþòü äîâåäåíü.

Íåõàé M � òðàíçèòèâíèé îäíîçíà÷íèé ìîíî¨ä âiäíîøåíü íàä íåïîðîæíüîþ ìíî-
æèíîþ Q ñêií÷åííîãî ìiíiìàëüíîãî ðàíãó i

K = {m ∈M : rank(m) = r(M)} .

Ãðóïè Ge, äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà e iäåàëà K, ¹ åêâiâàëåíòíèìè òðàíçèòèâíèìè
ãðóïàìè ïiäñòàíîâîê. Ãðóïîþ Ñóøêåâè÷à ìîíî¨äà M ¹ çà îçíà÷åííÿì îäíà ç òàêèõ
ãðóï.
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9.4 Äóæå òîíêi êîäè

Êîä X ⊂ A+ íàçèâà¹òüñÿ äóæå òîíêèì, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî x â ìîíî¨äi X∗, ÿêå
íå ìíîæíèêîì ñëîâà â êîäi X. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç F (X) ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà
ìíîæíèêiâ ñëiâ â êîäi X i, ùî F (X) = A∗ \ F (X). Ç öèìè ïîçíà÷åííÿìè êîä X ¹
äóæå òîíêèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

X∗ ∩ F (X) 6= ∅.

Êîæåí äóæå òîíêèé êîä ¹ òîíêèì (òîáòî, âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó F (X) 6= ∅). Íàâïàêè,
òîíêèé êîä íå ¹ çàâæäè äóæå òîíêèì (äèâ. ïðèêëàä 9.4.13). Ïðîòå, òîíêèé ïîâíèé êîä
X ¹ äóæå òîíêèì. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ñëîâî w ∈ F (X). Îñêiëüêè êîä X ¹ ïîâíèì,
òî iñíóþòü u, v ∈ A∗ òàêi, ùî uwv ∈ X∗. Òîäi uwv ∈ X∗ ∩ F (X).

Ìåòà öüîãî ðîçäiëó � äîâåñòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. Çîêðåìà, âií ïîêàçó¹, ùî
ðîçïiçíàâàíèé êîä ¹ äóæå òîíêèé. Öå ¹ áiëüø òî÷íiøå, íiæ òâåðäæåííÿ 2.5.20, ÿêå
ëèøå ñòâåðäæó¹, ùî ðîçïiçíàâàíèé êîä ¹ òîíêèì.

Äëÿ ïðîñòîòè îïèñàííÿ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî
àâòîìàòà A ðàíãîì ñëîâà w â A íàçèâà¹òüñÿ ðàíã âiäíîøåííÿ ϕA(w). Öå óçãîäæó¹òüñÿ
ç âèçíà÷åííÿì ðàíãó, íàâåäåíèì ó ïiäðîçäiëi 3.6 äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ àâòîìàòiâ, ÿê
öå ïîêàçàíî â ïðèêëàäi 4.2.6.

Òåîðåìà 9.4.1. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i A = (Q, 1, 1) � íåîäíîçíà÷íèé îáðiçàíèé
àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗. Íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ äóæå òîíêèì êîäîì;
(ii) ìîíî¨ä ϕA(A∗) ìà¹ ñêií÷åííèé ìiíiìàëüíèé ðàíã.

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ñêëàäà¹òüñÿ ç äåêiëüêîõ åòàïiâ. Ïî÷íåìî ç íàñòóïíî¨
âëàñòèâîñòi, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ç óìîâè (i) âèïëèâà¹
óìîâà (ii).

Òâåðäæåííÿ 9.4.2. Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i A = (Q, 1, 1) � íåîäíîçíà÷íèé îáðiçà-
íèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗. Äëÿ âñiõ ñëiâ w ∈ F (X) ðàíã ñëîâà w â
àâòîìàòi A ¹ ñêií÷åííèì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ∈ Q íåõàé Φ(p) � ìíîæèíà ïðåôiêñiâ ñëîâà w, ÿêi
¹ ìiòêàìè øëÿõiâ çi ñòàíó p ó ñòàí 1:

Φ(p) = {u ∈ A∗ : u 6 w i pϕA(u)1} .

Äàëi ìè äîâåäåìî, ÿêùî Φ(p) = Φ(p′) äëÿ äåÿêèõ ñòàíiâ p, p′ ∈ Q, òî ðÿäêè iíäåêñiâ
p i p′ â ϕA(w) ¹ ðiâíèìè. Ðîçãëÿíåìî ñòàí q ∈ Q òàêèé, ùî

pϕA(w)q.

Îñêiëüêè àâòîìàò A ¹ îáðiçàíèì, òî iñíóþòü ñëîâà v, v′ ∈ A∗ òàêi, ùî 1ϕ(v)p i qϕ(v
′)1.

Òàêèì ÷èíîì, 1ϕA(vwv′)1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî vwv′ ∈ X∗. Îñêiëüêè w ∈ F (X),
òî øëÿõ p

w−→ q íå ¹ ïðîñòèì. Òîäi iñíóþòü ñëîâà u, u′ ∈ A∗ òàêi, ùî w = uu′ i
vu, u′v′ ∈ X∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ â àâòîìàòi A øëÿõ

1
v−→ p

u−→ 1
u′−→ q

v′−→ 1.
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Çà îçíà÷åííÿì u ∈ Φ(p), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî u ∈ Φ(p′). Ç öüîãî îòðèìó¹ìî, ùî
p′ϕ(u)1ϕ(u

′)q, à îòæå p′ϕ(w)q. Öå äîâîäèòü íàøå âèñëîâëåííÿ.

Êiëüêiñòü ìíîæèí Φ(p) äëÿ ñòàíó p ∈ Q ¹ ñêií÷åííîþ. Çãiäíî äî âèñëîâëåííÿ, ÿêå
òiëüêè, ùî áóëî äîâåäåíî, ìíîæèíà ðÿäêiâ âiäíîøåííÿ ϕA(w) òàêîæ ¹ ñêií÷åííîþ.
Çà òâåðäæåííÿì 9.3.7 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñëîâî w ìà¹ ñêií÷åííèé ðàíã.

Ïðèêëàä 9.4.3. Íåõàé X = {anban : n > 0} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. X
¹ äóæå òîíêèì êîäîì, îñêiëüêè b2 ∈ X∗ ∩ F (X). Àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä
X∗ çîáðàæåíî íà ðèñ. 9.9. Îáðàç ñòîñîâíî âiäíîøåííÿ e ñëîâà b2 â àñîöiéîâàíîìó

a

a

b

a

a

b

a

a

b

a

a

· · ·

· · ·

b 1

2

2′

3

3′

4

4′

Ðèñ. 9.9: Àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗

ìîíî¨äi âiäíîøåíü M ¹ iäåìïîòåíòîì ðàíãà 1. Ñêií÷åííiñòü ðàíãó òàêîæ âèïëèâà¹ ç
òâåðäæåííÿ 9.4.2, îñêiëüêè ñëîâî b2 íå ¹ ìíîæíèêîì ñëîâà â êîäi X. Ëîêàëiçîâàíèé
ìîíî¨ä eMe çâåäåíèé äî e i 0 (ÿêèé ¹ îáðàçîì ñëîâà b2ab2, äëÿ ïðèêëàäó). Ìîíî¨ä
M ìà¹ åëåìåíòè íåñêií÷åííîãî ðàíãó: öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ îáðàçó ñëîâà a. Ñïðàâäi,
î÷åâèäíî, ùî æîäåí ñòåïiíü öüîãî åëåìåíòà íå ìîæå áóòè iäåìïîòåíòîì. à îòæå çà
òâåðäæåííÿì 9.3.8, öåé åëåìåíò ìà¹ íåñêií÷åííèé ðàíã. Áiëüøå òîãî, ìîíî¨ä M ìà¹
åëåìåíòè ñêií÷åííîãî ðàíãó n äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà n > 0: ñëîâî banbanb ìà¹
ðàíã n+ 1, i öå ÷èòà÷ ìîæå ëåãêî ïåðåâiðèòè.

Òâåðäæåííÿ 9.4.4. Íåõàé X � êîä íàä àëôàâiòîì A, A = (Q, 1, 1) � íåîäíîçíà÷-
íèé îáðiçàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìîíî¨ä X∗, ϕ � àñîöiéîâàíå çîáðàæåííÿ òà
M = ϕ(A∗).

Äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ ϕ(X∗) çi ñêií÷åííèì ðàíãîì òàêèé, ùî ãðóïà Ge

¹ òðàíçèòèâíîþ, âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âèñëîâëåííÿ:

(i) iñíóþòü ñëîâà v1, v2, . . . , vn+1 ∈ ϕ−1(H(e)) ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ âñiõ ñëiâ
y, z ∈ A∗ òàêèõ, ùî

yv1v2 · · · vn+1z ∈ X∗

iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî i (1 6 i 6 n) òàêå, ùî:

yv1v2 · · · vi, vi+1 · · · vn+1z ∈ X∗;

(ii) ìíîæèíà ϕ−1(e) ∩ F (X) ¹ íåïîðîæíüîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé e = lr � ñòîâï÷èêî-ðÿäêîâèé ðîçêëàä âiäíîøåííÿ e, S � ìíîæèíà
éîãî íåðóõîìèõ òî÷îê i G = H(e). Çà òâåðäæåííÿì 9.1.9 çâóæåííÿ γ : eMe → Me ¹
içîìîðôiçìîì âèçíà÷åíèì m 7→ rml i éîãî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê
n 7→ lnr.

Ìíîæèíà S ìiñòèòü åëåìåíò 1, îñêiëüêè e ∈ ϕ(X∗). Ïîêëàäåìî S = {1, 2, . . . , n}.
Ñïî÷àòêó âèêëþ÷à¹ìî âèïàäîê, êîëè ϕ−1(e) = {1}. Òîäi e ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì
ìîíî¨äàM i S = Q. Îñêiëüêè H(e) = {1} i çà ïðèïóùåííÿì ãðóïà Ge ¹ òðàíçèòèâíîþ,
òî îòðèìó¹ìî, ùî A = X. Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàò âèêîíó¹òüñÿ òðèâiàëüíî.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ϕ−1(e) 6= {1}. Âèáåðåìî åëåìåíòè g2, g3, . . . , gn ∈ Ge òàêèìè,
ùî

2g2 = 1, 3g2g3 = 1, . . . , ng2g3 · · · gn = 1.

Òàêi åëåìåíòè iñíóþòü, îñêiëüêèGe ¹ òðàíçèòèâíîþ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê. Ïiäñòàíîâêè
g2, g3, . . . , gn ¹ çâóæåííÿìè íà S åëåìåíòiâ h2, h3, . . . , hn ãðóïè H(e) i âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi hi = lgir. Îòæå gi = rhil = γ(hi). Íåõàé v1, v2, . . . , vn+1 ∈ A+ ¹ òàêèìè
ñëîâàìè, ùî

ϕ(v1) = ϕ(vn+1) = e, ϕ(v2) = h2, . . . , ϕ(vn) = hn.

Ïîêëàäåìî w = v1v2 · · · vn+1. Ðîçãëÿíåìî ñëîâà y, z ∈ A∗ òàêi, ùî ywz ∈ X∗. Òîäi
iñíóþòü ñòàíè p, q ∈ Q òàêi, ùî

1
y−→ p

w−→ q
z−→ 1.

Çàóâàæèìî, ùî

ϕ(w) = lrh2 · · ·hnlr = lγ(h2 · · ·hn)r = lg2 · · · gnr.

Îñêiëüêè pϕ(w)q, òî iñíóþòü r, s ∈ S òàêi, ùî p
l−→ r, rg2 · · · gn = s i s

r−→ q.
Òîäi rg2 · · · gr = 1 (ç g2 · · · gr = idS ó âèïàäêó r = 1). Îñêiëüêè åëåìåíòè g2, . . . , gr ¹
ïiäñòàíîâêàìè, òî çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

1gr+1 · · · gn = s.

Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî r
h2···hr−−−−−→ 1, 1

hr+1···hn−−−−−−→ s, i îñêiëüêè lp,r = ep,r, rs,q = es,q, òî
ìà¹ìî

p
eh2···hr−−−−−−→ 1 i 1

hr+1···hne−−−−−−−→ q.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
yv1v2 · · · vr, vr+1 · · · vn+1z ∈ X∗.

îòîæ, ñëîâà v1, · · · , vn+1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (i).
Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii), ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó, ùî ñëîâî

w = v1v2 · · · vn+1 ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi F (X). Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ywz ∈ X äëÿ
äåÿêèõ ñëiâ y, z ∈ A∗. Òîäi iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî i (1 6 i 6 n), ùî

yv1 · · · vi, vi+1 · · · vn+1z ∈ X∗.

Îñêiëüêè v1, . . . , vn+1 ∈ A+, òî öi äâà ñëîâà ìiñòÿòüñÿ íàñïðàâäi â ìîíî¨äi X+, à öå
ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó, ùî ìíîæèíà X ¹ êîäîì. Îòîæ, w ∈ F (X).

Íåõàé h′ � iíâåðñíèé åëåìåíò äî h = ϕ(w) â H(e), i íåõàé w′ � òàå ñëîâî, ùî
ϕ(w′) = h′. Òîäi ww′ ∈ ϕ−1(e), à òàêîæ ìà¹ìî, ùî ww′ ∈ F (X). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
òâåðäæåííÿ.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.4.1. (i)⇒ (ii) Íåõàé x ∈ X∗∩F (X). Çà òâåðäæåííÿì 9.4.2
ðàíã åëåìåíòà ϕ(x) ñêií÷åííèé. Îñêiëüêè x ∈ X∗, òî ìà¹ìî, ùî (1, ϕA(X), 1) = 1, à
îòæå ϕA(x) 6= 0. Öå äîâîäèòü, ùî ìîíî¨ä ϕA(A∗) ìà¹ ñêií÷åííèé ðàíã.

(ii) ⇒ (i) Íàïiâãðóïà M = ϕA(A∗) ¹ òðàíçèòèâíèì îäíîçíà÷íèì ìîíî¨äîì âiäíî-
øåíü, ùî ìà¹ ñêií÷åííèé ìiíiìàëüíèé ðàíã r(M). Íåõàé

K = {m ∈M : rank(m) = r(M)} .

Çà òåîðåìàìè 9.3.10 i 9.3.15 iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ K ∩ Stab(1), i ãðóïà ïiäñòàíîâîê
Ge ¹ òðàíçèòèâíîþ ñòåïåíÿ r(M). Çà òâåðäæåííÿì 9.4.4 ìíîæèíà ϕ−1

A (e) ∩ F (X)
íåïîðîæíÿ. Îñêiëüêè ϕ−1

A (e) ⊂ X∗, òî êîä X ¹ äóæå òîíêèì.

Òåïåð ìè âèêëàäåìî ðÿä íàñëiäêiâ òåîðåìè 9.4.1.

Íàñëiäîê 9.4.5. Íåõàé X � ïîâíèé êîä i A = (Q, 1, 1) � îäíîçíà÷íèé îáðiçàíèé
àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) X ¹ òîíêèì êîäîì;
(ii) ìîíî¨ä ϕA(A∗) ìiñòèòü åëåìåíòè ñêií÷åííîãî ðàíãó.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîä X ¹ ïîâíèì, òî ìîíî¨ä ϕA(A∗) íå ìiñòèòü íóëüîâîãî âiä-
íîøåííÿ çà òâåðäæåííÿì 2.5.28. Îòîæ, åêâiâàëåíòíiñòü òâåðäæåíü (i) òà (ii) áåçïî-
ñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.4.1.

Iíøèì íàñëiäêîì òåîðåìè 9.4.1 ¹ àëãåáðà¨÷íå äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5.13, ÿêå íå
çàëåæèòü âiä äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè, âèêëàäåíîãî çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ìið.

Íàñëiäîê 9.4.6. ßêùî X � òîíêèé ïîâíèé êîä, òî X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (Q, 1, 1) � îäíîçíà÷íèé îáðiçàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹
âiëüíèé ìîíî¨ä X∗ i ϕ � àñîöiéîâàíå çîáðàæåííÿ. Íåõàé x ∈ X∗ � ñëîâî òàêå, ùî
e = ϕ(x) ¹ iäåìïîòåíòîì ìiíiìàëüíîãî iäåàëà J ìîíî¨äà ϕ(A∗). Òàêèé äåìïîòåíò iñíó¹
çà òåîðåìîþ 9.3.15(iii).

Íåõàé y /∈ X. Òîäi eϕ(y)e = ϕ(xyx) ìiñòèòüñÿ â H -êëàñi iäåìïîòåíòà e. Öåé H -
êëàñ ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ. Îòîæ, iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî (ϕ(xyx))n = e.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (xyx)n ∈ X∗, à îòæå îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà X ∪ {y} íå ¹
êîäîì.

Íåõàé X ⊂ A+ � êîä i A = (Q, 1, 1) � îäíîçíà÷íèé îáðiçàíèé àâòîìàò, ÿêèé
ðîçïiçíà¹ âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Ìè äîâåëè, ùî êîä X ¹ äóæå òîíêèì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìîíî¨ä M = ϕA(A∗) ìà¹ åëåìåíòè ñêií÷åííîãî äîäàòíîãî ðàíãó. Íåõàé r �
íàéìåíøèé ç öèõ íåíóëüîâèõ ðàíãiâ, i íåõàé K � ìíîæèíà åëåìåíòiâ ìîíî¨äà M , ÿêi
ìàþòü ðàíã r. Ïîêëàäåìî ϕ = ϕA. Êîðèñíî ìàòè íà óâàçi òàêi ôàêòè.

Òåîðåìà 9.4.7.

Ëåìà 9.4.8. Íåõàé X � ïîâíèé òîíêèé êîä. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ X∗

iñíó¹ ñëîâî w ∈ X∗uX∗, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó: ÿêùî ywz ∈ X∗, òî iñíó¹
ôàêòîðèçàöiÿ w = fug òàêà, ùî yf, gz ∈ X∗.

Äîâåäåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 9.4.9.

Äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.4.10.

Äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 9.4.11.

Ïðèêëàä 9.4.12.

Ïðèêëàä 9.4.13.
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9.5 Ãðóïà òà ïîðÿäîê êîäà
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ïðîáëåìà ïðî âêëàäåííÿ äëÿ ñêií÷åííîãî
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Ñëîâíèê-ìiíiìóì

àíãëî-óêðà¨íñüêèõ òåðìiíiâ

A

accessible ∼ äîñòóïíèé
accessible state ∼ äîñòóïíèé ñòàí (àâòîìà-

òà)
adjacent ∼ ñóìiæíèé
adjacency matrix ∼ ìàòðèöÿ ïåðåõîäiâ (ñó-

ìiæíîñòi)
adjacency matrix of an automaton ∼ ìàò-

ðèöÿ ïåðåõîäiâ (ñóìiæíîñòi) àâòîìàòà
adjacency matrix of a graph ∼ ìàòðèöÿ

ñóìiæíîñòi ãðàôà
admit ∼ äîïóñêàòè
allow ∼ ââàæàòè, âèäàâàòè, âèçíàâàòè, âðà-

õîâóâàòè, äàâàòè, äàâàòè äîçâië, äîçâîëÿòè, äî-
ïóñêàòè, íàäàâàòè, ïîãîäæóâàòèñÿ

alphabet ∼ àëôàâiò
alphabetic order ∼ ëåêñèêîãðàôi÷íèé (àë-

ôàâiòíèé) ïîðÿäîê
ambiguous ∼ íåîäíîçíà÷íèé
appropriate ∼ âiäïîâiäíèé
approximate ∼ íàáëèæåíèé
approximate eigenvector of a nonnega-

tive matrix ∼ íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð íå-
âiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi

associated ∼ àñîöiéîâàíbq
associated representation ∼ àñîöiéîâàíå

çîáðàæåííÿ
asynchronous ∼ àñèíõðîííèé
asynchronous automaton ∼ àñèíõðîííèé

àâòîìàò
automaton ∼ àâòîìàò
average ∼ ñåðåäí¹, ñåðåäíié
average length ∼ ñåðåäíÿ äîâæèíà

B

backward ∼ îáåðíåíèé, íàïðÿìëåíèé â îáåð-
íåíîìó íàïðÿìêîâi

backward boundary edge ∼ îáåðíåíå ãðà-
íè÷íå ðåáðî

balance of an automaton ∼ áàëàíñ àâòîìà-
òà

base ∼ áàçà

behavior ∼ ïîâåäiíêà, ðåæèì, õàðàêòåðèñ-
òèêè

behavior of an automaton ∼ ïîâåäiíêà àâ-
òîìàòà

Bernoulli distribution ∼ ðîçïîäië Áåðíóëëi
bideterministic automaton ∼ áiäåòåðìiíî-

âàíèé àâòîìàò
bi�x code ∼ áiôiêñíèé êîä
bi�x subset ∼ áiôiêñíà ïiäìíîæèíà (âiëüíî-

ãî ìîíî¨äà)
bijection ∼ ái¹êöiÿ
bijective map ∼ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
bisection ∼ áiñåêöiÿ
biunitary ∼ áióíiòàðíèé
boundary ∼ ìåæà, êðàé, ìåæîâèé, êðàéîâèé
boundary edge ∼ ãðàíè÷íå ðåáðî

C

case ∼ âèïàäîê
chain ∼ ëàíöþã (äëÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâà-

íèõ ìíîæèí)
channel ∼ êàíàë
channel alphabet ∼ àëôàâiò êàíàëó
characteristic ∼ õàðàêòåðèñòè÷íèé
characteristic series ∼ õàðàêòåðèñòè÷íèé

ðÿä
characterization ∼ õàðàêòåðèñòèêà, õàðàê-

òåðèçàöiÿ, îïèñàííÿ
circular code ∼ êðóãîâèé êîä
coaccessible state ∼ êîäîñòóïíèé ñòàí (àâ-

òîìàòà)
code ∼ êîä
codeword ∼ êîäîâå ñëîâî
coding morphism ∼ êîäóþ÷èé ìîðôiçì,

ìîðôiçì êîäóâàííÿ
coe�cient ∼ êîåôiöi¹íò
coherence ∼ êîãåðåíòíiñòü
coherence condition ∼ óìîâà êîãåðåíòíîñòi
column ∼ ñòîâïåöü
column of a matrix ∼ ñòîâïåöü ìàòðèöi
combination ∼ êîìáiíàöiÿ
companion ∼ ñóïóòíèê
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comparable ∼ ïîðiâíÿëüíèé

completable ∼ ïîïîâíþâàëüíèé

completable element ∼ ïîïîâíþâàëüíèé
åëåìåíò

completable word ∼ ïîïîâíþâàëüíå ñëîâî

complete ∼ ïîâíèé

complete automaton ∼ ïîâíèé àâòîìàò

complete ordered semiring ∼ ïîâíå âïî-
ðÿäêîâàíå íàïiâêiëüöå

complete semiring ∼ ïîâíå íàïiâêiëüöå

complete subset ∼ ïîâíà ïiäìíîæèíà

composable codes ∼ êîìïîçèöiéîâíi êîäè

composition ∼ êîìïîçèöiÿ

comprehensive ∼ âñåái÷íèé, âñåîñÿæíèé

concatenation ∼ êîíêàòåíàöiÿ (äîïèñóâàí-
íÿ ëiòåð àáî ñëiâ)

concave ∼ óâiãíóòèé

conclude ∼ çàâåðøóâàòè, çàêií÷óâàòè, ðîáè-
òè âèñíîâîê

conclusion ∼ âèñíîâîê

congruence ∼ êîíãðóåíöiÿ

conjecture ∼ ãiïîòåçà

conjugacy ∼ ñïðÿæåíiñòü

conjugacy class ∼ êëàñ ñïðÿæåíîñòi

conjugate ∼ ñïðÿæåíèé

conjugate word ∼ ñïðÿæåíi ñëîâà

consecutive ∼ ïîñëiäîâíèé

constant term ∼ ïîñòiéíèé òåðì

constrained ∼ îáìåæåíèé, ñêóòèé

(p, q)-constrained set ∼ (p, q)-îáìåæåíà
ìíîæèíà

context ∼ êîíòåêñò

context of a word ∼ êîíòåêñò ñëîâà

continuous ∼ íåïåðåðâíèé

continuous morphism ∼ íåïåðåðâíèé ìîð-
ôiçì

convenience ∼ çðó÷íiñòü

convenient ∼ çðó÷íèé

converge ∼ çáiãàòèñÿ, çáiæíèé

coprime integers ∼ âçà¹ìíî ïåðâèííi öiëi
÷èñëà

coset of a subgroup in the group ∼ ñóìiæ-
íèé êëàñ ïiäãðóïè â ãðóïi

cost ∼ âàðòiñòü, öiíà

count ∼ áðàòè äî óâàãè, âðàõîâóâàòè, ïåðå-
ëi÷óâàòè

cross-section ∼ ïåðåðiç, ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç

crossing ∼ ïåðåòèí, ïåðåõðåùåííÿ, ñõðåùó-
âàííÿ

crossing edge ∼ ðåáðî ñõðåùóâàííÿ

cutting ∼ ðîçðiçàííÿ

cutting point ∼ òî÷êà ðîçðiçàííÿ

cycle ∼ öèêë

cyclically ∼ öèêëi÷íî

cyclotomic ∼ êðóãîâèé, öèêëîòîìi÷íèé

cyclotomic identity ∼ öèêëîòîìi÷íà òîòîæ-
íiñòü

D

dash ∼ òèðå
decide ∼ âèçíà÷àòèñÿ, ïðèéìàòè ðiøåííÿ
deciphering ∼ äåøèôðóâàííÿ
decoding ∼ äåêîäóâàííÿ
decoding function ∼ ôóíêöiÿ äåêîäóâàííÿ
decompose ∼ ðîçêëàäàòè
decomposition ∼ ðîçêëàä, ðîçáèòòÿ
deduce ∼ âèâîäèòè, ðîáèòè âèñíîâîê
degree ∼ ñòåïiíü, ïîðÿäîê
degree of a group of permutations ∼ ïî-

ðÿäîê ãðóïè ïiäñòàíîâîê
degree of a polynomial ∼ ñòåïiíü ïîëiíîìà

(ìíîãî÷ëåíà)
delay ∼ çàòðèìêà, çàòðèìóâàòè
denominator ∼ çíàìåííèê
dense ∼ ùiëüíèé
dense subset ∼ ùiëüíà ïiäìíîæèíà
derivation ∼ âèâåäåííÿ, äèôåðåíöiþâàííÿ,

îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïîõiäíî¨, âçÿòòÿ ïîõiäíî¨
derive ∼ âèâîäèòè, îòðèìóâàòè, áðàòè ïîõi-

äíó
derived ∼ ïîõiäíèé, âèâåäåíèé
descending ∼ íèçõiäíèé
description ∼ îïèñ, îïèñàííÿ
deserve ∼ çàñëóãîâóâàòè
deterministic automaton ∼ äåòåðìiíîâà-

íèé àâòîìàò
dihedral group ∼ äiåäðàëüíà ãðóïà
di�erence ∼ âiäìiííiñòü
di�erent ∼ ðiçíèé
disappear ∼ çíèêàòè
discover ∼ âèÿâëÿòè, çíàõîäèòè
discuss ∼ äèñêóòóâàòè, îáãîâîðþâàòè
disjoint ∼ äèç'þíêòíèé
disjoint double factorization ∼ äèç'þíêòíà

ïîäâiéíà ôàêòîðèçàöiÿ (ñëîâà)
distinguish ∼ ðîçðiçíÿòè, õàðàêòåðèçóâàòè,

ðîçïiçíàòè
distribution ∼ ðîçïîäië
diverge ∼ ðîçáiãàòèñÿ, ðîçáiæíèé
double ∼ ïiäâiéíèé
doubly transitive permutation group∼ ïî-

äâiéíî òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê
Dyck code ∼ êîä Äèêà
Dyck code over n letters ∼ êîä Äèêà íàä n

ëiòåðàìè
Dyck-prime ∼ ïåðâèííå ÷èñëî çà Äèêîì
Dyck set ∼ ìíîæèíà Äèêà

E

ease ∼ ïðîñòîòà
edge ∼ ðåáðî, ïåðåõiä (â àâòîìàòi)
eigenvalue ∼ âëàñíå çíà÷åííÿ
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eigenvector ∼ âëàñíèé âåêòîð
Elias code ∼ êîä Åëià
elimination ∼ ëiêâiäàöiÿ, î÷èùåííÿ, óñóíå-

ííÿ
empty word ∼ ïîðîæí¹ ñëîâî
encoder ∼ êîäóâàëüíèé ïðèñòðié, êîäåð,

øèôðàòîð
encoding ∼ êîäóâàííÿ, øèôðóâàííÿ
end of a path ∼ êiíåöü øëÿõó
end state of a path ∼ êiíöåâèé ñòàí øëÿõó

(àâòîìàòà)
enough ∼ äîñòàòíüî, äîâîëi
ensure ∼ ãàðàíòóâàòè
entropy ∼ åíòðîïiÿ
equality ∼ ðiâíiñòü
equivalence ∼ åêâiâàëåíòíiñòü, åêâiâàëåíöiÿ
equivalence relation ∼ âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi
equivalent ∼ åêâiâàëåíòíèé
erase ∼ âèêðåñëèòè, âèêðåñëþâàòè, ñòèðàòè
establish ∼ ñòâåðäæóâàòè
even ∼ ïàðíèé
even permutation ∼ ïàðíà ïiäñòàíîâêà
event ∼ ïîäiÿ
evidently ∼ î÷åâèäíî
except ∼ îêðiì, çà âèíÿòêîì, âèêëþ÷àòè
existence ∼ iñíóâàííÿ
expansion ∼ ðîçøèðåííÿ
explain ∼ ïîÿñíþâàòè, òëóìà÷èòè
exponent ∼ ïîêàçíèê, ïîêàçíèê ñòåïåíi, ñòå-

ïiíü, ïîðÿäîê, åêïîíåíòà
exponent of a word ∼ ïîðÿäîê ñëîâà
expression ∼ âèðàç, çîáðàæåííÿ

F

factor ∼ ìíîæíèê (ñëîâà)
factorization ∼ ôàêòîðèçàöiÿ (ñëîâà)
failure function ∼ ôóíêöiÿ âiäìîâè
family ∼ ñiì'ÿ
family of rational subsets of a monoid ∼

ñiì'ÿ ðàöiîíàëüíèõ ïiäìíîæèí ìîíî¨äà
Fibonacci automaton ∼ àâòîìàò Ôiáîíà÷÷i
Fibonacci number ∼ ÷èñëî Ôiáîíà÷÷i
�ll ∼ çàïîâíþâàòè
�nite automaton ∼ ñêií÷åííèé àâòîìàò
�nite deterministic automaton ∼ ñêií÷åí-

íèé äåòåìiíiñòè÷íèé àâòîìàò
�nite transducer ∼ ñêií÷åííèé ïåðåòâîðþ-

âà÷
�at ∼ ïëîñêèé
�at tree ∼ ïëîñêå äåðåâî
forbidden ∼ çàáîðîíåíèé
formal ∼ ôîðìàëüíèé
formal series ∼ ôîðìàëüíèé ðÿä
formal sum ∼ ôîðìàëüíà ñóìà
forward boundary edge ∼ ïðÿìå ãðàíè÷íå

ðåáðî

free ∼ âiëüíèé
free commutative monoid ∼ âiëüíèé êîìó-

òàòèâíèé ìîíî¨ä
free group ∼ âiëüíà ãðóïà
free hull ∼ âiëüíà îáîëîíêà
free monoid ∼ âiëüíèé ìîíî¨ä
free semigroup ∼ âiëüíà íàïiâãðóïà

G

gap ∼ äiðà, ïðîáië, ïðîãàëèíà,
gcd ∼ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
generating series ∼ ïîðîäæóþ÷èé ðÿä
generator ∼ ïîðîäæóþ÷èé åëåìåíò
greatest common divisor ∼ íàéáiëüøèé

ñïiëüíèé äiëüíèê
Green's relations ∼ âiäíîøåííÿ Ãðiíà
group ∼ ãðóïà
group code ∼ ãðóïîâèé êîä
group induced by à group on a class∼ ãðó-

ïà, iíäóêîâàíà ãðóïîþ íà êëàñ
group of units ∼ ãðóïà îäèíèöü

H

Hadamard product ∼ äîáóòîê Àäàìàðà
height ∼ âèñîòà
hidden Markov chain ∼ ïðèõîâàíèé ëàí-

öþã Ìàðêîâà
homomorphism ∼ ãîìîìîðôiçì
however ∼ âñå-òàêè, îäíàê, ïðîòå

I

ideal ∼ iäåàë
idempotent ∼ iäåìïîòåíò
identity element ∼ îäèíè÷íèé åëåìåíò, îäè-

íèöÿ
identity relation ∼ âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi
implement ∼ ðåàëiçîâóâàòè
implementàtion ∼ ðåàëiçàöiÿ
imprimitivity equivalence of a group ∼ åê-

âiâàëåíòíiñòü iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè
imprimitivity quotient of a group ∼ ôàê-

òîð iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè
imprimitivity partition ∼ ðîçáèòòÿ iìïðè-

ìiòèâíîñòi
incident ∼ iíöèäåíòíèé
incident edge ∼ iíöèäåíòíå ðåáðî
inclusion ∼ âêëàäåííÿ, çàíóðåííÿ
inclusion conjecture ∼ ãiïîòåçà ïðî âêëà-

äåííÿ (äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó)
inclusion problem ∼ ïðîáëåìà ïðî âêëàäåí-

íÿ (äëÿ ñêií÷åííîãî êîäó)
incomparable ∼ íåïîðiâíÿëüíèé
incomparable elements ∼ íåïîðiâíÿëüíi

åëåìåíòè
incompletable ∼ íåïîïîâíþâàëüíèé
incompletable word ∼ íåïîïîâíþâàëüíå

ñëîâî
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indecomposable ∼ íåðîçêëàäíèé
indecomposable code ∼ íåðîçêëàäíèé êîä
indegree ∼ ïîðÿäîê âõîäó, íàïiâïîðÿäîê

âõîäó
index ∼ iíäåêñ
index of a subgroup in a group ∼ iíäåêñ

ïiäãðóïè â ãðóïi
indicator ∼ iíäèêàòîð, õàðàêòåðèñòè÷íà

ôóíêöiÿ
induced ∼ iíäóêîâàíèé
inequality ∼ íåðiâíiñòü
in�x code ∼ iíôiêñíèé êîä
information lossless machine ∼ iíôîðìà-

öiéíà ìàøèíà áåç âòðàò
information lossless machine of �nite or-

der ∼ iíôîðìàöiéíà ìàøèíà áåç âòðàò ñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó

initial ∼ ïî÷àòêîâèé
initial part ∼ ïî÷àòêîâà ÷àñòèíà (ïiäìíîæè-

íè âiëüíîãî ìîíî¨äà)
initial state ∼ ïî÷àòêîâèé ñòàí (àâòîìàòà)
input automaton ∼ âõiäíèé àâòîìàò
input label ∼ âõiäíà ìiòêà
input-simple transducer ∼ ïåðåòâîðþâà÷ ç

ïðîñòèì âõîäîì
inseparable ∼ íåâiäîêðåìëþâàíèé, íåñåïà-

ðàáåëüíèé
inseparable states ∼ íåâiäîêðåìëþâàíi ñòà-

íè
inspection ∼ iíñïåêöiÿ, ðåâiçiÿ, îãëÿä
instantaneous ∼ ìèòò¹âèé
insu�cient ∼ íåäîñòàòíié, íåïðèäàòíèé
integer ∼ öiëå ÷èñëî
internal ∼ âíóòðiøíié
interpretation ∼ iíòåðïðåòàöiÿ, òëóìà÷åííÿ
invertible ∼ îáîðîòíèé
invertible matrix ∼ îáîðîòíà ìàòðèöÿ
irreducible ∼ íåçâiäíèé, íåðîçêëàäíèé
irreducible nonnegative matrix ∼ íåçâiäíà

íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ
isomorphism ∼ içîìîðôiçì

K

k-approximate eigenvector of a nonnega-
tive matrix ∼ k-íàáëèæåíèé âëàñíèé âåêòîð íå-
âiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi

K-rational series ∼ K-ðàöiîíàëüíèé ðÿä
k-transitive permutation group ∼ k-òðàí-

çèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê
kernel ∼ ÿäðî

L

label ∼ ìiòêà, ìiòèòè
label of a path ∼ ìiòêà øëÿõó
leaf ∼ ëèñòîê (äåðåâà)
least upper bound ∼ òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü,

ñóïðåìóì

leaves ∼ ëèñòÿ (äåðåâà)
left ∼ ëiâèé
left ideal ∼ ëiâèé iäåàë
left residual ∼ ëiâà ÷àñòêà (ìíîæèíè)
left unitary ∼ óíiòàðíèé çëiâà
length ∼ äîâæèíà
length distribution of the set ∼ ðîçïîäië

äîâæèíè ìíîæèíè
length of a path ∼ äîâæèíà øëÿõó
length of a word ∼ äîâæèíà ñëîâà
letter ∼ ëiòåðà, áóêâà
lexicographic order ∼ ëåêñèêîãðàôi÷íèé

ïîðÿäîê
linear order ∼ ëiíiéíèé ïîðÿäîê
literal ∼ ëiòåðíèé
literal automaton ∼ ëiòåðíèé àâòîìàò (ïðå-

ôiêñíîãî êîäó)
literal deciphering delay ∼ ëiòåðíà çàòðèì-

êà äåøèôðóâàííÿ
literal transducer ∼ ëiòåðíèé ïåðåòâîðþâà÷
literal representation ∼ ëiòåðíå çîáðàæåí-

íÿ (âiëüíîãî ìîíî¨äà)
locally �nite family ∼ ëîêàëüíî ñêií÷åííà

ñiì'ÿ
longer ∼ äîâøèé
lookahead ∼ äèâèòèñÿ âïåðåä, ïåðåãëÿäàòè

M

map ∼ âiäîáðàæåííÿ, âiäîáðàæàòè
mapping ∼ âiäîáðàæåííÿ
Markov chain ∼ ëàíöþã Ìàðêîâà
matrices ∼ ìàòðèöi
matrix ∼ ìàòðèöÿ
maximal ∼ ìàêñèìàëüíèé
maximal code over an alphabet ∼ ìàêñè-

ìàëüíèé êîä íàä àëôàâiòîì
maximal free submonoid of a free mono-

id ∼ ìàêñèìàëüíèé âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî
ìîíî¨äà

merging ∼ çëèòòÿ, îòîòîæíåííÿ, ñêëå¹ííÿ
minimal ∼ ìiíiìàëüíèé
minimal decomposition∼ ìiíiìàëüíèé ðîç-

êëàä
minimal ideal ∼ ìiíiìàëüíèé iäåàë
modulus ∼ ìîäóëü
molecule ∼ ìîëåêóëà
monoid ∼ ìîíî¨ä
morphism ∼ ìîðôiçì
morphism recognizes a subset ∼ ìîðôiçì

ðîçïiçíà¹ ïiäìíîæèíó
Morse code ∼ êîä (àçáóêà) Ìîðçå
M�obius function ∼ ôóíêöiÿ Ìüîáióñà
M�obius inversion formula ∼ ôîðìóëà Ìüî-

áióñà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ
multigraph ∼ ìóëüòèãðàô
multiple ∼ êðàòíå, êðàòíå ÷èñëî
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mutually prime integers ∼ âçà¹ìíî ïåðâèí-
íi öiëi ÷èñëà

N

namely ∼ à ñàìå
natural number ∼ íàòóðàëüíå ÷èñëî
necessarily ∼ íåìèíó÷å, íåîäìiííî,

îáîâ'ÿçêîâî
necklace ∼ íàìèñòî
neutral element ∼ íåéòðàëüíèé åëåìåíò,

îäèíèöÿ
next-state function of an automaton ∼

ôóíêöiÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà
node ∼ âóçîë (ãðàôà)
nonnegative ∼ íåâiä'¹ìíèé
normalized weighted automaton ∼ íîðìà-

ëiçîâíèé çâàæåíèé àâòîìàò
notations ∼ ïîçíà÷åííÿ
null relation ∼ ïîðîæí¹ âiäíîøåííÿ, íóëü-

âiäíîøåííÿ
number ∼ ÷èñëî

O

occurrence ∼ âõîäæåííÿ, åêçåìïëÿð, ïîÿâà,
âèíèêíåííÿ

occurrence of a letter ∼ âõîäæåííÿ ëiòåðè
(â ñëîâî)

odd ∼ íåïàðíèé
o�set ∼ çìiùåííÿ
operation ∼ îïåðàöiÿ
order ∼ ïîðÿäîê
ordered semiring ∼ âïîðÿäêîâàíå íàïiâ-

êiëüöå
ordinary ∼ çâè÷àéíèé, îðäèíàðíèé
origin ∼ ïî÷àòîê, äæåðåëî
origin of a path ∼ ïî÷àòîê øëÿõó
origin state of a path ∼ ïî÷àòêîâèé ñòàí

øëÿõó (àâòîìàòà)
output label ∼ âèõiäíà ìiòêà
output ∼ âèõiä
over ∼ íàä

P

palindrome ∼ ïàëiíäðîì
palindrome prime ∼ ïàëiíäðîìíèé ïåðâèí-

íèé åëåìåíò
palindrome word ∼ ïàëiíäðîìíå ñëîâî
parity ∼ ïàðíiñòü
parse ∼ ãðàìàòè÷íèé (ñèíòàêñè÷íèé) àíàëiç,

ðîçêëàä
parsing ∼ ðîáèòè ãðàìàòè÷íèé (ñèíòàêñè-

÷íèé) àíàëiç
partial order ∼ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
partially ordered set ∼ ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-

âàíà ìíîæèíà
partition ∼ ðîçáèòòÿ
path ∼ øëÿõ

pass ∼ ïðîõiä, ïðîõîäèòè
passing ∼ ïåðåõiä, ïðîõîäæåííÿ
passing system ∼ ñèñòåìà ïåðåõîäó
pattern matching machine ∼ ìàøèíà, ÿêà

ðîçïiçíà¹ øàáëîíè
period ∼ ïåðiîä
permutation ∼ ïiäñòàíîâêà
permutation group ∼ ãðóïà ïiäñòàíîâîê
persistent ∼ ñòiéêèé, ïîñòiéíèé, ñòiéêèé
persistent event ∼ ïîñòiéíà ïîäiÿ
point ∼ òî÷êà
point in a word ∼ òî÷êà â ñëîâi
polynomial ∼ ïîëiíîì, ìíîãî÷ëåí
poset ∼ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà
position ∼ ïîçèöiÿ, ðîçòàøóâàííÿ, ìiñöå,

ðîçðÿä
positive integer ∼ íàòóðàëüíå ÷èñëî âiäìií-

íå âiä íóëÿ
power series ∼ ñòåïåíåâèé ðÿä
pre�x ∼ ïðåôiêñ
pre�x-closed set ∼ ïðåôiêñíî çàìêíåíà

ìíîæèíà
pre�x code ∼ ïðåôiêñíèé êîä
pre�x coding problem ∼ çàäà÷à ïðåôiêñíî-

ãî êîäóâàííÿ
pre�x graph ∼ ïðåôiêñíèé ãðàô (ìíîæèíè

ñëiâ)
pre�x order ∼ ïðåôiêñíèé ïîðÿäîê
pre�x subset ∼ ïðåôiêñíà ïiäìíîæèíà

(âiëüíîãî ìîíî¨äà)
preliminary ∼ ïîïåðåäíié
prime ∼ ïåðâèííèé
prime monoid ∼ ïåðâèííèé ìîíî¨ä
primitive ∼ ïðèìiòèâíèé
primitive transitive group of permutati-

ons ∼ ïðèìiòèâíà òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíî-
âîê

primitive word ∼ ïðèìiòèâíå ñëîâî
probability distribution ∼ iìîâiðíiñíèé

ðîçïîäië
probability generating series of a set ∼ ïî-

ðîäæóþ÷èé ðÿä éìîâiðíîñòåé ìíîæèíè (âiëüíî-
ãî ìîíî¨äà)

product ∼ äîáóòîê
proper ∼ âëàñíèé
proper factor ∼ âëàñíèé ìíîæíèê
proper pre�x ∼ âëàñíèé ïðåôiêñ
prove ∼ äîâîäèòè

Q

quotient automaton ∼ ôàêòîð-àâòîìàò

R

radius ∼ ðàäióñ
radius of convergence ∼ ðàäióñ çáiæíîñòi

(ñòåïåíåâîãî ðÿäó)
radix order ∼ ðîçðÿäíèé ïîðÿäîê
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rank ∼ ðàíã
rank of a word in an automaton ∼ ðàíã

ñëîâà â àâòîìàòi
rational ∼ ðàöiîíàëüíèé
rational expression ∼ ðàöiîíàëüíå çîáðà-

æåííÿ
rational fraction ∼ ðàöiîíàëüíèé äðiá
rational number ∼ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
rational operation ∼ ðàöiîíàëüíà îïåðàöiÿ
rational subset of a monoid ∼ ðàöiîíàëüíà

ïiäìíîæèíà ìîíî¨äà
reach ∼ äîñÿãòè
real ∼ äiéñíèé
real number ∼ äiéñíå ÷èñëî
recognize ∼ âïiçíàâàòè, ðîçïiçíàâàòè, ðîçði-

çíÿòè
recognizable subset ∼ ðîçïiçíàâàíà ìíîæè-

íà
recurrent ∼ ðåêóðåíòíèé, çâîðîòíié
recurrent state ∼ çâîðîòíié ñòàí (äåòåðìi-

íîâàíîãî àâòîìàòà)
reduced ∼ çâåäåíèé, ðåäóêîâàíèé
reduced automaton ∼ çâåäåíèé (ìiíiìàëü-

íèé) àâòîìàò
reducible ∼ çâiäíèé, ðîçêëàäíèé
reducible nonnegative matrix ∼ çâiäíà íå-

âiä'¹ìíà ìàòðèöÿ
reduction ∼ ðåäóêöiÿ (àâòîìàòà íà àâòîìàò)
re�nement ∼ óòî÷íåííÿ, äåòàëiçàöiÿ
re�exive closure of a relation ∼ ðåôëåêñèâ-

íå çàìèêàííÿ âiäíîøåííÿ
regular ∼ ðåãóëÿðíèé
regular D-class ∼ ðåãóëÿðíèé D-êëàñ
regular expression ∼ ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ
regular subset ∼ ðåãóëÿðíà ïiäìíîæèíà
regular transitive group of permutati-

ons ∼ ðåãóëÿðíà òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê
relation ∼ âiäíîøåííÿ
relatively prime integers ∼ âçà¹ìíî ïåð-

âèííi öiëi ÷èñëà
remainder ∼ çàëèøîê, ëèøîê, îñòà÷à, íà-

ðiñò
representation ∼ çîáðàæåííÿ
representative ∼ ïðåäñòàâíèê
residual ∼ ÷àñòêà
reversal set ∼ îáåðíåíà ìíîæèíà
reversal word ∼ îáåðíåíå (ðîçâåðíóòå) ñëî-

âî
reversible ∼ îáîðîòíèé
right ∼ ïðàâèé
right completable element ∼ ïîïîâíþâàëü-

íèé ñïðàâà åëåìåíò (â ìíîæèíi)
right complete subset ∼ ïîâíà ñïðàâà ïiä-

ìíîæèíà (ìîíî¨äà)
right dense subset ∼ ùiëüíà ñïðàâà ïiäìíî-

æèíà (ìîíî¨äà)

right ideal ∼ ïðàâèé iäåàë
right coset of a subgroup ∼ ïðàâèé ñóìiæ-

íèé êëàñ ïiäãðóïè
right unitary ∼ óíiòàðíèé ñïðàâà
ring ∼ êiëüöå
root ∼ êîðiíü
root of a word ∼ êîðiíü ñëîâà
row ∼ ðÿäîê
row of a matrix ∼ ðÿäîê ìàòðèöi
rule ∼ âèêëþÿàòè
run-length encoding ∼ êîäóâàííÿ äîâæèí

ðÿäiâ
run-length limited code ∼ êîä ç îáìåæåí-

íÿì äîâæèíè çàïèñó

S

scope ∼ îáëàñòü äi¨, êîíòåêñò
semaphore ∼ ñåìàôîðíèé
semaphore code ∼ ñåìàôîðíèé êîä
semigroup ∼ íàïiâãðóïà
semiring ∼ íàïiâêiëüöå
separable ∼ âiäîêðåìëþâàíèé, ñåïàðàáåëü-

íèé
separable states ∼ âiäîêðåìëþâàíi ñòàíè
sequence ∼ ïîñëiäîâíiñòü
series ∼ ðÿä
set ∼ ìíîæèíà
set of edges ∼ ìíîæèíà ïåðåõîäiâ (àâòîìà-

òà)
set of states ∼ ìíîæèíà ñòàíiâ (àâòîìàòà)
set recognized by automaton ∼ ìíîæèíà

ðîçïiçíóâàíà àâòîìàòîì
shorthand ∼ ñòåíîãðàôiÿ
sibling ∼ åëåìåíò îäíîãî ðiâíÿ, �áðàò�
sign ∼ çíàê
signi�cance ∼ âàæëèâiñòü, çíà÷åííÿ
simple ∼ ïðîñòèé
simple graph ∼ ïðîñòèé ãðàô
simple path ∼ ïðîñòèé øëÿõ
simplifying ∼ ñïðîùåííÿ
simplifying word ∼ ñïðîùóâàíå ñëîâî
simultaneously ∼ îäíî÷àñíî
singleton set ∼ îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà
source ∼ äæåðåëî
source alphabet ∼ âèõiäíèé àëôàâiò
spectral ∼ ñïåêòðàëüíèé
spectral radius ∼ ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
square ∼ êâàäðàò
stabilizer ∼ ñòàáiëiçàòîð
stabilizer of a point of a set ∼ ñòàáiëiçàòîð

òî÷êè ìíîæèíè
stabilizer of a state ∼ ñòàáiëiçàòîð ñòàíó (â

àâòîìàòi)
stable submonoid ∼ ñòiéêèé ïiäìîíî¨ä
star ∼ çiðêà
star of an automaton ∼ çiðêà àâòîìàòà
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star operation ∼ çiðêà-îïåðàöiÿ, ∗-îïåðàöiÿ
starting ∼ ïî÷àòîê (ñëîâà)
state ∼ ñòàí (àâòîìàòà)
stochastic ∼ ñòîõàñòè÷íèé
stochastic automaton ∼ ñòîõàñòè÷íèé àâ-

òîìàò
stochastic matrix ∼ ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ
straightforward ∼ ïðÿìèé, ïðîñòèé
strictly ∼ ñòðîãî
strongly connected automaton ∼ ñèëüíî

çâ'ÿçíèé àâòîìàò
strongly connected graph ∼ ñèëüíî çâ'ÿç-

íèé ãðàô
submonoid ∼ ïiäìîíî¨ä
subset ∼ ïiäìíîæèíà
successful ∼ óñïiøíié, âäàëèé
successful path ∼ óñïiøíèé øëÿõ
successive ∼ ïîñëiäîâíèé
submonoid ∼ ïiäìîíî¨ä
subsemigroup ∼ ïiäíàïiâãðóïà
substitute ∼ çàìiíÿòè, çàìiùàòè
substitution ∼ çàìiíà
substituting ∼ çàìiíà, çàìiùåííÿ
successively ∼ ïiäðÿä, ïîñëiäîâíî
su�x ∼ ñóôiêñ
su�x-closed set ∼ ñóôiêñíî çàìêíåíà ìíî-

æèíà
summable family ∼ ñóìîâíà ñiì'ÿ
support ∼ íîñié
support of a series ∼ íîñié ðÿäó
symmetric ∼ ñèìåòðè÷íèé
symmetric group ∼ ñèìåòðè÷íà ãðóïà
symmetric relation ∼ ñèìåòðè÷íå âiäíî-

øåííÿ
synchronized ∼ ñèíõðîíiçîâàíèé
synchronized code ∼ ñèíõðîíiçîâàíèé êîä
synchronizing ∼ ñèíõðîíiçàöiÿ
synchronizing for a code ∼ ñèíõðîíiçàöiÿ

êîäó
syntactic monoid ∼ ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨ä

T

target ∼ ìåòà
telegraph channel ∼ òåëåãðàôíèé êàíàë
term ∼ òåðì, ÷ëåí
terminal ∼ êiíöåâèé
terminal state ∼ êiíöåâèé ñòàí
thin ∼ òîíêèé, õóäèé
thin set ∼ òîíêà ìíîæèíà
total order ∼ ëiíiéíèé ïîðÿäîê
totally ordered semiring ∼ ëiíiéíî âïîðÿä-

êîâàíå íàïiâêiëüöå
tower ∼ áàøòà
transducer ∼ ïåðåòâîðîþâà÷
transient ∼ ïåðåõiäíèé
transient event ∼ ïåðåõiäíà ïîäiÿ

transitive ∼ òðàíçèòèâíèé
transitive permutation group ∼ òðàíçè-

òèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê
transition function of an automaton ∼

ôóíêöiÿ ïåðåõîäiâ àâòîìàòà
transition monoid of an automaton ∼ ìî-

íî¨ä ïåðåõîäiâ àâòîìàòà
transmission ∼ ïåðåäàííÿ, ïåðåäà÷à, ïåðå-

ñèëêà, ïðîõîäæåííÿ, òðàíñëÿöiÿ, òðàíñìiñiÿ
transmit ∼ ïåðåäà÷à
transmit data ∼ ïåðåäà÷à äàíèõ
transposed ∼ òðàíñïîíîâàíèé
transposed matrix ∼ òðàíñïîíîâàíà ìàòðè-

öÿ
transposition ∼ òðàíñïîçèöiÿ, ïiäñòàíîâêà
treatment ∼ òðàêòóâàííÿ
trie ∼ íàâàíòàæåíå äåðåâî
trim ∼ âïîðÿäêîâàíèé, îáðiçàíèé
trim automaton ∼ âïîðÿäêîâàíèé (îáðiçà-

íèé) àâòîìàò
trim part of an automaton ∼ âïîðÿäêîâàíà

(îáðiçàíà) ÷àñòèíà àâòîìàòà
trim weighted automaton ∼ âïîðÿäêîâà-

íèé (îáðiçàíèé) âàãîâèé àâòîìàò
trimmed ∼ îáðiçàíèé
triple ∼ òðiéêà
two-sided ideal ∼ äâîái÷íèé iäåàë
tuple ∼ íàáið

U

unambiguity ∼ îäíîçíà÷íiñòü
unambiguous ∼ îäíîçíà÷íèé
unambiguous automaton ∼ îäíîçíà÷íèé

àâòîìàò
unbordered ∼ íåîáëÿìîâàíèé
unbordered word ∼ íåîáëÿìîâàíå ñëîâî
unfolded ∼ ðîçãîðíóòèé
unfolded automatun ∼ ðîçãîðíóòèé àâòî-

ìàò
uniform ∼ îäíîðiäíèé
uniform Bernoulli distribution ∼ îäíîðiä-

íèé ðîçïîäië Áåðíóëëi
uniform code ∼ îäíîðiäíèé êîä
uniform word ∼ îäíîðiäíå ñëîâî
uniformly ∼ îäíîðiäíî
uniformly synchronized code ∼ îäíîðiäíî

ñèíõðîíiçîâàíèé êîä
uniquely decipherable code ∼ ¹äèíî ðîç-

øèôðîâàíèé êîä
unit ∼ îäèíèöÿ
unitary ∼ óíiòàíèé

V

value ∼ çíà÷åííÿ
variable ∼ çìiííà
vector ∼ âåêòîð
verbal ∼ âåðáàëüíèé, ñëîâåñíèé
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vertex ∼ âåðøèíà
vice versa ∼ íàâïàêè

W

weakly ∼ ñëàáêî
weight ∼ âàãà
weighted automaton ∼ âàãîâèé àâòîìàò
weighted cost ∼ âàãîâà âàðòiñòü (êîäó)

whence ∼ çâiäêè

word ∼ ñëîâî

Z

zero ∼ íóëü

zero constant term ∼ íóëüîâèé ïîñòiéíèé
òåðì (êîåôiöi¹íò)
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