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Випадковi вектори

Часто результат експерименту описується не однiєю випадковою величиною X ,
а декiлькома випадковими величинами.

Приклад

Оператор “Старої пошти” обробляє замовлення. Якщо контрольованими розмiрами
вiдправлення є довжина X та ширина Y листа, то маємо двовимiрну випадкову
величину, якщо контролюється ще i висота Z посилки, то маємо тривимiрну
випадкову величину (X ,Y ,Z ).

Дамо строге означення. Нехай (Ω,Σ, P ) – ймовiрнiсний простiр.

Означення

Вимiрна стосовно Σ числова функцiя ξ : Ω → R називається (одномiрною)
випадковою величиною. Вектор-функцiю ξ = (ξ1, . . . , ξm) : Ω → R

m, в якiй
ξ1 : Ω → R, . . . , ξm : Ω → R є випадковими величинами, заданими на одному
ймовiрнiсному просторi, називають m-мiрною випадковою величиною (або
випадковим вектором).

Розрiзнятимемо дискретнi (складовi цих величин дискретнi) i неперервнi (всi
складовi – неперервнi) багатовимiрнi випадковi величини.
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CDF двовимiрної випадкової величини

Зосередимося на двовимiрних випадкових векторах.

Означення

Комулятивною функцiєю сумiсного розподiлу ймовiрностей (cumulative distribution
function, CDF) (дискретної або неперервної) двовимiрної випадкової величини
називається функцiя

FXY (x , y) = P {X < x , Y < y}, x , y ∈ R. (1)

Геометрично рiвнiсть (1) можна тлумачити так: F (x , y) є ймовiрнiстю того, що
випадкова точка (X ,Y ) попаде в нескiнченний квадрат з вершиною в точцi (x , y),
розташований лiвiше i нижче цiєї вершини (Рис. 1)

Рис.1.
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Наведемо основнi властивостi CDF (писатимемо просто F замiсть FXY ).
Властивiсть 1. Значення CDF задовольняють нерiвнiсть

0 ≤ F (x , y) ≤ 1.

Властивiсть 2. F є неспадною функцiя за кожним аргументом, тобто

F (x1, y) ≤ F (x2, y) при x1 < x2,

F (x , y1) ≤ F (x , y2) при y1 < y2.

Д о в е д е н н я. Доведемо, що F = F (x , y) – неспадна функцiя за x .
Нехай x1 < x2. Подiю, яка полягає в тому, що складова X прийме значення

менше x2, i при цьому Y < y , можна роздiлити на наступнi двi несумiснi подiї:

1) X приймає значення, менше x1 i при цьому Y < y

(з ймовiрнiстю P {X < x1,Y < y});
2) X приймає значення, що задовольняє x1 ≤ X < x2, i при цьому Y < y

(з ймовiрнiстю P {x1 ≤ X < x2,Y < y}).
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За теоремою додавання

P {X < x2,Y < y} = P {X < x1,Y < y}+ P {x1 ≤ X < x2,Y < y}.

Звiдси

P {X < x2,Y < y} − P {X < x1,Y < y} = P {x1 ≤ X < x2,Y < y}

або
F (x2, y) − F (x1, y) = P {x1 ≤ X < x2,Y < y} ≥ 0,

звiдки матимемо

F (x2, y) − F (x1, y) ≥ 0 або F (x2, y) ≥ F (x1, y).

Аналогiчно доводиться, що F є неспадна функцiя за аргументом y . �
Властивiсть 3. Виконуються такi граничнi спiввiдношення:
а) F (−∞, y) = 0;
б) F (x ,−∞) = 0;
в) F (−∞,−∞) = 0;
г) F (+∞,+∞) = 1.
Д о в е д е н н я. а) F (−∞, y) є ймовiрнiстю подiї X < −∞ i Y < y , але така

подiя неможлива (оскiльки неможлива подiя X < −∞), отже, ймовiрнiсть такої
подiї дорiвнює 0.

б) Подiя Y < −∞ неможлива, тому F (x ,−∞) = 0
в) Подiя X < −∞ i Y < −∞ неможлива, тому F (−∞,−∞) = 0
г) Подiя X <∞ i Y <∞ вiрогiдна, отже, ймовiрнiсть цiєї подiї F (∞,∞) = 1. �
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Властивiсть 4. a) При y = +∞ CDF системи (X ,Y ) стає CDF складової X :

FXY (x ,+∞) = FX (x);

б) При x = +∞ CDF системи (X ,Y ) стає CDF складової Y :

FXY (+∞, y) = FY (y).

Д о в е д е н н я. a) Так як подiя Y <∞ вiрогiдна,то FXY (x ,∞) визначає
ймовiрнiсть подiї X < x тобто є функцiєю розподiлу складової X .

б) Доводиться аналогiчно. �
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Ймовiрнiсть попадання точки у пiвполоси

Використовуючи функцiю розподiлу системи випадкових величин X та Y ,
легко знайти ймовiрнiсть того, що в результатi випробування випадкова точка
попадає у пiвполосу x1 ≤ X < x2 та Y < y (див. Рис. 2).

Рис.2.

Вiднiмаючи вiд ймовiрностi попадання точки в квадрант з вершиною (x2; y)
ймовiрнiсть попадання точки в квадрант з вершиною (x1; y) (Рис. 2), отримаємо

P {x1 ≤ X < x2, Y < y} = F (x2, y) − F (x1, y). (2)
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Аналогiчно маємо ймовiрнiсть того, що в результатi випробування випадкова
точка попадає у пiвполосу X < x та y1 ≤ Y < y2 (див. Рис. 3).

Рис.3.

Ця ймовiрнiсть дорiвнює

P {X < x , y1 ≤ Y < y2} = F (x , y2)− F (x , y1). (3)

Таким чином, ймовiрнiсть попадання випадкової точки у пiвполосу дорiвнює
приросту функцiї розподiлу за одним з аргументiв.
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Ймовiрнiсть попадання точки у прямокутник

Знайдемо ймовiрнiсть попадання випадкової точки (X ,Y ) в прямокутник
ABCD (Рис. 4).

Рис.4.

Це можна зробити, наприклад, так: вiд ймовiрностi попадання випадкової
точки у вертикальну пiвполосу АВ (ця ймовiрнiсть дорiвнює F (x2, y2)− F (x1, y2))
вiдняти ймовiрнiсть попадання точки у вертикальну пiвполосу CD (ця ймовiрнiсть
дорiвнює F (x2, y1)− F (x1, y1)). Отримаємо, що

P {x1 ≤ X < x2, y1 ≤ Y < y2} =

= [F (x2, y2)− F (x1, y2)]− [F (x2, y1)− F (x1, y1)]. (4)
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Неперервнi випадковi вектори

Двовимiрна випадкова величина називається абсолютно неперервною (ми
казатимемо просто неперервною), якщо iснує щiльнiстю сумiсного розподiлу
ймовiрностей (або просто PDF) – така функцiя fXY (x , y), що

FXY (x , y) =

x
∫

−∞

y
∫

−∞

fXY (ξ, η) dξdη, x ∈ R, y ∈ R. (5)

Альтернативними в певному сенсi означеннями PDF є рiвностi:

fXY (x , y) =
∂2FXY (x , y)

∂x∂y
, x ∈ R, y ∈ R. (6)

або

P {(X ,Y ) ∈ D} =

∫∫

D

fXY (x , y) dxdy . (7)

Графiк функцiї fXY є поверхнею в просторi R3, яку прийнято називати
поверхнею розподiлу випадкового вектора (X ,Y ).
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Розглянемо деякi властивостi двовимiрної щiльностi ймовiрностей.
Властивiсть 1.

∀ (x , y) ∈ R
2

f (x , y) ≥ 0. (8)

Д о в е д е н н я. Ймовiрнiсть попадання випадкової точки у прямокутник зi
сторонами ∆x i ∆y є невiд’ємне число; площа цього прямокутника – додатне
число. Отже, вiдношення цих двох чисел, а значить, i їх границя (при ∆x → 0 i
∆y → 0), яка дорiвнює f (x , y), є невiд’ємне число, тобто виконується (8). �

Ця властивiсть безпосередньо випливає з того, що F – неспадна функцiя своїх
аргументiв.

Властивiсть 2. Виконується умова нормування

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f (x , y) dxdy = 1. (9)

Д о в е д е н н я. Нескiнченi межi iнтегрування вказують, що областю
iнтегрування є вся площина xOy ; оскiльки подiя, яка полягає в тому, що випадкова
точка попаде при випробуваннi на площину xOy , достовiрна, то ймовiрнiсть цiєї
подiї (вона i визначається подвiйним невласним iнтегралом вiд двовимiрної
щiльностi) дорiвнює 1, тобто виконується (9). �
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Приклад

Задана щiльнiсть сумiсного розподiлу неперервної випадкової величини (X ,Y ):
f (x , y) = C cos x cos y в квадратi 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2
; поза цим квадратом

f (x , y) = 0. Знайти сталу C .

Р о з в’ я з у в а н н я. Згiдно з (9)

1 =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

f (x , y) dxdy = C

π

2
∫

0

π

2
∫

0

cos x cos y dxdy .

Тому

C =
1

π

2
∫

0

π

2
∫

0

cos x cos y dxdy

= 1. �
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Нехай вiдома PDF сумiсного розподiлу системи випадкових величин (X ,Y ).
Знайдемо маргiнальнi (або граничнi) PDF її складових. Нехай FX (x) та fX (x) – CDF
та PDF складової X вiдповiдно. Беручи до уваги (5) i рiвнiсть FX (x) = FXY (x ,+∞),
отримаємо

FX (x) =

x
∫

−∞

+∞
∫

−∞

fXY (ξ, η) dξdη =

x
∫

−∞

(

+∞
∫

−∞

fXY (ξ, y) dy
)

dξ,

а тому за означенням маргiнальна PDF складової X має вигляд

fX (x) =

+∞
∫

−∞

fXY (x , y) dy . (10)

Аналогiчно знаходимо маргiнальну PDF складової Y :

fY (y) =

+∞
∫

−∞

fXY (x , y) dx . (11)
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Умовнi закони розподiлу складових
неперервних випадкових векторiв

Вiдомо, що якщо подiї A та B залежнi, то умовна ймовiрнiсть подiї B
вiдрiзняється вiд її безумовної ймовiрностi. В цьому випадку

P(B | A) =
P(A ∩ B)

P(A)
. (12)

Аналогiчне твердження має мiсце i для випадкових величин.
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Нехай (X ,Y ) – неперервна двовимiрна випадкова величина з щiльнiстю
сумiсного розподiлу fXY (x , y) та маргiнальними щiльностями fX (x) та fY (y).

Означення

Функцiя ϕ(x |y) називається умовною щiльнiстю (або умовною PDF) розподiлу
складової X за даного значення Y = y , якщо

ϕ(x |y) =
fXY (x , y)

fY (y)
. (13)

Функцiя ψ(y |x) називається умовною щiльнiстю (або умовною PDF) розподiлу
складової Y за даного значення X = x , якщо

ψ(y |x) =
fXY (x , y)

fX (x)
. (14)

Пiдкреслимо, що вiдмiннiсть, наприклад, умовної щiльностi ϕ(x |y) вiд
безумовної щiльностi fX (x) полягає в тому, що функцiя ϕ(x |y) дає розподiл X при
умовi, що складова Y прийняла значення Y = y . Функцiя ж fX (x) дає розподiл X

незалежно вiд того, якi з можливих значень прийняла складова Y .
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Враховуючи (10)-(11) та (13)-(14), для умовних щiльностей складових
отримаємо такi формули:

ϕ(x |y) =
fXY (x , y)

∞
∫

−∞

fXY (x , y) dx

, (15)

ψ(y |x) =
fXY (x , y)

∞
∫

−∞

fXY (x , y) dy

. (16)

Як i кожна щiльнiсть розподiлу, умовнi щiльностi володiють такими
властивостями:

ϕ(x |y) ≥ 0,

+∞
∫

−∞

ϕ(x |y) dx = 1; (17)

ψ(y |x) ≥ 0,

+∞
∫

−∞

ψ(y |x) dy = 1. (18)
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Приклад

Щiльнiсть двовимiрної випадкової величини (X ,Y ) дорiвнює

f (x , y) =







1

4
, (x , y) ∈ D ,

0, (x , y) 6∈ D ,

де область D обмежена лiнiями y = 0, y = x , y = 4− x (див. Рис. 5). Знайти
умовнi закони розподiлу ймовiрностей складових цiєї випадкової величини.

Рис.5.
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Р о з в’ я з у в а н н я. Спочатку знаходимо розподiл складових:

f1(x) =

+∞
∫

−∞

f (x , y) dy =

=































0, x 6∈ [0; 4],

x
∫

0

1
4
dy , x ∈ [0; 2],

4−x
∫

0

1
4
dy , x ∈ (2; 4],

=



























0, x 6∈ [0; 4],

1

4
x , x ∈ [0; 2],

1

4
(4− x), x ∈ (2; 4].

ψ(y |x) =















1

x
, (x , y) ∈ D , x ∈ [0; 2],

1

4− x
, (x , y) ∈ D , x ∈ (2; 4].
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Перевiрка:
+∞
∫

−∞

ψ(y |x) dy =

x
∫

0

1

x
dy +

4−x
∫

0

1

4− x
dy = 1.

f2(y) =

+∞
∫

−∞

f (x , y) dx =















0, y 6∈ [0; 2],

4−y
∫

y

1
4
dx , y ∈ [0; 2],

=











0, y 6∈ [0; 2],

4− 2y

4
, y ∈ [0; 2].

ϕ(x |y) =
1

4− 2y
, (x , y) ∈ D .

Перевiрка:
+∞
∫

−∞

ϕ(x |y) dx = ... �
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Формула Баєса для щiльностей

Теорема (Баєса)

Щiльностi умовного розподiлу зв’язанi спiввiдношенням

ϕ(x |y) =

ψ(y |x)
+∞
∫

−∞

f (x , y) dy

+∞
∫

−∞

f (x , y) dx

. (19)

Доведення. Запишемо формули (13), (14) у виглядi

fXY (x , y) = fY (y)ϕ(x |y) = fX (x)ψ(y |x).

Тодi

ϕ(x |y) =
fX (x)ψ(y |x)

fY (y)
. (20)

Використавши рiвностi (10) та (11), з (20) отримаємо (19). �
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Дискретнi випадковi вектори

Розглянемо табличний спосiб задання дискретного вектора (X ,Y ):

Y \ X x1 x2 . . . xi . . . xn

y1 p11 p21 . . . pi1 . . . pn1
y2 p12 p22 . . . pi2 . . . pn2
...

...
...

. . .
... . . .

...
yj p1j p2j . . . pij . . . pnj
...

...
...

. . .
...

. . .
...

ym p1m p2m . . . pim . . . pnm

(21)

Перший рядок таблицi мiстить усi можливi значення складової X , а перший
стовпець – складової Y . На перетинi стовпця xi та рядка yj вказано ймовiрнiсть pij
того, що двовимiрна випадкова величина прийме значення (xi , yj ), тобто
pij ≡ p(xi , yj ) := P {X = xi ,Y = yj} – ймовiрнiсть подiї, яка полягає в одночасному
виконаннi рiвностей X = xi та Y = yj для i = 1, n та j = 1,m. При цьому сума
ймовiрностей, якi мiстяться у всiх клiтинках задовольняє умову нормування:

n
∑

i=1

m
∑

j=1

pij = 1. (22)
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Таким чином функцiя розподiлу мас (probability mass function, PMF)
випадкової величини (X ,Y ) матиме вигляд

fXY (x , y) =







pij , x = xi , y = yj , i = 1, n, j = 1,m;

0, iнакше.
(23)

За розподiлом двовимiрної дискретної випадкової величини можна знайти
закони розподiлу (казатимемо маргiнальнi або граничнi розподiли) кожної iз її
складових. Наприклад, слiдуючi подiї є несумiсними

{X = xi ,Y = y1}, {X = xi ,Y = y2}, . . . , {X = xi ,Y = ym},

а тому, згiдно з теоремою додавання, ймовiрнiсть того, що X прийме значення xi
дорiвнює сумi ймовiрностей стовпчика xi :

p(xi ) := P {X = xi} =
m
∑

j=1

p(xi , yj ) =
m
∑

j=1

pij . (24)

Аналогiчно, щоб отримати P {Y = yj}, треба взяти суму ймовiрностей j-го рядка:

p(yj ) := P {Y = yj} =
n

∑

i=1

p(xi , yj ) =
n

∑

i=1

pij . (25)
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Умовнi закони розподiлу складових
дискретних випадкових векторiв

Розглянемо дискретний випадковий вектор (X ,Y ) з таблицi (21). Припустимо,
що в результатi випробування величина Y прийняла значення Y = y1; при цьому X

прийме одне iз своїх можливих значень: x1, або x2, . . . , або xn. Позначимо через

p(xi |yj ), i = 1, n, j = 1,m,

ймовiрнiсть того, що X прийме значення xi за умови, що Y = yj . Ця ймовiрнiсть,
взагалi кажучи, не буде дорiвнювати безумовнiй ймовiрностi P {X = xi}.

Означення

Умовним розподiлом складової X при Y = yj називають сукупнiсть умовних
ймовiрностей p(x1|yj ), p(x2|yj ), . . . , p(xn|yj ), обчислених в припущеннi, що подiя
Y = yj (j має одне i теж значення при всiх значеннях X ) вже вiдбулась.

Аналогiчно визначається умовний розподiл складової Y .
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Знаючи закон розподiлу двовимiрної дискретної випадкової величини, можна,
користуючись формулою (12), обчислити умовнi закони розподiлу складових.
Наприклад, умовний закон розподiлу X в припущеннi, що подiя Y = yj уже
вiдбулась, можна знайти (див. також (25)) за формулою

p(xi |yj ) =
p(xi , yj )

p(yj )
=

p(xi , yj )
n
∑

i=1

p(xi , yj )

, i = 1, n, j = 1,m. (26)

Аналогiчно знаходять умовнi закони розподiлу складової Y :

p(yj |xi ) =
p(xi , yj )

p(xi )
=

p(xi , yj )
m
∑

j=1

p(xi , yj )

, i = 1, n, j = 1,m. (27)

Зауважимо, що сума ймовiрностей умовного розподiлу дорiвнює 1 як i
звичайного. Справдi, оскiльки при фiксованому yj виконується формула (25), то

n
∑

i=1

p(xi |yj ) =

n
∑

i=1

p(xi , yj )

p(yj )
=

p(yj )

p(yj )
= 1.

Аналогiчно доводиться, що при фiксованому xi

m
∑

j=1

p(yj |xi ) = 1.

Цi властивiсть умовних розподiлiв використовують для перевiрки обчислень.
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Залежнi i незалежнi випадковi величини

Випадковi величини X та Y називаються незалежними, якщо закон розподiлу
однiєї з них не залежить вiд того, якi можливi значення прийняла iнша величина.
Точнiше, якщо їхнi сумiсна та маргiнальнi CDF задовольняють рiвнiсть

FXY (x , y) = FX (x)FY (y), (x , y) ∈ R
2
. (28)

У випадку неперервних випадкових величин X та Y замiсть (28) можна взяти
рiвнiсть вiдповiдних PDF.

Теорема

Неперервнi випадковi величини X та Y є незалежними тодi i тiльки тодi, коли

fXY (x , y) = fX (x)fY (y), (x , y) ∈ R
2
. (29)

Доведення. (=⇒) Нехай X та Y – незалежнi, тобто виконується (28). Щоб

отримати (29), продиференцiюємо (28) за x та за y : ∂2FXY (x,y)
∂x∂y

= ∂F1(x)
∂x

∂F2(y)
∂y

.

(⇐=) Зiнтегрувавши рiвнiсть (29) за x та y , отримуємо
y

∫

−∞

x
∫

−∞

f (ξ, η) dξdη =

x
∫

−∞

fX (ξ) dξ

y
∫

−∞

fY (η) dη,

що i означає (28). �
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Приклад

Двовимiрна випадкова величина (X ,Y ) задана щiльнiстю сумiсного розподiлу

fXY (x , y) =







1

4
sin x sin y , 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π;

0, iнакше.

Чи складовi X та Y залежнi?

Р о з в’ я з у в а н н я. Знайдемо щiльностi розподiлу складових

fX (x) =

∞
∫

−∞

1

4
sin x sin y dy =

1

4
sin x

π
∫

0

sin y dy = −
1

4
sin x cos y

∣

∣

∣

y=π

y=0
=

1

2
sin x .

Аналогiчно
fY (y) = ... =

1

2
sin y .

Оскiльки виконується рiвнiсть (29), то з теореми випливає незалежнiсть X та Y . �
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Щоб сформулювати зручний критерiй незалежностi дискретних випадкових
величин наведемо таке твердження.

Теорема

Необхiдною i достатньою умовою незалежностi випадкових величин X та Y є
виконання для будь-яких a < b та c < d рiвностi

P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) = P (a ≤ X < b) · P (c ≤ Y < d). (30)

Доведення. (=⇒) Згiдно з (4), ймовiрнiсть попадання точки в прямокутник
a ≤ x < b, c ≤ y < d дорiвнює

P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) = F (a, c) + F (b, d)− F (a, d)− F (b, c). (31)

В формулi (31) замiнимо F (a, c) = F (a)F (c) i т.д. Тодi сумiсна iмовiрнiсть
зведеться до вигляду

P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) = (F (b)− F (a))(F (d)− F (c))

звiдки i випливає (30).
(⇐=) Вiзьмемо довiльнi числа a, c, x , y так, щоб a < x та c < y . У лiву

частину рiвностi (30) пiдставимо формулу (31), а ймовiрностi зправа замiнимо
виразом типу P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a), а потiм спрямуємо a → −∞ та
c → −∞. З урахуванням граничних значень одновимiрних i сумiсної функцiй
розподiлу i з довiльностi x та y ми отримуємо (29). �
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Теорема

Нехай X та Y є дискретними випадковими величинами,
∑

i,j

P (X = xi , Y = yj ) = 1,

послiдовностi {xi} та {yj} не мають граничних точок. Тодi X та Y є незалежними
тодi i тiльки тодi, коли

∀ i , j : P (X = xi , Y = yj ) = P (X = xi ) · P (Y = yj ). (32)

Доведення. (=⇒) Нехай X та Y незалежнi. Тодi виконується умова (30).
Вiзьмемо значення a, b, c, d так, щоб в прямокутник {a ≤ x < b, c ≤ y < d} попала
тiльки одна точка (xi , yj ). Тодi формула (32) зразу випливає з (30), оскiльки

P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) = P (X = xi , Y = yj ),

P (a ≤ X < b) = P(X = xi ), P (c ≤ Y < d) = P (Y = yj ).

(⇐=) Нехай виконується умова (32). Для довiльних a, b, c, d в пiвiнтервалах
[a, b) та [c, d) будуть деякi з точок послiдовностi {xi} та {yj}. Крiм того,

P (a ≤ X < b, c ≤ Y < d) =
∑

xi∈[a,b), yj∈[c,d)

P (X = xi , Y = yj ) =

=
∑

xi∈[a,b), yj∈[c,d)

P (X = xi )P (Y = yj ) =
∑

xi∈[a,b)

P (X = xi )
∑

yj∈[c,d)

P (Y = yj ).

Цi суми дорiвнюють P (a ≤ X < b) та P (c ≤ Y < d) вiдповiдно, що дає (30). �
Бугрiй О.М. (ЛНУ) Лекцiя про системи i незалежнiсть 2022 28 / 44



Приклад

Двовимiрна випадкова величина (X ,Y ) задана таблицею (законом розподiлу)

Y \ X 3 4

−3
3

16

3

16

−1
1

16

3

16

1
3

16

1

16

2
1

16

1

16

(33)

Чи складовi X та Y залежнi?
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Р о з в’ я з у в а н н я. 1) Знайдемо розподiл складової X . Для цього
пiдсумуємо значення в таблицi по стовпчиках:

Y \ X 3 4

−3
3

16

3

16

−1
1

16

3

16

1
3

16

1

16

2
1

16

1

16

8

16

8

16
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Р о з в’ я з у в а н н я. 1) Знайдемо розподiл складової X . Для цього
пiдсумуємо значення в таблицi по стовпчиках:

Y \ X 3 4

−3
3

16

3

16

−1
1

16

3

16

1
3

16

1

16

2
1

16

1

16

8

16

8

16

=⇒

X 3 4

P
8

16

8

16

(35)

Отже, ми знайшли закон розподiлу складової X .
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2) Знайдемо розподiл складової Y . Для цього пiдсумуємо значення в таблицi
по рядках:

Y \ X 3 4

−3
3

16

3

16

6

16

−1
1

16

3

16

4

16

1
3

16

1

16

4

16

2
1

16

1

16

2

16
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2) Знайдемо розподiл складової Y . Для цього пiдсумуємо значення в таблицi
по рядках:

Y \ X 3 4

−3
3

16

3

16

6

16

−1
1

16

3

16

4

16

1
3

16

1

16

4

16

2
1

16

1

16

2

16

=⇒

Y P

−3
6

16

−1
4

16

1
4

16

2
2

16

(37)

Отже, ми знайшли закон розподiлу складової Y .
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3) Об’єднаємо цi записи в однiй таблицi:

Y \ X 3 4 P (Y )

−3
3

16

3

16

6

16

−1
1

16

3

16

4

16

1
3

16

1

16

4

16

2
1

16

1

16

2

16

P (X )
8

16

8

16

(38)
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4) Знайдемо якiсь умовнi розподiли, наприклад, умовний розподiл Y за умови,
що X = 3 (для цього “червонi” числа дiлимо на “синє” число) та умовний розподiл
Y за умови, що X = 4 (для цього “зеленi” числа дiлимо на “жовте” число):

Y \ X 3 4 P (Y ) P (Y | X = 3) P (Y | X = 4)

−3
3

16

3

16

6

16
=

3

8

3

8

3

8

−1
1

16

3

16

4

16
=

2

8

1

8

3

8

1
3

16

1

16

4

16
=

2

8

3

8

1

8

2
1

16

1

16

2

16
=

2

8

1

8

1

8

P (X )
8

16

8

16
× × ×

(39)

5) Оскiльки ймовiрностi в трьох останнiх позицiях кожного рядка
вiдрiзняються, то випадковi величини X та Y є залежними. �
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Кореляцiйний момент. Коефiцiєнт кореляцiї

Для опису системи двох випадкових величин, крiм математичних сподiвань i
дисперсiй складових, використовують i iншi характеристики.

Означення

Кореляцiйним моментом випадкових величин X та Y називають математичне
сподiвання добутку вiдхилень цих величин:

µXY = E

{

[X − E (X )][Y − E (Y )]
}

. (40)

Легко переконатися, що кореляцiйний момент можна записати у виглядi

µXY = E (XY )− E (X )E (Y ), (41)

де у випадку дискретних випадкових величин X та Y

E (XY ) =
n

∑

i=1

m
∑

j=1

xiyjpij , (42)

а для неперервних випадкових величин

E (XY ) =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

xy fXY (x , y) dxdy . (43)
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Зауважимо таке: якщо, наприклад, X та Y вимiрянi в сантиметрах i
µXY = 2см2. Якщо вимiряти X та Y в мiлiметрах, то µXY = 200мм2. Така
особливiсть кореляцiйного моменту є недолiком цiєї числової характеристики, бо
порiвнювати кореляцiйнi моменти рiзних систем випадкових величин стає важким.
Щоб усунути цей недолiк, вводять нову числову характеристику.

Означення

Коефiцiентом кореляцiї випадкових величин X та Y називають вiдношення
кореляцiйного моменту до добутку середнiх квадратичних вiдхилень цих величин:

rXY =
µXY

sd(X ) sd(Y )
. (44)

Тут rXY – безрозмiрна величина.
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Теорема

Виконується нерiвнiсть
|µXY | ≤

√

Var (X )Var (Y ). (45)

Д о в е д е н н я. Введемо випадкову величину

Z1 = sd(Y )X − sd(X )Y .

Тодi

Var (Z1) = E

{

[Z1 − E (Z1)]
2
}

= E

{[

sd(Y )X − sd(X )Y − E (sd(Y )X − sd(X )Y )
]2}

=

= E

{[

sd(Y )X − sd(X )Y − sd(Y )E (X ) + sd(X )E (Y )
]2}

=

= E

{

[sd(Y )(X − E (X ))− sd(X )(Y − E (Y ))]2
}

= E

{

sd2(Y )(X − E (X ))2−

−2 sd(X ) sd(Y )(X − E (X ))(Y − E (Y )) + sd2(X )(Y − E (Y ))2
}

=

= sd2(Y )E
{

(X − E (X ))2
}

− 2 sd(X ) sd(Y )E
{

[X − E (X )][Y − E (Y )]
}

+

+sd2(X )E
{

(Y − E (Y ))2
}

= 2 sd2(Y ) sd2(X )− 2 sd(Y ) sd(X )µXY .
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Оскiльки Var (Z1) ≥ 0, то

2 sd(Y )2 sd(X )2 − 2 sd(Y ) sd(X )µXY ≥ 0.

Звiдси µXY ≤ sd(X ) sd(Y ).
Ввiвши випадкову величину

Z2 = sd(Y )X + sd(X )Y ,

аналогiчно знайдемо оцiнку µXY ≥ − sd(X ) sd(Y ). Отже,

− sd(X ) sd(Y ) ≤ µXY ≤ sd(X ) sd(Y ), (46)

що i означає (45). �
З (44) та (45) зразу випливає таке твердження.

Наслiдок

Абсолютна величина коефiцiєнту кореляцiї не перевищує одиницi, тобто

|rXY | ≤ 1. (47)
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Корельованiсть i залежнiсть випадкових
величин

Означення

Двi випадковi величини X та Y називаються корельваними, якщо їх кореляцiйний
момент (або, що те саме, коефiцiєнт кореляцiї) вiдмiнний вiд нуля. Величини X та
Y називають некорельованими, якщо µXY = 0.

Кореляцiйний момент характеризує зв’язок мiж X та Y .

Теорема

Якщо випадковi величини X та Y незалежнi, то µXY = rXY = 0.

Д о в е д е н н я. Оскiльки X i Y – незалежнi випадковi величини, то їх
вiдхилення X − E (X ) i Y − E (Y ) також незалежнi. Користуючись властивостями
математичного сподiвання, одержимо

µXY = E

{

[X − E (X )][Y − E (Y )]
}

= E {X − E (X )}E {Y − E (Y )} = 0. �
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Переконаємось на прикладi, що двi залежнi величини можуть бути
некорельованими.

Приклад

Двовимiрна випадкова величина (X ,Y ) задана щiльнiстю розподiлу

f (x , y) =



















1

6π
,

x2

9
+

y2

4
≤ 1,

0,
x2

9
+

y2

4
> 1.

Переконатися, що X та Y – залежнi некорельованi величини.

Р о з в’ я з у в а н н я. Можна легко обчислити PDF складових X та Y :

fX (x) =
2

9π

√

9− x2, fY (y) =
1

2π

√

4− y2

всереденi заданого елiпса i fX (x) = fY (y) = 0 зовнi нього.
Оскiльки

fXY (x , y) 6= fX (x)fY (y),

то X та Y – залежнi.

Бугрiй О.М. (ЛНУ) Лекцiя про системи i незалежнiсть 2022 39 / 44



Знайдемо

µXY =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

[x − E (X )][y − E (Y )]fXY (x , y) dxdy .

Оскiльки fX парна функцiя, то E (X ) = 0. Аналогiчно E (Y ) = 0, бо fY парна. Отже,

µXY =

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

xyfXY (x , y) dxdy =

+∞
∫

−∞

y
(

+∞
∫

−∞

x fXY (x , y) dx
)

dy .

Внутрiшнiй iнтеграл дорiвнює 0 (пiдiнтегральна функцiя непарна, межi iнтегрування
симетричнi вiдносно початку координат), отже, µXY = 0, тобто залежнi випадковi
величини X i Y некорельованi. �
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Загальнi випадковi вектори та їх числовi
характеристики

Нехай (Ω,Σ, P ) – ймовiрнiсний простiр. Узагальнемо введенi нами поняття.

Означення

Вектор-функцiю ξ = (ξ1, . . . , ξm) : Ω → R
m, в якiй ξ1 : Ω → R, . . . , ξm : Ω → R є

випадковими величинами, заданими на одному ймовiрнiсному просторi, називають
m-мiрною випадковою величиною (або випадковим вектором).

Домовимося далi, що якщо x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ R
m, то

x < y ⇔ x1 < y1, . . . , xm < ym.

Означення

Функцiю Fξ : Rm → [0, 1] таку, що

Fξ(x) = P {ξ(ω) < x} := P {ω ∈ Ω | ξ1(ω) < x1, . . . , ξm(ω) < xm}, x ∈ R
m
,

називають функцiєю розподiлу m-мiрної випадкової величини ξ : Ω → R
m.
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Означення

Випадковий вектор ξ : Ω → R
m називається неперервною випадковою величиною

(має неперервний розподiл), якщо iснує щiльнiсть ймовiрностi (щiльнiсть розподiлу,
PDF) – така невiд’ємна функцiя qξ : Rm → R

1, що

∀ A ⊂ R
m : P {ξ ∈ A} =

∫

A

qξ(x) dx . (48)

Можна показати, що в точках неперервностi qξ виконується формула

qξ(x) =
∂mFξ(x)

∂x1 . . . ∂xm
. (49)

Твердження

Нехай ξ : Ω → R
m – випадковий вектор, f ∈ C(Rm) – деяка функцiя. Тодi

1) f (ξ) : Ω → R
1 – одномiрна випадкова величина;

2) якщо, додатково, ξ – неперервний випадковий вектор зi щiльнiстю qξ, то

E [f (ξ)] =

∫

Rm

f (x)qξ(x) dx . (50)
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Нехай ξ = (ξ1, . . . , ξm) – випадковий вектор. Тодi за означенням маємо таке.

Означення

Математичним сподiванням вектора ξ називатимемо вектор

E ξ := (E ξ1, . . . ,E ξm), (51)

якщо E ξ1, . . . , E ξm iснують.

Означення

Дисперсiєю вектора ξ називатимемо вектор

Var ξ := (Var ξ1, . . . ,Var ξn), (52)

якщо Var ξ1, . . . , Var ξm iснують.

Означення

Середньоквадратичним вiдхиленням сподiванням вектора ξ називатимемо вектор

sd(ξ) := (sd(ξ1), . . . , sd(ξn)), (53)

якщо sd ξ1, . . . , sd ξm iснують.
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