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Програма курсу
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ

♣ АНОТАЦIЯ ♣
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Предмет "Диференцiальнi рiвняння"входить до перелiку тих дисциплiн, якi фор-
мують фундаментальну пiдготовку студентiв природничих спецiальностей.

Програма предмету передбачає ознайомлення студентiв з найпростiшими мате-
матичними моделями природних процесiв, при побудовi яких виникають звичайнi
диференцiальнi рiвняння, вивчення найпростiших методiв iнтегрування рiвнянь, до-
слiдження коректностi задачi Кошi та крайових задач для звичайних диференцiаль-
них рiвнянь, вивчення якiсних властивостей розв’язкiв таких рiвнянь та знайомство
з теорiєю диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку.

Предмет "Диференцiальнi рiвняння" базується, в основному, на математично-
му аналiзi, лiнiйнiй алгебрi та аналiтичнiй геометрiї. В свою чергу даний предмет
є одним з базових для вивчення курсiв рiвнянь з частинними похiдними, функцiо-
нального аналiзу, варiацiйного числення i методiв оптимiзацiї, теоретичної механiки,
фiзики, методiв обчислень.

♣ ЗМIСТ ПРОГРАМИ ♣
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Вступ

1. Поняття звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) та його порядку.
2. Приклади застосування ЗДР в математичних моделях природних процесiв.

Тема 1. Звичайнi диференцiальнi рiвняння першого порядку

§1. Вступ до теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР) першого порядку

1. Розв’язок, iнтеграл, загальний розв’язок та загальний iнтеграл звичайного ди-
ференцiального рiвняння першого порядку. 2. Класифiкацiя рiвнянь за формою за-
пису. 3. Поле напрямкiв. Схематична побудова iнтегральних лiнiй ЗДР.

§2. Класи iнтегровних рiвнянь першого порядку

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них. 2. Однорiднi рiвняння
та звiднi до них. 3. Лiнiйнi рiвняння першого порядку та звiднi до них. 4. Рiвняння
в повних диференцiалах та звiднi до них. 5. Iнтегрування нерозв’язних стосовно
похiдної рiвнянь. Рiвняння Лагранжа та Клеро.

§3. Задача Кошi для розв’язаних стосовно похiдної звичайних диференцiальних
рiвнянь.

1. Формулювання задачi Кошi для розв’язаного стосовно похiдної ЗДР першого
порядку. Iнтегральне рiвняння, якому еквiвалентна задача Кошi для ЗДР. 2. Теорема
Пеано про iснування розв’язку задачi Кошi для ЗДР. 3. Лема Гронуолла-Белмана.
Умова Лiпшiца. 4. Теорема Пiкарра про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi
для ЗДР. 5. Продовження розв’язку ЗДР. 6. Гладкiсть та аналiтичнiсть розв’язку
ЗДР. 7. Неперервна залежнiсть вiд параметрiв та початкових даних розв’язку за-
дачi Кошi для ЗДР. 8. Диференцiйовнiсть за параметрами та початковими даними
розв’язку задачi Кошi для ЗДР. 9. Iснування повного загального розв’язку ЗДР пер-
шого порядку.
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§4. Задача Кошi для нерозв’язних стосовно похiдної звичайних диференцiальних
рiвнянь.

1. Формулювання задачi Кошi для нерозв’язних стосовно похiдної рiвнянь; iсну-
вання та єдинiсть її розв’язку. 2. Особливi розв’язки звичайних диференцiальних
рiвнянь.

Тема 2. Нормальнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь та зви-
чайнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

§1. Нормальнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь (НС).

1. Поняття НС. Геометрична iнтерпретацiя НС. 2. Задача Кошi для НС: iсну-
вання та єдинiсть розв’язку, продовження розв’язку. 3. Гладкiсть та аналiтичнiсть
розв’язку задачi Кошi для НС. 4. Неперервна та диференцiйовна залежнiсть вiд по-
чаткових даних та параметрiв розв’язку задачi Кошi для НС. 5. Iснування повного
загального розв’язку НС.

§2. Звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв.

1. Зведення рiвнянь вищих порядкiв до нормальних систем. 2. Задача Кошi для
рiвняння вищого порядку: iснування та єдинiсть розв’язку, продовження розв’язку.
3. Гладкiсть та аналiтичнiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння вищого порядку.
4. Неперервна та диференцiйовна залежнiсть вiд початкових даних та параметрiв
розв’язку задачi Кошi для рiвняння вищого порядку. 5. Iснування повного загального
розв’язку рiвняння вищого порядку. 6. Деякi способи пониження порядку рiвнянь
вищих порядкiв.

Тема 3. Нормальнi лiнiйнi системи та лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв

§1. Нормальнi лiнiйнi системи (НЛС).

1. Поняття НЛС. Коректнiсть задачi Кошi для НЛС. Структура повного за-
гального розв’язку нормальної лiнiйної системи. 2. Зображення повного загально-
го розв’язку нормальної лiнiйної однорiдної системи (НЛОС). 3. Фундаментальна
матриця розв’язкiв НЛОС та визначник Вронського. Формула Остроградського-
Лiувiлля. 4. Метод варiацiї сталих знаходження часткових розв’язкiв нормальних
лiнiйних неоднорiдних систем (НЛНС).

§2. Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв (ЛР).
1. Поняття ЛР. Зв’язок мiж ЛР i НЛС. Коректнiсть задачi Кошi для ЛР. Стру-

ктура повного загального розв’язку ЛР. 2. Зображення повного загального розв’язку
лiнiйного однорiдного рiвняння (ЛОР). 3. Визначник Вронського для ЛОР. Формула
Остроградського-Лiувiлля. 4. Метод варiацiї сталих знаходження часткових розв’яз-
кiв лiнiйного неоднорiдного рiвняння (ЛНР).

§3. Лiнiйнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

1. Повний загальний розв’язок ЛОР зi сталими коефiцiєнтами. 2. Метод неозначе-
них коефiцiєнтiв знаходження часткових розв’язкiв ЛНР зi сталими коефiцiєнтами.
3. Рiвняння Ейлера.

§4. Нормальнi лiнiйнi системи зi сталими коефiцiєнтами.

1. Повний загальний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєнтами. 2. Метод нео-
значених коефiцiєнтiв знаходження часткових розв’язкiв НЛНС зi сталими коефiцi-
єнтами.
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§5. Лiнiйнi рiвняння з полiномiальними коефiцiєнтами.

1. Метод степеневих рядiв. 2. Метод узагальнених степеневих рядiв. Рiвняння
Бесселя.

§6. Крайовi задачi для лiнiйних рiвнянь другого порядку.

1. Формулювання крайової задачi для лiнiйного рiвняння другого порядку, єди-
нiсть її розв’язку. 2. Iснування розв’язку крайової задачi для лiнiйного рiвняння
другого порядку. Функцiя Грiна.

Тема 4. Динамiчнi (автономнi) системи

§1. Основнi поняття теорiї динамiчних систем.

§2. Властивостi розв’язкiв динамiчних систем.

§3. Типи фазових портретiв двовимiрних НЛОС зi сталими коефiцiєнтами.

Тема 5. Першi iнтеграли нормальних систем

§1. Поняття першого iнтеграла нормальної системи та iснування повної си-
стеми перших iнтегралiв.

1. Поняття першого iнтеграла динамiчної системи та його критерiй. 2. Iснування
повної системи перших iнтегралiв динамiчних систем. 3. Першi iнтеграли нединамi-
чних систем.

§2. Застосування перших iнтегралiв до знаходження розв’язкiв нормальних си-
стем.

1. Пониження порядку нормальної системи за допомогою її перших iнтегралiв.
2. Зображення повного загального iнтегралу нормальної системи через повну систему
її перших iнтегралiв.

Тема 6. Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку

§1. Загальний розв’язок диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними пер-
шого порядку.

1. Класифiкацiя диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого по-
рядку. 2. Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння. 3. Загальний розв’я-
зок квазiлiнiйного рiвняння.

§2. Задача Кошi для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого
порядку.

1. Задача Кошi для майже лiнiйних рiвнянь. 2. Задача Кошi для квазiлiнiйних
рiвнянь.

Тема 7. Стiйкiсть за Ляпуновим розв’язкiв нормальних систем

§1. Поняття стiйкостi за Ляпуновим розв’язку НС.
§2. Критерiй стiйкостi за Ляпуновим нульового розв’язку НЛОС зi сталою ма-

трицею
§3. Функцiї Ляпунова i теореми Ляпунова про стiйкiсть розв’язку НС.
§4. Дослiдження стiйкостi за Ляпуновим розв’язку НС за першим наближен-

ням.
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Основнi позначення

Введемо деякi з основних позначень, якi будемо використовувати далi. Всюди
в текстi лекцiй незалежна змiнна є дiйсною i її, як правило, позначаємо через t, а
функцiї вiд неї (наприклад, коефiцiєнти, вiльнi члени i невiдомi функцiї в рiвняннях)
приймають значення в полi P, де P – поле дiйсних чисел (P = R) або P – поле
комплексних чисел (P = C).

Через Pn, де n ∈ N, — позначаємо нормований лiнiйний простiр над полем P,
який складається з впорядкованих наборiв n-ок елементiв з P (векторiв), якi запису-
ватимемо або у виглядi вектор-рядкiв (тобто x належить Pn, якщо x = (x1, . . . , xn),
де xk ∈ P для кожного k ∈ {1, . . . , n}) або у виглядi вектор-стовпчикiв (тобто x на-

лежить Pn, якщо x = (x1, . . . , xn)
⊤:=

x1...
xn

, де xk ∈ P для кожного k ∈ {1, . . . , n})

(форма запису елементiв Pn в тому чи iншому випадку буде зрозумiла з контексту),
зi стандартними операцiями додавання та множення на елементи поля P i нормою
|x|:=

(
|x1|2 + ...+ |xn|2

)1/2.
Компоненти векторiв будемо нумерувати iндексами знизу, а самi вектори — iнде-

ксами зверху; наприклад, записи x3, x
3, x52 означатимуть, вiдповiдно, третю компо-

ненту вектора x, третiй вектор iз деякої сiм’ї векторiв та другу компоненту п’ятого
вектора.

Через Pn×n позначатимемо нормований лiнiйний простiр над полем P, який скла-
дається з квадратних матриць розмiрностi n× n з елементами з поля P, зi стандар-
тними операцiями додавання i множення на скаляри та нормою

∥A∥ :=
( n∑
k,l=1

|akl|2
)1/2

, A =

a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann

 ∈ Pn×n.

Iнколи елементи матриць з Pn×n будемо нумерувати двома iндексами, один з яких
зверху, а другий знизу, причому нижнiй iндекс – номер рядка, а верхнiй – номер
стовпчика. В цьому випадку матрицю будемо записувати також у виглядi вектор-
рядка, компонентами якого є вектор-стовпцi, тобто

A =

a
1
1 · · · an1
... . . . ...
a1n · · · ann

 ≡ (a1, . . . , an), де al :=

a
l
1
...
aln

 , l ∈ {1, . . . , n}.

Операцiї множення двох матриць з Pn×n та матрицi з Pn×n на вектор-стовпчик з Pn
визначаємо стандартно. Зауважимо, що для будь-яких A ∈ Pn×n i x ∈ Pn правильна
нерiвнiсть

|Ax| 6 ∥A∥ |x|.

Ми використовуватимемо символ "⟨"для позначення вiдкриваючої круглої "("або
квадратної "["дужки i символ "⟩"для позначення закриваючої круглої ")"або ква-
дратної "]"дужки (коли немає принципового значення, яка з цих дужок має бути).
Отож, якщо −∞ < a < b < +∞, то ⟨a, b⟩ означатиме один з числових промiжкiв
[a, b], (a, b), (a, b] або [a, b).
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Нехай −∞ 6 a < b 6 +∞ i L — нормований лiнiйний простiр над полем P з
нормою ∥·∥L. Розглядатимемо вiдображення промiжку ⟨a, b⟩ в простiр L. Пiд L далi,
переважно, розумiтимемо Pn або Pn×n, де n ∈ N. Вiдмiтимо, що вiдображення про-
мiжку ⟨a, b⟩ в простiр Pn називають векторною функцiєю, а вiдображення промiжку
⟨a, b⟩ в простiр Pn×n — матричною функцiєю.

Пiд C(⟨a, b⟩;L) розумiтимемо лiнiйний простiр, складений з неперервних вiд-
ображень числового промiжку ⟨a, b⟩ в простiр L. У випадку ⟨a, b⟩ = [a, b] (тодi
−∞ < a < b < +∞) в просторi C([a, b]);L) вводимо норму

∥f∥C([a,b]);L) := max
t∈[a,b]

∥f(t)∥L ∀ f ∈ C([a, b]);L).

Послiдовнiсть {fk}∞k=1 збiгається до f в просторi C([a, b]);L) (iншими словами, рiвно-
мiрно збiгається), якщо ∥f − fk∥C([a,b]);L) = max

t∈[a,b]
∥f(t)− fk(t)∥L −−−→

k→∞
0.

У просторi C(⟨a, b⟩;L) вводиться таке поняття збiжностi послiдовностей: скаже-
мо, що послiдовнiсть {gk}∞k=1 збiгається до g в цьому просторi (тобто gk −−−→

k→∞
g в

C(⟨a, b⟩;L)), якщо ця послiдовнiсть збiгається до g рiвномiрно на будь-якому вiдрiз-
ку в ⟨a, b⟩, тобто для будь-якого вiдрiзка [c, d] ⊂ ⟨a, b⟩ послiдовнiсть звужень членiв
заданої послiдовностi на вiдрiзок [c, d] збiгається в C([c, d];L) до звуження g на [c, d].

Через Cn(⟨a, b⟩;L), де n ∈ N, позначатимемо лiнiйний простiр, який є пiдпро-
стором C(⟨a, b⟩;L) i складається з n раз неперервно диференцiйовних на ⟨a, b⟩ вiд-
ображень. Зауважимо таке: коли, наприклад, a ∈ ⟨a, b⟩, то пiд значеннями похiдних
елементiв цього простору в точцi a розумiються значення вiдповiдних одностороннiх
похiдних (аналогiчно визначаються похiднi в точцi b у випадку b ∈ ⟨a, b⟩). У випадку
⟨a, b⟩ = [a, b] (тодi −∞ < a < b < +∞) в просторi Cn([a, b]);L) вводимо норму

∥f∥Cn([a,b]);L) :=
n∑
k=0

max
t∈[a,b]

∥∥f (k)(t)
∥∥
L ∀ f ∈ Cn([a, b]);L),

Послiдовнiсть {fm}∞k=1 збiгається до f в просторi Cn([a, b]);L) (iншими словами,

рiвномiрно збiгається), якщо ∥f − fm∥Cn([a,b]);L) =
n∑
k=0

max
t∈[a,b]

∥∥∥f (k)(t)− f
(k)
m (t)

∥∥∥
L
−−−→
m→∞

0.

У просторi Cn(⟨a, b⟩;L) вводиться таке поняття збiжностi послiдовностей: ска-
жемо, що послiдовнiсть {gk}∞k=1 збiгається до g в цьому просторi (gk −−−→

k→∞
g в

Cn(⟨a, b⟩;L)), якщо вона сама i послiдовностi, отриманi диференцiюванням членiв
заданої послiдовностi до n-го порядку включно, збiгаються, вiдповiдно, до функцiї g
та її похiдних до n-го порядку включно в просторi C(⟨a, b⟩;L).
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Лекцiя № 1

Вступ

0.1. Поняття звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) та
його порядку.

Математичнi моделi рiзноманiтних процесiв i явищ, в яких присутнi елементи "ру-
ху" , мiстять диференцiальнi рiвняння, тобто спiввiдношення, що визначають певний
зв’язок мiж рiзними величинами (однi з яких є залежними вiд iнших) та швидкостя-
ми змiн залежних величин стосовно незалежних. Вивчення таких рiвнянь привело
до створення самостiйного роздiлу математики — теорiї диференцiальних рiвнянь.
В наш час ця теорiя посiдає чiльне мiсце серед iнших математичних дисциплiн. В
нiй гармонiйно поєднуються суто математичний i прикладний аспекти. Це робить цю
теорiю привабливою як для теоретикiв, так i для тих, хто займається застосуванням
математики в рiзноманiтних галузях знань, бо, подiбно до мiкроскопа вченого або
скальпеля хiрурга, математичний апарат диференцiальних рiвнянь дає змогу прони-
кнути в мiкросвiт детермiнованих явищ i процесiв, описати механiзм їх розвитку i
тим самим передбачити їх майбутнє.

Тут i далi, якщо iнше не обумовлено окремо, вважається, що всi змiннi та функцiї
вiд них приймають дiйснi значення.

Введемо поняття звичайного диференцiального рiвняння. А для цього спочатку
нагадаємо одну важливу проблему з математичного аналiзу. Нехай f(t), t ∈ (a, b), –
деяка неперервна функцiя. Розглянемо задачу про вiдшукання первiсних цiєї фун-
кцiї, тобто знаходження неперервно диференцiйовних функцiй x = φ(t), t ∈ (a, b),
таких, що φ′(t) = f(t) ∀t ∈ (a, b). Цю задачу iншими словами можна сформулюва-
ти так: розв’язати звичайне диференцiальне рiвняння

x′ = f(t). (0.1)

Очевидно, що воно має безлiч розв’язкiв i множину всеможливих розв’язкiв цього
рiвняння можна подати у виглядi

x = F (t) + C, t ∈ (a, b), C ∈ R, (0.2)

де F — яка-небудь первiсна функцiї f , а C — параметр, який може набувати до-
вiльних дiйсних значень, i його називають довiльною сталою. Запис (0.2) розу-
мiють так: для довiльного фiксованого значення C0 параметра C функцiя x =
F (t) + C0, t ∈ (a, b), є розв’язком рiвняння (0.1). Тому далi ми будемо називати
функцiю x вiд двох незалежних змiнних t i C, задану формулою (0.2), загальним
розв’язком даного диференцiального рiвняння. Бiльше того, враховуючи, що будь-
який розв’язок x = φ(t), t ∈ (a, b), рiвняння (0.1) знайдеться стала Cφ така, що
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φ(t) = F (t)+Cφ, t ∈ (a, b), тобто будь-який розв’язок рiвняння (0.1) можна отримати
iз загального розв’язку при вiдповiдному значеннi сталої C, то загальний розв’язок
(0.2) називають повним загальним розв’язком даного рiвняння.

Зауважимо, що для того, щоб з отриманої множини розв’язкiв рiвняння (0.1)
видiлити якийсь один розв’язок, досить задати таку додаткову умову

x(t0) = x0, (0.3)

де t0 ∈ (a, b), x0 ∈ R – заданi фiксованi числа. Тодi розв’язок рiвняння (0.1), який
задовольняє умову (0.3), згiдно з (0.2) матиме вигляд

x = F (t)− F (t0) + x0, t ∈ (a, b).

Умова (0.3) називається початковою умовою, а задача на знаходження розв’язку
рiвняння (0.1), що задовольняє умову (0.3), є прикладом задачi Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння.

Тепер дамо означення звичайного диференцiального рiвняння.

Означення 0.1. Звичайним диференцiальним рiвнянням (ЗДР) називається спiв-
вiдношення вигляду

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0, (0.4)

яке зв’язує незалежну змiнну t, шукану функцiю x вiд змiнної t та похiднi цiєї функцiї
до порядку n ∈ N.

Означення 0.2. Порядком звичайного диференцiального рiвняння називається най-
вищий з порядкiв похiдних шуканої функцiї, що входять в нього.

Приклад 0.1. Рiвняння x′ + 4xx′′ − tx′2 = 0 є прикладом ЗДР другого порядку.

0.2. Приклади застосування ЗДР в математичних моделях
природних процесiв.

Приклад 0.2. Матерiальна точка рухається по прямiй зi швидкiстю, величина якої
в момент часу t ∈ (a, b) (−∞ 6 a < b 6 +∞) дорiвнює v(t). Знайти закон руху
цiєї точки, якщо в момент часу t0 у вибранiй системi координат вона знаходиться в
точцi x0.

Розв’язування. Нехай x(t) — положення точки на координатнiй прямiй в довiльний
момент часу t ∈ I. Функцiя x = x(t), t ∈ (a, b), є законом руху матерiальної точки.
Вона задовольняє рiвняння

x′ = v(t), t ∈ (a, b),

та початкову умову
x(t0) = x0.

Звiдси випливає, що шуканий закон руху задається за правилом

x(t) =

t∫
t0

v(s) ds+ x0, t ∈ (a, b).
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Приклад 0.3. Знайти закон вiльного падiння матерiальної точки пiд дiєю сили зем-
ного тяжiння, якщо в момент часу t = 0 матерiальна точка знаходилася на висотi x0
i мала початкову швидкiсть v0.

Розв’язування. Введемо систему координат на вертикальнiй прямiй, по якiй рухає-
ться матерiальна точка, вибравши напрям вниз за додатнiй напрям, а початок коор-
динат — на рiвнi поверхнi Землi.

Нехай x(t) — положення точки в момент часу t. Очевидно, що x′(t) — швидкiсть
точки, а x′′(t) — її прискорення в момент часу t. Згiдно з другим законом Ньютона
отримаємо

mx′′ = mg,

де g — прискорення вiльного падiння, m — маса матерiальної точки, звiдки

x′′ = g.

Оскiльки x′′ = (x′)′, то маємо
x′ = gt+ C1,

де C1 — довiльна стала.
Але x′(0) = v0. Отож,

x′ = gt+ v0.

Звiдси

x =
gt2

2
+ v0t+ C2,

де C2 — довiльна стала.
Врахувавши умову x(0) = x0, дiстанемо

x = x0 + v0t+
gt2

2

— закон вiльного падiння матерiальної точки.
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Тема 1

Звичайнi диференцiальнi рiвняння
першого порядку

§1. Вступ до теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку

1.1. Розв’язок, iнтеграл, загальний розв’язок та загальний iнте-
грал звичайного диференцiального рiвняння першого по-
рядку.

В цьому параграфi будемо розглядати звичайнi диференцiальнi рiвняння першого
порядку, тобто рiвняння вигляду

F (t, x, x′) = 0, (1.1)

де t – незалежна дiйсна змiнна, x – невiдома функцiя вiд змiнної t , x′ – похiдна x, а
F : Ω → R — задана неперервна функцiя, Ω — область простору R3 .

Означення 1.1. Розв’язком рiвняння (1.1) називають функцiю

x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, де −∞ 6 a < b 6 +∞,

яка задовольняє умови

1) φ ∈ C1(⟨a, b⟩) (тобто φ – неперервно диференцiйовна на ⟨a, b⟩);

2) (t, φ(t), φ ′(t)) ∈ Ω ∀t ∈ ⟨a, b⟩;

3) F (t, φ(t), φ ′(t)) = 0 ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Означення 1.2. Iнтегральною лiнiєю рiвняння (1.1) називають графiк розв’язку
цього рiвняння.
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Зауваження 1.1. Розглянемо рiвняння

x ′ + sin t = 0. (1.2)

Безпосередньо переконуємося, що функцiя x = cos t, t ∈ (−∞, +∞), є розв’язком
цього рiвняння.

Як вiдомо, iснує три способи аналiтичного задання (тобто, за допомогою формул)
функцiй: явний, неявний та параметричний. Оскiльки розв’язками диференцiаль-
них рiвнянь є функцiї, то використовують теж три способи аналiтичного задання
розв’язкiв. В зауваженнi 1.1 наведено приклад явного задання розв’язку диференцi-
ального рiвняння.

Нагадаємо, що функцiя x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, є неявно заданою рiвнянням

Φ(t, x) = 0, (1.3)

якщо правильна тотожнiсть

Φ(t, φ(t)) = 0 ∀t ∈ ⟨a, b⟩. (1.4)

Зауваження 1.2. Безпосередньо легко перевiрити, що функцiя x =
√
1− t2, t ∈

[−1; 1], є розв’язком рiвняння
xx′ + t = 0. (1.5)

Як легко бачити, ця функцiя може бути неявно заданою рiвнянням

x2 + t2 − 1 = 0. (1.6)

Неважко переконатися, що всi неперервно диференцiйовнi функцiї, якi неявно заданi
рiвнянням (1.6), є розв’язком рiвняння (1.5). Вiддаючи дань iсторичнiй традицiї,
рiвняння (1.6) називають iнтегралом рiвняння (1.5).

Означення 1.3. Iнтегралом рiвняння (1.1) називають рiвняння (1.3), якщо будь-яка
неявно задана ним неперервно диференцiйовна функцiя є розв’язком рiвняння (1.1).

Зауваження 1.3. Нехай x = φ(t), t ∈ (a, b), – явно заданий розв’язок рiвняння (1.1).
Очевидно, що його можна подати у виглядi

φ(t)− x = 0,

що є спiввiдношенням типу (1.3). Отож, будь-який розв’язок рiвняння (1.1) можна
записати у виглядi iнтеграла цього рiвняння.
Зауваження 1.4. Легко переконатися, що параметрично задана функцiя

t = p3, x = ln p, p ∈ (0,+∞),

є розв’язком рiвняння

4tx′
3 − 3

√
tx′ − ln t

x
= 0.

Означення 1.4. Розв’язком рiвняння (1.1) в параметричнiй формi називають па-
раметрично задану функцiю

t = ω(p), x = ψ(p), p ∈ ⟨c, d⟩,

−∞ 6 c < d 6 +∞, таку, що
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1) ω, ψ ∈ C1(⟨c, d⟩), ω′(p) ̸= 0 ∀p ∈ ⟨c, d⟩;

2) (ω(p), ψ(p), ψ′(p)/ω′(p)) ∈ Ω ∀p ∈ ⟨c, d⟩;

3) F (ω(p), ψ(p), ψ′(p)/ω′(p)) = 0 ∀p ∈ ⟨c, d⟩

(тут ми врахували, що x′ = ψ′(p)/ω′(p).

Зауваження 1.5. Нехай для рiвняння (1.1) вiдомий (явно заданий) розв’язок

x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩.

Очевидно, що параметрично задана функцiя

t = p, x = ψ(p), p ∈ ⟨a, b⟩,

є розв’язком цього рiвняння в параметричнiй формi (за означенням 1.4).

Зауваження 1.6. Умова 1) означення 1.4 (зокрема, те, що ω′(p) ̸= 0 ∀p ∈ ⟨c, d⟩) гаран-
тує iснування оберненої до функцiї t = ω(p), p ∈ ⟨c, d⟩, неперервно-диференцiйовної
функцiї p = ω−1(t), t ∈ ⟨a, b⟩. Отож, параметрично задана функцiя з означення 1.4
може бути формально записана у виглядi x = ψ(ω−1(t)), t ∈ ⟨a, b⟩. Але оскiльки не
завжди ми можемо явно задати ω−1, то розв’язок в параметричнiй формi рiвняння
(1.1) не у всякому випадку може бути поданим в явнiй формi.

Зауваження 1.7. Вiдмiтимо, що функцiя

x = cos t+ C (1.7)

вiд незалежної змiнної t i параметра C (що можуть приймати будь-якi дiйснi зна-
чення) володiє такою властивiстю: при довiльному фiксованому значеннi C функцiя
вiд змiнної t, задана за правилом (1.7), є розв’язком рiвняння (1.2). Тому функцiю
вигляду (1.7) називають загальним розв’язком рiвняння (1.2). Але тут маємо i таку
ситуацiю: будь-який розв’язок даного рiвняння можна отримати з функцiї (1.7), за-
фiксувавши вiдповiдним чином вибране значення C. Через те функцiю, визначену в
(1.7), ще називають повним загальним розв’язком рiвняння (1.2).

Варто також зауважити, що не завжди загальний розв’язок є повним загальним
розв’язком рiвняння. Наприклад, для рiвняння

x′ = x2

функцiя

x =
1

C − t
, t ∈ (C,+∞), C ∈ R, (1.8)

є загальним розв’язком, але не є повним загальним розв’язком даного рiвняння, бо
воно має розв’язок x = 0, t ∈ R, який не визначається iз загального розв’язку (1.8)
нi при якому значеннi параметра C.

Означення 1.5. Загальним розв’язком рiвняння (1.1) називають функцiю

x = ψ(t, C)

вiд незалежної змiнної t i параметра C, яка задовольняє умову:
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• для будь-яких конкретного (допустимого) значення C∗ параметра C функцiя x =
ψ(t, C∗) вiд змiнної t (з деякого числового промiжку) є розв’язком рiвняння (1.1).

Якщо загальний розв’язок x = ψ(t, C) рiвняння (1.1) має властивiсть:
• який би не був розв’язок x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, рiвняння (1.1) знайдеться значення Cφ
параметра C таке, що

φ(t) = ψ(t, Cφ), t ∈ ⟨a, b⟩,

то цей загальний розв’язок називають повним загальним розв’язком (в протилежно-
му випадку його ще називають неповним загальним розв’язком).

Параметр C у виразi загального розв’язку називають довiльною сталою.

Зауваження 1.8. Легко переконатися, що спiввiдношення

x2 + t2 − C = 0, C > 0, (1.9)

володiє такою властивiстю: при будь-якому фiксованому значеннi C0 > 0 параметра
C (1.9) є iнтегралом рiвняння (1.5). Тому спiввiдношення (1.9) називають загальним
iнтегралом рiвняння (1.5). Але тут є бiльше: для довiльного iнтеграла рiвняння (1.5)
знайдеться значення C0 > 0 параметра C, при якому рiвняння (1.9) спiвпадає з цим
iнтегралом. Тому спiввiдношення (1.9) ще називають повним загальним iнтегралом
рiвняння (1.5). Вiдмiтимо, що не завжди загальний iнтеграл є повним загальним
iнтегралом рiвняння (див. зауваження 1.7).

Означення 1.6. Загальним iнтегралом рiвняння (1.1) називають спiввiдношення
вигляду

G(t, x, C) = 0, (1.10)

яке зав’язує змiннi t, x i параметр C так, що
• для довiльного фiксованого значення C0 параметра C спiввiдношення

G(t, x, C0) = 0

є iнтегралом рiвняння (1.1).
Повним загальним iнтегралом рiвняння (1.1) називають загальний iнтеграл

(1.10) цього рiвняння, якщо
• для довiльного iнтеграла

Φ(t, x) = 0

рiвняння (1.1) знайдеться значення CΦ таке, що

G(t, x, CΦ) = Φ(t, x)

для всiх точок (t, x) з областi визначення Φ.
Загальний iнтеграл рiвняння (1.1), який не є повним, ще називають неповним

загальним iнтегралом цього рiвняння.

Зауваження 1.9. Вiдповiдно можна визначити загальний розв’язок та загальний iн-
теграл рiвняння (1.1) в параметричнiй формi (цi означення будуть данi в п. 5 §2 цiєї
теми).
Зауваження 1.10. На практицi при розв’язуваннi звичайного диференцiального рiв-
няння нас буде цiкавити, як правило, множина всiх його розв’язкiв. I ця множина
буде задаватися або повним загальним розв’язком, або повним загальним iнтегралом,
або сукупнiстю загального розв’язку чи загального iнтегралу та окремих розв’язкiв.
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1.2. Класифiкацiя рiвнянь за формою запису

Рiвняння вигляду (1.1) називають не розв’язаним стосовно похiдної. Якщо його мо-
жна записати у виглядi

x′ = f(t, x), (1.11)

де f — функцiя, яка визначена в деякiй областi D площини R2, то кажуть, що воно є
розв’язним стосовно похiдної, а в протилежному випадку – нерозв’язним стосовно
похiдної. Рiвняння вигляду (1.11) називають розв’язаним стосовно похiдної.

Вiдмiтимо також, що розв’язнi стосовно похiдної рiвняння можна записати у ви-
глядi

M(t, x) +N(t, x)x′ = 0, (1.12)

деM,N – заданi i неперервнi на деякiй областiD площини R2.Очевидно, що рiвняння
(1.12) еквiвалентне сукупностi рiвнянь

x′ = f(t, x), N(t, x) = 0,

де

f(t, x) := −M(t, x)

N(t, x)
. (1.13)

Далi вважаємо, що розв’язнi стосовно похiдної рiвняння записанi у виглядi (1.12).
Приклади:

1) Рiвняння x2t2−x′3 = 0 є не розв’язане стосовно похiдної, але є розв’язним стосовно
похiдної, оскiльки його можна записати у виглядi

x′ =
3
√
x2t.

А це рiвняння, в свою чергу, є розв’язане стосовно похiдної.

2) Рiвняння lnx′ + et+x − tg tx′ = 0 є нерозв’язним стосовно похiдної.

Тепер зауважимо, що оскiльки

x′ =
dx

dt
,

то з рiвняння (1.12) маємо

M(t, x)dt+N(t, x)dx = 0, (1.14)

де M i N заданi в областi D функцiї.
Отож, рiвняння (1.14) є наслiдком рiвняння (1.12).

Тепер зауважимо таке. Нехай x = x(t) – розв’язок рiвняння (1.11), який є обо-
ротною функцiєю, тобто iснує обернена до x = x(t) функцiя t = t(x). За правилом
диференцiювання оберненої функцiї маємо

x′ =
1

t′
.

Звiдси та рiвняння (1.11) отримаємо

t′ =
1

f(t, x)
. (1.15)
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Очевидно, що рiвняння (1.15) можна розглядати незалежно вiд рiвняння (1.11), тра-
ктуючи x як незалежну змiнну, а t – як функцiю вiд x. Очевидно, що рiвняння (1.14)
є наслiдком i рiвняння (1.15) при виконаннi умови (1.13).

На пiдставi сказаного приходимо до висновку, що клас рiвнянь, якi записуються
у виглядi (1.14), мiстить в собi, як пiдкласи, рiвняння вигляду (1.11) та (1.15) при
умовi (1.13). Це, зокрема, означає, в рiвняннi (1.14) змiннi t i x є "симетричними" ,
тобто це рiвняння задає зв’язок мiж змiнними t i x (частковими випадками цiєї си-
туацiї є такi, коли t – незалежна, а x – залежна змiннi, або, навпаки, x – незалежна,
а t – залежна змiннi). Тому рiвняння вигляду (1.14) називаються рiвняннями в си-
метричнiй формi, а його розв’язки, як правило, визначають в параметричнiй або
неявнiй формi, причому, враховуючи симетричнiсть входження змiнних t, x, означе-
ння розв’язкiв рiвняння (1.14) дещо вiдрiзняється вiд означення розв’язкiв рiвняння
(1.1). Через те ми уточнимо, що ми будемо розумiти пiд розв’язками рiвняння (1.14).

Означення 1.7. Розв’язком рiвняння (1.14) називають параметрично задану фун-
кцiю

t = ω(p), x = ψ(p), p ∈ ⟨c, d⟩ (−∞ 6 c < d 6 +∞),

таку, що

1) ω, ψ ∈ C1(⟨c, d⟩), |ω′(p)|+ |ψ′(p)| > 0 ∀p ∈ ⟨c, d⟩;

2) (ω(p), ψ(p)) ∈ D ∀p ∈ ⟨c, d⟩;

3) M(ω(p), ψ(p)) dω(p) +N(ω(p), ψ(p)) dψ(p) = 0 ∀p ∈ ⟨c, d⟩.
Як бачимо, в цьому означеннi порiвняно з означенням 1.4 немає умови ω′(p) ̸=

0 ∀p ∈ ⟨c, d⟩, що дає можливiсть iснування розв’язкiв, наприклад, вигляду t = t0, x ∈
⟨c, d⟩ (для цього достатньо, щоб виконувалась умова: N(t0, x) = 0 ∀x ∈ ⟨c, d⟩).

Пiд графiком розв’язку t = ω(p), x = ψ(p), p ∈ I, рiвняння (1.14) розумiтимемо
множину точок

{(t, x) : t = ω(p), x = ψ(p), де p ∈ I} ,
а геометричне зображення цiєї множини на площинi називатимемо iнтегральною
лiнiєю рiвняння (1.14).

Означення 1.8. Iнтегралом рiвняння (1.14) називають рiвняння

H(t, x) = 0, (1.16)

якщо будь-яка (параметрично задана) гладка лiнiя, координати точок якої задоволь-
няють рiвняння (1.16), є iнтегральною лiнiєю рiвняння (1.14).

Зауваження 1.11. Iнтегральна лiнiя рiвняння (1.14) не обов’язково є графiком фун-
кцiї вигляду x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, чи t = γ(x), x ∈ ⟨c, d⟩. Наприклад, для рiвняння

t dt+ x dx = 0 (1.17)

iнтегральною лiнiєю є коло
t2 + x2 = 1, (1.18)

яке задається, наприклад, таким розв’язком даного рiвняння

t = cos p, x = sin p, p ∈ [0, 2π).

Але коло не є графiком жодної iз вказаних вище функцiй. Принагiдно вiдмiтимо, що
рiвняння (3.5) є iнтегралом рiвняння (1.17).

Аналогiчно, як для рiвняння (1.1), даємо означення загального i повного загаль-
ного розв’язкiв та загального i повного загального iнтегралiв рiвняння (1.14).
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1.3. Поле напрямкiв. Схематична побудова iнтегральних лiнiй
ЗДР.

Розглянемо рiвняння (1.11). Виявляється, що iснує спосiб схематично будувати iнте-
гральнi лiнiї даного рiвняння. Справдi, нехай (t0, x0) — яка-небудь точка областi D,
а x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — довiльний розв’язок рiвняння (1.11) такий, що φ(t0) = x0.
Рiвняння дотичної до графiка даного розв’язку в точцi (t0, x0) має вигляд

x = x0 + φ′(t0)(t− t0),

яке можна записати так
t− t0
1

=
x− x0
φ′(t0)

.

Оскiльки
φ′(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩, φ(t0) = x0,

то φ′(t0) = f(t0, x0). Отож, рiвняння дотичної до графiка розв’язку в точцi (t0, x0)
має вигляд

t− t0
1

=
x− x0
f(t0, x0)

.

Звiдси, зокрема, випливає, що вектор (1, f(t0, x0)) є напрямним вектором дотичної
до графiка розв’язку рiвняння (1.11) в точцi (t0, x0) цього графiка i, крiм того,
tgα(t0, x0) = f(t0, x0), де α(t0, x0) — кут нахилу дотичної до графiка розв’язку в
точцi (t0, x0) до осi абсцис.

Побудуємо в кожнiй точцi (t, x) областi D вектор (1, f(t, x)). В результатi отри-
маємо так зване поле напрямкiв (або векторне поле), вiдповiдне рiвнянню (1.11).

Зi сказаного вище випливає, що в довiльнiй точцi будь-якої iнтегральної лiнiї
рiвняння (1.11) вiдповiдний вектор поля напрямкiв є напрямним вектором дотичної
до цiєї лiнiї у цiй точцi.

Тепер нагадаємо, що гладкою лiнiєю (в площинi) називають лiнiю, в кожнiй точцi
якої iснує дотична i ця дотична неперервно змiнюється при неперервнiй змiнi точки
дотику. Покажемо, що коли f є неперервною на D функцiєю, то гладка лiнiя в D, яка
володiє властивiстю, про яку говорилося вище стосовно iнтегральних лiнiй рiвняння
(1.11), є iнтегральною лiнiєю цього рiвняння. Справдi, нехай α(t, x) — кут нахилу
дотичної до даної гладкої лiнiї в точцi (t, x) до осi абсцис. З властивостi даної лiнiї
випливає, що

tgα(t, x) = f(t, x). (1.19)

Оскiльки за нашим припущенням функцiя f є неперервною, то тангенс кута нахилу
до осi абсцис дотичної до даної лiнiї набуває тiльки скiнченних значень i неперервно
змiнюється при неперервнiй змiнi точки дотику. Це означає, що будь-яка вертикальна
пряма в площинi Otx перетинає дану гладку лiнiю не бiльше, як в однiй точцi (якби
це було не так, то знайшлася б точка (t∗, x∗) цiєї лiнiї така, що α(t∗, x∗) = π/2). Отож,
дана лiнiя є графiком деякої функцiї

x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩.

Ця функцiя є неперервно диференцiйовною, оскiльки в кожнiй точцi її графiка
iснує дотична i кутовий коефiцiєнт дотичної неперервно змiнюється. Тодi ψ′(t0) =
tgα(t0, x0), тобто, враховуючи (1.19), маємо

ψ′(t0) = f(t0, x0). (1.20)
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Отже, маючи на увазi, що t0 — довiльне, x0 = ψ(t0), з (1.20) отримаємо потрiбне
твердження.

Поле напрямiв, вiдповiдне рiвнянню (1.11), можна використати для схематичної
побудови сiм’ї iнтегральних лiнiй заданого рiвняння, враховуючи вказанi вище вла-
стивостi iнтегральних лiнiй ЗДР. При цьому зручно використовувати iзоклiни.

Означення 1.9. Iзоклiною називають геометричне мiсце точок областi D, в яких
вектори поля напрямiв рiвнi мiж собою.

Очевидно, що множина тих точок областi D, в яких вектори поля напрямiв мають
координати (1, k), де k — деяке дiйсне число, задається рiвнянням

f(t, x) = k. (1.21)

Це є рiвняння iзоклiни.
На практицi схематичну побудову iнтегральних лiнiй рiвняння (1.11) з неперерв-

ною функцiєю f зручно виконувати так:

1. Побудувати iзоклiни (1.21) при k = 0; 1; −1, позначивши на них вiдповiднi
напрями (вектори).

2. Враховуючи, що f — неперервна функцiя, а також вже знайденi iзоклiни, по-
будувати ще кiлька iзоклiн (1.21), вiдповiдних значенням k < 1, −1 < k < 0,
0 < k < 1 та k > 1, та позначити на них вiдповiднi напрями (вектори).

3. Побудувати схематично iнтегральнi лiнiї рiвняння (1.11), маючи на увазi, що
при перетинi якої небудь iзоклiни iнтегральна лiнiя в точцi перетину має доти-
чну з вiдповiдним напрямним вектором.
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Лекцiя № 2

§2. Класи iнтегровних рiвнянь першого порядку

Звичайнi диференцiальнi рiвняння, розв’язки яких можна задати аналiтично (за до-
помогою формул), називають iнтегровними рiвняннями. В цьому параграфi будуть
розглядатися чотири класи iнтегровних рiвнянь, якi розв’язнi стосовно похiдної, а
саме:

1) рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них;
2) однорiднi рiвняння та звiднi до них;
3) лiнiйнi рiвняння першого порядку та звiднi до них;
4) рiвняння в повних диференцiалах та звiднi до них,

а також два класи iнтегровних рiвнянь, якi не розв’язнi стосовно похiдної:
(i) рiвняння, якi еквiвалентнi сукупностi рiвнянь, вказаних вище;
(ii) рiвняння, якi можна розв’язати методом введення параметра.

В цьому параграфi розв’язнi стосовно похiдної рiвняння будемо записувати у си-
метричному виглядi

M(t, x) dt+N(t, x) dx = 0, (2.1)

або через похiдну невiдомої функцiї

M(t, x) +N(t, x)x′ = 0, (2.2)

де M,N — визначенi i неперервнi на областi D площини R2.
Частковим, але важливим, випадком рiвняння (2.2), є рiвняння

x′ = f(t, x), (2.3)

де f — визначена i неперервна на областi D площини R2.

2.1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них

Почнемо з найпростiших рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними.

Означення 2.1. Рiвнянням з вiдокремленими змiнними називають рiвняння або
вигляду

M0(t) +N0(x)x
′ = 0, (2.4)

або вигляду
M0(t) dt+N0(x) dx = 0, (2.5)

де M0 ∈ C(a, b), N0 ∈ C(c, d) — заданi функцiї (тут i далi −∞ 6 a < b 6 +∞,
−∞ 6 c < d 6 +∞).

Теорема 2.1. Повний загальний iнтеграл рiвняння (2.5) (вiдповiдно, (2.4)) має ви-
гляд

M̃0(t) + Ñ0(x) = C, (t, x) ∈ (a, b)× (c, d), C ∈ R, (2.6)

де M̃0 i Ñ0 — первiснi функцiй, вiдповiдно, M0 та N0 (тобто,
(
M̃0

) ′
=M0 i

(
Ñ0

) ′
=

N0), а C – довiльна стала.
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Доведення. Оскiльки рiвняння (2.4), врахувавши, що x′ = dx
dt

, зводиться до рiвняння
(2.5), то розглянемо друге рiвняння. Нехай t = ω(p), x = ψ(p), p ∈ I,— який-небудь
розв’язок рiвняння (2.5) (I — промiжок числової осi R). Пiдставивши цей розв’язок
в рiвняння (2.5), отримаємо

M0(ω(p)) dφ(p) +N0(ψ(p)) dψ(p) = 0, p ∈ I,

звiдки, використовуючи правило диференцiювання складених функцiй, здобудемо
рiвнiсть

d
(
M̃0(ω(p)) + Ñ0(ψ(p))

)
= 0, p ∈ I.

З цiєї рiвностi випливає

M̃0(ω(p)) + Ñ0(ψ(p)) = C0, p ∈ I,

де C0 — деяка стала. Це означає, що будь-який розв’язок рiвняння (2.5) можна знайти
iз спiввiдношення (2.6) при вiдповiдному значеннi параметра C.

Тепер нехай функцiя t = ω̂(p), x = ψ̂(p), p ∈ Î (Î – числовий промiжок), така що
ω̂, ψ̂ ∈ C1(Î), (ω̂(p), ψ̂(p)) ∈ (a, b)× (c, d) для кожного p ∈ Î i

M̃0(ω̂(p)) + Ñ0(ψ̂(p)) = C1, p ∈ Î , (2.7)

тобто ця функцiя задана рiвнянням (2.6) при C = C1. Взявши диференцiал вiд лiвої
i правої частин рiвностi (2.7), отримаємо

M0(ω̂(p)) dω̂(p) +N0(ψ̂(p)) dψ̂(p) = 0, p ∈ Î ,

тобто задана функцiя є розв’язком рiвняння (2.5).

Приклад 2.1 Розв’язати рiвняння

(3t2 + 1)dt+ exdx = 0.

Розв’язання. Оскiльки первiсними функцiй 3t2 + 1 та ex є вiдповiдно функцiї t3 + t
та ex, то на пiдставi теореми 2.1 отримаємо загальний iнтеграл заданого рiвняння у
виглядi

t3 + t+ ex = C. 2

Рiвняння вигляду
M1(t)M2(x) dt+N1(t)N2(x) dx = 0 (2.8)

або вигляду
M1(t)M2(x) +N1(t)N2(x)x

′ = 0, (2.9)

де M1 i N1 – функцiї, якi визначенi та неперервнi на iнтервалi (a, b), а M2, N2 –
функцiї, якi визначенi та неперервнi на iнтервалi (c, d), називають рiвняннями з вiдо-
кремлюваними змiнними.

Очевидно, що рiвняння (2.8) є еквiвалентним сукупностi спiввiдношень

M1(t)

N1(t)
dt+

N2(x)

M2(x)
dx = 0, (2.10)

N1(t) = 0, M2(x) = 0. (2.11)
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(перше з цих спiввiдношень формально отримане дiленням рiвняння (2.8) на
N1(t)M2(x)).

Припустимо, що рiвняння (2.11) можна переписати так:

N1(t) = 0 ⇐⇒ t = ti, i ∈ K ⊂ N; M2(x) = 0 ⇐⇒ x = xj, j ∈ J ⊂ N. (2.12)

Нехай F1 ∈ C1
(
(a, b) \ {ti | i ∈ K}

)
та F2 ∈ C1

(
(c, d) \ {xj | j ∈ J}

)
– функцiї такi, що

F ′
1(t) =

M1(t)

N1(t)
, t ∈ (a, b) \ {ti | i ∈ K}, i F ′

2(x) =
N2(x)

M2(x)
, x ∈ {xj | j ∈ J}.

Оскiльки рiвняння (2.10) є рiвнянням з вiдокремленими змiнними, то з (2.10), (2.12) i
теореми 2.1 випливає, що множина всеможливих розв’язкiв рiвняння (2.8) задається
спiввiдношеннями

F1(t) + F2(x) = C, t ∈ (a, b) \ {ti | i ∈ K}, x ∈ (c, d) \ {xj | j ∈ J}, C ∈ R;
t = ti, x ∈ (c, d), i ∈ K ; x = xj, t ∈ (a, b), j ∈ J .

Розглянемо рiвняння, якi зводяться певною замiною змiнних до рiвнянь з
вiдокремлюваними змiнними. До таких належать рiвняння вигляду

P (at+ bx+ c) dt+Q(at+ bx+ c) dx = 0, (2.13)

або
P (at+ bx+ c) +Q(at+ bx+ c)x′ = 0, (2.14)

де a ̸= 0, b ̸= 0, c — cталi, P (z), Q(z), z ∈ (p, q), — заданi функцiї.
Розглянемо рiвняння (2.13) i зробимо в ньому замiну змiнних

x z : z = at+ bx+ c. (2.15)

Тут t — незалежна змiнна, x — "стара" змiнна, а z — "нова" змiнна. Маємо

dz = adt+ bdx ⇒ dx = (dz − adt)/b.

У результатi отримаємо

P (z) dt+Q(z)(dz − adt)/b = 0,

звiдки
[P (z)− (a/b)Q(z)] dt+ [Q(z)/b] dz = 0.

Це є рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Розглянемо рiвняння (2.14) i зробимо в ньому замiну змiнних (2.15), де t — неза-

лежна змiнна, x = x(t) — "стара" невiдома функцiя, а z = z(t) — "нова" невiдома
функцiя. Тодi

z′ = a+ bx′ ⇒ x′ = (z′ − a)/b.

Враховуючи це та (2.15), iз (2.14) отримаємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

(P (z)− (a/b)Q(z)) + (Q(z)/b)z′ = 0.

Вiдмiтимо, що частковим випадком рiвняння (2.14) є рiвняння

x′ = f(at+ bx+ c), (2.16)

де a ̸= 0, b ̸= 0, c — cталi, f(z), z ∈ (p, q), — задана функцiя. Робимо замiну змiнних
(2.15). Маємо z′ = a + bx′, звiдки x′ = (z′ − a)/b. Враховуючи це та (2.15), iз (2.16)
отримаємо (z′ − a)/b = f(z), тобто

z′ = bf(z) + a.

Це рiвняння є з вiдокремлюваними змiнними.
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2.2. Однорiднi рiвняння та звiднi до них

Спочатку дамо означення однорiдної функцiї.

Означення 2.2. Функцiя F : G→ R, де G – множина в R2, називається однорiдною
функцiєю порядку m ∈ R, якщо для будь-якої точки (t, x) множини G i довiльного
числа k > 0 маємо, що точка (kt, kx) належить G i

F (kt, kx) = kmF (t, x).

Приклади однорiдних функцiй:

1) F (t, x) = sin
x

t
, t ̸= 0; m = 0;

2) F (t, x) =
t2 + 3tx+ x2

xt
, x ̸= 0, t ̸= 0; m = 0;

3) F (t, x) = (t+ x) ln
(
1 +

x

t

)
,

x

t
> −1; m = 1.

Зауваження 2.1. Вiдмiтимо, що функцiя

F (t, x) = g
(x
t

)
, (t, x) ∈ G =

{
(t, x) :

x

t
∈ S

}
,

де g(z), z ∈ S ⊂ R, — довiльна функцiя, є однорiдною функцiєю нульового порядку.

Означення 2.3. Однорiдним рiвнянням називається рiвняння, яке можна записати
у виглядi або

M(t, x) dt+N(t, x) dx = 0, (2.17)

або
M(t, x) +N(t, x)x′ = 0, (2.18)

де M ∈ C(D) i N ∈ C(D) — однорiднi функцiї одного i того ж порядку, а D – область
в R2.

Зауваження 2.2. Нехай рiвняння, розв’язане стосовно похiдної, має вигляд

x′ = f(t, x), (2.19)

де f : D → R — однорiдна функцiя нульового порядку (наприклад, f(t, x) =
g(x/t), (t, x) ∈ D, де g(z), z ∈ (a, b), — деяка функцiя). Тодi це рiвняння є одно-
рiдним. Очевидно, що якщо рiвняння вигляду (2.19) є однорiдним, то функцiя f
обов’язково повинна бути однорiдною нульового порядку.

Правильне таке твердження.

Теорема 2.2. Нехай M i N — неперервнi однорiднi функцiї одного i того ж порядку,
якi визначенi в областi D = {(t, x) | t > 0,−∞ 6 a < x/t < b 6 +∞}, причому

tM(t, x) + xN(t, x) ̸= 0 ∀(t, x) ∈ D.

Тодi повний загальний iнтеграл однорiдного рiвняння (2.17) або (2.18) має вигляд

ln t+

x/t∫
z0

N(1, s)

M(1, s) + sN(1, s)
ds = C, C − довiльна стала, (2.20)

де z0 ∈ (a, b) – фiксоване.
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Доведення. Зробимо в рiвняннi (2.17) замiну змiнних

z =
x

t
, (2.21)

де z – “нова” змiнна, а x – “стара” змiнна. Отож, маємо

x = zt, dx = z dt+ t dz.

Тодi рiвняння (2.17) набуде вигляду

M(t, tz) dt+N(t, tz)(z dt+ t dz) = 0. (2.22)

Оскiльки t > 0, то в силу означення однорiдної функцiї маємо

M(t, tz) =M(t · 1, t · z) = tmM(1, z), N(t, tz) = tmN(1, z).

Звiдси та рiвняння (2.22) отримаємо(
M(1, z) + zN(1, z)

)
dt+ tN(1, z) dz = 0. (2.23)

Рiвняння (2.23) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Далi знаходимо його
повний загальний iнтеграл, врахувавши, що 0 ̸= tM(t, x) + xN(t, x) = tm+1(M(1, z) +
zN(1, z)) (див. попереднiй пункт), а потiм пiдставляємо x/t замiсть z. У результатi
отримаємо (2.20).

Зауваження 2.3. Як випливає з доведення теореми 2.2, однорiднi рiвняння замiною
змiнних (2.21), тобто

x

t
= z, x = tz, dx = z dt+ t dz,

зводяться до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними.
Вiдмiтимо, що коли однорiдне рiвняння, записане у виглядi (2.18) (t — незалежна,

а x — залежна змiннi), то варто робити в ньому замiну (2.21), не переходячи до
симетричної форми. При цьому iз спiввiдношення x = tz отримуємо спiввiдношення

x′ = tz′ + z.

Отже, при зведеннi однорiдного рiвняння вигляду (2.18) пишемо такий ланцюжок
спiввiдношень мiж незалежною змiнною t i залежними вiд неї змiнними x та z:

z =
x

t
, x = tz, x′ = tz′ + z.

Тодi з (2.18) отримаємо

M(1, z) +N(1, z)(tz′ + z) = 0,

звiдки
(M(1, z) + zN(1, z)) + tN(1, z)z′ = 0. (2.24)

Рiвняння (2.24) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними.
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Тепер розглянемо рiвняння, якi зводяться до однорiдних.

1) Рiвняння вигляду або

M∗

(a1t+ b1x+ c1
a2t+ b2x+ c2

)
dt+N∗

(a1t+ b1x+ c1
a2t+ b2x+ c2

)
dx = 0, (2.25)

або
M∗

(a1t+ b1x+ c1
a2t+ b2x+ c2

)
+N∗

(a1t+ b1x+ c1
a2t+ b2x+ c2

)
x′ = 0, (2.26)

де M∗(z), N∗(z), z ∈ (a, b), — заданi неперервнi функцiї, |c1|+ |c2| > 0, |a1|+ |b1| > 0,
|a2|+ |b2| > 0, ∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ ̸= 0, (2.27)

зводяться до однорiдних замiною змiнних{
t = s+ t0,

x = z + x0,
(2.28)

де (t0, x0) — розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь{
a1t+ b1x+ c1 = 0,

a2t+ b2x+ c2 = 0.
(2.29)

Справдi, система (2.29) в силу умови (2.27) має єдиний розв’язок. Пiдставляючи в
(2.25) замiсть t i x вiдповiднi вирази iз змiнними s i z згiдно з (2.28) i враховуючи,
що dt = dτ , dx = dz, з (2.25) отримаємо однорiдне рiвняння вигляду

M∗

(a1s+ b1z

a2s+ b2z

)
ds+N∗

(a1s+ b1z

a2s+ b2z

)
dz = 0,

а з (2.26) –

M∗

(a1s+ b1z

a2s+ b2z

)
+N∗

(a1s+ b1z

a2s+ b2z

)
z′ = 0.

Вiдмiтимо, що коли не виконується умова (2.27), то система (2.29) або не має
розв’язку, або має безлiч розв’язкiв. Тодi, якщо a1 ̸= 0, b1 ̸= 0 (в протилежному
випадку рiвняння (2.25) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними), то рiвняння
(2.25) належить до рiвнянь (безпосередньо) звiдних до рiвнянь з вiдокремлюваними

змiнними. Справдi, з умови
∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = 0 маємо iснування числа λ ̸= 0 такого, що

a2 = λa1, b2 = λb1. Отож, враховуючи, що a2t+ b2x = λ(a1t+ b1x), робимо в рiвняннi
(2.25) замiну змiнних

z = a1t+ b1x.

Тодi, маючи на увазi, що dz = a1 dt+ b1 dx, отримаємо рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними

M∗

( z + c1
λz + c2

)
dt+N∗

( z + c1
λz + c2

)(dz − a1 dt

b1

)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒
(
b1M∗

( z + c1
λz + c2

)
− a1N∗

( z + c1
λz + c2

))
dt+N∗

( z + c1
λz + c2

)
dz = 0.
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Зауважимо, що окремим випадком рiвняння (2.26) є рiвняння

x′ = f
(a1t+ b1x+ c1
a2t+ b2x+ c2

)
, (2.30)

де f(y), y ∈ (a, b), — задана неперервна функцiя, |c1|+ |c2| > 0.
Зауваження 2.4. На практицi, маючи рiвняння вигляду (2.26), зокрема, (2.30), вар-
то робити в ньому замiну змiнних (2.28) i не переходити до симетричної форми, а
врахувати, що

x′ =
dx

dt
=
dz

ds
= z′.

Тодi, наприклад, з (2.30) на пiдставi (2.28) отримаємо однорiдне рiвняння

z′ = f
(a1s+ b1z

a2s+ b2z

)
.

2) Узагальнено однорiднi рiвняння — це рiвняння вигляду (2.1), якi замiною змiнних

t = sk, x = zl, (2.31)

де k i l – деякi ненульовi дiйснi сталi, зводяться до однорiдних.
Вiдмiтимо, що коли в рiвняннi (2.1) робити замiну змiнних (2.31) (тодi dt =

ksk−1 ds, dx = lzl−1 dz), то отримаємо рiвняння

kM(sk, zl)sk−1 ds+ lN(sk, zl)zl−1 dz = 0. (2.32)

На практицi для перевiрки того, що дане рiвняння є узагальнено однорiдним, роблять
в ньому замiну змiнних вигляду (2.31) з неозначеними k та l (або з неозначеним k
та l = 1, або з неозначеним k та l = 1) i в отриманому рiвняннi пробують пiдбирати
значення k та l такими, щоби це рiвняння було однорiдним. Якщо такi значення k
та l можна вибрати, то задане рiвняння є узагальнено однорiдним.

Лекцiя № 3

2.3. Лiнiйнi рiвняння першого порядку та звiднi до них

Тут розглянемо дуже важливий клас рiвнянь першого порядку.

Означення 2.4. Лiнiйним рiвнянням (ЛР) першого порядку називають рiвняння,
яке можна записати у виглядi

x′ + a1(t)x = f(t), (2.33)

де a1 i f — заданi на iнтервалi (a, b) неперервнi функцiї.

Функцiя a1 називається коефiцiєнтом, а функцiя f — вiльним членом рiвняння
(2.33). Якщо в рiвняннi (2.33) f(t) = 0 ∀t ∈ (a, b), тобто воно має вигляд

x′ + a1(t)x = 0, (2.34)

то його називають лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР), а в протилежному випад-
ку — лiнiйним неоднорiдним рiвнянням (ЛНР).

Якщо в рiвняннях (2.33) та (2.34) коефiцiєнти однаковi, то рiвняння (2.34) назива-
ють лiнiйним однорiдним рiвнянням вiдповiдним лiнiйному неоднорiдному рiвнянню
(2.33).
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Теорема 2.3. Нехай
x =

∗
x(t), t ∈ (a, b),

— частковий розв’язок рiвняння (2.33).
Тодi для будь-якого розв’язку

x = x̃(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b),

цього рiвняння маємо зображення

x̃(t) =
◦
x(t) +

∗
x(t), t ∈ ⟨c, d⟩, (2.35)

де
x =

◦
x(t), t ∈ ⟨c, d⟩,

– розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння (2.34).
З другого боку, якщо

x =
◦
x(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b),

— який-небудь розв’язок рiвняння (2.34), то функцiя

x =
◦
x(t) +

∗
x(t), t ∈ ⟨c, d⟩, (2.36)

є розв’язком рiвняння (2.33).

Доведення. Нехай x = x(t), t ∈ ⟨ã, b̃⟩, — який-небудь розв’язок рiвняння (2.33). По-
кладемо

x̃(t):=x(t)− ∗
x(t), t ∈ ⟨ã, b̃⟩,

i покажемо, що функцiя x = x̃(t), t ∈ ⟨ã, b̃⟩, є розв’язком рiвняння (2.34). Справдi,
маємо

x̃′(t) + a1(t)x̃(t) = (x(t)− ∗
x(t))′ + a1(t)(x(t)−

∗
x(t)) = (x′(t) + a1(t)x(t))−

− (
∗
x′(t) + a1(t)

∗
x(t)) = f(t)− f(t) = 0 ∀t ∈ ⟨ã, b̃⟩.

Тепер припустимо, що x = x̂(t), t ∈ ⟨â, b̂⟩, — який-небудь розв’язок рiвняння (2.34).
Для функцiї, заданої формулою (2.36), маємо

(x̂(t) +
∗
x(t))′ + a1(t)(x̂(t) +

∗
x(t)) = (x̂′(t) + a1(t)x̂(t)) + (

∗
x′(t) + a1(t)

∗
x(t)) =

= 0 + f(t) = f(t) ∀t ∈ ⟨â, b̂⟩,

що i потрiбно було показати.

Наслiдок 2.1. Нехай x =
◦
x(t, C), (t, C) ∈ Ω ⊂ R2, – повний загальний розв’язок

рiвняння (2.34), а x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — частковий розв’язок рiвняння (2.33). Тодi

x =
◦
x(t, C) +

∗
x(t), (t, C) ∈ Ω,

— повний загальний розв’язок рiвняння (2.33).

Дане твердження безпосередньо випливає з теореми 2.3.
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Теорема 2.4. Нехай функцiї a1 i f є неперервними на (a, b). Тодi повний загальний
розв’язок рiвняння (2.33) можна записати у виглядi

x = Ce
−

t∫
t0

a1(s) ds

+

t∫
t0

f(τ)e
−

t∫
τ
a1(s) ds

dτ, t ∈ (a, b), C ∈ R, (2.37)

де t0 ∈ (a, b) — довiльно вибране фiксоване значення.

Доведення. Згiдно з наслiдком 2.1 теореми 2.3 нам потрiбно знайти повний загальний
розв’язок рiвняння (2.34) i частковий розв’язок рiвняння (2.33), а тодi додати їх i
отримати повний загальний розв’язок рiвняння (2.33).

Спочатку розв’яжемо рiвняння (2.34). Воно є рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними. Отож, маємо

dx

dt
= −a1(t)x. (2.38)

Отримане рiвняння еквiвалентне сукупностi спiввiдношень

dx

x
= −a1(t) dt; x = 0.

Отож, всеможливi розв’язки (2.38) задаються спiввiдношеннями

ln |x| = −
t∫

t0

a1(s) ds+ ln |C|, C ̸= 0; x = 0.

Пiсля вiдповiдних спрощень отримаємо

|x| = |C|e
−

t∫
t0

a1(s) ds

, C ̸= 0; x = 0.

Оскiльки C — довiльна ненульова стала (вiд’ємна або додатна), то цi спiввiдношення
можна подати у виглядi

x = Ce
−

t∫
t0

a1(s) ds

, C ̸= 0; x = 0.

Очевидно, що дану сiм’ю розв’язкiв можна записати так

x = Ce
−

t∫
t0

a1(s) ds

, t ∈ (a, b), C ∈ R. (2.39)

Це i є повний загальний розв’язок рiвняння (2.34).
Тепер шукатимемо частковий розв’язок x =

∗
x(t), t ∈ (a, b), рiвняння (2.33). Для

цього використаємо метод варiацiї сталої. Суть цього методу полягає в тому, що, ма-
ючи зображення загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння, частковий
розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо як функцiю, зображення якої вiдрiзняє-
ться вiд зображення загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння тiльки
тим, що замiсть сталої C стоїть певний вираз iз незалежною змiнною. Точнiше, час-
тковий розв’язок рiвняння (2.33) шукається у виглядi

x = χ(t)e
−

t∫
t0

a1(s) ds

, t ∈ (a, b), (2.40)
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де χ ∈ C1(a, b).
Для знаходження виразу χ(t) пiдставляємо (2.40) в (2.33). Тодi отримаємо

χ′(t)e
−

t∫
t0

a1(s) ds

− a1(t)χ(t)e
−

t∫
t0

a1(s) ds

+ a1(t)χ(t)e
−

t∫
t0

a1(s) ds

= f(t), t ∈ (a, b).

Звiдси маємо

χ′(t) = f(t)e

t∫
t0

a1(s) ds

, t ∈ (a, b).

Отже

χ(t) =

t∫
t0

f(τ)e

τ∫
t0

a1(s) ds

dτ, t ∈ (a, b). (2.41)

Iз (2.40) та (2.41) отримуємо зображення часткового розв’язку рiвняння (2.33)

x =

t∫
t0

f(τ)e
−

t∫
τ
a1(s) ds

dτ, t ∈ (a, b). (2.42)

На пiдставi твердження наслiдку 2.1 з теореми 2.3 та (2.39) i (2.42) можемо записати
загальний розв’язок рiвняння (2.33) у виглядi (2.37).

Зауваження 2.5. З теореми 2.4 випливає, що будь-який розв’язок x = φ(t), t ∈
⟨ã, b̃⟩ ⊂ (a, b), рiвняння (2.33) такий, що ⟨ã, b̃⟩ ̸= (a, b), можна продовжити на множину
(a, b)\⟨ã, b̃⟩ так, що отримана функцiя буде визначеним на (a, b) розв’язком рiвняння
(2.33). Отже, можна розглядати тiльки тi розв’язки рiвняння (2.33), якi визначенi на
(a, b).

Тепер розглянемо рiвняння, якi зводяться до лiнiйних.

1) Рiвняння Бернуллi, тобто, рiвняння, якi можна записати у виглядi

x′ + ã(t)x = b̃(t)xn, (2.43)

де n ∈ R \ {0; 1}, ã, b̃ — заданi на iнтервалi (a, b) функцiї.
Очевидно, що коли n > 0, то задане рiвняння має частковий розв’язок x ≡ 0,

а якщо n < 0, то такого розв’язку дане рiвняння не має. Знайдемо iншi розв’язки
рiвняння (2.43). Для цього подiлимо його на xn:

x′

xn
+ ã(t)x1−n = b̃(t). (2.44)

Зробимо тут замiну змiнних
z = x1−n.

Тодi z′ = (1−n) x
′

xn
, звiдки

x′

xn
=

1

1− n
z′. У результатi прийдемо до лiнiйного рiвняння

1

1− n
z′ + ã(t)z = b̃(t).
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2) Рiвняння, якi можна записати у виглядi(
h(x)t+ g(x)

)
x′ = q(x). (2.45)

Цi рiвняння розв’язуються таким чином. Шукаємо не функцiї x = x(t), якi є розв’яз-
ками заданого рiвняння, а оберненi до них функцiї t = t(x). Враховуючи зв’язок мiж
похiдними взаємно обернених функцiй, маємо рiвнiсть

x′ =
1

t′
.

Враховуючи це, з рiвняння (2.45) отримаємо лiнiйне рiвняння з невiдомою функцiєю
t вiд незалежної змiнної x:

q(x)t′ = h(x)t+ g(x). (2.46)

Множина всеможливих розв’язкiв рiвняння (2.45) неявно визначається загальним
розв’язком рiвняння (2.46), до якого треба долучити сталi функцiї

x = xi, i ∈ K ⊂ N,

де xi, i ∈ K, — розв’язки рiвняння

q(x) = 0, (2.47)

з областi визначення функцiй h i g , в чому легко безпосередньо переконатися.

3) Рiвняння вигляду (
m(x)tn + h(x)t

)
x′ = q(x),

переходом до вiдшукання функцiй t = t(x), обернених до розв’язкiв x = x(t) даного
рiвняння, зводиться до рiвняння Бернуллi (стосовно t)

q(x)t′ − h(x)t = m(x)tn.

4) Рiвняння вигляду
c(t)ψ′(x)x′ + d(t)ψ(x) = g(t)

зводяться до лiнiйного
c(t)z′ + d(t)z = g(t)

замiною змiнних
z = ψ(x) (тодi z′ = ψ′(x)x′).

5) Рiвняння Рiкаттi, тобто, рiвняння, якi можна записати у виглядi

x′ + c(t)x+ d(t)x2 = g(t),

де c, d ̸≡ 0, g — заданi функцiї.
Це рiвняння зводиться до рiвняння Бернуллi таким чином. Нехай нам вiдомо час-

тковий розв’язок x = x1(t) цього рiвняння. Тодi робимо в заданому рiвняннi замiну
змiнних

x = y + x1(t).
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У результатi отримаємо

y′ + x′1(t) + c(t)(y + x1(t)) + d(t)(y + x1(t))
2 = g(t),

звiдки

y′ +
[
c(t) + 2d(t)x1(t)

]
y + d(t)y2 = g(t)− (x′1(t) + c(t)x1(t) + d(t)x21(t)).

Оскiльки x = x1(t) — розв’язок рiвняння Рiкаттi, то звiдси маємо рiвняння Бернуллi

y′ + ã(t)y = d̃y2,

де ã(t):=c(t) + 2d(t)x1(t), d̃(t):=− d(t), t ∈ (a, b).

2.4. Рiвняння в повних диференцiалах та звiднi до них.

Розглянемо ще один клас iнтегровних рiвнянь першого порядку.

Означення 2.5. Рiвнянням в повних диференцiалах називають рiвняння вигляду

M(t, x) dt+N(t, x) dx = 0, (2.48)

де M i N – заданi i неперервнi в областi D ⊂ R2 функцiї, якщо лiва частина його є
повним диференцiалом деякої функцiї F (t, x), (t, x) ∈ D, тобто

dF (t, x) =M(t, x) dt+N(t, x) dx, (t, x) ∈ D. (2.49)

Нагадаємо, що повний диференцiал функцiї F знаходиться за формулою

dF (t, x) =
∂F (t, x)

∂t
dt+

∂F (t, x)

∂x
dx, (t, x) ∈ D. (2.50)

Зауваження 2.6. Якщо рiвняння (2.48) є рiвнянням в повних диференцiалах, то його,
на пiдставi (2.49), можна подати у виглядi

dF (t, x) = 0, (t, x) ∈ D.

Лема 2.1. Рiвняння (2.48) буде рiвнянням в повних диференцiалах тодi i лише тодi,
коли iснує неперервно диференцiйовна на D функцiя F така, що

∂F (t, x)

∂t
=M(t, x),

∂F (t, x)

∂x
= N(t, x), (t, x) ∈ D.

(2.51)

Доведення. З (2.49) i (2.50) випливає (2.51). I навпаки, з (2.51) i вiдомих резуль-
татiв математичного аналiзу (достатнi умови диференцiйовностi функцiй багатьох
змiнних) отримуємо (2.49).

Виникає питання: як на практицi розпiзнати рiвняння в повних диференцiалах?
На нього дає вiдповiдь таке твердження.
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Лема 2.2. Нехай D — однозв’язна область i частиннi похiднi ∂M/∂x, ∂N/∂t є непе-
рервними в D. Тодi рiвняння (2.48) буде рiвнянням в повних диференцiалах в тому
i лише в тому випадку, коли виконується рiвнiсть

∂M(t, x)

∂x
=
∂N(t, x)

∂t
, (t, x) ∈ D. (2.52)

Доведення. Спочатку доведемо необхiднiсть. Нехай рiвняння (2.48) є рiвнянням в
повних диференцiалах. Тодi на пiдставi леми 2.1 iснує функцiя F ∈ C1(D) така, що

∂F (t, x)

∂t
=M(t, x),

∂F (t, x)

∂x
= N(t, x), (t, x) ∈ D. (2.53)

Згiдно з нашою умовою рiвностi (2.53) можна диференцiювати: першу — за змiнною
x, а другу — за змiнною t. У результатi отримаємо рiвностi

∂2F (t, x)

∂x∂t
=
∂M(t, x)

∂x
,

∂2F (t, x)

∂t∂x
=
∂N(t, x)

∂t
, (t, x) ∈ D. (2.54)

Оскiльки правi частини рiвностей (2.54) є неперервними на D, то i лiвi частини —
неперервнi на D, a звiдси в силу вiдповiдних результатiв з математичного аналiзу
отримаємо, що

∂2F (t, x)

∂x∂t
=
∂2F (t, x)

∂t∂x

(мiшана похiдна не змiнюється при змiнi порядку диференцiювання). Це разом iз
(2.54) дає нам (2.52).

Тепер встановимо достатнiсть. В загальному випадку, тобто коли D — довiльна
однозв’язна область, вiдповiдне твердження випливає з вiдомих результатiв мате-
матичного аналiзу. Якщо ж D = (a, b) × (c, d) – прямокутник, то доведення досить
спрощується i ми його наведемо тут.

Нехай (t0, x0) ∈ D — довiльна фiксована точка. Згiдно з лемою нам треба довести
iснування функцiї F ∈ C1(D), що є розв’язком системи рiвнянь (2.51). Це зробимо
таким чином. Припустивши, що дана система рiвнянь має розв’язок, знаходимо його
зображення i переконуємося, що отримана функцiя є розв’язком.

Отoж, припустимо, що iснує розв’язок системи (2.51), тобто, iснує функцiя F ∈
C1(D) така, що

∂F (t, x)

∂t
=M(t, x),

∂F (t, x)

∂x
= N(t, x), (t, x) ∈ D. (2.55)

Iнтегруючи першу з рiвностей (2.55) за змiнною t вiд t0 до t ∈ (a, b), отримаємо

F (t, x) =

t∫
t0

M(s, x) ds+ F (t0, x). (2.56)

Пiдставимо вираз (2.56) у другу з рiвностей (2.55)

t∫
t0

∂M(s, x)

∂x
ds+

∂F (t0, x)

∂x
= N(t, x), (t, x) ∈ D. (2.57)
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Використовуючи тотожнiсть (2.52), з (2.57) отримаємо

t∫
t0

∂N(s, x)

∂s
ds+

∂F (t0, x)

∂x
= N(t, x),

звiдки
∂F (t0, x)

∂x
= N(t0, x), (t, x) ∈ D.

Iнтегруючи цю рiвнiсть за x (вiд x0 до x ∈ (c, d)), здобудемо

F (t0, x) =

x∫
x0

N(t0, z) dz + F (t0, x0).

Звiдси та з (2.56) маємо

F (t, x) =

t∫
t0

M(s, x) ds+

x∫
x0

N(t0, z) dz + C0, (2.58)

де C0 = F (t0, x0). Оскiльки розв’язок системи (2.51) знаходиться з точнiстю до ади-
тивної сталої, то значення C0 в (2.58) може бути будь-яким.

Тепер перевiримо, що функцiя, яка задається формулою (2.58), є розв’язком си-
стеми (2.51). Справдi, маємо

∂F (t, x)

∂t
=M(t, x),

∂F (t, x)

∂x
=

t∫
t0

∂M(s, x)

∂x
ds+N(t0, x) ≡

t∫
t0

∂N(s, x)

∂s
ds+N(t0, x) = N(t, x), (t, x) ∈ D.

Тут ми використали тотожнiсть (2.52).

Теорема 2.5. Нехай рiвняння (2.48) можна записати у виглядi

dF (t, x) = 0 ,

де F ∈ C1(D) (тобто воно є рiвнянням в повних диференцiалах).
Тодi повний загальний iнтеграл цього рiвняння має вигляд

F (t, x) = C, (2.59)

(t, x) ∈ D, C ∈ R.

Доведення. Нехай
t = φ(p), x = ψ(p), p ∈ I,

— розв’язок рiвняння (2.48) (I — iнтервал числової осi). Тодi виконується тотожнiсть

M(φ(p), ψ(p)) dφ(p) +N(φ(p), ψ(p)) dψ(p) = 0, p ∈ I,

тобто
∂F (φ(p), ψ(p))

∂t
dφ(p) +

∂F (φ(p), ψ(p))

∂x
dψ(p) = 0, p ∈ I.
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Звiдси та формули диференцiювання композицiї функцiй багатьох змiнних, отрима-
ємо

dF (φ(p), ψ(p)) = 0, p ∈ I.

Отже, виконується тотожнiсть

F (φ(p), ψ(p)) = C0, p ∈ I,

де C0 — стала. Це означає, що даний розв’язок (неявно) задається рiвнянням (2.59)
при C = C0.

Нехай тепер гладка функцiя

t = φ̃(p), x = ψ̃(p), p ∈ Ĩ ,

задається рiвнянням (2.59) при деякому значеннi C1, тобто,

F (φ̃(p), ψ̃(p)) = C1, p ∈ Ĩ . (2.60)

Знайдемо диференцiали вiд обох частин даної тотожностi. У результатi отримаємо

dF (φ̃(p), ψ̃(p)) = 0, p ∈ Ĩ , ⇔

M(φ̃(p), ψ̃(p)) dφ̃(p) +N(φ̃(p), ψ̃(p)) dψ̃(p) = 0, p ∈ Ĩ .

Це означає, що дана функцiя є розв’язком рiвняння (2.48).

Рiвняння, якi зводяться до рiвнянь в повних диференцiалах, — це такi, якi
не є рiвняннями в повних диференцiалах, але можуть бути зведеними до них за
допомогою множення на певний вираз зi змiнними t i x. Такий вираз називається
iнтегрувальним множником.

Нехай функцiї ∂M/∂x, ∂N/∂t є неперервними на D. З леми 2.2 випливає, що коли
µ(t, x), (t, x) ∈ D,— iнтегрувальний множник рiвняння (2.48), то виконується рiвнiсть

∂
(
µ(t, x)M(t, x)

)
∂x

=
∂
(
µ(t, x)N(t, x)

)
∂t

, (t, x) ∈ D, (2.61)

i, навпаки, якщо для деякої функцiї µ ∈ C1(D) виконується рiвнiсть (2.61), то µ(t, x),
(t, x) ∈ D, — iнтегрувальний множник рiвняння (2.48).

Отoж, при наших припущеннях можна сказати, що, коли iснує розв’язок µ ∈
C1(D) рiвняння

∂M

∂x
µ+M

∂µ

∂x
=
∂N

∂t
µ+N

∂µ

∂t
, (t, x) ∈ D, (2.62)

то рiвняння (2.48) є звiдним до рiвняння в повних диференцiалах.
Рiвняння (2.62) є диференцiальним рiвнянням з частинними похiдними першого

порядку. Знаходження його розв’язку не є простiшим, а навiть й складнiшим завда-
нням, нiж безпосереднє розв’язування рiвняння (2.48). Але iснують випадки, коли
рiвняння (2.62) має настiльки простий вигляд, що його можна легко розв’язати. Роз-
глянемо деякi з них.

1) Вираз
∂M(t, x)

∂x
− ∂N(t, x)

∂t
N(t, x)

(2.63)
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явно вiд x не залежить. Тодi µ шукаємо, як функцiю, залежну тiльки вiд t, тобто
µ = µ(t). Оскiльки ∂µ

∂x
= 0, то рiвняння (2.62) набуває вигляду

∂M

∂x
µ =

∂N

∂t
µ+N

∂µ

∂t
,

звiдки, перегрупувавши члени i подiливши рiвняння на µ, отримаємо

∂ ln(|µ|)
∂t

=

∂M(t, x)

∂x
− ∂N(t, x)

∂t
N(t, x)

≡ κ(t). (2.64)

З цього рiвняння знаходимо
µ(t) = C∗e

κ̃(t),

де κ̃ — яка-небудь первiсна функцiї κ, C∗ — довiльна стала (можна взяти C∗ = 1).

2) Вираз
∂N(t, x)

∂t
− ∂M(t, x)

∂x
M(t, x)

(2.65)

явно вiд t не залежить. Тодi розв’язок рiвняння (2.62) шукаємо у виглядi функцiї
µ = µ(x) лише вiд змiнної x. Рiвняння (2.62) набуде вигляду

∂M

∂x
µ+M

∂µ

∂x
=
∂N

∂t
µ,

звiдки

∂ ln(|µ|)
∂x

=

∂N

∂t
− ∂M

∂x
M

≡ s(x). (2.66)

Iнтегруючи це рiвняння, знаходимо

µ(x) = C∗e
s̃(x),

де s̃ — яка-небудь первiсна функцiї s, C∗ — будб-яка стала.

3) Вираз
∂N(t, x)

∂t
− ∂M(t, x)

∂x
tM(t, x)− xN(t, x)

(2.67)

залежить тiльки вiд добутку tx. Тодi шукаємо розв’язок рiвняння (2.62) у виглядi
функцiї µ = µ(tx)

(
≡ µ(z)|z=tx

)
. Враховуючи, що

∂µ(tx)

∂t
= µ′(tx)x,

∂µ(tx)

∂x
= µ′(tx)t,

з (2.62) здобуваємо
∂M

∂x
µ+Mµ′t =

∂N

∂t
+Nµ′x,

звiдки

∂ ln(|µ|)
∂z

∣∣∣∣
z=tx

=

∂M

∂x
− ∂N

∂t
Mt−Nx

≡ R(z)|z=tx. (2.68)
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Отже, в цьому випадку iнтегрувальний множник рiвняння (2.48) можна взяти у ви-
глядi

µ(tx) = eR̃(tx),

де R̃ — первiсна функцiї R.

Зауваження 2.7. На практицi не варто зразу обчислювати вирази (2.63), (2.65), (2.67)
(якi розглядаються у випадках 1)–3)) для того, щоби знати, у якому виглядi шука-
ти iнтегрувальний множник. Краще пробувати шукати iнтегрувальний множник як
розв’язок рiвняння (2.62), що залежить тiльки або вiд t, або вiд x, або вiд tx; в
результатi отримаємо простiше рiвняння, з вигляду якого зрозумiємо, чи правиль-
но вибрано вираз iнтегрувального множника. Справдi, записавши рiвняння (2.62) у
виглядi або (2.64), або (2.66), або (2.68) (в залежностi вiд того, у якому виглядi шука-
ється iнтегрувальний множник), за правою частиною вiдповiдного рiвняння можна
однозначно сказати, чи наш вибiр вдалий.
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2.5. Iнтегрування нерозв’язних стосовно похiдної рiвнянь. Рiв-
няння Лагранжа та Клеро.

Нагадаємо, що рiвняння
F (t, x, x′) = 0 (2.69)

називають нерозв’язним стосовно похiдної, якщо його не можна записати у виглядi

x′ = f(t, x).

Наприклад, рiвняння

1)

(x′)2 − (2 + t)x′ + 2t = 0 ⇐⇒
[
x′ − 2 = 0,
x′ − x = 0,

2)
x′ − etx

′
+ ln(2t− x′) = 0

є рiвняннями, нерозв’язними стосовно похiдної.
Видiлимо двi групи iнтегровних нерозв’язних стосовно похiдної рiвнянь в зале-

жностi вiд методу iнтегрування.

I група: Рiвняння, що можна подати у виглядi сукупностi m > 1 рiвняньx′ = f1(t, x),
. . . . . . . . . . . . .
x′ = fm(t, x),

(2.70)

кожне з яких належить до ранiше вивчених класiв.
Нехай для кожного k ∈ {1, . . . ,m} повний загальний iнтеграл k-го рiвняння су-

купностi (2.70) має вигляд
Φk(t, x, C) = 0.

Тодi повний загальний iнтеграл рiвняння (2.69) має вигляд

Φ1(t, x, C)× . . . × Φm(t, x, C) = 0,

що є рiвносильно сукупностi  Φ1(t, x, C) = 0
. . . . . . . . . . . . . . .
Φm(t, x, C) = 0.

Приклад 2.17 Розв’язати рiвняння

tx′
2
+ (2t2 − x)x′ − 2tx = 0.

Розв’язування. Спочатку подивимося на це рiвняння, як на квадратне стосовно
змiнної x′ з параметрами t, x. Маємо

D = (2t2 − x)2 + 8t2x = 4t4 − 4t2x+ x2 + 8t2x = 4t4 + 4t2x+ x2 = (2t2 + x)2.

Отже, задане рiвняння рiвносильне сукупностi рiвнянь
x′ =

−(2t2 − x)− (2t2 + x)

2t
,

x′ =
−(2t2 − x) + (2t2 + x)

2t
,
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тобто
x′ = −2t або x′ =

x

t
.

Повний загальний розв’язок першого рiвняння має вигляд

x = −t2 + C,

а другого —
x = Ct.

Отож, повний загальний розв’язок даного рiвняння можна записати у виглядi[
x = −t2 + C,
x = Ct, t ∈ R, C ∈ R.

II група. Рiвняння, якi можна записати у виглядi

x = h(t, x′) (2.71)

або у виглядi
t = q(x, x′), (2.72)

де h, q — неперервно диференцiйовнi функцiї, що задовольняють певну додаткову
умову (ця умова буде вказана пiзнiше).

Рiвняння (2.71) та (2.72) розв’язують методом введення параметра. Суть цього
методу проiлюструємо на рiвняннi (2.71).

Дивлячись спочатку на рiвняння (2.71) як на рiвняння, що зв’язує три незалежнi
змiннi t, x, x′, запишемо його в параметричнiй формi

x′ = p

t = τ

x = h(τ, p),

(2.73)

де τ i p — параметри. А тепер згадаємо, що x′ — похiдна функцiї x = x(t), тобто

dx = x′ dt . (2.74)

Система спiввiдношень (2.73) та (2.74) є диференцiальним рiвнянням в параметри-
чнiй формi. Це рiвняння позначимо через {(2.73), (2.74)}. Його розв’язуємо таким
чином. Пiдставимо вирази t, x, x′ через параметри τ i p з (2.73) у спiввiдношення
(2.74). У результатi отримаємо

dh(τ, p) = p dτ ⇐⇒
(∂h(τ, p)

∂τ
− p
)
dτ +

∂h(τ, p)

∂p
dp = 0 (2.75)

— диференцiальне рiвняння, що зв’язує параметри τ i p. Припустимо, що можна
знайти загальний iнтеграл рiвняння (2.75)

Φ(τ, p, C) = 0 (2.76)

(це є та додаткова умова на h, про яку говорилося вище).
Тодi повний загальний iнтеграл рiвняння (2.71) задається в параметричнiй формi (з
двома параметрами) так 

t = τ,

x = h(τ, p),

Φ(τ, p, C) = 0,
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звiдки, виключаючи параметр τ , отримаємо{
x = h(t, p),

Φ(t, p, C) = 0
(2.77)

– повний загальний iнтеграл рiвняння (2.71) у параметричнiй формi (з одним пара-
метром).

Якщо вдасться виключити iз системи (2.77) параметр p, то матимемо повний
загальний iнтеграл

G(t, x, C) = 0 (2.78)

в традицiйнiй формi. Але досить часто звести (2.77) до (2.78) не вдається. Тим не
менше спiввiдношення (2.77) можна спростити, якщо маємо один з випадкiв

a) (2.76) ⇐⇒ p = ϕ(τ, C)

або

b) (2.76) ⇐⇒ τ = ψ(p, C).

У випадку a) маємо

(2.77) ⇐⇒ x = h(t, ϕ(t, C)) — повний загальний розв’язок рiвняння (2.71),

а у випадку b) —

(2.77) ⇐⇒

{
t = ψ(p, C),

x = h(ψ(p, C), p)

— повний загальний розв’язок рiвняння (2.71) в параметричнiй формi.

Зауваження 2.8. На практицi в рiвняннi {(2.73), (2.74)} замiсть символа ”τ”, яким
позначають один з параметрiв, вживають для зручностi записiв символ ”t”, тобто
той же, що i для позначення незалежної змiнної. Отож, рiвняння {(2.73), (2.74)} за-
писується у виглядi 


x′ = p

t = t

x = h(t, p)

dx = x′ dt.

Приклад 2.18 Розв’язати рiвняння

x = x′
2 − tx′ +

t2

2
.

Розв’язування. Використовуємо метод введення параметра. Параметризуємо за-
дане рiвняння 


x′ = p

t = t

x = p2 − tp+ t2

2

dx = x′dt.
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Звiдси

d
(
p2 − tp+

t2

2

)
= p dt ⇔ 2p dp− t dp− p dt+ t dt = p dt ⇔

⇔ (2p− t) dp+ (t− 2p) dt = 0 ⇔ (2p− t)(dp− dt) = 0.

Здобуте рiвняння рiвносильне сукупностi рiвнянь

2p− t = 0 або dp− dt = 0,

звiдки
p =

t

2
або p = t+ C.

Отже, пiдставляючи цi вирази у третє iз спiввiдношень, що задають параметризацiю
даного рiвняння, отримаємо

x =
t2

4
та x = (t+ C)2 − t(t+ C) +

t2

2
⇐⇒ x = 2tC + C2 − Ct+

t2

2
.

Вiдповiдь: x = t2

4
або x = tC + C2 + t2

2
.

Приклад 2.19. Розв’язати рiвняння

x = ln x′ + x′
2
.

Розв’язування. Використовуємо метод введення параметра. Параметризуємо рiв-
няння 


x′ = p

t = t

x = ln p+ p2

dx = x′ dt.

Отож, маємо зв’язок мiж параметрами у виглядi диференцiального рiвняння

d(ln p+ p2) = p dt ⇐⇒ (
1

p
+ 2p) dp = p dt.

Отже, t = −1
p
+ 2p+ C (p ̸= 0), i загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд{

t = −1
p
+ 2p+ C

x = ln p+ p2
, p > 0, C ∈ R.

Тепер зауважимо, що коли маємо рiвняння (2.72), то метод розв’язування той же,
але дещо змiнюється параметризацiя. Коротко опишемо це. Рiвняння (2.72) запису-
ється в такiй параметричнiй формi


x′ = p

x = z

t = q(z, p)

dx = x′ dt,

(2.79)
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де p i z — параметри. Пiдставляючи вирази x′, x, t через p i z з (2.79) у спiввiдношення
dx = x′ dt, отримаємо

dz = p dq(z, p) ⇔ dz = p
(∂q(z, p)

∂z
dz +

∂q(z, p)

∂p
dp
)
,

тобто (
p
∂q(z, p)

∂z
− 1
)
dz + p

∂q(z, p)

∂p
dp = 0. (2.80)

Припустимо, що iснує повний загальний iнтеграл

Q(z, p, C) = 0

рiвняння (2.80). Це та додаткова умова на q, про яку йшла мова ранiше.
Отже, повний загальний iнтеграл заданого рiвняння на пiдставi (2.79) та (2.80)

записується в параметричнiй формi
t = q(z, p)

x = z

Q(z, p, C) = 0

⇐⇒

{
t = q(x, p)

Q(x, p, C) = 0.

Як i випадку рiвняння (2.71), в залежностi вiд конкретного вигляду Q(y, p, C) можна
спростити вираз повний загального iнтегралу. Зауважимо також, що при параметри-
зацiї рiвняння (2.72) на практицi зручно використовувати символ ”x” замiсть ”z”
для позначення вiдповiдного параметра.

Приклад 2.20. Розв’язати рiвняння

t =
x

x′
lnx+

x′2

x2
.

Розв’язування. Параметризуємо задане рiвняння


x′ = p

x = x

t = x
p
lnx+ p2

x2

dx = x′ dt.

i знаходимо зв’язок мiж параметрами p i x, пiдставляючи вирази t, x, x′ через пара-
метри x, p у спiввiдношення dx = x′dt.

dx = p d
(x
p
lnx+

p2

x2

)
⇐⇒ dx = p

[(1
p
lnx+

1

p
− 2p2

x3

)
dx+

(
−x lnx

p2
+

2p

x2

)
dp

]
⇐⇒

⇐⇒
(
lnx− 2p3

x3

)
dx+

(2p2
x2

− x lnx

p

)
dp = 0,

звiдки, подiливши рiвняння на xp ̸= 0, матимемо( lnx
p

− 2p2

x3

)(dx
x

− dp

p

)
= 0.
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Звiдси одержуємо

p = x
3

√
lnx

2
або p = Cx, C — довiльна стала.

Отже, розв’язки заданого рiвняння неявно задаються спiввiдношеннями

t =
(

3
√
2 +

1
3
√
4

)
3
√
ln2 x; t =

x

C
lnx+ C2.

В класi рiвнянь, якi можна подати у виглядi (2.71) i розв’язати методом введення
параметра, видiляють два пiдкласи: рiвняння Лагранжа та Клеро.

Рiвнянням Лагранжа називається рiвняння, яке можна подати у виглядi

x = tφ(x′) + ψ(x′), (2.81)

де φ(p)− p ̸≡ 0, а рiвнянням Клеро — рiвняння

x = tx′ + ψ(x′). (2.82)

Розглянемо рiвняння Лагранжа (2.81). Параметризуємо його

x′ = p

t = t

x = tφ(p) + ψ(p)

dx = x′ dt.

(2.83)

Звiдси
d(tφ(p) + ψ(p)) = p dt⇐⇒ φ(p) dt+ (tφ′(p) + ψ′(p)) dp = p dt,

тобто
(φ(p)− p) dt+ (tφ′(p) + ψ′(p)) dp = 0.

Нехай φ(p)−p ̸= 0 для кожного допустимого значення p. Тодi задане рiвняння можна
записати у виглядi

t′ +
φ′(p)

φ(p)− p
t = − ψ′(p)

φ(p)− p
,

тобто воно є лiнiйним вiдносно t. Нехай

t = f(p, C), C — довiльна стала (2.84)

його повний загальний розв’язок.
Тодi загальний розв’язок рiвняння (2.81), на пiдставi (2.83) та (2.84), матиме ви-

гляд {
t = f(p, C),

x = f(p, C) · φ(p) + ψ(p),
(2.85)

де C — довiльна стала.
Увага! Якщо

φ(p)− p = 0 ⇐⇒ p = pi, i ∈M ⊂ N (M ̸= ∅),

41



то сiм’ю розв’язкiв (2.85) треба доповнити частковими розв’язками вигляду

x = tφ(pi) + ψ(pi), i ∈ I.

Приклад 2.21. Розв’язати рiвняння Лагранжа

x+ tx′ − x′
3
= 0.

Розв’язування. Запишемо це рiвняння у виглядi

x = −tx′ + x′
3
. (2.86)

Параметризуємо рiвняння (2.86)

x′ = p

t = t

x = −tp+ p3

dx = x′ dt.

Звiдси

d(−tp+ p3) = p dt⇐⇒ −t dp− p dt+ 3p2 dp = p dt⇐⇒ 2p dt+ (t− 3p2) dp = 0.

Якщо p = 0, то отримаємо розв’язок: x = 0.
Розглянемо випадок p ̸= 0. Тодi отримаємо лiнiйне рiвняння

t′ +
t

2p
=

3p

2
. (2.87)

Розв’яжемо його.
Знайдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

t′ +
t

2p
= 0.

Маємо

dt

dp
= − t

2p
⇐⇒ dt

t
= −dp

2p
⇐⇒ ln |t| = −1

2
ln |p|+ ln |C| ⇐⇒ t =

C√
|p|
.

Тепер знайдемо частковий розв’язок рiвняння (2.87) методом варiацiї сталої, тобто
у виглядi

t =
φ(p)√
|p|
,

де φ(p) — функцiя, яку треба визначити.
Пiдставляючи вираз часткового розв’язку у (2.87), отримаємо

φ′(p)
√
|p| − φ(p) sign p

2
√
|p|3

+
φ(p)

2p
√

|p|
=

3p

2
,

де

sign p =


1, якщо p > 0

0, якщо p = 0

−1, якщо p < 0,

(|p| = p sign p).
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Звiдси
φ′(p) =

3p

2
√

|p|
.

Оскiльки p = |p| sign p, то

φ′(p) =
3

2

√
|p| sign p,

звiдси, φ(p) =
√
|p|3.

Отже,
t = |p|, p ∈ R \ {0}

— частковий розв’язок рiвняння (2.87), а

t =
C√
|p|

+ |p|

— загальний розв’язок рiвняння (2.87).
У результатi отримаємо, що сiм’я всiх розв’язкiв заданого рiвняння може бути

записаною у виглядi  x = 0{
t = C√

|p|
+ |p|

x = −tp+ p3.
.

Тепер розглянемо рiвняння Клеро (2.82). Параметризуємо його

x′ = p

t = t

x = tp+ ψ(p)

dx = x′ dt.

Звiдси

d(tp+ ψ(p)) = p dt ⇔ t dp+ p dt+ ψ′(p) dp = p dt ⇔ (t+ ψ′(p)) dp = 0.

Отримане рiвняння рiвносильне сукупностi рiвнянь

dp = 0 або t+ ψ′(p) = 0.

З першого рiвняння маємо: p = C, а з другого: t = −ψ′(p). Отже, повна сiм’я
розв’язкiв даного рiвняння має вигляд{

t = −ψ′(p),

x = −ψ′(p)p+ ψ(p),
x = Ct+ ψ(C).

Приклад 2.22. Розв’язати рiвняння

x′
3
= 3(tx′ − x).

Розв’язування. Виразимо з цього рiвняння x

x = tx′ − 1

3
x′

3
. (2.88)
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Це є рiвняння Клеро. Параметризуємо його

x′ = p,

t = t,

x = tp− 1
3
p3,

dx = x′ dt.

(2.89)

Звiдси

d(tp− 1

3
p3) = p dt ⇐⇒ t dp+ p dt− p2 dp = p dt ⇐⇒ (t− p2) dp = 0. (2.90)

Рiвняння (2.90) рiвносильне такiй сукупностi рiвнянь

dp = 0 або t = p2. (2.91)

З першого рiвняння маємо
p = C. (2.92)

Отож, рiвняння (2.88), на пiдставi (2.89),(2.91),(2.92), має розв’язки, заданi спiввiд-
ношеннями

x = Ct− 1

3
C3 i

{
t = p2,

x = 2
3
p3

⇐⇒ x = ±2

3

√
t3,

де C — довiльна стала.
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Лекцiя № 4

§3. Задача Кошi для розв’язаних стосовно похiдної
рiвнянь

3.1. Формулювання задачi Кошi для розв’язаного стосовно по-
хiдної звичайного диференцiального рiвняння. Iнтеграль-
не рiвняння, яке еквiвалентне задачi Кошi для ЗДР

3.1.1. Формулювання задачi Кошi для розв’язаного стосовно похiдної зви-
чайного диференцiального рiвняння

Розглянемо розв’язане стосовно похiдної звичайне диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку:

x′ = f(t, x), (3.1)

де t – незалежна змiнна, x – функцiя вiд t, x′ – похiдна x, f : D → R – задана
неперервна функцiя, D – область в R2.

Нагадаємо, що розв’язком рiвняння (3.1) називають функцiю x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩,
яка задовольняє умови

1) φ ∈ C1(⟨a, b⟩) (тобто φ є неперервно-диференцiйовною функцiєю) ;

2) (t, φ(t)) ∈ D ∀t ∈ ⟨a, b⟩ (тобто графiк φ лежить в областi визначення f) ;

3) φ ′(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩ (тобто φ задовольняє рiвняння (3.1)).

Задача Кошi для рiвняння (3.1) полягає у знаходженнi розв’язку рiвняння
(3.1), який задовольняє умову

x(t0) = x0, (3.2)

де (t0, x0) — задана точка областi D.

Умова (3.2) називається початковою умовою, а точка (t0, x0) — початковими
даними. Пiд вхiдними даними задачi Кошi для рiвняння (3.1) розумiємо функцiю f
та початковi данi (t0, x0).

З геометричної точки зору задача Кошi для рiвняння (3.1) полягає у знаходженнi
iнтегральної лiнiї цього рiвняння, яка проходить через задану точку (t0, x0).

Далi сформульовану задачу будемо коротко називати задачею (3.1), (3.2).

При формулюваннi будь-якої задачi виникає питання про її коректнiсть. Сто-
совно задачi (3.1), (3.2) це означає виконання таких трьох умов:
1) iснування її розв’язку,
2) його єдинiсть,
3) неперервну залежнiсть розв’язку вiд вхiдних даних.

Принагiдно зауважимо таке. Нехай x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, – розв’язок задачi
(3.1),(3.2), а ⟨c, d⟩ ⊂ ⟨a, b⟩ – який-небудь промiжок такий, що t0 ∈ ⟨c, d⟩ i ⟨c, d⟩ ̸= ⟨a, b⟩.
Тодi функцiя x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, де ψ(t) = φ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, теж є розв’язком задачi
(3.1),(3.2) i вiн вiдрiзняється вiд попереднього областю визначення. Вiдмiтимо, що
функцiю ψ називають звуженням функцiї φ на промiжок ⟨c, d⟩, а функцiю φ продов-
женням функцiї ψ на промiжок ⟨a, b⟩. Отож, якщо задача Кошi для ЗДР має хоча
б один розв’язок, то вона має безлiч розв’язкiв i в цьому випадку будемо казати,
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що задача має розв’язки. Але при наявностi у цiєї задачi безлiчi розв’язкiв можлива
одна iз двох ситуацiй: 1) будь-якi два розв’язки даної задачi спiвпадають на спiльнiй
частинi їх областей визначення; 2) iснує хоча б два розв’язки даної задачi, якi в де-
яких точках спiльної частини їх областей визначення мають рiзнi значення. В першiй
ситуацiї кажуть, що розв’язок задачi єдиний, а в другiй – нема єдиностi розв’язку
задачi. Далi ми покажемо, що в першiй ситуацiї (а для її наявностi потрiбнi певнi
умови на f) iснує i тiльки одна функцiя, причому визначена на iнтервалi числової
осi, яка є розв’язком задачi (3.1),(3.2) та є продовженням будь-якого iншого розв’яз-
ку цiєї задачi. Такий розв’язок називають непродовжуваним. Суть слiв "розв’язок
неперервно залежить вiд вхiдних даних " буде уточнено пiзнiше.

3.1.2. Iнтегральне рiвняння, яке еквiвалентне задачi Кошi для звичай-
ного диференцiального рiвняння

Далi ми будемо дослiджувати питання про коректнiсть задачi (3.1), (3.2). При
цьому дуже важливу роль вiдiграватиме iнтегральне рiвняння

x = x0 +

t∫
t0

f(s, x) ds. (3.3)

Розв’язком рiвняння (3.3) називають функцiю x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩ (t0 ∈ ⟨c, d⟩), яка
задовольняє умови:

1) ψ ∈ C
(
⟨c, d⟩

)
;

2) (t, ψ(t)) ∈ D ∀t ∈ ⟨c, d⟩;

3) ψ(t) = x0 +
t∫
t0

f(s, ψ(s)) ds ∀t ∈ ⟨c, d⟩.

Теорема 3.1. Будь-який розв’язок задачi (3.1), (3.2) є розв’язком рiвняння (3.3) i,
навпаки, довiльний розв’язок рiвняння (3.3) є розв’язком задачi (3.1), (3.2).

Доведення. Нехай x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок задачi (3.1),(3.2), тобто

φ′(s) = f(s, φ(s)), s ∈ ⟨a, b⟩, (3.4)
φ(t0) = x0 (3.5)

(тут ми змiнили позначення незалежної змiнної з t на s).
Умови 1) i 2) означення розв’язку рiвняння (3.3) для функцiї φ виконанi. Крiм

цього, права i лiва частини рiвностi (3.4) є неперервними. Проiнтегруємо рiвнiсть
(3.4) по s вiд t0 до t ∈ ⟨a, b⟩, врахувавши (3.5). У результатi отримаємо тотожнiсть

φ(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s)) ds , t ∈ ⟨a, b⟩.

Це означає, що виконується умова 3) означення розв’язку рiвняння (3.3), а отже,
функцiя x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком цього рiвняння.

Тепер нехай x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, — розв’язок рiвняння (3.3). Тодi маємо тотожнiсть

ψ(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, ψ(s)) ds, t ∈ ⟨c, d⟩. (3.6)
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Оскiльки права частина тотожностi (3.6) є неперервно диференцiйовною функцiєю,
то i лiва частина — теж. Продиференцiюємо тотожнiсть (3.6). У результатi отримаємо
тотожнiсть

ψ′(t) = f(t, ψ(t)), t ∈ ⟨c, d⟩.

Звiдси випливає, що функцiя ψ є розв’язком рiвняння (3.1). Крiм цього, на пiдставi
(3.6) маємо умову ψ(t0) = x0. Отож, функцiя x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, є розв’язком задачi
(3.1),(3.2).

Зауважимо, що умова неперервностi функцiї f є природною при дослiдженнi рiв-
няння (3.1), оскiльки його розв’язками ми називаємо неперервно диференцiйовнi
функцiї, що задовольняють рiвняння. Далi всюди в цьому параграфi будемо вва-
жати, що f є неперервною. Тому, як випливає з теореми 3.1, для встановлення умов
коректностi задачi (3.1),(3.2) нам досить знайти умови на f , при яких рiвняння (3.3)
має розв’язок, вiн єдиний i неперервно залежить вiд f та (t0, x0) (змiст слiв "непе-
рервно залежить" буде уточнено далi).

3.2. Теорема Пеано про iснування розв’язку задачi Кошi для
ЗДР

Дослiдимо питання iснування розв’язку задачi Кошi для рiвняння (3.1) з початковою
умовою (3.2).

Теорема 3.2 (Пеано). Нехай функцiя f є неперервною. Тодi задача (3.1), (3.2) має
розв’язки.

Доведення. Розглянемо випадок n = 1. Нехай числа r > 0 i q > 0 такi, що прямоку-
тник

P r,q
t0,x0 = {(t, x) : t0 − r ≤ t ≤ t0 + r, x0 − q ≤ x ≤ x0 + q}

лежить в областi D. Покладемо

m := max
(t,x)∈P r,q

t0,x0

|f(t, x)|, h := min
{
r,
q

m

}
.

Покажемо, що задача (3.1),(3.2) має розв’язок, визначений на вiдрiзку [t0−h, t0+
h] (цей вiдрiзок називається вiдрiзком Пеано для задачi (3.1),(3.2). Цей розв’язок
отримаємо як границю рiвномiрно збiжної послiдовностi {kx}∞k=1 функцiй з простору
C([t0 − h, t0 + h]), графiки яких є так званими ламаними Ейлера.

Для довiльного k ∈ N функцiю
k
x будуємо таким чином. Нехай

σk = {
k
t−k,

k
t−k+1, . . . ,

k
t−1, t0,

k
t1, . . . ,

k
tk−1,

k
tk}

– яке-небудь розбиття вiдрiзка [t0 − h, t0 + h], тобто впорядкована множина чисел

k
t−k,

k
t−k+1, . . . ,

k
t−1, t0,

k
t1, . . . ,

k
tk−1,

k
tk,

що задовольняють таку умову

t0 − h =
k
t−k<

k
t−k+1< ... <

k
t−1< t0 <

k
t1< ... <

k
tk−1<

k
tk= t0 + h.
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Далi проведемо через точку (t0, x0) пряму з кутовим коефiцiєнтом f(t0, x0) i знайдемо

точки перетину цiєї прямої вiдповiдно з прямими t =
k
t−1 i t =

k
t1. Позначимо ординати

цих точок вiдповiдно через
k
x−1 i

k
x1. Оскiльки −m ≤ f(t0, x0) ≤ m, то вiдрiзки з кiн-

цями в точках (
k
t−1,

k
x−1) i (t0, x0) та (t0, x0) i (

k
t1,

k
x1) лежать вiдповiдно у трикутниках

−
T

h,q
t0,x0 та

+

T
h,q
t0,x0 , де

−
T

h,q
t0,x0 = {(t, x) : t0 − h ≤ t ≤ t0, x0 +m(t− t0) ≤ x ≤ x0 −m(t− t0)},

+

T
h,q
t0,x0 = {(t, x) : t0 ≤ t ≤ t0 + h, x0 −m(t− t0) ≤ x ≤ x0 +m(t− t0)}.

Далi проводимо ще двi прямi: одну – через точку (
k
t−1,

k
x−1) з кутовим коефiцiєнтом

f(
k
t−1,

k
x−1), а другу – через точку (

k
t1,

k
x1) з кутовим коефiцiєнтом f(

k
t1,

k
x1). Знайдемо

точки перетину першої прямої з прямою t =
k
t−2, а другої – з прямою t =

k
t2. Нехай

k
x−2

i
k
x2 – ординати вiдповiдних точок. Оскiльки

−m ≤ f(
k
ti,

k
xi) ≤ m, i ∈ {−1, 1},

то вiдрiзок з кiнцями в точках (
k
t−2,

k
x−2) i (

k
t−1,

k
x−1) лежить в трикутнику

−
T

h,q
t0,x0 , а

вiдрiзок з кiнцями в точках (
k
t1,

k
x1) i (

k
t2,

k
x2) – в трикутнику

+

T
h,q
t0,x0 . Тепер знову про-

водимо двi прямi через точки (
k
t−2,

k
x−2) i (

k
t2,

k
x2) вiдповiдно з кутовими коефiцiєнтами

f(
k
t−2,

k
x−2) i f(

k
t2,

k
x2) та знаходимо точки перетину цих прямих вiдповiдно з прямими

t =
k
t−3 та t =

k
t3. Ординати цих точок позначаємо вiдповiдно через

k
x−3 i

k
x3. I так

продовжуємо робити далi, поки не знайдемо точки (
k
t−k,

k
x−k) та (

k
tk,

k
xk). В результатi

отримаємо впорядковану множину точок

(
k
t−k,

k
x−k), . . . , (

k
t−1,

k
x−1), (t0, x0), (

k
t1,

k
x1), . . . , (

k
tk,

k
xk).

Ламана, множина послiдовних вершин якої збiгається з цiєю множиною, називається
ламаною Ейлера. Очевидно, що ламана Ейлера лежить в

−
T

h,q
t0,x0∪

+

T
h,q
t0,x0 . Вона є

графiком функцiї
k
x, яка аналiтично задається таким чином:

k
x (t) =

k
xi +f(

k
ti,

k
xi)(t−

k
ti

), якщо t ∈ [
k
ti,

k
ti+1] для деякого i ∈ {0, 1, . . . , k−1}, та

k
x (t) =

k
x−j +f(

k
t−j,

k
x−j)(t−

k
t−j),

якщо t ∈ [
k
t−j−1,

k
t−j] для деякого j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

Виберемо тепер послiдовнiсть розбиттiв {σk}∞k=1 так, щоб λk −→
k→∞

0, де λk :=

max
−k≤j<k

|
k
tj+1 −

k
tj |, k ∈ N. Використовуючи теорему Арцела-Асколi покажемо, що

iснують пiдпослiдовность {
kj
x}∞j=1 та функцiя φ ∈ C([t0−h, t0+h]) такi, що

kj
x⇒ φ при

j → +∞ на [t0 − h, t0 + h]. Для цього маємо встановити рiвномiрну обмеженiсть та
одностайну неперервнiсть на [t0 − h, t0 + h] членiв послiдовностi {kx}∞k=1.

Послiдовнiсть {kx}∞k=1 рiвномiрно обмежена, якщо iснує стала K ≥ 0 така, що

| kx (t)| ≤ K для будь-яких k ∈ N i t ∈ [t0 − h, t0 + h].
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Оскiльки графiки функцiй
k
x, k ∈ N, лежать в множинi T h,qt0,x0 =

−
T

h,q
t0,x0∪

+

T
h,q
t0,x0 , то

| kx (t)− x0| 6 m|t− t0| 6 mh ≤ q, коли t ∈ [t0 − h, t0 + h]. (3.7)

Звiдси випливає рiвномiрна обмеженiсть послiдовностi {kx}∞k=1.
Члени послiдовностi {kx}∞k=1 будуть одностайно неперервними, якщо для довiль-

ного, як завгодно малого, значення ε > 0 iснує значення δ = δ(ε) > 0 таке, що для
будь-якої пари чисел {t1, t2} з вiдрiзка [t0−h, t0+h] такої, що |t1−t2| < δ, виконується
нерiвнiсть

| kx (t1)−
k
x (t2)| < ε ∀ k ∈ N.

Покажемо, що члени послiдовностi {kx}∞k=1 є одностайно неперервними. Для кожного
k ∈ N покладемо

∆k(t) := (
k
x (t))′ − f(t,

k
x (t)),

якщо t ∈ [t0 − h, t0 + h] \ σk, i ∆k(t) = 0, якщо t ∈ σk. Отже,

(
k
x (t))′ = f(t,

k
x (t)) + ∆k(t), t ∈ [t0 − h, t0 + h]/σk,

звiдки, враховуючи, що
k
x∈ C([t0 − h, t0 + h]), отримаємо

k
x (t) = x0 +

t∫
t0

[f(s,
k
x (s)) + ∆k(s)]ds, (3.8)

t ∈ [t0 − h, t0 + h], k ∈ N. З (3.8), врахувавши, що

|f(s, kx (s)) + ∆k(s)| = |(kx (t))′| ≤ m, t ∈ [t0 − h, t0 + h] \ σk,

∆k(t) = 0, t ∈ σk, випливає нерiвнiсть

| kx (t1)−
k
x (t2)| ≤ m|t1 − t2|

для будь-яких {t1, t2} ⊂ [t0 − h, t0 + h] i кожного k ∈ N. А це означає, що члени
послiдовностi {kx}∞k=1 є одностайно неперервними на [t0 − h, t0 + h].

Отже, для послiдовностi {kx}∞k=1 виконуються умови теореми Арцела-Асколi, з якої
випливає iснування пiдпослiдовностi

{
kj
x}∞j=1 цiєї послiдовностi та функцiя φ ∈ C([t0 − h, t0 + h]) такi, що

kj
x⇒ φ на [t0 −

h, t0 + h] при j → +∞.
Покажемо, що функцiя φ є розв’язком задачi (3.1),(3.2). В силу рiвномiрної непе-

рервностi функцiї f на P h,q
t0,x0 маємо, що для будь-якого ε > 0 iснує δ = δ(ε) > 0 таке,

що
|f(t, x)− f(t, x̃)| < ε

як тiльки |x − x0| ≤ q, |x̃ − x0| ≤ q i |x − x̃| ≤ δ. Звiдси та з рiвномiрної збiжностi

{
kj
x}∞j=1 до φ, враховуючи (3.7), випливає, що

max
t∈[t0−h,t0+h]

|f(t,
kj
x (t))− f(t, φ(t))| → 0 при j → +∞. (3.9)
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Тепер покажемо, що
max

t∈[t0−h,t0+h]
∆k(t) −→

k→∞
0. (3.10)

Нехай τ ∈ [t0 − h, t0 + h]. Якщо τ ∈ σk, то ∆k(τ) = 0. Тому розглянемо випадок,

коли τ ̸= σk. Тодi iснує таке число iτ ∈ {−k + 1, . . . , k − 1}, що τ ∈ (
k
tiτ ,

k
tiτ+1), коли

τ > t0, i τ ∈ (
k
tiτ−1,

k
tiτ ), коли τ < t0. Отже, за означенням

k
x маємо (

k
x)′(τ) = f(

k
tiτ , xiτ )

i ∆k(τ) = f(
k
tiτ , xiτ ) − f(τ,

k
x (τ)), причому |τ−

k
tiτ | ≤ λk, |

k
x (τ) − xiτ | ≤ mλk, k ∈ N.

Звiдси та з рiвномiрної неперервностi f на P h,q
t0,x0 i того, що λk −→

k→∞
0, маємо (3.10).

Таким чином, поклавши в (3.8) k = kj, j ∈ N, перейдемо до границi при j → +∞,
враховуючи (3.9) i (3.10). В результатi отримаємо рiвнiсть

φ(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s)) ds, t ∈ [t0 − h, t0 + h]. (3.11)

З формули (3.11) випливає, що φ′(t) = f(t, φ(t)) для довiльного t ∈ [t0 − h, t0 + h] i
φ(t0) = x0. Оскiльки (t,

k
x (t)) ∈ T h,qt0,x0 для довiльного t ∈ [t0 − h, t0 + h], k ∈ N, то

(t, φ(t)) ∈ T h,qt0,x0 для довiльного t ∈ [t0 − h, t0 + h].
Отож, функцiя x = φ(t), t ∈ [t0 − h, t0 + h], є розв’язком задачi (3.1), (3.2).
Випадок n > 1 розглядається аналогiчно.

Зауваження 3.1. Як випливає з доведення теореми Пеано, задача (3.1), (3.2) має
розв’язок, визначений на вiдрiзку Пеано. Цей вiдрiзок знаходиться таким чином.
Вибираємо який-небудь прямокутник P r,q

t0,x0 , що лежить в областi D, i знаходимо
m = max

(t,x)∈P r,q
t0,x0

|f(t, x)|. Тодi вiдрiзок Пеано визначається як вiдрiзок [t0 − h, t0 + h], де

h = min
{
r, q

m

}
.

Зауваження 3.2. Умова теореми Пеано не гарантує однозначностi задачi Кошi. На-
приклад, задача Кошi

x′ = 3
3
√
x2, x(0) = 0

має розв’язки
x = 0, t ∈ R, i x = t3, t ∈ R,

якi не спiвпадають нiде, за винятком точки 0, хоча умова теореми 3.2 виконана.

Зауваження 3.3. Коли вiдомо, що задача (3.1),(3.2) має єдиний розв’язок, то вся по-
слiдовнiсть {nx} є рiвномiрно збiжною до цього розв’язку (це легко показати мiркуючи
вiд супротивного). В цьому випадку функцiї

n
x, n ∈ N, можна брати в якостi набли-

ження до розв’язку задачi (3.1),(3.2). Такий метод знаходження наближень розв’язку
задачi (3.1),(3.2) називається методом ламаних Ейлера.

3.3. Лема Гронуолла-Белмана. Умова Лiпшiца

3.3.1. Доведемо допомiжне твердження, яке будемо часто використовувати при до-
слiдженнi задачi Кошi для звичайного диференцiального рiвняння.
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Твердження 3.3 (лема Гронуолла-Белмана). Нехай функцiя u ∈ C[a, b] для деяких
сталих t0 ∈ [a, b], A > 0, B > 0 задовольняє нерiвнiсть

0 6 u(t) 6 A+B

∣∣∣∣
t∫

t0

u(s)ds

∣∣∣∣, t ∈ [a, b]. (3.12)

Тодi
u(t) 6 AeB|t−t0|, t ∈ [a, b]. (3.13)

Доведення. Покладемо v(t):=
t∫
t0

u(s) ds, t ∈ [a, b], тодi v′(t) = u(t), t ∈ [a, b]. Спочатку

припустимо, що t0 < b i розглянемо нерiвнiсть (3.12) на вiдрiзку [t0, b]. З (3.12) маємо

u(t) 6 A+Bv(t), t ∈ [t0, b], (3.14)

звiдки отримаємо
v′(t) 6 A+Bv(t), t ∈ [t0, b],

а це означає, що правильна нерiвнiсть

v′(s)−Bv(s) 6 A, s ∈ [t0, b]. (3.15)

Домножимо нерiвнiсть (3.15) на e−Bs i перетворимо таким чином(
v(s)e−Bs

)′ 6 Ae−Bs, s ∈ [t0, b].

Проiнтегруємо отриману нерiвнiсть по s вiд t0 до t ∈ (t0, b]:

v(t)e−Bt − v(t0)e
−Bt0 6 −A

B

(
e−Bt − e−Bt0

)
.

Звiдси, врахувавши, що v(t0) = 0, i домноживши отриману нерiвнiсть на eBt, мати-
мемо

v(t) 6 −A
B

(
1− eB(t−t0)

)
, t ∈ [t0, b]. (3.16)

Iз (3.14) i (3.16) одержимо

u(t) 6 A− A
(
1− eB(t−t0)

)
,

що, пiсля спрощення, спiвпадає з (3.13) при t > t0.
Розглядаючи нерiвнiсть (3.12) на [a, t0] i мiркуючи аналогiчно до того, як це ро-

билося вище, отримаємо нерiвнiсть (3.13) на вiдрiзку [a, t0].

3.3.2. Далi буде часто використовуватися таке поняття, як "умова Лiпшiца ".
Введемо його тут.

Означення 3.1. Кажуть, що функцiя ψ(x), x ∈ X ⊂ R, задовольняє умову Лiпшiца,
якщо iснує стала L > 0 така, що для будь-яких x1, x2 ∈ X виконується нерiвнiсть

|ψ(x1)− ψ(x2)| 6 L|x1 − x2|.

Найменша зi сталих типу L називається сталою Лiпшiца функцiї ψ на множинiX.
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Твердження 3.4. Якщо функцiя ψ є диференцiйовною на ⟨c, d⟩ i її похiдна ψ′ є
обмеженою на ⟨c, d⟩, то функцiя ψ задовольняє умову Лiпшiца на ⟨c, d⟩.

Доведення. За теоремою Лагранжа про скiнчений прирiст маємо для будь-яких
x1, x2 ∈ ⟨c, d⟩ (x1 < x2) рiвнiсть

ψ(x1)− ψ(x2) = ψ′(ξ)(x1 − x2), де ξ ∈ (x1, x2).

Звiдси, враховуючи, що |ψ′(x)| 6 L ∀x ∈ (c, d), де L = const > 0, отримаємо нерiв-
нiсть

|ψ(x1)− ψ(x2)| 6 L|x1 − x2|.

Наслiдок 3.1. Якщо функцiя ψ є неперервно диференцiйовною на вiдрiзку [c, d], то
вона задовольняє умову Лiпшiца на [c, d].

Доведення. Це твердження безпосередньо випливає з твердження 3.4 i теореми
Вейерштрасса про обмеженiсть неперервної на вiдрiзку функцiї.

Нагадаємо, що обмеженi i замкненi множини в Rn (n ∈ N) називають компактами
чи компактними множинами. Зокрема, вiдрiзки числової осi компактами в R.

Означення 3.2. Кажуть, що функцiя ψ(x), x ∈ X ⊂ R (X не є компактом), за-
довольняє умову Лiпшiца локально на X, якщо для будь-якого компакту K ⊂ X
звуження цiєї функцiї на K задовольняє умову Лiпшiца (на K).

Твердження 3.5. Якщо функцiя ψ є диференцiйовною на промiжку ⟨c, d⟩, який не
є компактом, i її похiдна обмежена на кожному вiдрiзку промiжку ⟨c, d⟩, то ця
функцiя задовольняє умову Лiпшiца на ⟨c, d⟩ локально.

Доведення випливає з твердження 3.4.

Наслiдок 3.2. Якщо функцiя ψ є неперервно диференцiйовною на промiжку ⟨c, d⟩,
то вона задовольняє умову Лiпшiца на ⟨c, d⟩ локально.

Доведення. Це твердження безпосередньо випливає з твердження 3.5 i теореми
Вейерштрасса про обмеженiсть неперервної на вiдрiзку функцiї.

Означення 3.3. Нехай Ω — множина в R2. Кажуть, що функцiя g(t, x), (t, x) ∈ Ω,
задовольняє умову Лiпшiца за другим аргументом (змiнною x) на Ω (глобально),
якщо iснує стала L > 0 така, що для будь-яких (t, x1), (t, x2) ∈ Ω виконується нерiв-
нiсть

|g(t, x1)− g(t, x2)| 6 L|x1 − x2|.
Найменша зi сталих типу L називається сталою Лiпшiца.

Твердження 3.6. Нехай Ω — опукла за змiнною x область в R2, а функцiя
g(t, x), (t, x) ∈ Ω, має обмежену частинну похiдну gx(t, x), (t, x) ∈ Ω. Тодi функцiя
g задовольняє умову Лiпшiца за другим аргументом глобально.

Доведення цього твердження аналогiчне доведенню леми 3.4.

Означення 3.4. Кажуть, що функцiя g(t, x), (t, x) ∈ Ω (Ω не є компактом), задо-
вольняє умову Лiпшiца за другим аргументом (змiнною x) на Ω локально, якщо для
будь-якого компакту F ⊂ Ω звуження цiєї функцiї на F задовольняє умову Лiпшiца
(на F глобально).
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Означення 3.5. Кажуть, що пiдобласть Ω′ областi Ω (в R2) є строго внутрiшньою,
якщо Ω′ — обмежена i Ω′ ⊂ Ω (умова Ω′ ⊂ Ω рiвносильна умовi: вiдстань мiж межами
∂Ω′ i ∂Ω — додатня).

Зауваження 3.4. Нехай Ω — область в R2. Тодi функцiя g(t, x), (t, x) ∈ Ω, задоволь-
няє умову Лiпшiца локально, якщо для будь-якої строго внутрiшньої пiдобластi Ω′

областi Ω звуження цiєї функцiї на Ω′ задовольняє умову Лiпшiца (на Ω′ глобально).

Твердження 3.7. Нехай Ω — область в R2 i функцiя f(t, x), (t, x) ∈ Ω, разом
з частинною похiдною fx(t, x), (t, x) ∈ Ω, є неперервними на Ω. Тодi функцiя f
задовольняє умову Лiпшiца за другим аргументом (на Ω) локально.

Доведення. Нехай Ω′ — cтрого внутрiшня пiдобласть областi Ω. Розглянемо функцiю

F (t, x1, x2) =


f(t, x1)− f(t, x2)

x1 − x2
, якщо x1 ̸= x2,

fx(t, x1), якщо x1 = x2,

визначену на множинi Γ =
{
(t, x1, x2) : (t, x1), (t, x2) ⊂ Ω′

}
. Легко переконатися, що

множина Γ — компакт в R3, а функцiя F — неперервна на Γ функцiя. Отже, за
теоремою Вейерштрасса iснує стала L > 0 така, що |F (t, x1, x2)| 6 L для будь-яких
(t, x1, x2) ∈ Γ. А це означає, що звуження функцiї f на Ω′ задовольняє умову Лiпшiца
(на Ω′).

Лекцiя № 5

3.4. Теорема Пiкара про iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi для ЗДР

В пунктi 3.2 ми розглянули питання про iснування розв’язку задачi Кошi для розв’я-
заного стосовно похiдної рiвняння. Тут ми вернемося знову до цього питання. При
цьому, порiвняно з пунктом 3.2, пiдсилимо умови на праву частину рiвняння. Цi до-
датковi умови будуть гарантувати єдинiсть розв’язку дослiджуваної задачi Кошi i,
крiм того, дають можливiсть використовувати для знаходження наближень розв’яз-
ку цiєї задачi метод послiдовних наближень.

Вiдмiтимо, що слова «будь-якi два розв’язки x = φ1(t), t ∈ ⟨a1, b1⟩, i x = φ2(t),
t ∈ ⟨a2, b2⟩, задачi (3.1), (3.2) спiвпадають на спiльнiй частинi їх областей визначення»
означають, що φ1(t) = φ2(t) ∀t ∈ ⟨a1, b1⟩ ∩ ⟨a2, b2⟩.
Теорема 3.8 (Пiкар). Нехай функцiя f є неперервною i задовольняє умову Лiпшiца
за другим аргументом локально. Тодi задача (3.1), (3.2) має розв’язки i будь-якi два
з них спiвпадають на спiльнiй частинi їх областей визначення.

Доведення. 1 етап. Як вiдомо (див. теорему 3.1), будь-який розв’язок задачi (3.1),
(3.2) є розв’язком iнтегрального рiвняння

x = x0 +

t∫
t0

f(s, x) ds (3.17)
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i, навпаки, довiльний розв’язок рiвняння (3.17) є розв’язком задачi (3.1), (3.2).
Тому нам достатньо довести твердження нашої теореми стосовно рiвняння (3.17),

що ми i будемо робити.

2 етап. Будуємо так званi послiдовнi наближення розв’язку iнтегрального рiвня-
ння (3.17) за правилом

x0(t) = x0, t ∈ (a0, b0), (3.18)

xn(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, xn−1(s))ds, t ∈ (an, bn), n ∈ N, (3.19)

де (a0, b0) – максимальний числовий iнтервал такий, що t0 ∈ (a0, b0) i (t, x0) ∈ D ∀t ∈
(a0, b0), i для кожного n ∈ N (an, bn) – максимальний числовий iнтервал такий, що
t0 ∈ (an, bn) i (t, xn−1(t)) ∈ D ∀t ∈ (an, bn). Ясно, що (an, bn) ⊂ (an−1, bn−1) для будь-
якого n ∈ N.

3 етап. Виберемо довiльним чином i зафiксуємо числа r > 0 i q > 0 такi, що
прямокутник

P r,q
t0,x0 :={(t, x) : t0 − r 6 t 6 t0 + r, x0 − q 6 x 6 x0 + q}

лежить в D. Визначимо

m := max
(t,x)∈P r,q

t0,x0

|f(t, x)|, h := min
{
r,
q

m

}
.

Покажемо, що вiдрiзок [t0 − h, t0 + h] (його називають, як говорилося ранiше,
вiдрiзком Пеано) лежить в (an, bn) для кожного n ∈ N i графiк звуження функцiї xn
на [t0 − h, t0 + h] лежить в P h,q

t0,x0 , тобто {(t, xn(t)) : t ∈ [t0 − h, t0 + h]} ⊂ P h,q
t0,x0 . Для

цього використаємо метод математичної iндукцiї.
Нехай n = 1. Очевидно, що [t0 − h, t0 + h] ⊂ (a1, b1). Тодi для довiльного t ∈

[t0 − h, t0 + h] з (3.18) маємо

|x1(t)− x0| 6
∣∣∣∣

t∫
t0

|f(s, x0)| ds
∣∣∣∣ 6 m|t− t0| 6 mh 6 q.

Звiдси випливає, що {(t, x1(t)) : t ∈ [t0 − h, t0 + h]} ⊂ P h,q
t0,x0 .

Тепер нехай для деякого n = k − 1 (k > 2) справедливе наше твердження, тобто
[t0 − h, t0 + h] ⊂ (ak−1, bk−1) i {(t, xk−1(t)) : t ∈ [t0 − h, t0 + h]} ⊂ P h,q

t0,x0 . Тодi функцiя
f(s, xk−1(s)) визначена для будь-якого s з вiдрiзка [t0−h, t0+h] i неперервна на цьому
вiдрiзку, а отже, функцiя xk визначена на [t0−h, t0+h], тобто [t0−h, t0+h] ⊂ (ak, bk).
Крiм цього, з (3.19) при n = k для t ∈ [t0 − h, t0 + h] отримаємо

|xk(t)− x0| 6
∣∣∣∣

t∫
t0

f(s, xk−1(s)) ds

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣
t∫

t0

|f(s, xk−1(s)| ds
∣∣∣∣ 6 m|t− t0| 6 q.

Це означає, що {(t, xk(t)) : t ∈ [t0−h, t0+h]} ⊂ P h,q
t0,x0 , тобто наше твердження доведено.

4 етап. Покажемо, що функцiйна послiдовнiсть

x0(t), x1(t), x2(t), . . . , xn(t), . . . t ∈ [t0 − h, t0 + h], (3.20)
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рiвномiрно збiжна на [t0 − h, t0 + h]. Для цього розглянемо функцiйний ряд

x0(t)+ (x1(t)−x0(t))+ (x2(t)−x1(t))+ · · ·+(xn(t)−xn−1(t))+ · · · , t ∈ [t0−h, t0+h].
(3.21)

Нехай {Sn(t), t ∈ [t0 − h, t0 + h]}∞n=0 — послiдовнiсть частинних сум цього ряду.
Очевидно, що

Sn(t) = x0(t) + (x1(t)− x0(t)) + (x2(t)− x1(t)) + · · ·+ (xn(t)− xn−1(t)) ≡ xn(t),

t ∈ [t0 − h, t0 + h], n ∈ N ∪ {0}.

Це означає, що рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi (3.20) є еквiвалентною рiвномiрнiй
збiжностi ряду (3.21), причому границя послiдовностi (3.20) спiвпадає iз сумою ряду
(3.21).

Доведемо рiвномiрну збiжнiсть ряду (3.21), використовуючи ознаку Вейерштрас-
са. Це означає, що нам потрiбно знайти збiжний числовий ряд з додатними членами,
кожен член якого мажорує (оцiнює зверху взятий по модулю) вiдповiдний член ряду
(3.21).

Легко бачити, що з (3.18) для кожного t ∈ [t0 − h, t0 + h] маємо

|x1(t)− x0| 6
∣∣∣∣

t∫
t0

|f(s, x0)| ds
∣∣∣∣ 6 m|t− t0| = m

|t− t0|
1!

.

Використовуючи цю оцiнку та умову Лiпшiца зi сталою L, з (3.19) (беручи послiдовно
n = 1 i n = 2) отримаємо

|x2(t)− x1(t)| 6
∣∣∣∣

t∫
t0

|f(s, x1(s))− f(s, x0)| ds
∣∣∣∣ 6 L

∣∣∣∣
t∫

t0

|x1(s)− x0| ds
∣∣∣∣ 6

6 mL

∣∣∣∣
t∫

t0

|s− t0|
1!

ds

∣∣∣∣ = mL
|t− t0|2

2!
, t ∈ [t0 − h, t0 + h].

Аналогiчно отримаємо оцiнку

|x3(t)− x2(t)| 6 mL2 |t− t0|3

3!
, t ∈ [t0 − h, t0 + h].

Тому можна очiкувати, що для кожного n ∈ N справедлива оцiнка

|xn(t)− xn−1(t)| 6 mLn−1 |t− t0|n

n!
, t ∈ [t0 − h, t0 + h]. (3.22)

Доведемо це методом математичної iндукцiї. Для n = 1 уже доведено. Нехай
(3.22) справджується для n = k, де k — яке-небудь натуральне число. Тодi з (3.19)
та умови Лiпшiца маємо

|xk+1(t)− xk(t)| 6
∣∣∣∣

t∫
t0

|f(s, xk(s))− f(s, xk−1(s))| ds
∣∣∣∣ 6 L

∣∣∣∣
t∫

t0

|xk(s)− xk−1(s)| ds
∣∣∣∣ 6

6 mLk

k!

∣∣∣∣
t∫

t0

|s− t0|k ds
∣∣∣∣ = mLk

|t− t0|k+1

(k + 1)!
, t ∈ [t0 − h, t0 + h],
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що треба було довести.
Iз (3.22) маємо для кожного n ∈ N

|xn(t)− xn−1(t)| 6
m

L

(Lh)n

n!
, t ∈ [t0 − h, t0 + h]. (3.23)

Числовий ряд

|x0|+
m

L

(Lh)

1!
+
m

L

(Lh)2

2!
+ · · ·+ m

L

(Lh)n

n!
+ · · · (3.24)

є збiжним, що можна показати, використовуючи ознаку Д’Аламбера, i навiть можна
знайти його суму, згадавши ряд Маклорена (Тейлора) для ey (ey = 1+ y

1!
+ y2

2!
+ · · ·+

yn

n!
+ . . . ). Очевидно, що сума ряду (3.24) має вигляд

|x0|+
m

L
(eLh − 1).

Отож, на пiдставi ознаки Вейерштрасса ряд (3.21) є рiвномiрно збiжним на вiд-
рiзку Пеано [t0 − h, t0 + h]. Нехай його сума дорiвнює φ(t), t ∈ [t0 − h, t0 + h]. З
властивостей рiвномiрно збiжних рядiв (а саме, з факту, що сума рiвномiрно збiжно-
го ряду, складеного з неперервних функцiй, є неперервною функцiєю) випливає, що
φ є неперервною на [t0 − h, t0 + h] функцiєю. Iз зв’язку мiж послiдовнiстю (3.20) i
рядом (3.21) отримаємо, що

xn(t)⇒ φ(t) при n→ ∞, t ∈ [t0 − h, t0 + h]. (3.25)

Очевидно, що {(t, φ(t)) : t ∈ [t0 − h, t0 + h]} ⊂ P h,q
t0,x0 .

Етап 5. Покажемо, що функцiя x = φ(t), t ∈ [t0 − h, t0 + h], є розв’язком задачi
(3.1), (3.2). Для цього спочатку доведемо, що

t∫
t0

f(s, xn(s)) ds→
t∫

t0

f(s, φ(s)) ds при n→ ∞, t ∈ [t0 − h, t0 + h].

Справдi, використовуючи умову Лiпшiца, на пiдставi (3.25) отримаємо

0 6
∣∣∣∣

t∫
t0

f(s, xn(s)) ds−
t∫

t0

f(s, φ(s)) ds

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣
t∫

t0

|f(s, xn(s))− f(s, φ(s))| ds
∣∣∣∣ 6

6 L

∣∣∣∣
t∫

t0

|xn(s)− φ(s)| ds
∣∣∣∣ 6 L

t0+h∫
t0−h

|xn(s)− φ(s)|ds→ 0 при n→ ∞.

Враховуючи це, а також (3.25), перейдемо в (3.19) до границi при n → ∞. У
результатi отримаємо

φ(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s)) ds, t ∈ [t0 − h, t0 + h].

Це означає, що функцiя x = φ(t), t ∈ [t0 − h, t0 + h], є розв’язком рiвняння (3.17), а
отже, задачi (3.1), (3.2).
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Етап 6. Доведемо, що будь-якi два розв’язки задачi (3.1),(3.2) спiвпадають на
спiльнiй частинi їх областей визначення. Припустимо протилежне. Нехай x = φ1(t),
t ∈ ⟨a1, b1⟩, i x = φ2(t), t ∈ ⟨a2, b2⟩, — розв’язки задачi (3.1),(3.2), якi вiдрiзняю-
ться на спiльнiй частинi їх областей визначення, тобто iснує точка t∗ ∈ ⟨a, b⟩ =
⟨a1, b1⟩ ∩ ⟨a2, b2⟩ така, що φ1(t∗) ̸= φ2(t∗). Для зручностi викладення, не зменшую-
чи загальностi, припустимо, що t∗ > t0. Тодi, оскiльки φ1(t0) = φ2(t0), на промiжку
[t0, t∗) знайдеться t1 таке, що φ1(t1) = φ2(t1), але в будь-якому околi точки t1 iснує
хоча б одна точка, в якiй значення φ1 i φ2 рiзнi. Покладемо x1

def
= φ1(t1)(= φ2(t1)). Ви-

беремо прямокутник P r,q
t1,x1 = {(t, x) : t1−r 6 t 6 t1+r, x1−q 6 x 6 x1+q} ⊂ D такий,

що [t1−r, t1+r] ⊂ ⟨a, b⟩, i {(t, φ1(t)), (t, φ2(t))} ⊂ P r,q
t1,x1 для кожного t ∈ [t1−r, t1+r]. Це

можна зробити, оскiльки (t1, x1) є внутрiшньою точкою множини D, а отже, входить
в цю множину разом з деяким кругом (для якого вона є центром).

Трактуючи функцiї φ1 i φ2 як розв’язки задачi Кошi для рiвняння (3.1) з поча-
тковою умовою

x(t1) = x1,

запишемо для них вiдповiднi рiвностi

φ1(t) = x1 +

t∫
t1

f(s, φ1(s)) ds, φ2(t) = x1 +

t∫
t1

f(s, φ2(s)) ds, t ∈ [t1 − r, t1 + r].

Вiднiмемо цi рiвностi одну вiд другої. З отриманої рiвностi випливає

|φ1(t)− φ2(t)| 6
∣∣∣∣

t∫
t1

|f(s, φ1(s))− f(s, φ2(s))| ds
∣∣∣∣ 6 L

∣∣∣∣
t∫

t1

|φ1(s)− φ2(s)| ds
∣∣∣∣, (3.26)

де L > 0 — стала з умови Лiпшiца, тобто така стала, що

|f(t, x)− f(t, x̃)| 6 L|x− x̃|

для будь-яких (t, x), (t, x̃) ∈ P r,q
t1,x1 .

Покладемо u(t):=|φ1(t)− φ2(t)|, t ∈ [t1 − r, t1 + r]. Тодi з (3.26) матимемо

u(t) 6 L

∣∣∣∣
t∫

t1

u(s) ds

∣∣∣∣, t ∈ [t1 − r, t1 + r]. (3.27)

З (3.27) на пiдставi леми Гронуолла-Белмана отримаємо нерiвнiсть u(t) 6 0, що,
враховуючи нерiвнiсть u(t) > 0, дає нам рiвнiсть u(t) = 0, t ∈ [t1 − r, t1 + r], тобто
φ1(t) = φ2(t), t ∈ [t1 − r, t1 + r]. А це суперечить нашому припущенню, що доводить
наше твердження.

Зауваження 3.5. Як випливає з доведення теореми Пiкара функцiї x = xn(t), де
t ∈ [t0 − h, t0 + h], n ∈ N, можна брати в якостi наближення розв’язку задачi (3.1),
(3.2) на промiжку [t0 − h, t0 + h].

Оцiнимо похибку вiдхилення вiд точного розв’язку, яку матимемо, коли за на-
ближення розв’язку задачi (3.1), (3.2) вiзьмемо xn для деякого n ∈ N.

Оскiльки

φ(t) = x0(t) + (x1(t)− x0(t)) + (x2(t)− x1(t)) + · · ·+
+ (xn(t)− xn−1(t)) + (xn+1(t)− xn(t)) + (xn+2(t)− xn+1(t)) + · · · ,
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i

xn(t) = x0(t) + (x1(t)− x0) + · · ·+ (xn(t)− xn−1(t)), t ∈ [t0 − h, t0 + h],

то на пiдставi (3.23) одержимо

|φ(t)− xn(t)| = |(xn+1(t)− xn(t)) + (xn+2(t)− xn+1(t)) + · · · | 6

6 m

L

[
(Lh)n+1

(n+ 1)!
+

(Lh)n+2

(n+ 2)!
+ . . .

]
=
mLnhn+1

(n+ 1)!

[
1 +

Lh

n+ 2
+ . . .

]
6

6 mLnhn+1

(n+ 1)!

[
1 +

Lh

1!
+

(Lh)2

2!
+ . . .

]
6 mLnhn+1

(n+ 1)!
eLh, t ∈ [t0 − h, t0 + h].

Звiдси випливає, що коли n — один з натуральних розв’язкiв нерiвностi

mLnhn+1

(n+ 1)!
eLh < ε, (3.28)

де ε > 0 — як завгодно мале задане число, то |φ(t) − xn(t)| < ε, t ∈ [t0 − h, t0 + h].
Оскiльки mLnhn+1

(n+1)!
eLh → 0 при n→ ∞, то нерiвнiсть (3.28) завжди має розв’язок.

3.5. Продовження розв’язку задачi Кошi для звичайного ди-
ференцiального рiвняння

Розглянемо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвняння (3.1) з початко-
вою умовою (3.2).

Означення 3.6. Нехай x = φ1(t), t ∈ ⟨a1, b1⟩, i x = φ2(t), t ∈ ⟨a2, b2⟩ — розв’яз-
ки задачi (3.1),(3.2). Розв’язок φ1 називають продовженням розв’язку φ2 (а φ2 —
звуженням φ1), якщо ⟨a2, b2⟩ ⊂ ⟨a1, b1⟩ i φ1(t) = φ2(t) для кожного t ∈ ⟨a2, b2⟩.

Означення 3.7. Розв’язок x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, задачi (3.1),(3.2) називається непро-
довжуваним (повним), а його область визначення ⟨a, b⟩ — максимальною, якщо не
iснує нетривiльного продовження цього розв’язку.

Пiд тривiальним продовженням заданого розв’язку розумiється сам розв’язок.

Теорема 3.9. Нехай функцiя f є неперервною i задовольняє умову Лiпшiца за дру-
гим аргументом локально. Тодi задача (3.1), (3.2) має тiльки один непродовжуваний
розв’язок, вiн визначений на iнтервалi i є продовженням будь-якого iншого розв’яз-
ку цiєї задачi.

Доведення. Нехай (t0, x0) ∈ D — яка-небудь точка. Розглянемо множину всеможли-
вих розв’язкiв задачi (3.1), (3.2). Вона непорожня на пiдставi теореми Пiкара. По-
значимо через A множину всiх лiвих кiнцiв, а через B — правих кiнцiв промiжкiв,
якi є областями визначення розв’язкiв задачi (3.1), (3.2). Нехай

a:= inf A, b:= supB.
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Зауважимо, що для довiльної точки t∗ ∈ (a, b) знайдеться розв’язок задачi (3.1),(3.2),
який визначений в околi цiєї точки (це випливає з означення (a, b)), i будь-якi два
розв’язки, що визначенi в точцi t∗, мають там однакове значення (за теоремою 3.8).
Отож, можна визначити функцiю x = φ(t), t ∈ (a, b), таким чином: якщо t∗ ∈ (a, b),
то φ(t∗) = ψ(t∗), де x = ψ(t), t ∈ ⟨α, β⟩, — який-небудь розв’язок задачi (3.1),(3.2),
що визначений в околi точки t∗. Покажемо, що функцiя x = φ(t), t ∈ (a, b), є непро-
довжуваним розв’язком, про який говориться у формулюваннi теореми.

Оскiльки в деякому околi будь-якої точки iнтервалу (a, b) функцiя φ спiвпадає з
розв’язком рiвняння (3.1), то φ є розв’язком рiвняння (3.1).

Нехай x = ω(t), t ∈ ⟨ã, b̃⟩, — який-небудь розв’язок задачi (3.1),(3.2). З означення
(a, b) випливає, що a 6 ã < b̃ 6 b. Покажемо, що ⟨ã, b̃⟩ ⊂ (a, b). Припустимо, що це не
так, тобто маємо один з двох випадкiв:
1) b < +∞ i ⟨ã, b̃⟩ = ⟨ã, b] (тобто b̃ = b i b̃ ∈ ⟨ã, b̃⟩);
2) a > −∞ i ⟨ã, b̃⟩ = [a, b̃⟩ (тобто ã = a i ã ∈ ⟨ã, b̃⟩).

Нехай маємо перший випадок. Тодi (b, ω(b)) ∈ D. Розглянемо задачу Кошi для
рiвняння (3.1) з початковою умовою

x(b) = ω(b). (3.29)

Задача (3.1), (3.29) за теоремою Пiкара має розв’язок x = ψ(t), визначений на деяко-
му вiдрiзку [b− h, b+ h], де h > 0.

Побудуємо функцiю x = ω̃(t), t ∈ ⟨ã, b+h], за правилом: ω̃(t) = ω(t), коли t ∈ ⟨ã, b],
i ω̃(t) = ψ(t), коли t ∈ (b, b + h]. В силу теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi
ω(t) = ψ(t), коли t ∈ ⟨ã, b]∩[b−h, b]. Отож, функцiя x = ω̃(t), t ∈ ⟨ã, b+h], є розв’язком
задачi (3.1),(3.2). Але b + h > b, що суперечить вибору b. Аналогiчно розглядається
другий випадок. Отже, ⟨ã, b̃⟩ ⊂ (a, b) i в силу теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi
маємо ω(t) = φ(t), t ∈ ⟨ã, b̃⟩.

Непродовжуваний розв’язок задачi Кошi для рiвняння (3.1), про який говорилося
в теоремi 3.9, далi позначатимемо через x = φ(t, t0, x0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0).

Наслiдок 3.3. Нехай виконуються умови теореми 3.9. Припустимо, що F —
компакт (замкнена обмежена множина) в областi D, (t0, x0) ∈ D. Тодi, якщо
x = φ(t, t0, x0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0), — непродовжуваний розв’язок задачi (3.1), (3.2),
то знайдуться значення t1, t2 ∈ (at0,x0 , bt0,x0) такi, що at0,x0 < t1 6 t0 6 t2 < bx0,x0 i
точка (t, φ(t, t0, x0)) лежить поза F для кожного t з множини (at0,x0 , t1]∪ [t2, bt0,x0).

Доведення. Якщо bt0,x0 = +∞, то iснування значення t2 очевидне. Нехай bt0,x0 < +∞.
Покладемо ρ:= = dist (F, ∂D), якщо D ̸= R2, i ρ := 1, якщо D = R2, i Fρ/2 =
{(t, x) : dist ((t, x), F ) < ρ/2}. Очевидно, що F ρ/2 ⊂ D i F ρ/2 — компакт. Нехай
M := max

(t,x)∈F ρ/2

|f(t, x)|.

З теореми Пiкара випливає, що для довiльної точки (t∗, x∗) ∈ F задача Кошi для
рiвняння (3.1) з початковою умовою

x(t∗) = x∗

має розв’язок, визначений на вiдрiзку [t∗ − ĥ, t∗ + ĥ], де ĥ := min
{

ρ

2
√
2
, ρ

2
√
2M

}
. Щоб

переконатися в цьому, досить розглянути квадрат P
ρ

2
√

2
, ρ

2
√
2

t∗,x∗ , який мiститься в замкне-
ному крузi з центром (t∗, x∗) i радiусом ρ/2, а цей, в свою чергу, в F ρ/2, маючи на
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увазi, що M > m:= max

(t,x)∈P
ρ

2
√

2
,

ρ

2
√
2

t∗,x∗

|f(t, x)| i, отже, ĥ 6 h = min
{

ρ

2
√
2
, ρ

2
√
2m

}
. Очевидно,

що величина ĥ вiд вибору точки (t∗, x∗) з F не залежить.
Тепер припустимо, що твердження наслiдку неправильне. Тодi на промiжку

[bt0,x0 − ĥ/2, bt0,x0) знайдеться точка t̂ така, що (t̂, x̂) ∈ F , де x̂ = φ(t̂, t0, x0). Зi сказа-
ного вище випливає, що задача Кошi для рiвняння (3.1) з початковою умовою

x(t̂) = x̂

має розв’язок x = ψ(t), визначений на [t̂− ĥ, t̂ + ĥ]. Очевидно, що t̂ + ĥ > bt0,x0 . Але
в силу теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi маємо рiвнiсть

φ(t, t0, x0) = ψ(t), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0) ∩ [t̂− ĥ, t̂+ ĥ].

Побудуємо функцiю x = ω(t), t ∈ (at0,x0 , t̂ + ĥ], поклавши ω(t) = φ(t, t0, x0), коли
t ∈ (at0,x0 , bt0,x0), i ω(t) = ψ(t), якщо t ∈ [bt0,x0 , t̂+ ĥ]. Легко переконатися, що функцiя
x = ω(t), t ∈ (at0,x0 , t̂ + ĥ], є розв’язком задачi (3.1),(3.2), який є продовженням
розв’язку x = φ(t, t0, x0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0), що суперечить нашому припущенню. Отже,
iснування t2 встановлено.

Цiлком аналогiчно доводиться iснування t1.
Наслiдок 3.4. Нехай виконуються умови наслiдку 3.3 i точка (t0, x0) належить
F . Тодi знайдуться значення t̃1, t̃2 ∈ (at0,x0 , bt0,x0) такi, що

at0,x0 < t̃1 6 t0 6 t̃2 < bt0,x0

i точки (t̃1, φ(t̃1, t0, x0)), (t̃2, φ(t̃2, t0, x0)) належать межi ∂F множини F .
Доведення. Позначимо T = {t : (t, φ(t, t0, x0)) ∈ F}. Згiдно з наслiдком 3.3 iснують
значення t1, t2 ∈ (at0,x0 , bt0,x0) такi, що at0,x0 < t1 6 t0 6 t2 < bt0,x0 i (t, φ(t, t0, x0)) /∈ F
для кожного t ∈ (at0,x0 , t1]∪ [t2, bt0,x0). Отже, множина T обмежена, тобто inf T > −∞
i supT < +∞. Покладемо t̃1:= inf T, t̃2:= supT i покажемо, що значення t̃1 i t̃2 тi,
про якi говориться в даному твердженнi. Подивимося на t̃2. Згiдно з означенням
supT iснує послiдовнiсть {tm ∈ T} така, що tm → t̃2 при m → ∞. З означення T i
t̃2 випливає, що (t, φ(t, t0, x0)) /∈ F для будь-якого t > t̃2. Отже, в будь-якому околi
точки

(
t̃2, φ(t̃2, t0, x0)

)
є точки з F i точки, якi не належать до F . Це означає, що

(t̃2, φ(t̃2, t0, x0)) ∈ ∂F.
Аналогiчно дослiджується значення t̃1.

Наслiдок 3.5. Нехай виконуються умови теореми 3.9 i (t0, x0) — довiльна точка
областi D. Тодi

dist(φ(t, t0, x0), ∂D) → 0 або dist(φ(t, t0, x0), 0) → +∞
при t → at0,x0 + 0 i t → bt0,x0 − 0 (очевидно, що випадок dist(φ(t, t0, x0), 0) → +∞)
може бути лише тодi, коли область D є необмеженою).
Доведення. Виберемо монотонно зростаючу послiдовнiсть компактiв {Fn}, яка "ви-
черпує"область D, тобто Fn — компакт i Fn ⊂ Fn+1 ⊂ D для кожного n ∈ N, причому∪∞
n=1 Fn = D. Наприклад, Fn := {(t, x) ∈ D

∣∣ dist(
(
t, x), ∂D

)
6< 1/n, dist(

(
t, x), 0

)
6<

n}.

Нехай виконуються умови наслiдку 3.3 i точка (t0, x0) належить F . Тодi знайду-
ться значення t̃1, t̃2 ∈ (at0,x0 , bt0,x0) такi, що

at0,x0 < t̃1 6 t0 6 t̃2 < bt0,x0

i точки (t̃1, φ(t̃1, t0, x0)), (t̃2, φ(t̃2, t0, x0)) належать межi ∂F множини F .
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3.6. Гладкiсть та аналiтичнiсть розв’язкiв задачi Кошi для зви-
чайних диференцiальних рiвнянь першого порядку

Розглянемо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвняння (3.1) з початко-
вою умовою (3.2), припустивши, що виконуються умови теореми Пiкара. З означення
розв’язку задачi (3.1),(3.2) випливає, що вiн є один раз неперервно диференцiйовною
функцiєю. Виникає питання: а при яких додаткових умовах на функцiю f розв’язок
задачi (3.1),(3.2) є l раз неперервно диференцiйовною функцiєю, де l > 2 (тодi ми
його будемо називати гладким)? Вiдповiдь дає таке твердження.

Теорема 3.10. Нехай f є k раз неперервно диференцiйовною функцiєю (на D), де k ∈
N. Тодi будь-який розв’язок задачi (3.1), (3.2) є k+1 раз неперервно диференцiйовною
функцiєю.

Доведення. Нехай x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок задачi (3.1),(3.2), зокрема, це може
бути непродовжуваний розв’язок. Пiдставимо його в рiвняння (3.1). В результатi
отримуємо тотожнiсть

ψ′(t) = f(t, ψ(t)), t ∈ ⟨a, b⟩. (3.30)

Нехай k = 1. Тодi в силу властивостей композицiй диференцiйовних функцiй та
враховуючи, що ψ ∈ C1

(
⟨a, b⟩

)
, маємо неперервну диференцiйовнiсть правої частини

рiвняння (3.30), а отже, i лiвої частини. Тим самим доведено, що ψ — двiчi неперервно
диференцiйовна функцiя, тобто встановлено справедливiсть теореми у випадку k = 1.

Нехай k = 2. З попереднього випливає, що ψ ∈ C2
(
⟨a, b⟩

)
i виконується тотожнiсть

(3.30). Продиференцiюємо цю тотожнiсть (за t), враховуючи, що її лiва i права части-
ни неперервно диференцiйовнi. У результатi, на пiдставi формули диференцiювання
складених функцiй, матимемо тотожнiсть

ψ′′(t) =
∂f(t, ψ(t))

∂t
+
∂f(t, ψ(t))

∂x
ψ′(t), t ∈ ⟨a, b⟩. (3.31)

Оскiльки права частина, в силу наших припущень i доведеного вище (ψ ∈ C2
(
⟨a, b⟩

)
),

є неперервно диференцiйовною, то i лiва частина — теж. Це означає, що ψ ∈
C3
(
⟨a, b⟩

)
. Абсолютно аналогiчно мiркуючи, можна довести твердження теореми для

k=3, 4, . . . .

Розглянемо питання про аналiтичнiсть розв’язку задачi (3.1),(3.2). Спочатку
нагадаємо означення аналiтичних дiйсних функцiй.

Означення 3.8. Функцiя φ(t), t ∈ (a, b), називається аналiтичною в точцi t0 ∈ (a, b),
якщо iснує окiл O(t0) цiєї точки (що лежить в (a, b)), на якому задана функцiя ви-
значається як сума абсолютно збiжного степеневого ряду, тобто

φ(t) =
∞∑
k=0

φk(t− t0)
k, t ∈ O(t0) ⊂ (a, b), (3.32)

де {φk}∞k=0 — числова послiдовнiсть i
∞∑
k=0

|φk| |t− t0|k <∞ ∀t ∈ O(t0).

Зауваження 3.6. Легко переконатися, що коли функцiя φ(t), t ∈ (a, b), є аналiтичною
в точцi t0 ∈ (a, b), тобто подається у виглядi степеневого ряду (3.32), то вона має
похiднi будь-якого порядку в околi точки t0 i

φk =
φ(k)(t0)

k!
, k ∈ N ∪ {0} . (3.33)
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Означення 3.9. Функцiя φ(t), t ∈ (a, b), називається аналiтичною на (a, b), якщо
вона аналiтична в кожнiй точцi iнтервалу (a, b).

Означення 3.10. Функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, називається аналiтичною в точцi
(t0, x0) ∈ D, якщо iснує окiл O(t0, x0) цiєї точки (що лежить в D), на якому задана
функцiя визначається як сума абсолютно збiжного степеневого ряду, тобто

f(t, x) =
∑

k1>0,k2>0
fk1,k2(t− t0)

k1(x− x0)
k2 , (t, x) ∈ O(t0, x0) ⊂ D, (3.34)

де
{
fk1,k2

∣∣ k1 > 0, k2 > 0
}

— числова послiдовнiсть.

Вiдмiтимо, що ряд (3.34) є абсолютно збiжним, якщо∑
k1>0,k2>0

|fk1,k2 | |t− t0|k1 |x− x0|k2 <∞ ∀(t, x) ∈ O(t0, x0).

Зауваження 3.7. Легко переконатися, що, коли функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, є аналi-
тичною в точцi (t0, x0) ∈ D, то в деякому околi цiєї точки функцiя f має похiднi
будь-якого порядку i коефiцiєнти fk1,k2 (k1 > 0, k2 > 0) ряду (3.34) знаходяться за
правилом

fk1,k2 =
1

k1!k2!

∂k1+k2f(t0, x0)

∂tk1∂xk2
, k1 > 0, k2 > 0.

Означення 3.11. Функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, називається аналiтичною в областi D,
якщо вона аналiтична в кожнiй точцi цiєї областi.

Теорема 3.11. Якщо функцiя f є аналiтичною в областi D, то непродовжуваний
(а отже, будь-який iнший) розв’язок задачi (3.1), (3.2) є аналiтичною функцiєю на
областi визначення.

Доведення цiєї теореми можна знайти в [?].

Приклад 1. Знайти першi три члени розвинення в степеневий ряд розв’язку
задачi {

x′ = 3x2 + t3,

x(0) = 1.
(3.35)

Оскiльки функцiя f(x, t) := 3x2 + t3, (x, t) ∈ R2, аналiтична всюди на площинi, то
будь-який розв’язок x = φ(t), t ∈ (a, b), задачi (3.35) є аналiтичним в точцi 0, тобто
має вигляд

x = c0 + c1t+ c2t
2 + · · · ≡

∞∑
k=0

ckt
k, t ∈ O(0), (3.36)

де O(0) – окiл точки 0,

ck =
1

k!
φ(k)(0), k ∈ N ∪ {0}. (3.37)

З початкової умови задачi (3.35) маємо φ(0) = 0, тобто c0 = 1. Пiдставимо цей
розв’язок в рiвняння задачi (3.35):

φ′(t) = 3φ2(t) + t3, t ∈ (a, b). (3.38)
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Звiдки φ′(0) = 3φ2(0) + 03 = 3 · 12 + 0 = 3, тобто (див. (3.37)) маємо

c1 =
1

1!
φ′(0) = 3.

Продиференцiюємо тотожнiсть (3.38):

φ′′(t) = 6φ(t)φ′(t) + 3t2, t ∈ (a, b). (3.39)

Звiдси маємо
φ′′(0) = 6φ(0) · φ′(0) + 3 · 02 = 6 · 1 · 3 + 0 = 18,

а отже,

c2 =
1

2!
φ′′(0) =

18

2
= 9.

Отже, з (??) випливає
x = 1 + 3t+ 9t2 + · · · .

Завдання для самостiйної роботи. Знайти першi три члени розвинення в сте-
пеневий ряд розв’язку задачi Кошi для ЗДР:

1. {
x′ = 2tx2 − 3t,

x(0) = 1.

2. {
x′ = sinx,

x(0) = π
2
.

3. {
x′ = cos (x+ t),

x(0) = π.

Лекцiя № 6

3.7. Неперервна залежнiсть вiд параметрiв та початкових да-
них розв’язку задачi Кошi для ЗДР

Приклад 3.1. Знайти непродовжуваний розв’язок задачi Кошi для залежного вiд
параметра звичайного диференцiального рiвняння{

x′ = µx2,

x(t0) = x0,
(3.40)

де (t0, x0) ∈ R2 – довiльно задана точка площини, а µ ∈ R – параметр.
Розв’язання. Спочатку знайдемо сiм’ю всеможливих розв’язкiв рiвняння задачi
(3.40), а тодi виберемо той, який нам потрiбен.

Очевидно, що рiвняння задачi (3.40) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними,
а отже, маємо

dx

dt
= µx2 ⇔ dx

x2
= µdt, x = 0 ⇔ −1

x
= µt− C, x = 0 ⇔

x =
1

C − µt
, x = 0, (3.41)
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де C ∈ R – довiльна стала. Виберемо iз сiм’ї розв’язкiв (3.41) той, який задовольняє
початкову умову задачi (3.40). Для цього розглянемо три випадки:

1) µ = 0;
2) µ ̸= 0, x0 = 0;
3) µ ̸= 0, x0 ̸= 0 ⇔ µx0 ̸= 0.
У випадку 1) розглядаємо загальний розв’язок x = 1

C
i частковий розв’язок x = 0.

Тодi з початкової умови задачi (3.40) отримаємо розв’язок x = x0, t ∈ (−∞,+∞),
задачi (3.40) при µ = 0.

Нехай маємо випадок 2). Легко переконатися, що тодi початкову умову задачi
(3.40) задовольняє розв’язок x = 0, t ∈ (−∞,+∞).

Тепер розглянемо випадок 3). Пiдставимо вираз загального розв’язку x = 1
C−µt в

початкову умову задачi (3.40):

x0 =
1

C − µt0
⇔ C = µt0 +

1

x0
. (3.42)

Отже, розв’язком задачi (3.40) у випадку 3) є функцiя

x =
1

µt0 +
1
x0

− µt
≡ −1

µ
[
t− (t0 +

1
µx0

)
] . (3.43)

яка визначена на променi (−∞, t0 +
1
µx0

), якщо µx0 > 0, i на променi (t0 + 1
µx0

,+∞),
якщо µx0 < 0.

Можемо зробити такий висновок : розв’язуючи задачу (3.40) при рiзних значеннях
(t0, x0, µ) ∈ R3, отримали функцiю

x =

x0, якщо µx0 = 0,

− 1

µ
[
t−(t0+

1
µx0

)
] , якщо µx0 ̸= 0,

яка визначена для всiх t ∈ (−∞,+∞), якщо µx0 = 0, t ∈ (−∞, t0+
1
µx0

), якщо µx0 > 0,
i t ∈ (t0 +

1
µx0
,+∞), якщо µx0 < 0.

�
***************************************************************
Нехай

Ω := {(t, x, µ) | t ∈ (a, b), x ∈ (−∞,+∞), µ ∈ (c, d)} ⊂ R3,

f(t, x, µ), (t, x, µ) ∈ Ω, – неперервна i обмежена функцiя, що приймає дiйснi значення
i має неперервнi та обмеженi частиннi похiднi

∂xf ≡ ∂f

∂x
, ∂µf =

∂f

∂µ
на Ω.

Правильне таке технiчне твердження.

Лема 3.1 (лема Адамара). Для будь-яких точок (t, x1, µ1), (t, x2, µ2) ∈ Ω правильна
рiвнiсть

f(t, x1, µ1)− f(t, x2, µ2) =
( 1∫

0

∂xf(t, x2 + τ(x1 − x2), µ2 + τ(µ1 − µ2)) dτ
)
(x1 − x2)+

+
( 1∫

0

∂µf(t, x2 + τ(x1 − x2), µ2 + τ(µ1 − µ2)) dτ
)
(µ1 − µ2). (3.44)
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Доведення. Позначимо h(τ) := f(t, x2 + τ(x1 − x2), µ2 + τ(µ1 − µ2)), τ ∈ [0, 1]. Маємо

f(t, x1, µ1)− f(t, x2, µ2) = h(1)− h(0) =

1∫
0

h′(τ) dτ =

=

1∫
0

[
∂xf(t, x2 + τ(x1 − x2), µ2 + τ(µ1 − µ2))(x1 − x2)+

+∂µf(t, x2 + τ(x1 − x2), µ2 + τ(µ1 − µ2))(µ1 − µ2)
]
dτ,

звiдки прямо випливає рiвнiсть (3.44).

Наслiдок 3.6. Iснує стала K > 0 така, що правильна нерiвнiсть

|f(t, x1, µ1)− f(t, x2, µ2)| ≤ K(|x1 − x2|+ |µ1 − µ2|) (3.45)

для будь-яких точок (t, x1, µ1), (t, x2, µ2) ∈ Ω.

Доведення. Покладемо

K := max{sup
Ω

|∂xf |, sup
Ω

|∂µf |}.

Тодi з рiвностi (3.44) безпосередньо випливає нерiвнiсть (3.45).

Розглянемо задачу Кошi:
x′ = f(t, x, µ), (3.46)

x(t0) = x0, (3.47)

де де t – незалежна змiнна, x – невiдома функцiя вiд змiнної t, x′ – похiдна x, µ ∈ R
– параметр, (t0, x0, µ) – довiльно вибрана точка областi Ω, тобто t0 ∈ (a, b), x0 ∈
(−∞,+∞), µ ∈ (c, d).

З наслiдку 3.6 для будь-яких (t, x1, µ1), (t, x2, µ2) ∈ Ω маємо нерiвнiсть

|f(t, x1, µ)− f(t, x2, µ)| ≤ K|x1 − x2|.

Це означає, що функцiя f задовольняє умову Лiпшiца за другим аргументом. На
пiдставi теореми про iснування непродовжуваого розв’язку задачi Кошi для ЗДР,
для будь-якої фiксованої точки (t0, x0, µ) ∈ Ω iснує i тiльки один непродовжуваний
розв’язок задачi (3.46), (3.47)

x = φ(t, t0, x0, µ), t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ) ⊂ (a, b).

Покажемо, що at0,x0,µ = a, bt0,x0,µ = b.
Справдi задача (3.46), (3.47) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

x = x0 +

t∫
t0

f(s, x, µ) ds, (3.48)

а тому

φ(t, t0, x0, µ) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s, t0, x0, µ), µ) ds, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ). (3.49)
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Оскiльки f – обмежена на D, то iснує стала M > 0 така, що функцiя

|f(t, x, µ)| ≤M для всiх (x, t, µ) ∈ Ω.

Звiдси i рiвностi (3.49) маємо

|φ(t, t0, x0, µ)− x0| =
∣∣ t∫
t0

f(s, φ(s, t0, x0, µ), µ) ds
∣∣ ≤

≤
∣∣ t∫
t0

|f(s, φ(s, t0, x0, µ), µ)| ds
∣∣ ≤M |t− t0|, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ).

Це означає що графiк функцiї φ лежить мiж прямими x = x0 ±M(t− t0), t ∈ R,
а звiдси та наслiдку теореми про iснування непродовжуваного розв’язку випливає,
що at0,x0,µ = a, bt0,x0,µ = b.

Далi будемо вважати, що значення t0 ∈ (a, b), x0 ∈ (−∞,+∞) не змiнюються, а
змiнюється тiльки значення µ, i дослiдимо неперервнiсть функцiї φ стосовно змiнної
µ. Тому будемо писати φ(t, µ) замiсть φ(t, t0, x0, µ) i – (a, b) замiсть (at0,x0,µ, bt0,x0,µ).
Також вважатимемо, що −∞ < a < b < +∞.

Нехай µ0, µ ∈ (c, d) – якi-небудь. Запишемо вiдповiднi тотожностi, отриманi з
рiвняння (3.48):

φ(t, µ) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s, µ), µ) ds, t ∈ (a, b), (3.50)

φ(t, µ0) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s, µ0), µ0) ds, t ∈ (a, b). (3.51)

Вiднiмемо рiвностi (3.50) i (3.51) i оцiнимо вiдповiдним чином, використовуючи
наслiдок 3.6:

|φ(t, µ)− φ(t, µ0)| =
∣∣ t∫
t0

[f(s, φ(s, µ), µ)− f(s, φ(s, µ0), µ0)] ds
∣∣ ≤

≤
∣∣ t∫
t0

|f(s, φ(s, µ), µ)− f(s, φ(s, µ0), µ0)| ds
∣∣ ≤

≤ K
∣∣ t∫
t0

|φ(s, µ)− φ(s, µ0)| ds+ |µ− µ0| · |t− t0|
∣∣ ≤

≤ K(b− a)|µ− µ0|+K
∣∣ t∫
t0

|φ(s, µ)− φ(s, µ0)| ds
∣∣, t ∈ (a, b). (3.52)

Позначимо
u(t) := |φ(t, µ)− φ(t, µ0)|, t ∈ (a, b).
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Тодi з нерiвностi (3.52) маємо

0 ≤ u(t) ≤ K(b− a)|µ− µ0|+K
∣∣ t∫
t0

u(s) ds
∣∣, t ∈ (a, b). (3.53)

Застосуємо до нерiвностi (3.53) лему Гронуолла-Белмана i отримаємо

u(t) ≤ K(b− a)|µ− µ0|eK|t−t0|, t ∈ (a, b),

тобто
|φ(t, µ)− φ(t, µ0)| ≤ K(b− a)eK(b−a)|µ− µ0|, t ∈ (a, b). (3.54)

З нерiвностi (3.54) випливає, що

φ(·, µ) → φ(·, µ0) рiвномiрно на (a, b) при µ→ µ0,

тобто для будь-якого, як завгодно малого, ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що для
будь-якого µ ∈ (c, d):

sup
t∈(a,b)

|φ(t, µ)− φ(t, µ0)| < ε, якщо |µ− µ0| < δ.

Справдi, як випливає з (3.54), для наперед заданого ε > 0 треба взяти δ > 0 таке,
щоби виконувалась нерiвнiсть

K(b− a)eK(b−a)δ = ε.

Звiдси, зокрема, випливає, що функцiя

x = φ(t, µ), (t, µ) ∈ Ω := (a, b)× (c, d),

є неперервною. Iншими словами, ми довели, що розв’язок задачi (3.46), (3.47) непе-
рервно залежить вiд параметра µ.

************************************************************

Розглянемо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвняння з параме-
трами

x′ = f(t, x, µ), (3.55)
x(t0) = x0, (3.56)

де t – незалежна змiнна, x – невiдома функцiя вiд змiнної t, x′ – похiдна x, µ =
(µ1, . . . , µk) ∈ Rk, k ∈ N, – параметри, f(t, x, µ), (t, x, µ) ∈ Ω, – задана функцiя, Ω –
область (вiдкpита та зв’язна множина) в пpостоpi Rt×Rx×Rk

µ ={(t, x, µ) : t ∈ R, x ∈
R, µ ∈ Rk}, t0 i x0 такi, що (t0, x0, µ) ∈ Ω.

Hехай виконується умова:
(F) f(t, x, µ), (t, x, µ) ∈ Ω, є неперервною функцiєю i задовольняє умову Лiпшiца за
другим аргументом локально.

Тодi (як випливає з п.3.5) при будь-яких вхiдних даних (t0, x0, µ) ∈ Ω iснує тiльки
один непpодовжуваний pозв’язок задачi (3.55),(3.56) i будь-який iнший її розв’язок є
звуженням цього непродовжуваного розв’язку. Такий розв’язок позначатимемо через
x = φ(t, t0, x0, µ), t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ).

Встановимо неперервну залежнiсть (непродовжуваного) розв’язку задачi Кошi
вiд вхiдних даних (t0, x0, µ). Для цього спочатку доведемо таке допомiжне твердже-

ння, прийнявши |µ|:=
k∑
i=1

|µi| для довiльного µ ∈ Rk.
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Лема 3.2. Hехай виконується умова (F) i (t̂0, x̂0, µ̂) — довiльна точка з Ω. Тодi
для будь-якого вiдpiзка [α, β] ⊂ (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂), i як завгодно малого ε > 0 iснує
δ = δ(α, β, ε) > 0 таке, що як тiльки |µ− µ̂| < δ, то

1) [α, β] ⊂ (at̂0,x̂0,µ, bt̂0,x̂0,µ),
2) |φ(t, t̂0, x̂0, µ)− φ(t, t̂0, x̂0, µ̂)| < ε ∀t ∈ [α, β].

Доведення. Оскiльки значення t̂0, x̂0 в пpоцесi доведення не змiнюються, то для спpо-
щення викладок писатимемо x = φ(t, µ) i (aµ, bµ) замiсть вiдповiдно φ(t, t̂0, x̂0, µ) та
(at̂0,x̂0,µ, bt̂0,x̂0,µ).

Hехай [α, β] — довiльний вiдpiзок з iнтеpвалу (aµ̂, bµ̂). Hе зменшуючи загальностi,
вважатимемо, що t̂0 ∈ [α, β]. Оскiльки множина Γ:={(t, φ(t, µ̂), µ̂) : t ∈ [α, β]} лежить
в Ω i є обмеженою та замкненою, тобто компактом, то iснують p > 0 i q > 0 такi, що
множина

Gp,q = {(t, x, µ) : t ∈ [α, β], |x− φ(t, µ̂)| 6 p, |µ− µ̂| 6 q}

лежить в Ω.
Покладемо

Aµ = {t ∈ [α, t̂0)
∣∣ |φ(t, µ)− φ(t, µ̂)| = p},

Bµ = {t ∈ (t̂0, β]
∣∣ |φ(t, µ)− φ(t, µ̂)| = p}

для кожного µ, |µ− µ̂| 6 q.
Коли Aµ = ∅, то з наслiдкiв 3.3 i 3.4 п.3.5 (пiсля теоpеми 3.9 пpо пpодовження

pозв’язку) випливає, що aµ 6 α. Аналогiчно, коли Bµ ̸= ∅, то bµ > β.
Покладемо

αµ = supAµ, якщо Aµ ̸= ∅, i αµ = α, якщо Aµ = ∅;

βµ = inf Bµ, якщо Bµ ̸= ∅, i βµ = β, якщо Bµ = ∅.

Оскiльки φ(t̂0, µ) = x̂0 для всiх µ ∈ [µ̂− q, µ̂ + q], то α 6 αµ < t̂0 < βµ 6 β. Ясно, що
αµ̂ = α, βµ̂ = β.

Оскiльки для кожного µ ∈ [µ̂ − q, µ̂ + q] функцiя x = φ(t, µ) є pозв’язком задачi
(3.55), (3.56) при t0 = t̂0, x0 = x̂0, то

φ(t, µ) = x̂0 +

t∫
t̂0

f(s, φ(s, µ), µ) ds, |µ− µ̂| 6 q, t ∈ [αµ, βµ].

Звiдси випливає, що

|φ(t, µ)− φ(t, µ̂)| 6
∣∣∣∣

t∫
t̂0

|f(s, φ(s, µ), µ)− f(s, φ(s, µ), µ̂)| ds
∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
t∫

t̂0

|f(s, φ(s, µ), µ̂)− f(s, φ(s, µ̂), µ̂)| ds
∣∣∣∣

(3.57)

для всiх t ∈ [αµ, βµ].
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Тепеp зауважимо, що оскiльки f ∈ C(Gp,q) i Gp,q — компакт, то f — piвномipно
непеpеpвна функцiя на Gp,q. Отже, для всякого η > 0 iснує ν(η) ∈ (0, q] таке, що

|f(t, x, µ)− f(t, x, µ̂)| < η, (3.58)

якщо (t, x, µ), (t, x, µ̂) ∈ Gp,q, |µ−µ̂| < ν(η). Кpiм цього, оскiльки f задовольняє умову
Лiпшиця за другим аргументом на Gp,q, то знайдеться стала L > 0 така, що

|f(t, x, µ̂)− f(t, x̃, µ̂)| 6 L|x− x̃| (3.59)

для будь-яких (t, x, µ̂), (t, x̃, µ̂) з множини Gp,q.
Оскiльки{

(t, φ(t, µ), µ)
∣∣ |µ− µ̂|6q, t ∈ [αµ, βµ]

}
∪{(t, φ(t, µ), µ̂) : |µ− µ̂|6q, t ∈ [αµ, βµ]} ⊂ Gp,q,

то з (3.57), на пiдставi (3.58),(3.59), випливає, що для будь-яких η > 0, |µ− µ̂| < ν(η)
i t ∈ [αµ, βµ] виконується неpiвнiсть

|φ(t, µ)− φ(t, µ̂)| < η(β − α) + L

∣∣∣∣
t∫

t̂0

|φ(s, µ)− φ(s, µ̂)| ds
∣∣∣∣. (3.60)

Викоpистовуючи лему Гpонуолла-Белмана, з (3.60) отpимаємо

|φ(t, µ)− φ(t, µ̂)| 6 η(β − α)eL(β−α), t ∈ [αµ, βµ]. (3.61)

Hехай ε > 0 — довiльне число. Вибеpемо η таким, щоби

η(β − α)eL(β−α) < min{ε, p}, (3.62)

i покладемо δ = ν(η). Тодi з (3.61) i (3.62) випливає, що, коли |µ− µ̂| < δ, то Aµ = ∅,
Bµ = ∅, тобто αµ = α, βµ = β, i

|φ(t, µ)− φ(t, µ̂)| < ε ∀t ∈ [α, β].

Тепер можемо показати справедливiсть твердження про неперервну залежнiсть
розв’язку задачi (3.55),(3.56) вiд початкових даних та параметрiв.

Теорема 3.12. Hехай виконується умова (F) i (t̂0, x̂0, µ̂) — довiльна точка з Ω.
Тодi для будь-якого вiдpiзка [α, β] ⊂ (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂) i як завгодно малого ε > 0 iснує
δ = δ(α, β, ε) > 0 таке, що як тiльки |t0 − t̂0| < δ, |x0 − x̂0| < δ, |µ− µ̂| < δ, то

1) [α, β] ⊂ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ),
2) |φ(t, t0, x0, µ)− φ(t, t̂0, x̂0, µ̂)| < ε ∀t ∈ [α, β].

Доведення. Зpобимо в задачi (3.55),(3.56) замiну τ = t− t0, y = x− x0. У pезультатi
пpийдемо до задачi

y′ = g(τ, y, t0, x0, µ), (τ, y, t0, x0, µ) ∈ Ω̃, (3.63)
y(0) = 0, (3.64)

де g(τ, y, t0, x0, µ) = f(τ + t0, y + x0, µ), Ω̃ = {(τ, y, t0, x0, µ)
∣∣ (t0, x0, µ) ∈ Ω, (τ + t0, y +

x0, µ) ∈ Ω} ⊂ Rk+4.
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Легко показати, що Ω̃ — вiдкpита множина в Rk+4 i функцiя g є неперерв-
ною та задовольняє умову Лiпшiца за другим аргументом локально. Отже, задача
(3.63)), (3.64) має єдиний непpодовжуваний pозв’язок, який позначатимемо чеpез
y = ψ(τ, t0, x0, µ), τ ∈ (ct0,x0,µ, dt0,x0,µ).

Вiдмiтимо, що

φ(t, t0, x0, µ) = ψ(t− t0, t0, x0, µ) + x0,

at0,x0,µ = ct0,x0,µ + t0, bt0,x0,µ = dt0,x0,µ + t0

для будь-яких точок (t0, x0, µ) ∈ Ω, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ).
Hехай [α, β] — довiльний вiдpiзок з iнтеpвалу (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂), а ε > 0 — будь-

яке число. Вибеpемо число δ1 > 0 i вiдpiзок [α̃, β̃] ⊂ (ct̂0,x̂0,µ̂, dt̂0,x̂0,µ̂) такими, щоби
[α − t0, β − t0] ⊂ [α̃, β̃] ⊂ (ct0,x0,µ, dt0,x0,µ), як тiльки |t0 − t̂0| < δ1, |x0 − x̂0| < δ1,
|µ− µ̂| < δ1. Це можна зpобити, оскiльки [α− t̂0, β − t̂0] ⊂ (ct̂0,x̂0,µ̂, dt̂0,x̂0,µ̂).

Зауважимо, що задачу (3.63),(3.64) можна тpактувати, як задачу (3.55),(3.56)
з фiксованими початковими даними i паpаметpами (t0, x0, µ). А отже, для зада-
чi (3.63),(3.64) спpаведливе твеpдження, аналогiчне твердженню леми 3.2. Згiдно
з цим твеpдженням iснує δ2 ∈ (0, δ1] таке, що, як тiльки |µ − µ̂| < δ2, |t0 − t̂0| < δ2,
|x0 − x̂0| < δ2, то

|ψ(τ, t0, x0, µ)− ψ(τ, t̂0, x̂0, µ̂)| < ε/3

для всiх τ ∈ [α̃, β̃], звiдки

|ψ(t− t0, t0, x0, µ)− ψ(t− t0, t̂0, x̂0, µ̂)| < ε/3 (3.65)

для кожного t ∈ [α, β].
Оскiльки функцiя y = ψ(τ, t̂0, x̂0, µ̂) piвномipно непеpеpвна на [α̃, β̃], то iснує δ3 ∈

(0, δ2] таке, що, як тiльки |τ1 − τ2| < δ3, {τ1, τ2} ⊂ [α̃, β̃], то

|ψ(τ1, t̂0, x̂0, µ̂)− ψ(τ2, t̂0, x̂0, µ̂)| < ε/3.

А це означає, що коли |t0 − t̂0| < δ3, то

|ψ(t− t0, t̂0, x̂0, µ̂)− ψ(t− t̂0, t̂0, x̂0, µ̂)| < ε/3 (3.66)

для кожного t ∈ [α, β].
Тепеp зауважимо, що

|φ(t, t0, x0, µ)− φ(t, t̂0, x̂0, µ̂)| 6 |ψ(t− t0, t0, x0, µ)− ψ(t− t̂0, t̂0, x̂0, µ̂)|+

+ |x0 − x̂0| 6 |ψ(t− t0, t0, x0, µ)− ψ(t− t0, t̂0, x̂0, µ̂)|+

+ |ψ(t− t0, t̂0, x̂0, µ̂)− ψ(t− t̂0, t̂0, x̂0, µ̂)|+ |x0 − x̂0|.

(3.67)

Таким чином, взявши δ = min{δ3, ε/3} > 0, з (3.65)–(3.67) отpимаємо умову 2) з
формулювання теореми для всiх (t0, x0, µ) ∈ Ω таких, що |t0 − t̂0| < δ, |x0 − x̂0| < δ,
|µ− µ̂| < δ.

З теореми 3.12 випливає таке твердження.
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Наслiдок 3.7. Нехай виконується умова (F). Тодi множина

Q:={(t, t0, x0, µ) : (t0, x0, µ) ∈ Ω, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ)}

є областю (тобто вiдкритою i зв’язною множиною) в пpостоpi Rk+3 i функцiя
x = φ(t, t0, x0, µ), (t, t0, x0, µ) ∈ Q, — непеpеpвна за сукупнiстю своїх аргументiв.

Доведення. З теореми 3.12 випливає, що Q є вiдкpитою множиною. Покажемо, що Q

є зв’язною множиною. Hехай (
1
t,

1
t0,

1
x0,

1
µ) i (

2
t,

2
t0,

2
x0,

2
µ) — довiльнi точки з Q. Очевидно,

що точки (
1
t,

1
t0,

1
x0,

1
µ) i (

1
t0,

1
t0,

1
x0,

1
µ), (

2
t,

2
t0,

2
x0,

2
µ) i (

2
t0,

2
t0,

2
x0,

2
µ) можна з’єднати вiдpiзка-

ми, що лежать в Q. Hехай непеpеpвна лiнiя {(t0(τ), x0(τ), µ(τ)) : τ ∈ [τ1, τ2]} лежить в

областi Ω i з’єднує точки (
1
t0,

1
x0,

1
µ) i (

2
t0,

2
x0,

2
µ), зокрема

1
t0= t0(τ1),

1
x0= x0(τ1),

1
µ= µ(τ1),

2
t0= t0(τ2),

2
x0= x0(τ2),

2
µ= µ(τ2) (така лiнiя iснує, оскiльки Ω — зв’язна множина). З

означення Q випливає, що непеpеpвна лiнiя {(t0(τ), t0(τ), x0(τ), µ(τ)) : τ ∈ [τ1, τ2]},
лежить в Q i з’єднує точки (t10, t

1
0, x

1
0, µ

1) та (t20, t
2
0, x

2
0, µ

2). Отже, ми показали, що Q —
зв’язна множина, а значить, враховуючи вищесказане, Q — область. Неперервнiсть
функцiї x = φ(t, t0, x0, µ) на Q безпосередньо випливає з теореми 3.12.

3.8. Дифеpенцiйовнiсть за початковими даними та паpаметpа-
ми pозв’язку задачi Кошi для ЗДР

Розглянемо питання про диференцiйовнiсть розв’язку задачi (3.46), (3.47) за пара-
метром. З рiвностей (3.50), (3.51) при µ = µ0 +△µ маємо

φ(t, µ0+△µ)−φ(t, µ0) =

t∫
t0

[f(s, φ(s, µ0+△µ), µ0+△µ)−f(s, φ(s, µ0), µ0)] ds, t ∈ (a, b).

(3.68)
Покладемо в (3.68) µ = µ0+△µ i використаємо лему 3.1 для перетворення правої

частини (3.68)

f(s, φ(s, µ0 +△µ), µ0 +△µ)− f(s, φ(s, µ0), µ0) =

=
( 1∫

0

∂xf(s, φ(s, µ0)+τ(φ(s, µ0+△u)−φ(s, µ0)), µ0+τ△µ) dµ
)
(φ(s, µ0+△u)−φ(s, µ0))+

+
( 1∫

0

∂µf(s, φ(s, µ0) + τ(φ(s, µ0 +△u)− φ(s, µ0)), µ0 + τ△µ) dτ
)
△µ. (3.69)

Подiливши (3.68) на △µ i врахувавши (3.69), отримаємо

φ(t, µ0 +△µ)− φ(t, µ0)

△µ
=

t∫
t0

[
p(s,△µ)φ(s, µ0 +△µ)− φ(s, µ0)

△µ
+q(s,△µ)

]
ds, t ∈ (a, b),

(3.70)
де

p(s,△µ) :=
1∫

0

∂xf(s, φ(s, µ0) + τ(φ(s, µ0 +△u)− φ(s, µ0)), µ0 + τ△µ) dτ,
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q(t,△µ) :=
1∫

0

∂µf(s, φ(s, µ0) + τ(φ(s, µ0 +△u)− φ(s, µ0)), µ0 + τ△µ) dτ,

t ∈ (a, b), △µ таке, що µ0 +△µ ∈ (c, d).
Покладемо

u(t,△µ) := φ(t, µ0 +△µ)− φ(t, µ0)

△µ
, t ∈ (a, b), △µ ̸= 0 i µ0 +△µ ∈ (c, d).

З (3.70) випливає, що

u′(t,△µ) = p(t,△µ)u(t,△µ) + q(t,△µ), (3.71)

u(0,△µ) = 0. (3.72)

Домножимо рiвнiсть (3.71) на e
−

t∫
t0

p(r,△µ) dr
i перепишемо отриману рiвнiсть так:

(
e
−

s∫
t0

p(r,△µ) dr
u(s,△µ)

)′
s
= e

−
s∫

t0

p(r,△µ) dr
q(s,△µ), s ∈ (a, b). (3.73)

Проiнтегрувавши рiвнiсть за s вiд t0 до t з врахуванням (3.72), отримаємо

u(t,△µ) = e

t∫
t0

p(r,△µ) dr
t∫

t0

e
−

s∫
t0

p(r,△µ) dr
q(s,△µ) ds ≡

≡
t∫

t0

e

t∫
s
p(r,△µ) dr

q(s,△µ) ds, t ∈ (a, b), △µ ̸= 0 i µ0 +△µ ∈ (c, d). (3.74)

Оскiльки

lim
△µ→0

t∫
t0

e

t∫
s
p(r,△µ) dr

q(s,△µ) ds =
t∫

t0

e

t∫
s
p0(r) dr

q0(s) ds, t ∈ (a, b),

де p0(t) = ∂xf(t, φ(t, µ0), µ0), t ∈ (a, b), q0(t) = ∂µf(t, φ(t, µ0), µ0), t ∈ (a, b), то з (3.74)
маємо

∂µφ(t, µ0) =

t∫
t0

e

t∫
s
p0(r) dr

q0(s) ds, t ∈ (a, b). (3.75)

Диференцiюючи (3.75) за t отримаємо

(
∂µφ(t, µ0)

)′
= q0(t) +

t∫
t0

e

t∫
s
p0(r) dr

q0(s) ds · p0(t) ≡

≡ ∂xf(t, φ(t, µ0), µ0) · ∂µφ(t, µ0) + ∂µf(t, φ(t, µ0), µ0), t ∈ (a, b). (3.76)

Також з (3.75) при t = t0 маємо

∂µφ(t0, µ0) = 0. (3.77)
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Отже, з (3.76) i (3.77) можемо зробити висновок, що функцiя y = ∂µφ(t, µ0),
t ∈ (a, b), є розв’язком (єдиним) задачi Кошi{

y′ = ∂xf(t, φ(t, µ0), µ0)y + ∂µf(t, φ(t, µ0), µ0),
y(t0) = 0.

*****************************************************************
Будемо розглядати питання пpо дифеpенцiйовнiсть pозв’язку задачi Кошi для

рiвняння (3.55) за початковими даними та паpаметpами. Але спочатку встановимо
одне допомiжне твеpдження.

Лема 3.3 (Адамаp). Hехай функцiя g(s, y) визначена для (s, y) ∈ D, де D — область
в пpостоpi Rl+1 =

{
(s, y) : s ∈ R, y ∈ Rl

}
, яка є за змiнною y опуклою i непеpеpвно-

дифеpенцiйовною в D. Тодi для довiльних точок (s, y1) i (s, y2) з D

g(s, y1)− g(s, y2) =
l∑

i=1

( 1∫
0

∂g(s, τy1 + (1− τ)y2)

∂yi
dτ

)
(y1i − y2i ).

Доведення. Hехай (s, y1), (s, y2) — довiльнi фiксованi точки з D. Розглянемо функцiю

h(τ) = g
(
s, τy1 + (1− τ)y2

)
, τ ∈ [0, 1].

Очевидно, що h(0) = g(s, y2), h(1) = g(s, y1). Hа пiдставi фоpмули дифеpенцiювання
складеної функцiї багатьох змiнних маємо

g(s, y1)− g(s, y2) = h(1)− h(0) =

1∫
0

h′(τ) dτ =

=
l∑

i=1

( 1∫
0

∂g(s, τy1 + (1− τ)y2)

∂yi
dτ

)
(y1i − y2i ).

Теорема 3.13. Hехай f ∈ C1(Ω). Тодi функцiя x = φ(t, t0, x0, µ), (t, t0, x0, µ) ∈ Q, є
непеpеpвно-дифеpенцiйовною за всiма своїми аргументами, пpичому

1) для довiльної точки (t0, x0, µ) ∈ Ω та значення i ∈ {1, . . . , k} функцiя

y =
∂φ(t, t0, x0, µ)

∂µi
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), є pозв’язком задачi Кошi

y′ =
f(t, φ(t, t0, x0, µ), µ)

∂x
y +

f(t, φ(t, t0, x0, µ), µ)

∂µi
, (3.78)

y(t0) = 0; (3.79)

2) для довiльної точки (t0, x0, µ) ∈ Ω функцiя y =
∂φ(t, t0, x0, µ)

∂x0
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ),

є pозв’язком задачi Кошi

y′ =
f(t, φ(t, t0, x0, µ), µ)

∂x
y, (3.80)

y(t0) = 1; (3.81)
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3) для довiльної точки (t0, x0, µ) ∈ Ω функцiя y =
∂φ(t, t0, x0, µ)

∂t0
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ),

є pозв’язком задачi Кошi

y′ =
∂fx(t, φ(t, t0, x0, µ), µ)

∂x
y, (3.82)

y(t0) = −f(t0, x0, µ). (3.83)

Спочатку встановимо таке твеpдження.

Лема 3.4. Hехай функцiї f , ∂f
∂x

, ∂f
∂µ1

, . . . , ∂f
∂µk

є неперервними на Ω. Тодi функцiя
x = φ(t, t0, x0, µ), (t, t0, x0, µ) ∈ Q, має непеpеpвнi частиннi похiднi

x =
∂φ(t, t0, x0, µ)

∂µi
, (t, t0, x0, µ) ∈ Q, i ∈ {1, ..., k}.

Доведення. Для зpучностi викладок (не зменшуючи загальностi) будемо вважати, що
k = 1, тобто µ ∈ R. Hехай (t̂0, x̂0, µ̂) — довiльна точка областi Ω. Вiзьмем довiльний
вiдpiзок [α, β] ⊂ (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂) такий, що t̂0 ∈ (α, β).

З леми 3.2 випливає, що iснують числа p, r > 0 такi, що

{(t, φ(t, t̂0, x̂0, µ̂+∆µ), µ̂+∆µ)
∣∣ t ∈ [α, β], |∆µ| 6 r} ⊂

⊂ Gp,r:={(t, x, µ̂+∆µ)
∣∣ t ∈ [α, β], |x− φ(t, t̂0, x̂0, µ̂)| 6 p, |∆µ| 6 r} ⊂ Ω.

Оскiльки значення t̂0, x̂0, µ̂ в цьому доведеннi не змiнюватимуться, то далi писатиме-
мо x = ψ(t,∆µ) замiсть x = φ(t, t̂0, x̂0, µ̂+∆µ).

З того, що функцiї x = ψ(t, 0), x = ψ(t,∆µ) (t ∈ [α, β]) є pозв’язками задачi
(3.55),(3.56) вiдповiдно пpи µ = µ̂ та µ = µ̂+∆µ (0 < |∆µ| 6 r), та згiдно з лемою 3.3
отримаємо piвностi

ψ′(t,∆µ)− ψ′(t, 0) =M(t,∆µ)(ψ(t,∆µ)− ψ(t, 0)) +K(t,∆µ)∆µ ∀t ∈ [α, β], (3.84)
ψ(t0,∆µ)− ψ(t0, 0) = 0, (3.85)

де

M(t,∆µ) =

1∫
0

fx
(
t, τψ(t,∆µ) + (1− τ)ψ(t, 0), µ̂+ τ∆µ

)
dτ,

K(t,∆µ) =

1∫
0

fµ
(
t, τψ(t,∆µ) + (1− τ)ψ(t, 0), µ̂+ τ∆µ

)
dτ.

Подiливши piвностi (3.84),(3.85) на ∆µ ̸= 0, пpиходимо до висновку, що функцiя

y = u(t,∆µ), t ∈ (α, β),

де

u(t,∆µ) =
φ(t,∆µ)− φ(t, 0)

∆µ
, t ∈ (α, β), ∆µ ̸= 0, 0 < |∆µ| < r,
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є pозв’язком задачi Кошi

y′ =M(t,∆µ)y +K(t,∆µ), (t, y,∆µ) ∈ (α, β)× R× (−r, r), (3.86)
y(t0) = 0, (3.87)

коли ∆µ ∈ (−r, 0) ∪ (0, r).
Зауважимо, що рiвняння (3.86) є лiнiйним з неперервними коефiцiєнтом i вiль-

ним членом. Нехай y = χ(t,∆µ), t ∈ (α, β), — непродовжуваний розв’язок за-
дачi (3.86),(3.87) для кожного ∆µ, |∆µ| < r (див. зауваження п.3.5). До задачi
(3.86),(3.87) можна застосувати лему 3.2. З неї отримаємо, що функцiя y = χ(t,∆µ),
(t,∆µ) ∈ (α, β)× (−r, r), є непеpеpвною на множинi (α, β)× (−r, r). В силу теоpеми
пpо єдинiсть pозв’язку задачi Кошi маємо piвнiсть χ(t,∆µ) = u(t,∆µ), t ∈ (α, β),
∆µ ∈ (−q, 0) ∪ (0, q). Звiдси випливає, що

u(t,∆µ) → χ(t, 0) пpи ∆µ→ 0

для кожного t ∈ (α, β), а це означає, що iснує

∂ψ(t, 0)

∂µ
= lim

∆µ→0

ψ(t,∆µ)− ψ(t, 0)

∆µ

для кожнго t ∈ (α, β) i
∂ψ(t, 0)

∂µ
= χ(t, 0) ∀t ∈ (α, β).

Оскiльки ∂ψ(t,0)
∂µ

= ∂φ(t,t̂0,x̂0,µ̂)
∂µ

, t ∈ (α, β), i [α, β] — довiльний вiдрiзок з (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂),

то вираз ∂φ(t,t̂0,x̂0,µ̂)
∂µ

визначений для всiх t ∈ (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂). Також зi сказаного випли-

ває, що функцiя y= ∂φ(t,t̂0,x̂0,µ̂)
∂µ

, t ∈ (α, β), є розв’язком задачi (3.86),(3.87) при ∆µ=0.
Звiдси, враховуючи, щоM(t, 0) = fx(t, φ(t, t̂0, x̂0, µ̂), µ̂),K(t, 0) = fµ(t, φ(t, t̂0, x̂0, µ̂), µ̂),
i довiльнiсть вiдрiзка [α, β] ⊂ (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂), приходимо до висновку, що функцiя
y = ∂φ(t,t0,x0,µ)

∂µ
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), є розв’язком задачi (3.78),(3.79) при t0 = t̂0,

x0 = x̂0, µ = µ̂. Оскiльки точка (t̂0, x̂0, µ̂) ∈ Ω довiльна, то з наслiдку 3.7 теоре-
ми 3.12 (стосовно задачi (3.78),(3.79)) випливає неперервнiсть функцiї y = ∂φ(t,t0,x0,µ)

∂µ
,

(t, t0, x0, µ) ∈ Q.

Доведення теореми 3.13. Зpобивши в задачi (3.55),(3.56) замiну y = x−x0, τ = t−t0,
пpийдемо до задачi (3.63),(3.64). Ця задача є аналогiчною до задачi (3.55),(3.56), але
має фiксованi початковi данi i паpаметpами є (t0, x0, µ). В силу леми (3.4) розв’я-
зок y = ψ(τ, t0, x0, µ) задачi (3.63),(3.64) є непеpеpвно дифеpенцiйовним за паpа-
метpами (t0, x0, µ) i змiнною τ . Оскiльки φ(t, t0, x0, µ) = ψ(t − t0, t0, x0, µ) + x0,
t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), то φ ∈ C1(Q). Так як x = φ(t, t0, x0, µ) є pозв’язком задачi
(3.55),(3.56) для будь-яких (t0, x0, µ) ∈ Ω, то

φ(t, t0, x0, µ) = x0 +

t∫
t0

f(s, φ(s, t0, x0, µ), µ) ds (3.88)

для всiх (t, t0, x0, µ) ∈ Q.
Лiва i пpава частини (3.88) допускають дифеpенцiювання за паpаметpами. Для

кожного i ∈ {1, . . . , k}, пpодифеpенцiювавши тотожнiсть (3.88) за µi, пpиходимо до
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висновку, що функцiя y = ∂φ(t,t0,x0,µ)
∂µi

, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), є pозв’язком iнтегpального
piвняння

y =

t∫
t0

[fx(s, φ(s, t0, x0, µ), µ)y + fµi(s, φ(s, t0, x0, µ), µ)] ds. (3.89)

Але це piвняння є еквiвалентним задачi (3.78),(3.79). Оскiльки ця задача має єдиний
pозв’язок, то функцiя y = ∂φ(t,t0,x0,µ)

∂µi
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), i є цим єдиним pозв’язком

(i ∈ {1, . . . , k}). Зауважимо, що цей результат ранiше одержано при доведеннi леми
3.4.

Цiлком аналогiчно (диференцiюючи рiвнiсть (3.88) за x0) встановлюємо, що фун-
кцiя y = ∂φ(t,t0,x0,µ)

∂x0
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), є pозв’язком задачi (3.80),(3.81).

Тепеp пpодифеpенцiюємо (3.88) за t0. В pезультатi отpимаємо piвнiсть

∂φ(t, t0, x0, µ)

∂t0
= −f(t0, x0, µ) +

t∫
t0

∂f(s, φ(s, t0, x0, µ), µ)

∂x
ds,

яка означатиме, що функцiя y =
∂φ(t, t0, x0, µ)

∂t0
, t ∈ (at0,x0,µ, bt0,x0,µ), є pозв’язком

задачi (3.82),(3.83).

Зауваження 3.8. Якщо нас цiкавить дифеpенцiйовнiсть функцiї x = φ(t, t0, x0, µ)
тiльки за змiнними x0 i µ, то, як випливає з доведення теоpеми 3.13, досить вимагати,

щоби функцiї f ,
∂f

∂x
,
∂f

∂µ1

, . . . ,
∂f

∂µk
були непеpеpвними.

Наслiдок 3.8. Якщо функцiя f(t, x, µ), (t, x, µ) ∈ Ω, є ν pаз непеpеpвно-дифеpенцiйовною
за змiнними x i µ, то функцiя x = φ(t, t0, x0, µ) є ν pаз непеpеpвно-дифеpенцiйовна
за змiнними x0 i µ.

Доведення. Для доведення наслiдку досить застосувати вiдповiдну кiлькiсть pаз те-
оpему 3.13 з вpахуванням зауваження 3.8.

Зауваження 3.9. Нехай виконуються умови наслiдку 3.8 i (для простоти формулюва-
ння результату) k = 1. Тодi для довiльної точки (t̂0, x̂0, µ̂) ∈ Ω та будь-якого вiдрiзка
[α, β] ⊂ (at̂0,x̂0,µ̂, bt̂0,x̂0,µ̂) iснує число δ > 0 таке, що

φ(t, t̂0, x0, µ) =
∑
m+l6ν

φml(t, t̂0) · (x0 − x̂0)
m(µ− µ̂)l + o

(
(|x0 − x̂0|+ |µ− µ̂|)ν

)
,

якщо t ∈ [α, β], |x0 − x̂0| < δ, |µ− µ̂| < δ. Тут

φml(t, t̂0) =
∂φm+l(t, t̂0, x̂0, µ̂)

(∂x0)m∂µl
, m > 0, l > 0.

Це випливає з доведеного вище i формули Тейлора.

Приклад 3.2. Знайти
∂x

∂µ

∣∣∣∣
µ=0

, якщо x – розв’язок задачi:

{
x′ = 2x+ µex,

x(0) = µ2,
(3.90)
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де µ ∈ R – параметр.
Розв’язання. З теореми про iснування непродовжуваного розв’язку задачi Кошi для
ЗДР випливає, що для будь-якого µ ∈ R задача (3.90) має єдиний непродовжуваний
розв’язок

x = φ(t, µ), t ∈ (aµ, bµ),

де −∞ ≤ aµ < bµ ≤ +∞.
Позначимо Ω := {(t, µ)|µ ∈ R, t ∈ (aµ, bµ)} i пiдставимо його в задачу (3.90):{

φ′(t, µ) = 2φ(t, µ) + µeφ(t, µ), (t, µ) ∈ Ω

φ(0, µ) = µ2, µ ∈ R
(3.91)

Продиференцiюємо отриманi тотожностi за µ , враховуючи, що

∂(φ′(t, µ))

∂µ
=

(
∂φ(t, µ)

∂µ

)′

, (t, µ) ∈ Ω

(тут i далi через (...)′ позначатимемо похiдну за змiнною t). У результатi отримаємо
тотожностi(

∂φ(t, µ)

∂µ

)′

= 2
∂φ(t, µ)

∂µ
+ eφ(t, µ) + µeφ(t, µ)

∂φ(t, µ)

∂µ
, (t, µ) ∈ Ω. (3.92)

∂φ(t, µ)

∂µ

∣∣∣∣∣
t=0

= 2µ, µ ∈ R. (3.93)

Покладемо µ = 0 в рiвностях (3.92) i (3.93) та позначимо

u(t) :=
∂φ(t, µ)

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

, t ∈ (a0, b0).

Тодi отримаємо {
u′(t) = 2u(t) + eφ(t, 0), t ∈ (a0, b0),

u(0) = 0.
(3.94)

Знайдемо φ(t, 0), t ∈ (a0, b0), як розв’язок задачi (3.90) при µ = 0, тобто задачi{
x′ = 2x,

x(0) = 0.
(3.95)

Легко переконатися, що єдиним розв’язком задачi (3.95) є функцiя x = 0, t ∈
(−∞,+∞), тобто φ(t, 0) = 0, t ∈ (−∞,+∞), бо повний загальний розв’язок рiвняння
(3.95) є функцiя x = Ce2t, а початкова умова задачi (3.95) виконується при C = 0.
Отже, шукана функцiя u, яка задовольняє рiвняння (3.94) є розв’язком задачi Кошi{

y′ = 2y + 1,

y(0) = 0.
(3.96)

Рiвняння (3.96) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними, а отже,

dy

dt
= 2y + 1 ⇔ dy

y + 1
2

= 2dt, y = −1

2
⇔
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ln |y + 1

2
| = 2t+ ln |C|, C ̸= 0, y = −1

2
⇔ y = Ce2t − 1

2
, t ∈ (−∞,+∞), C ∈ R

– повний загальний розв’язок рiвняння (3.96). Звiдси та початкової умови задачi
(3.96) маємо

0 = C − 1

2
⇔ C =

1

2
,

тобто
y =

1

2
(e2t − 1), t ∈ (−∞,+∞),

– розв’язок задачi (3.96), а отже, функцiя

u(t) =
1

2
(e2t − 1), t ∈ (−∞,+∞),

i є шукана похiдна ∂x
∂µ

∣∣
µ=0

.

�

Приклад 3.3. Знайти
∂x

∂x0

∣∣∣
x0=1

, якщо x – розв’язок задачi

x′ = 2x2, (1)

x(0) = x0, (2)

де x0 ∈ R –довiльне задане.
Розв’язування. Нехай x = φ(t, x0), t ∈ (ax0 , bx0) – непродовжуваний розв’язок задачi
(1),(2) для довiльного значення x0 ∈ R. Позначимо Ω := {(t, x0)|x0 ∈ R, t ∈ (ax0 , bx0)}.

Пiдставимо цей розв’язок в рiвняння (1) i умову (2):{
φ′(t, x0) = 2(φ(t, x0))

2, (t, x0) ∈ Ω, (3)
φ(0, x0) = x0, x0 ∈ R (4).

Продиференцiюємо тотожностi (3) i (4) за x0, враховуючи, що

∂φ′(t, x0)

∂x0
=

(
∂φ(t, x0)

∂x0

)′

, (t, x) ∈ Ω, (5)

∂φ(0, x0)

∂x0
= 1, x0 ∈ R (6)

Покладемо в (5) i (6) x0 = 1 :(
∂φ(t, 1)

∂x0

)′

= 4φ(t, 1)
∂φ(t, 1)

∂x0
, t ∈ (a1, b1) (7)

∂φ(0, 1)

∂x0
= 1, (8)

Знайдемо φ(t, 1), t ∈ (a1, b1). Для цього в рiвностi (3) i (4) покладемо x0 = 1.
Отже, приходимо до висновку, що функцiя z = φ(t, 1), t ∈ (a1, b1) є розв’язком задачi
Кошi {

z
′

= 2z2, (9)
z(0) = 1. (10)
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Маємо
dz

dt
= 2z2 ⇔ dz

z2
= 2dt, z = 0 ⇔ −1

z
= 2t− C;

z = 0 ⇔ z =
1

−2t
, z = 0.

Iз отриманої сiм’ї всеможливих розв’язкiв рiвняння (9) виберемо той, який задо-
вольняє умову (10):

1 =
1

C
⇔ C = 1.

Отже, маємо

z =
1

1− 2t
≡ −1

2(t− 1
2
)

t ∈ (−∞,
1

2
),

розв’язок задачi (9),(10), тобто

φ(t, 1) =
1

1− 2t
, t ∈ (−∞,

1

2
).

Врахувавши знайдений вираз

φ(t, 1), t ∈ (−∞,
1

2
)

з виразу (7) i (8) отримуємо задачу Кошi для знаходження функцiї

y =
φ(t, 1)

∂x0
, t ∈ (−∞,

1

2
) :

{
y

′
=

4

1− 2t
y, (11)

y(0) = 1. (12)

Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння (11):

dy

dt
=

4

1− 2t
y | : y| · dt ⇔ y = 0,

dy

y
=

4dt

1− 2t
⇔

ln |y| = −2 ln |2t− 1|+ ln |C|, y = 0 ⇔ y =
C

(2t− 1)2

– повний загальний розв’язок даного рiвняння. Звiдси та умови (12) маємо

1 =
C

(2 · 0− 1)2
⇒ C = 1.

Отже, маємо y =
1

(2t− 1)2
, тобто

∂φ(t, 1)

∂x0
=

1

(2t− 1)2
, t ∈ (−∞,

1

2
).
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�
Завдання для самостiйної роботи. Знайти похiднi за параметром i початко-

вими даними розв’язкiв задачi Кошi для ЗДР:
1. {

x′ = 2(x− 1)2,

x(0) = x0.

Знайти ∂x
∂x0

|x0=1.
2. {

x′ = x2 − µ2 cos x,

x(0) = µ+ 1.

Знайти ∂x
∂µ
|µ=0.

3. {
x′ = µx2 + 2t,

x(0) = 1.

Знайти ∂x
∂µ
|µ=0.

4. {
x′ = x+ µ cos x,

x(0) = µ.

Знайти ∂x
∂µ
|µ=0.

3.9. Iснування повного загального розв’язку ЗДР першого по-
рядку

Розглянемо рiвняння (3.1). Пiд повним загальним розв’язком цього рiвняння в деяко-
му околi D∗ ⊂ D точки (t∗, x∗) ∈ D розумiтимемо функцiю x = ψ(t, C), (t, C) ∈ Ω ⊂
R2, таку, що для довiльного значення C0 такого, що множина IC0 := {t

∣∣ (t, C0) ∈ Ω}
непорожня i зв’язна, функцiя x = ψ(t, C0), t ∈ IC0 , є розв’язком рiвняння (3.1), та
для будь-якого розв’язку x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, цього рiвняння, графiк якого лежить в
D∗, маємо рiвнiсть φ(t) = ψ(t, C1) ∀t ∈ ⟨a, b⟩ для деякого C1.

Теорема 3.14. Нехай функцiя f є неперервною i задовольняє умову Лiпшiца за
другим аргументом локально. Тодi для будь-якої фiксованої точки областi D iснує
її окiл в D такий, що рiвняння (3.1) в цьому околi має повний загальний розв’язок.

Доведення. Нехай (t∗, x∗)∈D — яка-небудь фiксована точка областiD i x=φ(t, t∗, x∗),
t ∈ (at∗,x∗ , bt∗,x∗), — непродовжуваний розв’язок рiвняння (3.1), що задовольняє по-
чаткову умову

x(t∗) = x∗.

Виберемо який-небудь вiдрiзок [α, β] ⊂ (at∗,x∗ , bt∗,x∗). За теоремою про неперервну
залежнiсть розв’язку задачi Кошi вiд початкових даних iснує δ > 0 таке, що для
всiх C ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ):=(x∗ − δ, x∗ + δ), маємо вкладення [α, β] ⊂ (at∗,C , bt∗,C), де
(at∗,C , bt∗,C) — область визначення непродовжуваного розв’язку рiвняння (3.1), який
задовольняє початкову умову

x(t∗) = C.

Покладемо

D∗ :=
{
(t, x)

∣∣ t ∈ (α, β), x = φ(t, t∗, C), де C пробiгає всi значення з (x∗ − δ, x∗ + δ)
}
,
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тобто D∗ — це об’єднання графiкiв звужень функцiй x = φ(t, t∗, C) на iнтервал (α, β)
для всiх C ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ), або ще по iншому

D∗:=
∪

C∈(x∗−δ,x∗+δ)

{(t, x) : t ∈ (α, β), x = φ(t, t∗, C)} .

Покажемо, що D∗ — вiдкрита множина. Нехай (t0, x0) — яка-небудь точка мно-
жини D∗. В силу означення D∗ та єдиностi непродовжуваного розв’язку задачi
Кошi для рiвняння (3.1) iснує C0 ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) таке, що C0 = φ(t∗, t0, x0) i
(at0,x0 , bt0,x0) = (at∗,C0 , bt∗,C0), а отже, [α, β] ⊂ (at0,x0 , bt0,x0). Нехай ε > 0 таке, що коли
|C − C0| < ε, то C ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ). З теореми про неперервну залежнiсть вiд поча-
ткових даних розв’язку задачi Кошi для ЗДР випливає iснування значення δ1 > 0
такого, що, як тiльки |t1 − t0| < δ1 i |x1 − x0| < δ1, то t1 ∈ (α, β), [α, β] ⊂ (at1,x1 , bt1,x1)
i |φ(t, t1, x1)− φ(t, t0, x0)| < ε ∀t ∈ [α, β]. Отже, маємо

|φ(t∗, t1, x1)− φ(t∗, t0, x0)| = |C1 − C0| < ε,

де C1:=φ(t∗, t1, x1). Це означає, що C1 ∈ (x∗− δ, x∗+ δ), тобто x1 = φ(t1, t∗, C1), звiдки
випливає, що (t1, x1) ∈ D∗.

Таким чином, ми показали, що D∗ — вiдкрита множина. Легко довести, що D∗ —
зв’язна множина, а отже, D∗ — область в R2, тобто є околом точки (t∗, x∗).

Покладемо

ψ(t, C):=φ(t, t∗, C), t ∈ (α, β), C ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ),

i покажемо, що функцiя

x = ψ(t, C), (t, C) ∈ (α, β)× (x∗ − δ, x∗ + δ),

є загальним розв’язком рiвняння (3.1), якщо розглядати це рiвняння на D∗. Справдi,
для будь-якого конкретного значення C∗ ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) функцiя x = ψ(t, C∗) (за
означенням) є розв’язком рiвняння (3.1).

Нехай x = ω(t), t ∈ ⟨a, b⟩ ⊂ (α, β), — розв’язок рiвняння (3.1), графiк якого
лежить в D∗. За означенням D∗ i в силу теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi
для рiвняння (3.1) маємо ω(t) = φ(t, t∗, C̃), t ∈ ⟨a, b⟩, де C1 ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ). А
оскiльки φ(t, t∗, C1) = ψ(t, C1), t ∈ (α, β), то ω(t) = ψ(t, C1), t ∈ ⟨a, b⟩, що завершує
наше доведення.

Наслiдок 3.9. Нехай D = (a, b) × R, де −∞ 6 a < b 6 +∞. Припустимо, що
функцiя f є неперервною, обмеженою i задовольняє умову Лiпшiца за другим аргу-
ментом локально на областi D. Тодi рiвняння (3.1) має повний загальний розв’язок
(в областi D) i його можна записати у виглядi

x = φ(t, t∗, C), (t, C) ∈ (a, b)× R, (3.97)

де t∗ — яка-небудь фiксована точка з (a, b).

Доведення. Доведення цього твердження легко отримати iз доведення теореми 3.14
i наслiдку теореми про продовження розв’язку задачi Кошi для рiвняння вигляду
(3.1).

Зауважимо, що спiввiдношення (3.97) ще називається повним загальним розв’яз-
ком рiвняння (3.1) у формi Кошi.

Лекцiя № 7
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§4. Задача Кошi для нерозв’язних стосовно похiдної
рiвнянь

4.1. Формулювання задачi Кошi для нерозв’язних стосовно по-
хiдної рiвнянь; iснування та єдинiсть її розв’язку.

Розглянемо спочатку один приклад нерозв’язного стосовно похiдної рiвняння:

x′2 − 1 = 0. (4.1)

Рiвняння (4.1) еквiвалентне сукупностi двох рiвнянь

x′ = ±1. (4.2)

Легко знаходимо повний загальний розв’язок даного рiвняння

x = ±t+ C, t ∈ R, C ∈ R — довiльна стала. (4.3)

Отже, сiм’я iнтегральних лiнiй рiвняння (4.1) складається iз всеможливих прямих,
якi нахиленi до осi Ot пiд кутом 45◦ або 135◦.

Поставимо задачу аналогiчну задачi Кошi для рiвняння, розв’язаного стосовно
похiдної: знайти розв’язок рiвняння (4.1), який задовольняє початкову умову

x(1) = 1. (4.4)

З (4.3) i (4.4) випливає, що розв’язками цiєї задачi є функцiї

x = t, t ∈ R, та x = 2− t, t ∈ R. (4.5)

Вiдмiтимо, що цi розв’язки вiдрiзняються в будь-якому околi точки 1. Отже, умови
(4.4) не достатньо, щоби розв’язок даної задачi був єдиним. Потрiбнi додатковi умови.
Якi? Щоб краще зрозумiти, як шукати вiдповiдь на це питання, зауважимо таке.
Графiками функцiй (4.5) є прямi з кутовими коефiцiєнтами вiдповiдно 1 та −1. Тому
для видiлення одного з цих розв’язкiв можна задати одну з двох умов:

x′(1) = 1 або x′(1) = −1. (4.6)

Якщо задати першу з умов (4.6), то розв’язком даної задачi буде перша з функцiй
(4.5), причому всi iншi розв’язки є звуженнями цього розв’язку. Аналогiчний резуль-
тат отримаємо, коли задамо другу з умов (4.6). А чи можна задати додаткову умову
у виглядi

x′(1) = p0,

де p0 ̸= ±1. Легко бачити (як з (4.2) так i з (4.3)), що за такої умови дана задача не
має розв’язку.

Принагiдно вiдмiтимо, що множина значень {−1; 1} є множиною розв’язкiв рiв-
няння

p2 − 1 = 0, (4.7)

яке отримується з рiвняння (4.1) замiною x′ на p.
Зi сказаного випливає, що природно задачу Кошi для рiвняння (4.1) ставити так:

знайти розв’язок рiвняння (4.1), який задовольняє початкову умову

x(t0) = x0
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та одну з двох додаткових умов
x′(t0) = 1

або
x′(t0) = −1,

де (t0, x0) — довiльна фiксована точка площини R2 (ще раз зауважимо, що числа 1
та −1 беруться з множини розв’язкiв рiвняння (4.7)).

На пiдставi сказаного можемо сформулювати задачу Кошi для нерозв’язних сто-
совно похiдної рiвнянь у загальному випадку.

Нехай G — деяка область в R3, а F (t, x, p), (t, x, p) ∈ G, — задана неперервна
функцiя. Розглянемо нерозв’язне стосовно похiдної рiвняння

F (t, x, x′) = 0 . (4.8)

Введемо позначення

L:=
{
(t, x, p) ∈ G

∣∣F (t, x, p) = 0
}
, D:=

{
(t, x) ∈ R2

∣∣ ∃p ∈ R таке, що (t, x, p) ∈ L
}
,

тобто D — проекцiя на площину Otx множини L.
Задача Кошi для рiвняння (4.8) полягає у знаходженнi розв’язку рiвняння (4.8),

що задовольняє умови

x(t0) = x0, (4.9)
x′(t0) = p0, (4.10)

де (t0, x0) — довiльна фiксована точка з D, а p0 — один з розв’язкiв рiвняння

F (t0, x0, p) = 0

стосовно p, тобто (t0, x0, p0) ∈ L ⇔ F (t0, x0, p0) = 0.
Далi цю задачу коротко називатимемо задачею (4.8) – (4.10).
Вияснимо, при яких умовах на F задача (4.8) – (4.10) має розв’язок i цей розв’язок

в певному сенсi єдиний.

Теорема 4.1. Нехай точка (t0, x0, p0) ∈ G така, що функцiя F є неперервно-
диференцiйовною в деякому околi цiєї точки i

F (t0, x0, p0) = 0,
∂F (t0, x0, p0)

∂p
̸= 0. (4.11)

Тодi знайдеться значення ρ > 0 таке, що iснує розв’язок задачi (4.8) – (4.10), ви-
значений на [t0 − ρ, t0 + ρ], i будь-який iнший розв’язок цiєї задачi збiгається з ним
на спiльнiй частинi їх областей визначення.

Доведення. Введемо позначення

Πr,u,v
t0,x0,p0 :=

{
(t, x, p)

∣∣ |t− t0| < r, |x− x0| < u, |p− p0| < v
}
,

де r > 0, u > 0, v > 0.
Розглянемо рiвняння

F (t, x, p) = 0, (4.12)

вважаючи t i x параметрами, а p — невiдомою змiнною.
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За теоремою про неявну функцiю, умови якої в даному випадку виконанi, iснують
числа r > 0, u > 0 та v > 0 i тiльки одна функцiя f : D′ → (p0 − v, p0 + v), де
D′:=

{
(t, x)

∣∣ t0 − r < t < t0 + r, x0 − u < x < x0 + u
}

такi, що Πr,u,v
t0,x0,p0 ⊂ G i

F (t, x, p) = 0 ⇔ p = f(t, x), (t, x, p) ∈ Πr,u,v
t0,x0,p0 , (4.13)

тобто рiвняння (4.12) в паралелепiпедi Πr,u,v
t0,x0,p0 для кожної точки (t, x) ∈ D′ має i

тiльки один розв’язок p = f(t, x) ; крiм того, f ∈ C1(D′) i p0 = f(t0, x0).
Тепер розглянемо задачу Кошi

x′ = f(t, x), (4.14)
x(t0) = x0. (4.15)

Згiдно з теоремою Пiкарра дана задача має розв’язок x = φ(t), t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ], де
ρ ∈ (0, r).

Зауважимо, що

φ′(t) = f(t, φ(t)), t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ], (4.16)
φ(t0) = x0, (4.17)

а отже

φ′(t0) = f(t0, φ(t0)) = f(t0, x0) = p0. (4.18)

Оскiльки
(t, φ(t)) ∈ D′, t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ], (4.19)

то |f(t, φ(t))− p0| < v ∀t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ], звiдки, враховуючи (4.16), матимемо

|φ′(t)− p0| < v, t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ]. (4.20)

З (4.16), (4.19) i (4.20), маючи на увазi (4.13), отримаємо

F (t, φ(t), φ′(t)) = 0, t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ],

то x = φ(t), t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ], — розв’язок рiвняння (4.8). А це разом з (4.17) i (4.18)
означає, що дана функцiя є розв’язком задачi (4.8)–(4.10). Отже, перша частина
твердження теореми доведена.

Тепер покажемо, що якщо x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, — який-небудь розв’язок задачi
(4.8)–(4.10), то φ(t) = ψ(t), коли t ∈ ⟨a, b⟩ = [t0−ρ, t0+ρ]∩⟨c, d⟩. Справдi, припустимо,
що це не так. Тодi iснує точка t∗ ∈ ⟨a, b⟩ така, що φ(t∗) = ψ(t∗) i φ′(t∗) = ψ′(t∗), але
в будь-якому околi цiєї точки знайдеться хоча б одне значення t ∈ ⟨a, b⟩ таке, що
φ(t) ̸= ψ(t).

Розглянемо випадок, коли t∗ — внутрiшня точка промiжку ⟨a, b⟩. Оскiльки ψ ∈
C1
(
⟨a, b⟩

)
i ψ(t∗) = φ(t∗) ∈ (x0 − u, x0 + u), ψ′(t∗) = φ′(t∗) ∈ (x0 − v, x0 + v), то iснує

окiл O(t∗) ⊂ ⟨a, b⟩ такий, що |ψ(t)− x0| < u i |ψ′(t)− p0| < v ∀t ∈ O(t∗). Звiдси,
враховуючи (4.13) i те, що

F (t, ψ(t), ψ′(t)) = 0, t ∈ O(t∗),

отримаємо
ψ′(t) = f(t, ψ(t)), t ∈ O(t∗). (4.21)
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Маючи на увазi (4.16), (4.21) i те, що φ(t∗) = ψ(t∗) та O(t∗) ⊂ [t0 − ρ, t0 + ρ], з
теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi для розв’язаного стосовно похiдної рiвняння
отримаємо рiвнiсть

φ(t) = ψ(t), t ∈ O(t∗).

Але це протирiчить нашому припущенню, що доводить потрiбне нам твердження.
Випадок, коли t∗ — гранична точка промiжку ⟨a, b⟩, розглядається цiлком анало-

гiчно.

4.2. Особливi розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння першого порядку

F (t, x, x′) = 0, (4.22)

припускаючи, що функцiя F визначена i неперервно диференцiйовна в областi G
простору R3 =

{
(t, x, p)

∣∣ t, x, p ∈R
}
. Нехай множини L i D такi ж, як в п. 4.1. Пiд

iнтегральною лiнiєю рiвняння (4.22) розумiтимемо графiк розв’язку цього рiвняння.
Говоритимемо, що iнтегральна лiнiя проходить через задану точку, якщо ця точка
належить данiй лiнiї. Далi припускатимемо, що всi розв’язки рiвняння (4.22), якi тут
розглядатимуться, визначенi на iнтервалах числової осi.

Означення 4.1. Точка (t0, x0) ∈ D називається звичайною для рiвняння (4.22), якщо
через неї проходить хоча б одна iнтегральна лiнiя i нема двох iнтегральних лiнiй, що
проходять цю точку, дотикаються в нiй i вiдрiзняються одна вiд другої в будь-якому
(як завгодно малому) околi заданої точки.

Зауважимо, що слова "двi лiнiї вiдрiзняються одна вiд другої в деякому околi
заданої точки"означають, що частини цих лiнiй, якi лежать в цьому околi, не спiв-
падають.

Означення 4.2. Точка (t0, x0) ∈ D називається особливою для рiвняння (4.22), якщо
вона не є звичайною.

Означення 4.3. Множина особливих точок рiвняння (4.22) називається особливою
множиною.

Означення 4.4. Особливою iнтегральною лiнiєю рiвняння (4.22) називають iнте-
гральна лiнiя, яка складається з особливих точок цього рiвняння.

Особливим розв’язком рiвняння (4.22) називають його розв’язок, графiком якого
є особлива iнтегральна лiнiя.

Отже, особливою iнтегральною лiнiєю рiвняння (4.22) є така iнтегральна лiнiя
цього рiвняння, через кожну точку якої проходить ще хоча б одна його iнтегральна
лiнiя, яка дотикається в цiй точцi до даної лiнiї i вiдрiзняється вiд неї в будь-якому
околi цiєї точки. Також легко бачити, що коли x = ψ(t), t ∈ (a, b), – особливий
розв’язок рiвняння, то в кожнiй точцi (t0, x0, p0), де t0 – довiльна точка iнтервалу
(a, b), x0 = ψ(t0), p0 = ψ′(t0), порушується умова теореми 4.1.

Оскiльки особлива iнтегральна лiнiя лежить в особливiй множинi, то вiдшукання
особливих iнтегральних лiнiй (особливих розв’язкiв) рiвняння (4.22) варто починати
iз знаходження особливої множини заданого рiвняння.
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Приклад 4.1. Розглянемо рiвняння

x′3 − 27x2 = 0. (4.23)

Серед його розв’язкiв, як легко безпосередньо переконатися, є функцiї x = (t− C)3,
t ∈ R, де C ∈ R, та функцiя x = 0, t ∈ R. Отже, точка (t0, 0), де t0 — яке-небудь число,
є особливою, бо через неї проходять iнтегральнi лiнiї, що є графiками розв’язкiв
x = 0, t ∈ R, та x = (t− t0)

3, t ∈ R та якi вiдрiзняються одна вiд другої в будь-якому
околi цiєї точки. Звiдси, зокрема, випливає, що x = 0, t ∈ R, — особливий розв’язок
даного рiвняння. Легко показати, що особлива множина рiвняння (4.23) вичерпується
множиною

{
(t, 0)

∣∣ t ∈ R
}
. Справдi, дане рiвняння рiвносильне рiвнянню

x′ = 3
3
√
x2. (4.24)

Очевидно, що для кожної точки (t0, x0), де x0 ̸= 0, знайдеться окiл O(t0, x0) цiєї
точки, на якому функцiя f(t, x) = 3

3
√
x2 є неперервною разом з частинною похiдною

за x. Отож, задача Кошi для рiвняння (4.24), розглядуваного вO(t0, x0), з початковою
умовою

x(t0) = x0,

де x0 ̸= 0, має розв’язки i будь-якi два з них збiгаються на спiльнiй частинi їх областей
визначення. Це означає, що точка (t0, x0), де x0 ̸= 0, є звичайною для рiвняння (4.23).
Таким чином, ми повнiстю обгрунтували висновок про те, що особлива множина
рiвняння (4.23) складається зi всiх точок осi t (i тiльки з них) i ця особлива множина
спiвпадає з особливою iнтегральною лiнiєю, що задається рiвнянням x = 0, t ∈ R. �

Повернемось до питання про вiдшукання особливих iнтегральних лiнiй (особли-
вих розв’язкiв) рiвняння (4.22) в загальному випадку. Спочатку припустимо, що рiв-
няння (4.22) можна записати у виглядi

x′ = f(t, x), (4.25)

де f : D → R – задана функцiя, D – область в R2, тобто воно є розв’язним стосовно
похiдної. З теорем про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння
вигляду (4.25) випливає, що достатньою умовою того, щоби точка (t0, x0) ∈ D була
звичайною, є iснування околу цiєї точки, в якому функцiя f є неперервною i задо-
вольняє умову Лiпшиця за змiнною x (або ж має неперервну похiдну за змiнною x).
Якщо ж такого околу нема, то ця точка може бути особливою (але не обов’язково
є!). Отож, можна зробити такий висновок: особлива множина рiвняння (4.25) мiсти-
ться в множинi точок з областi D, для яких не виконується вказана вище достатня
умова того, щоби точка була звичайною. Уточнимо характеристику цiєї множини,
припустивши, що функцiя f на областi D є неперервною i має неперервну частинну
похiдну fx (за змiнною x) на областi D′ ⊂ D. Тодi особлива множина рiвняння (4.25)
(якщо вона iснує) лежить в множинi D \D′.

Тепер розглянемо рiвняння (4.22) (яке не обов’язково можна записати у виглядi
(4.25)). Оскiльки таке рiвняння може мати досить складну структуру, то природним
припущенням при розглядi рiвняння першого порядку загального вигляду (4.22) є
умова, що функцiя F (t, x, p) є неперервно диференцiйовною на G (її областi визна-
чення). З цiєї умови будемо стартувати.

За теоремою про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння (4.22)
точка (t0, x0) ∈ D є звичайною, якщо для будь-якого розв’язку (вiдносно p) рiвняння

F (t0, x0, p) = 0 (4.26)
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виконується умова
∂F (t0, x0, p)

∂p
̸= 0. (4.27)

Отже, необхiдною умовою того, що точка (t0, x0) ∈ D є особливою, є умова, що для
хоча б одного розв’язку (стосовно p) рiвняння (4.26) порушується умова (4.27). Таким
чином, приходимо до висновку, що особлива множина рiвняння (4.22) складається з
точок (t, x) (можливо, не всiх) множини D, якi знаходяться iз системи рiвнянь

F (t, x, p) = 0,

∂F (t, x, p)

∂p
= 0

(4.28)

(координати (t, x) будь-якої з цих точок — це першi двi компоненти трiйки чисел
(t, x, p), якi є розв’язками системи (4.28)). Множину таких точок позначимо через
D0. Якщо iз системи (4.28) можна виключити параметр p, тобто записати її у виглядi
одного рiвняння

H(t, x) = 0, (4.29)

то множина D0 є множиною розв’язкiв рiвняння (4.29).
Позначимо через D∗ особливу множину рiвняння (4.22). Як було сказано, маємо

D∗ ⊆ D0, тобто для знаходження D∗ варто знайти спочатку D0 i провести додатковi
дослiдження.

Продемонструємо сказане на прикладi рiвняння (4.23), яке ми вже детально до-
слiдили вище. Система (4.28) в цьому випадку матиме вигляд{

p3 − 27x2 = 0,

3p2 = 0,

звiдки отримаємо рiвняння (див. (4.29))

x = 0.

Отже, D0 = {(t, 0) : t ∈ R}. Повторивши мiркування з прикладу 4.1, приходимо до
висновку, що D∗ = D0 i x = 0, t ∈ R, — особливий розв’язок заданого рiвняння.
Приклад показує, що спосiб знаходження особливих розв’язкiв (iнтегральних лiнiй)
рiвняння (4.22) через використання системи (4.28) навiть у випадку, коли рiвняння
(4.22) можна розв’язати стосовно похiдної, є дещо простiшим, нiж безпосереднiй.

Покажемо на прикладi, що не завжди D∗ = D0.

Приклад 4.2. Розглянемо рiвняння

x′3 − x3 = 0.

Система (4.28) для цього рiвняння набуде вигляду{
p3 − x3 = 0,

3p2 = 0,

звiдки знаходимо, що D0 = {(t, 0) : t ∈ R}.
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Дане рiвняння рiвносильне рiвнянню

x′ = x,

загальний розв’язок якого має вигляд

x = Cet, t ∈ R, C ∈ R.

Звiдси легко випливає, що особливих точок дане рiвняння не має, тобто D∗ = ∅, i
значить, D∗ ̸= D0. �

На практицi часто зустрiчаються рiвняння «квадратнi вiдносно x′», тобто рiвня-
ння, якi можна записати у виглядi

a(t, x)x′2 − 2b(t, x)x′ + c(t, x) = 0, (t, x) ∈ D, (4.30)

де D — область в R2, a, b, c ∈ C1(D), a(t, x) ̸= 0, (t, x) ∈ D.
Знайдемо множину D0 для рiвняння (4.30). Система (4.28) в цьому випадку ма-

тиме вигляд {
a(t, x)p2 − 2b(t, x)p+ c(t, x) = 0,

a(t, x)p− b(t, x) = 0.
(4.31)

Виключимо iз цiєї системи параметр p, виразивши з другого рiвняння p i пiдставивши
отриманий вираз в перше рiвняння:

a(t, x)

(
b(t, x)

a(t, x)

)2

− 2b(t, x)
b(t, x)

a(t, x)
+ c(t, x) = 0,

звiдки отримаємо рiвняння (пор. з (4.29))

b2(t, x)− a(t, x)c(t, x) = 0, (4.32)

всi розв’язки якого складають множину D0. Очевидно, що лiва частина рiвняння
(4.32) є подiленим на 4 дискримiнантом рiвняння (4.30), як квадратного стосовно x′.
Тому множину D0 називають дискримiнантною множиною, а лiнiю, задану рiвня-
нням (4.32), — дискримiнантною лiнiєю рiвняння (4.30). Оскiльки рiвняння (4.32) є
частковим випадком рiвняння (4.29), то цi поняття переносяться i на загальний випа-
док, тобто множину розв’язкiв рiвняння (4.29) називають дискримiнантною множи-
ною, а лiнiю, задану рiвнянням (4.29), — дискримiнантною лiнiєю рiвняння (4.22).

Пiдведемо певний пiдсумок викладеного вище: для знаходження особливої мно-
жини i особливих розв’язкiв (iнтегральних лiнiй) рiвняння (4.22) можна дiяти таким
чином:

1) знайти дискримiнантну множину заданого рiвняння, записавши систему (4.28)
i (якщо це можна зробити) виключивши з неї параметр p;

2) провести додатковi дослiдження дискримiнантної множини (її частин) на «осо-
бливiсть» (цi дослiдження залежать вiд специфiки рiвняння та множини D0).

Є iнший спосiб вiдшукання особливих iнтегральних лiнiй. Вiн базується на поняттi
обвiдної сiм’ї лiнiй. Нагадаємо що це таке.

Нехай
R(t, x, C) = 0, (t, x, C) ∈ U, де U — область в R3, (4.33)

— сiм’я гладких лiнiй на площинi R2 в системi координатOtx; тут C — параметр, який
"iдентифiкує" лiнiї заданої сiм’ї. Пiд обвiдною заданої сiм’ї лiнiй розумiють гладку
лiнiю, яка в кожнiй своїй точцi дотикається до однiєї з лiнiй цiєї сiм’ї, причому в
рiзних точках — до рiзних лiнiй.
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Приклад 4.3. Розглянемо сiм’ю лiнiй

x = (t− C)3, (t, C) ∈ R2. (4.34)

Легко бачити, що лiнiя, задана рiвнянням x = 0, t ∈ R, є обвiдною сiм’ї (4.34).
Справдi, через кожну точку даної лiнiї проходить одна iз даної сiм’ї лiнiй, дотикаю-
чись до неї (через точку (t0, 0) проходить лiнiя x = (t − t0)

3, t ∈ R, i дотична до неї
в цiй точцi має нульовий кутовий коефiцiєнт, оскiльки x′(t0) = 0), причому в рiзних
точках — рiзнi лiнiї. �

Покажемо, що обвiдна сiм’ї iнтегральних лiнiй звичайного диференцiального рiв-
няння є його особливою iнтегральною лiнiєю.

Нехай
Φ(t, x, C) = 0, (t, x, C) ∈ Ω (Ω — область в R3), (4.35)

сiм’я iнтегральних лiнiй рiвняння (4.22), а x = φ(t), t ∈ (a, b), — її обвiдна. Нехай
t0 ∈ (a, b) — яка-небудь точка. З означення обвiдної випливає, що в точцi (t0, x0), де
x0 = φ(t0), обвiдна дотикається до деякої iнтегральної лiнiї з сiм’ї (4.35). Нехай це
буде лiнiя x = ψ(t), t ∈ (c, d), яка визначається рiвнянням (4.35) при певному значеннi
C. З умови дотику в точцi (t0, x0) лiнiй, заданих вiдповiдно рiвняннями x = φ(t) та
x = ψ(t), маємо φ(t0) = ψ(t0), φ′(t0) = ψ′(t0). Звiдси та того, що функцiя x = ψ(t),
t ∈ (c, d), є розв’язком рiвняння (4.22), випливає, що

F (t0, φ(t0), φ
′(t0)) = 0,

а це означає, оскiльки t0 — довiльне, що

F (t, φ(t), φ′(t)) = 0, t ∈ (a, b),

тобто функцiя x = φ(t), t ∈ (a, b), є розв’язком рiвняння (4.22). Звiдси та означення
обвiдної випливає те, що потрiбно було показати.

З iншого боку, як це випливає з означення, особлива iнтегральна лiнiя є обвiдною
деякої сiм’ї iнтегральних лiнiй рiвняння (4.22).

Отже, приходимо до такого висновку. Якщо спiввiдношення (4.35) є сiм’єю iн-
тегральних лiнiй рiвняння (4.22), то його особливi iнтегральнi лiнiї можна шукати,
як обвiднi цiєї сiм’ї. Як вiдомо з диференцiальної геометрiї ([?]), обвiднi сiм’ї (4.35)
можна шукати таким чином. Спочатку записуємо систему рiвнянь

Φ(t, x, C) = 0,

∂Φ(t, x, C)

∂C
= 0.

(4.36)

Нехай D1 — множина точок (t, x), координати яких є першими двома компонентами
трiйок чисел (t, x, C), що є розв’язками системи (4.36). Якщо вдається виключити iз
системи (4.36) параметр C, тобто записати цю систему у виглядi рiвняння

Q(t, x) = 0, (4.37)

то множина D1 є множиною розв’язкiв рiвняння (4.37).
Якщо сiм’я лiнiй (4.35) має обвiдну, то вона складається з точок множини D1. Але

не кожна гладка лiнiя, яка лежить в D1, може бути обвiдною. Тому пiсля знаходже-
ння множини D1 потрiбно провести додатковi дослiдження, виходячи iз специфiки

89



даної проблеми. При цьому варто використати достатнi умови того, що лiнiя, задана
рiвнянням

x = ω(t), t ∈ (p, q),

яка отримується iз системи (4.36) (або рiвняння (4.37)), є обвiдною. Такими є умови

∂Φ(t, x, C)

∂t

∣∣∣∣ x=ω(t)
C=C(t)

̸= 0 ∀t ∈ (p, q),

або

∂Φ(t, x, C)

∂x

∣∣∣∣ x=v(t)
C=C(t)

̸= 0 ∀t ∈ (p, q),

де C(t) — значення C, при якому трiйка чисел (t, ω(t), C) є розв’язком системи (4.36).

Приклад 4.4. Нехай маємо рiвняння

x′3 − 27x2 = 0.

Легко переконатися, що сiм’я лiнiй

x = (t− C)3, (t, C) ∈ R2,

є сiм’єю iнтегральних лiнiй цього рiвняння. Запишемо систему типу (4.36) для даного
випадку {

x− (t− C)3 = 0,

3(t− C)2 = 0.

Звiдси маємо, що лiнiя, задана рiвнянням x = 0, t ∈ R, може бути обвiдною. Безпо-
середньо (див. приклад 4.3) легко переконатися, що насправдi ця лiнiя є обвiдною, а
отже, особливою iнтегральною лiнiєю. �

Лекцiя № 8
Колоквiум № 1
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Лекцiя № 9

Тема 2

Нормальнi системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь та звичайнi диференцiальнi рiв-
няння вищих порядкiв

§1. Нормальнi системи звичайних диференцiальних
рiвнянь (НС)

1.1. Поняття нормальної системи звичайних диференцiальних
рiвнянь. Геометрична iнтерпретацiя НС.

Пiд Rk, де k ∈ N, розумiтимемо нормований лiнiйний простiр над полем R, який
складається з впорядкованих наборiв з k дiйсних чисел (векторiв) z = (z1, . . . , zk),
зi стандартними операцiями додавання та множення на скаляр i нормою |z| :=√
z21 + . . .+ z2k.
Системою звичайних диференцiальних рiвнянь називають систему спiввiдношень

F1(t, x1, x
′
1, . . . , x

(m1)
1 , . . . , xn, x

′
n, . . . , x

(mn)
n ) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fn(t, x1, x

′
1, . . . , x

(m1)
1 , . . . , xn, x

′
n, . . . , x

(mn)
n ) = 0,

(1.1)

яка зв’язує незалежну змiнну t, n функцiй x1, . . . , xn вiд змiнної t (n > 2) та похiднi
цих функцiй до певних порядкiв.

Тут i далi для кожного j ∈ {1, . . . , n} величина mj ∈ N — найвищий з порядкiв
похiдних функцiї xj, якi входять в рiвняння системи (1.1). Порядком системи (1.1)
називають число m1 + · · ·+mn.

Якщо систему (1.1) можна записати у виглядi
x
(m1)
1 = f1(t, x1, x

′
1, . . . , x

(m1−1)
1 , . . . , xn, x

′
n, . . . , x

(mn−1)
n ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x
(mn)
n = fn(t, x1, x

′
1, . . . , x

(m1−1)
1 , . . . , xn, x

′
n, . . . , x

(mn−1)
n ),

(1.2)
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то її називають системою, розв’язною стосовно старших похiдних, а в протилежному
випадку — системою, нерозв’язною стосовно старших похiдних. Систему (1.2) назива-
ють системою, розв’язаною стосовно старших похiдних, а систему (1.1) — системою,
не розв’язаною стосовно старших похiдних.

Нормальною системою звичайних диференцiальних рiвнянь n-го порядку назива-
ють систему 

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn),

(1.3)

де n > 2 – яке-небудь натуральне число, t – незалежна дiйсна змiнна, x1, . . . , xn –
невiдомi дiйснi функцiї вiд змiнної t, x′1, . . . , x′n – похiднi невiдомих функцiй, f1 : D →
R, . . . , fn : D → R – заданi неперервнi функцiї, D – область в просторi R1+n.

Очевидно, що система (1.3) є частковим випадком системи вигляду (1.2).

Означення 1.1. Розв’язком нормальної системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (1.3) називають систему функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, де ∞ 6 a < b 6 +∞,

якi задовольняють умови:

1) φ1, . . . , φn ∈ C1
(
⟨a, b⟩

)
;

2) (t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∈ D ∀t ∈ ⟨a, b⟩;

3)


φ′
1(t) = f1(t, φ1(t), . . . , φn(t))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
φ′
n(t) = fn(t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Означення 1.2. Загальним розв’язком системи рiвнянь (1.3) називають систему
функцiй

x1 = ψ1(t, C1, . . . , Cn), . . . , xn = ψn(t, C1, . . . , Cn), (t, C1, . . . , Cn) ∈ G, (1.4)

де G — область в R1+n, якi задовольняють умову:
• для будь-яких конкретних допустимих значень C0

1 , ..., C
0
n вiдповiдних параметрiв

C1, ..., Cn система функцiй x1 = ψ1(t, C
0
1 , ..., C0

n), ..., xn = ψn(t, C
0
1 , ..., C

0
n), t ∈ ⟨c, d⟩, є

розв’язком системи (1.3).
Якщо загальний розв’язок (1.4) системи рiвнянь (1.3) має властивiсть:
• для будь-якого розв’язку x1 = φ1(t), ...,xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, системи (1.3)

знайдуться значення C1,φ, ..., Cn,φ параметрiв C1, ..., Cn такi, що

φ1(t) = ψ1(t, C1,φ, ..., Cn,φ), ..., φn(t) = ψn(t, C1,φ, ..., Cn,φ), t ∈ ⟨a, b⟩,

то цей загальний розв’язок називають повним загальним розв’язком.
Якщо загальний розв’язок системи (1.3) не має такої властивостi, то його ще

називають неповним загальним розв’язком.

Параметри C1, . . . , Cn називають довiльними сталими.
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Означення 1.3. Пiд iнтегралом системи (1.3) розумiють систему рiвнянь

Φ1(t, x1, . . . , xn) = 0, . . . ,Φn(t, x1, . . . , xn) = 0, (1.5)

таку, що будь-яка система неперервно-диференцiйовних функцiй x1 = φ1(t), . . . ,xn =
φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, неявно заданих системою рiвнянь (1.5), є розв’язком системи (1.3).

Означення 1.4. Загальним iнтегралом системи (1.3) називають систему спiввiдно-
шень

Ψ1(t, x1, . . . , xn, C1, . . . , Cn) = 0, . . . ,Ψn(t, x1, . . . , xn, C1, . . . , Cn) = 0, (1.6)

якi зв’язують змiннi t, x1, . . . , xn, C1, . . . , Cn, таку, що
• при довiльно фiксованих значеннях C0

1 , . . . ,C0
n вiдповiдних параметрiв (довiльних

сталих) C1, . . . , Cn система рiвнянь

Ψ1(t, x1, . . . , xn, C
0
1 , . . . , C

0
n) = 0, . . . ,Ψn(t, x1, . . . , xn, C

0
1 , . . . , C

0
n) = 0

є iнтегралом системи (1.3).
Якщо загальний iнтеграл (1.6) має властивiсть:

• для будь-якого iнтегралу (1.5) системи (1.3) знайдуться допустимi значення
C1,Φ, . . . , Cn,Φ параметрiв (довiльних сталих) C1, . . . , Cn такi, що

Φ1(t, x1, . . . , xn) ≡ Ψ1(t, x1, . . . , xn, C1,Φ, . . . , Cn,Φ), . . . ,

Φm(t, x1, . . . , xn) ≡ Ψm(t, x1, . . . , xn, C1,Φ, . . . , Cn,Φ),

то цей загальний iнтеграл називають повним загальним iнтегралом.

Дамо геометричну iнтерпретацiю системи (1.3). Спочатку зауважимо таке. Не-
хай x1 = φ1(t), . . . ,xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, – розв’язок нормальної системи (1.3). Пiд
його графiком розумiють множину точок

Γ:=
{(
t, φ1(t), . . . , φn(t)

) ∣∣ t ∈ ⟨a, b⟩
}
.

Геометричне мiсце точок множини Γ в R1+n утворює лiнiю в цьому просторi, яку
називають iнтегральною лiнiєю системи (1.3).

Нехай t0 — яка-небудь точка з ⟨a, b⟩. Покладемо

x01:=φ1(t0), . . . , x
0
n:=φn(t0).

Як вiдомо, дотична до лiнiї Γ в точцi (t0, x01, . . . , x0n) задається рiвнянням

t− t0
1

=
x1 − x01
φ′
1(t0)

= · · · = xn − x0n
φ′
n(t0)

, (t, x1, . . . , xn) ∈ R1+n. (1.7)

Оскiльки згiдно з означенням розв’язку системи (1.3) маємо

φ′
j(t0) = fj(t0, φ1(t0), . . . , φn(t0)) = fj(t0, x

0
1, . . . , x

0
n), j ∈ {1, . . . , n} ,

то рiвняння (1.7) можна переписати у виглядi

t− t0
1

=
x1 − x01

f1(t0, x01, . . . , x
0
n)

= · · · = xn − x0n
fn(t0, x01, . . . , x

0
n)
, (t, x1, . . . , xn) ∈ R1+n.
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Звiдси видно, що вектор
(
1, f1(t0, x

0
1, . . . , x

0
n), · · · , fn(t0, x01, . . . , x0n)

)
є напрямним

вектором дотичної до графiка розв’язку або, iншими словами, iнтегральної лiнiї си-
стеми (1.3) в точцi (t0, x01, . . . , x0n).

Побудуємо в кожнiй точцi (t, x1, . . . , xn) ∈ D вектор
(
1, f1(t, x1, . . . , xn), · · · ,

fn(t, x1, . . . , xn)
)
. В результатi отримаємо так зване поле напрямкiв, вiдповiдне си-

стемi (1.3). Зi сказаного вище випливає, що iнтегральна лiнiя системи (1.3) володiє
властивiстю: в кожнiй її точцi вiдповiдний вектор поля напрямкiв є напрямним ве-
ктором дотичної до цiєї лiнiї у вибранiй точцi.

Запишемо систему (1.3) у векторнiй формi. Для цього елементи простору Rn запи-

суватимемо у виглядi вектор-стовпчикiв, тобто, якщо x належить Rn, то x:=

x1...
xn

,

де xk ∈ R, k = 1, n. На просторi Rn, як було сказано вище, розглядаємо норму,
визначену за правилом |x| :=

√
x21 + ...+ x2n для будь-якого елемента x ∈ Rn з ком-

понентами x1, ..., xn. Компоненти векторiв простору Rn нумеруватимемо iндексами
знизу, самi вектори — iндексами зверху; наприклад, записи x3, x

3, x52 означатимуть
вiдповiдно третю компоненту вектора x, третiй вектор iз деякої сiм’ї векторiв x та
другу компоненту вектора x5. Лiнiйний простiр з елементами (t, x), де t ∈ R, x ∈ Rn,
позначимо через R1+n i визначимо норму за правилом |(t, x)|:=|t|+ |x| .

Нехай

x :=

x1...
xn

 , x′ :=

x
′
1
...
x′n

 , f(t, x) :=

f1(t, x1, . . . , xn)...
fn(t, x1, . . . , xn)

 .

Отже, систему (1.3) можна записати у виглядi

x′ = f(t, x), (1.8)

де t – незалежна дiйсна змiнна, x – векторна функцiя вiд змiнної t зi значеннями в
просторi Rn, f : D → Rn – задана неперервна функцiя, D – область в R1+n.

Нормальну систему, записану у виглядi (1.8), також називають векторним рiв-
нянням. Як бачимо, векторний запис (1.8) системи (1.3) зовнiшньо нiчим не вiдрi-
зняється вiд запису рiвняння першого порядку, розв’язаного стосовно похiдної. Ви-
являється, що за цим також стоїть глибокий зв’язок мiж вiдповiдними поняттями i
результатами для скалярного рiвняння i нормальної системи.

Пiд розв’язком нормальної системи у виглядi векторного рiвняння (1.8) розумiємо
вектор-функцiю

x = φ(t) ≡

φ1(t)
...

φn(t)

 , t ∈ ⟨a, b⟩,

яка задовольняє умови

1) φ ∈ C1
(
⟨a, b⟩;Rn

)
;

2)
(
t, φ(t)

)
∈ D ∀t ∈ ⟨a, b⟩;

3) φ′(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩.
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Тут i далi через C1
(
⟨a, b⟩;Rn

)
позначатимемо лiнiйний простiр вектор-функцiй,

якi визначенi на ⟨a, b⟩, приймають значення в Rn i є неперервно-диференцiйовними.

А точнiше, елементами простору C1
(
⟨a, b⟩;Rn

)
є функцiї вигляду x =

φ1(t)
...

φn(t)

 , t ∈

⟨a, b⟩, де φk ∈ C1
(
⟨a, b⟩

)
∀k ∈ {1, . . . , n}.

1.2. Задача Кошi для нормальних систем: iснування та єди-
нiсть її розв’язку, продовження розв’язку.

Розглянемо нормальну систему (1.3).
Задача Кошi для системи (1.3) полягає у знаходженнi розв’язку цiєї системи, який

задовольняє початкову умову 
x1(t0) = x01,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(1.9)

де (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — яка-небудь фiксована точка з D.

Цю задачу далi коротко називатимемо задачею (1.3), (1.9).
З геометричної точки зору задача Кошi для системи (1.3) полягає у знаходжен-

нi iнтегральної лiнiї цiєї системи, яка проходить через задану точку (t0, x
0
1, . . . , x

0
n)

областi D.
Якщо систему (1.3) подати у векторнiй формi (1.8) i ввести позначення

x0 := (x01, . . . , x
0
n)

⊤, то задачу (1.3),(1.9) можна переформулювати так:
знайти розв’язок системи (1.8), що задовольняє початкову умову

x(t0) = x0, (1.10)

де (t0, x
0) — яка-небудь фiксована точка областi D.

Виникає питання про коректнiсть задачi (1.3), (1.9) (вiдповiдно, (1.8), (1.10)),
тобто iснування її розв’язку, його єдиностi та неперервної залежностi вiд вхiдних
даних. Далi сформулюємо твердження, якi в сукупностi вирiшують це питання. При
доведеннi цих тверджень важливу роль вiдiграє система скалярних iнтегральних
рiвнянь 

x1 = x01 +

t∫
t0

f1(s, x1, . . . , xn) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = x0n +

t∫
t0

fn(s, x1, . . . , xn) ds,

(1.11)

яку можна записати у виглядi векторного iнтегрального рiвняння

x = x0 +

t∫
t0

f(s, x) ds, (1.12)

Розв’язком системи скалярних рiвнянь (1.11) називають систему функцiй x1 =
ψ1(t),. . . , xn = ψn(t), t ∈ ⟨c, d⟩, якi задовольняють умови
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1) ψ1, . . . , ψn ∈ C
(
⟨c, d⟩

)
;

2)
(
t, ψ1(t), . . . , ψn(t)

)
∈ D ∀t ∈ ⟨c, d⟩;

3)



ψ1(t) = x01 +

t∫
t0

f1(s, ψ1(s), . . . , ψn(s)) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψn(t) = x01 +

t∫
t0

fn(s, ψ1(s), . . . , ψn(s)) ds ∀t ∈ ⟨c, d⟩.

а пiд розв’язком системи у виглядi векторного рiвняння (1.12) розумiтимемо вектор-

функцiю x = ψ(t)≡

ψ1(t)
...

ψn(t)

, t ∈ ⟨c, d⟩, яка задовольняє умови

1) ψ ∈ C
(
⟨c, d⟩;Rn

)
;

2)
(
t, ψ(t)

)
∈ D ∀t ∈ ⟨c, d⟩;

3) ψ(t) = x0 +
t∫
t0

f(s, ψ(s)) ds ∀t ∈ ⟨c, d⟩,

Аналогiчно, як у випадку одного скалярного рiвняння, доводимо таке тверджен-
ня.

Теорема 1.1. Нехай f1, . . . , fn ∈ C(D) (вiдповiдно, f ∈ C(D;Rn)). Тодi будь-який
розв’язок задачi (1.3), (1.9) (вiдповiдно, (1.8), (1.10)) є розв’язком системи iнте-
гральних рiвнянь (1.11)) (вiдповiдно, (1.12)), i навпаки, довiльний розв’язок системи
(1.11) (вiдповiдно, (1.12)) є розв’язком задачi (1.3), (1.9) (вiдповiдно, (1.8), (1.10)).

Тут i далi через C(D;Rn) позначатимемо лiнiйний простiр, елементами яко-

го є вектор-функцiї f ∈ C(D;Rn) такi, що f(t, x):=

 f1(t, x1, . . . , xn)
...

fn(t, x1, . . . , xn),

 , (t, x) =

(t, x1, . . . , xn) ∈ D, де fk ∈ C(D) ∀k ∈ {1, . . . , n}.
Зауваження 1.1. Очевидно, що теорема 1.1 дає можливiсть звести дослiдження ко-
ректностi задачi Кошi для НС до вивчення вiдповiдної проблеми для системи iнте-
гральних рiвнянь.

Аналогiчно, як у випадку скалярного рiвняння, можна довести таке твердження.

Теорема 1.2 (Пеано). Нехай f1, . . . , fn ∈ C(D) (вiдповiдно, f ∈ C(D;Rn)). Тодi
задача (1.3),(1.9) (вiдповiдно, (1.8),(1.10)) має розв’язки.

Зауваження 1.2. Умови теореми Пеано не гарантують єдиностi розв’язку задачi Ко-
шi в сенсi, що будь-якi два її розв’язки збiгаються на спiльнiй частинi їх областей
визначення.
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Справдi, розглянемо таку задачу Кошi для нормальної системи

x′1 = 3 3
√
(x2)2, x′2 = 3 3

√
(x1)2, x1(0) = 0, x2(0) = 0.

Очевидно, що розв’язками цiєї задачi є системи функцiй

x1 = 0, x2 = 0, t ∈ (−∞,+∞),

та
x1 = t3, x2 = t3, t ∈ (−∞,+∞),

що доводить справедливiсть нашого зауваження.
Тепер введемо ще деякi новi поняття та позначення. Нагадаємо, що елементи

простору R1+n позначаємо через (t, x), де x = (x1, . . . , xn)
⊤ – вектор-стовпчик, але,

для зручностi, будемо писати (t, x1, . . . , xn) замiсть (t, (x1, . . . , xn)
⊤).

Означення 1.5. Скажемо, що функцiя

g(t, x) = g(t, x1, ..., xn), (t, x) = (t, x1, ..., xn) ∈ G, (1.13)

де G — множина в R1+n, задовольняє умову Лiпшiца за всiма аргументами, крiм
першого (тобто за змiнними x = (x1, . . . , xn)

⊤), якщо iснує стала L > 0 така, що

∣∣g(t, x1)−g(t, x2)∣∣ = ∣∣g(t, x11, . . . , x1n)−g(t, x21, . . . , x2n)∣∣ 6 L
( n∑
i=1

∣∣x1i−x2i ∣∣2)1/2 = L
∣∣x1−x2∣∣

∀ (t, x1) = (t, x11, . . . , x
1
n), (t, x

1) = (t, x21, . . . , x
2
n) ∈ D. (1.14)

Означення 1.6. Скажемо, що функцiя (1.13) задовольняє умову Лiпшiца за всiма
аргументами, крiм першого (тобто за змiнними x = (x1, ..., xn)

⊤) в G локально, якщо
для будь-якого компакту K ⊂ G звуження функцiї g на компакт K задовольняє
умову Лiпшiца (на K) за всiма аргументами, крiм першого.

Твердження 1.3. Функцiя (1.13) задовольняє умову Лiпшiца за всiма аргумен-
тами, крiм першого (тобто за змiнними x = (x1, ..., xn)

⊤) в G локально, де G —
область в просторi R1+n, якщо

g,
∂g

∂xk
∈ C(D), k = 1, n.

Означення 1.7. Скажемо, що вектор-функцiя

h(t, x) = (h1(t, x), ..., hn(t, x))
⊤ = (h1(t, x1, ..., xn), ..., hn(t, x1, ..., xn))

⊤, (1.15)

(t, x) = (t, x1, ..., xn) ∈ G, де G — множина в R1+n, задовольняє умову Лiпшiца за
всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними x = (x1, ..., xn)

⊤), якщо для
кожного k ∈ {1, ..., n} функцiя hk(t, x1, ..., xn), (t, x1, ..., xn) ∈ G, задовольняє умову
Лiпшiца за всiма аргументами, крiм першого, або, iншими словами, iснує стала L > 0
така, що∣∣h(t, x1)− h(t, x2)

∣∣ 6 L
∣∣x1 − x2

∣∣ для будь-яких (t, x1), (t, x2) ∈ G. (1.16)
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Означення 1.8. Скажемо, що вектор-функцiя (1.15) задовольняє умову Лiпшiца за
всiма аргументами, крiм першого, локально, якщо для будь-якого компакту K ⊂
G звуження функцiї h на компакт K задовольняє умову Лiпшiца (на K) за всiма
аргументами, крiм першого.

Зауваження 1.3. Очевидно, що в нерiвностi (1.14) (вiдповiдно, (1.16)) замiсть да-
ної сталої L можна взяти будь-яку iншу, бiльшу за неї. Найменшу iз сталих L, для
яких виконується нерiвнiсть (1.14) (вiдповiдно, (1.16)), називають сталою Лiпшiца
функцiї g (вiдповiдно, h) на множинi G.

Твердження 1.4. Функцiя (1.15) задовольняє умову Лiпшiца за всiма аргумен-
тами, крiм першого (тобто за змiнними x = (x1, ..., xn)

⊤) в G локально, де G —
область в просторi R1+n, якщо

hj,
∂hj
∂xk

∈ C(D), j, k = 1, n.

Перейдемо до формулювання тверджень, якi вирiшують питання коректностi за-
дачi Кошi для НС. Для зручностi i лаконiчностi викладення вiдповiдного матерiалу
будемо розглядати задачi Кошi для НС у формi задачi (1.8), (1.10) При цьому заува-
жимо, що оскiльки розв’язками задачi 1.8), (1.10) є функцiї, то природно вважати,
що розв’язки, якi мають рiзнi областi визначення, є рiзними. Отже, якщо задача
(1.8), (1.10) має розв’язок, то вона має безлiч розв’язкiв (зокрема, звуження даного
розв’язку на промiжки, якi є пiдмножинами його областi визначення).

Теорема 1.5 (Пiкар). Нехай функцiя f належить простору C(D;Rn) i задоволь-
няє умову Лiпшiца за всiма аргументами, крiм першого, локально. Тодi для будь-
якої точки (t0, x

0) ∈ D задача (1.8), (1.10) має розв’язки i будь-якi два з них збiгаю-
ться на спiльнiй частинi їх областей визначення.

Доведення. Це твердження доводиться аналогiчно як теорема Пiкара у скалярному
випадку.

Зауваження 1.4. Нехай виконуються умови теореми Пiкара i r > 0 та q > 0 такi, що

P r,q
t0,x0

:=
{
(t, x)

∣∣ |t− t0| 6 r, |x− x0| 6 q
}
⊂ D.

Тодi задача (1.8), (1.10) має розв’язок, визначений на вiдрiзку Пеано

It0,h:=[t0 − h, t0 + h], де h = min
{
r,
q

m

}
, а m:= max

(t,x)∈P r,q

t0,x
0

|f(t, x)|.

Нехай P r,R
t0,u0

=
{
(t, v) | t0 ≤ t ≤ t0 + r, ∥v − u0∥ ≤ R

}
для будь-яких r > 0, R > 0.

Виберемо r > 0, R > 0 такими, щоб P r,R
t0,u0

⊂ D. Нехай

m := max
(t,v)∈P r,R

t0,u
0

∥f(t, v)∥, h := min
{
r,
R

m

}
.

Нехай
Mh,R(u

0) :=
{
w ∈ C([t0, t0 + h];RN) | max

t∈[t0,t0+h]
∥w(t)− u0∥ ≤ R

}
.
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Розглянемо оператор

G :Mh,R → C([t0, t0 + h];RN),

визначений за правилом

(Gw)(t) := u0 +

t∫
t0

f(s, w(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + h].

Легко переконатися, що G(Mh,R) ⊂Mh,R. Справдi, маємо

∀ t ∈ [t0, t0 + h] : ∥(Gw)(t)− u0∥ = ∥
t∫

t0

f(s, w(s)) ds∥ ≤
t∫

t0

∥f(s, w(s))∥ ds ≤ mh ≤ R.

На множинi Mh,R(u
0) введемо метрику:

dα(w1, w2) = max
t∈[t0,t0+h]

[e−α(t−t0)∥w1(t)− w2(t)∥] ∀w1, w2 ∈Mh,R(u
0),

де α > 0.

Зауваження 1.5. Умови теореми 1.5 виконуються, якщо

fj,
∂fj
∂xk

∈ C(D), j, k = 1, n.

Виходячи iз твердження теореми 1.5, напрошується питання: а чи при умовi цiєї
теореми iснує розв’язок задачi (1.8),(1.10) з максимальною областю визначення, тоб-
то такий, що будь-який iнший розв’язок є його звуженням? Вiдповiдь на це питання
дає таке твердження.

Теорема 1.6. Нехай виконуються умови теореми 1.5. Тодi iснує i тiльки один
непродовжуваний розв’язок задачi (1.8), (1.10), вiн визначений на iнтервалi i є про-
довженням будь-якого iншого розв’язку.

Означення непродовжуваного розв’язку задачi Кошi для НС таке ж саме, як у
випадку задачi Кошi для одного рiвняння першого порядку. Позначимо цей розв’язок
через x = φ(t, t0, x

0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0).

Наслiдок 1.1. Нехай F — компакт в областi D, (t0, x
0) ∈ F , а x = φ(t, t0, x

0),
t ∈ (at0,x0 , bt0,x0), — непродовжуваний розв’язок задачi (1.8), (1.10). Тодi знайдуться
точки t1, t2, at0,x0 < t1 6 t0 6 t2 < bt0,x0, такi, що(

t1, φ(t1, t0, x
0)
)
,
(
t2, φ(t2, t0, x

0)
)
∈ ∂F i{(

t, φ(t, t0, x
0)
) ∣∣ t ∈ (at0,x0 , t1) ∪ (t2, bt0,x0)

}
̸∈ F ∀ t ∈ (at0,x0 , t1) ∪ (t2, bt0,x0).
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1.3. Гладкiсть та аналiтичнiсть розв’язкiв задачi Кошi для нор-
мальної системи.

Розглянемо задачу Кошi для нормальної системи
x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D,

(1.17)

x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n, (1.18)

де D — область в R1+n, (t0, x01, . . . , x0n) — початковi данi.
Вияснимо, при яких умовах на правi частини рiвнянь системи (1.17) розв’язок

задачi (1.17), (1.18) можна диференцiювати потрiбну кiлькiсть раз.

Теорема 1.7. Нехай правi частини рiвнянь системи (1.17) є k раз неперервно дифе-
ренцiйовними на D для деякого натурального k. Тодi розв’язок задачi (1.17), (1.18)
є k + 1 раз неперервно диференцiйовною функцiєю.

Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню вiдповiдного твердження для рiв-
няння першого порядку.

Розглянемо проблему iснування аналiтичного розв’язку задачi (1.17), (1.18).

Означення 1.9. Вектор-функцiя φ(t) =

φ1(t)
...

φn(t)

 , t ∈ (a, b), — аналiтична в точцi

t0 ∈ (a, b) (вiдповiдно, на (a, b)), якщо кожна її компонента є аналiтичною в точцi
t0 ∈ (a, b) (вiдповiдно, на (a, b)).

Означення 1.10. Функцiя g(z1, . . . , zk), (z1, . . . , zk) ∈ Ω (Ω — область в Rk), — ана-
лiтична в точцi (z01 , . . . , z0k) ∈ Ω, якщо в деякому околi O(z01 , . . . , z0k) точки (z01 , . . . , z

0
k)

дану функцiю можна розвинути в степеневий ряд, тобто на O(z01 , . . . , z0k) функцiя g
є сумою абсолютно збiжного степеневого ряду

g(z1, . . . , zk) =
∑

m1>0,...,mk>0
gm1,...,mk

(z1 − z01)
m1 · · · (zk − z0k)

mk , (1.19)

(z1, . . . , zk) ∈ O(z01 , . . . , z
0
k).

Легко переконатися, що в (1.19)

gm1,...,mk
=
∂m1+···+mkg(z01 , . . . , z

0
k)

∂zm1
1 · · · ∂zmk

k

, m1 > 0, . . . ,mk > 0.

Ясно, що необхiдною умовою аналiтичностi функцiї в точцi є iснування похiдних
будь-якого порядку в деякому околi цiєї точки.

Якщо функцiя g(z1, . . . , zk), (z1, . . . , zk) ∈ Ω, аналiтична в кожнiй точцi областi Ω,
то ця функцiя називається аналiтичною в областi Ω.

Теорема 1.8. Нехай правi частини рiвнянь системи (1.17) є аналiтичними фун-
кцiями в D. Тодi розв’язок задачi (1.17), (1.18) є аналiтичною вектор-функцiєю.

Без доведення.
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1.4. Неперервна та диференцiйовна залежнiсть вiд початкових
даних та параметрiв розв’язкiв задачi Кошi для НС.

Розглянемо задачу Кошi для НС з параметрами
x′1 = f1(t, x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn, , µ1, . . . , µk),

(1.20)


x1(t0) = x01,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(1.21)

де n, k – натуральнi числа; t – незалежна дiйсна змiнна; x1, . . . , xn – невiдомi функцiї
вiд змiнної t, x′1, . . . , x′n – похiднi цих функцiй; µ1, . . . , µk – параметри; f1 : Ω →
R, . . . , fn : Ω → R – заданi функцiї, Ω – область в просторi R1+n+k; t0, x

0
1, . . . , x

0
n —

заданi значення такi, що (t0, x
0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) ∈ Ω.

Запишемо задачу (1.20),(1.21) у компактному виглядi, ввiвши такi позначення:

x:=

x1...
xn

 , x′:=

x
′
1
...
x′n

 , µ:=

µ1
...
µk

 , x0:=

x
0
1
...
x0n

 ,

f(t, x, µ):=

f1(t, x1, . . . , xn, µ1 . . . , µk)
...

fn(t, x1, . . . , xn, µ1 . . . , µk)

 ,

R1+n+k :=
{
(t, x.µ)

∣∣ t ∈ R, x ∈ Rn, µ ∈ Rk
}
.

Тодi задачу (1.20), (1.21) можна записати у векторнiй формi

x′ = f(t, x, µ), (1.22)
x(t0) = x0. (1.23)

Припустимо, що f(t, x, µ), (t, x, µ) ∈ Ω, неперервна i задовольняє умову Лiпшiца за
другою групою змiнних (тобто змiнних x). Тодi для будь-якої точки (t0, x

0, µ) ∈ Ω
iснує i тiльки один непродовжуваний розв’язок задачi (1.22), (1.23), вiн визначений на
iнтервалi i є продовженням будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi. Позначимо непро-
довжуваний розв’язок задачi (1.22), (1.23) через x = φ(t, t0, x

0, µ), t ∈ (at0,x0,µ , bt0,x0,µ).
Зауважимо, що значення (t0, x

0) називаються початковими даними, µ — параме-
трами, а (t0, x

0, µ) — вхiдними даними .
Суть поняття неперервної залежностi вiд початкових даних i параметрiв розв’яз-

ку задачi Кошi для НС та умови, при яких ця задача має таку властивiсть, даються
таким твердженням.

Теорема 1.9. Нехай (t̂0, x̂
0, µ̂) — довiльна фiксована точка з Ω, а [α, β] — будь-

який вiдрiзок з (at̂0,x̂0,µ̂ , bt̂0,x̂0,µ̂). Тодi ∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 таке, що, як тiльки
|t0 − t̂0| < δ ∧ |x0 − x̂0| < δ ∧ |µ− µ̂| < δ, то
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1) [α, β] ⊂ (at0,x0,µ , bt0,x0,µ),

2)
∣∣φ(t, t0, x0, µ)− φ(t, t̂0, x̂

0, µ̂)
∣∣ < ε ∀t ∈ [α, β].

Наслiдок 1.2. Множина

Q =
{
(t, t0, x

0, µ)
∣∣ (t0, x0, µ) ∈ Ω, t ∈ (at0,x0,µ , bt0,x0,µ)

}
є областю в просторi R2+n+k, а функцiя x = φ(t, t0, x

0, µ), (t, t0, x0, µ) ∈ Q, є непе-
рервною за сукупнiстю своїх аргументiв.

Теорема 1.10. Нехай f ∈ C1(Ω;Rn). Тодi функцiя x = φ(t, t0, x
0, µ), (t, t0, x0, µ) ∈ Q,

— неперервно-диференцiйовна за всiма аргументами, причому

1) для довiльної точки (t0, x
0, µ) ∈ Ω i кожного i ∈ {1, . . . , k} функцiя

y =
∂φ(t, t0, x

0, µ)

∂µi
, t ∈ (at0,x0,µ , bt0,x0,µ), є розв’язком задачi Кошi

y′ =
∂f(t, φ(t, t0, x

0, µ), µ)

∂x
y +

∂f(t, φ(t, t0, x
0, µ), µ)

∂µi
,

y(t0) = 0;

2) для довiльної точки (t0, x
0, µ) ∈ Ω i кожного j ∈ {1, . . . ,m}

функцiя y =
∂φ(t, t0, x

0, µ)

∂x0j
, t ∈ (at0,x0,µ , bt0,x0,µ), є розв’язком задачi Кошi для

НС

y′ =
∂f(t, φ(t, t0, x

0, µ), µ)

∂x
y,

y(t0) = ej,

де ej — вектор-стовпець, компоненти якого, крiм j-ї, рiвнi нулевi, а j-та
дорiвнює 1;

3) довiльної точки (t0, x
0, µ) ∈ Ω функцiя y =

∂φ(t, t0, x
0, µ)

∂t0
, t ∈ (at0,x0,µ , bt0,x0,µ),

є розв’язком задачi Кошi для НС

y′ =
∂f(t, φ(t, t0, x

0, µ), µ)

∂x
y,

y(t0) = −f(t0, x0, µ).

1.5. Iснування повного загального розв’язку нормальної систе-
ми

Розглянемо нормальну систему
x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn),

(1.24)

де n > 2, fk : D → R (k = 1, n) – заданi функцiї, D — область в просторi R1+n.
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Теорема 1.11. Нехай функцiї f1, . . . , fn є неперервними i задовольняють умову Лi-
пшiца за всiма аргументами, крiм першого, локально. Тодi для будь-якої фiксованої
точки областi D iснує її окiл в D такий, що система (1.24) в цьому околi має
повний загальний розв’язок.

Доведення. Доведення повнiстю аналогiчне доведенню аналогiчної теореми у випад-
ку скалярного рiвняння (див. тему 1).

Лекцiя № 10

§2. Звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих поряд-
кiв

2.1. Зведення рiвнянь вищих порядкiв до нормальних систем

Звичайним диференцiальним рiвнянням вищого порядку називають звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0, (2.1)

порядок якого вищий за перший. В рiвняннi (2.1) n > 2 — натуральне число, t –
незалежна дiйсна змiнна, x – невiдома функцiя вiд змiнної t, а x′, . . . , x(n) – похiднi
функцiї x, F (t, x1, . . . , xn, xn+1), (t, x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Ω, – задана функцiя, Ω – область
простору Rn+2.

Якщо рiвняння (2.1) можна подати у виглядi

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)), (2.2)

де f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, – задана функцiя, D – область простору R1+n,
то його називають розв’язним стосовно старшої похiдної рiвнянням, а в протилежно-
му випадку — нерозв’язним стосовно старшої похiдної рiвнянням. Рiвняння вигляду
(2.2) називають розв’язаним стосовно старшої похiдної рiвнянням. Рiвняння вигляду
(2.1) називають не розв’язаним стосовно старшої похiдної рiвнянням.

Означення 2.1. Розв’язком рiвняння (2.1) називають функцiю x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩,
яка задовольняє умови:

1) ψ ∈ Cn
(
⟨a, b⟩

)
;

2)
(
t, ψ(t), ψ′(t), . . . , ψ(n)(t)

)
∈ Ω ∀t ∈ ⟨a, b⟩;

3) F (t, ψ(t), ψ′(t), . . . , ψ(n)(t)) = 0 ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Означення 2.2. Загальним розв’язком рiвняння (2.1) називають функцiю

x = φ(t, C1, . . . , Cn), (t, C1, . . . , Cn) ∈ Ω, (2.3)

(Ω — область в R1+n), яка задовольняє умову:
• для кожних конкретних допустимих значень C0

1 , . . . , C
0
n вiдповiдних параметрiв

C1, . . . , Cn функцiя x = φ(t, C0
1 , . . . , C

0
n), t ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком рiвняння (2.1).
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Повним загальним розв’язком рiвняння (2.1) називають загальний розв’язок
(2.3), якщо вiн задовольняє умову:
• який би не був розв’язок x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, рiвняння (2.1), знайдуться значення
C0

1 , . . . , C
0
n такi, що

ψ(t) = φ(t, C0
1 , . . . , C

0
n) ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Означення 2.3. Iнтегралом рiвняння (2.1) називають рiвняння

Φ(t, x) = 0,

таке, що будь-яка n раз неперервно-диференцiйовна функцiя x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩,
неявно задана цим рiвнянням, є розв’язком рiвняння (2.1).

Означення 2.4. Загальним iнтегралом рiвняння (2.1) називають спiввiдношення

H(t, x, C1, . . . , Cn) = 0,

яке зв’язує змiннi t, x, C1, . . . , Cn, таке, що
• при довiльно вибраних i зафiксованих значеннях C0

1 , . . . ,C0
n вiдповiдних параметрiв

(довiльних сталих) C1, . . . ,Cn рiвняння

H(t, x, C0
1 , . . . , C

0
n) = 0

є iнтегралом рiвняння (2.1).
Повним загальним iнтегралом рiвняння (2.1) називають загальний iнтеграл (2.3),

якщо вiн задовольняє умову:
• для будь-якого iнтегралу

Φ(t, x) = 0

рiвняння (2.1) знайдуться допустимi значення C1,Φ, . . . , Cn,Φ параметрiв C1, . . . , Cn
такi, що

Φ(t, x) = H(t, x, C1,Φ, . . . , Cn,Φ).

Далi розглянемо розв’язане стосовно старшої похiдної рiвняння (2.2) i
поряд з ним таку нормальну систему

x′1 = x2 ,

x′2 = x3 ,

. . . . . . . . .
x′n−1 = xn ,

x′n = f(t, x1, . . . , xn) .

(2.4)

Теорема 2.1. Якщо функцiя

x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩,

є розв’язком рiвняння (2.2), то система функцiй

x1 = ψ(t), x2 = ψ′(t), . . . , xn = ψ(n−1)(t), t ∈ ⟨a, b⟩, (2.5)

є розв’язком системи (2.4). I навпаки, якщо система функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨c, d⟩, (2.6)
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є розв’язком системи (2.4), то функцiя

x = φ1(t), t ∈ ⟨c, d⟩,

є розв’язком рiвняння (2.2), причому

φ2 = φ′
1, φ3 = φ′′

1, . . . , φn = φ
(n−1)
1 . (2.7)

Доведення. Нехай функцiя x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок рiвняння (2.2). Тодi
маємо

ψ(n)(t) = f(t, ψ(t), ψ′(t), . . . , ψ(n−1)(t)), t ∈ ⟨a, b⟩. (2.8)

Використовуючи це, безпосередньо переконуємося, що сукупнiсть функцiй (2.5) є
розв’язком системи (2.4).

Тепер нехай сукупнiсть функцiй (2.6) є розв’язком системи (2.4). Тодi з перших
n−1 рiвнянь цiєї системи маємо (2.7). Звiдси та n-го рiвняння системи (2.4) здобудемо

φ
(n)
1 (t) = f(t, φ1(t), φ

′
1(t), . . . , φ

(n−1)
1 (t)), t ∈ ⟨c, d⟩.

Це означає, що функцiя x = φ1(t), t ∈ ⟨c, d⟩, є розв’язком рiвняння (2.2).

Наслiдок 2.1. Мiж множинами розв’язкiв рiвняння (2.2) та системи (2.4) iснує
взаємно однозначне вiдображення, визначене за правилом

x1 = x,

x2 = x′,

. . . . . . . . .
xn = x(n−1),

(2.9)

де x — розв’язок рiвняння (2.2), а x1, . . . , xn — розв’язок системи (2.4).

Доведення. Враховуючи твердження теореми 2.1, нам залишається довести, що вiд-
повiднiсть (2.9) мiж множинами розв’язкiв рiвняння (2.2) та системи (2.4) є взаємно
однозначною. Очевидно, що двом рiзним розв’язкам рiвняння (2.2) за правилом (2.9)
вiдповiдає два рiзнi розв’язки системи (2.4). Доведемо обернене твердження. Нехай

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨c, d⟩,
x1 = φ̃1(t), . . . , xn = φ̃n(t), t ∈ ⟨c̃, d̃⟩,

(2.10)

— два рiзнi розв’язки системи (2.4). Покажемо, що вiдповiднi їм розв’язки рiвняння
(2.2)

x = φ1(t), t ∈ ⟨c, d⟩, x = φ̃1(t), t ∈ ⟨c̃, d̃⟩, (2.11)

— рiзнi.
Оскiльки розв’язки (2.10) системи (2.4) — рiзнi, то можливi два випадки:

1) ⟨c, d⟩ ̸= ⟨c̃, d̃⟩; 2) ⟨c, d⟩ = ⟨c̃, d̃⟩, але iснує k ∈ {1, . . . , n} таке, що φk ̸≡ φ̃k.
В першому випадку функцiї (2.11) — рiзнi, оскiльки їхнi областi визначення рiзнi.
Розглянемо другий випадок. При k = 1 вiдразу отримаємо, що функцiї (2.11) рiзнi.
Нехай k > 1. Тодi з теореми 2.1 випливає, що φ

(k−1)
1 ̸= φ̃

(k−1)
1 . Але це означає, що

функцiї (2.11) рiзнi, бо в протилежному випадку не можуть бути рiзними їхнi похiднi
порядку k − 1.
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2.2. Задача Кошi для рiвнянь вищих порядкiв: iснування та
єдинiсть розв’язку, продовження розв’язку.

Розглянемо рiвняння (2.2). Задача Кошi для нього полягає у знаходженнi розв’язку
цього рiвняння, який задовольняє початковi умови

x(t0) = x01,

x′(t0) = x02,

. . . . . . . . . . .
x(n−1)(t0) = x0n,

(2.12)

де (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — задана точка областi D (початковi данi).

Цю задачу коротко називатимемо задачею (2.2),(2.12).
Розглянемо поряд iз задачею (2.2),(2.12) задачу Кошi для нормальної системи

(2.4) з початковими умовами 
x1(t0) = x01,

x2(t0) = x02,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(2.13)

де значення (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — тi ж самi, що i в (2.12). Виходячи з наслiдку теореми

2.1 (див. пункт 2.1), приходимо до висновку, що питання про коректнiсть задачi
(2.2),(2.12) зводиться до аналогiчного питання стосовно задачi (2.4),(2.13), для якої
ми його вже вирiшили. Тому, використовуючи вiдповiднi результати для нормальних
систем, можна сформулювати такi твердження.

Теорема 2.2 (Пеано). Нехай f ∈ C(D). Тодi задача (2.2),(2.12) має розв’язки.

Теорема 2.3 (Пiкар). Нехай функцiя f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, є неперерв-
ною i задовольняє локально умову Лiпшiца за всiма змiнними, крiм першої. Тодi
iснують розв’язки задачi (2.2),(2.12), причому будь-якi два з них спiвпадають на
спiльнiй частинi їх областей визначення.

Теорема 2.4 (iснування непродовжуваного розв’язку). Нехай функцiя f(t, x1, . . . , xn),
(t, x1, . . . , xn) ∈ D, є неперервною i задовольняє локально умову Лiпшiца за всiма
змiнними, крiм першої. Тодi iснує i тiльки один непродовжуваний розв’язок за-
дачi (2.2),(2.12), вiн визначений на iнтервалi i є продовженням будь-якого iншого
розв’язку цiєї задачi.

2.3. Гладкiсть та аналiтичнiсть розв’язкiв задачi Кошi для рiв-
нянь вищих порядкiв.

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння вищого порядку (2.2),(2.12), припускаючи,
що функцiя f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, є неперервною i задовольняє локально
умову Лiпшiца за всiма змiнними, крiм першої. Згiдно з результатами попереднього
пункту (див. теорему 2.4) задача (2.2),(2.12) має безлiч розв’язкiв, але серед них iснує
один (так званий непродовжуваний розв’язок) такий, що всi iншi є його звуженням.
Тут нас буде цiкавити питання про гладкiсть розв’язкiв задачi (2.2),(2.12), в тому
числi i непродовжуваного, в залежностi вiд гладкостi правої частини рiвняння (2.2).
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Теорема 2.5. Нехай функцiя f є k раз неперервно диференцiйовною в D для де-
якого натурального числа k. Тодi будь-який розв’язок задачi (2.2),(2.12) є k + 1 раз
неперервно диференцiйовною функцiєю.

Теорема 2.6. Нехай функцiя f є аналiтичною в областi D. Тодi будь-який визна-
чений на iнтервалi розв’язок задачi (2.2),(2.12) — аналiтична функцiя.

Цi два твердження безпосередньо випливають iз зв’язку мiж рiвняннями вищих
порядкiв i нормальними системами та вiдповiдних результатiв для нормальних си-
стем.

2.4. Неперервна i диференцiйовна залежнiсть вiд початкових
даних та параметрiв розв’язкiв задачi Кошi для рiвнянь
вищих порядкiв.

Нехай k i n — деякi натуральнi числа (n > 2), R1+n+k :=
{
(t, x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk)

∣∣
t, x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk ∈ R

}
.

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння вищого порядку:

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1), µ1, . . . , µk), (2.14)


x(t0) = x01,

x′(t0) = x02,

. . . . . . . . . .
x(n−1)(t0) = x0n.

(2.15)

Тут i далi в цьому пунктi припускається, що:

1) функцiя f(t, x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk), (t, x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk) ∈ Ω, неперервна в
областi Ω ⊂ R1+n+k i задовольняє локально умову Лiпшiца за другою групою
змiнних;

2) t0 i x01, . . . , x0n такi, що (t0, x
0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) ∈ Ω.

Тодi для будь-якого набору чисел (t0, x
0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) ∈ Ω iснує єдиний не-

продовжуваний розв’язок задачi (2.14),(2.15). Позначатимемо його через

x = φ(t, t0, x
0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk), t ∈ (at0,x01,...,x0n,µ1,...,µk , bt0,x01,...,x0n,µ1,...,µk).

Теорема 2.7. Нехай (t̂0, x̂
0
1, . . . , x̂

0
n, µ̂1, . . . , µ̂k) ∈ Ω — довiльна фiксована точка i

[α, β] — будь-який вiдрiзок з iнтервалу (at̂0,x̂01,...,x̂0n,µ̂1,...,µ̂k , bt̂0,x̂01,...,x̂0n,µ̂1,...,µ̂k). Тодi для
будь-якого ε > 0 iснує δ = δ(ε) > 0 таке, що, як тiльки

|t0 − t̂0| < δ ∧
n∑
j=1

|x0j − x̂0j | < δ ∧
k∑
j=1

|µj − µ̂j| < δ,

то

1) [α, β] ⊂ (at0,x01,...,x0n,µ1,...,µk , bt0,x01,...,x0n,µ1,...,µk),

2)
∣∣φ(t, t0, x01, . . . , x0n, µ1, . . . , µk)− φ(t, t̂0, x̂

0
1, . . . , x̂

0
n, µ̂1, . . . , µ̂k)

∣∣ < ε ∀t ∈ [α, β].
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Покладемо

Q =
{
(t, t0, x

0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) : (t0, x

0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) ∈ Ω,

t ∈ (at0,x01,...,x0n,µ1,...,µk , bt0,x01,...,x0n,µ1,...,µk)
}
.

Наслiдок 2.2. Множина Q є областю в R2+n+k i функцiя

x = φ(t, t0, x
0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk), (t, t0, x

0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) ∈ Q,

є неперервною (за сукупнiстю своїх аргументiв).

Теорема 2.8. Нехай f ∈ C1(Ω). Тодi функцiя

x = φ(t, t0, x
0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk), (t, t0, x

0
1, . . . , x

0
n, µ1, . . . , µk) ∈ Q,

є неперервно-диференцiйовною (за всiма аргументами).

2.5. Iснування повного загального розв’язку рiвняння вищого
порядку.

Нехай D — область в R1+n, f(t, x1, . . . , xn) ∈ D, — деяка функцiя.
Розглянемо рiвняння вищого порядку

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)). (2.16)

Теорема 2.9. Нехай функцiя f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, є неперервною i задо-
вольняє локально умову Лiпшiца за всiма змiнними, крiм першої. Тодi для будь-якої
фiксованої точки областi D iснує її окiл в D такий, що рiвняння (2.16) в цьому околi
має повний загальний розв’язок.

Доведення. Доведення цiєї теореми випливає iз взаємозв’язку мiж рiвняннями вищих
порядкiв i вiдповiдними нормальними системами та теореми 1.11.

2.6. Деякi способи пониження порядку рiвняння вищого по-
рядку.

Розглянемо рiвняння вищого порядку

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0 (n > 2). (2.17)

Видiлимо декiлька груп рiвнянь (2.17), для яких iснують вiдповiднi способи пониже-
ння порядку.

I група. Рiвняння вигляду
x(n) = f(t), (2.18)

де f(t) — задана на (a, b) i неперервна там функцiя. Розв’язок цього рiвняння шука-
ється n-кратним iнтегруванням функцiї f .

II група. Рiвняння вигляду

F (t, x(k), x(k+1), . . . , x(n)) = 0, (2.19)
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де k > 1 (рiвняння, в якому явно не фiгурують значення шуканої функцiї та її
похiдних до певного порядку).

Вводимо замiну
x(k) = z.

Оскiльки
x(k+1) = z′, . . . , x(n) = z(n−k),

то з рiвняння (2.19) отримаємо рiвняння

F (t, z, z′, . . . , z(n−k)) = 0,

порядок якого n− k.

III група. Рiвняння вигляду

F (x, x′, . . . , x(n)) = 0 (2.20)

(рiвняння, в якому явно не фiгурують значення незалежної змiнної t).
Тодi

x′ = p,

де p = p(x) (p(x) — функцiя, яка залежить вiд значень шуканої функцiї x).
Оскiльки

x′(t) = p(x(t)),

то

x′′(t) = p′(x(t)) · x′(t) = p′(x(t)) · p(x(t)),
x′′′(t) = p′′(x(t)) · x′(t) · p(x(t)) + p′(x(t)) · p′(x(t)) · x′(t) =

= p′′(x(t)) · p2(x(t)) + p′2(x(t)) · p(x(t)),
......................................................................... .

Коротко це можна записати у виглядi

x′′ = p′p, x′′′ = p′′p2 + p′2p, . . . , x(n) = g(p, p′, . . . , p(n−1)).

Тодi з рiвняння (2.20) отримаємо рiвняння

G(x, p, p′, . . . , p(n−1)) = 0,

порядок якого на 1 менший за порядок вихiдного рiвняння.

IV група. Однорiднi рiвняння (стосовно x, x′, . . . , x(n)), тобто рiвняння вигляду (2.17),
де F — однорiдна функцiя стосовно змiнних x, x′, . . . , x(n):

F (t, kx, kx′, . . . , kx(n)) = kmF (t, x, x′, . . . , x(n)) ∀k > 0, де m ∈ R.

Покладемо
x′

x
= z.
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Тодi x′ = zx, звiдки x′′ = z′x + zx′ = (z′ + z2)x, x′′′ = (z′′ + 2zz′)x + (z′ + z2)x′ =
(z′′ + 3z′z + z3)x, . . . , x(n) = h(z, z′, . . . , z(n−1))x. Пiдставляючи цi вирази в (2.17),
отримаємо, враховуючи, що (в силу однорiдностi)

F
(
t, x, xz, . . . , h(z, z′, . . . , z(n−1))x

)
= xmF

(
t, 1, z, . . . , h(z, z′, . . . , z(n−1))

)
,

рiвняння
H
(
t, z, z′, . . . , h(z, z′, . . . , z(n−1))

)
= 0.

V група. Узагальнено однорiднi рiвняння, тобто рiвняння вигляду (2.17), де функцiя
F (t, x, x′, . . . , x(n)) володiє властивiстю

F
(
kt, kmx, km−1x′, . . . , km−nx(n)

)
= kνF

(
t, x, x′, . . . , x(n)

)
∀k > 0,

де m i ν — деякi дiйснi числа.
Розв’язуватимемо спочатку наше рiвняння. Зробимо замiну змiнних при t > 0{

t = eτ ,

x = zemτ ,

де z = z(τ) — "нова" шукана функцiя вiд "нової" змiнної τ .
Оскiльки

x(t) = z(τ)emτ |τ=ln t,

то

x′t = (zemτ )′τ · τ ′t = (z′τe
mτ +mzemτ ) · 1

t′τ
= (z′τ +mz)e(m−1)τ ,

x′′t =
(
(z′τ +mz)e(m−1)τ

)′
τ
· τ ′t =

[
(z′′τ +mz′τ )e

(m−1)τ + (z′τ +mz)(m− 1)e(m−1)τ
]
e−τ =

=
[
z′′τ + (2m− 1)z′τ ) +m(m− 1)z

]
e(m−2)τ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(n)
t = q

(
z, z′τ, . . . , z(n)τ

)
e(m−n)τ .

Пiдставляючи цi вирази в (2.17) та враховуючи рiвнiсть

F
(
eτ , z(eτ )m, (z′τ +mz)(eτ )m−1, . . . , q(z, z′τ , . . . , z

(n)
τ )(eτ )(m−n)) =

= eντF
(
1, z, z′τ +mz, . . . , q(z, z′τ, . . . , z(n)τ )

)
,

отримаємо рiвняння
M
(
z, z′, . . . , z(n)

)
= 0,

яке належить до групи III.

VI група. Рiвняння, якi пiсля певних елементарних перетворень (множення i дiлення
на певнi вирази), можна записати у виглядi(

F1

(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

))′
=
(
F2

(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

))′
.

Звiдси, очевидно, отримаємо рiвняння

F1

(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

)
= F2

(
t, x, x′, . . . , x(n−1)

)
+ C1.

Лекцiя № 11
Колоквiум №2
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Лекцiя № 12

Тема 3
Нормальнi лiнiйнi системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь та лiнiйнi звичайнi ди-
ференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

§1. Нормальнi лiнiйнi системи (НЛС)

1.1. Поняття НЛС. Коректнiсть задачi Кошi для НЛС. Стру-
ктура повного загального розв’язку НЛС

1.1.1. Поняття НЛС

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.

Означення 1.1. Нормальною лiнiйною системою звичайних диференцiальних рiв-
нянь (скорочено НЛС) називають систему рiвнянь вигляду

x′1 = a11(t)x1 + · · ·+ a1n(t)xn + f1(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1(t)x1 + · · ·+ ann(t)xn + fn(t),

(1.1)

де n ≥ 2 — натуральне число, t — незалежна змiнна, яка пробiгає значення з iн-
тервалу (a, b) числової осi R (−∞ ≤ a < b ≤ +∞), akl, fk, k, l = 1, n, — заданi на
(a, b) зi значеннями в P функцiї, а xk, k = 1, n, — невiдомi функцiї вiд змiнної t, що
приймають значення в P.

Функцiї akl, k, l = 1, n, називають коефiцiєнтами, а fk, k = 1, n, — вiльними
членами системи (1.1). Якщо fk = 0, k = 1, n, то систему (1.1) називають нормальною
лiнiйною однорiдною системою (НЛОС), в iншому випадку — нормальною лiнiйною
неоднорiдною системою (НЛНС).

Через C1(⟨c, d⟩;P) позначаємо лiнiйний простiр, складений з визначених на ⟨c, d⟩
неперервно-диференцiйовних функцiй зi значеннями в P.

Пiд розв’язком системи (1.1) розумiємо набiр функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b),

з простору C1(⟨c, d⟩;P), якщо при пiдстановцi їх в рiвняння системи отримуємо то-
тожностi.
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Для зручностi i лаконiчностi викладення матерiалу запишемо систему (1.1) у ви-
глядi векторного рiвняння. Спочатку введемо вiдповiднi позначення. Нехай Pn – лi-

нiйний простiр, складений з впорядкованих наборiв p =

p1...
pn

 ≡ (p1, . . . , pn)
⊤ еле-

ментiв поля P i надiлений стандартними лiнiйними операцiями та нормою ∥p∥ :=(
|p1|2 + . . . + |pn|2

)1/2. Елементи нормованого лiнiйного простору Pn називатимемо
векторами. Пiд Mn(P) розумiємо лiнiйний простiр, складений з квадратних матриць

B :=

b11 . . . b1n
... . . . ...
bn1 . . . bnn

 з елементами з поля P i надiлений стандартними лiнiйними

операцiями та нормою ∥B∥ :=
( n∑
k,l=1

|bkl|2
)1/2

.

Зауваживши, що систему (1.1) можна записати у виглядi

d

dt

x1...
xn

 =

a11(t) . . . a1n(t)
... . . . ...

an1(t) . . . ann(t)


x1...
xn

+

f1(t)...
fn(t)

 ,

i ввiвши позначення

x :=

x1...
xn

 , A(t) :=

a11(t) . . . a1n(t)
... . . . ...

an1(t) . . . ann(t)

 , f(t) :=

f1(t)...
fn(t)

 , t ∈ (a, b),

систему (1.1) можна подати у виглядi векторного лiнiйного диференцiального рiвня-
ння

x′ = A(t)x+ f(t), (1.2)

де t — незалежна дiйсна змiнна, яка набуває значень з iнтервалу (a, b), A : (a, b) →
Mn(P), f : (a, b) → Pn — заданi, вiдповiдно, матрична та векторна функцiї, x —
невiдома векторна функцiя зi значеннями в Pn вiд змiнної t.

Пiд розв’язком НЛС у виглядi векторного рiвняння (1.2) розумiємо векторну
функцiю x = φ(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b), з простору C1

(
⟨c, d⟩;Pn

)
, яка при пiдстанов-

цi її у рiвняння (1.2) перетворює його в тотожнiсть на промiжку ⟨c, d⟩.

1.1.2. Коректнiсть задачi Кошi для НЛС

Задача Кошi для нормальної лiнiйної системи в скалярнiй формi (1.1) формулюється
(аналогiчно як для нормальної системи в §1 теми 2) так: знайти розв’язок системи
(1.1), що задовольняє початковi умови

x1(t0) = x01,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(1.3)

де t0 ∈ (a, b), x01, . . . , x
0
n ∈ P — заданi.

Далi задачу Кошi для системи (1.1) з початковими умовами (1.3) коротко нази-
ватимемо задачею (1.1),(1.3).
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Задача Кошi для НЛС у виглядi векторного рiвняння (1.2) полягає у знаходженнi
розв’язку цього рiвняння, який задовольняє початкову умову

x(t0) = x0, (1.4)

де t0 ∈ (a, b), x0 = (x01 . . . x
0
n)

⊤ ∈ Pn — заданi.
Далi задачу Кошi для НЛС вигляду (1.2) з початковими умовами вигляду (1.4)

коротко називатимемо задачею (1.2),(1.4).
Дослiдимо коректнiсть задачi Кошi для НЛС (яку будемо записувати у виглядi

задачi (1.1),(1.3) чи, що те саме, задачi (1.2),(1.4)), тобто iснування її розв’язку, його
єдинiсть та неперервну залежнiсть вiд вхiдних даних. Для цього нам буде
потрiбна вiдповiдна задачi Кошi для НЛС вигляду (1.1),(1.3) система iнтегральних
рiвнянь 

x1 = x01 +

∫ t

t0

[
a11(s)x1 + · · ·+ a1n(s)xn + f1(s)

]
ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = x0n +

∫ t

t0

[
an1(s)x1 + · · ·+ ann(s)xn + fn(s)

]
ds,

(1.5)

а вигляду (1.2),(1.4) – векторне iнтегральне рiвняння

x = x0 +

∫ t

t0

[A(s)x+ f(s)] ds. (1.6)

Очевидно, що векторне рiвняння (1.6) є записом у векторнiй формi системи iнте-
гральних рiвнянь (1.5).

Припускаємо, що функцiї akl, fk (k, l = 1, n), а отже, матрична функцiя A i
векторна функцiя f є неперервними на (a, b).

Розв’язком системи iнтегральних рiвнянь (1.5) (вiдповiдно, векторного iнтеграль-
ного рiвняння (1.6)) називають набiр неперервних функцiй x1 = ψ1(t), . . . , xn =
ψn(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b) (вiдповiдно, неперервна векторна функцiя x = ψ(t), t ∈
⟨c, d⟩ ⊂ (a, b)), якщо при пiдстановцi цих функцiй (вiдповiдно, цiєї функцiї) в задану
систему iнтегральних рiвнянь (вiдповiдно, у задане векторне iнтегральне рiвняння)
отримуємо тотожностi (вiдповiдно, тотожнiсть) на ⟨c, d⟩.

Далi, враховуючи, що задачi (1.1),(1.3) та (1.2),(1.4) є рiзними записами задачi
Кошi для однiєї i тiєї ж НЛС, будемо (з мiркувань зручностi та лаконiчностi викла-
дення матерiалу) переважно говорити про задачу Кошi для НЛС у виглядi задачi
(1.2),(1.4).

Теорема 1.1. Нехай функцiї A i f є неперервними. Тодi будь-який розв’язок задачi
(1.2), (1.4) є розв’язком векторного iнтегрального рiвняння (1.6), i навпаки, довiль-
ний розв’язок рiвняння (1.6) є розв’язком задачi (1.2), (1.4).

Доведення. Нехай x = φ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, — який-небудь розв’язок задачi (1.2), (1.4). Тодi
правильна тотожнiсть

φ′(s) = A(s)φ(s) + f(s), s ∈ ⟨c, d⟩.

Проiнтегруємо цю тотожнiсть за s вiд t0 до t ∈ ⟨c, d⟩:

φ(t)− φ(t0) =

t∫
t0

[
A(s)φ(s) + f(s)

]
ds.
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Звiдси та умови (1.4) випливає, що функцiя φ є розв’язком рiвняння (1.6).
Припустимо, що x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, — якийсь розв’язок iнтегрального рiвнян-

ня (1.6). Пiдставивши його в це рiвняння, легко переконуємося, що ψ є неперервно
диференцiйовною i задовольняє умову (1.4) (це випливає з того, що iнтеграли з одна-
ковими межами дорiвнюють нулю). Продиференцiювавши вiдповiдну тотожнiсть,
отримаємо тотожнiсть таку саму, яку отримали б, коли б пiдставили функцiю ψ в
рiвняння (1.2). Отож, ми показали, що функцiя ψ є розв’язком задачi (1.2),(1.4).

З’ясуємо питання iснування та єдиностi розв’язку задачi (1.2), (1.4).

Теорема 1.2. Нехай матрична функцiя A i векторна функцiя f є неперервними.
Тодi iснує i тiльки один визначений на (a, b) розв’язок задачi (1.2), (1.4) i вiн є про-
довженням будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi.

Доведення. На пiдставi теореми 1.1 задача (1.2),(1.4) еквiвалентна векторному iнте-
гральному рiвнянню (1.6). Отож, нам достатньо довести, що векторне iнтегральне
рiвняння (1.6) має розв’язок, про який йдеться у твердженнi теореми. Зробимо це
методом послiдовних наближень.

Спочатку побудуємо послiдовнi наближення. Приймемо

x0(t) := x0, t ∈ (a, b),

xk(t):=x0 +

t∫
t0

[A(s)xk−1(s) + f(s)] ds, t ∈ (a, b), (1.7)

де k ∈ N.
Очевидно, що для кожного k ∈ N функцiя xk визначена на (a, b). Покажемо, що

iснує векторна функцiя φ ∈ C((a, b);Pn) така, що для будь-якого вiдрiзка [α, β] ⊂
(a, b) маємо рiвнiсть

lim
k→∞

max
t∈[α,β]

∥xk(t)− φ(t)∥ = 0. (1.8)

Для цього розглянемо функцiйний ряд

x0(t) +
(
x1(t)− x0(t)

)
+
(
x2(t)− x1(t)

)
+ · · ·+

+
(
xk(t)− xk−1(t)

)
+ · · · , t ∈ (a, b). (1.9)

Для кожного k ∈ N ∪ {0} позначимо

Sk(t) := x0(t) +
(
x1(t)− x0(t)

)
+ · · ·+

(
xk(t)− xk−1(t)

)
, t ∈ (a, b).

Очевидно, що Sk(t) = xk(t), t ∈ (a, b), — часткова сума цього ряду для будь-якого
k ∈ N ∪ {0}.

Отож, нам достатньо довести рiвномiрну збiжнiсть ряду (1.9) на кожному вiд-
рiзку з (a, b). Нехай [α, β] — який-небудь вiдрiзок з (a, b). Без втрати загальностi
можна вважати, що t0 ∈ [α, β]. Покажемо рiвномiрну збiжнiсть на [α, β] ряду (1.9),
використовуючи ознаку Вейєрштрасса.

Нехай
m := max

t∈[α,β]
∥A(t)x0 + f(t)∥, L := max

t∈[α,β]
∥A(t)∥ .

Як вiдомо, правильними є нерiвностi

∥p1 + p2∥ 6 ∥p1∥+ ∥p2∥, ∥A(t)p∥ 6 ∥A(t)∥ ∥p∥ 6 L∥p∥, t ∈ [α, β], p, p1, p2 ∈ Pn,
(1.10)
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∥∥∥ t∫
t0

g(s) ds
∥∥∥ 6 ∣∣∣ t∫

t0

∥g(s)∥ ds
∣∣∣, t ∈ (a, b), g ∈ C((a, b);Pn). (1.11)

Оцiнимо кожен член ряду (1.9), коли t ∈ [α, β]. Використовуючи (1.10) i (1.11) маємо
для t ∈ [α, β]:

∥x0(t)∥ = ∥x0∥;

∥x1(t)− x0(t)∥ =

∥∥∥∥
t∫

t0

(
A(s)x0(s) + f(s)

)
ds

∥∥∥∥ 6
6
∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(s)x0 + f(s)
∥∥ ds∣∣∣∣ 6 m|t− t0| = m

|t− t0|
1!

;

∥∥x2(t)− x1(t)
∥∥ 6 ∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(s)(x1(s)− x0(s)
)∥∥ ds∣∣∣∣ 6

6
∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(s)∥∥ ∥∥x1(s)− x0(s)
∥∥ ds∣∣∣∣ 6 L

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥x1(s)− x0(s)
∥∥ ds∣∣∣∣ 6

6 mL

∣∣∣∣
t∫

t0

∣∣s− t0
∣∣ ds∣∣∣∣ = mL

|t− t0|2

2
= mL

|t− t0|2

2!
;

∣∣x3(t)− x2(t)
∣∣ 6 ∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(s)∥∥∥∥x2(s)− x1(s)
∥∥ ds∣∣∣∣ 6

6 mL2

∣∣∣∣
t∫

t0

|s− t0|2

2
ds

∣∣∣∣ = mL2 |t− t0|3

3!
.

Отож, виникає гiпотеза: для будь-якого k ∈ N справджується нерiвнiсть

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ 6 mLk−1 |t− t0|k

k!
, t ∈ [α, β]. (1.12)

Вона легко пiдтверджується методом математичної iндукцiї.
Отже, ряд (1.9) на пiдставi (1.12) мажорується на [α, β] числовим рядом

∥x0∥+ m

L

L(β − α)

1!
+
m

L

[
L(β − α)

]2
2!

+ · · ·+ m

L

[
L(β − α)

]k
k!

+ · · · =

= ∥x0∥+ m

L

[
− 1 + 1 +

L(β − α)

1!
+

[
L(β − α)

]2
2!

+ · · ·+
[
L(β − α)

]k
k!

+ · · ·
]
,

який, згiдно з ознакою Д’Аламбера, є збiжним i сума якого (нагадаємо розвинення
в ряд Тейлора-Маклорена функцiї eτ : eτ = 1 + τ

1!
+ τ2

2!
+ · · · + τk

k!
+ · · · ) дорiвнює

|x0|+ m
L

(
eL(β−α) − 1

)
.

Звiдси, на пiдставi ознаки Вейєрштрасса, випливає, що ряд (1.9) рiвномiрно збi-
жний на [α, β] i, отже, iснує неперервна на [α, β] векторна функцiя φα,β(t), t ∈ [α, β],

115



така, що max
t∈[α,β]

∥∥xk(t) − φα,β(t)
∥∥ → 0 при k → ∞. Очевидно, що φα1,β1(t) = φα,β(t),

t ∈ [α, β], якщо [α1, β1] ⊃ [α, β]. Тому iснує неперервна функцiя φ(t), t ∈ (a, b), така,
що правильна рiвнiсть (1.8), де [α, β] — будь-який вiдрiзок з (a, b), тобто

xk → φ в C
(
(a, b);Pn

)
при k → ∞. (1.13)

Нехай t — довiльне число з (a, b). Зафiксуємо його i перейдемо до границi в (1.7)
при k → ∞, врахувавши (1.13). У результатi отримаємо

φ(t) = x0 +

t∫
t0

[A(s)φ(s) + f(s)] ds, t ∈ (a, b). (1.14)

Звiдси випливає, що функцiя x = φ(t), t ∈ (a, b), є розв’язком рiвняння (1.6). По-
кажемо, що будь-який розв’язок рiвняння (1.6) збiгається з побудованим або є його
звуженням. Справдi, нехай x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b), — який-небудь розв’язок
рiвняння (1.6). Тодi

ψ(t) = x0 +

t∫
t0

[A(s)ψ(s) + f(s)] ds, t ∈ ⟨c, d⟩. (1.15)

Вiзьмемо який-небудь вiдрiзок [α, β] ⊂ ⟨c, d⟩ такий, що t0 ∈ [α, β]. Вiднявши рiвностi
(1.14) i (1.15) та використавши (1.10) i (1.11), отримаємо для t ∈ [α, β] такi нерiвностi

∥∥φ(t)− ψ(t)
∥∥ 6 ∥∥∥∥

t∫
t0

A(s)
(
φ(s)− ψ(s)

)
ds

∥∥∥∥ 6
6
∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(s)∥∥∥∥φ(s)− ψ(s)
∥∥ ds∣∣∣∣ 6 L

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥φ(s)− ψ(s)
∥∥ ds∣∣∣∣,

(1.16)

де L := max
s∈[α,β]

∥∥A(s)∥∥.
Звiдси та нерiвностi Гронуолла-Белмана випливає, що

∥∥φ(t)−ψ(t)∥∥ = 0, t ∈ [α, β],
тобто φ(t) = ψ(t), t ∈ [α, β]. Оскiльки [α, β] — довiльний вiдрiзок з ⟨c, d⟩, то φ(t) =
ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, що i треба було довести.

Надалi вважатимемо, що матрична функцiя A та векторна функцiя f є непе-
рервними i будемо говорити про розв’язки рiвняння (1.2) тiльки тi, якi визначенi на
iнтервалi (a, b).

Тепер покажемо неперервну залежнiсть розв’язку задачi Кошi для НЛС
вiд вхiдних даних . Для цього спочатку встановимо правильнiсть такого твердже-
ння.

Теорема 1.3. Для розв’язку x = φ(t), t ∈ (a, b), задачi (1.2),(1.4) i довiльного вiдрiзка
[α, β] ⊂ (a, b) такого, що t0 ∈ [α, β], правильна оцiнка

∥φ(t)∥ 6
[
∥x0∥+ (β − α) max

s∈[α,β]
∥f(s)∥

]
e
(β−α) max

s∈[α,β]
∥A(s)∥

, t ∈ [α, β]. (1.17)
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Доведення. На пiдставi теореми 1.1 одержуємо рiвнiсть

φ(t) = x0 +

t∫
t0

[A(s)φ(s) + f(s)] ds, t ∈ (a, b). (1.18)

Тодi для будь-якого t ∈ [α, β] з (1.18) на пiдставi (1.10) i (1.11) маємо

∥φ(t)∥ 6 ∥x0∥+
∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(s)x(s) + f(s)
∥∥ ds∣∣∣∣ 6

6 ∥x0∥+
∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥f(s)∥∥ ds∣∣∣∣+ ∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥A(s)φ(s)∥∥ ds∣∣∣∣ 6
6 ∥x0∥+ (β − α) max

s∈[α,β]
∥f(s)∥+

∣∣∣∣
t∫

t0

∥A(s)∥∥φ(s)∥ ds
∣∣∣∣ 6

6
[
∥x0∥+ (β − α) max

s∈[α,β]
∥f(s)∥

]
+ max

s∈[α,β]
∥A(s)∥

∣∣∣∣
t∫

t0

∥φ(s)∥ ds
∣∣∣∣.

Звiдси та з нерiвностi Гронуолла-Белмана отримаємо (1.17).

Теорема 1.4. Нехай A ∈ C
(
(a, b);Mn(P)

)
i fk → f в C

(
(a, b);Pn

)
, x0,k → x0 в Pn

при k → ∞. Тодi φk → φ в C1
(
(a, b);Pn

)
при k → ∞, де для кожного k ∈ N φk —

розв’язок задачi

x′ = A(t)x+ fk(t), (1.19)
x(t0) = x0,k, (1.20)

а φ — розв’язок задачi (1.2),(1.4).

Доведення. На пiдставi теореми 1.1 маємо рiвностi

φ(t) = x0 +

t∫
t0

[A(s)φ(s) + f(s)] ds, t ∈ (a, b),

φk(t) = x0,k +

t∫
t0

[A(s)φk(s) + fk(s)] ds, t ∈ (a, b), k ∈ N.

Вiднявши цi рiвностi та ввiвши позначення ψk(t) := φk(t)−φ(t), t ∈ (a, b), отримаємо

ψk(t) = (x0,k − x0) +

t∫
t0

[A(s)ψk(s)+(fk(s)− f(s))] ds,

t ∈ (a, b), k ∈ N.
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Нехай [α, β] — який-небудь вiдрiзок з (a, b), що мiстить точку t0. Тодi з теореми 1.3
(iз замiною x, x0 i f вiдповiдно на ψk, x0,k − x0 та fk − f) маємо

max
t∈[α,β]

∥φk(t)− φ(t)∥ 6
[
∥x0,k − x0∥+ (β − α) max

s∈[α,β]
∥fk(s)− f(s)∥

]
×

× e
(β−α) max

s∈[α,β]
∥A(s)∥

.

(1.21)

На пiдставi наших припущень права частина нерiвностi (1.21) прямує до нуля при
k → ∞. Звiдси та довiльностi вiдрiзка [α, β] отримаємо, що φk → φ в C

(
(a, b);Pn

)
при k → ∞.

Вiднявши рiвностi, отриманi при пiдстановцi функцiй φk, k ∈ N, в рiвняння (1.19)
i φ — в (1.2), приходимо до рiвностей(

φk(t)− φ(t)
)′
= A(t)

(
φk(t)−φ(t)

)
+ fk(t)− f(t),

t ∈ (a, b), k ∈ N.

Звiдси

∥
(
φk(t)

)′ − (φ(t))′∥ ≤ ∥A(t)∥∥φk(t)−φ(t)∥+ ∥fk(t)− f(t)∥,
t ∈ (a, b), k ∈ N.

Оскiльки права частина цiєї нерiвностi збiгається до нуля в C
(
(a, b);R

)
при k → ∞,

то i лiва частина — теж. Звiдси випливає збiжнiсть послiдовностi {(φk)′}∞k=1 до φ′ в
C
(
(a, b);Pn

)
при k → ∞.

Аналогiчно можна довести таке твердження.

Теорема 1.5. Нехай Ak → A в C
(
(a, b);Mn(P)

)
, fk → f в C

(
(a, b);Pn

)
, t0,k → t0

в R , x0,k → x0 в Pn при k → ∞. Тодi φk → φ в C1
(
(a, b);Pn

)
при k → ∞, де для

кожного k ∈ N φk — розв’язок задачi

x′ = Ak(t)x+ fk(t),

x(t0,k) = x0,k,

а φ — розв’язок задачi (1.2),(1.4) (тут t0,k ∈ (a, b) для всiх k ∈ N).

Вправа. Довести теорему 1.5.

1.1.3. Структура повного загального розв’язку НЛС

Розглянемо нормальну лiнiйну неоднорiдну систему (коротко, НЛНС) у векторнiй
формi (1.2). Систему

x′ = A(t)x , (1.22)

де A(t), t ∈ (a, b), — та сама матрична функцiя, що в (1.2), називаємо нормальною
лiнiйною однорiдною системою (коротко, НЛОС) вiдповiдною НЛНС (1.2).

Лема 1.1. Нехай x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — деякий розв’язок НЛНС (1.2). Тодi для

будь-якого розв’язку x = x(t), t ∈ (a, b), цiєї системи знайдеться розв’язок x = x̂(t),
t ∈ (a, b), вiдповiдної однорiдної системи (1.22), такий, що

x(t) = x̂(t) +
∗
x(t), t ∈ (a, b), (1.23)

i навпаки, якщо x = x̂(t), t ∈ (a, b), — розв’язок однорiдної системи (1.22), то
функцiя x = x(t), t ∈ (a, b), де вираз x(t) визначається рiвнiстю (1.23), є розв’язком
неоднорiдної системи (1.2).
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Доведення. Нехай x = x(t), t ∈ (a, b), — який-небудь розв’язок НЛНС (1.2). Прийме-
мо x̂(t):=x(t)− ∗

x(t), t ∈ (a, b). Враховуючи (1.2), одержуємо

x̂′(t) = x′(t)− ∗
x
′
(t) =

(
A(t)x(t) + f(t)

)
−
(
A(t)

∗
x(t) + f(t)

)
=

= A(t)
(
x(t)− ∗

x(t)
)
= A(t)x̂(t), t ∈ (a, b).

Це означає, що функцiя x = x̂(t), t ∈ (a, b), — розв’язок НЛНС (1.22).
З iншого боку, якщо векторна функцiя x = x̂(t), t ∈ (a, b), є розв’язком системи

(1.22) i маємо рiвнiсть (1.23), то

x′(t) = x̂′(t) +
∗
x
′
(t) = A(t)x̂(t) + A(t)

∗
x(t) + f(t) =

= A(t)
(
x̂(t) +

∗
x(t)

)
+ f(t) = A(t)x(t) + f(t), t ∈ (a, b),

що i треба було довести.

Теорема 1.6. Повний загальний розв’язок НЛНС (1.2) має вигляд

x =
◦
x(t, C) +

∗
x(t), t ∈ (a, b), C ∈ Pn,

де x =
◦
x(t, C), t ∈ (a, b), C ∈ Pn, — повний загальний розв’язок НЛОС (1.22), а

x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — (частковий) розв’язок неоднорiдного рiвняння (1.2).

Лекцiя № 13

1.2. Зображення повного загального розв’язку НЛОС

Розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему (1.22). Нас цiкавить вигляд її пов-
ного загального розв’язку, а для цього потрiбно вияснити деякi властивостi множини
розв’язкiв цiєї системи.

Перш за все вiдмiтимо, що розв’язки системи (1.22) є елементами лiнiйного про-
стору C1((a, b);Pn), який є пiдпростором лiнiйного простору векторних функцiй, якi
визначенi на (a, b) i приймають значення в Pn.

Лема 1.2. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв системи (1.22) є розв’язком цiєї
системи, тобто множина розв’язкiв системи (1.22) утворює пiдпростiр лiнiйного
простору C1((a, b);Pn).

Доведення. Нехай x = φ1(t), . . . , x = φk(t), t ∈ (a, b), — розв’язки (1.22), а λ1, . . . , λk
— довiльнi елементи поля P. Приймемо

φ(t):=λ1φ
1(t) + · · ·+ λkφ

k(t), t ∈ (a, b),

i покажемо, що функцiя x = φ(t), t ∈ (a, b), є розв’язком (1.22). Справдi,

φ′(t) = λ1
(
φ1(t)

)′
+ · · ·+ λk

(
φk(t)

)′
= λ1A(t)φ

1(t) + · · ·+
+λkA(t)φ

k(t)=A(t)
(
λ1φ

1(t) + · · ·+ λkφ
k(t)
)
=A(t)φ(t), t ∈ (a, b).
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Означення 1.2. Систему векторних функцiй φ1, . . . , φk (k ∈ N), якi визначенi на
(a, b) i приймають значення в Pn, називають лiнiйно залежною (ЛЗ), якщо iснують
сталi λ1, . . . , λk з P, якi не всi дорiвнюють нулевi (тобто, |λ1| + · · · + |λk| > 0) i такi,
що

λ1φ
1(t) + · · ·+ λkφ

k(t) = 0, t ∈ (a, b). (1.24)

Означення 1.3. Систему векторних функцiй φ1, . . . , φk, якi визначенi на (a, b) i
приймають значення в Pn, називають лiнiйно незалежною (ЛН), якщо вона не
є лiнiйно залежною, тобто рiвнiсть (1.24) справджується тодi i лише тодi, коли
λ1 = · · · = λk = 0.

Приклад 1.1. Для будь-якого натурального числа k ∈ N, довiльних рiзних чисел
µ1, . . . , µk ∈ C i будь-яких ненульових векторних многочленiв p1, . . . , pk функцiї

p1(t)eµ1t, . . . , pk(t)eµkt, t ∈ R,

— лiнiйно незалежнi.
Для доведення цього факту використаємо метод математичної iндукцiї. У випад-

ку k = 1 це твердження очевидне. Припустимо, що воно правильне для якого-небудь
k = ν ∈ N, i покажемо, що з цього випливатиме його правильнiсть для k = ν + 1.
Справдi, нехай iснують ненульовi функцiї p1(t)eµ1t, . . . , pν+1(t)eµν+1t, t ∈ R, та числа
α1, . . . , αν+1 такi, що |α1|+ · · ·+ |αν+1| > 0 i

α1p
1(t)eµ1t + · · ·+ αν+1p

ν+1(t)eµν+1t = 0, t ∈ R. (1.25)

Якщо хоча б одне з цих чисел α1, . . . , αν+1 дорiвнює нулевi, то всi решта, за при-
пущенням, теж дорiвнюють нулевi. Отже, α1 ̸= 0, . . . , αν+1 ̸= 0. Подiлимо (1.25) на
eµν+1t

α1p
1(t)e(µ1−µν+1)t + α2p

2(t)e(µ2−µν+1)t + · · ·+
+ ανp

ν(t)e(µν−µν+1)t + αν+1p
ν+1(t) = 0, (1.26)

t ∈ R.

Нехай cтепiнь deg pν+1 векторного полiнома pν+1 дорiвнює µ ∈ N ∪ {0}. Продифе-
ренцiюємо (1.26) за t (µ + 1) раз. Оскiльки (pν+1)(µ+1)(t) = 0, t ∈ R, а µ1 − µν+1 ̸=
0, µ2 − µν+1 ̸= 0, . . . , µν − µν+1 ̸= 0, то в результатi одержимо

α1p̃
1(t)e(µ1−µν+1)t + α2p̃

2(t)e(µ2−µν+1)t + · · ·+
+ αν p̃

ν(t)e(µν−µν+1)t = 0, t ∈ R. (1.27)

Позаяк deg p̃1(t) = deg p1(t), . . . , deg p̃
ν(t) = deg pν(t) (в силу правила диферен-

цiювання добутку функцiй i вигляду похiдних вiд експоненцiальної функцiї), то на
пiдставi нашого припущення з (1.27) випливає, що α1 = · · · = αν = 0, а отже, i
αν+1 = 0. Одержали суперечнiсть, що доводить правильнiсть нашого твердження.

Лема 1.3. Нехай φ1, ..., φk — розв’язки НЛОС (1.22). Тодi такi два твердження є
правильними:

1) Якщо для деякого t0 ∈ (a, b) вектори φ1(t0), . . . , φ
k(t0), як елементи Pn, — ЛЗ

(вiдповiдно, ЛН), то векторнi функцiї φ1, . . . , φk — ЛЗ (вiдповiдно, ЛН).
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2) Якщо φ1, . . . , φk — ЛН (вiдповiдно, ЛЗ), то для будь-якого t0 ∈ (a, b) вектори
φ1(t0), . . . , φ

k(t0) (як елементи Pn) — ЛН (вiдповiдно, ЛЗ).

Доведення. Спочатку доведемо перше твердження. Нехай λ1, . . . , λk — сталi з P, якi
не всi дорiвнюють нулевi (|λ1|+ · · ·+ |λk| > 0) i такi, що

λ1φ
1(t0) + · · ·+ λkφ

k(t0) = 0. (1.28)

Приймемо
φ(t):=λ1φ

1(t) + · · ·+ λkφ
k(t) ∀ t ∈ (a, b). (1.29)

За лемою 1.2 функцiя x=φ(t), t ∈ (a, b), є розв’язком рiвняння (1.22) i згiдно з (1.28)
маємо φ(t0)=0. Отож, функцiя φ є розв’язком задачi Кошi для векторного рiвняння
(1.22) з початковою умовою

x(t0) = 0. (1.30)

Розв’язком задачi (1.22),(1.30) є також функцiя x = 0, t ∈ (a, b). На пiдставi єди-
ностi розв’язку задачi Кошi для НЛС маємо рiвнiсть: φ(t) = 0, t ∈ (a, b), звiдки,
врахувавши (1.29), отримаємо

λ1φ
1(t) + · · ·+ λkφ

k(t) = 0, t ∈ (a, b),

що i потрiбно.
Тепер доведемо друге твердження, використовуючи метод доведення вiд супро-

тивного. Нехай iснує t0 ∈ (a, b) таке, що φ1(t0), . . . , φ
k(t0) — ЛЗ. Тодi згiдно з попе-

реднiм твердженням приходимо до висновку, що φ1, . . . , φk — ЛЗ, а це суперечить
нашому припущенню. Отож, друге твердження є правильним.

Лема 1.4. Iснує n ЛН розв’язкiв НЛОС (1.22).

Доведення. Нехай a1, . . . , an — ЛН (сталi) вектори з Pn, t0 ∈ (a, b) — довiльне фi-
ксоване значення. Для кожного j ∈ {1, . . . , n} розв’яжемо задачу Кошi для системи
(1.22) з початковою умовою

x(t0) = aj

i позначимо розв’язок цiєї задачi через x = φj(t), t ∈ (a, b) (його iснування та
єдинiсть випливають з вiдповiдних результатiв попереднього пункту). Оскiльки
φ1(t0) = a1, . . . , φn(t0) = an i a1, . . . , an — ЛН, то на пiдставi першого твердження
леми 1.3 векторнi функцiї φ1, . . . , φn — ЛН.

Лема 1.5. Нехай φ1, . . . , φn — ЛН розв’язки НЛОС (1.22). Тодi для будь-якого
розв’язку φ НЛОС (1.22) знайдуться (єдиним чином визначенi) сталi c1, . . . , cn та-
кi, що

φ(t) = c1φ
1(t) + · · ·+ cnφ

n(t) ∀ t ∈ (a, b). (1.31)

Доведення. Нехай t0 ∈ (a, b) — яка-небудь фiксована точка. Розглянемо систему n+1
(сталих) векторiв φ1(t0), . . . , φ

n(t0), φ(t0) з простору Pn. Вони є ЛЗ, оскiльки розмiр-
нiсть простору Pn дорiвнює n. Тодi згiдно з першим твердженням леми 1.3 векторнi
функцiї φ1, . . . , φn, φ — ЛЗ i, отже, iснують сталi λ̃1, . . . , λ̃n, λ̃n+1, якi не всi дорiвню-
ють нулевi i такi, що

λ̃1φ
1(t) + · · ·+ λ̃nφ

n(t) + λ̃n+1φ(t) = 0 ∀ t ∈ (a, b). (1.32)

Оскiльки φ1, . . . , φn — ЛН, то λ̃n+1 ̸= 0, бо в протилежному випадку було б λ̃1 =
· · · = λ̃n = 0. Подiливши (1.32) на λ̃n+1 i ввiвши вiдповiднi позначення, отримаємо
(1.31).
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З леми 1.5 випливає природнiсть введення такого поняття, як фундаментальна
система розв’язкiв НЛОС (1.22).

Означення 1.4. Систему n ЛН розв’язкiв НЛОС (1.22) називають фундаменталь-
ною системою розв’язкiв НЛОС (1.22), або, скорочено, ФСР (1.22).

Наслiдок 1.1. Множина розв’язкiв НЛОС (1.22) утворює n-вимiрний лiнiйний пiд-
простiр простору C1

(
(a, b);Pn

)
i будь-яка ФСР (1.22) утворює базу в цьому пiдпро-

сторi.

Доведення. Твердження наслiдку 1.1 випливає з лем 1.2, 1.4, 1.5 (див. також
зауваження пiсля леми 1.2).

А тепер можемо сформулювати основний результат цього пункту.

Теорема 1.7. Повний загальний розв’язок НЛОС (1.22) можна записати у виглядi

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

де φ1, . . . , φn — яка-небудь (фiксована) ФСР (1.22).

Доведення. Твердження теореми 1.7 безпосередньо випливає з наслiдку 1.1.

1.3. Фундаментальна матриця розв’язкiв НЛОС та визначник
Вронського.

Розглянемо НЛОС (1.22). Нехай

φ1(t) =

φ
1
1(t)
...

φ1
n(t)

 , . . . , φn(t) =

φ
n
1 (t)
...

φnn(t)

 , t ∈ (a, b),

— розв’язки цiєї НЛОС. Матричну функцiю

Φ(t) =

φ
1
1(t) . . . φn1 (t)
... . . . ...

φ1
n(t) . . . φnn(t)

 ≡
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b),

називають матрицею розв’язкiв, матрицiантом або матрицею Вронського НЛОС
(1.22), а коротко, МР (1.22).

Визначник цiєї матрицi

W (t) = detΦ(t), t ∈ (a, b)

називають визначником Вронського або вронскiаном.
Якщо ж заданi розв’язки φ1, . . . , φn є ЛН, тобто утворюють ФСР (1.22), то вiд-

повiдну матрицю розв’язкiв Φ(t), t ∈ (a, b), називають фундаментальною матрицею
розв’язкiв НЛОС (1.22), а коротко ФМP (1.22).

Зi властивостей добуткiв матриць i теореми 1.7 (п.1.2) випливають такi два твер-
дження.
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Наслiдок 1.2. Повний загальний розв’язок НЛОС (1.22) можна записати у виглядi

x = Φ(t)C, t ∈ (a, b), C ∈ Pn, (1.33)

де Φ(t), t ∈ (a, b), — ФМP (1.22).

Наслiдок 1.3. Якщо Φ(t), t ∈ (a, b), – МР (1.22), то правильна тотожнiсть

Φ′(t) = A(t)Φ(t), t ∈ (a, b). (1.34)

I навпаки, якщо функцiйна матриця Φ(t), t ∈ (a, b), компоненти якої є неперервно-
диференцiйовними функцiями, задовольняє тотожнiсть (1.34), то вона є МР
(1.22).

Доведення. Нехай Φ(t) =
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b), — МР (1.22), тобто(

φk(t)
)′
= A(t)φk(t), t ∈ (a, b), k = 1, n.

Тодi маємо

Φ′(t) =
((
φ1(t)

)′
, . . . ,

(
φn(t)

)′)
=
(
A(t)φ1(t), . . . , A(t)φn(t)

)
=

= A(t)
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
= A(t)Φ(t), t ∈ (a, b),

що й треба було довести. Обернене твердження доводимо аналогiчно.

З’ясуємо деякi властивостi визначника Вронського.

Теорема 1.8. Нехай векторнi функцiї φ1, . . . , φn є розв’язками НЛОС (1.22), а
W (t) = det

(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b), — визначник Вронського. Тодi такi три твер-

дження еквiвалентнi:

1◦. φ1, . . . , φn — ЛН (вiдповiдно, ЛЗ);

2◦. ∃t0 ∈ (a, b) : W (t0) ̸= 0 (вiдповiдно, = 0);

3◦. W (t) ̸= 0 (вiдповiдно, = 0), t ∈ (a, b).

Доведення. Доведення проведемо за схемою: 1◦ ⇒ 2◦ ⇒ 3◦ ⇒ 1◦. Покажемо, що
з твердження 1◦ випливає твердження 2◦. Нехай φ1, . . . , φn — ЛН. Тодi з друго-
го твердження леми 1.3 (п.1.2) випливає, що для будь-якого t0 ∈ (a, b) вектори
φ1(t0), . . . , φ

n(t0), як елементи Pn, є ЛН, а отже, визначник W (t0), стовпцями яко-
го є цi вектори, вiдмiнний вiд нуля, тобто твердження 2◦ є правильним. Покаже-
мо, що з твердження 2◦ випливає твердження 3◦. Оскiльки W (t0) ≠ 0, то вектори
φ1(t0), . . . , φ

n(t0) — ЛН. Припустимо, що твердження 3◦ не є правильним. Тодi iснує
значення t∗ ∈ (a, b) таке, що W (t∗) = 0, звiдки випливає, що вектори φ1(t∗), . . . , φ

n(t∗)
— ЛЗ. На пiдставi першого твердження леми 1.3 (п.1.2) це означає, що φ1, . . . , φn —
ЛЗ, звiдки отримаємо, що вектори φ1(t0), . . . , φ

n(t0) — ЛЗ, а це суперечить твер-
дженню 2◦, яке ми вважаємо правильним. Отож, твердження 3◦ є правильним. Те-
пер доведемо, що з твердження 3◦ випливає твердження 1◦. Оскiльки W (t) ̸= 0, то
сталi вектори φ1(t̂), . . . , φn(t̂) — ЛН для якого-небудь t̂∈ (a, b). Звiдси та з першого
твердження леми 1.3 (п.1.2) випливає правильнiсть твердження 1◦.
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Наслiдок 1.4. Нехай Φ(t) =
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b), – матриця розв’язкiв

НЛОС (1.22). Ця МР (1.22) є фундаментальною, якщо detΦ(t0) ̸= 0 для деякого
t0 ∈ (a, b).

Наслiдок 1.5. Правильнi такi два твердження:

1) Якщо Φ(t) =
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b), – ФМР (1.22), а Ψ(t) =

(
ψ1(t), . . . , ψn(t)

)
,

t ∈ (a, b), – МР (1.22), то iснує стала матриця B ∈Mn(P) така, що

Ψ(t) = Φ(t)B, t ∈ (a, b), (1.35)

причому, якщо Ψ(t), t ∈ (a, b), – ФМ (1.22), то B – невироджена матриця.

2) Якщо Φ(t), t ∈ (a, b), – МР (1.22), а B ∈Mn(P), то матрична функцiя Ψ(t), t ∈
(a, b), визначена рiвнiстю (1.35), є МР (1.22), причому, якщо Φ(t), t ∈ (a, b), –
ФМР (1.22), а B ∈Mn(P) – невироджена матриця, то Ψ(t), t ∈ (a, b), – ФМР
(1.22).

Вправа. Довести наслiдок 1.5.

Лекцiя № 14

1.4. Формула Остроградського-Лiувiлля

Встановимо зв’язок мiж значеннями визначника Вронського в рiзних точках, який
називають формулою Остроградського-Лiувiлля.

Теорема 1.9. Нехай векторнi функцiї φ1, . . . , φn — розв’язки НЛОС (1.22), а

W (t) = det
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b),

— визначник Вронського. Тодi

W (t) = W (t0)e

t∫
t0

S(τ) dτ

, t0, t ∈ (a, b), (1.36)

де S(t) := a11(t) + · · ·+ ann(t) ≡
n∑
k=1

akk(t) — слiд матрицi A(t), t ∈ (a, b).

Доведення. За означенням визначника

W (t) :=
∑

(j1,...,jk,...,jn)

(−1)σ(j1,...,jk,...,jn)φj11 (t) · . . . · φ
jk
k (t) · . . . · φ

jn
n (t), t ∈ (a, b), (1.37)

де (j1, . . . , jk, . . . , jn) – перестановка чисел множини {1, . . . ,n},
а σ(j1, . . . , jk, . . . , jn)= 0, якщо перестановка (j1, . . . , jk, . . . , jn) парна,
i σ(j1, . . . , jk, . . . , jn) = 1, якщо ця перестановка непарна.

З (1.37) випливає, що

W ′(t) =
n∑
k=1

∑
(j1,...,jk,...,jn)

(−1)σ(j1,...,jk,...,jn)φj11 (t) · . . . ·
(
φjkk (t)

)′ · . . . · φjnn (t) ≡

≡
n∑
k=1

Wk(t), t ∈ (a, b), (1.38)
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де

Wk(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1
1(t) · · · φn1 (t)
... . . . ...(

φ1
k(t)
)′ · · ·

(
φnk(t)

)′
... . . . ...

φ1
n(t) · · · φnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, t ∈ (a, b),

— визначник матрицi, який вiдрiзняється вiд визначника Вронського тiльки тим, що
в k-му рядку замiсть функцiй φ l

k стоять вiдповiдно їхнi похiднi
(
φ l
k

)′, l = 1, n.
Тепер зауважимо таке: оскiльки φ1, . . . , φn — розв’язки НЛОС (1.22), то(

φ l(t)
)′
= A(t)φ l(t), t ∈ (a, b), l = 1, n,

звiдки (
φ l
k(t)
)′
=

n∑
s=1

aks(t)φ
l
s(t), t ∈ (a, b), l = 1, n, k = 1, n.

Отже,((
φ1
k(t)
)′
, . . . ,

(
φnk(t)

)′)
=

n∑
s=1

aks(t)
(
φ1
s(t), . . . , φ

n
s (t)

)
, t ∈ (a, b), k = 1, n,

тобто k-ий рядок визначникаWk є лiнiйною комбiнацiєю рядкiв визначникаW . Звiдси
та з властивостей визначникiв випливає, що

Wk(t) =
n∑
s=1

aks(t)Wk,s(t), t ∈ (a, b), (1.39)

де Wk,s — визначник, який вiдрiзняється вiд визначника W тiльки тим, що в його
k-му рядку стоять вiдповiднi елементи s-го рядка визначника W .

Оскiльки визначник, в якого два рядки однаковi, дорiвнює нулевi, то Wk,s(t) = 0,
t ∈ (a, b), якщо s ̸= k. Звiдси та з (1.39) маємо

Wk(t) = akk(t)W (t), t ∈ (a, b), k = 1, n. (1.40)

З (1.38) i (1.40) здобуваємо

W ′(t) =
n∑
k=1

akk(t)W (t) ≡ S(t)W (t), t ∈ (a, b). (1.41)

Як випливає з теореми 1.8 (п.1.3), можливi два випадки:
1) W (t) = 0 для кожного t ∈ (a, b);
2) W (t) ̸= 0 для будь-якого t ∈ (a, b).
У першому випадку рiвнiсть (1.36) очевидна. Розглянемо другий випадок. Оскiль-

ки W (t), t ∈ (a, b), — неперервна функцiя, то W (t) > 0 для довiльного t ∈ (a, b) або
W (t) < 0 для довiльного t ∈ (a, b). Звiдси та з рiвностi (1.41), подiливши її на W (t) i
домноживши на dt, пiсля замiни t на τ отримаємо

dW (τ)

W (τ)
= S(τ) dτ, τ ∈ (a, b).
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Проiнтегруємо цю рiвнiсть вiд t0 до t (t0, t ∈ (a, b)):

ln

∣∣∣∣ W (t)

W (t0)

∣∣∣∣ =
t∫

t0

S(τ) dτ.

Звiдси, враховуючи, що
W (t)

W (t0)
> 0, t ∈ (a, b),, маємо (1.36).

1.5. Метод варiацiї сталих знаходження часткових розв’язкiв
нормальних лiнiйних неоднорiдних систем (НЛНС)

Розглянемо нормальну лiнiйну неоднорiдну систему (коротко, НЛНС) у векторнiй
формi (1.2). Як випливає з твердження наслiдку 1.6 повний загальний розв’язок
НЛНС (1.2) є сумою повного загального розв’язку НЛОС (1.22) i часткового розв’яз-
ку НЛНС (1.2). Повний загальний розв’язок НЛОС (1.22) (див. зауваження 1.2 п.
1.3) можна записати у виглядi

x = Φ(t)C, t ∈ (a, b), C ∈ Pn. (1.42)

Теорема 1.10. Нехай Φ(t), t ∈ (a, b), — фундаментальна матриця НЛОС (1.22),
яка вiдповiдає НЛНС (1.2). Тодi частковий розв’язок НЛНС (1.2) можна записати
у виглядi

x = Φ(t)

t∫
t0

Φ−1(s)f(s) ds, t ∈ (a, b), (1.43)

де t0 — яке-небудь фiксоване число з (a, b).

Доведення. Частковий розв’язок НЛНС (1.2) знайдемо методом варiацiї сталих.
Суть його полягає в тому, що частковий розв’язок НЛНС (1.2) шукається у виглядi

x = Φ(t)χ(t), t ∈ (a, b), (1.44)

де χ(t) =

χ1(t)
...

χn(t)

, t ∈ (a, b), — деяка функцiя з C1
(
(a, b);Pn

)
. Функцiю χ знаходимо

за умови, що функцiя, задана в (1.44), є розв’язком системи (1.2).
Пiдставимо вираз (1.44) функцiї x в (1.2):

Φ′(t)χ(t) + Φ(t)χ′(t) = A(t)Φ(t)χ(t) + f(t), t ∈ (a, b). (1.45)

Оскiльки Φ(t), t ∈ (a, b), — ФМР (1.22), то на пiдставi наслiдку 1.3 (див. п.1.3) отри-
маємо

Φ′(t) = A(t)Φ(t), t ∈ (a, b). (1.46)

Отож, з (1.45), врахувавши (1.46), маємо

Φ(t)χ′(t) = f(t), t ∈ (a, b),

126



звiдки, оскiльки detΦ(t) = W (t) ̸= 0 ∀t ∈ (a, b) на пiдставi теореми 1.8 (нагадаємо,
що Φ — ФМР (1.22)), здобуваємо

χ′(t) = Φ−1(t)f(t), t ∈ (a, b),

тобто

χ(t) =

t∫
t0

Φ−1(s)f(s) ds, t ∈ (a, b). (1.47)

Отже, з (1.44) i (1.47) отримаємо частковий розв’язок НЛНС (1.2) у виглядi (1.48).

Наслiдок 1.6. Нехай Φ(t), t ∈ (a, b), — фундаментальна матриця НЛОС (1.22),
вiдповiдної НЛНС (1.2). Тодi повний загальний розв’язок НЛНС (1.2) можна запи-
сати у виглядi

x = Φ(t)C + Φ(t)

t∫
t0

Φ−1(s)f(s) ds, t ∈ (a, b), C ∈ Pn, (1.48)

де t0 — яке-небудь фiксоване число з (a, b).

Доведення. З (1.42) i (1.48), на пiдставi твердження наслiдку 1.6, одержимо (1.48).

Фундаментальну матрицю розв’язкiв Φ(t), t ∈ (a, b), системи (1.22) назвемо нор-

мованою в точцi t0 i позначимо через
◦
Φ(t), t ∈ (a, b), якщо Φ(t0) = I, де I — одинична

матриця. Для знаходження
◦
Φ(t), t ∈ (a, b), достатньо розв’язати n задач Кошi для

рiвняння (1.22) з початковими умовами

x(t0) = ej, j = 1, n,

де ej — вектор-стовпчик, компонентами якого, крiм j-ї, є нулi, а j-ва дорiвнює 1.
Розв’язки цих задач позначимо вiдповiдно через ◦

φ1, . . . ,
◦
φn. Тодi

◦
Φ(t) :=

( ◦
φ1(t), . . . ,

◦
φn(t)

)
, t ∈ (a, b).

Наслiдок 1.7. Якщо
◦
Φ — нормована в точцi t0 фундаментальна матриця розв’яз-

кiв НЛОС (1.22), то розв’язок задачi (1.2),(1.4) можна записати у виглядi

x =
◦
Φ(t)x0 +

◦
Φ(t)

t∫
t0

◦
Φ−1(s)f(s) ds, t ∈ (a, b).

Доведення. Цей результат легко випливає з наслiдку 1.6, якщо в ньому вибрати
Φ(t) =

◦
Φ(t), t ∈ (a, b).
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§2. Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв

2.1. Поняття лiнiйного рiвняння (ЛР) вищого порядку. Зв’язок
мiж ЛР i НЛС. Коректнiсть задачi Кошi для ЛР. Струк-
тура повного загального розв’язку ЛР

2.1.1 Поняття лiнiйного рiвняння (ЛР) вищого порядку

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.

Означення 2.1. Лiнiйним рiвнянням вищого порядку (коротко, ЛР) називається
звичайне диференцiальне рiвняння вищого порядку, яке можна записати у виглядi

x(n) + a1(t)x
(n−1) + · · ·+ an(t)x = f(t), (2.1)

де n ∈ N i n ≥ 2, t – незалежна змiнна, що пробiгає значення з числового iнтервалу
(a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ +∞), a1, . . . , an, f — заданi функцiї вiд змiнної t, якi визначенi
на (a, b) i приймають значення в P, x – невiдома функцiя вiд змiнної t зi значеннями
в P (зауважимо, що коли P = C, то розв’язок ЛР можна записати у виглядi x =
u(t) + iv(t), t ∈ ⟨c, d⟩, де u i v — дiйснi функцiї, i — уявна одиниця в C).

Функцiї a0, a1, . . . , an називають коефiцiєнтами, а функцiю f — вiльним членом
ЛР. Якщо в рiвняннi (2.1) маємо f(t) = 0, t ∈ (a, b), тобто воно має вигляд

L(t)x ≡ x(n) + a1(t)x
(n−1) + · · ·+ an(t)x = 0, t ∈ (a, b), (2.2)

то його називають лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР), а в протилежному випад-
ку — лiнiйним неоднорiдним рiвнянням (ЛНР).

Якщо в рiвняннях (2.1) i (2.2) однаковi коефiцiєнти, то рiвняння (2.2) назива-
ють лiнiйним однорiдним рiвнянням, вiдповiдним лiнiйному неоднорiдному рiвнянню
(2.1).

Пiд розв’язком рiвняння (2.1) будемо розумiти функцiю x = ψ(t), яка визначена
на деякому промiжку ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b), приймає значення в P i задовольняє умови

1) ψ ∈ Cn
(
⟨c, d⟩;P

)
;

2) a0(t)ψ(n)(t) + a1(t)ψ
(n−1)(t) + · · ·+ an(t)ψ(t) = f(t), t ∈ ⟨c, d⟩.

Тут i далi Cn
(
⟨c, d⟩;P

)
— лiнiйний простiр n раз неперервно-диференцiйовних фун-

кцiй, якi визначенi на ⟨c, d⟩ i приймають значення в P.

Ввiвши позначення

L(t):=
dn

dtn
+ a1(t)

dn−1

dtn−1
+ · · ·+ an(t), t ∈ (a, b),

L(t)u:=u(n) + a1(t)u
(n−1) + · · ·+ an(t)u, t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b), u ∈ Cn(⟨c, d⟩;P),

рiвняння (2.1) можна компактно записати у виглядi

L(t)x = f(t). (2.3)
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2.1.2 Зв’язок мiж ЛР i НЛС

Поряд з рiвнянням (2.1) розглянемо НЛС

x′1 = x2,

x′2 = x3,

. . . . . . . . . . .
x′n−1 = xn,

x′n = −an(t)x1 − an−1(t)x2 − · · · − a1(t)xn + f(t), t ∈ (a, b).

(2.4)

Правильним є таке твердження.

Лема 2.1. Якщо
x = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b),

— розв’язок рiвняння (2.1), то набiр функцiй

x1 = ψ(t), x2 = ψ′(t), . . . , xn = ψ(n−1)(t), t ∈ ⟨c, d⟩,

є розв’язком системи (2.4), i навпаки, коли набiр функцiй

x1 = φ1(t), x2 = φ2(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨p, q⟩ ⊂ (a, b),

є розв’язком системи (2.4), то функцiя

x = φ1(t), t ∈ ⟨p, q⟩,

є розв’язком рiвняння (2.1), причому

φ2 = φ′
1, φ3 = φ′′

1, . . . , φn = φ
(n−1)
1 .

Ця лема доводиться аналогiчно як вiдповiдне твердження стосовно рiвнянь вищих
порядкiв (див. теорему 2.1 з §2 теми 2).
Зауваження 2.1. Зв’язок мiж множинами розв’язкiв рiвняння (2.1) та системи (2.4)
можна коротко записати у виглядi

x1 = x,

x2 = x′,

. . . . . . . . .
xn = x(n−1),

(2.5)

де x — розв’язок рiвняння (2.1), а x1, . . . , xn — розв’язок системи (2.4).

2.1.3 Коректнiсть задачi Кошi для ЛР

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння (2.1): знайти розв’язок цього рiвняння, який
задовольняє початковi умови 

x(t0) = x01,

x′(t0) = x02,

. . . . . . . . . . .
x(n−1)(t0) = x0n,

(2.6)
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де t0 – довiльне фiксоване число з iнтервалу (a, b), а x01, . . . , x0n – довiльнi фiксованi
елементи поля P. Далi цю задачу коротко називатимемо задачею (2.1),(2.6).

Зi сказаного вище випливає, що задача (2.1),(2.6) у вiдповiдному сенсi еквiвален-
тна задачi Кошi для системи (2.4) з початковими умовами

x1(t0) = x01,

x2(t0) = x02,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n

(2.7)

(цю задачу далi коротко називатимемо задачею (2.1),(2.7)). Точнiше, якщо x = ψ(t),
t ∈ (a, b), — розв’язок задачi (2.1),(2.6), то набiр функцiй x1 = ψ(t), x2 = ψ′(t), . . . ,
xn = ψ(n−1)(t), t ∈ (a, b), є розв’язком задачi (2.4),(2.7), i навпаки, якщо x1 = φ1(t),
x2 = φ2(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ (a, b), — розв’язок задачi (2.4),(2.7), то x = φ1(t),
t ∈ (a, b) — розв’язок задачi (2.1),(2.6), причому вказана вiдповiднiсть мiж розв’яз-
ками є взаємно однозначною. Отже, для встановлення коректностi задачi Кошi
(2.1),(2.6) нам досить скористатися вiдповiдними результатами для задачi (2.4),(2.7)
(див. попереднiй параграф). З цих результатiв випливає правильнiсть таких твер-
джень.

Теорема 2.1. Нехай функцiї a1, . . . , an, f є неперервними на (a, b). Тодi задача
(2.1),(2.6) має i тiльки один визначений на (a, b) розв’язок i вiн є продовженням
будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi.

Далi всюди в цьому параграфi будемо вважати, що коефiцiєнти та вiльний член
рiвняння (2.1) є неперервними на (a, b) функцiями i розглядатимемо тiльки тi розв’яз-
ки, якi визначенi на (a, b) (це стосується i системи (2.4)).

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови теореми 2.1 i x = x(t), t ∈ (a, b), — розв’я-
зок задачi (2.1),(2.6), а [α, β] — який-небудь вiдрiзок iнтервалу (a, b). Тодi правильна
оцiнка

max
t∈[α,β]

n−1∑
k=0

|x(k)(t)| 6
[ n∑
j=0

|x0j |+ max
t∈[α,β]

|f(t)| · (β − α)
]
· e

(β−α) max
t∈[α,β]

( n∑
i=1

|ai(t)|2+n−1
)1/2

.

З теореми 2.2 легко випливає неперервна залежнiсть розв’язку задачi (2.1),(2.6)
вiд вихiдних даних.

Вправа. Довести неперервну залежнiсть розв’язку задачi (2.1),(2.6) вiд вихiдних
даних.

Лекцiя № 15

2.1.4 Структура повного загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (ЛНР)

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (2.1), а поряд з ним вiдповiдне йому одно-
рiдне рiвняння (2.2).
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Лема 2.2. Нехай x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — деякий розв’язок неоднорiдного рiвняння

(2.1). Тодi для будь-якого розв’язку x = x(t), t ∈ (a, b), цього рiвняння знайдеться
розв’язок x = x̂(t), t ∈ (a, b), вiдповiдного однорiдного рiвняння (2.2) такий, що

x(t) = x̂(t) +
∗
x(t), t ∈ (a, b), (2.8)

i навпаки, якщо x = x̂(t), t ∈ (a, b), — який-небудь розв’язок (однорiдного) рiвняння
(2.2), то функцiя x = x(t), t ∈ (a, b), де вираз x(t), визначений за правилом (2.8), є
розв’язком рiвняння (2.1).

Доведення. Запишемо лiву частину рiвняння (2.1) у виглядi
n∑
j=0

an−j(t)x
(j), де

a0(t):=1, t ∈ (a, b). Нехай x = x(t), t ∈ (a, b), i x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — розв’язки

рiвняння (2.1). Покладемо x̂(t):=x(t)− ∗
x(t), t ∈ (a, b). Тодi

n∑
j=0

an−j(t)x̂
(j)(t) =

n∑
j=0

an−j(t)
(
x(j)(t)− ∗

x(j)(t)
)
=

n∑
j=0

an−j(t)x
(j)(t)−

−
n∑
j=0

an−j(t)
∗
x(j)(t) = f(t)− f(t) = 0, t ∈ (a, b).

Отже, перша частина теореми доведена. Справедливiсть її другої частини випли-
ває з такого ланцюжка рiвностей

n∑
j=0

an−j(t)x
(j)(t) =

n∑
j=0

an−j(t)
(
x̂(j)(t) +

∗
x(j)(t)

)
=

=
n∑
j=0

an−j(t)x̂
(j)(t) +

n∑
j=0

an−j(t)
∗
x(j)(t) = 0 + f(t) = f(t), t ∈ (a, b).

Теорема 2.3. Повний загальний розв’язок рiвняння (2.1) має вигляд

x =
◦
x(t, C1, . . . , Cn) +

∗
x(t), t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P, (2.9)

де x =
◦
x(t, C1, . . . , Cn), t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P, — повний загальний розв’язок

рiвняння (2.2), а x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — частковий (який-небудь) розв’язок рiвняння

(2.1).

Дане твердження можна сформулювати i таким чином: повний загальний розв’я-
зок неоднорiдного рiвняння (2.1) є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного
однорiдного рiвняння (2.2) та деякого (часткового) розв’язку даного неоднорiдного
рiвняння.

2.2. Зображення повного загального розв’язку лiнiйного одно-
рiдного рiвняння (ЛОР).

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння (2.2). По аналогiї з НЛОС встановимо вла-
стивостi множини розв’язкiв та вигляд повного загального розв’язку рiвняння (2.2).
Нагадаємо, що розв’язки рiвняння (2.2) є елементами лiнiйного простору Cn((a, b);P),
який є лiнiйним пiдпростором простору функцiй, якi визначенi на (a, b) i приймають
значення в P.
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Означення 2.2. Систему функцiй ψ1, . . . , ψk, якi визначенi на (a, b) i приймають
значення в P, називають лiнiйно залежною (ЛЗ), якщо iснують сталi α1, . . . , αk з P,
не всi рiвнi нулевi (тобто, |α1|+ · · ·+ |αk| > 0) такi, що

α1ψ1(t) + · · ·+ αkψk(t) = 0, t ∈ (a, b). (2.10)

Означення 2.3. Систему функцiй ψ1, . . . , ψk, якi визначенi на (a, b) i приймають зна-
чення в P, називають лiнiйно незалежною (ЛН), якщо вона не є лiнiйно залежною,
тобто з того, що виконується рiвнiсть (2.10) для деяких α1, . . . , αk, випливають рiв-
ностi α1 = · · · = αk = 0.

Лема 2.3. Для будь-якого натурального k система функцiй p1(t)e
µ1t, . . . , pk(t)e

µkt,
t ∈ R, де p1, . . . , pk – ненульовi многочлени, µ1, . . . , µk – рiзнi елементи поля P, є
лiнiйно незалежною.

Вправа 2.1. Довести лему 2.3, використовуючи метод математичної iндукцiї.

Лема 2.4. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв рiвняння (2.2) є розв’язком цього
рiвняння, тобто множина розв’язкiв цього рiвняння утворює лiнiйний пiдпростiр
простору Cn((a, b);P).

Доведення. Нехай ψ1, . . . , ψk — розв’язки рiвняння (2.2), а γ1, . . . , γk — якi-небудь
елементи поля P. Покладемо

ψ(t) := γ1ψ1(t) + · · ·+ γkψk(t), t ∈ (a, b).

Функцiя ψ називається лiнiйною комбiнацiєю розв’язкiв ψ1, . . . , ψk з коефiцiєнтами
γ1, . . . , γk. Покажемо, що функцiя ψ – розв’язок (2.2). Справдi, поклавши a0(t):=1,
маємо

L(t)ψ(t) =
n∑
j=0

aj(t)ψ
(n−j)(t) =

n∑
j=0

aj(t)
( k∑
s=1

γsψs(t)
)(n−j)

=

=
k∑
s=1

γs

n∑
j=0

aj(t)ψ
(n−j)
s (t) =

k∑
s=1

γsL(t)ψs(t) = 0, t ∈ (a, b).

Лема 2.5. Нехай ψ1, . . . , ψk — система n-раз неперервно-диференцiйовних функцiй,
якi визначенi на (a, b) i приймають значення в P. Тодi система функцiй ψ1, . . . ψk —
ЛН (вiдповiдно, ЛЗ) в тому i лише в тому випадку, коли система вектор-функцiй

φ1 =


ψ1

ψ′
1
...

ψ
(n−1)
1

 , . . . , φk =


ψk
ψ′
k
...

ψ
(n−1)
k

 — ЛН (вiдповiдно, ЛЗ).

Доведення. Нехай ψ1, . . . , ψk — ЛЗ. Тодi iснують сталi α1, . . . , αk з P, не всi рiвнi
нулевi, такi, що виконується тотожнiсть (2.10). Продиференцiюємо її спочатку раз,
потiм — ще раз i т.д. до (n− 1)-го порядку. У результатi отримаємо n рiвностей

α1ψ1(t) + · · ·+ αkψk(t) = 0, t ∈ (a, b);

α1ψ
′
1(t) + · · ·+ αkψk(t) = 0, t ∈ (a, b);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1ψ
(n−1)
1 (t) + · · ·+ αkψ

(n−1)
k (t) = 0, t ∈ (a, b),
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якi можна записати у виглядi векторної рiвностi

α1φ
1(t) + · · ·+ αkφ

k(t) = 0, t ∈ (a, b). (2.11)

Це означає, що φ1, . . . , φk — теж ЛЗ.
Тепер доведемо обернене твердження. Припустимо, що φ1, . . . , φk — ЛЗ. Тодi iсну-

ють сталi α1, . . . , αk з P, не всi рiвнi нулевi, такi, що виконується рiвнiсть (2.11). Але
звiдси безпосередньо випливає рiвнiсть (2.10), що означає лiнiйну залежнiсть фун-
кцiй ψ1, . . . , ψk.

З доведеного легко випливає, що коли ψ1, . . . , ψk — ЛН, то φ1, . . . , φk — ЛН i
навпаки. Справдi, якщо ψ1, . . . , ψk — ЛН, то φ1, . . . , φk не можуть бути ЛЗ, оскiльки
в цьому випадку з доведеного вище випливало б, що φ1, . . . , φk — ЛН. Аналогiчно
проводиться доведення в зворотному напрямку.

Поряд з рiвнянням (2.2) розглянемо НЛОС

x′1 = x2,

x′2 = x3,

. . . . . . . . . . .
x′n−1 = xn,

x′n = −an(t)x1 − an−1(t)x2 − · · · − a1(t)xn, t ∈ (a, b).

(2.12)

Як було показано в попередньому пунктi, мiж множинами розв’язкiв рiвняння (2.2)
та системи (2.12) iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть, задана правилом

x1 = x,

x2 = x′,

. . . . . . . . .
xn = x(n−1),

(2.13)

де x — розв’язок рiвняння (2.2), а x1, . . . , xn — розв’язок системи (2.12). Вiдмiтимо,
що на пiдставi леми 2.5 лiнiйно незалежнiй системi розв’язкiв рiвняння (2.2) за пра-
вилом (2.13) вiдповiдає лiнiйно незалежна система розв’язкiв НЛОС (2.12). Звiдси
та вiдповiдних результатiв для НЛОС випливає таке твердження.

Наслiдок 2.1. Множина розв’язкiв рiвняння (2.2) утворює n-вимiрний лiнiйний
пiдпростiр простору n-раз неперервно-диференцiйовних функцiй, якi визначенi на
(a, b) i приймають значення в P, тобто простору Cn((a, b);P).

Введемо таке означення.

Означення 2.4. Будь-яка система n лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.2)
називається фундаментальною системою розв’язкiв рiвняння (2.2) (коротко, ФСР
(2.2)).

Зi сказаного вище безпосередньо випливає таке важливе твердження.

Теорема 2.4. Повний загальний розв’язок рiвняння (2.2) має вигляд

x = C1ψ1(t) + · · ·+ Cnψn(t), t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

де ψ1, . . . , ψn — яка-небудь ФСР (2.2).
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2.3. Визначник Вронського. Формула Остроградського-Лiувiлля.

Нехай ψ1, . . . , ψn — розв’язки рiвняння (2.2). Визначник

W (t):=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(t) · · · ψn(t)
ψ′
1(t) · · · ψ′

n(t)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (t) · · · ψ

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , t ∈ (a, b), (2.14)

називається визначником Вронського або вронскiаном. Очевидно, що визначник
(2.14) є визначником матрицi розв’язкiв системи (2.12) (вiдповiдної рiвнянню (2.2)).
Звiдси на пiдставi леми 2.5 п.2.2 i вiдповiдних теорем для НЛОС маємо такi твер-
дження

Теорема 2.5. Нехай ψ1, . . . , ψn — розв’язки рiвняння (2.2). Тодi є еквiвалентними
такi три твердження:

1) ψ1, . . . , ψn — ЛН (ЛЗ);

2) ∃t0 ∈ (a, b) : W (t0) ̸= 0 (= 0);

3) ∀t ∈ (a, b) : W (t) ̸= 0 (= 0).

Теорема 2.6. Справедлива рiвнiсть

W (t) = W (t0)e
−

t∫
t0

a1(s) ds

, t0, t ∈ (a, b). (2.15)

Рiвнiсть (2.15) називається формулою Остроградського-Лiувiлля.

Доведення. Формула (2.15) випливає з формули Остроградського-Лiувiлля для ви-
значника Вронського системи (2.12) (п. 2.2), якщо врахувати, що

A(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

−an(t) −an−1(t) −an−2(t) · · · −a1(t)

 , t ∈ (a, b).

2.4. Метод варiацiї сталих знаходження часткових розв’язкiв
лiнiйних неоднорiдних рiвнянь (ЛНР)

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (2.1) i вкажемо спосiб знаходження його
часткового розв’язку при умовi, що ми знаємо повний загальний розв’язок вiдповiд-
ного лiнiйного однорiдного рiвняння (2.2).
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Теорема 2.7. Якщо ψ1, . . . , ψn — ФСР (2.2), то рiвняння (2.1) має (частковий)
розв’язок у виглядi функцiї

x = χ1(t)ψ1(t) + · · ·+ χn(t)ψn(t), t ∈ (a, b), (2.16)

де χ1, . . . , χn — (якi-небудь) функцiї з простору C1
(
(a, b);P

)
, що задовольняють си-

стему рiвнянь
ψ1(t) · · · ψn(t)
ψ′
1(t) · · · ψ′

n(t)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (t) · · · ψ

(n−1)
n (t)



χ′
1(t)
χ′
2(t)
...

χ′
n(t)

 =


0
0
...

f(t)

 , t ∈ (a, b). (2.17)

Зауваження 2.2. Формулу (2.16), враховуючи (2.17), можна подати у виглядi

x =
(
ψ1(t), . . . , ψn(t)

)
×

t∫
t0


ψ1(s) · · · ψn(s)
ψ′
1(s) · · · ψ′

n(s)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (s) · · · ψ

(n−1)
n (s)


−1

0
0
...

f(s)

 ds, (2.18)

t ∈ (a, b), де t0 — довiльне фiксоване число з iнтервалу (a, b).

Доведення. Як було встановлено вище, мiж множинами розв’язкiв ЛР (2.1) та НЛС
(2.4) iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть (2.5). На пiдставi цiєї вiдповiдностi i
отримаємо те, що нам потрiбно. Отож, застосуємо теорему 1.10 до системи (2.4) i, як
наслiдок, матимемо вигляд часткового розв’язку рiвняння (2.1).

З леми 2.5 п.2.2 випливає, що вектор-функцiї

φ1(t) =


ψ1(t)
ψ′
1(t)
...

ψ
(n−1)
1 (t)

 , . . . , φk(t) =


ψk(t)
ψ′
k(t)
...

ψ
(n−1)
k (t)

 , t ∈ (a, b),

утворюють ФСР (2.12). З теореми 1.10, застосованої до системи (2.4), випливає, що
ця система має розв’язок вигляду


x1
x2
...
xn

 =


ψ1(t) · · · ψn(t)
ψ′
1(t) · · · ψ′

n(t)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (t) · · · ψ

(n−1)
n (t)

×

t∫
t0


ψ1(s) · · · ψn(s)
ψ′
1(s) · · · ψ′

n(s)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (s) · · · ψ

(n−1)
n (s)


−1

0
0
...

f(s)

 ds,

t ∈ (a, b). Звiдси та (2.5) випливає (2.18), що i потрiбно було довести.

Наслiдок 2.2. Повний загальний розв’язок рiвняння (2.1) можна записати у ви-
глядi

x = C1ψ1(t) + · · ·+ Cnψn(t) + χ1(t)ψ1(t) + · · ·+ χn(t)ψn(t), (2.19)
t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,
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де ψ1, . . . , ψn — ФСР (2.2), χ1, . . . , χn — якi-небудь функцiї з простору C1
(
(a, b);P

)
,

що задовольняють систему рiвнянь
ψ1(t) · · · ψn(t)
ψ′
1(t) · · · ψ′

n(t)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (t) · · · ψ

(n−1)
n (t)



χ′
1(t)
χ′
2(t)
...

χ′
n(t)

 =


0
0
...

f(t)

 , t ∈ (a, b). (2.20)

Зауваження 2.3. Формулу (2.19), враховуючи (2.20), можна подати у виглядi

x =
(
ψ1(t), . . . , ψn(t)

)
×

×




C1

C2
...
Cn

+

t∫
t0


ψ1(s) · · · ψn(s)
ψ′
1(s) · · · ψ′

n(s)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (s) · · · ψ

(n−1)
n (s)


−1

0
0
...

f(s)

 ds


, (2.21)

t ∈ (a, b), C1, C2, . . . , Cn ∈ P,

де t0 — довiльне фiксоване число з (a, b).

Лекцiя № 16

Колоквiум №3
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Лекцiя № 17

§3. Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв зi сталими кое-
фiцiєнтами

3.1. Повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвня-
ння (ЛОР) зi сталими коефiцiєнтами.

3.1.1. Повний загальний комплексний розв’язок ЛОР (випадок P = C). Роз-
глянемо лiнiйне однорiдне рiвняння (ЛОР) (2.2) у випадку, коли його коефiцiєнти є
сталими, тобто рiвняння, яке можна записати у виглядi

Lx ≡ x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx = 0, (3.1)

де n — натуральне число, t ∈ R – незалежна змiнна, x — шукана функцiя вiд змiнної
t зi значеннями в C, ak ∈ C, k = 1, n.

Пiд розв’язком рiвняння (3.1) розумiтимемо n раз неперервно-диференцiйовну
комплекснозначну функцiю x = u1(t) + iu2(t), t ∈ R (тут u1, u2 — дiйснi функцiї вiд
змiнної t ∈ R, i — уявна одиниця), тобто функцiю x ∈ Cn(R;C), яка при пiдстановцi
в це рiвняння перетворює його в тотожнiсть.

Рiвняння (3.1) є частковим випадком рiвнянь, вивчених в §2, оскiльки можна
вважати, що коефiцiєнти цього рiвняння є визначеними на всiй числовiй осi i сталими
функцiями, а тому побудована там теорiя стосується i рiвняння (3.1). Зокрема, з неї
випливає, що повний загальний розв’язок рiвняння (3.1) має вигляд

x = C1ψ1(t) + · · ·+ Cnψn(t), t ∈ R, C1, .., Cn ∈ C, (3.2)

де ψ1, . . . , ψn — частковi лiнiйно-незалежнi розв’язки (фундаментальна система роз-
в’язкiв) рiвняння (3.1).

Назагал, для лiнiйних рiвнянь вищих порядкiв вiдшукання фундаментальної си-
стеми розв’язкiв є досить складною справою. Але у випадку рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами можна вказати простий алгоритм знаходження фундаментальної системи
розв’язкiв, а значить, повного загального розв’язку цього рiвняння. Тут важливим є
таке твердження.

Лема 3.1. Функцiя
x = eλ∗t, t ∈ R, (3.3)

де λ∗ ∈ C, є розв’язком рiвняння (3.1) тодi i лише тодi, коли λ∗ — корiнь рiвняння

λn + a1λ
n−1 + . . .+ an = 0. (3.4)

Доведення. Пiдставимо в рiвняння (3.1) вираз eλ∗t замiсть x. У результатi, врахову-
ючи, що (

eλ∗t
)(k)

= λk∗e
λ∗t, t ∈ R, k ∈ N,

отримаємо
(λn∗ + a1λ

n−1
∗ + · · ·+ an)e

λ∗t = 0, t ∈ R,

звiдки, оскiльки eλ∗t ̸= 0 для кожного t ∈ R, отримаємо наше твердження.
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Означення 3.1. Многочлен

D(λ):=λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an, λ ∈ C, (3.5)

називається характеристичним многочленом, рiвняння (3.4) — характеристичним
рiвнянням, а його коренi — характеристичними числами рiвняння (3.1).

Як вiдомо, в полi комплексних чисел лiву частину рiвняння (3.4) можна розкласти
на лiнiйнi множники, тобто рiвняння (3.4) можна записати у виглядi

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)

km = 0, (3.6)

де m ∈ N, 1 6 m 6 n, λ1, . . . , λm — рiзнi комплекснi числа, а k1, . . . , km — натуральнi
числа, причому k1 + · · · + km = n. Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} число kj називають
(алгебраїчною) кратнiстю кореня λj.
Зауваження 3.1. З лем 2.3 i 3.1 випливає, що функцiї

x = eλ1t, . . . , x = eλmt, t ∈ R, (3.7)

є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння (3.1) в Cn(R;C). Звiдси та сказанного
вище отримуємо, що колиm = n, то система функцiй (3.7) утворює ФСР (3.1), а отже,
в цьому випадку повний загальний розв’язок рiвняння (3.7) в просторi Cn(R;C) має
вигляд

x = C1e
λ1t + . . .+ Cne

λnt, t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C. (3.8)

Приклад 3.1. Розв’язати рiвняння:

x′′ − 3x′ + 2x = 0.

Розв’язання. Шукаємо частковi розв’язки цього рiвняння у виглядi функцiй x =
eλt, t ∈ R, де λ ∈ C є розв’язком характеристичного рiвняння: λ2 − 3λ + 2 = 0.
Його коренi: λ1 = 1, λ2 = 2. Отже, функцiї x = et, x = e2t, t ∈ R, утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв даного рiвняння i його повний загальний комплексний
розв’язок рiвняння має вигляд: x = C1e

t + C2e
2t, t ∈ R, C1, C2 ∈ C.

Розглянемо загальний випадок, тобто випадок 1 6 m 6 n. Перш нiж сформулю-
вати основний результат, доведемо кiлька допомiжних тверджень.

Лема 3.2. Нехай g ∈ Cn(R;C), тобто g — визначена на R зi значеннями в C
функцiя, яка є n-раз неперервно диференцiйовна. Тодi

L
(
g(t)eλt

)
= eλt

[
g(t)D(λ)

0!
+
g′(t)D′(λ)

1!
+ · · ·+ g(j)(t)D(j)(λ)

j!
+ · · ·+ g(n)(t)D(n)(λ)

n!

]
≡

≡ eλt
n∑
j=0

g(j)(t)D(j)(λ)

j!
, t ∈ R, λ ∈ C. (3.9)

Доведення. Для кожного k ∈ {0, . . . , n} покладемо

Lkx := x(k), Dk(λ) := λk, λ ∈ C.

Очевидно, що

L =
n∑
k=0

an−kLk, D(λ) =
n∑
k=0

an−kDk(λ), де a0 := 1, x(0) := x. (3.10)
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Використовуючи формулу Лейбнiца диференцiювання добутку функцiй, для ко-
жного k ∈ {0, . . . , n} отримаємо

Lk(g(t)e
λt) = (g(t)eλt)(k) =

k∑
j=0

Cj
kg

(j)(t)(eλt)(k−j) =

= eλt
k∑
j=0

k(k − 1) · · · (k − j + 1)

j!
λk−jg(j)(t) = eλt

k∑
j=0

g(j)(t)(λk)(j)

j!
=

= eλt
n∑
j=0

g(j)(t)(λk)(j)

j!
= eλt

n∑
j=0

g(j)(t)D
(j)
k (λ)

j!
. (3.11)

Тут ми врахували, що (λk)(j) = 0 для будь-яких j > k. На пiдставi (3.10) i (3.11)
маємо

L(g(t)eλt) =
n∑
k=0

an−kLk(g(t)e
λt) = eλt

n∑
k=0

an−k

n∑
j=0

g(j)(t)D
(j)
k (λ)

j!
=

= eλt
n∑
j=0

g(j)(t)

j!

n∑
k=0

an−kD
(j)
k (λ) = eλt

n∑
j=0

g(j)(t)D(j)(λ)

j!
, t ∈ R.

Лема 3.3. Нехай λ∗ — корiнь характеристичного рiвняння (3.4) кратностi k∗ > 1.
Тодi для кожного r ∈ {0, 1, . . . , k∗ − 1} функцiя

x = treλ∗t, t ∈ R,

є розв’язком рiвняння (3.1).

Доведення. Нехай r ∈ {0, 1, . . . , k∗ − 1}. За лемою 3.2 маємо

L(treλ∗t) = eλ∗t
n∑
j=0

(tr)(j)D(j)(λ∗)

j!
= eλ∗t

[
k∗−1∑
j=0

(tr)(j)D(j)(λ∗)

j!
+

n∑
j=k∗

(tr)(j)D(j)(λ∗)

j!

]
.

(3.12)
Оскiльки λ∗ — корiнь кратностi k∗, то D(λ) = (λ− λ∗)

k∗D0(λ). Звiдси випливає, що

D(λ∗) = D′(λ∗) = · · · = D(k∗−1)(λ∗) = 0. (3.13)

Оскiльки r 6 k∗ − 1, то
(tr)(j) = 0 при j > k∗. (3.14)

З (3.12), враховуючи (3.13) i (3.14), отримаємо

L(treλ∗t) = 0, t ∈ R, r = 0, k∗ − 1.

Розглянемо функцiї

x = ψ1,1(t) ≡ eλ1t, . . . , x = ψ1,k1(t) ≡ tk1−1eλ1t,

x = ψ2,1(t) ≡ eλ2t, . . . , x = ψ2,k2(t) ≡ tk2−1eλ2t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
x = ψm,1(t) ≡ eλmt, . . . , x = ψm,km(t) ≡ tkm−1eλmt, t ∈ R.

(3.15)
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Лема 3.4. Функцiї системи (3.15) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв
ЛОР (3.1).

Доведення. Згiдно з лемою 3.3 функцiї iз системи (3.15) є розв’язками рiвняння (3.1).
Покажемо, що вони є лiнiйно незалежними. Припустимо, що сталi α1,1, . . . , αm,km ∈ C
такi, що

α1,1ψ1,1(t) + . . .+ αm,kmψm,km(t) = 0, t ∈ R,

тобто

(α1,1 + . . .+ α1,k1t
k1−1)eλ1t + . . .+ (αm,1 + . . .+ αm,kmt

km−1)eλmt = 0, t ∈ R.

Звiдси на пiдставi леми 2.3 отримуємо, що

α1,1 + . . .+ α1,k1t
k1−1 = 0, . . . , αm,1 + . . .+ αm,kmt

km−1 = 0, t ∈ R.

А це означає, що α1,1 = . . . = αm,km = 0. Отож, наше твердження доведене.

Iз загальної теорiї лiнiйних рiвнянь (§2) i леми 3.4 випливає таке твердження.

Теорема 3.1. Повний загальний комплексний розв’язок рiвняння (3.1) можна за-
писати у виглядi

x = C1,1ψ1,1(t) + · · ·+ Cm,kmψm,km(t), t ∈ R, C1,1, . . . , Cm,km ∈ C, (3.16)

де ψ1,1, . . . , ψm,km — функцiї iз системи (3.15).

Зауваження 3.2. Вiдмiтимо, що формулу (3.16), яка задає повний загальний розв’я-
зок рiвняння (3.1), можна подати у виглядi

x = (C1 + . . .+ Ck1t
k1−1)eλ1t + . . .+ (Cn−km+1 + . . .+ Cnt

km−1)eλmt, (3.17)

t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C.

3.1.2. Повний загальний дiйсний розв’язок ЛОР (випадок P = R). Розгля-
немо тепер випадок, коли коефiцiєнти рiвняння (3.1) — дiйснi, нас цiкавлять тiльки
дiйснi розв’язки i шукаємо повний загальний дiйсний розв’язок (розв’язок рiвняння
називається дiйсним, якщо вiн набуває тiльки дiйсних значень i, вiдповiдно, визнача-
ється повний загальний дiйсний розв’язок). З теореми 2.4 випливає таке твердження.

Наслiдок 3.1. Якщо ψ1, . . . , ψn — фундаментальна система розв’язкiв рiвняння
(3.1), складена з дiйсних розв’язкiв, то повний загальний дiйсний розв’язок має ви-
гляд

x = C1ψ1(t) + · · ·+ Cnψn(t), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ R. (3.18)

Звiдси i леми 3.4 отримуємо таке твердження.

Наслiдок 3.2. Якщо коренi λ1, . . . λm характеристичного рiвняння (3.4) — дiйснi,
то повний загальний дiйсний розв’язок має вигляд (3.17), де довiльнi cталi — дiйснi.

Розглянемо загальний випадок, тобто випадок, коли серед характеристичних чи-
сел рiвняння (3.1) можуть бути комплекснi числа.

Як вiдомо з алгебри, якщо коефiцiєнти рiвняння (3.4) є дiйсними i λ∗ — його
комплексний корiнь (уявна частина λ∗ вiдмiнна вiд нуля), то λ∗ — теж корiнь цього
рiвняння i кратностi λ∗ i λ∗ збiгаються.
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Далi, не втрачаючи загальностi, вважаємо, що коренi рiвняння (3.4) можна запи-
сати так:

λ1 = µ1 + iν1, λ2 = µ1 − iν1, λ3 = µ3 + iν3, λ4 = µ3 − iν3, . . . , (3.19)

λ2l−1 = µ2l−1 + iν2l−1, λ2l = µ2l−1 − iν2l−1,

λ2l+1, . . . , λm,

де µ1, µ3, . . . , µ2l−1, ν1 ̸= 0, ν3 ̸= 0, . . . , ν2l−1 ̸= 0, λ2l+1, . . . , λm — дiйснi числа, причому,
якщо нема комплексних коренiв, то l = 0, а якщо нема дiйсних коренiв, то m —
парне i l = m/2. Отож, ми припускаємо, що 0 6 2l 6 m i рiвняння (3.4) має l пар
комплексно спряжених (або немає жодного, коли l = 0) i m − 2l дiйсних коренiв
(або нема жодного, коли l = m/2). Кратнiсть кореня λj будемо позначати через
kj, j = 1,m.

На пiдставi леми 3.4 i формули Ейлера маємо, що функцiї

ψ1,1(t) := eλ1t = eµ1t(cos ν1t+ i sin ν1t), . . . , ψ1,k1(t) := tk1−1eλ1t = tk1−1eµ1t(cos ν1t+ i sin ν1t),

ψ2,1(t) := eλ2t = eµ1t(cos ν1t− i sin ν1t), . . . , ψ2,k1(t) := tk1−1eλ2t = tk1−1eµ1t(cos ν1t− i sin ν1t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ψ2l+1,1(t) := eλ2l+1t, . . . , ψ2l+1,k2l+1
(t) := tk2l+1−1eλ2l+1t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ψm,1 := eλmt, . . . , ψm,km(t) := tkm−1eλmt, t ∈ R,
(3.20)

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв в просторi (комплексних) розв’язкiв
рiвняння (3.1). Трансфомуємо систему розв’язкiв (3.20) у ФСР (3.1), яка складається
тiльки з дiйсних розв’язкiв, в такий спосiб.

Очевидно, що

ψ2j−1,s(t) = ψ2j,s(t), t ∈ R, j = 1, l, s = 1, k2j−1 = k2j .

Покладемо

ψ̃2j−1,s(t):=
1

2

(
ψ2j−1,s(t) + ψ2j,s(t)

)
≡ ts−1eµ2j−1t cos ν2j−1t, t ∈ R,

ψ̃2j,s(t):=
1

2i

(
ψ2j−1,s(t)− ψ2j,s(t)

)
≡ ts−1eµ2j−1t sin ν2j−1t, t ∈ R,

(3.21)

j = 1, l, s = 1, k2j−1 = k2j .
Функцiї ψ̃r,s, r = 1, 2l, s = 1, kr, є дiйсними розв’язками рiвняння (3.1). Це ви-

пливає з того, що лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв ЛОР (3.1) є знову розв’язком цього
рiвняння i ψ̃2j−1,s та ψ̃2j,s є вiдповiдно дiйсною та уявною частиною ψ2j−1,s для кожних
j ∈ {1, . . . , l}, s ∈ {1, . . . , k2j−1 = k2j}.

Лема 3.5. Cистема функцiй

ψ̃1,1(t), . . . , ψ̃1,k1(t), ψ̃2,1(t), . . . , ψ̃2,k1(t), . . . ,

ψ̃2l−1,1(t), . . . , ψ̃2l−1,k2l−1
(t), ψ̃2l,1(t), . . . , ψ̃2l,k2l−1

(t),

ψ2l+1,1(t), . . . , ψ2l+1,k2l+1
(t), . . . , ψm,1(t), . . . , ψm,km(t), t ∈ R,

(3.22)

якi визначенi в (3.20) i (3.21), утворює фундаментальну систему дiйсних розв’язкiв
рiвняння (3.1) в просторi Cn(R;R).
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Доведення. Те, що функцiї iз системи (3.22) є дiйсними розв’язками рiвняння (3.1),
показано вище.

Нам залишається довести, що вони лiнiйно незалежнi. Для цього розглянемо зна-
чення визначника Вронського в точцi t = 0∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ̃1,1(0) · · · ψ̃2,1(0) · · · ψ2l+1,1(0) · · · ψm,km(0)

ψ̃′
1,1(0) · · · ψ̃′

2,1(0) · · · ψ′
2l+1,1(0) · · · ψ′

m,km
(0)

... . . . ... . . . ... . . . ...
ψ̃

(n−1)
1,1 (0) · · · ψ̃

(n−1)
2,1 (0) · · · ψ

(n−1)
2l+1,1(0) · · · ψ

(n−1)
m,km

(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Очевидними елементарними перетворенями (домноженням на ненульовi числа i до-
даванням стовпчикiв) з цього визначника можна отримати визначник∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1,1(0) · · · ψ2,1(0) · · · ψ2l+1,1(0) · · · ψm,km(0)
ψ′
1,1(0) · · · ψ′

2,1(0) · · · ψ′
2l+1,1(0) · · · ψ′

m,km
(0)

... . . . ... . . . ... . . . ...
ψ

(n−1)
1,1 (0) · · · ψ

(n−1)
2,1 (0) · · · ψ

(n−1)
2l+1,1(0) · · · ψ

(n−1)
m,km

(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
який вiдмiнний вiд нуля, оскiльки розв’язки, з яких вiн утворюється, є лiнiйно неза-
лежними. Звiдси випливає те, що нам потрiбно.

Вправа 3.1. Довести, що елементарними перетвореннями визначники, якi фiгурують
у доведеннi леми 3.5, можна перетворити один в другого. Для спрощення мiркувань
розгляньте випадок n = m, λ1 = µ1 + iν1, λ2 = µ1 − iν1.

З тверджень 3.1 i 3.5 безпосередньо випливає таке твердження.

Теорема 3.2. Якщо коефiцiєнти рiвняння (3.1) — дiйснi i коренi характеристичного
рiвняння (3.4) мають вигляд (3.19), то повний загальний дiйсний розв’язок рiвняння
(3.1) можна записати у виглядi

x = C1,1e
µ1t cos ν1t+ · · ·+ C1,k1t

k1−1eµ1t cos ν1t+ C2,1e
µ1t sin ν1t+ · · ·+

+ C2,k1t
k1−1eµ1t sin ν1t+ · · ·+ Cm,1e

λmt + · · ·+ Cm,kmt
km−1eλmt ≡

≡ (C1,1 + · · ·+ C1,k1t
k1−1)eµ1t cos ν1t+ (C2,1 + · · ·+ C2,k1t

k1−1)eµ1t sin ν1t+ · · ·+
+ (Cm,1 + · · ·+ Cm,kmt

km−1)eλmt,

t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1 , . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ R.

Приклад 3.2. Розв’язати рiвняння:

x(5) + 8x′′′ + 16y′ = 0.

Розв’язання. Шукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

x = eλt, t ∈ R,

де λ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ5 + 8λ3 + 16λ = 0 ⇔ λ(λ2 + 4)2 = 0 ⇔ λ(λ2 − (2i)2)2 = 0 ⇔

(λ− 0)(λ− 2i)2(λ+ 2i)2 = 0.
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Отже, λ1,2 = ±2i — характеристичнi числа кратностi 2, а λ1 = 0 — характеристи-
чне число кратностi 1. Запишемо ФСР даного рiвняння, складену з комплексних
розв’язкiв:

ψ1(t) := e2it = cos 2t+ i sin 2t, ψ2(t) := e−2it = cos 2t− i sin 2t,

ψ3(t) := te2it = t cos 2t+ it sin 2t, ψ4(t) := te−2it = t cos 2t− it sin 2t,

ψ5(t) := 1, t ∈ R.

Трансформуємо пари комплексно спряжених розв’язкiв в пари дiйсних розв’язкiв
даного рiвняння:

ψ̃1(t) := Re{ψ1(t)} = cos 2t, ψ̃2(t) := Im{ψ1(t)} = sin 2t,

ψ̃3(t) := Re{ψ3(t)} = t cos 2t, ψ̃4(t) := Im{ψ3(t)} = t sin 2t, t ∈ R.

Отож, повний загальний дiйсний розв’язок даного рiвняння має вигляд

x = C1 cos 2t+ C2 sin 2t+ C3t cos 2t+ C4t sin 2t+ C5, t ∈ R,

C1, C2, C3, C4, C5 ∈ R —довiльнi сталi.

Лекцiя № 18

3.2. Метод неозначених коефiцiєнтiв знаходження часткових
розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних рiвнянь зi сталими кое-
фiцiєнтами.

3.2.1. Частковий комплексний розв’язок ЛНР. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне
рiвняння (ЛНР) (2.1) зi сталими коефiцiєнтами в полi комплексних чисел, тобто
випадок P = C.

Отож, маємо рiвняння вигляду

x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx = f(t), (3.23)

де t ∈ R — незалежна змiнна, що пробiгає всi дiйснi значення, aj ∈ C, j = 1, n,
f = f1 + if2 ∈ C(R;C), x = u1 + iu2 — невiдома функцiя (f1, f2, u1, u2 — дiйснi
функцiї вiд змiнної t ∈ R, i — уявна одиниця).

Покладемо

Lx := x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx, x ∈ Cn(R;C).

Тодi рiвняння (3.23) можна компактно записати у виглядi

Lx = f. (3.24)

Як випливає iз загальної теорiї лiнiйних рiвнянь (див. §2), повний загальний
розв’язок рiвняння (3.23) має вигляд

x =
◦
x(t, C1, . . . , Cn) +

∗
x(t), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C,
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де x =
◦
x(t, C1, . . . , Cn), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C, — повний загальний розв’язок вiдпо-

вiдного однорiдного рiвняння

x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx = 0 ⇔ Lx = 0, (3.25)

а x =
∗
x(t), t ∈ R, — який-небудь частковий розв’язок рiвняння (3.23).

Спосiб знаходження повного загального розв’язку рiвняння (3.25) було запропо-
новано в пiдпунктi 3.1.1. Якщо ж повний загальний розв’язок однорiдного рiвняння
(3.25) вiдомий, то частковий розв’язок рiвняння (3.23) можна знайти методом варiацiї
сталих. Проте у випадку, коли вiльний член f рiвняння (3.23) є квазiмногочленом,
то частковий розв’язок рiвняння (3.23) шукають простiшим способом — методом
неозначених коефiцiєнтiв. Вiн базується на такому твердженнi.

Теорема 3.3. Нехай в рiвняннi (3.23)

f(t) =
(
b0t

l + b1t
l−1 + · · ·+ bl

)
eµt, t ∈ R, (3.26)

де l ∈ N ∪ {0}, b0, . . . , bl, µ ∈ C.
Тодi рiвняння (3.23) має частковий розв’язок вигляду

x = tk
(
c0t

l + c1t
l−1 + · · ·+ cl

)
eµt ≡

(
c0t

l+k + c1t
l+k−1 + · · ·+ clt

k
)
eµt, t ∈ R, (3.27)

де c0, . . . , cl ∈ C, а k = 0, якщо µ не є характеристичним числом рiвняння (3.25), i
якщо µ є характеристичним числом, то k дорiвнює його кратностi.

Доведення. Припустимо, що µ — корiнь характеристичного рiвняння кратностi k ∈
{1, . . . , n}, i використаємо метод математичної iндукцiї за показником l ∈ N ∪ {0}.
Нехай l = 0. Тодi

f(t) = b0e
µt, t ∈ R, (3.28)

Покажемо, що iснує частковий розв’язок рiвняння (3.24) у виглядi

x = c0t
keµt, t ∈ R, (3.29)

де c0 ∈ C.
Для цього спочатку обчислимо вираз L

(
c0t

keµt
)

з поки що неозначеною сталою
c0. За лемою 3.2 пункту 3.1 маємо

L
(
c0t

keµt
)
= c0L

(
tkeµt

)
= c0e

µt

n∑
j=0

(tk)(j)D(j)(µ)

j!
=

= c0e
µt

[k−1∑
j=0

(tk)(j)D(j)(µ)

j!
+
k!D(k)(µ)

k!
+

n∑
j=k+1

(tk)(j)D(j)(µ)

j!

]
. (3.30)

Оскiльки µ — корiнь рiвняння D(λ) = 0 кратностi k, то

D(µ) = D′(µ) = · · · = D(k−1)(µ) = 0, D(k)(µ) ̸= 0. (3.31)

Очевидно, що
(tk)

(j)
= 0, при j > k + 1. (3.32)

З (3.30)–(3.32) випливає, що

L
(
c0t

keµt
)
= c0e

µtD(k)(µ).
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Звiдси та з (3.24), (3.28) випливає, що, взявши

c0 =
b0

D(k)(µ)
,

матимемо
L
(
c0t

keµt
)
= b0e

µt, t ∈ R,
тобто функцiя (3.29) є розв’язком рiвняння (3.23), коли його вiльний член має вигляд
(3.28).

Тепер припустимо, що l > 0 — яке-небудь натуральне число таке, що для будь-
яких сталих b0,. . . , bl ∈ C можна знайти сталi c0,. . . , cl ∈ C такi, що

L
(
tk(c0t

l + · · ·+ cl)e
µt
)
=
(
b0t

l + · · ·+ bl
)
eµt. (3.33)

Покажемо, що для будь-яких сталих b̃0,. . . , b̃l+1 знайдуться сталi c̃0,. . . , c̃l+1 такi, що

L
(
tk(c̃0t

l+1 + · · ·+ c̃l+1)e
µt
)
=
(̃
b0t

l+1 + · · ·+ b̃l+1

)
eµt, t ∈ R. (3.34)

Маємо

L
(
tk(c̃0t

l+1 + · · ·+ c̃l+1)e
µt
)
=

=L
(
c̃0t

l+k+1eµt
)
+ L

(
tk(c̃1t

l + · · ·+ c̃l+1)e
µt
)
, t ∈ R, (3.35)

де c̃0,. . . , c̃l+1 — якi-небудь сталi.
За лемою 3.2, зважаючи на (3.31), маємо

L
(
c̃0t

l+k+1eµt
)
= c̃0e

µt

[k−1∑
j=0

(tl+k+1)(j) ·D(j)(µ)

j!
+

+
(tl+k+1)(k) ·D(k)(µ)

k!
+

n∑
j=k+1

(tl+k+1)(j) ·D(j)(µ)

j!

]
=

=

[
c̃0
(l + k + 1)(l + k) · · · (l + 2) ·D(k)(µ)

k!
· tl+1 +

+ c̃0

n∑
j=k+1

(tl+k+1)(j) ·D(j)(µ)

j!

]
eµt, t ∈ R. (3.36)

Виберемо значення c̃0 таким, щоби виконувалась рiвнiсть

c̃0
(l + k + 1)(l + k) · · · (l + 2)D(k)(µ)

k!
= b̃0. (3.37)

Отже, з (3.34)–(3.37) випливає, що нам потрiбно довести iснування значень c̃1,. . . ,
c̃l+1 таких, що

L
(
tk(c̃1t

l + · · ·+ c̃l+1)e
µt
)
=
(̂
b1t

l + · · ·+ b̂l+1

)
eµt, (3.38)

де b̂1, . . . , b̂l+1 — сталi, що визначаються тотожнiстю

b̂1t
l + · · ·+ b̂l+1 ≡ b̃1t

l + · · ·+ b̃l+1 −

− c̃0

n∑
j=k+1

(l + k + 1)(l + k) · · · (l + k − j + 2)D(j)(µ)

j!
tl+k−j+1

(ми тут враховуємо, що (tl+k+1)(j) = (l + k + 1)(l + k) · · · (l + k − j + 2)tl+k−j+1 i
l + k − j + 1 6 l при j > k + 1). Але за нашим припущенням такi значення c̃1,. . . ,
c̃l+1 iснують. Отож, на пiдставi принципу математичної iндукцiї робимо висновок,
що твердження теореми є правильним.
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Висновок. Якщо вiльний член f рiвняння (3.23) має вигляд (3.26), то частковий
розв’язок цього рiвняння можна шукати методом неозначених коефiцiєнтiв:

1) Записуємо проект розв’язку рiвняння (3.23) у виглядi (3.27), де c0, . . . , cl — сталi,
значення яких нам потрiбно знайти (неозначенi коефiцiєнти).

2) Пiдставляємо вираз (3.27) у рiвняння (3.23), зводимо подiбнi члени i прирiвнює-
мо коефiцiєнти при виразах вигляду tjeµt (j = 0, k + l) в лiвiй i правiй частинах
отриманої рiвностi. У результатi отримаємо систему лiнiйних алгебричних рiв-
нянь стосовно коефiцiєнтiв c0 , . . . , cl .

3) Розв’язуємо здобуту систему рiвнянь i знайденi значення пiдставляємо у вираз
(3.27). У результатi отримаємо частковий розв’язок рiвняння (3.23).

Область дiї методу неозначених коефiцiєнтiв можна розширити за рахунок такого
твердження.

Лема 3.6 (принцип суперпозицiї). Нехай

f(t) = f1(t) + · · ·+ fs(t), t ∈ R,

де s ∈ N, f1, . . . , fs ∈ C(R;C), а x = φj(t), t ∈ R, j = 1, s, — частковi розв’язки
вiдповiдно рiвнянь

Lx = fj, t ∈ R, j = 1, s.

Тодi функцiя
x = φ1(t) + · · ·+ φs(t), t ∈ R,

є розв’язком рiвняння
Lx = f, t ∈ R.

Доведення. Справдi, легко переконатися, що

L(φ1 + φ2 + · · ·+ φs) = Lφ1 + Lφ2 + · · ·+ Lφs = f1 + f2 + · · ·+ fs.

Зауваження 3.3. Коли вiльний член рiвняння (3.24) є сумою квазiмногочленiв, то це
рiвняння на пiдставi леми 3.6 та теореми 3.3 матиме частковий розв’язок у виглядi
суми квазiмногочленiв.

3.2.2. Частковий дiйсний розв’язок ЛНР (випадок P = R). Розглянемо тепер
випадок, коли коефiцiєнти та вiльний член рiвняння (3.23) – дiйснi i нас цiкавлять
тiльки дiйснi розв’язки .

Спочатку доведемо правильнiсть такого твердження.

Лема 3.7. Нехай коефiцiєнти рiвняння (3.23) — дiйснi, а f = f1 + if2, де f1, f2 —
дiйснi функцiї вiд змiнної t, i — уявна одиниця. Тодi, якщо x = u1 + iu2, де u1, u2 —
дiйснi функцiї вiд змiнної t, — розв’язок рiвняння (3.23), то функцiї

x = u1(t) i x = u2(t), t ∈ R,

є розв’язками вiдповiдно рiвнянь

Lx = f1 та Lx = f2.
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Доведення. Очевидно, що Lx = Lu1 + iLv2. Оскiльки Lu1 + iLu2 = f1 + if2, то з
означення рiвностi двох комплексних чисел випливає, що Lu1 = f1 i Lu2 = f2.

Наслiдок 3.3. Якщо коефiцiєнти рiвняння (3.23) — дiйснi числа, f — дiйсна функ-
цiя, а φ — розв’язок рiвняння (3.23), то функцiя Reφ (Reφ — дiйсна частина φ) є
також розв’язком цього рiвняння.

Основним результатом цього пiдпункту є таке твердження.

Теорема 3.4. Нехай коефiцiєнти рiвняння (3.23) — дiйснi, а його вiльний член має
вигляд

f(t) = eαt
[
(b0t

r + · · ·+ br) cos βt+ (c0t
s + · · ·+ cs) sin βt

]
, (3.39)

де
• r, s ∈ N ∪ {0},
• α, β, b0, . . . , br, c0, . . . , cs ∈ R
(таку функцiю називають дiйсним квазiмногочленом).

Тодi рiвняння (3.23) має частковий розв’язок вигляду

x = tkeαt
[
(d0t

l + · · ·+ dl) cos βt+ (d̃0t
l + · · ·+ d̃l) sin βt

]
, (3.40)

де
• l = max {r, s},
• d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l ∈ R,
• k = 0, якщо число µ = α+ iβ не є характеристичним для рiвняння (3.25), а якщо
µ є характеристичним числом, то k дорiвнює кратностi цього числа.

Доведення. З формули Ейлера маємо

eαt cos βt =
1

2
(eµt + eµ t), eαt sin βt =

1

2i
(eµt − eµ t).

Пiдставивши цi вирази у (3.39), прийдемо до зображення f(t) у виглядi

f(t) = (̃b0t
l + · · ·+ b̃l)e

µt + (c̃0t
l + · · ·+ c̃l)e

µ t,

де l = max {r, s}, b̃0, . . . , b̃l, c̃0, . . . , c̃l ∈ C. Звiдси i теореми 3.3, враховуючи лему 3.6,
отримаємо, що рiвняння (3.23) має частковий розв’язок у виглядi

x = tk
[
(g0t

l + · · ·+ gl)e
µt + (g̃0t

l + · · ·+ g̃l)e
µ t
]
, (3.41)

де g0, . . . , gl, g̃0, . . . , g̃l ∈ C, a k таке ж, як у формулюваннi теореми 3.3.
На пiдставi наслiдку 3.3 i формули Ейлера з (3.41) отримаємо наше твердження.

Зауваження 3.4. Для знаходження часткового розв’язку рiвняння (3.23), коли права
частина має вигляд (3.39), можна використати метод неoзначених коефiцiєнтiв:

1) Записуємо проєкт часткового розв’язку у виглядi (3.40) при умовi, що коефiцi-
єнти d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l поки що неозначенi.

2) Пiдставляємо вираз часткового розв’язку в рiвняння (3.23), проводимо вiдпо-
вiднi спрощення i прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових виразах вигляду
tjeαt cos βt, tjeαt sin βt, j ∈ 0, l, якi знаходяться в рiзних частинах отриманої рiв-
ностi. У результатi отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь стосовно
d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l.

147



3) Здобуту систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь розв’язуємо одним iз способiв,
наприклад, методом Гаусса.

4) Знайденi значення d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l пiдставляємо у (3.40). Це i буде шуканий
частковий розв’язок рiвняння (3.23).

Лекцiя № 19

3.3. Рiвняння Ейлера.

Рiвнянням Ейлера називається лiнiйне диференцiальне рiвняння, яке можна записа-
ти у виглядi

tnx(n) + a1t
n−1x(n−1) + · · ·+ akt

n−kx(n−k) + · · ·+ an−1tx
′ + anx = f(t), (3.42)

де n ∈ N (n > 2), t ∈ R – незалежна змiнна, a1, . . . , an ∈ P, f ∈ C(R;P), x – невiдома
функцiя вiд змiнної t зi значеннями в полi P, P = R або P = C.

При t = 0 коефiцiєнти рiвняння (3.42) при похiдних шуканої функцiї перетво-
рюються в нуль, тобто рiвняння (3.42) вироджується. Це тягне за собою особливо-
стi розв’язкiв даного рiвняння, зокрема, можливу їх розривнiсть або розривнiсть їх
деяких похiдних в точцi t = 0. Тому варто розглянути рiвняння (3.42) окремо на
променях (−∞, 0) i (0, +∞). Оскiльки при замiнi t на −t диференцiальний вираз
в лiвiй частинi рiвняння (3.42) не змiнюється, а промiнь (−∞, 0) переходить в про-
мiнь (0, +∞), то достатньо розглядати рiвняння (3.42) на (0, +∞), що ми надалi й
робитимемо, використавши позначення R+ := (0, +∞).

Перетворимо рiвняння (3.42), зробивши в ньому замiну змiнних

t = eτ , t ∈ R+, τ ∈ R. (3.43)

Нехай
y(τ):=x(t)|t=eτ , τ ∈ R. (3.44)

Оскiльки згiдно з (3.44) маємо

x(t) = y(τ)|t=eτ ,

то за правилом диференцiювання складених функцiй отримаємо

x′(t) = y′(τ) · τ ′t = y′(τ) · 1
t′τ

= y′(τ)e−τ ,

x′′(t) =
(
y′′(τ)e−τ − y′(τ)e−τ

)
· τ ′t =

(
y′′(τ)− y′(τ)

)
e−2τ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x(k)(t) =
(
y(k)(τ) + · · ·

)
e−kτ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x(n)(t) =
(
y(n)(τ) + · · ·

)
e−nτ , τ ∈ R, t ∈ R+.

Пiдставимо отриманi вирази похiдних x, x′, . . . , x(n) в рiвняння (3.42). У результатi
здобуваємо рiвняння

y(n) + b1y
(n−1) + · · ·+ bny = g(τ), (3.45)

де g(τ):=f(eτ ), τ ∈ R.
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Рiвняння (3.45) є лiнiйним диференцiальними рiвнянням зi сталими коефiцiєнта-
ми, якi вивченi в попереднiх двох пунктах. Як вiдомо, повний загальний розв’язок
рiвняння (3.45) є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiв-
няння

y(n) + b1y
(n−1) + · · ·+ bny = 0 (3.46)

та деякого (часткового) розв’язку рiвняння (3.45).
Для знаходження повного загального розв’язку рiвняння (3.45) запишемо вiдпо-

вiдне характеристичне рiвняння

λn + b1λ
n−1 + · · ·+ bn = 0. (3.47)

Тепер окремо розглянемо випадок P = C. Тодi рiвняння (3.47) можна подати у
виглядi

(λ− λ1)
k1 · . . . · (λ− λm)

km = 0,

де λ1, . . . , λm — рiзнi числа (з C), k1 > 1, . . . , km > 1 — цiлi, причому k1+ · · ·+km = n.
Тодi повний загальний комплексний розв’язок рiвняння (3.46) (як випливає з пункту
3.1) має вигляд

y =
(
C1 + · · ·+ Ck1τ

k1−1
)
eλ1τ + · · ·+

(
Cn−km+1 + · · ·+ Cnτ

km−1
)
eλmτ , (3.48)

τ ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C.

Нехай y =
∗
y(τ), τ ∈ R, — (частковий) розв’язок рiвняння (3.45), який може бути

знайдений або методом варiацiї сталих, або, коли g(τ), τ ∈ R, є квазiполiномом,
— методом неозначених коефiцiєнтiв. Тодi, записавши повний загальний розв’язок
рiвняння (3.45) i повертаючись до змiнної t та враховуючи (3.44), отримаємо повний
загальний розв’язок рiвняння (3.42)

x =
(
C1 + · · ·+ Ck1(ln t)

k1−1
)
tλ1 + · · ·+

+
(
Cn−km+1 + · · ·+ Cn(ln t)

km−1
)
tλm +

∗
x(t), (3.49)

t ∈ R+, C1, . . . , Cn ∈ C,

де
∗
x(t):=

∗
y(ln t), t ∈ R+.

Випадок P = R розглядаємо, використовуючи вiдповiднi результати пункту 3.2.

Зауваження 3.5. Зазначимо, що для будь-якої n раз неперервно диференцiйовної
функцiї x = x(t), t ∈ R+, маємо

tnx(n)(t) + a1t
n−1x(n−1)(t) + · · ·+ anx(t)|t=eτ =

= y(n)(τ) + b1y
(n−1)(τ) + · · ·+ bny(τ),

де
x(t)|t=eτ = y(τ), τ ∈ R, t ∈ R+.

Зокрема, для функцiї
x = tλ, t ∈ R+ (λ ∈ C),

яка при вказанiй замiнi змiнних переходить у функцiю

y = eλτ , τ ∈ R,
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маємо [
λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ an

]
tλ
∣∣
t=eτ

=

=
[
λn + b1λ

n−1 + · · ·+ bn
]
eλτ , τ ∈ R, λ ∈ C,

звiдки

λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ an =

= λn + b1λ
n−1 + · · ·+ bn, λ ∈ C,

Отже, коефiцiєнти b1, . . . , bn рiвняння (3.45) отримаємо як вiдповiднi коефiцiєнти
многочлена

λn + b1λ
n−1 + · · ·+ bn,

який отримується зведенням до стандартного (канонiчного) вигляду многочлена

λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ an.

Таким чином, рiвняння (3.47) збiгається з рiвнянням

λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ an = 0. (3.50)

Звiдси випливає такий спосiб зведення рiвняння (3.42) до рiвняння (3.45) i,
фактично, розв’язування рiвняння (3.42):

1) Записуємо рiвняння (3.50) i зводимо многочлен, що знаходиться в лiвiй частинi
цього рiвняння, до стандартного (канонiчного) вигляду. У результатi отримає-
мо рiвняння (3.47). Знаходимо його розв’язки λ1, . . . , λm разом з кратностями
k1, . . . , km.

2) Записуємо рiвняння (3.45), лiва частина якого легко вiдтворюється за рiвнян-
ням (3.47), а права — результат замiни змiнної t на τ .

3) Знаючи характеристичнi числа рiвняння (3.46) та їх кратностi, записуємо пов-
ний загальний розв’язок (3.48) однорiдного рiвняння (3.46), вiдповiдного рiв-
нянню (3.45).

4) Далi шукаємо частковий розв’язок рiвняння (3.45) (методом варiацiї сталих чи,
якщо це можна, методом неозначених коефiцiєнтiв).

5) Записуємо повний загальний розв’язок рiвняння (3.45) i повертаємося до змiнної
t. У результатi отримаємо повний загальний розв’язок рiвняння (3.42).

Приклад 3.3. Розв’язати рiвняння

t2x′′ + tx′ + x = 2t. (3.51)

Розв’язування. Роглянемо це рiвняння на R+. Робимо замiну змiнних

t = eτ , t ∈ R+, τ ∈ R. (3.52)

Рiвняння, яке отримується в результатi такої замiни, знайдемо так. Записуємо хара-
ктеристичне рiвняння заданого рiвняння

λ(λ− 1) + λ+ 1 = 0,
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звiдки
λ2 + 1 = 0, λ1,2 = ±i.

Отже, задане рiвняння вказаною замiною змiнних зведеться до рiвняння

y′′ + y = 2eτ . (3.53)

Загальний дiйсний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

y′′ + y = 0

має вигляд
y = C1 cos τ + C2 sin τ, τ ∈ R, C1, C2 ∈ R. (3.54)

Частковий розв’язок рiвняння (3.53) шукаємо методом неозначених коефiцiєнтiв, тоб-
то у виглядi

y = aeτ , τ ∈ R,

де a ∈ R.
Маємо

y′ = aeτ , y′′ = aeτ .

Пiдставляючи цi вирази в рiвняння (3.53), отримаємо

2aeτ = 2eτ =⇒ a = 1,

i, отже, функцiя
y = eτ , τ ∈ R,

є розв’язком рiвняння (3.53).
Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (3.53) запишеться у виглядi

y = C1 cos τ + C2 sin τ + eτ , τ ∈ R, C1, C2 ∈ R,

звiдки, враховуючи (3.52), маємо

x = C1 cos ln |t|+ C2 sin ln |t|+ t, t ∈ R, C1, C2 ∈ R,

— повний загальний дiйсний розв’язок рiвняння (3.51).

Лекцiя № 20

§4. Лiнiйнi рiвняння з полiномiальними
коефiцiєнтами

4.1. Метод степеневих рядiв

Розглянемо рiвняння
a0(t)x

′′ + a1(t)x
′ + a2(t)x = 0, (4.1)

де t ∈ R — незалежна змiнна, a0, a1, a2 — полiноми (многочлени) вiд змiнної t,
коефiцiєнти яких належать полю P = R ∨ C, причому a0 ̸≡ 0, x — невiдома функцiя
вiд змiнної t зi значеннями в полi P.
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Вiдомий такий факт (див. пункт 2.3 §2 теми 2): коли для деякого t0 ∈ R маємо
a0(t0) ̸= 0, то в точцi t0 будь-який розв’язок рiвняння (4.1) є аналiтичним, тобто
довiльний розв’язок x = φ(t), t ∈ (a, b), рiвняння (4.1) в околi (t0 − δ, t0 + δ) точки t0
можна подати як суму степеневого ряду за степенями (t− t0)

k, k ∈ N ∪ {0}, тобто

x = φ(t) ≡
∞∑
k=0

ck(t− t0)
k, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), (4.2)

де c0, c1, . . . , ck, . . . — елементи поля P, δ > 0 — деяке дiйсне число. Очевидно, що
ряд (4.2) є рядом Тейлора функцiї φ i, зокрема,

ck =
φ(k)(t0)

k!
, k ∈ N ∪ {0}.

На пiдставi сказаного можна запропонувати такий спосiб знаходження загального
розв’язку рiвняння (4.1) в околi точки t0.

1. Записуємо коефiцiєнти рiвняння (4.1) у виглядi полiнома за степенями (t− t0)k,
k ∈ N ∪ {0} (для цього можна використати формулу Тейлора).

2. Записуємо проєкт розв’язку рiвняння (4.1) у виглядi ряду (4.2) з неозначеними
коефiцiєнтами c0, c1, . . . , ck, . . . i пiдставляємо його в рiвняння (4.1) замiсть x.
Пiсля вiдповiдних спрощень та зведення подiбних членiв в лiвiй частинi отри-
маємо ряд за степенями (t − t0)

k, k ∈ N ∪ {0}, коефiцiєнти якого є лiнiйними
комбiнацiями коефiцiєнтiв c0, c1, . . . , ck, . . . ряду (4.2).

Оскiльки сума степеневого ряду тотожньо дорiвнює нулю тодi i лише тодi, ко-
ли його коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то з отриманої рiвностi матимемо не-
скiнченну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь стосовно c0, c1, . . . , ck, . . . . Ця
система, очевидно, має двi вiльнi змiннi. Це можуть бути c0 i c1. Поклавши
c0 = C1, c1 = C2 i виразивши решту коефiцiєнтiв через C1 i C2, знайдемо за-
гальний розв’язок рiвняння (4.1) у виглядi степеневого ряду з коефiцiєнтами,
якi залежать вiд параметрiв C1 i C2.

Описаний вище метод знаходження розв’язкiв рiвняння (4.1) називається мето-
дом степеневих рядiв.

Приклад 4.1. Нехай потрiбно знайти загальний розв’язок рiвняння

x′′ − 2tx = 0

та розв’язок задачi Кошi для цього рiвняння з початковими умовами

x(0) = x0, x′(0) = x1.

Шукаємо розв’язки заданого рiвняння у виглядi степеневого ряду

x =
∞∑
k=0

ckt
k.

Вважаючи, що цей ряд є рiвномiрно i абсолютно збiжним в деякому околi точки 0,
пiдставимо його в рiвняння. У результатi отримаємо рiвнiсть

∞∑
k=2

ckk(k − 1)tk−2 − 2
∞∑
k=0

ckt
k+1 = 0.
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В першому членi зробимо замiну k−2 = m, а в другому замiну k+1 = n. У результатi
отримаємо

∞∑
m=0

cm+2(m+ 2)(m+ 1)tm − 2
∞∑
n=1

cn−1t
n = 0.

Звiдси маємо

2c2 +
∞∑
k=1

[
(k + 1)(k + 2)ck+2 − 2ck−1

]
tk = 0.

Отже, прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях tk, k > 0, до нуля, отримаємо

c2 = 0,

ck+2 =
2ck−1

(k + 1)(k + 2)
, k > 1.

(4.3)

Звiдси випливає, що значення c0 i c1 можна вибирати довiльними, c2 = 0, а зна-
чення решти коефiцiєнтiв знаходяться з рекурентного спiввiдношення (4.3):

c3 =
2c0
2 · 3

; c4 =
2c1
3 · 4

; c5 = 0; c6 =
2c3
5 · 6

=
22c0

2 · 3 · 5 · 6
; c7 =

2c4
6 · 7

=
22c1

3 · 4 · 6 · 7
; · · · .

Отже, маємо

c0 = C1, c1 = C2, c2 = 0,

c3m =
2mC1

m∏
j=1

(3j − 1)(3j)
, c3m+1 =

2mC2
m∏
j=1

(3j)(3j + 1)
, c3m+2 = 0, m > 1,

i, значить, загальний розв’язок заданого рiвняння запишеться у виглядi

x = C1

(
1 +

∞∑
m=1

2mt3m

m∏
j=1

(3j − 1)(3j)

)
+ C2

(
t+

∞∑
m=1

2mt3m+1

m∏
j=1

(3j)(3j + 1)

)
.

Розв’язок заданої задачi Кошi матимемо iз цiєї формули при C1 = x0, C2 = x1. �

4.2. Метод узагальнених степеневих рядiв. Рiвняння Бесселя.

Коли a0(t0) = 0, то розв’язки рiвняння (4.1) можуть не бути аналiтичними в точцi
t0. Це означає, що не завжди можна знайти розв’язок рiвняння (4.1) в околi точки
t0 у виглядi степеневого ряду. В такому випадку, як правило, розв’язки заданого
рiвняння шукають у виглядi узагальненого степеневого ряду

x = (t− t0)
ρ

∞∑
k=0

ck(t− t0)
k, t ∈ (t0 − δ, t0) ∪ (t0, t0 + δ) або t ∈ (t0, t0 + δ),

де ρ — деяке дiйсне число, δ > 0 — якесь додатне число.
Продемонструємо цей спосiб розв’язування лiнiйного рiвняння на прикладi одного

важливого рiвняння — рiвняння Бесселя.
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Рiвнянням Бесселя називають рiвняння вигляду

t2x′′ + tx′ + (t2 − ν2)x = 0, (4.4)

де ν = const > 0, t — незалежна змiнна, що приймає значення в R, x — невiдома
функцiя вiд змiнної t зi значеннями в полi P.

Оскiльки коефiцiєнт рiвняння (4.4) при x′′ в точцi t = 0 перетворюється в нуль,
то його розв’язки можуть мати особливостi при t = 0. Враховуючи це, а також
те, що лiва частина рiвняння (4.4) не змiнюється при замiнi t на −t, приходимо до
висновку, що нам достатньо розглядати це рiвняння на променi (0, +∞). Тому далi
вважатимемо, що t ∈ (0, +∞), i займатимемося знаходженням загального дiйсного
розв’язку заданого рiвняння.

Розв’язки рiвняння (4.4) шукатимемо, враховуючи його вироджуванiсть при t = 0,
у виглядi узагальнених степеневих рядiв

x = tρ
∞∑
k=0

ckt
k ≡

∞∑
k=0

ckt
k+ρ, t ∈ (0,+∞), (4.5)

де ρ ∈ R, ck ∈ R, k ∈ N ∪ {0}.
Припустивши, що такi розв’язки iснують, знайдемо їх явне зображення. Для цього

пiдставимо ряд (4.5) з поки що неозначеними коефiцiєнтами c0, c1, . . . , ck, . . . i пока-
зником ρ у рiвняння (4.4) замiсть x

t2
∞∑
k=0

ck(k + ρ)(k + ρ− 1)tk+ρ−2 + t
∞∑
k=0

ck(k + ρ)tk+ρ−1 + (t2 − ν2)
∞∑
k=0

ckt
k+ρ = 0.

Звiдси маємо
∞∑
k=0

ck
[
(k + ρ)(k + ρ− 1) + (k + ρ)

]
tk+ρ + (t2 − ν2)

∞∑
k=0

ckt
k+ρ = 0. (4.6)

Оскiльки (k + ρ)(k + ρ− 1) + (k + ρ) = (k + ρ)2 i
∞∑
k=0

ckt
k+ρ+2 =

∞∑
m=2

cm−2t
m+ρ ≡

∞∑
k=2

ck−2t
k+ρ

(тут зроблена замiна m = k + 2, k > 0, m > 2), то рiвнiсть (4.6) можемо записати у
виглядi

∞∑
k=0

ck
[
(k + ρ)2 − ν2

]
tk+ρ +

∞∑
k=2

ck−2t
k+ρ = 0. (4.7)

З рiвностi (4.7), прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях tk+ρ, k > 0, отри-
маємо систему рiвнянь

c0
[
ρ2 − ν2

]
= 0,

c1
[
(ρ+ 1)2 − ν2

]
= 0,

ck
[
(ρ+ k)2 − ν2

]
+ ck−2 = 0, k > 2.

 (4.8)

Аналiзуючи систему (4.8), бачимо, що, коли (ρ + k)2 − ν2 ̸= 0 для кожного k ∈
Z+:= {z ∈ Z : z > 0}, то c0 = c1 = · · · = ck = · · · = 0, що нас не влаштовує. Отже, має
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бути (ρ + k)2 − ν2 = 0 хоча б для одного значення k ∈ Z+. Як легко переконатися,
нам досить розглядати випадок, коли

ρ2 − ν2 = 0,

бо випадок, коли
(ρ+ k)2 − ν2 = 0 для деякого k ∈ N,

дає той самий результат.
Отoж, маємо

ρ = ±ν. (4.9)

Спочатку розглянемо випадок
ρ = ν > 0.

Очевидно, що

(ν + k)2 − ν2 = k2 + 2kν = k(k + 2ν) > 0, k > 2.

Тодi легко бачити, що

c0 — довiльне, c1 = 0, ck = − ck−2

k(k + 2ν)
, k > 2. (4.10)

Звiдси, зокрема, випливає, що

c2m−1 = 0 для всiх m ∈ N, (4.11)

i
c2m ̸= 0 для всiх m ∈ N, якщо c0 ̸= 0. (4.12)

Далi будемо вважати, що c0 ̸= 0 i знайдемо для кожного m ∈ N вираз c2m через c0. З
(4.10) маємо

c2m = − c2m−2

22m(m+ ν)
, m ∈ N.

Звiдси

c2 = − c0
22 · 1 · (ν + 1)

, c4 = − c2
22 · 2 · (ν + 2)

=
c0

24 · 1 · 2 · (ν + 1)(ν + 2)
,

c6 = − c4
24 · 3 · (ν + 3)

= − c0
26 · 3! · (ν + 1)(ν + 2)(ν + 3)

.

Отoж, можна висунути гiпотезу, що

c2m =
(−1)mc0

22mm!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν +m)
, m ∈ N. (4.13)

Цю гiпотезу легко обґрунтувати методом математичної iндукцiї.
Спростимо одержаний вираз c2m, m ∈ N, вибравши вiдповiдним чином c0 i скори-

ставшись властивостями Γ-функцiї.
Але спершу нагадаємо означення Γ-функцiї та її властивостi. Як вiдомо, Γ-

функцiя задається за правилом

Γ(α) =

∫ +∞

0

e−ssα−1 ds, α > 0.
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За допомогою формули iнтегрування частинами легко переконатися у справедливостi
рiвностi

Γ(α+ 1) = αΓ(α), α > 0. (4.14)

Довизначимо Γ iз збереженням властивостi (4.14). Це робиться так. З (4.14) маємо

Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
, α > 0. (4.15)

Покладемо

Γ(α):=
Γ(α+ 1)

α
, α ∈ (−1; 0).

Тодi

Γ(α):=
Γ(α + 1)

α
≡ Γ(α + 2)

α(α + 1)
, α ∈ (−2;−1).

Продовжуючи робити аналогiчно, одержимо значення Γ(α) для будь-яких вiд’ємних
нецiлих значень α i при цьому для них будемо мати рiвнiсть (4.14). Стосовно цiлих
недодатнiх значень α зауважимо таке. Оскiльки рiвнiсть (4.15) виконується для будь-
яких α ∈ (−1; 0) ∪ (0; 1), то lim

α→0
Γ(α) = ∞. Отже, можемо вважати, що Γ(0) = ∞.

Звiдси на пiдставi (4.15) робимо висновок, що природно покласти Γ(α) = ∞, якщо
α ∈ Z_ = {z ∈ Z : z 6 0}.

Таким чином, значення Γ(α) є визначеними для всiх α ∈ R, причому Γ(α) = ∞,
якщо α — цiле недодатнe число, i виконується рiвнiсть (4.14) для всiх α ∈ R (для
цiлих недодатнiх α ця рiвнiсть є формальною).

З рiвностi (4.14), зокрема, випливає, що

Γ(m+ 1) = mΓ(m) = m(m− 1)Γ(m− 1) = · · · = m(m− 1) · · · 2 · 1 · Γ(1) = m!, (4.16)

Γ(ν +m+ 1) = (ν +m)Γ(ν +m) = (ν +m)(ν +m− 1)Γ(ν +m− 1) = · · · = (4.17)
= (ν +m)(ν +m− 1) · · · (ν + 1)Γ(ν + 1).

Поклавши у (4.13)

c0 =
1

2νΓ(ν + 1)

та врахувавши (4.16) i (4.17), отримаємо

c2m =
(−1)m

22m+νΓ(m+ 1)Γ(ν +m+ 1)
, m ∈ N. (4.18)

З (4.5) на пiдставi (4.12), (4.18), згадуючи, що ρ = ν, отримаємо функцiю

x = Jν(t):=
∞∑
m=0

(−1)m

Γ(ν +m+ 1)Γ(m+ 1)

( t
2

)2m+ν

, t ∈ (0,+∞). (4.19)

Зi сказаного вище випливає, що функцiя x = Jν(t), t ∈ (0,+∞) є розв’язком рiвняння
(4.4).

Тепер розглянемо випадок, коли

ρ = −ν i ν — не цiле.
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Мiркуючи аналогiчно, як в попередньому випадку, приходимо до висновку, що фун-
кцiя

x = J−ν(t):=
∞∑
m=0

(−1)m

Γ(−ν +m+ 1)Γ(m+ 1)

( t
2

)2m−ν
, t ∈ (0,+∞), (4.20)

теж є розв’язком рiвняння (4.4).
Функцiї Jν та J−ν , визначенi формулами (4.19) i (4.20), коли ν — не цiле, є лiнiйно

незалежними. Це видно хоча б з того, що lim
t→0+

Jν(t) = 0, lim
t→0+

J−ν(t) = ∞. Перша з
них називається функцiєю Бесселя ν-го порядку першого роду, а друга — функцiєю
Бесселя ν-го порядку другого роду.

Отже, коли ν — не цiле, то загальний розв’язок рiвняння (4.4) при t ∈ (0,+∞)
має вигляд

x = C1Jν(t) + C2J−ν(t), t ∈ (0,+∞), C1, C2 — довiльнi сталi. (4.21)

Тепер розглянемо випадок, коли

ν = n, де n ∈ Z+.

Тодi (див. (4.19)) функцiя

x = Jn(t) :=
∞∑
m=0

(−1)m

Γ(n+m+ 1)Γ(m+ 1)

( t
2

)2m+n

, t ∈ (0,+∞), (4.22)

— розв’язок рiвняння (4.4).
Знайдемо вираз J−n(·). Спочатку зауважимо, що Γ(−n+m+ 1) = ∞, коли −n+

m+ 1 6 0, тобто m 6 n− 1. Тодi з (4.20) формально отримаємо функцiю

J−n(t) :=
∞∑
m=n

(−1)m
( t
2

)2m−n

Γ(−n+m+ 1)Γ(m+ 1)
, t ∈ (0,+∞). (4.23)

Вираз (4.23) функцiї J−n(·) також можна легко отримати безпосередньо iз системи
(4.8) при ν = n i ρ = −n.

Зробимо в рядi (4.23) замiну k = m − n (m = k + n) i порiвняємо з виразом Jn в
на (4.22). У результатi отримаємо

J−n(t) =
∞∑
k=0

(−1)k+n
( t
2

)2k+n
Γ(k + 1)Γ(k + n+ 1)

≡ (−1)nJn(t), t ∈ (0,+∞). (4.24)

Отoж, функцiї Jn та J−n є лiнiйно залежними. Iнших розв’язкiв рiвняння (4.4)
у виглядi узагальнених степеневих рядiв вигляду (4.5) немає. Тому при ν = n, де
n ∈ Z+, другий розв’язок, крiм Jn, рiвняння (4.4) визначаємо так.

Спочатку зауважимо, що для ν ∈ (n− 1;n) ∪ (n;n+ 1) функцiя

x = Yν(t):=
Jν(t) cos νπ − J−ν(t)

sin νπ
, t ∈ (0,+∞),

є розв’язком рiвняння (4.4) (як лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв цього рiвняння; до речi,
функцiя Yν є лiнiйно незалежною з функцiєю Jν). Тепер залишається показати, що
iснує границя

Yn(t) = lim
ν→n

Yν(t), t ∈ (0,+∞), (4.25)
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i функцiя x = Yn(t), t ∈ (0,+∞), є розв’язком заданого рiвняння при ν = n.
Для знаходження границi (4.25) використовується правило Лопiталя (невизначе-

нiсть типу 0
0
). У результатi вiдповiдних перетворень отримаємо

Yn(t) =
2

π
Jn(t) ln

t

2
− 1

π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!

k!

( t
2

)−n+2k

− (4.26)

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!
·

(
Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)
+

Γ′(k + n+ 1)

Γ(k + n+ 1)

)( t
2

)n+2k

, t ∈ (0,+∞).

З виразу Yn видно, що функцiї Jn та Yn є лiнiйно незалежними (на це вказує, зокрема,
наявнiсть виразу ln t

2
).

Доведення правильностi рiвностi (4.26) та того, що функцiя Yn є розв’язком рiв-
няння (4.4) при ν = n, технiчно досить складне та громiздке i тут його не будемо
наводити.

Функцiя Yν називається функцiєю Вебера ν-го порядку.
Зi сказаного вище випливає, що загальний розв’язок рiвняння (4.4) можна запи-

сати у виглядi

x = C1Jν(t) + C2Yν(t), t ∈ (0,+∞), C1, C2 — довiльнi сталi,

де Jν , Yν — функцiї вiдповiдно Бесселя та Вебера ν-го порядку.
Зауваження 4.1. Сiм’я функцiй Бесселя Jρ, ρ ∈ R, володiє, зокрема, такими власти-
востями:

1◦. J ′
ρ(t) = −ρ

t
Jρ(t) + Jρ−1(t), t ∈ (0,+∞);

2◦. J ′
ρ(t) =

ρ

t
Jρ(t)− Jρ+1(t), t ∈ (0,+∞);

3◦. Jρ+1(t) =
2ρ

t
Jρ(t)− Jρ−1(t), t ∈ (0,+∞).

Доводяться цi властивостi безпосередньо, виходячи iз зображення функцiй Jρ,
ρ ∈ R, у виглядi сум вiдповiдних рядiв. Покажемо це на прикладi доведення власти-
востi 1◦.

Оскiльки Γ(ρ+m+ 1) = (ρ+m)Γ(ρ+m), то з (4.19),(4.20),(4.22) i (4.23) маємо

d

dt

(
tρJρ(t)

)
=

∞∑
m=0

(−1)m · 2(m+ ρ)t2m+2ρ−1

22m+ρΓ(ρ+m+ 1)Γ(m+ 1)
=

= tρ
∞∑
m=0

(−1)m
( t
2

)2m+(ρ−1)

Γ((ρ− 1) +m+ 1)Γ(m+ 1)
= tρJρ−1(t), t ∈ (0,+∞).

Звiдси здобуваємо рiвнiсть

tρJ ′
ρ(t) + ρtρ−1Jρ(t) = tρJρ−1(t), t ∈ (0,+∞),

пiсля дiлення якої на tρ отримуємо 1◦.
Властивiсть 2◦ виводиться з рiвностi

d

dt

(
t−ρJρ(t)

)
= −t−ρJρ+1(t), t ∈ (0,+∞),
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яка перевiряється безпосередньо. Важливим для практики наслiдком властивостi 2◦
є рiвнiсть

J ′
0(t) = −J1(t), t ∈ (0,+∞),

а властивостi 1◦ — (
tJ1(t)

)′
= tJ0(t), t ∈ (0,+∞).

Вiдмiтимо, що

J0(t) = 1− t2

22
+

t4

22 · 42
− t6

22 · 42 · 62
+ · · · ,

J1(t) =
t

2

(
1− t2

2 · 4
+

t4

2 · 42 · 6
− t6

2 · 42 · 62 · 8
+ · · ·

)
, t ∈ (0,+∞).

Зауважимо, що рекурентне спiввiдношення 3◦ дає можливiсть знайти значення
Jν+1(t), знаючи значення Jν−1(t) i Jν(t) при t ∈ (0,+∞).

Також, враховуючи, що Γ
(
1
2

)
=

√
π, i використовуючи ряди Тейлора для функцiй

sin t та cos t, можна показати, що

J1/2(t) =

√
2

πt
sin t, J−1/2(t) =

√
2

πt
cos t, t ∈ (0,+∞).

Коментар
Велика кiлькiсть найрiзноманiтнiших задач, що стосуються практично всiх най-

важливiших роздiлiв математичної фiзики та покликаних вiдповiсти на актуальнi
технiчнi питання, пов’язана iз застосуванням функцiй Бесселя. Функцiї Бесселя ши-
роко використовуються при розв’язуваннi задач акустики, радiофiзики, гiдродина-
мiки, атомної та ядерної фiзики. Численнi застосування функцiй Бесселя до теорiї
теплопровiдностi та теорiї пружностi (задачi про коливання пластинок, задачi теорiї
оболонок, задачi визначення концентрацiї напруги поблизу трiщин). Така популяр-
нiсть функцiй Бесселя пояснюється тим, що розв’язування задач для рiвнянь мате-
матичної фiзики, що мiстять оператор Лапласа в цилiндричних координатах, класи-
чним методом Фур’є призводить до рiвняння Бесселя, що служить для визначення
цих функцiй.

Функцiї Бесселя названi на iм’я нiмецького астронома Фрiдрiха Бесселя, який у
роботi 1824 року, вивчаючи рух планет навколо сонця, вивiв рекурентнi спiввiдноше-
ння для функцiй Бесселя Jν , отримав для цiлих ν iнтегральне подання функцiї Jν
, довiв наявнiсть незлiченного множини нулiв функцiї J0 i склав першi таблицi для
функцiй J0, J1 та J2.

Однак вперше одна з функцiй Бесселя, а саме J0, була розглянута ще в 1732 роцi
Данилом Бернуллi у роботi, присвяченiй дослiдженню коливань важких ланцюгiв.
Д. Бернуллi знайшов зображення функцiї J0 у виглядi степеневого ряду i зауважив
(без доведення), що рiвняння J0(x) = 0 має нескiнченну множину дiйсних коренiв.
Наступною роботою, в якiй зустрiчаються функцiї Бесселя, була робота Леонарда
Ейлера (1738 рiк), присвячена вивченню коливань круглої мембрани. У цiй роботi Л.
Ейлер знайшов для цiлих значень ν вираз функцiї Бесселя Jν у виглядi степеневого
ряду, а в подальших роботах поширив це зображення на випадок довiльних значень
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ν. Крiм того, Л. Ейлер довiв, що для ν , що дорiвнює цiлiй кiлькостi з половиною,
функцiї Jν виражаються через елементарнi функцiї. Вiн помiтив (без доказу), що за
дiйсних ν функцiї Jν мають безлiч дiйсних нулiв i дав iнтегральне зображення Jν .
Деякi дослiдники вважають, що основнi результати, пов’язанi з функцiями Бесселя
та їх застосуваннями в математичнiй фiзицi, пов’язанi з iм’ям Л. Ейлера.

Лекцiя № 21

§5. Крайовi задачi для лiнiйних рiвнянь другого
порядку.

5.1. Формулювання крайової задачi для лiнiйного рiвняння
другого порядку, єдинiсть її розв’язку.

Нехай a i b — дiйснi числа, a < b, а P — поле дiйсних (P = R) або комплексних
(P = C) чисел. Розглянемо рiвняння

a0(t)x
′′ + a1(t)x

′ + a2(t)x = f(t), t ∈ (a, b). (5.1)

Припускаємо, що функцiї a0, a1, a2, f належать простору C
(
[a, b];P

)
i a0(t) ̸= 0

∀t ∈ [a, b]. З результатiв §2 випливає, що довiльний розв’язок рiвняння (5.1), який не
визначений на (a, b), можна продовжити так, що його продовження буде визначеним
на (a, b). Виявляється, що при наших припущеннях на коефiцiєнти i вiльний член
рiвняння (5.1) будь-який його розв’язок (визначений на (a, b)), можна довизначити
в точках a i b за неперервнiстю. Точнiше, правильним є таке твердження.

Лема 5.1. Якщо x = φ(t), t ∈ (a, b), — розв’язок рiвняння (5.1), то є визначеною
функцiя x = φ̃(t), t ∈ [a, b], за правилом: φ̃(t) = φ(t), коли t ∈ (a, b), та φ̃(a) =
lim
t→a+0

φ(t), φ̃(b) = lim
t→b−0

φ(t), причому φ̃ ∈ C2
(
[a, b]

)
i при пiдстановцi цiєї функцiї в

рiвняння (5.1) замiсть x отримаємо тотожнiсть на [a, b].

Доведення. Продовжимо коефiцiєнти i вiльний член рiвняння (5.1) за межi вiдрiзка
[a, b] так, щоб вони були неперервними на деякому iнтервалi (a1, b1), який мiстить
вiдрiзок [a, b] i продовження коефiцiєнта a0 нiде не перетворювалося б в нуль. Це,
очевидно, можна зробити. Нехай â0, â1, â2, f̂ , — вказанi продовження коефiцiєнтiв i
вiльного члена рiвняння (5.1) на iнтервал (a1, b1), на якому вони визначенi i неперерв-
нi (â0(t) ̸= 0 ∀t ∈ (a1, b1)). Оскiльки будь-який розв’язок рiвняння (5.1) є розв’язком
рiвняння

â0(t)x
′′ + â1(t)x

′ + â2(t)x = f̂(t), t ∈ (a1, b1), (5.1∗)

i довiльний розв’язок рiвняння (5.1∗) можна продовжити так, що отримане продовже-
ння буде визначеним на (a1, b1), то, очевидно, наше твердження є справедливим.

Виходячи зi сказаного, далi будемо завжди в цьому параграфi пiд розв’язком
рiвняння (5.1) розумiти функцiю x = φ(t), t ∈ [a, b], з простору φ ∈ C2

(
[a, b]

)
, яка

при її пiдстановцi в рiвняння (5.1) перетворює його в тотожнiсть.
З тих же самих мiркувань, що наведенi вище, випливає такий факт: якщо x1 та

x2 — довiльнi лiнiйно незалежнi розв’язки вiдповiдного однорiдного рiвняння

a0(t)x
′′ + a1(t)x

′ + a2(t)x = 0, t ∈ (a, b), (5.10)
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а ∗
x – розв’язок рiвняння (5.1), то повний загальний розв’язок рiвняння (5.1) має

вигляд
x = C1x1(t) + C2x2(t) +

∗
x(t), t ∈ [a, b], C1, C2 ∈ P.

Перейдемо до розгляду крайових задач для рiвняння (5.1).
Регулярною крайовою задачею для рiвняння (5.1) називають задачу на знаходже-

ння розв’язку цього рiвняння, який задовольняє такi крайовi умови{
α1x

′(a) + β1x(a) = γ1, (5.21)

α2x
′(b) + β2x(b) = γ2, (5.22)

(5.2)

де α1, α2, β1, β2, γ1, γ2 ∈ P, |α1|+ |β1| > 0, |α2|+ |β2| > 0.
Далi сформульовану задачу коротко називатимемо задачею (5.1) – (5.2).

Зауваження 5.1. Якщо в умовi (5.21) α1 = 0, β1 ̸= 0, то ця умова називається першою
крайовою умовою або крайовою умовою першого роду, коли ж α1 ̸= 0, β1 = 0, то —
другою крайовою умовою або крайовою умовою другого роду, а якщо α1 ̸= 0, β1 ̸= 0,
то — третьою крайовою умовою або крайовою умовою третього роду. Аналогiчно
класифiкують крайовi умови вигляду (5.22).

Якщо в умовах (5.2) маємо γ1 = 0, γ2 = 0, тобто цi умови мають вигляд

α1x
′(a) + β1x(a) = 0, (5.20,1)

α2x
′(b) + β2x(b) = 0, (5.20,2)

}
(5.20)

то вони називаються однорiдними, а в протилежному випадку — неоднорiдними.

Зауваження 5.2. Вiдмiтимо, що коли крайовi умови є неоднорiдними, то вiдповiдною
замiною залежної змiнної в задачi (5.1) – (5.2) можна здобути задачу, аналогiчну до
задачi (5.1) – (5.2), але з однорiдними крайовими умовами.

Справдi, нехай γ1 ̸= 0 або γ2 ̸= 0. Виберемо яку-небудь функцiю w ∈ C2
(
[a, b]

)
,

що задовольняє умови (5.2). Цю функцiю можна, наприклад, шукати у виглядi ква-
дратичної функцiї

w(t) = pt2 + qt+ r,

де p, q, i r — сталi з вiдповiдними значеннями, тобто розв’язки системи лiнiйних
алгебричних рiвнянь {

α1(2ap+ q) + β1(pa
2 + qa+ r) = γ1,

α2(2bp+ q) + β2(pb
2 + qb+ r) = γ2.

Маючи функцiю w, робимо в задачi (5.1)–(5.2) замiну змiнних

x = y + w(t), t ∈ [a, b] .

Легко бачити, що в результатi отримаємо задачу{
a0(t)y

′′ + a1(t)y
′ + a2(t)y = f̃(t), t ∈ (a, b),

α1y
′(a) + β1y(a) = 0, α2y

′(b) + β2y(b) = 0,

де f̃(t) := f(t)− a0(t)w
′′(t)− a1(t)w

′(t)− a2(t)w(t), t ∈ [a, b].
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Отож, звiдси випливає, що нам достатньо розглядати тiльки тi крайовi задачi
для рiвняння (5.1), в яких крайовi умови є однорiдними. Тому далi будемо вивчати
задачу (5.1), (5.20).

Легко переконатися, що коли f(t) = 0, t ∈ [a, b], тобто рiвняння (5.1) має вигляд
(5.10), то задана задача (задача (5.10), (5.20)) має нульовий розв’язок (x = 0, t ∈ [a, b]).

Означення 5.1. Скажемо, що задача (5.1), (5.20) задовольняє умову (T), якщо вiд-
повiдна їй однорiдна задача (5.10), (5.20) має тiльки нульовий розв’язок.

Лема 5.2. Правильнi такi два твердження:
1◦. Якщо задача (5.1), (5.20) задовольняє умову (T), то вона має не бiльше одного
розв’язку.
2◦. Якщо задача (5.1), (5.20) не задовольняє умову (T), то вона або не має розв’язку,
або має безлiч розв’язкiв.

Доведення. Спочатку доведемо твердження 1◦. Якщо задача (5.1), (5.20) не має
розв’язку, то дане твердження правильне. Припустимо, що дана задача має i не
один розв’язок. Нехай x = φ1(t), t ∈ [a, b], i x = φ2(t), t ∈ [a, b], — якi-небудь (рi-
знi) розв’язки задачi (5.1), (5.20). Пiдставимо їх по черзi в рiвняння (5.1) та крайо-
вi умови (5.20) i вiдповiдно вiднiмемо отриманi рiвностi. У результатi для рiзницi
φ(t) := φ1(t) − φ2(t), t ∈ [a, b], отримаємо рiвностi, з яких безпосередньо випливає,
що функцiя x = φ(t), t ∈ [a, b], є розв’язком однорiдної крайової задачi (5.10), (5.20).
Звiдси та умови (Т) випливає, що φ(t) = 0 для всiх t ∈ [a, b], тобто φ1(t) = φ2(t) для
всiх t ∈ [a, b], а це протирiчить нашому припущенню. Отож, твердження 1◦ доведено.

Тепер доведемо твердження 2◦. Якщо задача (5.1), (5.20) не має розв’язку, то дане
твердження правильне. Припустимо, що дана задача має хоча б один розв’язок. По-
значимо через x = φ(t), t ∈ [a, b], один з можливих розв’язкiв нашої задачi. Оскiльки
не виконується умова (T), то iснує хоча б один ненульовий розв’язок задачi (5.10)–
(5.20). Нехай x = ψ(t), t ∈ [a, b], — ненульовий розв’язок задачi (5.10)–(5.20). Легко
переконатися, що функцiя x = Cψ(t), t ∈ [a, b], де C — яка-небудь стала (C), теж є
розв’язком задачi (5.10)–(5.20). Безпосередньо можна перевiрити, що сiм’я функцiй
x = φ(t) + Cψ(t), t ∈ [a, b], C ∈ P, володiє властивiстю: для кожного конкретного
значення C функцiя iз вказаної сiм’ї є розв’язком задачi (5.1), (5.20), тобто задача
(5.1), (5.20) має безлiч розв’язкiв. Отож, твердження 2◦ є правильним.

5.2. Iснування розв’язку крайової задачi для лiнiйного рiвнян-
ня другого порядку. Функцiя Грiна.

Розглянемо питання про iснування розв’язку задачi (5.1), (5.20) та його зображення.

Теорема 5.1. Якщо задача (5.1), (5.20) задовольняє умову (T), то вона має розв’язок
i тiльки один.

Доведення. Iдея методу доведення iснування розв’язку задачi (5.1), (5.20) та його
єдиностi полягає в його побудовi, використовуючи повний загальний розв’язок рiвня-
ння (5.1). При цьому фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (5.10) вибирається
вiдповiдною крайовим умовам.

Нехай x = x1(t), t ∈ [a, b], — ненульовий розв’язок (однорiдного) рiвняння (5.10),
що задовольняє умову (5.20,1), а x = x2(t), t ∈ [a, b], — ненульовий розв’язок цьо-
го ж рiвняння, що задовольняє умову (5.20,2). Цi розв’язки є лiнiйно незалежними.
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Справдi, якщо б це було не так, то iснувала б стала C ̸= 0 така, що

x1(t) = Cx2(t), t ∈ [a, b].

А це означає, що, наприклад, функцiя x = x1(t), t ∈ [a, b], є розв’язком задачi
(5.10),(5.20). Отже, в цьому випадку не виконується умова (T), що протирiчить на-
шому припущенню.

Отже, функцiї x1 та x2 утворюють ФСР(5.10), тобто повний загальний розв’язок
рiвняння (5.10) має вигляд

x = C1x1(t) + C2x2(t), t ∈ [a, b], C1, C2 ∈ P.

Знайдемо (частковий) розв’язок рiвняння (5.1) методом варiацiї сталих, тобто пiдби-
раючи функцiї ψ1, ψ2 ∈ C2

(
[a, b]

)
так, щоб функцiя

x = ψ1(t)x1(t) + ψ2(t)x2(t), t ∈ [a, b],

була розв’язком рiвняння (5.1). Як вiдомо з §2 функцiї ψ1, ψ2 шукаються iз системи(
x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

)(
ψ′
1(t)

ψ′
2(t)

)
=

(
0
f(t)
a0(t)

)
, t ∈ [a, b]. (5.3)

Розглядаючи спiввiдношення (5.3) як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, знахо-
димо

ψ′
1(t) = − x2(t)f(t)

a0(t)W (t)
, ψ′

2(t) =
x1(t)f(t)

a0(t)W (t)
, t ∈ [a, b],

звiдки

ψ1(t) = −
t∫

t0

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds, ψ2(t) =

t∫
t0

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds, t ∈ [a, b], (5.4)

де t0 ∈ [a, b] — яке-небудь фiксоване число.
Отож, функцiя

x =
(
C1 + ψ1(t)

)
x1(t) +

(
C2 + ψ2(t)

)
x2(t), t ∈ [a, b], C1, C2 ∈ P, (5.5)

де ψ1, ψ2 визначенi спiввiдношеннями (5.4), є повним загальним розв’язком рiвняння
(5.1).

Виберемо значення C1 i C2 такими, щоби функцiя вигляду (5.5) при цих значеннях
змiнних C1 i C2 задовольняла умови (5.20).

Пiдставимо вираз (5.5) в умову (5.20,1), врахувавши, що

x′ = ψ′
1(t)x1(t) +

(
C1 + ψ1(t)

)
x′1(t) + ψ′

2(t)x2(t) +
(
C2 + ψ2(t)

)
x′2(t), t ∈ [a, b]. (5.6)

У результатi отримаємо рiвнiсть

α1

[
ψ′
1(a)x1(a) +

(
C1 + ψ1(a)

)
x′1(a) + ψ′

2(a)x2(a) +
(
C2 + ψ2(a)

)
x′2(a)

]
+

+ β1

[(
C1 + ψ1(a)

)
x1(a) +

(
C2 + ψ2(a)

)
x2(a)

]
= 0.

(5.7)
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Оскiльки
ψ′
1(a)x1(a) + ψ′

2(a)x2(a) = −x2(a)x1(a)
a0(a)W (a)

+
x1(a)x2(a)

a0(a)W (a)
= 0

i
α1x

′
1(a) + β1x1(a) = 0,

то з (5.7) маємо (
C2 + ψ2(a)

)(
α1x

′
2(a) + β1x2(a)

)
= 0. (5.8)

Так як виконується умова (T), то другий множник лiвої частини рiвностi (5.8) не
дорiвнює нулю, а отже, мусить бути

C2 + ψ2(a) = 0,

тобто
C2 = −ψ2(a). (5.9)

Аналогiчно, пiдставивши вираз (5.5) в умову (5.20,2), отримаємо

C1 = −ψ1(b). (5.10)

З (5.4), (5.9), (5.10) маємо

C1 =

b∫
t0

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds, C2 = −

a∫
t0

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds.

Звiдси та з (5.5) здобудемо розв’язок задачi (5.1), (5.20)

x =

[ b∫
t0

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds−

t∫
t0

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

]
x1(t) +

+

[
−

a∫
t0

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds+

t∫
t0

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

]
x2(t) ≡

≡ x1(t)

[ b∫
t

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

]
+ x2(t)

[ t∫
a

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

]
, t ∈ [a, b]. (5.11)

Iз самої побудови розв’язку заданої задачi видно, що вiн єдиний.

Дамо таке

Означення 5.2. Функцiю

G(t, s) =


x1(t)x2(s)

a0(s)W (s)
, a 6 t 6 s,

x1(s)x2(t)

a0(s)W (s)
, s 6 t 6 b,

де x1, x2 — розв’язки рiвняння (5.10), якi задовольняють вiдповiдно умови (5.20,1) та
(5.20,2), називають функцiєю Грiна задачi (5.1), (5.20).
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Наслiдок 5.1. Якщо задача (5.1), (5.20) задовольняє умову (T), то її єдиний розв’я-
зок можна записати у виглядi

x(t) =

b∫
a

G(t, s)f(s) ds, t ∈ [a, b], (5.12)

де G(t, s), (t, s) ∈ [a, b]× [a, b], — функцiя Грiна задачi (5.1), (5.20).

Доведення. Легко бачити, що

b∫
a

G(t, s)f(s) ds =

t∫
a

G(t, s)f(s) ds+

b∫
t

G(t, s)f(s) ds =

= x2(t)

[ t∫
a

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

]
+ x1(t)

[ b∫
t

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

]
, t ∈ [a, b].

Звiдси та з (5.11) i (5.12) отримаємо потрiбне твердження.

Зауваження 5.3. Функцiя Грiна G(t, s), (t, s) ∈ [a, b]× [a, b], задовольняє умови

1) функцiя G є неперервною на [a, b]× [a, b];

2) ∀s ∈ (a, b) функцiя t → G(t, s), t ∈ [a, b], задовольняє рiвняння (5.10) на про-
мiжках (a, s) i (s, b);

3) ∀s ∈ (a, b) функцiя t→ G(t, s), t ∈ [a, b], задовольняє умови (5.20);

4) ∀s ∈ (a, b) : G′
t(s+ 0, s)−G′

t(s− 0, s) =
1

a0(s)
.

Справдi, виконання умов 1)–3) перевiряється безпосередньо. Покажемо справе-
дливiсть умови 4).

Для t > s маємо

G(t, s) =
x1(s)x2(t)

a0(s)W (s)
,

а для t < s —

G(t, s) =
x1(t)x2(s)

a0(s)W (s)

Отже, для s ∈ (a, b) отримаємо

G′
t(s+ 0, s)−G′

t(s− 0, s) = lim
t→s+0

G′
t(t, s)− lim

t→s−0
G′
t(t, s) =

=
x1(s)x

′
2(s)

a0(s)W (s)
− x′1(s)x2(s)

a0(s)W (s)
=

1

a0(s)
.

Можна переконатися, що умови 1)–4) однозначно визначають функцiю Грiна G(t, s),
(t, s) ∈ [a, b]× [a, b], задачi (5.1),(5.20).
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Приклад 5.1. Знайти розв’язок крайової задачi

x′′ + x = f(t), t ∈ [0, π], (5.13)
x(0) = 0, x′(π) = 0. (5.14)

Розв’язування. Спочатку перевiримо виконання умови (T ). Для цього розглянемо
вiдповiдне однорiдне рiвняння

x′′ + x = 0. (5.15)

Його загальний розв’язок має вигляд

x = C1 sin t+ C2 cos t, t ∈ [0, π], C1, C2 ∈ R. (5.16)

Пiдставимо отриманий вираз в першу i другу крайовi умови

x(0) = C2 = 0, (5.17)
x′(π) = −C1 = 0. (5.18)

Отже, вiдповiдна однорiдна крайова задача має тiльки нульовий розв’язок, тобто
умова (T) виконується.

Знайдемо (частковий) розв’язок рiвняння (5.15), що задовольняє першу з крайо-
вих умов. Для цього пiдставляємо вираз повного загального розв’язку (5.16) в першу
умову. Тодi отримаємо рiвнiсть (5.17), з якої видно, що нам потрiбно покласти у ви-
разi загального розв’язку C2 = 0, а значення C1 можна взяти будь-яке вiдмiнне вiд
нуля, наприклад, C1 = 1. Отoж, функцiя x = x1(t), де

x1(t) = sin t, t ∈ [0; π],

є шуканим розв’язком рiвняння (5.15).
Тепер аналогiчно шукаємо розв’язок рiвняння (5.15), який задовольняє другу з

крайових умов (5.14). Пiдставивши вираз (5.16) у другу крайову умову, отримаємо
(5.18). Звiдси випливає, що C1 = 0, а C2 — будь-яке вiдмiнне вiд нуля. Взявши C2 = 1,
iз зображення загального розв’язку (5.16) отримаємо x = x2(t), де

x2(t) = cos t, t ∈ [0; π],

— другий шуканий розв’язок.
Маємо

W (t) =

∣∣∣∣ x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ sin t cos t
cos t − sin t

∣∣∣∣ = −1.

Отож, зi сказаного вище випливає таке зображення функцiї Грiна

G(t, s) =

{
− sin t · cos s, 0 6 t 6 s,

− sin s · cos t, s 6 t 6 π,

а значить, розв’язок задачi (5.13),(5.14) має зображення

x(t) =

π∫
0

G(t, s)f(s) ds ≡
( t∫

0

sin s · f(s) ds
)
cos t+

( π∫
t

cos s · f(s) ds
)
sin t, t ∈ [0, π].

�
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Лекцiя № 22

§6. Нормальнi лiнiйнi системи зi сталими коефiцiєнта-
ми

6.1. Повний загальний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєн-
тами

6.1.1. Повний загальний комплексний розв’язок НЛОС

Розглянемо НЛОС у випадку, коли P = C i коефiцiєнти — сталi, тобто систему

x′ = Ax, (6.1)

де A :=

a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann

 ∈Mn(C) (n ≥ 2 – натуральне), x :=

x1...
xn

 ∈ C1(R;Cn) – не-

вiдома функцiя вiд незалежної змiнної t. Як випливає iз загальної теорiї нормальних
лiнiйних систем, викладеної в §1, будь-який розв’язок даної системи можна продов-
жити на всю числову вiсь R, а тому розглядаємо тiльки тi розв’язки цiєї системи,
якi визначенi на R.

На пiдставi твердження теореми 1.7 повний загальний розв’язок системи (6.1) має
вигляд

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C,

де φ1, . . . , φn — фундаментальна система розв’язкiв системи (6.1) (коротко, ФСР
(6.1)), тобто яка-небудь система з n (часткових) лiнiйно незалежних розв’язкiв си-
стеми (6.1).

Для знаходження ФСР (6.1) нам будуть потрiбнi деякi факти з теорiї матриць.
Нагадаємо їх. Нехай A ∈Mn(C) — яка-небудь матриця. Число λ називається власним
значенням матрицi A, якщо iснує ненульовий вектор v ∈ Cn такий, що виконується
рiвнiсть

Av = λv. (6.2)

Згаданий вектор v називається власним вектором, який вiдповiдає власному зна-
ченню λ. Вiдшукання власних значень i власних векторiв матрицi A зводиться (як
випливає з (6.2)) до знаходження таких значень λ, за яких система лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь (

A− λI
)
v = 0 (6.3)

має ненульовi розв’язки (тут i далi I — одинична матриця, 0 — нульовий вектор). Це
означає, що власнi значення матрицi A є розв’язками рiвняння

det
(
A− λI

)
= 0,

тобто ∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ · · · a1n

... . . . ...
an1 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (6.4)
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Рiвняння (6.4) можна записати у виглядi

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0,

яке згiдно з основною теоремою алгебри можна переписати так:

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)

km = 0, (6.5)

де 1 6 m 6 n, λ1, . . . , λm — рiзнi (загалом, комплекснi) числа, k1 > 1, . . . , km > 1 —
натуральнi, k1 + · · · + km = n. Числа λ1, . . . , λm є власними значеннями матрицi A i
тiльки вони. Значення k1, . . . , km називають алгебраїчними кратностями вiдповiдних
власних значень.

Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} власному значенню λj вiдповiдає власний пiдпростiр
B(λj), який складається з власних векторiв, вiдповiдних цьому власному значенню,
та нульового вектора. Розмiрнiсть цього власного пiдпростору B(λj) позначимо че-
рез lj. Значення lj називається геометричною кратнiстю власного значення λj i, як
вiдомо, 1 6 lj 6 kj. Фактично, число lj — це максимальна кiлькiсть лiнiйно незале-
жних власних векторiв, якi вiдповiдають власному значенню λj. Значення lj можна
визначити як кiлькiсть вiльних змiнних у системi (6.3).

Далi всюди вважатимемо, що для матрицi A системи (6.1) рiвняння (6.4) можна
записати у виглядi (6.5), λ1, . . . , λm — власнi значення матрицi A, а k1, . . . , km та
l1, . . . , lm — вiдповiдно, алгебраїчнi та геометричнi кратностi цих власних значень.

Лема 6.1. Функцiя вигляду
x = veλt, t ∈ R, (6.6)

де v ∈ Cn i v ̸= 0, λ ∈ C, є (частковим) розв’язком системи (6.1) тодi i тiльки
тодi, коли λ — власне значення матрицi A, а v — вiдповiдний йому власний вектор.

Доведення. Пiдставивши вираз (6.6) в (6.1) та врахувавши, що x′ = λv∗eλt, отримаємо
рiвнiсть

λveλt = Aveλt, t ∈ R.

Оскiльки eλt ̸= 0 для будь-якого t ∈ R, то звiдси випливає, що λ i v обов’язково
повиннi задовольняти рiвнiсть Av = λv, тобто λ — власне значення матрицi A, а
v — власний вектор, який вiдповiдає цьому значенню. Отож, наше твердження є
правильним.

Вправа 6.1. Доведiть, що у випадку l1 = k1, . . . , lm = km повний загальний розв’язок
рiвняння (6.1) має вигляд

x = [C1,1v
1,1 + · · ·+ C1,k1v

1,k1 ]eλ1t + · · ·+ [Cm,1v
m,1 + · · ·+ Cm,kmv

m,km ]eλmt,

t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1 , . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C, (6.7)

де для кожного j ∈ {1, . . . ,m} vj,1, . . . , vj,kj — лiнiйно незалежнi власнi вектори, якi
вiдповiдають власному значенню λj.

Введемо ще деякi потрiбнi поняття. Векторну функцiю

p(t) :=


p1(t)
p2(t)

...
pn(t)

 , t ∈ R,
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компонентами якої є многочлени, назвемо векторним многочленом, а найбiльший з
степенiв компонент — степенем векторного многочлена. Векторним (комплексним)
квазiмногочленом називають векторну функцiю вигляду x = p(t) eµt, t ∈ R, де p
— векторний многочлен, а µ — комплексне число. Число µ називають показником
квазiмногочлена.

Тепер повернемося до питання про вигляд повного загального розв’язку системи
(6.1) у загальному випадку.

Теорема 6.1. Нехай λ1, . . . , λm — всi власнi значення матрицi A, а k1, . . . , km та
l1, . . . , lm — вiдповiдно, алгебраїчнi та геометричнi кратностi цих власних значень
(1 6 m 6 n). Тодi повний загальний розв’язок системи (6.1) можна записати у
виглядi

x = [C1,1p
1,1(t) + · · ·+ C1,k1p

1,k1(t)]eλ1t + · · ·+ [Cm,1p
m,1(t) + · · ·+ Cm,kmp

m,km(t)]eλmt,

t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1 , . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C, (6.8)

де для кожного j ∈ {1, . . . ,m} функцiї pj,1, . . . , pj,kj є лiнiйно незалежними вектор-
ними многочленами степеня 6 kj − lj, причому, якщо kj − lj = 0, то pj,1(t) =
vj,1, . . . , pj,kj(t) = vj,kj для всiх t ∈ R, де vj,1 . . . , vj,kj — лiнiйно незалежнi власнi
вектори, якi вiдповiдають власному значенню λj.

Доведення. З лiнiйної алгебри випливає, що для матрицi A знайдеться невироджена
матриця H (detH ̸= 0) така, що матриця J def

= H−1AH має жорданову форму, тобто

J =



J1,1
. . . 0

J1,l1

0
. . .

Jj,s
. . .

Jm,lm


, (6.9)

де для кожного j ∈ {1, · · · ,m} та s ∈ {1, · · · , lj} жорданiв блок Jj,s є або Jj,s = (λj)
– одноелементна матриця, або

Jj,s =


λj 1 · · · 0
... . . . . . . ...
... . . . . . . 1
0 · · · · · · λj


— жорданова клiтка, яка вiдповiдає власному значенню λj. Позначимо через µj,s
— розмiрнiсть блоку Jj,s, j = 1,m, s = 1, lj. Вiдомо, що µj,1 + · · · + µj,lj = kj для
кожного j ∈ N. Легко переконатися, що максимальна розмiрнiсть жорданової клiтки,
що вiдповiдає власному значенню λj, не перевищує числа kj − lj + 1, тобто

max
16s6lj

µj,s 6 kj − lj + 1, j = 1,m.

Зробимо в системi (6.1) замiну змiнних

x = Hy. (6.10)
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Тодi отримаємо Hy′ = AHy, звiдки випливає y′ = H−1AH. Отож, для нової шуканої
векторної функцiї y маємо систему

y′ = Jy. (6.11)

Введемо ще такi позначення:

k0 := 0, µj,0 := 0, rj,s := k0 + · · ·+ kj−1 + µj,0 + · · ·+ µj,s−1,

yj,s :=

yrj,s+1
...

yrj,s+1

 , j = 1,m, s = 1, lj.

Тодi

y =


y1,1
y1,2
...

ym,lm


i на пiдставi (6.9) легко бачимо, що система (6.11) розпадається на систему l :=
l1 + · · ·+ lm незалежних мiж собою пiдсистем

y′j,s = Jj,syj,s, j = 1,m, s = 1, lj. (6.12)

Цi пiдсистеми однотипнi i досить розв’язати одну iз них, щоби зрозумiти як ви-
глядатиме розв’язок цiлої системи. Розв’яжемо, наприклад, першу з цих пiдсистем,
прийнявши µ := µ1,1.

Отож, маємо систему рiвнянь
y′1 = λ1y1 + y2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′µ−1 = λ1yµ−1 + yµ,

y′µ = λ1yµ.

(6.13)

Перенесемо першi члени правих частин рiвнянь системи (6.13) в лiвi частини i до-
множимо кожне рiвняння на e−λ1t. Звiдси, використовуючи рiвнiсть

y′je
−λ1t − λ1yje

−λ1t = (yje
−λ1t)′, j = 1, µ,

отримаємо систему рiвнянь 
y′1,∗ = y2,∗,

. . . . . . . . . . . .
y′µ−1,∗ = yµ,∗,

y′µ,∗ = 0,

(6.14)

де тут маємо
yj,∗(t) := yj(t)e

−λ1t, t ∈ R, j = 1, µ. (6.15)
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Розв’яжемо систему (6.14), починаючи з µ-го рiвняння:

yµ,∗ = C1,µ,

yµ−1,∗ = C1,µt+ C1,µ−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y1,∗ = C1,µ
tµ−1

(µ− 1)!
+ C1,µ−1

tµ−2

(µ− 2)!
+ · · ·+ C1,1.

Звiдси, враховуючи позначення (6.15), одержимо

y1 =
(
C1,1 + C1,2t+ · · ·+ C1,µ

tµ−1

(µ− 1)!

)
eλ1t,

y2 =
(
C1,2 + · · ·+ C1,µ

tµ−2

(µ− 2)!

)
eλ1t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yµ = C1,µe

λ1t,

тобто

y1,1 =

C1,1


1
0
...
0

+ C1,2


t
1
...
0

+ C1,µ


tµ−1

(µ−1)!
tµ−2

(µ−2)!
...
1


 eλ1t,

t ∈ R, C1,1, . . . , C1µ ∈ C.

Розв’язуючи аналогiчно iншi пiдсистеми системи (6.12), одержимо

yj,s =

Cj,µj,0+···+µj,s−1+1


1
0
...
0

 + · · ·+ Cj,µj,0+···+µj,s−1+µj,s


tµj,s−1

(µj,s−1)!

tµj,s−2

(µj,s−2)!
...
1


 eλjt,

j = 1,m, s = 1, lj.

Отож, повний загальний розв’язок системи (6.11) можемо записати у виглядi

y =


C1,1



1
0
...
0
0
...
0


+ C1,2



t
1
...
0
0
...
0


+ · · ·+ C1,µ1,1



tµ1,1−1

(µ1,1−1)!
tµ1,1−2

(µ1,1−2)!
...
1
0
...
0


+ · · ·


eλ1t + · · · ≡
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≡
[
C1,1q

1,1(t) + · · ·+ C1,k1q
1,k1(t)

]
eλ1t + · · ·+

+
[
Cm,1q

m,1(t) + · · ·+ Cm,kmq
m,km(t)

]
eλmt, (6.16)

t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1 , . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C,

де для кожного j ∈ {1, · · · ,m} та k ∈ {1, · · · , kj} функцiя qj,k — векторний многочлен
степеня 6 kj − lj.

Очевидно, що функцiї

x = qj,k(t)eλjt, t ∈ R, j = 1,m, k = 1, kj, (6.17)

є частковими розв’язками системи (6.11). Легко бачити, що вектори q1,1(0), . . . , qm,km(0)
утворюють стандартну базу в Cn, а отже, — лiнiйно незалежнi. Це на пiдставi леми
1.3 доводить, що система розв’язкiв (6.17) є ФСР (6.11).

Приймемо
pj,k := Hqj,k, j = 1,m, k = 1, kj.

Тодi, врахувавши сказане про систему функцiй (6.17) i спiввiдношення (6.10), отри-
маємо, що функцiї

x = pj,k(t)eλjt, t ∈ R, j = 1,m, k = 1, kj, (6.18)

є (частковими) лiнiйно незалежними розв’язками системи (6.1). Отож, цей набiр фун-
кцiй є ФСР (6.1). Зауважимо, що на пiдставi леми 6.1 для тих значень j ∈ {1, . . . ,m},
для яких kj = lj, значення векторних многочленiв pj,k (k = 1, kj) нульового степеня є
рiвними власним векторам, якi вiдповiдають власному значенню λj.

Позначимо

(a1, . . . , ak)⊤ =

a
1

...
ak


— вектор-стовпчик, складений з векторiв a1, . . . , ak з Cn (що є фактично вектор-
стовпчиком з простору Ckn), де k ∈ N.

Наслiдок 6.1. Повний загальний розв’язок системи (6.1) можна записати у ви-
глядi

x =
m∑
j=1

[ kj∑
l=1

Cj,l

(kj−lj∑
s=0

aj,s,ltkj−lj−s
)]
eλjt ≡

≡
m∑
j=1

[kj−lj∑
s=0

( kj∑
l=1

Cj,la
j,s,l
)
tkj−lj−s

]
eλjt ≡

≡ [a1,0tk1−l1 + · · ·+ a1,k1−l1 ]eλ1t + · · ·+

+ [am,0tkm−lm + · · ·+ am,km−lm ]eλmt, (6.19)
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t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1 , . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C,

де для кожного j ∈ {1, . . . ,m}

(aj,0,l, . . . , aj,kj−lj ,l)⊤ ≡
((
aj,0,l1 , . . . , aj,0,ln

)⊤
, . . .

. . . ,
(
a
j,kj−lj ,l
1 , . . . , a

j,kj−lj ,l
n

)⊤)⊤

∈ Cn(kj−lj+1), l = 1, kj,

— база (будь-яка) в просторi розв’язкiв системи

(A− λjI)a
j,0 = 0,

(A− λjI)a
j,1 = (kj − lj)a

j,0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λjI)a

j,s = (kj − lj − s+ 1)aj,s−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λjI)a

j,kj−lj = aj,kj−lj−1,

, (6.20)

Cj,1, . . . , Cj,kj — довiльнi сталi, a

(aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ =

 kj∑
l=1

Cj,la
j,0,l, . . . ,

kj∑
l=1

Cj,la
j,kj−lj ,l

⊤

≡

≡

aj,0,11 Cj,1 + · · ·+ a
j,0,kj
1 Cj,kj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aj,0,1n Cj,1 + · · ·+ a

j,0,kj
n Cj,kj

 , . . . ,

aj,kj−lj ,11 Cj,1 + · · ·+ a
j,kj−lj ,kj
1 Cj,kj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a
j,kj−lj ,1
n Cj,1 + · · ·+ a

j,kj−lj ,kj
n Cj,kj

⊤

≡ (6.21)

= Cj,1(a
j,0,1, . . . , aj,kj−lj ,1)⊤ + · · ·+ Cj,kj(a

j,0,kj , . . . , aj,kj−lj ,kj)⊤

— загальний розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних однорiдних рiвнянь (6.20)(якщо
lj = kj, то aj,0 — загальний власний вектор матрицi A для власного значення λj).

Доведення. Використаємо твердження теореми 6.1 i введенi там позначення. Споча-
тку для кожного j ∈ {1, . . . ,m} векторнi многочлени pj,l, l = 1, kj, степенi яких, як
вiдомо, не перевищують числа kj − lj, запишемо у виглядi

pj,l(t) =

kj−lj∑
s=0

aj,s,ltkj−lj−s, t ∈ (−∞,+∞), l = 1, kj,

де aj,s,l, s = 0, kj − lj, l = 1, kj , — сталi вектори з Cn. Тодi згiдно з твердженням
теореми 6.1 повний загальний розв’язок системи (6.1) можемо записати у виглядi
(6.19), де для кожних j ∈ {1, . . . ,m}, s ∈ {0, . . . , kj − lj} вектори

aj,s:=

kj∑
l=1

Cj, la
j,s,l
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— лiнiйнi комбiнацiї векторiв aj,s,l ∈ Cn, коефiцiєнтами яких є довiльнi сталi Cj,l, l =
1, kj .

Залишається довести, що для кожного j ∈ {1, . . . ,m} система векторiв

(aj,0,l, . . . , aj,kj−lj ,l)⊤, l = 1, kj,

— (довiльна) база в просторi розв’язкiв cистеми (6.20), а (aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ — загаль-
ний розв’язок системи (6.20).

Насамперед зауважимо, що для довiльних j ∈ {1, . . . ,m} та l ∈ {1, . . . , kj} вектор-
на функцiя

x = (aj,0,l tkj−lj + · · ·+ aj,kj−lj ,l) eλjt, t ∈ R, (6.22)

яку отримуємо з (6.19) при Cj,l = 1 i Ck,s = 0, якщо k ̸= j або s ̸= l, є розв’яз-
ком системи (6.1). Пiдставивши функцiю (6.22) у систему (6.1) замiсть x, отримаємо
рiвнiсть[

(kj − lj)a
j,0,ltkj−lj−1 + · · ·+ aj,kj−lj−1,l

]
eλjt + λj

[
aj,0,ltkj−lj + · · ·+ aj,kj−lj ,l

]
eλjt =

=
[
(Aaj,0,l)tkj−lj + · · ·+ (Aaj,kj−lj ,l)

]
eλjt, t ∈ R.

Пiсля дiлення на eλjt i зведення подiбних членiв одержимо рiвнiсть двох векторних
многочленiв, а це означає, що коефiцiєнти при однакових степенях tk в лiвiй i правiй
частинах цiєї рiвностi — рiвнi. Звiдси легко випливає, що вектор

(aj,0,l, . . . , aj,kj−lj ,l)⊤ ∈ Cn(kj−lj+1)

— розв’язок системи (6.20).
Тепер виберемо i зафiксуємо яке-небудь число j з множини {1, . . . ,m}. Спочатку

покажемо таке: якщо вектор

(aj,0,∗, . . . , aj,kj−lj ,∗)⊤ ∈ Cn(kj−lj+1) (6.23)

є розв’язком системи (6.20), то векторна функцiя

x = (aj,0,∗ tkj−lj + · · ·+ aj,kj−lj ,∗) eλjt, t ∈ R, (6.24)

є розв’язком системи (6.1). Справдi, пiдставивши функцiю (6.24) у лiву та праву ча-
стини системи (6.1) замiсть x i врахувавши рiвностi, якi одержують з рiвнянь системи
(6.20), коли туди пiдставити її розв’язок (6.23), отримаємо тотожнiсть. Правильним
є i обернене твердження, що легко перевiряється пiдстановкою функцiї (6.24) у си-
стему (6.1) i (пiсля скорочення на eλjt та зведення подiбних членiв) прирiвнюванням
коефiцiєнтiв при однакових степенях tk, 0 ≤ k ≤ kj − lj, в лiвiй та правiй частинах
отриманої тотожностi.

Нехай маємо систему розв’язкiв

x = (ãj,0,l tkj−lj + · · ·+ ãj,kj−lj ,l) eλjt, t ∈ R, l = 1, r, (6.25)

системи (6.1) i розглянемо вiдповiдну їй систему векторiв

(ãj,0,l, . . . , ãj,kj−lj ,l)⊤ ∈ Cn(kj−lj+1), l = 1, r, (6.26)

якi, як ми вже знаємо, є розв’язками системи рiвнянь (6.20). Легко переконатися, що
системи векторних функцiй (6.25) i векторiв (6.26) є одночасно лiнiйно залежними
або незалежними.
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Тепер розглянемо систему векторних функцiй

x = (aj,0,l tkj−lj + · · ·+ aj,kj−lj ,l) eλjt, t ∈ R, l = 1, kj, (6.27)

яку отримуємо з (6.19) при вiдповiдних значеннях Cr,s, r = 1,m, s = 1, kr , наприклад,
для кожного заданого l прийнявши Cj,l = 1 i Cr,s = 0, якщо r ̸= j або s ̸= l. Оскiльки
цi функцiї є лiнiйно незалежними розв’язками системи (6.1) (це випливає з доведення
теореми 6.1), то вiдповiдна їй система векторiв

(aj,0,l, . . . , aj,kj−lj ,l)⊤, l = 1, kj, (6.28)

є лiнiйно незалежною системою розв’язкiв cистеми (6.20). Покажемо, що який-небудь
розв’язок (d0, . . . , dkj−lj)⊤ системи (6.20) можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї
векторiв системи (6.28). Справдi, оскiльки функцiя x = (d0tkj−lj+· · ·+dkj−lj) eλjt, t ∈
R, є розв’язком системи (6.1), то на пiдставi зображення (6.19) повного загального
розв’язку системи (6.1) одержуємо тотожнiсть

[d0tkj−lj + · · ·+ dkj−lj ]eλjt =
[
ã1,0tk1−l1 + · · ·+ ã1,k1−l1

]
eλ1t +

+
[
ãj,0tkj−lj + · · ·+ ãj,kj−lj

]
eλjt + · · ·+ (6.29)

+
[
ãm,0tkm−lm + · · ·+ ãm,km−lm

]
eλmt, t ∈ R,

де ãl,s — значення al,s при вiдповiдних значеннях C1,1, . . . , Cm,km .
З (6.29) на пiдставi леми 1.1 отримаємо рiвностi

d0 = ãj,0, . . . , dkj−lj = ãj,kj−lj , ãr,s = 0,

коли r ∈ {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . ,m}, s ∈ {0, . . . , kr − lr}. Звiдси випливає те, що
нам треба. Отож, ми, зокрема, показали, що простiр розв’язкiв системи (6.20) є kj
вимiрним, система векторiв (6.28) утворює базу в цьому просторi i лiнiйнi функцiї
aj,0, . . . , aj,kj−lj вiд довiльних сталих Cj,1, . . . , Cj,kj є загальним розв’язком системи
(6.20).

Тепер покажемо, що для кожного j ∈ {1, . . . ,m} систему векторiв (6.28), якi
фiгурують у зображеннi (6.19) повного загального розв’язку системи (6.1), можна
вибрати довiльно, аби тiльки вона утворювала базу в просторi розв’язкiв системи
(6.20). Справдi, нехай для кожного j ∈ {1, . . . ,m} система векторiв (6.28) є довiльною
базою в просторi розв’язкiв системи (6.20). Розглянемо систему векторних функцiй

x =
(kj−lj∑
s=0

aj,s,ltkj−lj−s
)
eλjt, t ∈ R, j = 1,m, l = 1, kj.

Вони є розв’язками системи (6.1) i, як легко переконатися, опираючись на лему 1.1,
лiнiйно незалежними векторними функцiями, тобто утворюють фундаментальну си-
стему розв’язкiв рiвняння (6.1). Отож, повний загальний розв’язок системи (6.1) має
вигляд (6.19) з урахуванням (6.21).

Зауваження 6.1. Як випливає з доведення теореми 6.1, коли lj < kj для деякого
j ∈ {1, ...,m}, то степенi векторних многочленiв pj,l (l = 1, kj) не перевищують числа
kj − lj, але не обов’язково йому дорiвнюють. Отож, може бути, що перших кiлька
компонент розв’язкiв системи (6.20) дорiвнюють нулю.
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Зауваження 6.2. Якщо для деякого j∈{1, . . . ,m} маємо kj−lj = 0, то aj,0 = Cj,1v
j,1+

· · · + Cj,kjv
j,kj , де {vj,1, . . . , vj,kj} — база власного пiдпростору B(λj) для власного

значення λj. Очевидно, що aj,0 є загальним розв’язком системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь

(A− λjI)v = 0, (6.30)

ненульовi частковi розв’язки якої, очевидно, є власними векторами, якi вiдповiдають
власному значенню λj.

Означення 6.1. Загальним власним вектором (з.в.в.), вiдповiдним власному зна-
ченню λj, називаємо загальний розв’язок системи (6.30).

Означення 6.2. Функцiї

x =
[
a1,0tk1−l1 + a1,1tk1−l1−1 + · · ·+ a1,k1−l1

]
eλ1t, . . . ,

x =
[
am,0tkm−lm + am,1tkm−lm−1 + · · ·+ am,km−lm

]
eλmt, t ∈ R,

назвемо (див.(6.19)) неповними загальними розв’язками, якi вiдповiдають власним
значенням, вiдповiдно, λ1, . . . , λm.

Отож, згiдно з (6.19) повний загальний розв’язок системи (6.1) можна подати у
виглядi суми неповних загальних розв’язкiв, якi вiдповiдають власним значенням
λ1, . . . , λm матрицi A.

Враховуючи сказане, можна запропонувати такий спосiб розв’язування нор-
мальних лiнiйних однорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами.

1. Виписуємо матрицю A системи (6.1) та характеристичне рiвняння (6.4).
Розв’язуємо рiвняння (6.4). Нехай λ1, . . . , λm (m ≤ n) — рiзнi його коренi (тоб-
то власнi значення матрицi A), а k1, . . . , km — їхнi (вiдповiднi) кратностi
(тобто алгебраїчнi кратностi власних значень).

2. Шукаємо для кожного власного значення вiдповiдний йому неповний загальний
розв’язок.

Як це робити покажемо на прикладi власного значення λ1 (з алгебраїчною
кратнiстю k1). Спочатку запишемо систему рiвнянь для знаходження власних
векторiв, вiдповiдних власному значенню λ1:

(A− λ1I)v = 0.

Знайдемо загальний розв’язок цiєї системи, тобто загальний власний вектор,
вiдповiдний власному значенню λ1:

v =

 b11 τ1 + · · ·+ bl11 τl1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
b1n τ1 + · · ·+ bl1n τl1

 ≡

b11. .
b1n

 τ1 + · · ·+

bl11. .
bl1n

 τl1 , τ1, . . . , τl1 ∈ C,

(6.31)
де l1 ∈ N – геометрична кратнiсть власного значення λ1, а bsl , l = 1, n, s = 1, l1 ,
— деякi сталi.

Як вiдомо, 1 6 l1 6 k1. Можливi два випадки: 1) l1 = k1; 2) l1 < k1.

У першому випадку (l1 = k1) приймемо в (6.31)

τ1 = C1, . . . , τk1 = Ck1
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i, ввiвши позначення

a0 :=

 b11C1 + · · ·+ bk11 Ck1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b1nC1 + · · ·+ bk1n Ck1

 , (6.32)

запишемо
x = a0eλ1t, t ∈ R, (6.33)

— неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ1.

У другому випадку, тобто коли l1 < k1, записуємо проект неповного загального
розв’язку, вiдповiдного власному значенню λ1, у виглядi

x =(a0tk1−l1 + a1tk1−l1−1 + · · ·+ ak1−l1) eλ1t, t ∈ R, (6.34)

де as =

a
s
1
...
asn

 , s = 0, k1 − l1, — вектори з неозначеними компонентами, значе-

ння яких шукають за умови, що векторна функцiя, задана формулою (6.34), є
розв’язком системи (6.1).

Пiдставляючи вираз (6.34) замiсть x в систему (6.1), отримаємо

λ1(a
0tk1−l1 + a1tk1−l1−1 + · · ·+ ak1−l1)eλ1t +

+ ((k1 − l1)a
0tk1−l1−1 + (k1 − l1 − 1)a1tk1−l1−2 + · · ·+

+ ak1−l1−1)eλ1t = ((Aa0)tk1−l1 + (Aa1)tk1−l1−1 + · · ·+

+ Aak1−l1)eλ1t.

Звiдси, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях t, одержимо
tk1−l1 : Aa0 = λ1a

0;

tk1−l1−1 : Aa1 = λ1a
1 + (k1 − l1)a

0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t0 : Aak1−l1 = λ1a

k1−l1 + ak1−l1−1,

звiдки, пiсля простих перетворень, отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вигляду (6.20) при j = 1, а точнiше

(A− λ1I)a
0 = 0;

(A− λ1I)a
1 = (k1 − l1)a

0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λ1I)a

k1−l1 = ak1−l1−1.

(6.35)

Розв’язуємо цю систему, починаючи з першого векторного рiвняння. Його за-
гальний розв’язок a0 уже знайдено у виглядi (6.31). Пiдставляючи його вираз у
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друге рiвняння системи (6.35), знайдемо a1. Можливо, що для розв’язностi дру-
гої системи треба накласти певнi зв’язки мiж параметрами τ1, . . . , τl1 . Далi ро-
бимо аналогiчно. Як випливає з наслiдку 6.1, компоненти векторiв a0, . . . , ak1−l1
виражаються через k1 параметрiв, якi позначаємо через C1, . . . , Ck1 . Знайде-
нi вирази a0, . . . , ak1−l1 пiдставляємо в (6.34). В результатi одержимо неповний
загальний розв’язок, який вiдповiдає власному значенню λ1.

3. Записуємо загальний розв’язок системи (6.1) як суму неповних загальних
розв’язкiв, якi вiдповiдають власним значенням λ1, . . . , λm.

6.1.2. Повний загальний дiйсний розв’язок НЛОС

Розглянемо НЛОС у випадку, коли P = R i коефiцiєнти є сталими, тобто систему
(6.1), коли елементи матрицi A — дiйснi i нас цiкавлять дiйснi розв’язки цiєї систе-
ми. Пiд дiйсним розв’язком системи (6.1) розумiтимемо його розв’язок, який набуває
дiйсних значень. Oзначення повного загального дiйсного розв’язку даємо аналогiчно
як повного загального комплексного розв’язку.

На пiдставi теореми 1.7 маємо таке твердження.

Наслiдок 6.2. Нехай x = φ1(t), . . . , x = φn(t), t ∈ R, — дiйснi лiнiйно незалежнi
розв’язки системи (6.1), коефiцiєнти якої є дiйснi сталi. Тодi її повний загальний
дiйсний розв’язок має вигляд

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ R.

З наслiдкiв 6.1 i 6.2 випливає таке твердження.

Наслiдок 6.3. Нехай елементи матрицi A та її власнi значення — дiйснi. Тодi
повний загальний дiйсний розв’язок системи (6.1) має вигляд

x = [a1,0tk1−l1 + · · ·+ a1,k1−l1 ]eλ1t + · · ·+ [am,0tkm−lm + · · ·+ am,km−lm ]eλmt, t ∈ R,

де для кожного j ∈ {1, . . . ,m} (aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ — загальний дiйсний розв’язок сис-
теми (6.20), зокрема, якщо lj = kj, то aj,0 — загальний дiйсний власний вектор,
вiдповiдний власному значенню λj.

Тепер розглянемо випадок, коли елементи матрицi A — дiйснi, а серед її власних
значень є комплекснi. Спочатку доведемо таке твердження.

Лема 6.2. Нехай елементи матрицi A системи (6.1) — дiйснi i x = u(t)+ iv(t), t ∈
R, — розв’язок системи (6.1), де u, v — дiйснi функцiї, i — уявна одиниця. Тодi
функцiї x = u(t), t ∈ R, та x = v(t), t ∈ R, — теж розв’язки системи (6.1) (тобто
дiйсна та уявна частини комплексного розв’язку теж є розв’язками цiєї системи).

Доведення. Пiдставимо вираз u(t) + iv(t) у (6.1) замiсть x. У результатi отримаємо
рiвнiсть

u′(t) + iv′(t) = Au(t) + iAv(t), t ∈ R.

Звiдси та умови рiвностi двох комплексних чисел одержимо

u′(t) = Au(t), v′(t) = Av(t), t ∈ R.
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Зауважимо таке: коли матриця A — дiйсна i деяке її власне значення — ком-
плексне (коли кажемо, що число є комплексним, то маємо на увазi, що його уявна
частина вiдмiнна вiд нуля), то, як випливає з системи (6.4), iснує власне значення,
яке є комплексно спряженим iз заданим. З лiнiйної алгебри вiдомо, що алгебричнi
та геометричнi кратностi комплексно спряжених власних значень дiйсної матрицi
(вiдповiдно) збiгаються.

Лема 6.3. Нехай коефiцiєнти системи (6.1) — дiйснi, а λ1 i λ2 — комплексно спря-
женi власнi значення матрицi A, алгебрична кратнiсть яких — k1, а геометрична
— l1. Тодi суму неповних загальних розв’язкiв системи (6.1), якi вiдповiдають λ1
та λ2, можна записати у виглядi

x = C1,1 Re (p
1,1(t)eλ1t) + · · ·+ C1,k1 Re (p

1,k1(t)eλ1t) +

+ C2,1 Im (p1,1(t)eλ1t) + · · ·+ C2,k1 Im (p1,k1(t)eλ1t), t ∈ R, (6.36)

де p1,l(t) =
k1−l1∑
s=0

a1,s,ltk1−l1−s , l = 1, k1 , а (a1,0,l, . . . , a1,k1−l1,l)⊤, l = 1, k1 , — база в

просторi розв’язкiв системи (6.20), причому функцiї

x = Re (p1,1(t)eλ1t), . . . , x = Re (p1,k1(t)eλ1t),

x = Im (p1,1(t)eλ1t), . . . , x = Im (p1,k1(t)eλ1t), t ∈ R,

лiнiйно незалежнi дiйснi розв’язки системи (6.1).

Доведення. Нехай ωl:=(a1,0,l, . . . , a1,k1−l1,l)⊤, l = 1, k1 , — частковi розв’язки системи
(6.20) при j = 1, якi утворюють базу в просторi розв’язкiв цiєї системи.

Оскiльки λ2 = λ1, то ωl =
(
a1,0,l, . . . , a1,k1−l1,l

)⊤
, l = 1, k1, як легко переконатися,

є базою в просторi розв’язкiв рiвняння (6.20) при j = 2. Тому

x = C̃1,1p
1,1(t)eλ1t + · · ·+ C̃1,k1p

1,k1(t)eλ1t +

+ C̃2,1p1,1(t)e
λ1t + · · ·+ C̃2,k1p

1,k1(t)eλ1t, (6.37)

t ∈ R, C̃1,1, . . . , C̃1,k1 , C̃2,1, . . . , C̃2,k1 ∈ C,

— сума неповних загальних розв’язкiв, вiдповiдних власним значенням λ1 та λ2.
Приймемо в (6.37)

C̃1,l =
1

2
(C1,l − iC2,l), C̃2,l =

1

2
(C1,l + iC2,l), l = 1, k1,

i, звiвши подiбнi члени, одержимо (6.36). Лiнiйна незалежнiсть функцiй

x = Re (p1,l(t)eλ1t), x = Im (p1,l(t)eλ1t), t ∈ R, l = 1, k1,

випливає з лiнiйної незалежностi функцiй

x = p1,l(t)eλ1t, x = p1,l(t)eλ1t, t ∈ R, l = 1, k1.

Щоб довести це, достатньо використати прийом, за допомогою якого з (6.37) пере-
йшли до (6.36).
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Наслiдок 6.4. Нехай елементи матрицi A — дiйснi, а її власнi значення λ1, . . . , λm
такi, що λ1 = λ2, . . . , λ2ν−1 = λ2ν , λ2ν+1 = λ2ν+1, . . . , λm = λm, де ν ∈

{
1; [m/2]

}
(є ν пар комплексно спряжених i m − 2ν дiйсних). Тодi повний загальний дiйсний
розв’язок системи (6.1) має вигляд

x =
[
C1,1 Re(p

1,1(t)eλ1t) + · · ·+ C1,k1 Re(p
1,k1(t)eλ1t)

]
+

+
[
C2,1 Im(p1,1(t)eλ1t) + · · ·+ C2,k1 Im(p1,k1(t)eλ1t)

]
+ · · ·+

+
[
C2ν−1,1Re(p

2ν−1,1(t)eλ2ν−1t) + · · ·+ C2ν−1,k2ν−1 Re(p
2ν−1,k2ν−1(t)eλ2ν−1t)

]
+

+
[
C2ν,1 Im(p2ν−1,1(t)eλ2ν−1t) + · · ·+ C2ν,k2ν−1 Im(p2ν−1,k2ν−1(t)eλ2ν−1t)

]
+

+
[
a2ν+1,0tk2ν+1−l2ν+1 + · · ·+ a2ν+1,k2ν+1−l2ν+1

]
eλ2ν+1t + · · ·+

+
[
am,0tkm−lm + · · ·+ am,km−lm

]
eλmt, t ∈ R, (6.38)

де

1) для кожного r ∈ {1, . . . , ν} маємо

p2r−1,µ(t) =

k2r−1−l2r−1∑
s=0

a2r−1,s,µtk2r−1−l2r−1−s, t ∈ R, µ = 1, k2r−1,

а {(a2r−1,0,µ, . . . , a2r−1,k2r−1−l2r−1,µ)⊤ : µ = 1, k2r−1}, — база в просторi розв’яз-
кiв системи (6.20) при j = 2r − 1, зокрема, коли l2r−1 = k2r−1, то {a2r−1,0,µ :
µ = 1, k2r−1} — база у власному пiдпросторi B(λ2r−1);

2) для кожного j ∈ {2ν+1, . . . ,m} (aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ — загальний дiйсний розв’я-
зок системи (6.20), причому, якщо lj = kj, то aj,0 — загальний дiйсний власний
вектор, вiдповiдний власному значенню λj (якщо 2ν = m, то членiв вiдповiд-
них j > 2m немає).

Доведення. Згiдно з наслiдком 6.1 повний загальний розв’язок системи (6.1) можна
подати як суму неповних загальних розв’язкiв цiєї системи вiдповiдним власним зна-
ченням λ1, . . . , λm. Звiдси на пiдставi наведених вище тверджень отримаємо потрiбне
твердження.

Лекцiя № 23

6.2. Метод неозначених коефiцiєнтiв знаходження часткового
розв’язку нормальної лiнiйної неоднорiдної системи
(НЛНС)

6.2.1. Метод неозначених коефiцiєнтiв знаходження часткового компле-
ксного розв’язку НЛНС

Розглянемо нормальну лiнiйну неоднорiдну систему зi сталими коефiцiєнтами
x′1 = a11x1 + · · ·+ a1nxn + f1(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1x1 + · · ·+ annxn + fn(t),
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де n — натуральне число, t — незалежна змiнна, що пробiгає всi значення з R, akl ∈ C,
fk ∈ C(R;C), k, l = 1, n, — заданi, вiдповiдно, коефiцiєнти i вiльнi члени, xk ∈
C1(R;C), k = 1, n, — невiдомi функцiї вiд змiнної t.

Задану систему можна записати у векторному виглядi

x′ = Ax+ f(t), (6.39)

де t — незалежна змiнна, яка пробiгає всi значення з R,

A :=

a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann

 ∈ Cn×n, f(·) :=

f1(·)...
fn(·)

 ∈ C(R;C),

— заданi, вiдповiдно, матриця та векторна функцiя, а

x :=

x1...
xn

 ∈ C1(R;C)

— невiдома векторна функцiя вiд змiнної t.
На пiдставi наслiдку 1.6 повний загальний розв’язок системи (6.39) має вигляд

x =
◦
x(t, C) +

∗
x(t), t ∈ R, C ∈ Cn,

де x =
◦
x(t, C), t ∈ R, C ∈ Cn, — повний загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної

системи
x′ = Ax, (6.40)

а x =
∗
x(t), t ∈ R, — частковий розв’язок системи (6.39).

Зауважимо, що метод знаходження повного загального розв’язку системи (6.40)
описано у попередньому пунктi цього параграфа. Частковий розв’язок системи (6.39),
якщо вiдомо повний загальний розв’язок системи (6.40), можна знайти методом ва-
рiацiї сталих. У випадку, коли вiльний член системи (6.39) є векторним квазiмно-
гочленом, то частковий розв’язок системи (6.39) можна знайти простiшим способом,
який називається методом неозначених коефiцiєнтiв. Цей метод ґрунтується на та-
кому твердженнi.

Теорема 6.2. Нехай вiльний член системи (6.39) має вигляд

f(t) =

b
0
1t
l + · · ·+ bl1

...
b0nt

l + · · ·+ bln

 eµt ≡

b1(t)...
bn(t)

 eµt ≡ (b0tl + · · ·+ bl)eµt, t ∈ R, (6.41)

де l ∈ N∪{0}; µ ∈ C; bjs ∈ C, j = 0, l, s = 1, n; bs(t) := b0st
l+ · · ·+ bls, t ∈ R, s = 1, n;

bj =:

b
j
1
...
bjn

, j = 0, l.

Тодi система (6.39) має (частковий ) розв’язок вигляду

x =

d01tk+l + · · ·+ dk+l1
...

d0nt
k+l + · · ·+ dk+ln

 eµt ≡

d1(t)...
dn(t)

 eµt ≡ (d0tk+l + · · ·+ dk+l)eµt, t ∈ R, (6.42)
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де k = 0, якщо µ не є власним значенням матрицi A, i k дорiвнює алгебраїчнiй
кратностi µ, якщо µ є власним значенням матрицi A; djs ∈ C, j = 0, k + l, s = 1, n;

ds(t) := d0st
k+l + · · ·+ dk+ls , t ∈ R, s = 1, n; dj =:

d
j
1
...
djn

, j = 0, k + l.

Доведення. Нехай H — невироджена матриця така, що матриця J = H−1AH має
жорданову форму, тобто

J =


J1,1 0 . . . 0
0 J1,2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . Jm,lm

 .

Тут будемо використовувати позначення λj, kj, lj, Jj,s, µj,s, rj,s, j = 1,m, s = 1, lj,
такi самi, як у попередньому пунктi.

Зробимо в рiвняннi (6.39) замiну змiнних

x = Hy.

Тодi
Hy′ = AHy + f(t) ⇒ y′ = H−1AHy +H−1f(t).

У результатi прийдемо до системи

y′ = Jy + g(t), (6.43)

де g(t) := H−1f(t), t ∈ R.
Якщо ввести позначення yj,s, j = 1,m, s = 1, lj, частин вектора y такi самi, як у

попередньому пунктi, то систему (6.43) можна подати у виглядi системи рiвнянь

y′j,s = Jj,syj,s + gj,s(t), j = 1,m, s = 1, lj, (6.44)

де

gj,s(t) =

grj,s+1(t)
...

grj,s+1
(t)

 , t ∈ R.

Пiдсистеми системи (6.44) є незалежними, а їхнi розв’язування принципово не вiдрi-
зняються. Тому достатньо показати, як шукаються розв’язки однiєї з них. Розглянемо
пiдсистему системи (6.44) при j = 1, s = 1, поклавши ν := µ1,1 тобто систему

y′1 = λ1y1 + y2 + g1(t),

y′2 = λ1y2 + y3 + g2(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′ν−1 = λ1yν−1 + yν + gν−1(t),

y′ν = λ1yν + gν(t),

(6.45)

де для кожного j ∈ {1, . . . , ν} маємо gj(t) = hj(t)e
µt, hj(t) — многочлен степеня

6 l, t ∈ R.
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Домножимо кожне рiвняння системи (6.45) на e−λ1t i перенесемо першi члени
правих частин у лiвi. Звiдси, врахувавши що

(yje
−λ1t)′ = y′je

−λ1t − λ1yje
−λ1t, t ∈ R, j = 1, ν,

i ввiвши позначення

yj,∗(t) := yj(t)e
−λ1t, t ∈ R, j = 1, ν,

отримаємо 

y′1,∗ = y2,∗ + h1(t)e
(µ−λ1)t,

y′2,∗ = y3,∗ + h2(t)e
(µ−λ1)t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′ν−1,∗ = yν,∗ + hν−1(t)e

(µ−λ1)t,

y′ν,∗ = hν(t)e
(µ−λ1)t.

(6.46)

Розглянемо два випадки: 1) µ ̸= λ1; 2) µ = λ1.
Спочатку дослiдимо випадок: µ ̸= λ1. Зауважимо, що для довiльного ненульового

многочлена p i будь-якого ( назагал, комплексного) числа ν ̸= 0 правильна рiвнiсть∫
p(t)eνt dt = p̃(t)eνt + C, t ∈ R, C ∈ C,

де p̃ — многочлен того самого степеня, що i p, а C — довiльна стала. Це легко пока-
зати, застосовуючи метод iнтегрування частинами. Використовуючи це, розв’яжемо
систему (6.46), починаючи з µ1,1-го рiвняння. Оскiльки нас цiкавить тiльки част-
ковий розв’язок, то довiльнi сталi, якi виникатимуть при iнтегруваннi, вважатимемо
рiвними нулевi.

Отже, отримаємо 
yν,∗ = h̃ν(t)e

(µ−λ1)t,

yν−1,∗ = h̃ν−1(t)e
(µ−λ1)t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y1,∗ = h̃1(t)e

(µ−λ1)t,

де h̃j — многочлен степеня 6 l для кожного j ∈ {1, . . . , ν}. Звiдси знаходимо

y1 = h̃1(t)e
µt, . . . , yν = h̃ν(t)e

µt, t ∈ R. (6.47)

Тепер розглянемо випадок: µ = λ1. Розв’яжемо систему (6.46), починаючи з µ1,1-го
рiвняння 

yν,∗ = ˜̃hν(t), deg ˜̃hν 6 l + 1,

yν−1,∗ =
˜̃hν−1(t), deg ˜̃hν−1 6 l + 2,

. . . . . . . . . . . . . . . .

y1,∗ = ˜̃h1(t), deg ˜̃h1 6 l + ν.

Оскiльки ν 6 k1 − l1 + 1, то ν 6 k1. Отож, враховуючи, що λ1 = µ, отримаємо

y1 =
˜̃h1(t)e

µt, . . . , yν =
˜̃hµ(t)e

µt, t ∈ R, (6.48)

де ˜̃hj — многочлен степеня 6 l + k1 для кожного j ∈ {1, . . . , ν} .
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Аналогiчно розв’язуються iншi пiдсистеми системи (6.44). У результатi (див.
(6.47) i (6.48)) одержуємо частковий розв’язок системи (6.43) вигляду

y =
[
d̃0tk+l + · · ·+ d̃k+l

]
eµt, t ∈ R,

де d̃0, . . . , d̃k+l ∈ Cn.
Звiдси, повертаючись до змiнних x, отримуємо частковий розв’язок рiвняння

(6.39) вигляду
x =

[
d0tk+l + · · ·+ dk+l

]
eµt, t ∈ R,

де dj = Hd̃j, j = 0, k + l, що i треба було довести.

Доведена теорема є пiдставою для обґрунтування методу неозначених коефiцiєн-
тiв знаходження часткових розв’язкiв системи (6.39), коли вiльний член має вигляд
(6.41), тобто системи

x′ = Ax+ (b0tl + · · ·+ bl)eµt, t ∈ R. (6.49)

Суть цього методу така.

1. Визначаємо, чи число µ є власним значенням матрицi A, i, якщо так, знаходи-
мо його алгебраїчну кратнiсть. На пiдставi цього записуємо проєкт шуканого
часткового розв’язку

x = (d0tk+l + · · ·+ dk+l)eµt, t ∈ R, (6.50)

де k — таке саме, як у формулюваннi теореми 6.2, а d0, . . . , dk+l — неозначенi
поки що векторнi коефiцiєнти з Cn.

2. Пiдставляємо вираз (6.50) у систему (6.49). Пiсля вiдповiдних спрощень, зве-
дення подiбних членiв та дiлення на eµt, приходимо до рiвностi двох (вектор-
них) многочленiв. Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях t, отри-
маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв
d0, . . . , dk+l.

3. Розв’язуємо отриману систему рiвнянь. Зауважимо таке: коли µ не є власним
значенням матрицi A, то вона матиме єдиний розв’язок, а в протилежному
випадку — безлiч. Нам достатньо мати який-небудь один її частковий розв’язок.

4. Пiдставляємо знайденi значення d0, . . . , dk+l у зображення розв’язку (6.50) i
отримуємо шуканий розв’язок.

Розширити дiю цього методу можна за рахунок принципу суперпозицiї, який фор-
мулюється так.

Лема 6.4. Нехай f = f 1 + · · ·+ f s, де s ∈ N, s > 2, fk ∈ C(R;Cn), k = 1, s, а

x = x1(t), . . . , x = xs(t), t ∈ R,

— частковi розв’язки вiдповiдно систем

x′ = Ax+ f 1(t), . . . , x′ = Ax+ f s(t).

Тодi функцiя
x = x1(t) + · · ·+ xs(t), t ∈ R,

є частковим розв’язком системи (6.39).
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Доведення. Маємо (
x1(t) + · · ·+ xs(t)

)′
=
(
x1(t)

)′
+ · · ·+

(
xs(t)

)′
=

= Ax1(t) + · · ·+ Axs(t) = f 1(t) + · · ·+ f s(t), t ∈ R.

Отже, якщо вiльний член f системи (6.39) можна подати як суму кiлькох ве-
кторних квазiмногочленiв, то частковий розв’язок цього рiвняння можна шукати у
виглядi суми часткових розв’язкiв системи типу (6.39), вiльними членами яких є
вiдповiднi квазiмногочлени.

6.2.2. Метод неозначених коефiцiєнтiв знаходження часткового дiйсного
розв’язку НЛНС

Спочатку зауважимо, що

Re
[
(b0tl + · · ·+ bl)eµt

]
≡
[
(b̃0tr + · · ·+ b̃r) cos βt+ (6.51)

+(˜̃b0ts + · · ·+ ˜̃bs) sin βt
]
eαt, t ∈ R,

де µ = α + iβ ∈ C, α, β ∈ R; l, r, s ∈ N ∪ {0}, max{r, s} = l; b0, . . . , bl ∈ Cn,
b̃0, . . . , b̃r, ˜̃b0, . . . , ˜̃bs ∈ Rn.

Тому природно векторну функцiю

f(t) =
[
(g0tr + · · ·+ gr) cos βt+ (h0ts + · · ·+ hs) sin βt

]
eαt, t ∈ R, (6.52)

де α, β ∈ R; r, s ∈ N ∪ {0};

g0 =

g
0
1
...
g0n

 , . . . , gr =

g
r
1
...
grn

, h0 =

h
0
1
...
h0n

 , . . . , hs =

h
s
1
...
hsn

 ∈ Rn,

назвати дiйсним векторним квазiмногочленом.
Тепер розглянемо систему (6.39), коли матриця A — дiйсна, а її вiльний член —

дiйсний векторний квазiмногочлен.
Спочатку доведемо таке допомiжне твердження.

Лема 6.5. Нехай матриця A в рiвняннi (6.39) — дiйсна, а f = f 1 + if 2, f 1, f 2 ∈
C(R;Rn). Якщо x = u + iv — розв’язок системи (6.39) (u, v — дiйснi векторнi
функцiї вiд змiнної t ∈ R, i — уявна одиниця), то функцiї x = u(t), x = v(t), t ∈ R,
є розв’язками вiдповiдно рiвнянь

x′ = Ax+ f 1(t), x′ = Ax+ f 2(t).

Доведення. Пiдставимо вираз u+ iv замiсть x в (6.39)

u′(t) + iv′(t) = Au(t) + iAv(t) + f 1(t) + if 2(t), t ∈ R.

Звiдси та умови рiвностi двох комплексних чисел отримуємо потрiбне твердження.

Тепер можемо довести таке твердження.
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Теорема 6.3. Нехай в рiвняннi (6.39) матриця A — дiйсна, а вiльний член f має
вигляд (6.52). Тодi система (6.39) має дiйсний (частковий) розв’язок вигляду

x =
[
(d̃0tk+l + · · ·+ d̃k+l) cos βt+ ( ˜̃d0tk+l + · · ·+ ˜̃dk+l) sin βt

]
eαt, t ∈ R, (6.53)

де l = max{r, s}; k = 0, якщо число µ:=α + iβ не є власним значенням матрицi
A, i k дорiвнює алгебраїчнiй кратностi числа µ, якщо воно є власним значенням
матрицi A;

d̃0 =

d̃
0
1
...
d̃0n

 , . . . , d̃k+l =

d̃
k+l
1
...

d̃k+ln

 , ˜̃d0 =


˜̃d01
...
˜̃d0n

 , . . . , ˜̃dk+l =


˜̃dk+l1
...

˜̃dk+ln

 ∈ Rn.

Доведення. За формулою Ейлера маємо

eαtcosβt =
1

2
(eµt + eµt), eαtsinβt =

1

2i
(eµt − eµt), t ∈ R. (6.54)

Пiдставимо цi вирази в (6.52). У результатi отримаємо вiльний член системи (6.39)
у виглядi

f(t) = (b0tl + · · ·+ bl)eµt + (b̂0tl + · · ·+ b̂l )eµ t, t ∈ R. (6.55)

Звiдси, на пiдставi теореми 6.2, одержуємо iснування часткового розв’язку рiвняння
(6.39) вигляду

x = (d0tk+l + · · ·+ dk+l)eµt + (d̂0tk+l + · · ·+ d̂k+l)eµ t, t ∈ R. (6.56)

Враховуючи це, на пiдставi леми 6.5, отримаємо, що дiйсна частина цього розв’яз-
ку, яка має вигляд (6.53), є розв’язком системи (6.39).

Для знаходження дiйсних (часткових) розв’язкiв системи з дiйсними коефiцiєн-
тами, вiльними членами яких є дiйснi векторнi квазiмногочлени, а точнiше, системи,
яка у векторнiй формi має вигляд (див. (6.39),(6.52))

x′ = Ax+
[
(g0tr + · · ·+ gr) cos βt+ (h0ts + · · ·+ hs) sin βt

]
eαt, (6.57)

можна використати метод неозначених коефiцiєнтiв, який ґрунтується на твердженнi
теореми 6.3. Його називають методом неозначених коефiцiєнтiв i суть цього методу
така.

1. З’ясовуємо, чи число µ = α+ iβ є власним значенням матрицi A i, якщо це так,
знаходимо його алгебраїчну кратнiсть. На пiдставi цього i висновку теореми
6.3, записуємо проєкт шуканого розв’язку у виглядi (6.3), тобто

x =
[
(d̃0tk+l + · · ·+ d̃k+l) cos βt+ ( ˜̃d0tk+l + · · ·+ ˜̃dk+l) sin βt

]
eαt, t ∈ R, (6.58)

де l i k — такi самi, як у формулюваннi теореми 6.3, d̃0, . . . , d̃k+l, ˜̃d0, . . . , ˜̃dk+l —
поки що неозначенi сталi вектори з Rn.

2. Пiдставляємо вираз (6.58) у систему (6.57). Пiсля вiдповiдних спрощень при-
ходимо до рiвностi двох векторних квазiмногочленiв. Прирiвнявши коефiцi-
єнти, якi стоять злiва i справа при однакових виразах вигляду tjeαt cos βt,
tjeαt sin βt (j = 0, k + l) отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для
знаходження коефiцiєнтiв d̃0, . . . , d̃k+l, ˜̃d0, . . . , ˜̃dk+l ∈ Rn.
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3. Розв’язуємо отриману систему рiвнянь. Вона може мати безлiч розв’язкiв. Ви-
бираємо який-небудь один з її розв’язкiв.

4. Пiдставляємо знайденi значення d̃0, . . . , d̃k+l, ˜̃d0, . . . , ˜̃dk+l у проєкт розв’язку
(6.58) i отримуємо те, що шукали.

Лекцiя № 24

Колоквiум №4
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Лекцiя № 25

Тема 4
Динамiчнi (автономнi) системи

§1. Основнi поняття теорiї динамiчних систем
Динамiчною (автономною) системою називається система вигляду

x′1 = v1(x1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = vn(x1, . . . , xn),

де n ≥ 2, v1, . . . , vn — заданi функцiї в областi Ω простору Rn, x1, . . . , xn — шуканi
функцiї вiд дiйсної змiнної t.

Iншими словами, динамiчною системою називається нормальна система звичай-
них диференцiальних рiвнянь, правi частини якої явно не залежать вiд незалежної
змiнної t.

Динамiчнi системи виникають при моделюваннi рiзних процесiв в природi. Для
прикладу , розглянемо рух матерiальної точки по прямiй пiд дiєю сили, яка залежить
вiд положення точки та її швидкостi.

Виберемо на прямiй додатнiй напрям, початок координат i одиницю вимiрювання
вiдстанi. Позначимо через x(t) положення точки на координатнiй прямiй в момент
часу t, m — масу точки, а F (x, x′) — силу, що дiє на точку. Тодi, за другим законом
Ньютона, функцiя x = x(t) повинна бути розв’язком рiвняння

x′′ = f(x, x′),

де f(x, x′) = F (x,x′)
m

— сила, вiднесена до одиницi маси.
Перейдемо до нормальної системи, еквiвалентної даному рiвнянню, поклавши

x1 = x, x2 = x′. Вона матиме вигляд{
x′1 = x2,

x′2 = f(x1, x2).

Отримана система є динамiчною.
Поклавши

x:=

x1...
xn

 , x′:=

x
′
1
...
x′n

 , v(x):=

v1(x1, . . . , xn)...
vn(x1, . . . , xn)

 ,
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задану систему можна записати у векторному виглядi, або iншими словами, у виглядi
векторного рiвняння

x′ = v(x), (1.1)

де v : Ω → Rn — задана векторна функцiя, Ω — область в Rn, x — шукана векторна
функцiя вiд змiнної t зi значеннями в Rn.

Виходячи iз основ теорiї нормальних систем (тема 2, §1), припустимо, що v за-
довольняє умову Лiпшиця за всiма змiнними (тодi, зокрема, v ∈ C(Ω;Rn)). Звiдси
випливає, що для будь-якої точки (t0, x

0), де x0 ∈ Ω, iснує єдиний непродовжуваний
розв’язок x = φ(t, t0, x

0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0), системи (1.1), який задовольняє умову

x(t0) = x0.

Далi переважно будемо розглядати динамiчнi системи, записанi у векторному
виглядi (1.1).

При вивченнi динамiчних систем використовується термiнологiя, пов’язана з їх
фiзичним змiстом. Точка x називається фазою, простiр Rn — фазовим простором, а
x′ — фазовою швидкiстю. Як вiдомо, графiки розв’язкiв системи (1.1) називаються
її iнтегральними лiнiями. Проекцiї iнтегральних лiнiй системи (1.1) на простiр Rn

називаються траєкторiями цiєї системи. Уточнимо цi поняття. Нехай x = φ(t), t ∈
(a, b), — який-небудь розв’язок системи (1.1). Тодi лiнiя

Γ = {(t, x) : t ∈ (a, b), x = φ(t)} ⊂ R1+n,

називається графiком розв’язку або iнтегральною лiнiєю, а лiнiя

γ = {x : x = φ(t), t ∈ (a, b)} ⊂ Rn

— траєкторiєю системи (1.1).
Далi ми покажемо, що рiзнi траєкторiї, заданi непродовжуваними розв’язками

системи (1.1), не перетинаються. Враховуючи це i те, що з фiзичної точки зору
траєкторiї динамiчної системи мають важливе практичне значення, далi особливу
увагу будемо звертати на властивостi траєкторiй динамiчних систем.

Кажуть, що в областi Ω ⊂ Rn задано векторне поле, якщо вD визначена векторна
функцiя

v(x) =

v1(x1, . . . , xn)...
vn(x1, . . . , xn)

 , x =

x1...
xn

 ∈ Ω.

Iншими словами, якщо кожнiй точцi x ∈ Ω поставити у вiдповiднiсть деякий вектор
v(x) з векторного простору Rn, то отримаємо так зване векторне поле, задане в
областi Ω, яке коротко позначається через v(x), x ∈ Ω.

Розглянемо векторне поле v(x), x ∈ Ω, де v — векторна функцiя, яка фiгурує в
правiй частинi системи (1.1). Воно називається векторним полем, вiдповiдним си-
стемi (1.1).

Як вiдомо з диференцiальної геометрiї, для заданої гладкої векторної функцiї x =
φ(t), t ∈ (a, b), вектор φ′(t0), де t0 — яка-небудь фiксована точка з (a, b), є напрямним
вектором дотичної до лiнiї в Rn, заданої рiвнянням x = φ(t), t ∈ (a, b). Отже, зi
сказаного вище випливає, що в кожнiй точцi довiльної траєкторiї вiдповiдний вектор
векторного поля v(x), x ∈ Ω, є напрямним вектором дотичної до цiєї траєкторiї
в заданiй точцi. Можна показати, що довiльна гладка лiнiя, яка володiє вказаною
властивiстю траєкторiй, є траєкторiєю рiвняння (1.1).
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Вияснимо зв’язок мiж системою (1.1) i векторним полем v(x), x ∈ D, з фiзичної
точки зору. Легко бачити, що фiзична система, рух якої описується динамiчною си-
стемою (1.1), в кожному положеннi x ∈ Ω має швидкiсть, яка дорiвнює v(x). Як
вiдомо, рух фiзичної системи вiдбувається по траєкторiї, в кожнiй точцi якої вектор
швидкостi є дотичним до цiєї траєкторiї (є напрямним вектором дотичної). Отже,
траєкторiя руху фiзичної системи у векторному полi (полi фазових швидкостей) v(x),
x ∈ Ω, — це є траєкторiя системи (1.1) i навпаки.

§2. Властивостi розв’язкiв та траєкторiй динамiчних
систем

Тут використовуватимемо позначення i припущення, якi введенi в §1.

Лема 2.1. Нехай x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок системи (1.1). Тодi для будь-якого
c ∈ R функцiя x = φ(t+ c), t ∈ ⟨a− c, b− c⟩, теж є розв’язком системи (1.1).

Доведення леми. Нехай c — яке-небудь дiйсне число. Ясно, що коли t+ c ∈ ⟨a, b⟩, то
t ∈ ⟨a− c, b− c⟩. Покладемо ψ(t) := φ(t+ c), t ∈ ⟨a− c, b− c⟩. Маємо ψ′(t) = φ′(t+ c),
t ∈ ⟨a− c, b− c⟩. Оскiльки φ′(t) = v(φ(t)), t ∈ ⟨a, b⟩, то замiнивши t на t+ c, одержимо
φ′(t+c) = v(φ(t+c)), t ∈ ⟨a−c, b−c⟩. Зрозумiло, що v(φ(t+c)) = v(ψ(t)), t ∈ ⟨a−c, b−c⟩.

Зi сказаного маємо ланцюжок рiвностей

ψ′(t) = φ′(t+ c) = v(φ(t+ c)) = v(ψ(t)), t ∈ ⟨a− c, b− c⟩,

звiдки випливає наше твердження.

Лема 2.2. Нехай x = φ1(t), t ∈ ⟨a1, b1⟩, i x = φ2(t), t ∈ ⟨a2, b2⟩, — розв’язки системи
(1.1) i φ1(t1) = φ2(t2). Тодi

φ1(t) = φ2(t+ c), t ∈ ⟨a1, b1⟩ ∩ ⟨a2 − c, b2 − c⟩,

де c:=t2 − t1.

Доведення. За лемою 2.1 функцiя x = φ2(t + c), t ∈ ⟨a2 − c, b2 − c⟩, є розв’язком
системи (1.1). Згiдно з нашим припущенням

φ1(t)|t=t1 = φ1(t1) = φ2(t2) = φ2(t+ c)|t=t1 .

Звiдси, на пiдставi теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi для нормальних си-
стем, маємо

φ1(t) = φ2(t+ c), t ∈ ⟨a1, b1⟩ ∩ ⟨a2 − c, b2 − c⟩.

Наслiдок 2.1. Будь-якi двi рiзнi траєкторiї системи (1.1), що заданi його непро-
довжувальними розв’язками, не мають спiльних точок.

Доведення. Припустимо, що x = φ1(t), t ∈ (a1, b1), i x = φ2(t), t ∈ (a2, b2), — не-
продовжуванi розв’язки системи (1.1), якi задають двi рiзнi траєкторiї цiєї системи.
Припустимо, що цi траєкторiї перетинаються в деякiй точцi, тобто φ1(t1) = φ2(t2) i
t1 ̸= t2. Поклавши c := t2 − t1, за лемою 2.2 отримаємо

φ1(t) = φ2(t+ c), t ∈ (a1, b1) ∩ (a2 − c, b2 − c), (2.1)
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i
φ2(t) = φ1(t− c), t ∈ (a1 + c, b1 + c) ∩ (a2, b2). (2.2)

Покажемо, що a1 = a2 − c, b1 = b2 − c. Справдi, нехай a1 ̸= a2 − c. Якщо a2 − c < a1,
то розв’язок φ1 можна продовжити влiво на промiжок (a2 − c, a1], використовуючи
рiвнiсть (2.1) i те, що функцiя x = φ2(t+ c) визначена на (a2− c, b2− c) i є розв’язком
системи (1.1). А це протирiчить припущенню, що φ1 непродовжуваний розв’язок.
Якщо ж a1 < a2 − c, то a1 + c < a2 i розв’язок φ2 можна продовжити влiво на
промiжок (a1 + c, a2], використовуючи рiвнiсть (2.2) i те, що функцiя x = φ1(t − c),
t ∈ (a1 + c, b1 + c), є розв’язком системи (1.1). Аналогiчно розглядається випадок
b1 ̸= b2−c. Зi сказаного випливає, що множини точок Γ1 = {x : x = φ1(t), t ∈ ⟨a1, b1⟩},
Γ2 = {x : x = φ2(t), t ∈ ⟨a2, b2⟩} простору Rn збiгаються.

Позначимо через x = ψ(t;x0), t ∈ I (I — промiжок числової осi), розв’язок системи
(1.1), який задовольняє умову

x(0) = x0 (x0 ∈ D — задано).

Лема 2.3. Справедлива рiвнiсть

ψ(t;ψ(s;x0)) = ψ(t+ s;x0) (2.3)

для будь-яких t i s таких, що s ∈ I, t+ s ∈ I.

Доведення. Нехай s ∈ I — довiльне фiксоване значення, x1:=ψ(s; x0). Розглянемо
розв’язки x = ψ(t; x1), t ∈ I1, i x = ψ(t + s;x0), t ∈ I2, системи (1.1). Очевидно, що
згiдно з вибором x1 маємо

ψ(t;x1)|t=0 = ψ(t+ s; x0)|t=0.

Звiдси та теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi маємо ψ(t; x1) = ψ(t + s; x0)
для допустимих значень t.

Далi в цьому параграфi будемо розглядати тiльки траєкторiї, що задаються не-
продовжуваними розв’язками. Покажемо, що будь-яка траєкторiя динамiчної систе-
ми потрапляє до одного з класiв, якi ми визначимо нижче.

Означення 2.1. Точка x0 ∈ Ω називається точкою спокою або положенням рiв-
новаги для системи (1.1), якщо (стала) функцiя x = x0, t ∈ R, є розв’язком цiєї
системи.

Лема 2.4. Точка x0 ∈ Ω є точкою спокою (положенням рiвноваги) системи (1.1)
тодi i лише тодi, коли v(x0) = 0.

Справедливiсть цього твердження перевiряється безпосередньо.

Зауваження 2.1. Точка спокою системи (1.1) очевидно є траєкторiєю цiєї ж системи.
На пiдставi наслiдку з леми 2.2 можна стверджувати, що траєкторiя системи (1.1),
яка не є точкою спокою, не мiстить точок спокою.

Означення 2.2. Точка x0 областi Ω, для якої v(x0) = 0, називається особливою
точкою векторного поля v(x), x ∈ Ω.

Отже, особливi точки векторного поля v(x), x ∈ Ω, — це точки спокою системи
(1.1).

191



Означення 2.3. Траєкторiя системи (1.1) називається замкненою або циклом, якщо
розв’язок x = φ(t), який задає цю траєкторiю є перiодичним, а точнiше, визначений
на R i для деякого T > 0 задовольняє умови:

1) φ(t+ T ) = φ(t) ∀t ∈ (−∞,+∞);

2) ∀t1, t2, |t1 − t2| < T : φ(t1) ̸= φ(t2)

(такий розв’язок називається перiодичним).

Означення 2.4. Траєкторiя системи (1.1) називається незамкненою, якщо розв’язок
x = φ(t), t ∈ (a, b), який її задає, володiє властивiстю: для довiльних t1, t2 ∈ (a, b)
таких, що t1 ̸= t2, виконується нерiвнiсть φ(t1) ̸= φ(t2).

Теорема 2.1. Будь-яка траєкторiя системи (1.1) належить до одного з таких
класiв:

1) точка спокою (положення рiвноваги);

2) замкненi траєкторiї (цикли);

3) незамкненi траєкторiї.

Пiдкреслимо, що вказанi в теоремi класи траєкторiй не мають спiльних елементiв.

Доведення. Нехай γ — траєкторiя, задана розв’язком x = φ(t), t ∈ (a, b), системи
(1.1). Можливi три випадки:

(i) φ(t) = x0, t ∈ (−∞,+∞);

(ii) ∃t1, t2, t1 ̸= t2 : φ(t1) = φ(t2), але ∃t̃1, t̃2, t̃1 ̸= t̃2 : φ(t̃1) ̸= φ(t̃2);

(iii) ∀t1, t2, t1 ̸= t2 : φ(t1) ̸= φ(t2).

У випадку (i) маємо точку спокою, а у випадку (iii) — незамкнену траєкторiю.
Розглянемо випадок (ii). Спочатку покажемо, що a = −∞, b = +∞. З леми

2.2 маємо, що φ(t) = φ(t + c), t ∈ (a, b) ∩ (a − c, b − c), де c:=|t2 − t1| > 0. Звiдси
та з леми 2.1 випливає, що φ можна продовжити на промiжок (a − c, a], поклавши
φ(t) = φ(t + c), t ∈ (a − c, a], що суперечить припущенню про непродовжувальнiсть
розв’язку x = φ(t). Аналогiчно розглядається випадок b < +∞. Отже, приходимо до
висновку, що даний розв’язок визначений на (−∞,+∞) i задовольняє умову

φ(t+ c) = φ(t), ∀ t ∈ (−∞,+∞), (2.4)

тобто є перiодичною функцiєю, визначеною на всiй числовiй осi.
Покажемо, що iснує T > 0 таке, як в означеннi замкненої траєкторiї. Розглянемо

множину
F = {c ∈ R : φ(t+ c) = φ(t) ∀t ∈ R} .

Вона має такi властивостi.
1 ◦. c ∈ F ⇒ −c ∈ F .

Доведення властивостi 1 ◦. Оскiльки φ(t+ c) = φ(t), t ∈ R, то, поклавши t := τ − c,
матимемо φ(τ) = φ(τ − c), τ ∈ R.

2◦. c1, c2 ∈ F ⇒ c1 ± c2 ∈ F .
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Доведення властивостi 2 ◦. Маємо φ(t + (c1 + c2)) = φ((t + c1) + c2) = φ(t + c1) =
φ(t) ∀t ∈ R.

3◦. F — замкнена множина.

Доведення властивостi 3 ◦. Нехай {ck}∞k=1 — послiдовнiсть чисел з F така, що ck →
c0 при k → +∞. Тодi φ(t) = φ(t + ck) ∀t ∈ R, k ∈ N, i, отже, в силу неперервностi
функцiї

φ(t) = lim
k→∞

φ(t+ ck) = φ(t+ c0) ∀t ∈ R,

звiдки випливає, що c0 ∈ F .

Покладемо
T := inf {c > 0: c ∈ F}

i покажемо, що T > 0. Припустимо, що це не так. Тодi iснує послiдовнiсть {ck}∞k=1

елементiв з F така, що ck > 0 ∀k ∈ N i lim
k→∞

ck = 0. Вiдмiтимо, що φ ′(t) ̸= 0 ∀t ∈ R.
Справдi, якщо б це було не так, то, iснувало б значення t0 ∈ R таке, що φ ′(t0) = 0. А
звiдси, врахувавши, що тодi v(φ(t0)) = 0, прийшли б до висновку, що стала функцiя
x = φ(t0), t ∈ R, є розв’язком системи (1.1), тобто, точка x0:=φ(t0) — точка спокою.
Але цього не може бути. Отже, iснує l з множини {1, . . . , n} i t∗ ∈ R такi, що φ′

l(t∗) ̸= 0.
Маємо за теоремою Лагранжа

0 = φl(t∗ + ck)− φl(t∗) = φ ′
l (ξk)ck ∀k ∈ N, (2.5)

де ξk ∈ (t∗, t∗ + ck). Для кожного k ∈ N подiлимо (2.5) на ck i в отриманiй рiвностi
перейдемо до границi при k → +∞. Тодi отримаємо φ ′

l (t∗) = 0, що протирiчить
нашому припущенню. Отже, маємо T > 0 i, в силу властивостi 3◦, T ∈ F . Це, зокрема,
означає, що

φ(t+ T ) = φ(t) ∀t ∈ R.

Покажемо, що ∀t̃1, t̃2 таких, що |t̃1 − t̃2| < T , маємо φ(t̃1) ̸= φ(t̃2). Справдi, якщо б
φ(t̃1) = φ(t̃2), то, як випливає з вищесказаного, число c = |t̃1 − t̃2| > 0 є елементом
множини F , причому 0 < c < T , що протирiчить означенню T . Залишається довести,
що ∀c ∈ F ∃m ∈ Z : c = mT . Справдi, нехай це не так. Тодi iснує l ∈ Z таке, що
0 < |c− lT | < T . Оскiльки |c− lT | ∈ F (за властивостями 1◦ i 2◦), то знову отримали
протирiччя.
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§3. Типи фазових портретiв двовимiрних НЛОС
Розглянемо двовимiрну НЛОС зi сталими коефiцiєнтами{

x′1 = a11x1 + a12x2,

x′2 = a21x1 + a22x2,

де aij ∈ R (i, j = 1, 2). Поклавши

x:=

(
x1
x2

)
, A:=

(
a11 a12
a21 a22

)
,

перепишемо дану систему у виглядi системи

x′ = Ax. (3.1)

Вияснимо вигляд траєкторiй рiвняння (3.1), або так званий фазовий портрет, в за-
лежностi вiд вiдповiдних спiввiдношень мiж коефiцiєнтами системи (3.1). Цi спiввiд-
ношення визначаються вiдповiдними умовами на власнi значення матрицi A.

Як вiдомо, власнi значення матрицi A знаходяться з рiвняння∣∣∣∣ a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ λ2 + a1λ+ a2 = 0,

де a1, a2 ∈ R.
Можливi три варiанти:
а) iснує два (рiзних) дiйсних власних значення матрицi A;
б) iснує одне дiйсне власне значення матрицi A;
в) iснує два комплексно-спряженi власнi значення матрицi A.

Власнi значення матрицi A позначатимемо через λ1 i λ2, якщо їх два, i λ1, якщо —
одне. Подiлимо всеможливi випадки якiсної характеристики власних значень матрицi
A на двi групи:

I група — невиродженi випадки: матриця A має два власнi значення i обидва
вiдмiннi вiд нуля.

II група — виродженi випадки: матриця A має або два рiзнi власнi значення, але
одне з них дорiвнює нулю, або тiльки одне власне значення.

Розглянемо спочатку першу групу. Зазначимо, що тодi точка (0;0) — єдина точка
спокою.

I група.

А: Власнi значення λ1, λ2 матрицi A дiйснi i вiдмiннi вiд нуля (тобто,
λ1 ̸= 0, λ2 ̸= 0, λ1, λ2 ∈ R).

Тодi iснує два лiнiйно незалежнi власнi вектори h1 i h2 з R2, якi вiдповiдають власним
значенням λ1 та λ2, i загальний розв’язок системи (3.1) можна записати у виглядi

x = C1h
1eλ1t + C2h

2eλ2t, t ∈ R, C1, C2 ∈ R. (3.2)
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Виберемо в R2 нову базу, взявши за базовi вектори h1 i h2. Тодi, якщо y =

(
y1
y2

)
—

новi координати точки x, то
x = y1h

1 + y2h
2. (3.3)

З (3.2) i (3.3) випливає, що в новiй системi координат траєкторiї системи (3.1) зада-
ються рiвняннями

y1 = C1e
λ1t, y2 = C2e

λ2t, t ∈ (−∞; +∞),

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Оскiльки eλkt > 0, t ∈ (−∞; +∞), k = 1, 2, то нам досить зобразити траєкторiї

для довiльних C1 > 0, C2 > 0, а потiм, використавши симетрiю фазового портрету
стосовно осей координат, — для iнших значень C1, C2. Зауважимо, що у всiх розгля-
дуваних випадках при C1 = 0, C2 = 0 отримаємо точку спокою (0; 0). Тому надалi
вважатимемо, що |C1| + |C2| > 0. Для уточнення вигляду траєкторiй системи (3.1)
конкретизуємо ситуацiю iз значеннями λ1, λ2, вважаючи при цьому, що λ1 < λ2.
Нехай

1) λ1, λ2 — одного знаку, тобто, λ1 · λ2 > 0.
Можливi два випадки:

а) λ1 < λ2 < 0; б) 0 < λ1 < λ2.
Розглянемо випадок а). Нехай C1 > 0, C2 > 0. Тодi траєкторiї системи (3.1) лежать
в I чвертi. Оскiльки

y1 = C1e
λ1t → 0, y2 = C2e

λ2t → 0 при t→ +∞ i
y1 = C1e

λ1t → +∞, y2 = C2e
λ2t → +∞ при t→ −∞ та

dy1
dy2

=
C1λ1e

λ1t

C2λ2eλ2t
=
C1λ1
C2λ2

e(λ1−λ2)t → 0 при t→ +∞,

то траєкторiї системи (3.1) при зростаннi t "наближаються"до початку координат,
причому, знаходяться ближче до осi Oy2 (притискаються до цiєї осi), нiж до осi Oy1,
а при спаданнi t — вiддаляються вiд початку та осей координат.

При C1 > 0, C2 = 0 траєкторiя збiгається з додатнiм променем осi Oy1, а при
C1 = 0, C2 > 0 — з додатнiм променем осi Oy2.

Таким чином, фазовий портрет в цьому випадку має вигляд, вказаний на рис.1.

В цьому випадку точка спокою (0;0) називається стiйким вузлом.
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Випадок б) дослiджується аналогiчно. Нехай C1 > 0, C2 > 0. Тодi траєкторiї
лежать в I чвертi. Оскiльки

y1 = C1e
λ1t → +∞, y2 = C2e

λ2t → +∞ при t→ +∞,

y1 = C1e
λ1t → 0, y2 = C2e

λ2t → 0 при t→ −∞ i
dy1
dy2

=
C1λ1e

λ1t

C2λ2eλ2t
=
C1λ1
C2λ2

e(λ1−λ2)t → +∞ при t→ −∞,

то маємо подiбну ситуацiю, як у випадку а), з тiєю лише рiзницею, що, рухаючись
по траєкторiї при необмеженому спаданнi значень t, ми необмежено наближаємося
до початку координат, причому, "притискаючись"до осi Oy1, а при необмеженому
зростаннi значень t — необмежено вiддаляємося вiд початку та осей координат.

При C1 > 0, C2 = 0 траєкторiя збiгається з додатньою пiввiссю Oy1, а при C1 = 0,
C2 > 0 — з додатньою пiввiссю Oy2.

Фазовий портрет в цьому випадку зображено на рис.2.

Точка спокою (0;0) називається нестiйким вузлом.
Тепер нехай
2) λ1, λ2 — рiзнi за знаком, тобто, λ1 · λ2 < 0, що рiвносильно виконанню нерiвно-

стей λ1 < 0 < λ2.
Нехай C1 > 0, C2 > 0. Тодi

y1 = C1e
λ1t → 0, y2 = C2e

λ2t → +∞ при t→ +∞,

y1 = C1e
λ1t → +∞, y2 = C2e

λ2t → 0 приt→ −∞.

При C1 > 0, C2 = 0 траєкторiя збiгається з додатньою пiввiссю, яка проходиться вiд
початку координат, а при C1 = 0, C2 > 0 — з додатньою пiввiссю, яка проходиться
до початку координат.

Фазовий портрет зображено на рис.3.
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В цьому випадку точка спокою (0;0) називається сiдлом.
Розглянемо тепер ще одну пiдгрупу I групи.

B: Власнi значення λ1, λ2 матрицi A — комплексно-спряженi (тобто, λ1 =
λ2).

Нехай λ1 = µ + iν, де ν ̸= 0. Тодi λ2 = µ − iν. Як вiдомо, загальний дiйсний
розв’язок системи (3.1) запишеться у виглядi

x = Re
(
C1he

λ1t + C2he
λ1t
)
, t ∈ R, C1, C2 ∈ C,

де h — власний вектор матрицi A, вiдповiдний власному значенню λ1 = λ2 (Rez —
дiйсна частина числа z ∈ C). Отже, враховуючи, що Rez = 1

2
(z + z), z ∈ C,

x =
1

2
(C1 + C2)he

λ1t +
1

2
(C1 + C2)he

λ1t, t ∈ R, C1, C2 ∈ C.

Покладемо C:=C1 + C2, тодi

x =
1

2
Cheλ1t +

1

2
C heλ1t, t ∈ R, C ∈ C,

— загальний дiйсний розв’язок. Перепишемо його дещо в iншому виглядi.
Нехай C = Reiα, h = h1 − ih2. Тут α,R ∈ R, h1 def

= Reh, h2 def
= −Imh (Imz — уявна

частина числа z ∈ C). Тодi

1

2
Cheλ1t+

1

2
C heλ1t =

1

2
Re(µ+iν)t+iα(h1 − ih2) +

1

2
Re(µ−iν)t+iα(h1 + ih2) =

=
1

2
Reµt

[
(h1 − ih2) ·

(
cos(νt+ α) + i sin(νt+ α)

)
+

+ (h1 + ih2) ·
(
cos(νt+ α)− i sin(νt+ α)

)]
=

=
1

2
Reµt

[
h1 cos(νt+ α) + ih1 sin(νt+ α)− ih2 cos(νt+ α) + h2 sin(νt+ α) +

+ h1 cos(νt+ α)− ih1 sin(νt+ α) + ih2 cos(νt+ α) + h2 sin(νt+ α)
]
=

= Reµt
[
h1 cos(νt+ α) + h2 sin(νt+ α)

]
=

=
(
Reµt cos(νt+ α)

)
h1 +

(
Reµt sin(νt+ α)

)
h2.

Таким чином, отримаємо

x =
(
Reµt cos(νt+ α)

)
h1 +

(
Reµt sin(νt+ α)

)
h2, t ∈ R, α, R ∈ R

— загальний дiйсний розв’язок.
Тут h1, h2 — лiнiйно незалежнi вектори. Вiзьмемо їх за новi базовi вектори. Тодi

в новiй системi координат Oy1y2 траєкторiї системи (3.1) задаються рiвняннями

y1 = Reµt cos(νt+ α), y2 = Reµt sin(νt+ α), t ∈ (−∞; +∞), де α,R ∈ R, R ≥ 0.
(3.4)

Звiдси, зокрема, маємо
y21 + y22 = R2e2µt. (3.5)

Розглянемо два випадки
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1) µ ̸= 0; 2) µ = 0.
Спочатку нехай маємо випадок 1). Припустимо, що
а) µ < 0.
Тодi згiдно з (3.5) маємо

y21 + y22 → 0 при t→ +∞ i y21 + y22 → +∞ при t→ −∞

Траєкторiї системи (3.1) в цьому випадку зображенi на рис.4а, якщо ν < 0 i 4б, якщо
ν > 0.

В цьому випадку точка спокою (0;0) називається стiйким фокусом.
Нехай маємо випадок
б) µ > 0.
Тодi

y21 + y22 → +∞ при t→ +∞ i y21 + y22 → 0 при t→ −∞

Траєкторiї системи (3.1) мають вигляд, вказаний на рис.5а i 5б.

В цьому випадку точка спокою (0;0) називається нестiйким фокусом.
Розглянемо випадок 2), тобто випадок, коли µ = 0. Тодi траєкторiї системи (3.1)

— елiпси (див. рис.6а i 6б).
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В цьому випадку точка спокою (0;0) називається центром.
Перейдемо до розгляду II групи — групи вироджених випадкiв. Видiлимо двi

пiдгрупи за кiлькiстю власних значень.

С: Власнi значення λ1, λ2 матрицi A — дiйснi i одне з них дорiвнює нулю.

Загальний розв’язок системи (3.1) має вигляд

x = C1h
1eλ1t + C2h

2eλ2t, t ∈ R, C1, C2 ∈ R,

де h1, h2 — власнi вектори матрицi A, вiдповiднi власним значенням λ1 та λ2.
Перейдемо до нової бази (h1, h2). В новiй системi координат Oy1y2 траєкторiї

матимуть рiвняння

y1 = C1e
λ1t, y2 = C2e

λ2t, t ∈ (−∞; +∞), (3.6)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Розглянемо можливi варiанти:
а) λ1 < λ2 = 0; б) 0 = λ1 < λ2.
Нехай маємо варiант а). Тодi з (3.6) отримаємо рiвняння траєкторiй

y1 = C1e
λ1t, y2 = C2, t ∈ (−∞; +∞), (3.7)

Очевидно, що y1 → 0 при t→ +∞ i y1 → +∞ при t→ −∞, а y2 — стала.
Отже, в цьому випадку траєкторiї матимуть вигляд, вказаний на рис.7.

Очевидно, що тут множина точок спокою збiгається з вiссю Oy2.
У варiантi б), проводячи аналогiчнi мiркування, отримаємо фазовий портрет, схе-

матично зображений на рис.8.

Тут множина точок спокою збiгається з вiссю Oy1.
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Тепер розглянемо випадки, вiдповiднi ситуацiї, коли матриця A має тiльки одне
власне значення.

D: Власне значення λ1 алгебраїчної кратностi 2.

Спочатку проведемо вiдповiднi дослiдження, коли
1) алгебраїчна та геометрична кратностi збiгаються (=2).
Нехай h1, h2 — лiнiйно незалежнi власнi вектори, вiдповiднi власному значенню

λ1. Переходячи до нової бази (h1, h2), в новiй системi координат Oy1y2 отримаємо
рiвняння траєкторiй у виглядi

y1 = C1e
λ1t, y2 = C2e

λ1t, t ∈ (−∞; +∞), C1, C2 ∈ R.

Розглянемо три випадки
а) λ1 < 0; б) λ1 > 0; в) λ1 = 0.
У випадках а) i б) траєкторiями є променi з початком у початку системи коорди-

нат. Рух в додатньому напрямку по траєкторiях у випадку а) — до початку координат
(див. рис.9) i єдина точка спокою (0;0) називається стiйким дикритичним вузлом,
а у випадку б) — вiд початку координат (див. рис.10) i єдина точка спокою (0;0)
називається нестiйким дикритичним вузлом.

У випадку в) система (3.1) має вигляд

x′1 = 0, x′2 = 0,

а отже, x1 = C1, x2 = C2, C1, C2 ∈ R, — загальний розв’язок цiєї системи. Таким
чином, будь-яка точка площини Ox1x2 є точкою спокою, а значить, траєкторiями
даної системи i вони заповнюють всю площину.

Тепер дослiдимо фазовий портрет, коли
2) алгебраїчна i геометрична кратностi власного значення λ1 не збiгаються (k1 =

2, l1 = 1).
Спочатку покажемо, що знайдуться лiнiйно незалежнi вектори h1 i h2 такi, що

Ah1 = λ1h
1, Ah2 = λ1h

2 + h1. (3.8)

Справдi, жорданова форма матрицi A в даному випадку має вигляд(
λ1 1
0 λ1

)
.
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Нехай H = (h1, h2) — невироджена матриця, така що

A = H ·
(
λ1 1
0 λ1

)
·H−1.

Звiдси

A(h1, h2) = (h1, h2)

(
λ1 1
0 λ1

)
,

тобто,
(Ah1, Ah2) = (λ1h

1, h1 + λ1h
2),

що i треба було показати.
Вектор h1, очевидно, є власним вектором, а вектор h2 називається приєднаним

вектором. Пару векторiв (h1, h2) виберемо за нову базу. Тодi будь-який розв’язок
x = x(t) системи (3.1) можна записати у виглядi

x(t) = y1(t)h
1 + y2(t)h

2, t ∈ (−∞; +∞), (3.9)

де y1(t), y2(t) — деякi неперервно-диференцiйовнi функцiї. Їх вирази знайдемо з умо-
ви, що x = x(t) — розв’язок системи (3.1), тобто, на пiдставi (3.9), як розв’язки
рiвняння

y′1h
1 + y′2h

2 = y1Ah
1 + y2Ah

2.

Звiдси, враховуючи (3.8), отримаємо{
y′1 = λ1y1 + y2,

y′2 = λ1y2.
(3.10)

Розв’яжемо цю систему. Домножимо кожне з рiвнянь на e−λ1t, перенесемо першi
члени правих частин в лiвi i, використавши рiвностi

(yje
−λ1t)′ = y′je

−λ1t − λ1yje
−λ1t, j = 1, 2,

отримуємо
(y1e

−λ1t)′ = y2e
−λ1t, (y2e

−λ1t)′ = 0.

Звiдси знаходимо

y1 = (C1 + C2t)e
λ1t, y2 = C2e

λ1t t ∈ (−∞; +∞), (3.11)

де C1, C2 — довiльнi сталi — загальний розв’язок системи (3.10)
Припустимо спочатку, що C2 ̸= 0. Тодi (3.11) можна записати у виглядi

y1 = C2

(C1

C2

+ t
)
eλ1t, y2 = C2e

λ1t.

Покладемо тут τ :=t+ C1

C2
(тодi t = τ − C1

C2
), k = C2e

−λ1 C1
C2 . В результатi отримаємо

y1 = kτeλ1τ , y2 = keλ1τ , τ ∈ (−∞; +∞), k ∈ R, (3.12)

— рiвняння траєкторiй системи (3.1) (для даного випадку).
Якщо ж C2 = 0, то рiвняння траєкторiй (див.(3.11)) має вигляд

y1 = C1e
λ1t, y2 = 0, C1 ∈ R,
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i при C1 ̸= 0 є пiвосями осi Oy1, а при C1 = 0 — точкою спокою (0;0).
Уважнiше роздивимося траєкторiї, заданi рiвностями (3.12). Для цього розгля-

неио три випадки:
а) λ1 < 0; б) λ1 > 0; в) λ1 = 0.
Нехай маємо випадок а). Графiки функцiй y1 = kτeλ1τ i y2 = keλ1τ , коли k > 0,

схематично показанi вiдповiдно на рис.11а i 11б.

Бачимо, що y1 → 0 при τ → +∞ i y1 → −∞ при τ → −∞, а y2 → 0 при τ → +∞ та
y1 → +∞ при τ → −∞, причому y1 > 0, коли τ > 0, i y1 < 0, коли τ < 0, а y2 > 0
для всiх значень τ .

Отже, в даному випадку фазовий портрет системи (3.1) матиме вигляд, схемати-
чно зображений на рис.12.

Єдина точка спокою (0;0) називається стiйким виродженим вузлом.
У випадку б) функцiї, заданi в (3.12), мають графiки, схематично показанi вiдпо-

вiдно на рис.13а i 13б.
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Звiдси легко отримати фазовий портрет системи (3.1) (див. рис.14).

Єдина точка спокою (0;0) називається нестiйким виродженим вузлом.
Нарештi, розглянемо випадок в), тобто, випадок, коли власне значення λ1 дорiв-

нює 0. Тодi рiвняння траєкторiй в системi координат Oy1y2 мають вигляд

y1 = C1 + C2t, y2 = C2, t ∈ (−∞; +∞) C1, C2 ∈ R.

Отже, в цьому випадку траєкторiями є прямi (C2 ̸= 0), паралельнi до осi Oy1, але
не збiгаються з нею, або точками спокою (C2 = 0) (вони заповнюють всю вiсь Oy1).
Фазовий портрет схематично зображено на рис.15.

Зауваження 3.1. Викладену вище теорiю для нормальних однорiдних лiнiйних си-
стем другого порядку можна використати для дослiдження нормальних нелiнiйних
систем вигляду {

x′1 = a11x1 + a12x2 + q1(x1, x2),

x′2 = a21x1 + a22x2 + q2(x1, x2)

в припущеннi, що матриця

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

має два рiзних власних значення, кожне з яких має вiдмiнну вiд нуля дiйсну частину,
i |q1(x1, x2)|2 + |q2(x1, x2)|2 = o(x21 + x22) при (x1, x2) → (0, 0). Можна показати, що в
околi точки (0;0) фазовий портрет даної системи є подiбним до фазового портрету
лiнiйної системи

x′ = Ax.
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Лекцiя № 26

Тема 5

Першi iнтеграли нормальних систем

§1. Поняття першого iнтеграла
(
I
∫ )

нормальної
системи та повна система перших iнтегалiв

1.1. Поняття першого iнтеграла динамiчної системи та його
критерiй.

Нехай n ≥ 2 – натуральне число, а Ω – область в Rn, x = (x1, . . . , xn) — елемент
простору Rn.

Розглянемо динамiчну систему
x′1 = v1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = vn(x1, . . . , xn),

(1.1)

де t ∈ R – незалежна змiнна, v1, . . . , vn – заданi в областi Ω ⊂ Rn функцiї,
(x1, . . . , xn)

⊤ ∈ Ω,

Запишемо динамiчну систему (1.1) у векторнiй формi. Для цього елементи про-
стору Rn записуватимемо у виглядi вектор-стовпчикiв, тобто, якщо x належить Rn,

то x:=

x1...
xn

 ≡ (x1, . . . , xn)
⊤, де xk ∈ R, k = 1, n. На просторi Rn, як було сказано

вище, розглядаємо норму, визначену за правилом |x| :=
√
x21 + ...+ x2n для будь-

якого елемента x ∈ Rn з компонентами x1, ..., xn. Компоненти векторiв простору Rn

нумеруватимемо iндексами знизу, самi вектори — iндексами зверху; наприклад, за-
писи x3, x

3, x52 означатимуть вiдповiдно третю компоненту вектора x, третiй вектор
iз деякої сiм’ї векторiв x та другу компоненту вектора x5.

Нехай

x :=

x1...
xn

 , x′ :=

x
′
1
...
x′n

 , v(x) :=

v1(x1, . . . , xn)...
vn(x1, . . . , xn)

 .
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Отже, динамiчну систему (1.1) можна записати у виглядi

x′ = v(x), (1.2)

де t – незалежна дiйсна змiнна, x – векторна функцiя вiд змiнної t зi значеннями в
просторi Rn, v : Ω → Rn – задана неперервна векторна функцiя, Ω – область в Rn.

Припустимо, що v ∈
[
C1(Ω)

]n, тобто vi ∈ C1(Ω), i = 1, n. Звiдси, зокрема, випли-
ває, що для будь-якого значення t0 ∈ R i довiльного значення x0 ∈ Ω система (1.2)
має єдиний непродовжуваний розв’язок, який задовольняє умову

x(t0) = x0. (1.3)

Такий розв’язок позначатимемо, як i ранiше, через x = φ(t, t0, x
0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0).

Введемо поняття першого iнтеграла системи (1.2).

Означення 1.1. Неперервно диференцiйовну функцiю u(x), x ∈ Ω0, де Ω0 — пi-
добласть областi Ω, називають першим iнтегралом системи (1.2), якщо вона не є
сталою i для будь-якого розв’язку x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, системи (1.2), траєкторiя якого
лежить в Ω0, виконується рiвнiсть

u(φ(t)) = Cφ, t ∈ ⟨a, b⟩, (1.4)

де Cφ — стала, значення якої залежить вiд заданого розв’язку.

Зауваження 1.1. Нагадаємо, що лiнiєю рiвня функцiї u(x), x ∈ Ω0, називається мно-
жина

LC = {x : u(x) = C} , де C = const.

Як випливає iз означення першого iнтеграла (див. (1.4)), якщо u(x), x ∈ Ω0, — перший
iнтеграл системи (1.2), то траєкторiї розв’язкiв системи (1.2), якi лежать в Ω0, є
частинами лiнiй рiвня функцiї u.

Доведемо твердження, яке приймається за критерiй I
∫

(1).

Теорема 1.1. Нехай функцiя u належить простору C1(Ω0) (Ω0 — пiдобласть обла-
стi Ω) i не є сталою. Тодi u є першим iнтегралом системи (1.2) (u ∈I

∫
(1.2)) в

тому i лише в тому випадку, коли виконується тотожнiсть
n∑
i=1

∂u(x)

∂xi
vi(x) = 0, x ∈ Ω0. (1.5)

Доведення. (Необхiднiсть ⇒) Припустимо, що u є першим iнтегралом системи (1.2),
а ξ — довiльна точка з Ω0. Нехай x = ψ(t; ξ), t ∈ ⟨a, b⟩, — який-небудь розв’язок
системи (1.2), який задовольняє початкову умову

x(0) = ξ.

Тодi згiдно з означенням першого iнтеграла системи (1.2) маємо

u
(
ψ(t; ξ)

)
= C, t ∈ ⟨a, b⟩, де C = const.

Продиференцiюємо цю рiвнiсть, використовуючи формулу диференцiювання скла-
дeних функцiй вiд багатьох змiнних, i покладемо в отриманiй рiвностi t = 0. У ре-
зультатi здобудемо

0 =
u
(
ψ(t; ξ)

)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

[
∂u
(
ψ(t; ξ)

)
∂xi

dψi(t; ξ)

dt

]∣∣∣∣
t=0

=
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=
n∑
i=1

∂u
(
ψ(0; ξ)

)
∂xi

vi
(
ψ(0; ξ)

)
=

n∑
i=1

∂u(ξ)

∂ξi
vi(ξ).

Звiдси та в силу довiльностi вибору ξ маємо (1.5).

(Достатнiсть ⇐) Нехай виконується умова (1.5), а x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок
(1.2), траєкторiя якого лежить в Ω0. Покладемо Φ(t):=u

(
φ(t)

)
, t ∈ ⟨a, b⟩. Очевидно,

що функцiя Φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, є диференцiйовною i, враховуючи (1.5), маємо

dΦ(t)

dt
=

n∑
i=1

∂u
(
φ(t)

)
∂xi

dφi(t)

dt
=

n∑
i=1

∂u
(
φ(t)

)
∂xi

vi
(
φ(t)

)
= 0.

Звiдси випливає, що Φ(t) = C0, t ∈ ⟨a, b⟩, де C0 = const, тобто

u
(
φ(t)

)
= C0, t ∈ ⟨a, b⟩.

Приклад 1.1. Розглянемо рух матерiальної точки масою m по прямiй, на якiй вве-
дена декартова система координат, пiд дiєю сили, проекцiя якої на цю координатну
пряму дорiвнює F (x), де x — координата точки на прямiй. Закон руху визначається
рiвнянням Ньютона

mx′′ = F (x), (1.6)

початковим положенням
x(0) = x0

та початковою швидкiстю
x′(0) = x1.

Рiвняння (1.6), як вiдомо, рiвносильне системi

x′1 = x2, x′2 = F (x1)/m, (1.7)

де x1 = x, x2 = x′.

Покладемо E(x1, x2):=V (x1) +
(x2)

2

2
, де V (x1):= −

∫ x1

c

F (s) ds, (x1, x2) ∈ R2,

c = const. Тут V (x1) — потенцiальна енергiя,
(x2)

2

2
— кiнетична енергiя, E(x1, x2)

— повна енергiя матерiальної точки. Як легко переконатися, функцiя u = E(x1, x2),
(x1, x2) ∈ R2, є першим iнтегралом системи (1.7), а запис E(x1, x2) = E0, де E0 —
стала, значенням якої є початкова енергiя матерiальної точки, виражає закон збере-
ження повної енергiї. Це означає, що рух вiдбувається за законом x = x(t), t ∈ [0, T ],
таким, що E(x(t), x′(t)) = E(x(0), x′(0)), t ∈ [0, T ].

1.2. Повна система перших iнтегралiв динамiчних систем.

Нехай
u1(x), . . . , uk(x), x ∈ Ω0, (1.8)

— першi iнтеграли системи (1.2).
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Означення 1.2. Скажемо, що першi iнтеграли (1.8) є незалежними (в Ω0), якщо

rang


∂u1(x)

∂x1
. . .

∂u1(x)

∂xn... . . . ...
∂uk(x)

∂x1
. . .

∂uk(x)

∂xn

 = k, x ∈ Ω0. (1.9)

Теорема 1.2. Нехай a — неособлива точка системи (1.2), тобто v(a) ̸= 0. Тодi
в деякому околi точки a визначена система n − 1 незалежних перших iнтегралiв
системи (1.2).

Доведення. Припустимо, що vn(a) ̸= 0. В протилежному випадку можна, перену-
мерувавши змiннi x1, . . . , xn, добитися потрiбного. Нехай δ > 0 таке, що Vδ(a) ={
x : |xi − ai| < δ, i = 1, n

}
— окiл точки a, що лежить в Ω. Позначимо через ξ точку

з околу Vδ(a) вигляду ξ =


ξ1
...

ξn−1

an

, де ξi, i = 1, n, — довiльнi, an — n-та координата

точки a.
Розглянемо непродовжуваний розв’язок системи (1.2), який задовольняє початко-

ву умову
x(0) = ξ.

Цей розв’язок запишемо у виглядi
x1 = φ1(t, ξ1, . . . , ξn−1),

x2 = φ2(t, ξ1, . . . , ξn−1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = φn(t, ξ1, . . . , ξn−1),

(1.10)

t ∈ (aξ, bξ), ξi ∈ (ai−δ, ai+δ), i = 1, n− 1, де φ1, . . . , φn — неперервно-диференцiйовнi
функцiї своїх аргументiв. Коротше спiввiдношення (1.10) записуватимемо у виглядi

x = φ(t, ξ′),

де ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1).
Покажемо, що iснує окiл V точки â:=(0, a1, . . . , an−1) такий, що спiввiдношення

(1.10) задають вiдображення цього околу на деякий окiлW точки a, причому взаємно
однозначно. Для цього досить перевiрити, що визначник матрицi

B(t, ξ1, . . . , ξn−1):=


∂φ1(t, ξ1, . . . , ξn−1)

∂ξ1
. . .

∂φ1(t, ξ1, . . . , ξn−1)

∂ξn−1

∂φ1(t, ξ1, . . . , ξn−1)

∂t
... . . . ...

...
∂φn(t, ξ1, . . . , ξn−1)

∂ξ1
. . .

∂φn(t, ξ1, . . . , ξn−1)

∂ξn−1

∂φn(t, ξ1, . . . , ξn−1)

∂t


вiдмiнний вiд нуля в точцi â.

За означенням функцiй φ1, . . . , φn маємо рiвностi

φ1(0, ξ1, . . . , ξn−1) = ξ1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
φn−1(0, ξ1, . . . , ξn−1) = ξn−1,

φn(0, ξ1, . . . , ξn−1) = an,

(1.11)
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a1 − δ < ξ1 < a1 + δ, . . . , an−1 − δ < ξn−1 < an−1 + δ.
Звiдси випливає

∂φi(â)

∂ξj
= δij ≡

{
1 i = j,

0 i ̸= j
— символ Кронекера, i, j ∈ {1, . . . , n− 1} ,

∂φn(â)

∂ξn
= 0, j = 1, n− 1,

∂φi(â)

∂t
= vi(a), i = 1, n,

а це означає, що

B(â) =


1 0 · · · 0 v1(a)
0 1 · · · 0 v2(a)
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 vn−1(a)
0 0 · · · 0 vn(a)

 ,

тобто detB(â) = vn(a) ̸= 0.
Отже, за теоремою про неявну функцiю спiввiдношення (1.10) задають бiєктивне

вiдображення деякого околу V = {(t, ξ1, . . . , ξn−1) : −σ < t < σ, a1 − σ < ξ1 < a1 + σ,
. . . , an−1 − σ < ξn−1 < an−1 + σ} (тут σ > 0) точки â у вiдповiдний окiл U точки a,
причому обернене вiдображення

t = w(x1, . . . , xn),

ξ1 = u1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξn−1 = un−1(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ U,

(1.12)

є неперервно-диференцiйовним. Крiм того, маємо

∂u1(a)

∂x1
· · · ∂u1(a)

∂xn... . . . ...
∂un−1(a)

∂x1
· · · ∂un−1(a)

∂xn

∂w(a)

∂x1
· · · ∂w(a)

∂xn


=


∂φ1(â)

∂ξ1
· · · ∂φ1(â)

∂ξn−1

∂φ1(â)

∂t
... . . . ...

...
∂φn(â)

∂ξ1
· · · ∂φn(â)

∂ξn−1

∂φn(â)

∂t

 =

=



1 0 · · · 0 −v1(a)
vn(a)

0 1 · · · 0 −v2(a)
vn(a)

...
... . . . ...

...

0 0 · · · 1 0− vn−1(a)

vn(a)

0 0 · · · 0 0− 1

vn(a)


. (1.13)
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Звiдси, зокрема випливає, що

rang
(
∂ui(a)

∂xj

)
i=1,n−1
j=1,n−1

= n− 1 (1.14)

i 
∂u1(a)

∂x1
· · · ∂u1(a)

∂xn−1
... . . . ...

∂un−1(a)

∂x1
· · · ∂un−1(a)

∂xn−1

 =

1 · · · 0
... . . . ...
1 · · · 0

 (1.15)

Отже, функцiї u1, . . . , un−1 незалежнi в деякому околi точки a.
Покажемо, що для кожного i ∈ {1, . . . , n− 1} функцiя ui(x), x ∈ U , є першим

iнтегралом системи (1.2). Нехай ξ0 = colon (ξ01 , . . . , ξ0n−1, an), a1 − σ < ξ01 < a1 + σ, . . . ,
an−1−σ < ξ0n−1 < an−1+σ, i x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок системи (1.2), який задо-
вольняє умову ψ(0) = ξ0 i траєкторiя якого лежить в U . В силу єдиностi розв’язку
задачi Кошi маємо

⟨a, b⟩ ⊂ (−σ, σ) i ψ(t) = φ(t, ξ01 , . . . , ξ
0
n−1), t ∈ ⟨a, b⟩.

Звiдси, враховуючи спiввiдношення (1.12), отримаємо

ui(ψ(t)) = ui(φ(t, ξ
0
1 , . . . , ξ

0
n−1)) = ξ0i ∀t ∈ ⟨a, b⟩, i = 1, n− 1.

Тепер нехай x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — який-небудь розв’язок системи (1.2), траєкторiя
якого лежить в U , а t0 ∈ ⟨a, b⟩ — довiльна фiксована точка. Покладемо x0:=ψ(t0).
Оскiльки x0 ∈ U , то iснує точка (t∗, ξ

∗
1 , . . . , ξ

∗
n−1) ∈ V така, що φ(t∗, ξ∗1 , . . . , ξ∗n−1) = x0.

Отже, ψ(t0) = φ(t∗, ξ
∗
1 , . . . , ξ

∗
n−1). Звiдси та з властивостi 2◦ розв’язкiв динамiчних

систем (див. §2 теми 4) маємо рiвнiсть ψ(t) = φ(t+C, ξ∗1 , . . . , ξ
∗
n−1), t ∈ ⟨a, b⟩, де C ∈ R,

причому −σ < t+C < σ, коли t ∈ ⟨a, b⟩. Отже, ui(ψ(t)) = ui(φ(t+C, ξ
∗
1 , . . . , ξ

∗
n−1)) = ξ∗i

∀t ∈ ⟨a, b⟩, i = 1, n− 1. Таким чином, ми показали, що функцiї u1, . . . , un−1 є першими
iнтегралами системи (1.2), причому незалежними.

Зауваження 1.2. Якщо u1(x), . . . , uk(x), x ∈ Ω0, – першi iнтеграли системи (1.2) i
F (ξ1, . . . , ξk), (ξ1, . . . , ξk) ∈ Rk, — довiльна неперервно-диференцiйовна функцiя, то
функцiя

u(x) = F
(
u1(x), . . . , uk(x)

)
, x ∈ Ω0,

теж є першим iнтегралом системи (1.2).

Теорема 1.3. Нехай a — неособлива точка системи (1.2), тобто v(a) ̸= 0, Ω0 — її
окiл i

u1(x), . . . , un−1(x), x ∈ Ω0,

— незалежнi I
∫

(1). Тодi для довiльного першого iнтеграла u(x), x ∈ Ω1 (Ω1 —
окiл точки a), системи (1.2) знайдуться окiл Ω2 ⊂ Ω0 ∩ Ω1 точки a i неперервно-
диференцiйовна функцiя F (ξ1, . . . , ξn−1), (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ G ⊂ Rn−1 (G — область),
такi, що

u(x) = F
(
u1(x), . . . , un−1(x)

)
, x ∈ Ω2. (1.16)
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Доведення. Оскiльки першi iнтеграли u1, . . . , un−1 системи (1.2) є незалежними в око-
лi точки a, то можна вважати, без втрати загальностi, що∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1(a)

∂x1
· · · ∂u1(a)

∂xn−1
... . . . ...

∂un−1(a)

∂x1
· · · ∂un−1(a)

∂xn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

За теоремою 1.1 маємо

n∑
j=1

∂ui(x)

∂xj
vj(x) = 0, i = 1, n− 1, j = 1, n,

n∑
j=1

∂u(x)

∂xj
vj(x) = 0, x ∈ Ω0 ∩ Ω1.

Отже, маємо рiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1(a)

∂x1
· · · ∂u1(a)

∂xn... . . . ...
∂un−1(a)

∂x1
· · · ∂un−1(a)

∂xn

∂u(a)

∂x1
· · · ∂u(a)

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, x ∈ Ω0 ∩ Ω1.

Звiдси та з вiдомих результатiв математичного аналiзу про залежнiсть системи фун-
кцiй випливає спiввiдношення (1.16).

1.3. Першi iнтеграли нединамiчних систем.

Розглянемо нормальну (нединамiчну) систему
x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D,

(1.17)

де D — область в R1+n, fi ∈ C1(D), i = 1, n.
Зауважимо, що систему (1.17) можна трактувати як динамiчну систему порядку

n+ 1 вигляду 
x′0 = 1,

x′1 = f1(x0, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(x0, x1, . . . , xn),

(1.18)

де t ∈ R, (x0, x1, . . . , xn) ∈ D.
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Очевидно, що iнтегральнi лiнiї системи (1.17) є траєкторiями системи (1.18) i,
навпаки, траєкторiї системи (1.18) є iнтегральними лiнiями системи (1.17). Вiдмiтимо
також, що задача Кошi для системи (1.17) з початковими умовами

x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n, (1.19)

еквiвалентна задачi Кошi для системи (1.18) з початковими умовами

x0(t0) = t0, x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n, (1.20)

в тому сенсi, що, якщо

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩,

— розв’язок задачi (1.17)–(1.19), то

x0 = t, x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩,

— розв’язок задачi (1.18)–(1.20), i, навпаки, якщо

x0 = t, x1 = ψ1(t), . . . , xn = ψn(t), t ∈ ⟨c, d⟩,

— розв’язок задачi (1.18)–(1.20), то

x1 = ψ1(t), . . . , xn = ψn(t), t ∈ ⟨c, d⟩,

— розв’язок задачi (1.17)–(1.19).
Виходячи зi сказаного, можна дати таке означення першого iнтеграла системи

(1.17).

Означення 1.3. Неперервно диференцiйовну функцiю u(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈
D0, де D0 — пiдобласть областi D, називають першим iнтегралом системи (1.17),
якщо вона не є сталою i для будь-якого її розв’язку

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩,

графiк якого лежить в D0, виконується рiвнiсть

u(t, φ1(t), . . . , φn(t)) = Cφ ∀t ∈ ⟨a, b⟩,

де Cφ — стала, яка може залежати вiд заданого розв’язку.

Теорема 1.4. Нехай функцiя u(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D0, де D0 — пiдобласть
областi D, належить простору C1(D0) i не є сталою. Тодi u буде першим iнтегра-
лом системи (1.17) в тому i лише тому випадку, коли виконується рiвнiсть

∂u(t, x1, . . . , xn)

∂t
+

n∑
i=1

∂ui(t, x1, . . . , xn)

∂xi
fi(t, x1, . . . , xn) = 0, (t, x1, . . . , xn) ∈ D0.

Означення 1.4. Першi iнтеграли u1(t, x1, . . . , xn), . . . , uk(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈
D0, називають незалежними, якщо

rang


∂u1(t, x1, . . . , xn)

∂x1
. . .

∂u1(t, x1, . . . , xn)

∂xn... . . . ...
∂uk(t, x1, . . . , xn)

∂x1
. . .

∂uk(t, x1, . . . , xn)

∂xn

 = k, (t, x1, . . . , xn) ∈ D0.

Теорема 1.5. Для довiльної точки (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ D знайдеться її окiл, в якому

визначенi n незалежнi першi iнтеграли системи (1.17) i будь-який iнший перший
iнтеграл цiєї системи функцiонально залежний вiд них.
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Лекцiя № 27

§2. Застосування перших iнтегралiв до знаходження
розв’язкiв нормальних систем

2.1. Пониження порядку нормальної системи за допомогою її
перших iнтегралiв.

Розглянемо динамiчну систему
x′ = v(x), (2.1)

де Ω — область в Rn (n > 2), v ∈ C1(Ω;Rn), x — невiдома векторна функцiя вiд
змiнної t ∈ R зi значеннями в Rn.

Нехай Ω0 — пiдобласть областi Ω, а u1(x), . . . , uk(x), x ∈ Ω0, — незалежнi першi
iнтеграли системи (2.1) для деякого k ∈ {1, . . . , n−1}. Припустимо, що вiдображення

y1 = u1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yk = uk(x1, . . . , xn),

yk+1 = xk+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = xn, (x1, . . . , xn) ∈ Ω1 ⊂ Ω0,

(2.2)

взаємно однозначно переводить область Ω1 в область Ω̂1 простору змiнних y ∈ Rn.
Для цього достатньо, щоб виконувалась умова∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1(x
0)

∂x1
· · · ∂u1(x

0)

∂xk... . . . ...
∂uk(x

0)

∂x1
· · · ∂uk(x

0)

∂xk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0, (2.3)

де x0 — яка-небудь точка з Ω0, Ω1 — деякий окiл точки x0. Зауважимо, що умова (2.3)
з точнiстю до перенумерацiї є наслiдком означення незалежностi перших iнтегралiв.

Також вважатимемо, що обернене до (2.2) вiдображення

x1 = w1(y1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk = wk(y1, . . . , yn),

xk+1 = yk+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = yn, (y1, . . . , yn) ∈ Ω̂1,

(2.4)

є неперервно-диференцiйовним.
Зробимо перетворення залежних змiнних в системi (2.1) за правилом (2.2). При

цьому множина розв’язкiв системи (2.1) взаємно-однозначно вiдображається на мно-
жину розв’язкiв деякої динамiчної системи зi змiнними t, y1, . . . , yn. Покажемо це.
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Нехай x = x(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок системи (2.1), траєкторiя якого лежить в
Ω∗, а y = y(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — його образ при перетвореннi змiнних (2.2). Маємо

y′i(t) =
d

dt
ui(x1(t), . . . , xn(t)) = 0, t ∈ ⟨a, b⟩, i = 1, k,

оскiльки ui, i = 1, k, — першi iнтеграли системи (2.1). Далi для i = k + 1, n отримаємо

y′i(t) = x′i(t) = vi(x1(t), . . . , xn(t)) =

= vi(w1(y1(t), . . . , yn(t)), . . . , wk(y1(t), . . . , yn(t)), yk+1(t), . . . , yn(t)), t ∈ ⟨a, b⟩.

Покладемо

gi(y1, . . . , yn):=vi(v1(y1, . . . , yn), . . . , vk(y1, . . . , yn), yk+1, . . . , yn), (2.5)

(y1, . . . , yn) ∈ Ω̂1, i = k + 1, n.

Таким чином, ми показали, що функцiя y = y(t), t ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком системи
рiвнянь 

y′1 = 0,

. . . . . . . .
y′k = 0,

y′k+1 = gk+1(y1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n = gn(y1, . . . , yn),

(2.6)

зокрема, траєкторiї системи (2.1), якi лежать в Ω∗, переходять при вiдображеннi (2.2)
у траєкторiї системи (2.6), якi лежать в Ω̂. Оскiльки через кожну точку областi Ω∗

проходить траєкторiя системи (2.1), то через кожну точку областi Ω̂ проходить трає-
кторiя системи (2.6), яка є образом деякої траєкторiї системи (2.6) при вiдображеннi
(2.2). Покажемо, що будь-яка траєкторiя системи (2.6) має прообразом при вiдобра-
женнi (2.2) траєкторiю системи (2.1) (що лежить в Ω∗). Справдi, нехай γ — деяка
траєкторiя системи (2.6), яка задається розв’язком y = ψ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, цiєї системи.
Розглянемо функцiю x = φ(t), t ∈ ⟨c, d⟩, де φ(t) є прообразом ψ(t) при вiдображеннi
(2.2) для кожного t ∈ ⟨c, d⟩. Нехай t0 ∈ ⟨c, d⟩ — довiльна точка. Побудуємо розв’язок
системи (2.1) з початковою умовою x(t0) = φ(t0); нехай це буде функцiя x = x(t),
t ∈ ⟨α, β⟩. Образом цiєї функцiї при вiдображеннi (2.2) буде розв’язок y = x̃(t),
t ∈ ⟨α, β⟩, з початковою умовою y(t0) = ψ(t0). В силу єдиностi розв’язку задачi Кошi
для системи (2.6), маємо x̃(t) = ψ(t) для всiх значень t з деякого околу U(t0) точки t0.
Отже, φ(t) = x(t) ∀t ∈ U(t0), а це, враховуючи довiльнiсть t0, означає, що x = φ(t),
t ∈ ⟨c, d⟩, — розв’язок системи (2.1).

Тепер зауважимо, що систему (2.6) можна записати у виглядi

y1 = C1,

. . . . . . . .
yk = Ck,

y′k+1 = gk+1(C1, . . . , Ck, yk+1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n = gn(C1, . . . , Ck, yk+1, . . . , yn).

(2.7)
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Отримана система складається з n−k диференцiальних рiвнянь, що, зрозумiло, є
спрощенням даної системи (2.1). Розв’язавши цю систему, за допомогою вiдображе-
ння (2.4) знайдемо розв’язки системи (2.1). Можна зробити по-iншому. Враховуючи
(2.2) i (2.4), на пiдставi (2.7) отримуємо систему рiвнянь

u1(x1, . . . , xn) = C1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uk(x1, . . . , xn) = Ck,

x′k+1 = gk+1(C1, . . . , Ck, xk+1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = gn(C1, . . . , Ck, xk+1, . . . , xn).

(2.8)

2.2. Повний загальний iнтеграл нормальної системи при наяв-
ностi повної системи її перших iнтегралiв.

Розглянемо випадок k = n−1 (як вiдомо, максимальна кiлькiсть незалежних перших
iнтегралiв системи (2.1) дорiвнює n− 1). Тодi система (2.8) матиме вигляд

u1(x1, . . . , xn) = C1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
un−1(x1, . . . , xn) = Cn−1,

(2.9)

x′n = gn(C1, . . . , Cn−1, xn), (x1, . . . , xn) ∈ Ω∗. (2.10)

Рiвняння (2.9) є рiвнянням з вiдокремлювальними змiнними. Його загальний iнте-
грал можна записати у виглядi

xn∫
x◦n

ds

gn(C1, . . . , Cn−1, s)
= t+ Cn (2.11)

(за умови, що даний iнтеграл iснує).
Отже, система спiввiдношень (2.9), (2.11) задає множину всеможливих розв’язкiв

(iнтегральних лiнiй) системи (2.1), тобто є її повним загальним iнтегралом.
Легко переконатися, що система спiввiдношень (2.9) визначає сiм’ю траєкторiй

системи (2.1) в Ω1. Справдi, з наших припущень стосовно вiдображення (2.2) (див.
(2.4)), випливає, що система (2.9) еквiвалентна системi

x1 = w1(C1, . . . , Cn−1, xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1 = wn−1(C1, . . . , Cn−1, xn),

(2.12)

де (C1, . . . , Cn−1) ∈ Ĉ — образ множини Ω1 при вiдображеннi
y1 = u1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn−1 = un−1(x1, . . . , xn).

Це означає, що система рiвнянь (2.9) однозначно задає сiм’ю лiнiй в Ω1. Нехай x1 =
x1(t), . . . , xn = xn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок системи (2.1), γ — траєкторiя, яка ним
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визначається, причому γ лежить в Ω1. В силу означення першого iнтеграла системи
(2.1) маємо 

u1(x1(t), . . . , xn(t)) = C0
1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
un−1(x1(t), . . . , xn(t)) = C0

n−1,

(2.13)

де C0
1 = u1(x

0
1, . . . , x

0
n), . . . , C

0
n−1 = un−1(x

0
1, . . . , x

0
n), а x01:=x1(t0), . . . , x

0
n:=xn(t0), t0 ∈

⟨a, b⟩ — довiльно вибрана i зафiксована точка. Iз (2.13), враховуючи (2.12), маємо
x1(t) = v1(C

0
1 , . . . , C

0
n−1, xn(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1(t) = v0n−1(C

0
1 , . . . , C

0
n−1, xn(t)), t ∈ ⟨a, b⟩,

(2.14)

тобто траєкторiя γ є частиною лiнiї, визначеної системою (2.12) при C1 = C0
1 , . . . ,

Cn−1 = C0
n−1.

Зi сказаного легко зробити висновок: якщо яка-небудь траєкторiя системи (2.1),
що лежить в Ω1, має спiльну точку з деякою лiнiєю сiм’ї (2.9) (чи (2.12)), то ця тра-
єкторiя є частиною деякої лiнiї. Оскiльки через кожну точку множини Ω1 проходить
як лiнiя сiм’ї (2.9), так i траєкторiя системи (2.1), то тим самим наше твердження
доведено.

Тепер розглянемо довiльну нормальну систему (може бути нединамiчною)

x′ = f(t, x), (t, x) ∈ D, (2.15)

де D — область в R1+n, f ∈ C1(D;Rn). Нехай u1(t, x), . . . , un(t, x), (t, x) ∈ D0 (D0 —
пiдобласть областi D), незалежнi першi iнтеграли системи (2.15). Вiзьмемо D∗ ⊂ D0

— пiдобласть областi D0 таку, що вiдображення
τ = t,

y1 = u1(t, x),

. . . . . . . . . . . . . . . .
yn = un(t, x), (t, x) ∈ D∗,

взаємно-однозначно переводить область D∗ в деяку область D̃ простору R1+n змiнних
(τ, y). В якостi D∗ можна взяти окiл точки (t0, x

0) ∈ D0 такий, що∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1(t0, x
0)

∂x1
· · · ∂u1(t0, x

0)

∂xn... . . . ...
∂un(t0, x

0)

∂x1
· · · ∂un(t0, x

0)

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0, (2.16)

Вiдмiтимо, що умова (2.16) виконується для будь-якої точки (t0, x
0) ∈ D0, бо це є

наслiдок незалежностi перших iнтегралiв u1, . . . , un.
Зауважимо, (див. §1 п.1.3), що функцiї u1(x0, x), . . . , un(x0, x), (x0, x) ∈ D∗, є пер-

шими iнтегралами динамiчної системи
x′0 = 1,

x′1 = f1(x0, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(x0, x1, . . . , xn), (x0, x1, . . . , xn) ∈ D∗,

(2.17)
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причому траєкторiї системи (2.17) є iнтегральними лiнiями системи (2.15) i навпаки.
Звiдси та з вищесказаного випливає, що система рiвнянь

u1(t, x1, . . . , xn) = C1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
un(t, x1, . . . , xn) = Cn

при рiзних значеннях (C1, . . . , Cn) з множини, яка є образом множини D∗ при вiд-
ображеннi 

y1 = u1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = un(t, x1, . . . , xn)

задає сiм’ю всеможливих iнтегральних лiнiй системи (2.15), що лежать в D∗. Це,
зокрема, означає, що розв’язок задачi Кошi для системи (2.15) з початковими умо-
вами 

x1(t0) = x01
. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n

(2.18)

визначається системою рiвнянь
u1(t, x1, . . . , xn) = C0

1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
un(t, x1, . . . , xn) = C0

n,

де C0
1 :=u1(t0, x

0
1, . . . , x

0
n), . . . , C

0
n:=un(t0, x

0
1, . . . , x

0
n).
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Лекцiя № 28

Тема 6

Диференцiальнi рiвняння
з частинними похiдними першого порядку

§1. Загальний розв’язок диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними (ДРЧП) першого поряд-
ку

1.1. Класифiкацiя ДРЧП першого порядку

Нехай n > 2 — довiльне натуральне число.

Означення 1.1. Диференцiальним рiвнянням з частинними похiдними першого
порядку називають спiввiдношення вигляду

Φ
(
x1, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0, (1.1)

яке зв’язує незалежнi змiннi x1, . . . , xn, функцiю u = u(x1, . . . , xn) вiд них та її частин-
нi похiднi першого порядку ∂u

∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
.

Пiд розв’язком диференцiального рiвняння (1.1) будемо розумiти функцiю u, яка
визначена в деякiй областi Ω простору Rn i задовольняє такi три умови:

1) u ∈ C1(Ω);

2) вираз Φ
(
x1, . . . , xn, u(x1, . . . , xn),

∂u(x1, . . . , xn)

∂x1
, . . . ,

∂u(x1, . . . , xn)

∂xn

)
визначений

для всiх (x1, . . . , xn) ∈ Ω;

3) Φ
(
x1, . . . , xn, u(x1, . . . , xn),

∂u(x1, . . . , xn)

∂x1
, . . . ,

∂u(x1, . . . , xn)

∂xn

)
= 0,

(x1, . . . , xn) ∈ Ω.
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Якщо рiвняння (1.1) має вигляд

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= 0, (1.2)

то його називають лiнiйним однорiдним рiвнянням.

Рiвняння (1.1) вигляду

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= c1(x1, . . . , xn)u+ c2(x1, . . . , xn) (1.3)

називають лiнiйним рiвнянням, а рiвняння (1.1) вигляду

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= c(x1, . . . , xn, u) (1.4)

— майже лiнiйним рiвнянням.

Рiвняння (1.1), яке можна записати у виглядi

a1(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn, u)

∂u

∂xn
= c(x1, . . . , xn, u) (1.5)

називають квазiлiнiйним рiвнянням.

1.2. Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω, (1.6)

яке ще можна записати у виглядi

a1(x)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x)

∂u

∂xn
= 0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω,

де Ω — область в Rn.
Будемо вважати, що a1, . . . , an ∈ C1(Ω). Пiд розв’язком рiвняння (1.6) будемо

розумiти функцiю u ∈ C1(Ω0), де Ω0 – пiдобласть областi Ω, яка при пiдстановцi в
рiвняння перетворює його в тотожнiсть, тобто

n∑
i=1

ai(x)
∂u(x)

∂xi
= 0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω0. (1.7)

Поряд з рiвнянням (1.6) розглянемо нормальну систему звичайних диференцiаль-
них рiвнянь 

dx1
dt

= a1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dxn
dt

= an(x1, . . . , xn).

(1.8)

Нагадаємо, що першим iнтегралом системи (1.8) називають неперервно диференцi-
йовну функцiю u(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Ω0 (Ω0 — пiдобласть областi Ω), яка не
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є сталою i для будь-якого розв’язку x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ I (I — числовий
промiжок) маємо тотожнiсть u(φ1(t), . . . , φn(t)) = C, t ∈ I, де C — деяка стала. Часто
перший iнтеграл системи (1.8) будемо записувати у формi

u(x1, . . . , xn) = C.

Вiдмiтимо, що першi iнтеграли системи (1.8) зручно шукати використовуючи метод
iнтегровних комбiнацiй до системи рiвнянь в симетричнiй формi

dx1
a1(x1, . . . , xn)

= · · · = dxn
an(x1, . . . , xn)

. (1.9)

Мiж розв’язками рiвняння (1.6) i першими iнтегралами системи (1.8) iснує тiсний
зв’язок, який описується такими твердженнями.

Лема 1.1. Функцiя u : Ω0 → R, де Ω0 — пiдобласть областi Ω, є першим iнтегралом
системи (1.8) тодi i лише тодi, коли вона є розв’язком рiвняння (1.6).

Доведення. Нехай u ∈ C1(Ω0) — перший iнтеграл системи (1.8). Тодi згiдно з крите-
рiєм першого iнтеграла (теорема 1.1 теми 5) маємо

n∑
i=1

∂u(x)

∂xi
ai(x) = 0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω0. (1.10)

Це означає (див. (1.13)), що функцiя u є розв’язком рiвняння (1.6).
Тепер припустимо, що u = u(x), x ∈ Ω0, — розв’язок рiвняння (1.6), тобто маємо

тотожнiсть (1.13). Звiдси та з критерiю першого iнтеграла нормальної системи ди-
ференцiальних рiвнянь випливає, що u(x), x ∈ Ω0, — перший iнтеграл системи (1.8),
що i потрiбно було довести.

Теорема 1.1. Нехай точка x0 ∈ Ω така, що
n∑
i=1

|ai(x0)| ≠ 0, тобто x0 є неособлива

точка системи (1.8), i u1, . . . , un−1 — незалежнi першi iнтеграли системи (1.8) в
деякому околi точки x0. Тодi будь-який розв’язок u рiвняння (1.6) в деякому околi
точки x0 можна записати у виглядi композицiї неперервно-диференцiйовної функцiї
F (ξ1, . . . , ξn−1) i функцiй u1, . . . , un−1, а точнiше

u(x) = F (u1(x), . . . , un−1(x)), x ∈ Ω0, (1.11)

де Ω0 – окiл точки x0.

Доведення. Нехай u – який-небудь розв’язок рiвняння (1.6). На пiдставi леми 1.1 має-
мо, що u — перший iнтеграл системи (1.8). Тодi, як вiдомо (див. тему 5, §1), iснує окiл
Ω0 точки x0 та неперервно-диференцiйовна функцiя своїх аргументiв F (ξ1, . . . , ξn−1)
такi, що правильна рiвнiсть (1.11).

З теореми 1.1 випливає коректнiсть такого означення.

Означення 1.2. Загальним розв’язком рiвняння (1.6) називають

u = F (u1(x1, . . . , xn), . . . , un−1(x1, . . . , xn)),

де u1, . . . , un−1 — незалежнi першi iнтеграли системи (1.8), а F (ξ1, . . . , ξn−1) — довiль-
на неперервно диференцiйовна функцiя своїх аргументiв.

219



1.3. Загальний розв’язок квазiлiнiйного рiвняння.

Розглянемо квазiлiнiйне рiвняння

a1(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn, u)

∂u

∂xn
= c(x1, . . . , xn, u), (1.12)

(x1, . . . , xn, u) ∈ G,

де G — область в Rn+1.
Будемо вважати, що a1, . . . , an ∈ C1(G). Пiд розв’язком рiвняння (1.12) будемо

розумiти функцiю u ∈ C1(Ω0), де Ω0 – область в Rn, таку, що (x, u(x)) ∈ G i при
пiдстановцi її в рiвняння отримуємо тотожнiсть, тобто

n∑
i=1

ai(x, u(x))
∂u(x)

∂xi
= c(x, u(x)), x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω0. (1.13)

Розв’язок рiвняння (1.12) шукатимемо як функцiю u = u(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈
Ω0, неявно задану деяким рiвнянням

F (x1, . . . , xn, u) = 0. (1.14)

Справедливе таке твердження.

Лема 1.2. Якщо v = F (x1, . . . , xn, u), (x1, . . . , xn, u) ∈ G0 ⊂ G (G0 — область в
Rn+1), — розв’язок рiвняння

a1(x1, . . . , xn, u)
∂v

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn, u)

∂v

∂xn
+ c(x1, . . . , xn, u)

∂v

∂u
= 0 (1.15)

(тут u трактується як незалежна змiнна поряд з x1, . . . , xn) i

∂F (x1, . . . , xn, u)

∂u
̸= 0, (x1, . . . , xn, u) ∈ G0,

то будь-яка неперервно-диференцiйовна функцiя u=w(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Ω0,
неявно задана рiвнянням (1.14), тобто, для якої виконується рiвнiсть

F (x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)) = 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω0, (1.16)

є розв’язком рiвняння (1.12).

Доведення. Нехай виконуються умови леми, зокрема, справедлива рiвнiсть (1.16).
Продиференцiювавши її по xj, j = 1, n, в результатi отримаємо

∂F (x1, . . . , xn, u)

∂xj

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

+
∂F (x1, . . . , xn, u)

∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

∂w(x1, . . . , xn)

∂xj
= 0, (1.17)

(x1, . . . , xn) ∈ Ω0, j = 1, n.

Пiдставивши вираз F (x1, . . . , xn, u) замiсть v в (1.15), а потiм w(x1, . . . , xn) замiсть u,
отримаємо

a1(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))
∂F (x1, . . . , xn, u)

∂x1

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

+ · · ·+

+ an(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))
∂F (x1, . . . , xn, u)

∂xn

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

+ (1.18)

+ c(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))
∂F (x1, . . . , xn, u)

∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

= 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω0.
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Iз (1.17) маємо

∂F (x1, . . . , xn, u)

∂xj

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

= −∂F (x1, . . . , xn, u)
∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

∂w(x1, . . . , xn)

∂xj
,

(x1, . . . , xn) ∈ Ω0, j = 1, n.

Пiдставивши цi вирази для
∂F (x1, . . . , xn, u)

∂xj

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

, j = 1, n, в (1.18) i подiливши

отриману рiвнiсть на −∂F (x1, . . . , xn, u)
∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

, прийдемо до рiвностi

a1(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))
∂w(x1, . . . , xn)

∂x1
+ · · ·+

+ an(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))
∂w(x1, . . . , xn)

∂xn
= c(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)),

(x1, . . . , xn) ∈ Ω0,

яка означає, що функцiя u = w(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Ω0, є розв’язком рiвняння
(1.12).

Зауваження 1.1. Як випливає з леми 1.1, будь-який розв’язок рiвняння (1.15) є пер-
шим iнтегралом нормальної системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dx1
dt

= a1(x1, . . . , xn, u),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dxn
dt

= an(x1, . . . , xn, u),

du

dt
= c(x1, . . . , xn, u),

(1.19)

i навпаки, будь-який перший iнтеграл системи (1.19) задовольняє рiвняння (1.12).
Отже, по iншому лему 1.2 можна сформулювати так:

якщо F (x1, . . . , xn, u), (x1, . . . , xn, u) ∈ G0, — перший iнтеграл системи (1.19) i
∂F (x1,...,xn,u)

∂u
̸= 0, то неявно задана рiвнянням (1.14) функцiя u = w(x1, . . . , xn) є

розв’язком рiвняння (1.12).

Виникає питання: якщо u = w(x1, . . . , xn) — розв’язок рiвняння (1.12), то чи
знайдеться перший iнтеграл F (x1, . . . , xn, u) системи (1.19) такий, що цей розв’язок
неявно задається рiвнянням (1.14)? Вiдповiдь на це питання при додаткових обме-
женнях на коефiцiєнти a1, . . . , an, c дає таке твердження.

Лема 1.3. Нехай

|a1(x01, . . . , x0n, u0)|2 + · · ·+ |an(x01, . . . , x0n, u0)|2 > 0

(тобто, iснує j ∈ {1, . . . , n} таке, що aj(x
0
1, . . . , x

0
n, u0) ̸= 0) для деякої точки

(x01, . . . , x
0
n, u0) ∈ G. Припустимо, що

u = w(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Ω∗, —

221



розв’язок рiвняння (1.12), визначений в околi Ω∗ точки (x01, . . . , x
0
n), причому u0 =

w(x01, . . . , x
0
n).

Тодi iснує перший iнтеграл F (x1, . . . , xn, u), x1, . . . , xn ∈ G0, системи (1.19), ви-
значений в околi G0 точки (x01, . . . , x

0
n, u0) i такий, що

F (x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)) = 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω0 ⊂ Ω∗,

де Ω0 — певний окiл точки (x01, . . . , x
0
n).

Доведення. Нехай F1(x1, . . . , xn, u), . . . , Fn(x1, . . . , xn, u) — незалежнi першi iнтеграли
системи (1.19), визначенi в околi G0 точки (x01, . . . , x

0
n, u0). Покладемо

uk(x1, . . . , xn)
def
= Fk(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)), k = 1, n, (x1, . . . , xn) ∈ Ω̃,

де Ω̃ — область в Rn така, що w(x1, . . . , xn) визначена i (x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)) ∈ G0

для кожного (x1, . . . , xn) ∈ Ω̃. Маємо

∂uk(x1, . . . , xn)

∂xj
=
∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂xj

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

+ (1.20)

+
∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

∂w(x1, . . . , xn)

∂xj
, (x1, . . . , xn) ∈ Ω̃.

Оскiльки F1(x1, . . . , xn, u), . . . , Fn(x1, . . . , xn, u) — першi iнтеграли системи (1.19), то
згiдно з критерiєм першого iнтегралу виконуються рiвностi

n∑
j=1

∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂xj
aj(x1, . . . , xn, u) +

∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂u
c(x1, . . . , xn, u) = 0,

(x1, . . . , xn, u) ∈ G0, k = 1, n.

Вiзьмемо в цих рiвностях u = w(x1, . . . , xn). Тодi
n∑
j=1

∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂xj

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

aj(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)) +

+
∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

c(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)) = 0, (1.21)

(x1, . . . , xn) ∈ Ω̃, k = 1, n.

Оскiльки u = w(x1, . . . , xn) — розв’язок рiвняння (1.12), то виконується рiвнiсть
n∑
j=1

∂w(x1, . . . , xn)

∂xj
aj(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))−c(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))=0,

(x1, . . . , xn) ∈ Ω̃.

(1.22)

Для кожного k ∈ {1, . . . , n} домножимо (1.22) на
∂Fk(x1, . . . , xn, u)

∂u

∣∣∣∣
u=w(x1,...,xn)

i до-

дамо вiдповiдну рiвнiсть iз сукупностi (1.21). Тодi, враховуючи (1.20), отримаємо

n∑
j=1

aj(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn))
∂uk(x1, . . . , xn)

∂xj
= 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω̃. (1.23)
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Для кожної фiксованої точки (x1, . . . , xn) з околу точки (x01, . . . , x
0
n) систему (1.23)

можна трактувати як лiнiйну алгебраїчну однорiдну систему стосовно невiдомих
a1(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)), . . . , an(x1, . . . , xn, w(x1, . . . , xn)). Оскiльки ця система має
ненульовi розв’язки (для кожного x з деякого околу точки (x01, . . . , x

0
n), як це випли-

ває з умови, що (x01, . . . , x
0
n, u0) — неособлива точка, тобто a21(x

0
1, . . . , x

0
n, u0) + · · · +

+a2n(x
0
1, . . . , x

0
n, u0) > 0), то∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1(x1, . . . , xn)

∂x1
· · · ∂u1(x1, . . . , xn)

∂xn... . . . ...
∂un(x1, . . . , xn)

∂x1
· · · ∂un(x1, . . . , xn)

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (x1, . . . , xn) ∈ O(x01, . . . , x

0
n),

де O(x01, . . . , x
0
n) — деякий окiл точки (x01, . . . , x

0
n). Але це означає, що функцiї

u1(x1, . . . , xn), . . . , un(x1, . . . , xn) — залежнi в деякому околi точки (x01, . . . , x
0
n), тоб-

то, iснує неперервно-диференцiйовна функцiя Φ(ξ1, . . . , ξn) своїх аргументiв така, що

Φ(u1(x1, . . . , xn), . . . , un(x1, . . . , xn)) = 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω0,

де Ω0 — деякий окiл точки (x01, . . . , x
0
n). Звiдси та з означення u1(x1, . . . , xn), . . . ,

un(x1, . . . , xn) випливає, що рiвняння

Φ(F1(x1, . . . , xn, u), . . . , Fn(x1, . . . , xn, u)) = 0

неявно задає функцiю w(x1, . . . , xn) в деякому околi точки (x01, . . . , x
0
n). Взявши

F (x1, . . . , xn, u) := Φ(F1(x1, . . . , xn, u), . . . , Fn(x1, . . . , xn, u),

легко отримуємо потрiбне твердження.
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Лекцiя № 29

§2. Задача Кошi для диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними першого порядку

2.1. Задача Кошi для майже лiнiйних рiвнянь з двома неза-
лежними змiнними.

Нехай Ω — область в R2. Розглянемо рiвняння

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
= c(x, y, u), (x, y, u) ∈ Ω× R, (2.1)

де a, b ∈ C1(Ω), c ∈ C1(Ω× R).
Нагадаємо, що пiд розв’язком рiвняння (2.1) розумiється функцiя u = w(x, y),

(x, y) ∈ Ω0 (Ω0 — пiдобласть областi Ω), з простору C1(Ω0) така, що

a(x, y)
∂w(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂w(x, y)

∂y
= c(x, y, w(x, y)), (x, y) ∈ Ω0.

Якщо функцiя z = w(x, y), (x, y) ∈ Ω0, є розв’язком рiвняння (2.1), то її графiк
(поверхня в R3) називають iнтегральною поверхнею даного рiвняння.

Задача Кошi для рiвняння (2.1) ставиться так: знайти розв’язок рiвняння (2.1),
який задовольняє умову

u(x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ γ, (2.2)

де γ i u0 — заданi вiдповiдно лiнiя в Ω i визначена на γ функцiя.
Вияснимо геометричний змiст задачi Кошi для рiвняння (2.1). Нехай

Γ =
{
(x, y, u)

∣∣ (x, y) ∈ γ, u = u0(x, y)
}

— лiнiя в R3. Задача Кошi для рiвняння (2.1) полягає у знаходженнi iнтегральної
поверхнi цього рiвняння, що проходить через криву Γ (тобто мiстить криву Γ). Далi
поставлену задачу Кошi для рiвняння (2.1) коротко називатимемо задачею (2.1),
(2.2).

Вияснимо умови на вихiднi данi, при яких задача (2.1), (2.2) має єдиний розв’я-
зок. З цiєю метою уточнимо постановку задачi (2.1), (2.2), зробивши деякi додатковi
припущення на лiнiю γ i функцiю u0.

Нехай крива γ задана параметрично рiвняннями

x = p(τ), y = q(τ), τ ∈ I:=(τ1, τ2),

де p, q ∈ C1(I). Покладемо s(τ):=u0(p(τ), q(τ)), τ ∈ I, i припустимо, що s ∈ C1(I).
Тодi, як легко бачити, умову (2.2) можна сформулювати у виглядi

u(p(τ), q(τ)) = s(τ), τ ∈ I. (2.3)
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Теорема 2.1. Нехай ∣∣∣∣∣∣
a(x0, y0) p′(τ0)

b(x0, y0) q′(τ0)

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (2.4)

де τ0 — яке-небудь число з I, x0 = p(τ0), y0 = q(τ0). Тодi в деякому околi точки
(x0, y0) визначений єдиним чином розв’язок рiвняння (2.1), що задовольняє умову
(2.3), коли τ пробiгає всi значення з вiдповiдного околу точки τ0.

Доведення. Розглянемо задачу Кошi для нормальної (динамiчної) системи з пара-
метром τ 

dx

dt
= a(x, y),

dy

dt
= b(x, y),

(2.5)

x(0) = p(τ), y(0) = q(τ), τ ∈ I. (2.6)

З наших припущень на функцiї a, b, p i q та вiдомих результатiв (тема 2, §1) сто-
совно коректностi задачi Кошi для НС i диференцiйовної залежностi її розв’язкiв вiд
параметрiв випливає, що задача (2.5),(2.6) має єдиний непродовжуваний розв’язок

x = φ(t, τ), y = ψ(t, τ), (t, τ) ∈ D:= {(t, τ) | τ ∈ I, t ∈ (aτ , bτ )} . (2.7)

Крiм того, множина D є областю в R2 i спiввiдношення (2.7) задають неперервно-
диференцiйовне вiдображення D в R2 = {(x, y) |x, y ∈ R}.

Покажемо, що звуження вiдображення (2.7) на деякий окiл V точки (0, τ0) є вза-
ємно однозначним вiдображенням цього околу на вiдповiдний окiл W точки (x0, y0).
Для цього нам досить довести, що∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ(0, τ0)

∂t

∂φ(0, τ0)

∂τ

∂ψ(0, τ0)

∂t

∂ψ(0, τ0)

∂τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.8)

Оскiльки функцiї φ i ψ є розв’язками задачi (2.5),(2.6), то

∂φ(t, τ)

∂t
= a
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
,

∂ψ(t, τ)

∂t
= b
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
, (t, τ) ∈ D, (2.9)

φ(0, τ) = p(τ), ψ(0, τ) = q(τ), τ ∈ I. (2.10)

Поклавши у (2.9) t = 0, τ = τ0 та використавши (2.10), отримаємо

∂φ(0, τ0)

∂t
= a
(
p(τ0), q(τ0)

)
≡ a(x0, y0),

∂ψ(0, τ0)

∂t
= b
(
p(τ0), q(τ0)

)
≡ b(x0, y0). (2.11)

Тепер продиференцiюємо рiвностi (2.10) та покладемо τ = τ0. У результатi матимемо

∂φ(0, τ0)

∂τ
= p′(τ0),

∂ψ(0, τ0)

∂τ
= q′(τ0). (2.12)
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Отже, на пiдставi (2.11) i (2.12) з (2.4) отримаємо (2.8). Звiдси та з вiдомих резуль-
татiв математичного аналiзу випливає iснування чисел δ1 > 0 i δ2 > 0 таких, що
область V = {(t, τ) : τ0 − δ1 < τ < τ0 + δ1, −δ2 < t < δ2}, яка є околом точки (0, τ0),
переводиться вiдображенням (2.7) на деяку область W , що є околом точки (x0, y0),
взаємно однозначно, причому обернене вiдображення

t = φ̃(x, y), τ = ψ̃(x, y), (x, y) ∈ W, (2.13)

є гладким.
Тепер розглянемо задачу Кошi для рiвняння з параметром τ

du

dt
= c
(
φ(t, τ), ψ(t, τ), u

)
, (t, τ) ∈ V, (2.14)

u|t=0 = s(τ), τ ∈ (τ0 − δ1, τ0 + δ1). (2.15)

Ця задача має єдиний непродовжувальний розв’язок

u = v(t, τ), (t, τ) ∈ V ∗ = {(t, τ) : τ ∈ (τ0 − δ1, τ0 + δ1), t ∈ (cτ , dτ ) ⊂ (−δ2, δ2)} .

Зауважимо, що оскiльки V ∗ ⊂ V , то звуження вiдображення (2.7) на V ∗ переводить
V ∗ взаємно однозначно на область W ∗ ⊂ W .

Покладемо
w(x, y):=v

(
φ̃(x, y), ψ̃(x, y)

)
, (x, y) ∈ W ∗.

Покажемо, що функцiя z = w(x, y), (x, y) ∈ W ∗, є розв’язком задачi (2.1),(2.3).
Справдi, оскiльки v(t, τ) = w

(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
, (t, τ) ∈ V ∗, то, враховуючи (2.9),

маємо

∂v(t, τ)

∂t
=
∂w
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
∂x

∂φ(t, τ)

∂t
+
∂w
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
∂y

∂ψ(t, τ)

∂t
=

= a
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)∂w(φ(t, τ), ψ(t, τ))
∂x

+

+ b
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)∂w(φ(t, τ), ψ(t, τ))
∂y

, (t, τ) ∈ V ∗.

(2.16)

З другого боку, оскiльки v — розв’язок задачi (2.14),(2.15), то маємо

∂v(t, τ)

∂t
= c
(
φ(t, τ), ψ(t, τ), v(t, τ)

)
, (t, τ) ∈ V ∗. (2.17)

З (2.16),(2.17) i (2.7) випливає, що

a(x, y)
∂w(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂w(x, y)

∂y
= c(x, y, w(x, y)), (x, y) ∈ W ∗,

тобто функцiя z = w(x, y), (x, y) ∈ W ∗, є розв’язком рiвняння (2.1).
Умова (2.3) безпосередньо випливає з того, що v(0, τ) = s(τ) (умова (2.15)) i

v(0, τ) = w(p(τ), q(τ)), τ ∈ (τ0 − δ1, τ0 + δ1).
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Покажемо, що розв’язок задачi (2.1), (2.3) в околi точки (x0, y0) визначається єди-
ним чином, тобто для будь-яких двох розв’язкiв даної задачi визначених у вiдповiд-
них околах точки (x0, y0), знайдеться такий окiл цiєї точки, в якому вони збiгаються.

Для цього достатньо показати, що коли z = w̃(x, y), (x, y) ∈ W̃ , — ще один розв’я-
зок задачi (2.1), (2.3), крiм побудованого вище, то iснує окiл W0 точки (x0, y0), такий,
що W0 ⊂ W ∗ ∩ W̃ i

w(x, y) = w̃(x, y), (x, y) ∈ W0.

Справдi, нехай δ3 > 0 i δ4 > 0 такi, що множина V0 =
{
(t, τ) : τ ∈ (τ0 − δ3, τ0 + δ3),

−δ4 < t < δ4
}

лежить у V , а її образ W0 при вiдображеннi (2.7) знаходиться у W ∗∩W̃ .
Покладемо

ṽ(t, τ) = w̃
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
, (t, τ) ∈ V0.

В силу того, що функцiя z = w̃(x, y), (x, y) ∈ W0, є розв’язком рiвняння (2.1), тобто
виконується рiвнiсть

a(x, y)
∂w̃(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂w̃(x, y)

∂y
= c(x, y, w̃(x, y)), (x, y) ∈ W0,

то

∂ṽ(t, τ)

∂t
=
∂w̃
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
∂x

∂φ(t, τ)

∂t
+
∂w̃
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
∂y

∂ψ(t, τ)

∂t
=

= a
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)∂w̃(φ(t, τ), ψ(t, τ))
∂x

+

+ b
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)∂w̃(φ(t, τ), ψ(t, τ))
∂y

=

= c
(
φ(t, τ), ψ(t, τ), w̃

(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

))
= c
(
φ(t, τ), ψ(t, τ), ṽ(t, τ)

)
,

(t, τ) ∈ V0.

(2.18)

Крiм того, з умови (2.3) маємо

ṽ(0, τ) = w̃
(
φ(0, τ), ψ(0, τ)

)
= w̃

(
p(τ), q(τ)

)
= s(τ), τ ∈ (τ0 − δ3, τ0 + δ3). (2.19)

Отже, на пiдставi (2.18) та (2.19) можна зробити висновок, що функцiя u = ṽ(t, τ),
(t, τ) ∈ V0, є розв’язком задачi Кошi

du

dt
= c
(
φ(t, τ), ψ(t, τ), u

)
, (t, τ) ∈ V0, (2.20)

u|t=0 = s(τ), τ ∈ (τ0 − δ3, τ0 + δ3). (2.21)

Але, враховуючи (2.14), (2.15), легко бачити, що функцiя u = v(t, τ), (t, τ) ∈ V0,
теж є розв’язком задачi (2.20), (2.21). В силу єдиностi розв’язку задачi Кошi маємо
v(t, τ) = ṽ(t, τ), (t, τ) ∈ V0, тобто w(x, y) = w̃(x, y), (x, y) ∈ W0.

Зауваження 2.1. З доведення теореми безпосередньо випливає, що розв’язок зада-
чi (2.1),(2.3) можна знайти таким чином. Спочатку розв’язуємо задачу Кошi для
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нормальної (динамiчної) системи
dx

dt
= a(x, y),

dy

dt
= b(x, y),

du

dt
= c(x, y, u), (x, y, u) ∈ Ω × R, (2.22)

x(0) = p(τ), y(0) = q(τ), u(0) = s(τ), τ ∈ I. (2.23)

Знаходимо розв’язок

x = φ(t, τ), y = ψ(t, τ), u = v(t, τ), (t, τ) ∈ G — область в R2, (2.24)

цiєї задачi.
Спiввiдношення (2.24), до речi, є параметричним заданням деякої поверхнi в R3.

Якщо цю поверхню можна подати як графiк функцiї z = w(x, y), (x, y) ∈ W , то
вона буде шуканою iнтегральною поверхнею. Це можливо зробити, якщо першi два
рiвняння з (2.24) однозначно розв’язуються стосовно (t, τ), тобто їх можна записати
у виглядi

t = φ̃(x, y), τ = ψ̃(x, y), (x, y) ∈ W.

Тодi функцiя z = w(x, y), (x, y) ∈ W , де

w(x, y):=v
(
φ̃(x, y), ψ̃(x, y)

)
, (x, y) ∈ W,

є шуканою.
Оскiльки для будь-якого фiксованого значення τ ′ ∈ I лiнiя, задана рiвняннями

x = φ(t, τ ′), y = ψ(t, τ ′), z = v(t, τ ′), t ∈ (aτ ′ , bτ ′),

в просторi R3 є траєкторiєю розв’язку системи (2.22), яка проходить через точку
p(τ ′), q(τ ′), s(τ ′), то, очевидно, поверхня, задана рiвняннями (2.24), складається з
траєкторiй системи (2.22), що проходять через точки лiнiї Γ. Тому траєкторiї систе-
ми (2.22) називаються характеристиками або харатеристичними лiнiями рiвняння
(2.1).

Отже, шукана в задачi Кошi для рiвняння (2.1) iнтегральна поверхня складається
з всеможливих характеристик рiвняння (2.1), що проходять через точки кривої Γ.
Вiдмiтимо також, що проекцiї цих характеристик на площину Oxy заповнюють деяку
область в цiй площинi, що є областю визначення шуканого розв’язку задачi Кошi для
рiвняння (2.1).

З вищесказаного випливає такий спосiб знаходження розв’язку задачi (2.1),(2.3),
який називається методом характеристик.

Спочатку випишемо нормальну систему для знаходження характеристик (див.
(2.22)) у симетричнiй формi

dx

a(x, y)
=

dy

b(x, y)
=

du

c(x, y, u)
. (2.25)

Вигляд (2.25) системи (2.22) отримується, якщо рiвняння системи (2.22) подати так
dx

a(x, y)
= dt,

dy

b(x, y)
= dt,

dz

c(x, y, u)
= dt.

Далi шукаємо два незалежнi першi iнтеграли системи (2.25). При цьому варто буду-
вати iнтегровнi комбiнацiї, скориставшись такою властивiстю пропорцiй:

a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn

=⇒ k1a1 + k2a2 + · · · knan
k1b1 + k2b2 + · · · knbn

=
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn

для будь-яких чисел k1, . . . kn, вiдмiнних вiд нуля.
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2.2. Задача Кошi для квазiлiнiйних рiвнянь у випадку двох
незалежних змiнних.

Розглянемо рiвняння

a(x, y, u)
∂u

∂x
+ b(x, y, u)

∂u

∂y
= c(x, y, u), (x, y, u) ∈ D, (2.26)

де D — область в R3, a, b, c ∈ C1(D).
Означення розв’язку та iнтегральної поверхнi рiвняння (2.26) вводяться аналогi-

чно до того, як це робиться у випадку майже лiнiйного рiвняння.
Задача Кошi для рiвняння (2.26) полягає у знаходженнi iнтегральної поверхнi

цього рiвняння, яка мiстить деяку наперед задану криву Γ.
Якщо крива Γ задається параметрично

x = p(τ), y = q(τ), u = s(τ), τ ∈ I:=(τ1, τ2), −∞ 6 τ1 < τ2 6 +∞,

то сформульовану задачу можна поставити i таким чином: знайти розв’язок рiвняння
(2.26), який задовольняє умову

u(p(τ), q(τ)) = s(τ), τ ∈ I. (2.27)

Далi задачу Кошi для рiвняння (2.26) будемо розглядати саме в такiй постановцi
i просто називати задачею (2.26), (2.27).

З’ясуємо умови на вихiднi данi задачi (2.26), (2.27), при яких вона має єдиний
розв’язок.

Теорема 2.2. Нехай ∣∣∣∣∣∣
a(x0, y0, u0) p′(τ0)

b(x0, y0, u0) q′(τ0)

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (2.28)

де τ0 — яке-небудь число з I, x0 = p(τ0), y0 = q(τ0),u0 = s(τ0). Тодi в околi точки
(x0, y0) визначений єдиним чином розв’язок рiвняння (2.26), що задовольняє умову
(2.27), коли τ пробiгає всi значення з вiдповiдного околу точки τ0.

Доведення. В основному доведення даної теореми є повторенням доведення теореми
2.1, але є деякi технiчнi вiдмiнностi.

Розглянемо задачу Кошi для нормальної (динамiчної) системи з параметром τ

dx

dt
= a(x, y, u),

dy

dt
= b(x, y, u),

du

dt
= c(x, y, u), (2.29)

x(0) = p(τ), y(0) = q(τ), u(0) = s(τ), τ ∈ I. (2.30)

Нехай

x = φ(t, τ), y = ψ(t, τ), u = v(t, τ), (t, τ) ∈ G:= {(t, τ) : τ ∈ I, t ∈ (aτ , bτ )} , (2.31)

— непродовжуваний розв’язок задачi (2.29),(2.30). Аналогiчно, як при доведеннi те-
ореми 2.1, показується, що з (2.28) випливає умова∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ(0, τ0)

∂t

∂φ(0, τ0)

∂τ

∂ψ(0, τ0)

∂t

∂ψ(0, τ0)

∂τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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Звiдси маємо iснування значень δ1 > 0 i δ2 > 0 таких, що звуження вiдображен-
ня (2.31) на окiл V = {(t, τ) : τ0 − δ1 < τ < τ0 + δ1, −δ2 < t < δ2} ⊂ G точки (0, τ0)
переводить V взаємно однозначно на деякий окiл W точки (x0, y0) i обернене вiд-
ображення

t = φ−1(x, y), τ = ψ−1(x, y), (x, y) ∈ W, (2.32)

є неперервно-диференцiйовним.
Покладемо

w(x, y):=v
(
φ−1(x, y), ψ−1(x, y)

)
, (x, y) ∈ W.

Цiлком аналогiчно, як в п.2.1, показується, що функцiя z = w(x, y), (x, y) ∈ W , є
розв’язком рiвняння (2.26) i задовольняє умову (2.27), коли τ ∈ (τ0 − δ1, τ0 + δ1).

Покажемо, що знайдений розв’язок в околi точки (x0, y0) визначається єдиним
чином. Нехай u = w̃(x, y), (x, y) ∈ W̃ , — який-небудь iнший розв’язок задачi
(2.26),(2.27), визначений в околi точки (x0, y0). Розглянемо задачу Кошi для системи
рiвнянь

dx

dt
= a(x, y, w̃(x, y)),

dy

dt
= b(x, y, w̃(x, y)), (x, y) ∈ W̃ , (2.33)

x(0) = p(τ), y(0) = q(τ), τ ∈ (τ0 − δ3, τ0 + δ3), (2.34)

де δ3 > 0 — таке, що лiнiя
{(
p(τ), q(τ)

)
: τ ∈ (τ0 − δ3, τ0 + δ3)

}
лежить в W̃ .

Нехай
x = φ̃(t, τ), y = ψ̃(t, τ),

(t, τ) ∈ Ṽ = {(t, τ) : τ ∈ (τ0 − δ3, τ0 + δ3), cτ < t < dτ )} ,
(2.35)

— непродовжувальний розв’язок задачi (2.33),(2.34). З умови (2.28) випливає, що
iснують числа δ4 > 0 i δ5 > 0 такi, що звуження вiдображення (2.35) на множину
Ṽ ∗ =

{
(t, τ) : τ ∈ (τ0 − δ4, τ0 + δ4), −δ5 < t < δ5

}
⊂ Ṽ взаємно однозначно переводить

Ṽ ∗ на деякий окiл W̃ ∗ точки (x0, y0), причому W̃ ∗ ⊂ W̃ ∩W ∗.
Покладемо

ṽ(t, τ) = w̃
(
φ(t, τ), ψ(t, τ)

)
, (t, τ) ∈ Ṽ ∗,

i покажемо, що функцiя z = ṽ(t, τ), (t, τ) ∈ Ṽ ∗, є розв’язком задачi Кошi

du

dt
= c
(
φ(t, τ), ψ(t, τ), u

)
, (t, τ) ∈ Ṽ ∗, (2.36)

u|t=0 = s(τ), τ ∈ (τ0 − δ4, τ0 + δ4). (2.37)

Справдi, оскiльки

a(x, y)
∂w̃(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂w̃(x, y)

∂y
= c(x, y, w̃(x, y)), (x, y) ∈ W̃ ,
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то

∂ṽ(t, τ)

∂t
=
∂w̃
(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ)

)
∂x

∂φ̃(t, τ)

∂t
+
∂w̃
(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ)

)
∂y

∂ψ̃(t, τ)

∂t
=

= a
(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ)

)∂w̃(φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ))
∂x

+

+ b
(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ)

)∂w̃(φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ))
∂y

=

= c
(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ), w̃

(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ)

))
= c
(
φ̃(t, τ), ψ̃(t, τ), ṽ(t, τ)

)
,

(t, τ) ∈ Ṽ ∗.

Маємо також

ṽ(0, τ) = w̃
(
φ̃(0, τ), ψ̃(0, τ)

)
= w̃

(
p(τ), q(τ)

)
= s(τ), τ ∈ (τ0 − δ4, τ0 + δ4).

Отже, ми переконалися, що функцiя ṽ є розв’язком задачi (2.36),(2.37).
З (2.33)–(2.37) легко випливає, що функцiї

x = φ̃(t, τ), y = ψ̃(t, τ), u = ṽ(t, τ), (t, τ) ∈ Ṽ ∗,

є розв’язком задачi Кошi (2.29),(2.30), коли τ ∈ (τ0 − δ4, τ0 + δ4). В силу єдиностi
розв’язку задачi Кошi маємо φ̃(t, τ) = φ(t, τ), ψ̃(t, τ) = ψ(t, τ), ṽ(t, τ) = v(t, τ),
(t, τ) ∈ Ṽ ∗, що доводить наше твердження.
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Лекцiя № 30

Тема 7

Стiйкiсть за Ляпуновим розв’язкiв нормаль-
них систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь

§1. Поняття стiйкостi за Ляпуновим розв’язку нор-
мальної системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (НС).

Нехай n ∈ N, D — область в R1+n :=
{
(t, x) | t ∈ R, x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ Rn
}

така, що
для деякого a ∈ R перетин D∩{(t, x) ∈ R1+n | t = τ} непорожнiй для будь-якого τ > a
(тобто область D — необмежена за змiнною t в напрямку +∞).

Розглянемо НС
x′ = f(t, x), (1.1)

де f – функцiя, яка належить простору C(D;Rn) та задовольняє умову Лiпшиця
локально за всiма аргументами, крiм першого. Тодi для кожної точки (t0, x

0) ∈ D
iснує єдиний непродовжуваний розв’язок системи (1.1), який задовольняє початкову
умову: x(t0) = x0. Цей розв’язок позначаємо через x = φ(t, t0, x

0), t ∈ (at0,x0 , bt0,x0).
Припустимо, що (t0, x

0) ∈ D — яка-небудь фiксована точка i bt0,x0 = +∞.

Означення 1.1. Скажемо, що розв’язок x = φ(t, t0, x
0), t ∈ (at0,x0 , +∞), системи

(1.1) є стiйким за Ляпуновим, якщо для будь-якого, як завгодно малого, значення
ε > 0 знайдеться значення δ = δ(ε) ∈ (0, ε] таке, що для будь-якої точки (t0, x

1) ∈ D
такої, що |x1 − x0| < δ, виконуються умови:

1) bt0,x1 = +∞ (тобто область визначення непродовжуваного розв’язку системи
(1.1) з початковими даними (t0, x

1) має вигляд (at0,x1 , +∞));

2) |φ(t, t0, x1)− φ(t, t0, x
0)| < ε ∀ t ∈ [t0, +∞).
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Зауваження 1.1. Умова 1) в означеннi 1.1 є суттєвою. Покажемо це. Для цього роз-
глянемо рiвняння

x′ = x2. (1.2)

Нехай t0 = 0, x0 = 0. Тодi дослiджуваним на стiйкiсть за Ляпуновим буде нульовий
розв’язок: x = 0, t ∈ R. Припустимо, що x1 > 0. Розв’язавши рiвняння (1.2) (це є
рiвняння з вiдокремлювальними змiнними), знайдемо, що

φ(t, 0, x1) =
1

x1 − t
, t ∈ (−∞, x1).

Звiдси випливає, що при як завгодно малих значеннях x1 > 0 функцiя x = φ(t, 0, x1)
не є визначеною на всьому променi [0,+∞).

Означення 1.2. Скажемо, що розв’язок x = φ(t, t0, x
0), t ∈ (at0,x0 , +∞), є асимпто-

тично стiйким за Ляпуновим, якщо вiн є стiйким за Ляпуновим та iснує σ > 0 таке,
що для будь-якої точки (t0, x

1) ∈ D такої, що |x1 − x0| < σ, виконується умова

lim
t→+∞

∣∣φ(t, t0, x1)− φ(t, t0, x
0)
∣∣ = 0.

Зауваження 1.2. З геометричної точки зору стiйкiсть за Ляпуновим розв’язку

x = φ(t, t0, x
0), t ∈ (at0,x0 ,+∞),

означає, що яке б мале число ε > 0 ми не взяли, знайдеться число δ ∈ (0, ε] таке, що
iнтегральнi лiнiї системи (1.1), якi проходять через точки (t0, x

1) ∈ D, коли |x1 − x0| <
δ, не виходять за межi поверхнi Sε =

{
(t, x)

∣∣ t ∈ [t0,+∞), |x− φ(t, t0, x
0)| = ε

}
. По-

верхню Sε можна трактувати, як бiчну поверхню напiвобмеженого "криволiнiйного"
цилiндра, "основою" якого є круг з радiусом ε > 0, а "вiссю" — iнтегральна лiнiя,
визначена рiвнянням x = φ(t, t0, x

0), t > t0.

Означення 1.3. Розв’язок x = φ(t, t0, x
0), t ∈ (at0,x0 , +∞), системи (1.1) нестiйкий

за Ляпуновим, якщо вiн не є стiйким за Ляпуновим.

Зауваження 1.3. Проiлюструємо сказане на такому простому прикладi.
Нехай маємо рiвняння

x′ = kx, (1.3)

де k ∈ R — параметр.
Очевидно, що функцiя f(t, x) := kx, (t, x) ∈ R2, задовольняє вище вказанi умови.

Як легко переконатися, повний загальний розв’язок рiвняння (1.3) має вигляд

x = Cekt, t ∈ R, C ∈ R – довiльна стала.

Нехай t0 = 0, x0 = 0. Тодi φ(t, 0, 0) = 0, t ∈ R, i для будь-якого x1 ∈ R маємо
φ(t, 0, x1) = x1ekt, t ∈ R.

Розглянемо три випадки: 1) k < 0; 2) k = 0; 3) k > 0.
У випадку 1) маємо∣∣φ(t, 0, x1)− φ(t, 0, 0)

∣∣ = ∣∣x1∣∣ ekt 6 ∣∣x1∣∣ , t > 0,

оскiльки ekt 6 1 при t > 0. Отже, в означеннi 1.1 для будь-якого ε > 0 можна взяти
δ = ε, тобто нульовий розв’язок рiвняння (1.3) є стiйким за Ляпуновим. Крiм того,
легко переконатися, що∣∣φ(t, 0, x1)− φ(t, 0, 0)

∣∣ = ∣∣x1∣∣ ekt → 0 при t→ +∞.
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Це разом зi сказаним ранiше означає, що нульовий розв’язок є асимптотично стiйким
за Ляпуновим.

Розглянемо випадок 2). Тодi φ(t, 0, x1) = x1, t ∈ R. Отже, в означеннi 1.1 для
довiльного значення ε > 0 можна взяти δ = ε, тобто нульовий розв’язок рiвняння
(1.3) є стiйким за Ляпуновим. Але, очевидно, в даному випадку нульовий розв’язок
не є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

У випадку 3) маємо∣∣φ(t, 0, x1)− φ(t, 0, 0)
∣∣ = ∣∣x1∣∣ ekt → +∞

при t → +∞, якщо x1 ̸= 0. Це означає, що нульовий розв’язок рiвняння (1.3) не є
стiйким за Ляпуновим. �

В теорiї стiйкостi за Ляпуновим розв’язкiв НС зручнiше дослiджувати на стiй-
кiсть нульовий розв’язок. Якщо ж iз самого початку дослiджуваний розв’язок
x = φ(t, t0, x

0), t ∈ (at0,x0 , +∞), не є таким, то, розглядаючи систему (1.1) на областi
D0 := D ∩ {t > at0,x0}, зробимо в нiй замiну змiнних

s = t− t0, y(s) = x(t)− φ(t, t0, x
0), (t, x) ∈ D0. (1.4)

У результатi прийдемо до системи вигляду

y′ = g(s, y), (1.5)

де функцiя g(s, y) := f(s+t0, y+φ(s+t0, t0, x
0))−f(s+t0, φ(s+t0, t0, x0)), (s, y) ∈ D̃0 ⊂

R1+n (D̃0 – образ областi D0 при вiдображеннi (1.4)), належить простору C(D̃0;Rn) та
задовольняє умову Лiпшиця локально за всiма аргументами, крiм першого, причому
g(s, 0) = 0 при s > at0,x0 − t0.

Очевидно, що при вказанiй замiнi змiнних розв’язок

x = φ(t, t0, x
0), t ∈ (at0,x0 , +∞),

системи (1.1) перейде у розв’язок

y = 0, s ∈ (at0,x0 − t0, +∞),

системи (1.5).
Оскiльки система (1.5) є абсолютно аналогiчною до системи (1.1), то надалi, для

зручностi, будемо вважати, що в системi (1.1)

1) D := (a, +∞)× Ω, де a < 0, Ω – область в Rn, 0 ∈ Ω;

2) f(t, 0) = 0 при t > a.

Тодi функцiя x = 0, t ∈ (a ,+∞), є розв’язком системи (1.1). Через x = φ(t, x1),
t ∈ (ax1 , bx1), позначатимемо єдиний непродовжуваний розв’язок системи (1.1), який
задовольняє початкову умову: x(0) = x1, де x1 ∈ Ω.

Переформулюємо наведенi вище означення стiйкостi за Ляпуновим для нульового
розв’язку системи (1.1).

Означення 1.4. Розв’язок x = 0, t ∈ (a ,+∞), системи (1.1) є стiйким за Ляпуно-
вим,коли для будь-якого значення ε > 0 знайдеться значення δ = δ(ε) ∈ (0, ε] таке,
що для будь-якої точки x1 ∈ Ω, |x1| < δ, виконуються умови:
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1) bx1 = +∞;

2) |φ(t, x1)| < ε ∀ t > 0.

Означення 1.5. Розв’язок x = 0, t ∈ (a, +∞), системи (1.1) називається асим-
птотично стiйким за Ляпуновим, якщо вiн є стiйким за Ляпуновим i знайдеться
значення σ > 0 таке, що для будь-якої точки x1 ∈ D, |x1| < σ, маємо

lim
t→+∞

∣∣φ(t, x1)∣∣ = 0.

Означення 1.6. Розв’язок x = 0, t ∈ (a, +∞), системи (1.1) нестiйкий за Ляпуно-
вим, якщо вiн не є стiйким за Ляпуновим.
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§2. Стiйкiсть нульового розв’язку НЛОС зi сталими
коефiцiєнтами

Розглянемо НЛОС
x′ = Ax, (2.1)

де n ∈ N, A ∈Mn(C), x ∈ (R;Cn) – невiдома функцiя вiд змiнної t ∈ R.

Через λ1, . . . , λm, як i ранiше, позначатимемо власнi значення матрицi A.

Теорема 2.1. Правильнi такi твердження:

1◦. Якщо
Reλk < 0, k = 1,m, (2.2)

то нульовий розв’язок системи (2.1) є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

2◦. Якщо
Reλk 6 0, k = 1,m, (2.3)

i для тих j ∈ {1, . . . , n}, для яких Reλj = 0, маємо спiвпадiння алгебраїчних
та геометричних кратностей, тобто kj = lj, то нульовий розв’язок системи
(2.1) є стiйким за Ляпуновим.

3◦. Якщо
∃j ∈ {1, . . . , n} : Reλj > 0 або Reλj = 0 i kj ̸= lj, (2.4)

то нульовий розв’язок системи (2.1) є нестiйким за Ляпуновим.

Для доведення цiєї теореми використаємо двi допомiжнi леми.

Лема 2.1. Нехай виконується умова (2.2) i α > 0 – яке-небудь число таке, що
правильнi нерiвностi

Reλk < −α, k = 1,m. (2.5)

Тодi для будь-якого розв’язку x = φ(t), t ∈ R, системи (2.1) знайдеться стала
Rφ > 0 така, що

|φ(t)| 6 Rφe
−αt, t ∈ [0,+∞). (2.6)

Доведення. Нехай x = φ(t), t ∈ R, – який-небудь розв’язок системи (2.1). Як випли-
ває з §6 теми 3, маємо

φ(t) =
m∑
k=1

pk(t)eλkt, t ∈ R,

де pk(t), t ∈ R, k = 1,m, — векторнi многочлени, λk = µk + iνk, k = 1,m. Звiдси
отримаємо

|φ(t)| 6
m∑
k=1

∣∣pk(t)∣∣ eµkt, t ∈ R, (2.7)

де µk = Reλk, k = 1,m, оскiльки за формулою Ейлера eλkt = eµkt(cos νkt+ i sin νkt), а
отже, |eλkt| = eµkt, t ∈ R.

Нехай α > 0 таке, як у формулюваннi леми, тобто

µk + α < 0, k = 1,m. (2.8)
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Помножимо обидвi частини нерiвностi (2.7) на eαt. У результатi отримаємо

|φ(t)| eαt 6
m∑
k=1

∣∣pk(t)∣∣ e(µk+α)t, t ∈ R. (2.9)

Враховуючи (2.8), легко показати, що

lim
t→+∞

∣∣pk(t)∣∣ e(µk+α)t = 0,

а отже,
sup
t>0

∣∣pk(t)∣∣ e(µk+α)t <∞, k = 1,m.

Звiдси та з (2.9), якщо покласти

Rφ :=
m∑
k=1

sup
t>0

|pk(t)|e(µk+α)t,

здобудемо (2.6).

Лема 2.2. Нехай виконується умова леми 2.1. Тодi iснує стала M > 0 така, що∣∣φ(t, x0)∣∣ 6M
∣∣x0∣∣ e−αt, t > 0, (2.10)

де x = φ(t, x0), t ∈ R, — непродовжуваний розв’язок системи (2.1), що задовольняє
початкову умову x(0) = x0.

Доведення. Очевидно, що

x0 =
n∑
j=1

x0je
j,

де ej — вектор-стовпчик, j-та компонента якого дорiвнює 1, а решта — нулi, j = 1, n.
Отож, маємо

φ(0, x0) = x0 =
n∑
j=1

x0je
j =

n∑
j=1

x0jφ(0, e
j),

звiдки згiдно з теоремою єдиностi розв’язку задачi Кошi отримаємо

φ(t, x0) =
n∑
j=1

x0jφ(t, e
j), t ∈ R.

Значить, ∣∣φ(t, x0)∣∣ 6 n∑
j=1

∣∣x0j ∣∣ ∣∣φ(t, ej)∣∣ , t ∈ R. (2.11)

На пiдставi леми 2.1 маємо∣∣φ(t, ej)∣∣ 6 Rje
−αt, t > 0, j = 1, n, (2.12)

де Rj > 0 — стала, що може залежати тiльки вiд j.
Отже, з (2.11) на пiдставi (2.12) здобуваємо

∣∣φ(t, x0)∣∣ 6 ( n∑
j=1

∣∣x0j ∣∣Rj

)
e−αt, t ∈ R. (2.13)
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Оскiльки на пiдставi нерiвностi Кошi-Буняковського маємо

n∑
j=1

∣∣x0j ∣∣Rj 6
( n∑
j=1

∣∣x0j ∣∣2 )1/2( n∑
j=1

R2
j

)1/2
,

то з (2.13), поклавши M :=
(∑n

j=1R
2
j

)1/2
i, врахувавши, що |x0| =

(∑n
j=1

∣∣x0j ∣∣2 )1/2,
матимемо (2.10).

Доведення теореми. 1◦. Нехай x1 ̸= 0. Тодi за лемою 2.2∣∣φ(t, x1)∣∣ 6M
∣∣x1∣∣ e−αt, t > 0, (2.14)

де M , α — додатнi сталi, якi вiд x1 не залежать (очевидно, що M ≥ 1).
Оскiльки α > 0, то e−αt 6 1 при t > 0, а значить, на пiдставi (2.14) маємо∣∣φ(t, x1)∣∣ 6M

∣∣x1∣∣ , t > 0. (2.15)

Нехай ε > 0 — довiльне число. Покладемо δ =
ε

M
. З (2.15) випливає, що коли

|x1| < δ, то |φ(t, x1)| < ε для всiх t > 0, тобто нульовий розв’язок системи (2.1)
стiйкий за Ляпуновим. З (2.14) безпосередньо отримуємо, що

lim
t→+∞

∣∣φ(t, x1)∣∣ = 0.

А це значить, що нульовий розв’язок системи (2.1) асимптотично стiйкий за Ляпу-
новим.

2◦. Доведення проводиться за схемою доведення твердження 1◦ (довести само-
стiйно).

3◦. Покажемо, що коли серед власних значень λ1, . . . , λm матрицi A є хоча б одне,
дiйсна частина якого — додатня, то нульовий розв’язок системи (2.1) не є стiйким за
Ляпуновим.

Справдi, припустимо, що, наприклад, Reλ1 > 0. Як вiдомо, функцiя

x = Ch1eλ1t, t ∈ R,

де C — яка-небудь стала, h1 — власний вектор, вiдповiдний власному значенню λ1, є
розв’язком системи (2.1). Звiдси та з теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi випли-
ває, що φ(t, 0, Ch1) = Ch1eλ1t, t ∈ R.

Очевидно, що за рахунок малостi C ̸= 0 можна зробити як завгодно малим зна-
чення |φ(0, Ch1)| = |Ch1|. Але також очевидно, що

lim
t→∞

∣∣φ(t, Ch1)∣∣ = lim
t→∞

∣∣Ch1∣∣ · eReλ1·t = +∞.

Коли ж для деякого j ∈ {1, . . . ,m} маємо Reλj = 0 i kj > lj, то нестiйкiсть
за Ляпуновим нульового розв’язку системи (2.1) можна довести, використовуючи
мiркування, наведенi вище.
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Лекцiя № 31

§3. Функцiя Ляпунова i теореми Ляпунова про
стiйкiсть розв’язку нормальної системи (НС)

Розглянемо НС
x′ = f(t, x), (3.1)

де t – незалежна дiйсна змiнна, x – невiдома функцiя вiд змiнної t, що приймає
значення в Rn, n ∈ N, f : D → Rn – задана векторна функцiя, D = (a, +∞) × Ω,
a < 0 – дiйсне число i Ω – область з простору Rn, яка мiстить 0.

Будемо вважати, що функцiя f є неперервною i задовольняє умову Лiпшиця за
всiма аргументами, крiм першого, причому f(t, 0) = 0 для всiх t > a. Це, зокре-
ма, означає, що для довiльної точки x∗ ∈ Ω iснує єдиний непродовжуваний розв’язок
x = φ(t, x∗), t ∈ (ax∗ , bx∗), системи (3.1), який задовольняє початкову умову x(0) = x∗,
i φ(t, 0) = 0 ∀t ∈ (a,+∞), тобто нульова функцiя x = 0, t ∈ (a,+∞), є непродовжу-
ваним розв’язком системи (3.1), який задовольняє початкову умову x(0) = 0.

Далi будемо дослiджувати на стiйкiсть за Ляпуновим нульовий розв’язок x =
0, t ∈ (a,+∞), системи (3.1) за допомогою функцiї Ляпунова.
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Означення 3.1. Функцiєю Ляпунова для системи (3.1) називають функцiю
V ∈ C1(Ω0), де Ω0 — пiдобласть областi Ω, 0 ∈ Ω0, таку, що

1) V (x) > 0, x ∈ Ω0; V (x) = 0 ⇔ x = 0;

2)
n∑
j=1

∂V (x)

∂xj
fj(t, x) 6 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω0.

Теорема 3.1 (Ляпунов). Якщо iснує функцiя Ляпунова для системи (3.1), то ну-
льовий розв’язок цiєї системи є стiйким за Ляпуновим.

Доведення. Нехай V (x), x ∈ Ω0, — функцiя Ляпунова для системи (3.1), а ρ > 0 —
таке число, що замкнена куля Kρ = {x : |x| 6 ρ} лежить в Ω0. Покажемо, що для
довiльного ε ∈ (0, ρ] знайдеться δ ∈ (0, ε] таке, що для будь-якого x1 ∈ Ω0, |x1| < δ,
непродовжувальний розв’язок x = φ(t, x1) системи (3.1) визначений, зокрема, на
променi [0,+∞) i |φ(t, x1)| < ε ∀t ∈ [0; +∞).

Справдi, зафiксуємо довiльним чином вибране значення ε ∈ (0, ρ]. Нехай
Sε:= {x : |x| = ε} — сфера радiуса ε. Очевидно, що Sε є межею замкненої кулi Kε.
Покладемо

Vε:=min
x∈Sε

V (x).

Оскiльки за теоремою Вейєрштраса iснує xε ∈ Sε таке, що V (xε) = min
x∈Sε

V (x), то,

згiдно з означенням функцiї Ляпунова, маємо Vε > 0.
Виберемо δ ∈ (0, ε] настiльки малим, щоби

max
x∈Kδ

V (x) < Vε. (3.2)

Це можна зробити, оскiльки V (0) = 0 i V (x), x ∈ Ω0, — неперервна функцiя. Не-
хай x = φ(t), t ∈ (a1, b1) (0 ∈ (a1, b1)), — розв’язок системи (3.1), що задовольняє
початкову умову

x(0) = x1,

де x1 ∈ Kδ, i траєкторiя якого лежить в Ω0. Покладемо

ψ(t):=V (φ(t)), t ∈ (a1, b1).

З формули диференцiювання складних функцiй, системи (3.1) i означення функцiї
Ляпунова випливає, що

ψ′(t) =
n∑
j=1

∂V (φ(t))

∂xj
fj(t, φ(t)) 6 0, t ∈ [0, b1).

Отже, функцiя ψ(t), t ∈ (a1, b1), — незростаюча на [0, b1). Покажемо, що звiдси ви-
пливає нерiвнiсть:

|φ(t)| < ε ∀t ∈ [0, b1).

Справдi, припустимо, що це не так, i нехай t1 — найменше з тих значень t ∈ (0, b1),
для яких |φ(t)| = ε, тобто φ(t) ∈ Sε (оскiльки |φ(0)| = |x1| < ε, то t1 > 0). На пiдставi
(3.2) маємо

Vε > V (x1) = V (φ(0)) > V (φ(t1)) > Vε,

що є суперечнiстю (Vε > Vε?).
Отже, |φ(t)| < ε ∀t ∈ [0, b1). Якщо b1 = +∞, то ми отримаємо наше твердження, а

в протилежному випадку достатньо зауважити, що тодi розв’язок можна продовжити
на промiнь [b1,+∞) iз збереженням даної нерiвностi. Це випливає iз наслiдку теореми
про iснування непродовжуваного розв’язку i вже доведеного вище.
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Приклад 3.1. Розглянемо систему рiвнянь

x′ = xy4, y′ = −x2y.

Покажемо, що функцiя

V (x, y) = x2 + y4, (x, y) ∈ R2,

є функцiєю Ляпунова для даної системи.
Справдi, очевидно, що V (x, y) > 0 для будь-яких (x, y) ∈ R2 i V (x, y) = 0 тодi i

лише тодi, коли x = 0 та y = 0. Також маємо

∂V (x, y)

∂x
xy4 +

∂V (x, y)

∂y
(−x2y) = 2x2y4 − 4y4x2 = −2x2y2 6 0

для будь-яких (x, y) ∈ R2.
Отже, в силу теореми 3.1 нульовий розв’язок даної системи є стiйким за Ляпуно-

вим.

241



Тепер сформулюємо i доведемо твердження про асимптотичну стiйкiсть розв’язку
НС (3.1), використовуючи функцiю Ляпунова.

Теорема 3.2 (Ляпунов). Нехай для системи (3.1) iснують функцiя Ляпунова V (x),
x ∈ Ω0, i неперервна функцiя W (x), x ∈ Ω0, яка задовольняє умови

1) W (x) > 0, x ∈ Ω0; W (x) = 0 ⇔ x = 0;

2)
n∑
j=1

∂V (x)

∂xj
fj(t, x) 6 −W (x), t ∈ [0,+∞), x ∈ Ω0.

Тодi нульовий розв’язок системи (3.1) є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

Доведення. Як випливає з теореми 3.1 нульовий розв’язок системи (3.1) в даному
випадку є стiйким за Ляпуновим. Нехай ρ > 0 таке, що Kρ ⊂ Ω0. Виберемо довiльним
чином значення ε ∈ (0, ρ] i зафiксуємо його. Нехай δ = δ(ε) ∈ (0, ε] таке, що коли
|x1| < δ, то функцiя x = φ(t, x1) визначена для всiх t > 0 i |φ(t, x1)| < ε при t > 0.

Розглянемо функцiю x = ψ(t), t > 0, де ψ(t):=V (φ(t, x1)), t > 0. Покажемо, що

lim
t→+∞

ψ(t) = 0. (3.3)

Справдi, припустимо, що це не так. Оскiльки, як було показано при доведеннi тео-
реми 3.1, ψ — монотонно незростаюча функцiя, то iснує lim

t→+∞
ψ(t) = A > 0 i ψ(t) > A

∀t > 0. Отож, знайдеться значення σ > 0 таке, що |φ(t, x1)| > σ при t > 0 (нагадає-
мо, що V (0) = 0 i V (x) > 0 при x ̸= 0), бо iнакше iснувала б послiдовнiсть додатнiх
чисел {tk}∞k=1 така, що lim tk = +∞ i |φ(tk, x1)| → 0 при k → +∞, а це б в свою чергу
означало, що

lim
k→+∞

ψ(tk) = lim
k→+∞

V (φ(tk, x
1)) = V (0) = 0,

тобто отримали б протирiччя з нашим припущенням.
Отже, маємо

σ <
∣∣φ(t, x1)∣∣ 6 ε, t > 0.

За умовою теореми функцiя W на множинi Mσ,ε = {x : σ 6 |x| 6 ε} строго додатня
та iснує α > 0 таке, що W (x) > α, x ∈Mσ,ε, i

ψ′(t) =
d

dt
V (φ(t, x1)) =

n∑
i=1

∂V (φ(t, x1))

∂xi

dφi(t, x
1)

dt
=

=
n∑
i=1

∂V (φ(t, x1))

∂xi
fi(t, φi(t, x

1)) 6 −W (φi(t, x
1)) 6 −α, t > 0.

Iнтегруючи нерiвнiсть
ψ′(t) 6 −α, t > 0,

по t вiд 0 до τ > 0, отримаємо

ψ(τ)− ψ(0) 6 −ατ. (3.4)

Спрямуємо τ до +∞ i отримаємо протирiччя, оскiльки лiва частина нерiвностi
(3.4) прямує до A − ψ(0), а права — до −∞. Отже, lim

t→+∞
ψ(t) = 0. Покажемо, що

звiдси випливає
lim
t→+∞

φ(t, x1) = 0. (3.5)
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Справдi, нехай це не так. Тодi iснує послiдовнiсть {tk}∞k=1 невiд’ємних чисел така,
що |φ(tk, x1)| > b = const > 0 для всiх k ∈ N. Але ж тодi

lim
k→∞

ψ(tk) = lim
k→∞

V (φ(tk, x
1)) > 0,

що протирiчить (3.3). Отже, маємо (3.5), що нам i треба було довести.

§4. Теорема Ляпунова про стiйкiсть розв’язку нелiнiй-
ної нормальної системи за першим наближенням

Розглянемо НС
x′ = f(t, x), (4.1)

де f i D такi ж, як в §3.
Нехай

f(t, x) = Ax+ g(t, x), (t, x) ∈ D, (4.2)

де A — стала квадратна матриця порядку n з дiйсними елементами, а g — дiйсна
функцiя, яка володiє такими ж властивостями, що i f , та, крiм того, задовольняє
умову

|g(t, x)| 6 C0 |x|1+β , t > 0, |x| < σ, (4.3)

де C0 > 0, β > 0, σ > 0 — деякi сталi.
Тодi система

x′ = Ax (4.4)

називається першим наближенням системи (4.1).
Виявляється, що дослiдження стiйкостi нульового розв’язку системи (4.1) при

виконаннi умов (4.2) i (4.3) можна звести до вивчення стiйкостi нульового розв’язку
системи (4.4).

Сформулюємо i доведемо твердження про визначення стiйкостi за Ляпуновим
нульового розв’язку нелiнiйної нормальної системи 4.1, використовуючи її перше на-
ближення.

Теорема 4.1. Нехай виконуються умови (4.2),(4.3) на f i, крiм того,

Reλk < 0, k = 1,m, (4.5)

де λ1, . . . , λm — власнi значення матрицi A. Тодi нульовий розв’язок системи (4.1)
є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

Доведення. Для спрощення викладок припустимо, що λ1, . . . , λm — дiйснi i їхнi ал-
гебраїчнi та геометричнi кратностi спiвпадають. Тодi iснує невироджена дiйсна ма-
триця B така, що

B−1AB = J ≡

λ1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · λm

 , тобто J — дiагональна матриця. (4.6)

Зробимо в системi (4.1) замiну змiнних

x = By. (4.7)
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В результатi отримаємо систему

y′ = Jy + g̃(t, y), (4.8)

де g̃(t, y) = B−1g(t, By).
Покажемо, що з асимптотичної стiйкостi нульового розв’язку системи (4.8) випли-

ває асимптотична стiйкiсть нульового розв’язку системи (4.1). Спочатку зауважимо,
що оскiльки B — невироджена матриця, то

C1 |y| 6 |x| 6 C2 |y| , якщо x = By, (4.9)

де C1, C2 — const> 0.
Також вiдмiтимо, що коли y = ψ(t, y1), t ∈ (a1, b1), — непродовжувальний розв’я-

зок системи (4.8), то x = φ(t, x1), t ∈ (a1, b1), де x1 = By1, φ(t, x1) = Bψ(t, B−1x1),
t ∈ (a1, b1), — непродовжувальний розв’язок системи (4.1). Це легко випливає iз спiв-
вiдношення (4.7) та теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi для НС. Справедливе i
обернене твердження: якщо x = φ(t, x1), t ∈ (a1, b1), — непродовжувальний розв’я-
зок системи (4.1), то функцiя y = ψ(t, y1), t ∈ (a1, b1), де y1 = B−1x1, ψ(t, y1) =
= B−1φ(t, By1), — непродовжувальний розв’язок системи (4.8). Отже, мiж множи-
нами непродовжувальних розв’язкiв систем (4.1) i (4.8) iснує взаємно-однозначна
вiдповiднiсть.

Тепер нехай для деякого значення ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що коли y1 ∈ Rn i
|y1| < δ

C1
, то

1) непродовжувальний розв’язок y = ψ(t, y1) системи (4.8) визначений, зокрема, для
всiх t > 0;
2) |ψ(t, y1)| < ε

C2

, t > 0.

Тодi зi сказаного вище (зокрема, див. (4.9)) випливає, що, коли x1 — будь-яке
таке, що |x1| < δ, то |y1| < δ

C1
, а отже, функцiя y = ψ(t, y1) визначена для всiх t > 0

i |ψ(t, y1)| < ε
C2

, коли t > 0, звiдки випливає, що вираз φ(t, x1) ≡ Bψ(t, B−1x1) теж
визначена для всiх t > 0 i |φ(t, x1)| < ε, коли t > 0.

Отже, ми прийшли до висновку, що нам досить дослiдити на стiйкiсть нульовий
розв’язок системи (4.8). Зробимо це, використовуючи теорему 3.2 (див. §3).

Нехай

∥y∥2 :=
n∑
j=1

|yj|2, y = (y1, ..., yn)
⊤ ∈ Rn.

Покладемо V (y) = ∥y∥2, W (y) = α ∥y∥2, y ∈ Rn, де α > 0 — стала така, що λk+α < 0,
k = 1,m (нагадаємо, що λ1, . . . , λm — дiйснi), i покажемо, що для функцiй V i W
виконуються умови теореми 3.2.

Справдi, легко переконатися, що V i W належать простору C1(Rn), V (y) > 0,
W (y) > 0 для будь-яких y ∈ Rn i

V (y) = 0 ⇔ y = 0, W (y) = 0 ⇔ y = 0.

Залишається довести, що для деякої сталої σ0 > 0

n∑
j=1

∂V (y)

∂yj
f̃j(t, y) 6 −W (y), t > 0, y ∈ Kσ0

:= {y : ∥y∥ < σ0} , (4.10)
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де f̃(t, y):=Jy + g̃(t, y), тобто f̃(t, y) = (f̃1(t, y), ..., f̃n(t, y))
⊤, де (f̃j(t, y) = λk(j)yj +

+ g̃j(t, y), λk(j) — власне значення матрицi A, що стоїть в j-му рядку матрицi J,
j = 1, n, (t, y) ∈ [0, +∞)×Kσ0

(0).
Легко бачити, що

n∑
j=1

∂V (y)

∂yj
f̃j(t, y) =

n∑
j=1

2yj
(
λk(j)yj + g̃j(t, y)

)
=

=2
n∑
j=1

λk(j)y
2
j + 2

n∑
j=1

g̃j(t, y)yj 6 −2α ∥y∥2 + 2 ∥g̃(t, y)∥ ∥y∥ .
(4.11)

Тут ми використали нерiвнiсть Кошi-Буняковського

n∑
j=1

aibi 6
( n∑
j=1

a2i

)1/2( n∑
j=1

b2i

)1/2

.

Враховуючи умову (4.3) i означення g̃, маємо

∥g̃(t, y)∥ =
∥∥B−1g(t, By)

∥∥ 6 C3 ∥g(t, By)∥ 6 C4 ∥By∥1+β 6 C5 ∥y∥1+β ,

t > 0, y ∈ Kσ∗ = {y : ∥y∥ < σ∗} , (4.12)

де C3, C4, C5, σ∗ — деякi додатнi сталi. Тут ми також врахували, що

C̃1 ∥x∥ 6 |x| 6 C̃2 ∥x∥ , x ∈ Rn,

де C̃1, C̃2 — деякi додатнi сталi.
З (4.11) i (4.12) маємо

n∑
j=1

∂V (y)

∂yj
f̃j(t, y) 6 −2α ∥y∥2 + 2C5 ∥y∥2+β =

= −α ∥y∥2 + (−α + 2C5 ∥y∥β) ∥y∥2 , t > 0, ∥y∥ < σ∗.

(4.13)

Виберемо значення σ0 ∈ (0, σ∗] таким, щоби виконувалася нерiвнiсть

−α + 2C5σ
β
0 6 0.

Тодi
−α + 2C5 ∥y∥β 6 0, коли ∥y∥ 6 σ0. (4.14)

З (4.13) i (4.14) маємо (4.10).
Отож, на пiдставi теореми 3.2 нульовий розв’язок системи (4.8) є асимптотично

стiйким за Ляпуновим, а отже, нульовий розв’язок системи (4.1) є асимптотично
стiйким. Теорема доведена.

Лекцiя № 32

Колоквiум №5
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