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Практичне заняття № 1
Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них

Довiдкова iнформацiя

Звичайним диференцiальним рiвнянням першого порядку називають рiвняння вигляду

F (x, y, y′) = 0, (1)

де x – незалежна змiнна, y – невiдома функцiя вiд змiнної x, y′ – її похiдна, а
F (x, y, p), (x, y, p) ∈ Ω, — задана неперервна функцiя, Ω — область в R3.

Розв’язком рiвняння (1) називають функцiю y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, яка задовольняє
умови

1) φ ∈ C1(⟨a, b⟩) (тобто φ — неперервно-диференцiйовна на ⟨a, b⟩);

2) (x, φ(x), φ ′(x)) ∈ Ω ∀x ∈ ⟨a, b⟩;

3) F (x, φ(x), φ ′(x)) = 0 ∀x ∈ ⟨a, b⟩.

Загальним розв’язком рiвняння (1) називають функцiю y = ψ(x,C) вiд незалежної
змiнної x i параметра C, якщо при довiльному допустимому значеннi C∗ параметра C
функцiя y = ψ(x,C∗) вiд змiнної x є розв’язком рiвняння (1).

Повним загальним розв’язком рiвняння (1) називають загальний розв’язок y =
ψ(x,C) цього рiвняння, якщо вiн володiє властивiстю: для будь-якого розв’язку рiвня-
ння () y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, знайдеться допустиме значення Cφ параметра C таке, що
φ(x) = ψ(x,Cφ) ∀x ∈ ⟨a, b⟩.

Iнтегралом рiвняння (1) називається cпiввiдношення вигляду

Φ(x, y) = 0, (2)

якщо будь-яка неявно задана ним неперервно-диференцiйовна функцiя є розв’язком рiв-
няння (1).

Загальним iнтегралом рiвняння (1) називають спiввiдношення вигляду

G(x, y, C) = 0, (3)

яке зав’язує змiннi x, y i параметр C так, що для довiльного фiксованого значення C0

параметра C спiввiдношення G(x, y, C0) = 0 є iнтегралом рiвняння (1).
Повним загальним iнтегралом рiвняння (1) називають загальний iнтеграл (3) цього

рiвняння, який володiє властивiстю: для довiльного iнтеграла (2) рiвняння (1) знайдеться
значення CΦ таке, що G(x, y, CΦ) = Φ(x, y) для всiх точок (x, y) з областi визначення Φ.

Рiвняння вигляду (1) називають не розв’язаним стосовно похiдної. Рiвняння вигляду

y′ = f(x, y), (4)

називають розв’язаним стосовно похiдної. Якщо рiвняння (1) можна записати у виглядi
(4), то його називають розв’язним стосовно похiдної, а в iншому випадку — нерозв’язним
стосовно похiдної.

Рiвняння вигляду
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (5)
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де M,N заданi на областi D ⊂ R2, називають рiвнянням в симетричнiй формi, оскiльки
змiннi x i y входять в рiвняння "симетрично": зокрема, можна вважати, що x— незалежна,
а y — залежна змiнна, або, навпаки, y – незалежна, а x – залежна змiнна.

Звичайнi диференцiальнi рiвняння, розв’язки яких можна задати аналiтично, нази-
ваються iнтегровними рiвняннями. Далi розглянемо кiлька класiв iнтегровних рiвнянь.
Перший з них — рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них.

Рiвнянням з вiдокремленними змiнними називають рiвняння вигляду

M0(x) dx+N0(y) dy = 0, (6)

де M0 : (α, β) → R, N0 : (γ, δ) → R — заданi функцiї (−∞ 6 α < β 6 +∞, −∞ 6 γ < δ 6
+∞).

Теорема 1. Нехай M0 ∈ C(α, β), N0 ∈ C(γ, δ). Тодi повний загальний iнтеграл рiвняння
(6) має вигляд

M̃0(x) + Ñ0(y) = C,

де M̃0 i Ñ0 — первiснi вiдповiдно функцiй M0 та N0, (x, y) ∈ (α, β)×(γ, δ), а C — довiльна
стала.

Рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними називають рiвняння вигляду

M1(x)M2(y) dx+N1(x)N2(y) dy = 0, (7)

де M1, N1 : (α, β) → R,M2, N2 : (γ, δ) → R — заданi функцiї.
Пiсля дiлення рiвняння на вираз M2(y)N1(x) приходимо до еквiвалентної рiвнянню (7)

сукупностi рiвнянь:

M1(x)

N1(x)
dx+

N2(y)

M2(y)
dy = 0, M2(y) = 0, N1(x) = 0. (8)

Множина всеможливих розв’язкiв сукупностi (8) має вигляд∫
M1(x)

N1(x)
dx+

∫
N2(y)

M2(y)
dy = C, y = yi, i ∈ I ⊂ N, x = xj, j ∈ J ⊂ N, (9)

тобто множина всеможливих розв’язкiв рiвняння (7) визначається сукупнiстю спiввiдно-
шень (9).

Розглянемо рiвняння, якi зводяться певною замiною змiнних до рiвнянь з вiдокрем-
люваними змiнними. До таких належать рiвняння вигляду

y′ = f(ax+ by + c), (10)

де a, b, c — cталi, f(z), z ∈ (α, β), — задана функцiя.
Зробимо замiну змiнних

z = ax+ by + c. (11)

Тут x — незалежна змiнна, y = y(x) — "стара" шукана функцiя, а z = z(x) — "нова"
шукана функцiя.

Маємо z′ = a+ by′, звiдки y′ = (z′ − a)/b. Враховуючи це та (11), iз (10) отримаємо

z′ = bf(z) + a.

Це рiвняння є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними.
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Контрольнi питання

1. Що таке ЗДР першого порядку розв’язне i нерозв’язне стосовно похiдної?
2. Що називається загальним розв’язком, iнтегралом, загальним iнтегралом ЗДР пер-

шого порядку?
3. Якi рiвняння називають iнтегровними? Що таке рiвняння в симетричнiй формi,

рiвняння з вiдокремленими, вiдокремлюваними змiнними? Який вигляд має повний за-
гальний iнтеграл рiвняння з вiдокремленими змiнними?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння: y′ = −x+ |x|
y + |y|

.

J Дане рiвняння визначене тiльки для y > 0 i його можна записати так:

y′ =

{
0, x ≤ 0, y > 0
−x

y
, x > 0, y > 0.

У першiй чвертi квадратної площини Oxy вихiдне рiвняння набирає вигляду: y dy +
x dx = 0, або 1

2
d(y2 + x2) = 0. Звiдси маємо y2 + x2 = C2.

У другiй чвертi координатної площини Oxy маємо: y′ = 0, тобто y = C. I

2. Розв’язати задачу Кошi для рiвняння

(x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1.

J Спочатку розв’яжемо рiвняння. Для цього, врахувавши спiввiдношення y′ =
dy

dx
,

запишемо його у виглядi
(x2 − 1) dy + 2xy2 dx = 0. (12)

Роздiливши обидвi частини рiвняння (12) на добуток
(x2 − 1)y2, одержимо сукупнiсть рiвнянь

dy

y2
+

2x

x2 − 1
dx = 0, y2 = 0,

перше з яких є рiвнянням з вiдокремленими змiнними (тут врахували, що з вигляду даного
рiвняння випливає, що x — незалежна змiнна, а y — функцiя вiд x).

Розв’язавши цi рiвняння, знаходимо

−1

y
+ ln |x2 − 1| = C, y = 0.

Очевидно, цю сукупнiсть можна переписати у виглядi

y =
1

ln |x2 − 1| − C
, y = 0.

Цi спiввiдношення задають всеможливi розв’язки вихiдного рiвняння.
Тепер серед цих розв’язкiв знайдемо той, який задовольняє початкову умову y(0) = 1.

Для цього у вираз загального розв’язку пiдставимо 0 замiсть x i 1 замiсть y:

1 =
1

ln | − 1| − C
⇒ C = −1.
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Пiдставивши знайдене значення C у вираз загального розв’язку, отримаємо розв’язок за-
дачi Кошi для даного рiвняння:

y =
1

ln |x2 − 1|+ 1
.

I

3. Розв’язати рiвняння y′ =
√
x− y + 1.

J Очевидно, що права частина даного рiвняння є композицiєю функцiй u = f(z) =√
z + 1 i z = x − y. Вiдмiтимо також, що змiнна x є незалежною, а змiнна y є шуканою

функцiєю вiд x. Замiнимо в даному рiвняннi функцiю y на функцiю z (вiд змiнної x) за
правилом z = x−y. Звiдси, враховуючи, що змiннi y та z залежать вiд x та взявши похiдну
за змiнною x, маємо y′ = 1 − z′. У результатi одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними

1− z′ =
√
z + 1 ⇔ dz

dx
= −

√
z
∣∣∣ × 1√

z
,
dz√
z
= −dx, z = 0 ⇔ 2

√
z = −x+ C, z = 0.

Звiдси маємо сукупнiсть всеможливих розв’язкiв "нового"рiвняння:

z = ((−x+ C)/2)2, z = 0.

Вертаючись до змiнної y, знаходимо сукупнiсть всеможливих розв’язкiв вихiдного рiвня-
ння:

y = x− ((−x+ C)/2)2, y = x.

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати (аналiтично) рiвняння з вiдокремлюваними змiнними або задачу Кошi для

них:
1*. x′ = 2t; 2*. xy′ − y = 0.
3*. 2xx′ = 3t2; 4*. y′ − y(x+ 1) = 0; 5*. (x+ 1)dx− y

√
1− x2dy = 0, y(0) = 1;

22. xydx+ (x+ 1)dy = 0; 25. y′ ctg x+ y = 2, y(0) = −1.

Розв’язати рiвняння, якi зводяться до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними:
42. y′ = cos(y − x) . 45. y′ =

√
4x+ 2y − 1 . 86. (x+ 2y + 1) dx− (2x+ 4y + 3) dy = 0 .

Домашнi завдання:
Розв’язати (аналiтично) рiвняння з вiдокремлюваними змiнними або задачу Кошi для

них:
7*. x′ = 3t2; 8*. xy′ + y = 0.
23.

√
y2 + 1dx = xydy; 26. y′ = 3y2/3, y(2) = 0; 28. 2x2yy′ + y2 = 2; 31. z′ = 10x+z;

36. x2y′− cos 2y = 1, y(+∞) =
9π

4
; 37. 3y2y′+16x = 2xy3, y(x) – обмежена при x→ ∞;

39. (1 + x2)y′ − 1

2
cos2 2y = 0, y(−∞) =

7π

2
.

Розв’язати рiвняння, якi зводяться до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними:
43. y′−y = 2x−3 . 44. (x+2y)y′ = 1 ; y(0) = −1 . 46. y′ = sin(x−y) . 47. (x+y)2y′ = a2 .
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Додатковi завдання:
Розв’язати рiвняння:

30. e−s
(
1 +

ds

dt

)
= 1.

Вiдповiдi:

1*. x = t2 + C. 2*. y = Cx. 3*. x2 = t3 + C. 4*. ln |y| − x2

2
− x = C.

5*. −
√
1− x2 + arcsin x− y2 = −2. 6*.

√
1− x2 − arcsinx+ y2 = C. 7*. x = t3 + C.

8*. y =
C

x
. 22. y = C(x+ 1)e−x, x = −1. 23. ln |x| = C

√
y2 + 1, x = 0.

25. y = 2 + C cosx; y = 2− 3 cos x. 26. y = (x− C)3, y = 0; y = (x− 2)3, y = 0.
28. y2 − 2 = Ce1/x. 30. e−s = 1 + Cet. 31. z = − lg(C − 10x).

36. y = arctg
(
1− 2

x

)
+ 2π. 37. y = 2. 39. y =

1

2
arctg

(π
2
+ arctg x

)
+

7

2
π.

42. ctg
(y − x

2

)
= x+ C, y − x = 2πk, k ∈ Z. 43. 2x+ y − 1 = Cex. 44. x+ 2y + 2 = 0.

45.
√
4x+ 2y − 1− 2 ln(

√
4x+ 2y − 1 + 2) = x+ C. 46. x+ C = ctg

(y − x

2
+
π

4

)
.

47. x+ y = a tg
(
C +

y

a

)
, x− y =

3π

2
+ 2πk, k ∈ Z.
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Практичне заняття № 2
Геометричнi та фiзичнi задачi, розв’язування яких приводить до

диференцiальних рiвнянь

Довiдкова iнформацiя

Математичнi моделi рiзноманiтних процесiв i явищ, в яких присутнi елементи "руху" ,
мiстять диференцiальнi рiвняння, тобто спiввiдношення, що визначають певний зв’язок
мiж рiзними величинами (однi з яких є залежними вiд iнших) та швидкостями змiн за-
лежних величин стосовно незалежних. Вивчення таких рiвнянь привело до створення са-
мостiйного роздiлу математики — теорiї диференцiальних рiвнянь. В наш час ця теорiя
посiдає чiльне мiсце серед iнших математичних дисциплiн. В нiй гармонiйно поєднуються
суто математичний i прикладний аспекти. Це робить цю теорiю привабливою як для тео-
ретикiв, так i для тих, хто займається застосуванням математики в рiзноманiтних галузях
знань, бо, подiбно до мiкроскопа вченого або скальпеля хiрурга, математичний апарат ди-
ференцiальних рiвнянь дає змогу проникнути в мiкросвiт детермiнованих явищ i процесiв,
описати механiзм їх розвитку i тим самим передбачити їх майбутнє.

Контрольнi питання

1. Що називають звичайним диференцiальним рiвнянням (ЗДР) першого порядку?
2. Що таке розв’язне i нерозв’язне стосовно похiдної рiвняння?
3. Що таке рiвняння з вiдокремлюваними змiнними? Якi рiвняння зводяться до рiвнянь

з вiдокремлюваними змiнними?

Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти криву, яка проходить через точку (4; 3) та кожна дотична до цiєї кривої перетинає
пряму y = 1 у точцi з абсцисою, яка дорiвнює потрiйнiй абсцисi точки дотику.
J Розглянемо координатну площину Oxy. Нехай (x0, y0) — довiльна точка на шуканiй

кривiй. Рiвняння дотичної, проведеної до цiєї кривої в точцi (x0, y0) має вигляд

y = y0 + y′(x0)(x− x),

де (x, y) — бiжучi координати точок дотичної. Оскiльки вiдомо, що дотична перетинає
пряму y = 1 в точцi з абсцисою 3x0, то одержуємо спiввiдношення мiж значеннями x0, y0 =
y(x0) та y′(x0):

1 = y(x0) + y′(x0)(3x0 − x0),

звiдки, замiнивши x0 на x, бо значення x0 є довiльним, отримаємо диференцiальне рiвня-
ння, графiк розв’язку якого є шуканою кривою

2xy′ + y = 1.

Вiдокремивши змiннi та проiнтегрувавши це рiвняння, знаходимо сiм’ю кривих

y = 1 +
C√
|x|
.
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Оскiльки шукана крива проходить через точку (4, 3), то, пiдставивши координати цiєї
точки в знайдений розв’язок, матимемо C = 4. Отже, графiк функцiї

y = 1 +
4√
|x|

є шуканою кривою. I
2. Матерiальна точка рухається по прямiй зi швидкiстю, обернено пропорцiйною до прой-

деного шляху. В початковий момент руху точка була на вiдстанi 10 см вiд початку вiдлiку
шляху i мала швидкiсть v0 = 40 см/c. Знайти шлях, який пройшла точка, та її швидкiсть
через 20 с пiсля початку руху.
J Нехай s = s(t) — вiдстань точки вiд початку вiдлiку в момент часу t. Тодi s(0) = 10.

За умовою задачi змiна величини s вiд часу описується диференцiальним рiвнянням

s′ =
k

s
,

де k — коефiцiєнт пропорцiйностi. Це є рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Розв’я-
жемо його:

ds

dt
=
k

s
⇔ s ds = k dt ⇔ s2 = 2(kt+ C).

Звiдси, врахувавши, що s — вiдстань, а отже, величина додатна, знаходимо

s =
√
2(kt+ C) .

З умови s(0) = 10 випливає, що 10 =
√
2C, тобто C = 50. Отже,

s(t) =
√

2(kt+ 50)

— шлях, який проходить точка за час t.
Продиференцiювавши це рiвняння по змiннiй t, знайдемо швидкiсть руху точки в мо-

мент часу t:

v(t) = s′(t) =
k√

2(kt+ 50)
.

З умови v(0) = v0 = 40 знаходимо коефiцiєнт пропорцiйностi k:

v(0) =
k

10
= 40 ⇒ k = 400.

Отже, швидкiсть матерiальної точки змiнюється за законом

v(t) =
400√

2(400t+ 50)
.

Через 20 c пiсля початку руху

s(20) =
√

2(400 · 20 + 50) ≈ 127,

v(20) =
400√

2(400 · 20 + 50)
≈ 3, 15.

Отже, через 20 c пiсля початку руху швидкiсть точки становила 3, 15 см/c. За цей час
точка пройшла вiдстань

s(20)− s(0) = (127− 10)cм = 117cм.

I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання
48. Знайти кривi, для яких площа трикутника, утвореного дотичною, ординатою точки

дотику i вiссю абсцис, є величиною сталою, рiвною a2 (a — деяка стала).
52. У посудинi об’ємом 20 л є повiтря (80% азоту i 20% кисню). В посудину вливається

0, 1 л азоту за секунду, який неперервно перемiшується, i витiкає така ж кiлькiсть сумiшi.
Через який час у посудинi буде 99% азоту ?

55. Швидкiсть охолодження тiла в повiтрi пропорцiйна рiзницi мiж температурою тiла
та температурою повiтря. Температура повiтря 20◦C , тiло протягом 20 хв охолоджується
вiд 100◦C до 60◦C . Знайти залежнiсть температури вiд часу та через який час темпера-
тура тiла знизиться до 30◦C .

Домашнi завдання
49. Знайти кривi, для яких сума катетiв трикутника, утвореного дотичною, ординатою

точки дотику i вiссю абсцис, є величиною сталою i рiвною b .
51. Знайти кривi, якi володiють такою властивiстю: якщо через довiльну точку кривої

провести прямi, паралельнi осям координат, до зустрiчi з цими осями, то площа одержа-
ного прямокутника дiлиться кривою у вiдношеннi 1 : 2 .

54. У повiтрi кiмнати об’ємом 200м3 є 0, 15% вуглекислого газу. Вентилятор подає
20м3 повiтря за хвилину, в якому є 0, 04% вуглекислого газу (така ж кiлькiсть повiтря
за хвилину виходить з кiмнати). Через який час кiлькiсть вуглекислого газу в кiмнатi
зменшиться втроє?

56. Встановлений вертикально чан цилiндричної форми має отвiр у днi. Вiдомо, що
швидкiсть витiкання води з чана дорiвнює 0, 6

√
2gh , де g = 10 м/c2 — прискорення сили

тяжiння, h — висота рiвня води над отвором; а також те, що половина води з повного чана
витiкає за 5 хв. За який час витече вся вода?

Додатковi завдання
57. У прямокутний чан розмiром 60 см×75 см i висотою 80 см вливається вода зi

швидкiстю 1, 8 л за секунду. У днi є отвiр площею 2, 5 см2. За який час наповниться чан?
58. Куля входить у дошку, товщина якої 10 см, зi швидкiстю v0 = 200 м/c, а вилiтає

з дошки, пробиваючи її, зi швидкiстю v1 = 80 м/с. Знайти час руху кулi через дошку,
вважаючи, що сила опору дошки руху кулi пропорцiйна квадрату швидкостi руху.

Вiдповiдi
48. (C ± x)y = 2a2; 49. b ln y − y = C ± x, 0 < y < b;
51. y = Cx2, y2 = Cx;
52. x(t) = 20− 4e−t/200 — кiлькiсть азоту (в лiтрах); x(t) = 19, 8 при t = 200 ln 20 ≈ 10 хв;
54. x(t) = 0, 08 + 0, 22e−t/10 — об’єм вуглекислого газу; x(t) = 0, 1 при t = 10 ln 11 ≈ 24 хв;
55. T = 20 + 80e−

ln 2
20

t, t = 60 хв; 56. Приблизно 17, 06 хв;

57. 260 c; 58.
3

40 ln 2, 5
c.
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Практичне заняття № 3
Однорiднi рiвняння та звiднi до них

Довiдкова iнформацiя

Наведемо деякi поняття i факти, потрiбнi для розв’язування однорiдних рiвнянь та
звiдних до них.

Означення 1. Функцiя F (x, y), (x, y) ∈ G, — однорiдна порядку m ∈ R, якщо для
будь-яких точок (x, y) ∈ G i чисел k > 0 маємо (kx, ky) ∈ G i

F (kx, ky) = kmF (x, y).

Означення 2. Однорiдним рiвнянням називається рiвняння, яке можна записати
або у виглядi

M(x, y) +N(x, y) y′ = 0, (13)

або
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (14)

де M i N — однорiднi функцiї одного i того ж порядку, визначенi в деякiй областi D
площини R2.

Якщо рiвняння має вигляд (розв’язане стосовно похiдної)

y′ = f(x, y), (15)

де f — функцiя, яка задана в деякiй областi D площини R2, то воно є однорiдним тодi i
лише тодi, коли f — однорiдна функцiя нульового порядку.

Oднорiднi рiвняння замiною змiнних

y  z : z =
y

x
⇔ y = xz

зводяться до рiвнянь з вiдокремлювальними змiнними. При цьому пишемо y′ = z + xz′,
якщо маємо рiвняння (13), i dy = z dx+ x dz, якщо маємо рiвняння (14).

Увага! Перед проведенням замiни змiнних рекомендовано подiлити рiвняння на xm,
де m – порядок однорiдностi функцiй M,N.

Тепер розглянемо рiвняння, якi зводяться до однорiдних.

1) Рiвняння вигляду

M∗

(a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
dx+N∗

(a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
dy = 0, (16)

де M∗(v), N∗(v), v ∈ (a, b), — заданi функцiї, |c1|+ |c2| > 0 i∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ̸= 0, (17)

зводяться до однорiдних замiною змiнних{
x = t+ x0,

y = z + y0,
(18)
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де (x0, y0) — розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь{
a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0.
(19)

Вiдмiтимо, що у результатi, врахувавши ще рiвностi dx = dt, dy = dz, отримаємо однорiдне
рiвняння

M∗

(a1t+ b1z

a2t+ b2z

)
dt+N∗

(a1t+ b1z

a2t+ b2z

)
dz = 0, (20)

яке замiною змiнних
z  u : u =

z

t
⇔ z = ut

зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Розглянемо випадок, коли не виконується умова (17), тобто система (19) або не має

розв’язку, або має безлiч розв’язкiв. Тодi, якщо b1 = 0, то або a1 = 0, або b2 = 0 i, отже,
рiвняння (16) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними, а якщо b1 ̸= 0, то рiвняння (16)
належить до рiвнянь (безпосередньо) звiдних до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними,
оскiльки тодi iснує число λ ̸= 0 таке, що a2x+ b2y = λ(a1x+ b1y), i в рiвняннi треба робити
замiну змiнних: z = a1x+ b1y.
2) Узагальнено однорiднi рiвняння — це рiвняння вигляду

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (21)

якi замiною змiнних
x = sk, y = zl,

де k, l ∈ R \ {0} — деякi числа, зводяться до однорiдних.

Контрольнi питання

1. Яка функцiя називається однорiдною? Що таке однорiдне рiвняння? Якою замiною
однорiднi рiвняння зводяться до рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними?

2. Якi класи рiвнянь зводяться до однорiдних? Що таке узагальнено однорiднi рiвня-
ння?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння
(y2 − 2xy) dx+ x2 dy = 0 .

J Функцiї M(x, y) = y2 − 2xy та N(x, y) = x2 – однорiднi другого порядку. Тому дiлимо
дане рiвняння на x2: ((y

x

)2
− 2

y

x

)
dx+ dy = 0.

В цьому рiвняннi робимо замiну змiнних

y  z : z =
y

x
.

Звiдси маємо
y = zx, а отже dy = z dx+ x dz.
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У результатi отримаємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

(z2 − z) dx+ x dz = 0.

Подiливши його на x(z2 − z), одержимо рiвняння з вiдокремленими змiнними

dx

x
+

dz

z2 − z
= 0.

Проiнтегрувавши лiву i праву частини матимемо

ln
∣∣x · (1− 1

z
)
∣∣ = ln |C| ⇒ x · (1− 1

z
) = C.

Повертаючись до змiнних x та y одержуємо розв’язок рiвняння

x(1− x

y
) = C ⇒ (y − x) · x = Cy.

Оскiльки ми дiлили рiвняння на x(z2 − z), то потрiбно перевiрити чи серед x = 0,
z2 − z = 0 не буде розв’язкiв вихiдного рiвняння. Пiдставивши x = 0 у вихiдне рiвняння,
одержуємо тотожнiсть 0 = 0 (так як d0 = 0, 02 = 0).

Розв’яжемо рiвняння z2−z = 0 ⇒ z = 0 або z = 1, тобто y = 0 або y = x. Пiдставивши
y = 0, а потiм y = x у вихiдне рiвняння, одержуємо тотожнiсть 0 = 0.

Зауважимо, що при C = 0 розв’язки x = 0 та y = x входять в загальний розв’язок
рiвняння, знайдений вище.

Отже, розв’язками даного рiвняння є

(y − x)x = Cy, y = 0.

I
2. Розв’язати рiвняння

(x+ 4y)y′ = 2x+ 3y − 5.

J Запишемо рiвняння у виглядi

(x+ 4y) dy − (2x+ 3y − 5) dx = 0.

Iз системи рiвнянь {
x+ 4y = 0
2x+ 3y − 5 = 0

знаходимо x0 = 4, y0 = −1.
Зробимо у даному рiвняннi замiну змiнних:{

x = t+ 4

y = u− 1
.

У результатi, врахувавши, що

{
dx = dt

dy = du
, одержуємо однорiдне рiвняння

(t+ 4u) du− (2t+ 3u) dt = 0.

Подiлимо його на t, оскiльки функцiї

M(t, u) = t+ 4u, N(t, u) = 2t+ 3u

12



однорiднi першого порядку: (
1 + 4

u

t

)
du−

(
2 + 3

u

t

)
dt = 0.

Далi робимо замiну змiнних

z =
u

t
⇒ u = zt ⇒ du = z dt+ t dz.

У результатi отримаємо рiвняння

2(2z2 − z − 1) dt+ t(1 + 4z) dz = 0.

Дiлимо останнє рiвняння на t(2z2 − z − 1) та одержуємо рiвняння з вiдокремленими змiн-
ними

2

t
dt+

1 + 4z

2z2 − z − 1
dz = 0.

Проiнтегрувавши лiву i праву частини матимемо

2 ln |t|+ 1

3
(ln |z − 1|5 + ln |2z + 1|) = 1

3
ln |C| ⇒ t6(z − 1)5(2z + 1) = C.

Тепер згадаємо, що t = x− 4, z = u
t
= y+1

x−4
i в отриманому спiввiдношеннi повернемося

до змiнних x та y. У результатi одержуємо загальний iнтеграл даного рiвняння

(x− 4)6
(y + 1

x− 4
− 1
)5(

2
y + 1

x− 4
+ 1
)
= C.

Далi перевiряємо чи серед t = 0, 2z2−z−1 = 0 (z = 1 або z = −1
2
⇒ u = t або u = − t

2
),

тобто y = x− 5 або y = 1− x
2

не буде розв’язкiв вихiдного рiвняння. Цi розв’язки входять
в загальний iнтеграл даного рiвняння при C = 0.

Вiдповiдь:
(x− 4)6

(
y+1
x−4

− 1
)5(

2 y+1
x−4

+ 1
)
= C — повний загальний iнтеграл вихiдного рiвняння. I

3. Розв’язати рiвняння

(2x+ y + 1) dx− (4x+ 2y − 3) dy = 0 .

J Оскiльки система рiвнянь {
2x+ y + 1 = 0

4x+ 2y − 3 = 0

не має розв’язку, то це рiвняння безпосередньо зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними замiною змiнних:

z = 2x+ y ⇒ dy = dz − 2dx.

У результатi цiєї замiни змiнних отримаємо

5(z − 1) dx− (2z − 3) dz = 0.

Подiливши це рiвняння на z − 1 та проiнтегрувавши його, одержуємо розв’язок рiвняння
5x − 2z + ln |z − 1| = C. Повертаючись до змiнних x та y, матимемо розв’язок вихiдного
рiвняння

x− 2y + ln |2x+ y − 1| = C ⇒ 2x+ y − 1 = Ce2y−x.
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Зауважимо, що при C = 0 розв’язок y = 1− 2x, який виникає при дiленнi рiвняння на
z − 1, тобто z − 1 = 0 або 2x+ y = 1, входить в загальний розв’язок рiвняння. I
4. Розв’язати рiвняння

x3(y′ − x) = y2.

J Запишемо дане рiвняння у симетричному виглядi

x3y′ = x4 + y2 ⇒ x3 dy − (x4 + y2) dx = 0.

Дане рiвняння не є однорiдним, оскiльки функцiї M = x3 та N = x4+y2 не є однорiдними.
Робимо формальну замiну y = zm, де m — поки що невiдоме число, яке знайдемо з умови
однорiдностi. Пiдставляємо замiну у рiвняння, матимемо

x3mzm−1 dz − (x4 + z2m) dx = 0.

Оскiльки функцiї
M̂(x, z) = x3mzm−1, N̂(x, z) = x4 + z2m

мають бути однорiдними одного i того ж порядку, а тому пiдставляємо kx замiсть x, а
замiсть z пiдставляємо kz та прирiвнюємо показники степенiв k у кожному доданку:

3 + (m− 1) = 4 = 2m.

Звiдси маємо m = 2.
Отже, зробивши замiну y = z2, ми вихiдне рiвняння зведемо до однорiдного

2x3z dz − (x4 + z4) dx = 0.

Дiлимо рiвняння на x4 i робимо замiну

u =
z

x
⇒ z = ux ⇒ dz = u dx+ x du.

Тодi одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

2ux du− (u2 − 1)2 dx = 0.

Подiливши останнє рiвняння на x(u2 − 1)2 та проiнтегрувавши його, одержуємо розв’язок
рiвняння

− 1

u2 − 1
= ln |xC|.

Повертаючись до змiнних x та z, а потiм до – x та y матимемо розв’язок вихiдного рiвняння

x2

x2 − y
= ln |xC| ⇒ x2 = (x2 − y) ln |xC|.

Оскiльки ми дiлили рiвняння на x(u2 − 1)2, то треба перевiрити чи ми не втратили
розв’язки. Маємо

u2 − 1 = 0 ⇔ u = ±1 ⇒ z = ±x ⇒ y = x2.

Пiдставляючи функцiю y = x2 у вихiдне рiвняння, у результатi отримаємо рiвнiсть, тобто
ця функцiя є розв’язком даного рiвняння.

Вiдповiдь: x2 = (x2 − y) ln |xC|, y = x2 — сiм’я всеможливих розв’язкiв даного рiвня-
ння. I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

62. (xctg
y

x
− y) dx+ x dy = 0;

86. (x+ 2y + 1) dx− (2x+ 4y + 3) dy = 0;

89. (y′ + 1) ln
y + x

x+ 3
=
y + x

x+ 3
;

102. (2x− 3y + 1) dx+ (x+ y − 1) dy = 0; 118. 2x2y′ = y3 + xy.
Домашнi завдання:

Розв’язати рiвняння:
60. (x− y −√

xy) dx+
√
xy dy = 0; 65. xy′ − y = (x+ y) ln

x+ y

x
;

72. (13x+ y) dx+ (y − 5x) dy = 0;
81. (x+ y + y cos

y

x
) dx− (x cos

y

x
+ x) dy = 0;

84. (x− 2y − 1) dx+ (3x− 6y + 2) dy = 0;
94. (2y − 1) dx+ (2x+ y + 1) dy = 0;
100. (1− 2x− 2y) dx+ (3x+ y − 1) dy = 0;
103. (2x+ y + 1)2 dx+ (x− 1)2 dy = 0; 116. 4xy2 + (x2y + 1)y′ = 0;
121. 2y′ + x = 4

√
y; 132. y(1 +

√
x2y4 + 1) dx+ 2x dy = 0.

142. Знайти криву, знаючи, що пiднормаль будь-якої точки кривої є середнє арифметичне
мiж координатами точки.

Додатковi завдання:
Розв’язати рiвняння:

59. (y +
√
x2 − y2) dx− x dy = 0;

69. (3y − 2x) dx+ (y − 2x) dy = 0;
92. (2y + 3) dx+ (x+ y − 3) dy = 0;
130. 2xy3 dx+ (x2y2 + 1) dy = 0.

Вiдповiдi:
59. arcsin

y

x
− ln |x| = C;

60. (x− y)(
√
x−√

y)2e
2
√

x√
x−√

y = C, x = 0;

62. cos y
x
= Cx, x = 0; 65. ln

x+ y

x
= Cx;

69. (y + 2x)4 = C(y − x);

72. arctg
y − 2x

3x
= lnC(y2 − 4xy + 13x2);

81. ln |x|+ y

x
+ cos

y

x
= C; 84. x+ 3y − ln |x− 2y| = C;

86. ln |4x+ 8y + 5|+ 8y − 4x = C; 89. ln
y + x

x+ 3
= 1 +

C

x+ y
;

92. (2y + 3)(3x+ y − 12)2 = C; 94. (2y − 1)(2y + 8x+ 5) = C;
100. (y − x)4 = C(4y + 8x− 3), 4y + 8x− 3 = 0;
102. ln[(5y − 3)2 − 2(5y − 3)(5x− 2) + 2(5x− 2)2] +

+ 4 arctg
5y − 5x− 1

5x− 2
= C;

103. (x− 1)3(y + x+ 2) = C(y + 4x− 1), y = 1− 4x;
116. 1− x2y4 = Cy2, y = 0; 118. x = −y2 lnCx, y = 0;
121. (2

√
y − x) lnC(2

√
y − x) = x, 2√y = x;
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130.
√
y − x2

√
y3 = C; 132. x2(

√
x4y2 + 1− x2y) = C;

142. y =
1

2

(
Cx2 − 1

C

)
.
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Практичне заняття № 4
Лiнiйнi рiвняння першого порядку та звiднi до них (I)

Довiдкова iнформацiя

Тут розглянемо дуже важливий клас рiвнянь першого порядку.

Означення 1. Лiнiйним рiвнянням (ЛР) першого порядку називається рiвняння, яке
можна записати у виглядi

y′ + a1(x)y = f(x), (22)

де a1 i f – заданi i неперервнi на iнтервалi (a, b) функцiї.

Функцiя a1 називається коефiцiєнтом, а функцiя f — вiльним членом рiвняння (43).
Якщо в рiвняннi (43) маємо f = 0, тобто воно має вигляд

y′ + a1(x)y = 0, (23)

то це рiвняння називають лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР), а в протилежному ви-
падку — лiнiйним неоднорiдним рiвнянням (ЛНР).

Якщо в рiвняннях (43) та (44) коефiцiєнти однаковi, то рiвняння (44) називається
лiнiйним однорiдним рiвнянням вiдповiдним лiнiйному неоднорiдному рiвнянню (43).

Твердження 1. Нехай
y =

◦
y(x,C), x ∈ (a, b), C ∈ R,

– повний загальний розв’язок рiвняння (44), а

y =
∗
y(x), x ∈ (a, b),

— частковий розв’язок рiвняння (43). Тодi

y =
◦
y(x,C) +

∗
y(x), x ∈ (a, b), C ∈ R,

– повний загальний розв’язок рiвняння (43).

Алгоритм розв’язування лiнiйного рiвняння першого порядку

Розглянемо рiвняння (43). Згiдно з твердженням 2 повний загальний розв’язок рiв-
няння (43) є сумою повного загального розв’язку рiвняння (44) i часткового розв’язку
рiвняння (43). Отож, нам треба робити три кроки.

1-ий крок : Знаходимо повний загальний розв’язок рiвняння (44).
Це рiвняння є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Отож, маємо

dy

dx
= −a1(x)y

∣∣∣× dx

y
. (24)

Помножимо це рiвняння на dx i подiлимо на y. У результатi отримаємо еквiвалентну
рiвнянню (44) сукупнiсть рiвнянь

dy

y
= −a1(x) dx; y = 0.
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Отож, всеможливi розв’язки (45) задаються спiввiдношеннями

ln |y| = −
∫
a1(x) dx+ ln |C|, C ̸= 0; y = 0.

Звiдси випливає вираз повного загального розв’язку рiвняння (44):

y = Ce−
∫
a1(x) dx.

2-ий крок : Знаходимо частковий розв’язок рiвняння (43).
Для знаходження часткового розв’язку y =

∗
y(x), x ∈ (a, b), рiвняння (43) використа-

ємо метод варiацiї сталої. Суть цього методу полягає в тому, що, маючи зображення
загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння, частковий розв’язок
лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо як функцiю, зображення якої вiдрiзняється
вiд зображення загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння тiльки
тим, що замiсть сталої C стоїть певна функцiя вiд незалежної змiнної. Точнiше, частковий
розв’язок рiвняння (43) шукаємо у виглядi

y = φ(x)e−
∫
a1(x) dx, (25)

де φ ∈ C1(a, b) така, що виписана функцiя є розв’язком рiвняння (43).
Для знаходження виразу φ пiдставляємо вираз (46) в (43). Тодi отримаємо

φ′(x)e−
∫
a1(x) dx − a1(x)φ(x)e

−
∫
a1(x) dx + a1(x)φ(x)e

−
∫
a1(x) dx = f(x), x ∈ (a, b).

Звiдси маємо
φ′(x) = f(x)e

∫
a1(x) dx.

Отже
φ(x) =

∫
f(x)e

∫
a1(x) dx dx. (26)

Iз (46) та (47) отримуємо зображення часткового розв’язку рiвняння (43)

y = e−
∫
a1(x) dx

∫
f(x)e

∫
a1(x) dx dx. (27)

3-ий крок : Записуємо повний загальний розв’язок рiвняння (43) у виглядi суми пов-
ного загального розв’язку рiвняння (44) i часткового розв’язку рiвняння (43).

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (43) має вигляд

y = Ce−
∫
a1(x) dx + e−

∫
a1(x) dx

∫
f(x)e

∫
a1(x) dx dx, x ∈ (a, b), C ∈ R.

�

Тепер розглянемо рiвняння, якi зводяться до лiнiйних.

1) Рiвняння Бернуллi , тобто рiвняння, якi можна записати у виглядi

y′ + ã(x)y = b̃(x)yn, (28)

де n ∈ R \ {0; 1}, ã, b̃ — заданi на iнтервалi (a, b) функцiї.
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Очевидно, що коли n > 0, то задане рiвняння має частковий розв’язок y ≡ 0, а якщо
n < 0, то такого розв’язку дане рiвняння не має. Знайдемо iншi розв’язки рiвняння (49).
Для цього подiлимо його на yn:

y−ny′ + ã(x)y1−n = b̃(x). (29)

Зробимо тут замiну змiнних
z = y1−n.

Тодi
z′ = (1− n)y−ny′ ⇔ y′y−n =

1

1− n
z′.

У результатi прийдемо до лiнiйного рiвняння

1

1− n
z′ + ã(x)z = b̃(x).

2) Рiвняння, якi можна записати у виглядi(
h(y)x+ g(y)

)
y′ = q(y). (30)

Цi рiвняння розв’язують таким чином. Шукаємо не функцiї y = y(x), якi є розв’язками
заданого рiвняння, а оберненi до них функцiї x = x(y). Враховуючи зв’язок мiж похiдними
взаємно обернених функцiй, маємо рiвнiсть

y′ =
1

x′
.

Враховуючи це, з рiвняння (51) отримаємо лiнiйне рiвняння з невiдомою функцiєю x вiд
незалежної змiнної y:

q(y)x′ = h(y)x+ g(y). (31)

Множина всеможливих розв’язкiв рiвняння (51) неявно визначається загальним роз-
в’язком рiвняння (52), до якого треба долучити сталi функцiї

y = yi, i ∈ I ⊂ N,

де yi, i ∈ S, — розв’язки рiвняння
q(y) = 0, (32)

з областi визначення функцiй h i g , в чому легко переконатися безпосередньо.

3) Рiвняння вигляду (
m(y)xn + h(y)x

)
y′ = q(y),

переходом до вiдшукання функцiй x = x(y), обернених до розв’язкiв y = y(x) даного
рiвняння, зводиться до рiвняння Бернуллi (стосовно x)

q(y)x′ − h(y)x = m(y)xn.

4) Рiвняння вигляду
c(x)ψ′(y)y′ + d(x)ψ(y) = g(x)
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зводяться до лiнiйного
c(x)z′ + d(x)z = g(x)

замiною змiнних
z = ψ(y) (тодi z′ = ψ′(y)y′).

5) Рiвняння Рiкаттi, тобто, рiвняння, якi можна записати у виглядi

y′ + c(x)y + d(x)y2 = g(x),

де c, d ̸≡ 0, g — заданi функцiї.
Це рiвняння зводиться до рiвняння Бернуллi таким чином. Нехай нам вiдомо частковий

розв’язок y = y1(x) цього рiвняння. Тодi робимо в заданому рiвняннi замiну змiнних

y = z + y1(x).

У результатi отримаємо

z′ + y′1(x) + c(x)(z + y1(x)) + d(x)(z + y1(x))
2 = g(x),

звiдки

z′ +
[
c(x) + 2d(x)y1(x)

]
z + d(x)z2 = g(x)− (y′1(x) + c(x)y1(x) + d(x)y21(x)).

Оскiльки y = y1(t) — розв’язок рiвняння Рiкаттi, то звiдси маємо рiвняння Бернуллi

z′ + ã(x)z = d̃z2,

де ã(x) := c(x) + 2d(x)y1(x), d̃(x) := −d(x), x ∈ (a, b).

Контрольнi питання

1. Що таке лiнiйне рiвняння першого порядку? Що називається коефiцiєнтом, вiль-
ним членом лiнiйного рiвняння першого порядку? Що називається лiнiйним однорiдним,
неоднорiдним рiвнянням? Що таке лiнiйне однорiдне рiвняння вiдповiдне лiнiйному нео-
днорiдному рiвнянню?

2. Який вигляд має загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння? Як знайти
загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння, якщо вiдомий один його ненульовий
частковий розв’язок?

3. Як знайти загальний розв’язок неоднорiдного лiнiйного рiвняння, якщо вiдомий
його частковий розв’язок i загальний розв’язок вiдповiдного йому лiнiйного однорiдного
рiвняння?

4. В чому полягає суть методу варiацiї сталої для знаходження часткового розв’язку
лiнiйного рiвняння? Який вигляд має загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвня-
ння?

5. Якi класи рiвнянь зводяться до лiнiйних рiвнянь? Що таке рiвняння Бернуллi, Рiкат-
тi? Як знайти загальний розв’язок рiвняння Рiкаттi? У якому випадку це можна зробити?
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Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння
2x(x2 + y) dx = dy.

J Запишемо дане рiвняння у стандартному виглядi

y′ − 2xy = 2x3. (33)

1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

y′ − 2xy = 0. (34)

Маємо

dy

dx
= 2xy

∣∣∣× dx

y
⇔ dy

y
= 2x dx, y = 0 ⇔ ln |y| = x2 + ln |C|, C ̸= 0, y = 0 ⇔

y = Cex
2

, x ∈ R, C ∈ R. (35)

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (34).
2-ий крок. Частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (33) шукаємо мето-

дом варiацiї сталої, тобто у виразi (500) мiняємо сталу C на функцiю φ i отримуємо проект
розв’язку рiвняння (33) у виглядi

y = φ(x)ex
2

, (36)

де φ визначаємо з умови, що функцiя, задана в (36), є розв’язком рiвняння (33).
Отож, пiдставляємо вираз (36) у рiвняння (33):

φ′(x)ex
2

+ 2xφ(x)ex
2 − 2xφ(x)ex

2

= 2x3.

Звiдси маємо

φ′(x) = 2x3e−x2 ⇒ φ(x) =

∫
2x3e−x2

dx = −e−x2

(x2 + 1).

Пiдставивши вираз φ проект розв’язку (36), отримаємо

y = −(x2 + 1)

– частковий розв’язок рiвняння (33).
3-ий крок. Оскiльки повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння є су-

мою повного загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння та часткового розв’язку
лiнiйного неоднорiдного рiвняння, то

y = Cex
2 − (x2 + 1)

– повний загальний розв’язок рiвняння (33). I
2. Розв’язати рiвняння

y′ =
y

3x− y2
.
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J Дане рiвняння не є лiнiйним. Будемо шукати замiсть функцiй y = y(x) оберненi до
них x = x(y). Тодi, врахувавши зв’язок мiж похiдними взаємно обернених функцiй

y′ =
1

x′

отримаємо з вихiдного таке рiвняння

1

x′
=

y

3x− y2
⇒ x′ =

3x− y2

y
⇒

x′ − 3

y
x = −y, (37)

тобто ми одержали рiвняння, яке є лiнiйним вiдносно змiнної x (в даному випадку незале-
жною змiнної виступає y, а функцiя x залежить вiд y). Зауважимо, що y = 0 є розв’язком
вихiдного рiвняння.

1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйно однорiдного рiв-
няння

x′ − 3

y
x = 0.

Робимо вiдповiднi перетворення

dx

dy
=

3

y
x ⇔ dx

x
=

3

y
dy ⇔ ln |x| = 3 ln |y|+ ln |C|, c ̸= 0, y = 0 ⇔

x = Cy3

– повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння.
2-ий крок. Частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (37) шукаємо у ви-

глядi
x = φ(y)y3, (38)

де φ шукаємо з умови, що визначена в (436) функцiя є розв’язком рiвняння (37).
Пiдставимо вираз (436) у вихiдне рiвняння

φ′(y)y3 + 3y2φ(y)− 3y2φ(y) = −y ⇒ φ′(y) = − 1

y2
⇒ φ(y) =

1

y
.

Пiдставляючи знайдений вираз у проект часткового розв’язку (436), знаходимо

x = y2

– частковий розв’язок рiвняння (37).
3-ий крок. Отже, повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (37) є

x = Cy3 + y2.

Отож, сiм’я всеможливих розв’язкiв вихiдного рiвняння є

x = Cy3 + y2, y = 0.

. I
3. Розв’язати рiвняння

xy′ + 2y + x5y3ex = 0.
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J Дане рiвняння є рiвнянням Бернуллi. Подiлимо його на y3 :

xy−3y′ + 2y−2 + x5ex = 0, y = 0. (39)

Зробимо в цьому рiвняннi замiну змiнних

z = y−2, z′ = −2y−3y′,

отримаємо лiнiйне рiвняння

z′ − 4

x
z = 2x4ex. (40)

1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного
рiвняння

z′ − 4

x
z = 0. (41)

Вiдокремлюючи змiннi, знаходимо

dz

dx
=

4

x
z ⇔ dz

z
=

4

x
dx ⇔ ln |z| = 4 ln |x|+ ln |C|, C ̸= 0, ⇔

z = Cx4

– повний загальний розв’язок рiвняння (41).
2-ий крок. Частковий розв’язок рiвняння (40) шукаємо у виглядi

z = φ(x) · x4, (42)

де φ шукаємо з умови, що функцiя, визначена в (42), є розв’язком рiвняння (40).
Пiдставимо вираз (42) у рiвняння (40):

4x3φ(x) + x4φ′(x)− 4x3φ(x) = 2x4ex,

звiдки маємо
φ(x) = 2ex.

Тодi
z = 2x4ex

– частковий розв’язок рiвняння (40).
3-ий крок. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (40):

z = Cx4 + 2x4ex.

Повертаючись до старих змiнних, записуємо розв’язок вихiдного рiвняння (39):

1

y2
= Cx4 + 2x4ex, y = 0.

I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

149. xy′ − 2y = 2x4; 156. (xy′ − 1) lnx = 2y;
159. (2ey − x)y′ = 1; 170. y dx+ (2x− ey) dy = 0;
189. y′ + 2y = y2ex; 197. y′x3 sin y = xy′ − 2y;
204. y′x = 2

√
y(lnx−√

y).
Домашнє завдання:

Розв’язати рiвняння:

151. y′ + y tg x =
1

cos x
; 154. y = x(y′ − x cos x);

158. (x+ y2) dy = y dx; 163. (1− 2xy)y′ = y(y − 1);
172. xy′ = 3− (2x+ 3)y; 191. y′ = y4 cos x+ y tg x;
194. xy′ − 2x2

√
y = 4y; 198. (2x2y ln y − x)y′ = y;

203. y′(1− x2) = xy(1− by); 215. 1 = 4x
√
y(1−√

yy′);
220. dx =

(
8xy + 4(y + 1)ey

2
x3/4

)
dy.

227. Вiдрiзок на осi OX, який вiдтинається нормаллю до деякої кривої, дорiвнює
y2

x
.

Знайти цю криву.
Вiдповiдi:

149. y = Cx2 + x4; 151. y = sin x+ C cosx;
154. y = x(C + sin x); 156. y = C ln2 x− lnx;
158. x = y2 + Cy, y = 0; 159. x = ey + Ce−y;
163. (y − 1)2x = y − lnCy, y = 0, y = 1;
170. x = [C + (+y−)ey]y−2;

172. y =

[
Ce−2x +

3

2
x2 − 3

2
x− 3

2

]
x−3;

189. y(ex + Ce2x) = 1, y = 0;
191. y−3 = C cos3 x− 3 sin x cos2 x, y = 0;
194. y = x4 ln2Cx, y = 0; 197. x2(C − cos y) = y, y = 0;
198. xy(C − ln2 y) = 1; 203. (b+ C

√
1− x2)y = 1, y = 0;

204. 2x
√
y = ln2 x+ C, y = 0; 215.

√
y = 1 + Ce−x2 ;

220. x1/4 =
(y + 1)2

2
ey

2
+ Cey

2 , x = 0; 227. y2 = 2x2(C − lnx).
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Практичне заняття № 5
Лiнiйнi рiвняння першого порядку та звiднi до них (II)

Довiдкова iнформацiя

Нагадаємо вiдомi факти щодо лiнiйних рiвнянь першого порядку.

Означення 2. Лiнiйним рiвнянням (ЛР) першого порядку називають рiвняння, яке мо-
жна записати у виглядi

y′ + a1(x)y = f(x), (43)

де a1 i f – заданi i неперервнi на iнтервалi (a, b) функцiї (тут i далi −∞ 6 a < b 6 +∞).

Функцiя a1 називається коефiцiєнтом, а функцiя f — вiльним членом рiвняння (43).
Якщо в рiвняннi (43) маємо f = 0, тобто воно має вигляд

y′ + a1(x)y = 0, (44)

то його називають лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР), а в протилежному випадку —
лiнiйним неоднорiдним рiвнянням (ЛНР).

Якщо в рiвняннях (43) та (44) коефiцiєнти однаковi, то рiвняння (44) називають лiнiй-
ним однорiдним рiвнянням вiдповiдним лiнiйному неоднорiдному рiвнянню (43).

Твердження 2. Нехай
y =

◦
y(x,C), x ∈ (a, b), C ∈ R,

– повний загальний розв’язок рiвняння (44), а

y =
∗
y(x), x ∈ (a, b),

— частковий розв’язок рiвняння (43).
Тодi

y =
◦
y(x,C) +

∗
y(x), x ∈ (a, b), C ∈ R,

– повний загальний розв’язок рiвняння (43).

Алгоритм розв’язування лiнiйного рiвняння першого порядку

Розглянемо алгоритм розв’язування рiвняння (43). Згiдно з твердженням 2 повний
загальний розв’язок рiвняння (43) є сумою повного загального розв’язку рiвняння (44) i
часткового розв’язку рiвняння (43). Тому для знаходження повного загального розв’язку
рiвняння (43) потрiбно робити такi три кроки.
1-ий крок : Знаходимо повний загальний розв’язок рiвняння (44).

Це рiвняння є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Отож, маємо

dy

dx
= −a1(x)y

∣∣∣× dx

y
. (45)

Помножимо це рiвняння на dx i подiлимо на y. У результатi отримаємо еквiвалентну
рiвнянню (44) сукупнiсть рiвнянь

dy

y
= −a1(x) dx або y = 0.
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Отож, всеможливi розв’язки (45) задаються спiввiдношеннями

ln |y| = −
∫
a1(x) dx+ ln |C|, C ̸= 0, або y = 0,

де
∫
a1(x) dx— яка-небудь первiсна функцiї a1. Звiдси отримуємо вираз повного загального

розв’язку рiвняння (44):
y = Ce−

∫
a1(x) dx.

2-ий крок : Знаходимо частковий розв’язок рiвняння (43).
Для знаходження часткового розв’язку y =

∗
y(x), x ∈ (a, b), рiвняння (43) використаємо

метод варiацiї сталої. Суть цього методу полягає в тому, що, маючи зображення повного
загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння, частковий розв’язок
лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо як функцiю, зображення якої вiдрiзняється
вiд зображення повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння
тiльки тим, що замiсть сталої C стоїть певна функцiя вiд незалежної змiнної. А точнiше,
частковий розв’язок рiвняння (43) шукаємо у виглядi

y = φ(x)e−
∫
a1(x) dx, (46)

де φ ∈ C1(a, b) така, що виписана функцiя є розв’язком рiвняння (43).
Для знаходження виразу φ пiдставляємо вираз (46) в рiвняння (43). Тодi отримаємо

φ′(x)e−
∫
a1(x) dx − a1(x)φ(x)e

−
∫
a1(x) dx + a1(x)φ(x)e

−
∫
a1(x) dx = f(x), x ∈ (a, b).

Звiдси маємо
φ′(x) = f(x)e

∫
a1(x) dx.

Отже
φ(x) =

∫
f(x)e

∫
a1(x) dx dx (47)

— яка-небудь первiсна функцiї f(x)e
∫
a1(x) dx, x ∈ (a, b). Iз (46) та (47) отримуємо зображе-

ння часткового розв’язку рiвняння (43)

y = e−
∫
a1(x) dx

∫
f(x)e

∫
a1(x) dx dx. (48)

3-ий крок : Записуємо повний загальний розв’язок рiвняння (43) у виглядi суми повного
загального розв’язку рiвняння (44) i часткового розв’язку рiвняння (43).

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (43) має вигляд

y = Ce−
∫
a1(x) dx + e−

∫
a1(x) dx

∫
f(x)e

∫
a1(x) dx dx, x ∈ (a, b), C ∈ R.

�

Тепер розглянемо рiвняння, якi зводяться до лiнiйних.

1) Рiвняння Бернуллi , тобто рiвняння, якi можна записати у виглядi

ã(x)y′ + b̃(x)y + c̃(x)yn = 0, (49)

де n ∈ R \ {0; 1}, ã, b̃, c̃ — заданi на iнтервалi (a, b) функцiї.

26



Очевидно, що коли n > 0, то задане рiвняння має частковий розв’язок y ≡ 0, а якщо
n < 0, то такого розв’язку дане рiвняння не має. Знайдемо iншi розв’язки рiвняння (49).
Для цього подiлимо його на yn:

ã(x)y−ny′ + b̃(x)y1−n + c̃(x) = 0. (50)

Зробимо тут замiну змiнних
z = y1−n.

Тодi
z′ = (1− n)y−ny′ ⇔ y′y−n =

1

1− n
z′.

У результатi прийдемо до лiнiйного рiвняння

1

1− n
ã(x)z′ + b̃(x)z + c̃(x) = 0.

2) Рiвняння, якi можна записати у виглядi(
h(y)x+ g(y)

)
y′ = q(y). (51)

Цi рiвняння розв’язують таким чином. Шукаємо не функцiї y = y(x), якi є розв’язками
заданого рiвняння, а оберненi до них функцiї x = x(y). Враховуючи зв’язок мiж похiдними
взаємно обернених функцiй, маємо рiвнiсть

y′ =
1

x′
.

Враховуючи це, з рiвняння (51) отримаємо лiнiйне рiвняння з невiдомою функцiєю x вiд
незалежної змiнної y:

q(y)x′ = h(y)x+ g(y). (52)

Множина всеможливих розв’язкiв рiвняння (51) неявно визначається загальним роз-
в’язком рiвняння (52), до якого треба долучити сталi функцiї

y = yi, i ∈ K ⊂ N,

де yi, i ∈ K, — розв’язки рiвняння
q(y) = 0, (53)

з областi визначення функцiй h i g , в чому легко переконатися безпосередньо.

3) Рiвняння вигляду (
m(y)xn + h(y)x

)
y′ = q(y),

переходом до вiдшукання функцiй x = x(y), обернених до розв’язкiв y = y(x) даного
рiвняння, зводиться до рiвняння Бернуллi (стосовно x)

q(y)x′ − h(y)x−m(y)xn = 0.

4) Рiвняння вигляду
c(x)ψ′(y)y′ + d(x)ψ(y) = g(x)
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зводяться до лiнiйного
c(x)z′ + d(x)z = g(x)

замiною змiнних
z = ψ(y) (тодi z′ = ψ′(y)y′).

5) Рiвняння Рiкаттi, тобто, рiвняння, якi можна записати у виглядi

y′ + c(x)y + d(x)y2 = g(x),

де c, d ̸≡ 0, g — заданi функцiї.
Це рiвняння зводиться до рiвняння Бернуллi таким чином. Нехай нам вiдомо частковий

розв’язок y = w(x) цього рiвняння. Тодi робимо в заданому рiвняннi замiну змiнних

y = z + w(x).

У результатi отримаємо

z′ + w′(x) + c(x)(z + w(x)) + d(x)(z + w(x))2 = g(x),

звiдки

z′ +
[
c(x) + 2d(x)w(x)

]
z + d(x)z2 = g(x)− (w′(x) + c(x)w(x) + d(x)w2(x)).

Оскiльки y = w(x) — розв’язок рiвняння Рiкаттi, а це означає, що лiва частина даного
рiвняння рiвна нулю, то отримаємо рiвняння Бернуллi

z′ + ã(x)z + d(x)z2 = 0,

де ã(x) := c(x) + 2d(x)w(x), x ∈ (a, b).

Контрольнi питання

1. Що таке лiнiйне рiвняння першого порядку?
2. На якому твердженнi базується алгоритм розв’язування лiнiйних рiвнянь?
3. Якi рiвняння зводяться до лiнiйних?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння
x(ey − y′) = 2.

J Подiлимо дане рiвняння на ey i перепишемо його у виглядi

x− xe−yy′ = 2e−y. (54)

Зробивши замiну
z = e−y (тодi z′ = −e−yy′), (55)

зведемо рiвняння (54) до лiнiйного, яке запишемо в стандартному виглядi

z′ − 2

x
z = −1. (56)

Розв’яжемо це рiвняння, тобто знайдемо його повний загальний розв’язок.
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1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiв-
няння

z′ − 2

x
z = 0. (57)

Маємо
dz

dx
=

2

x
z
∣∣∣ · dx

z
⇔ dz

z
= 2

dx

x
∨ z = 0 ⇔

ln |z| = 2 ln |x|+ ln |C|, C ̸= 0 ∨ z = 0 ⇔
z = Cx2

– повний загальний розв’язок о рiвняння (57).
2-ий крок. Записуємо проект часткового розв’язку рiвняння (56) у виглядi

z = φ(x)x2,

де φ — деяка функцiя. Пiдставимо цей вираз у лiнiйне неоднорiдне рiвняння (56). У ре-
зультатi отримаємо

φ′(x)x2 + 2xφ(x)− 2

x
φ(x)x2 = −1.

Звiдси маємо φ′(x) = − 1
x2 , тобто φ(x) = 1

x
. Отож,

z = x

– частковий розв’язок рiвняння (56).
3-ий крок. Записуємо повний загальний розв’язок рiвняння (56):

z = Cx2 + x.

Повертаючись до старих змiнних, отримаємо розв’язок рiвняння (54):

e−y = Cx2 + x ⇔ y = − ln(Cx2 + x).

I
2. Розв’язати рiвняння

y(x) = 1 +

x∫
0

y(t) dt.

J Продиференцiюємо це рiвняння по змiннiй x, використовуючи формулу диференцiюва-
ння iнтеграла зi змiнною межею:

d

dx

( x∫
x0

f(t) dt
)
= f(x).

У результатi одержуємо
y′ = y. (58)

Iз заданого iнтегрального рiвняння, поклавши x = 0, знаходимо

y(0) = 1. (59)

Вiдокремлюючи змiннi у рiвняннi (58), знаходимо повний загальний розв’язок рiвняння
(58):

y = Cex,
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де C – довiльна стала. Тодi, пiдставивши вираз повного загального розв’язку рiвняння
(58) в умову (59), знаходимо C = 1. Отже, розв’язок вихiдного iнтегрального рiвняння

y = ex.

I
3. Завдяки пiдбору часткового розв’язку звести дане рiвняння Рiккатi до рiвняння Бернуллi
та розв’язати його:

xy′ − (2x+ 1)y + y2 = −x2.

J Частковий розв’язок рiвняння Рiккатi шукаємо у виглядi y = ax + b, де a, b – нео-
значенi коефiцiєнти. Пiдставимо вираз часткового розв’язку у дане рiвняння:

xa− (2x+ 1)(ax+ b) + (ax+ b)2 = −x2, x ∈ R.

Звiвши подiбнi доданки, отримаємо

(−2a+ a2 + 1)x2 + (a− 2b− a+ 2ab)x+ (−b+ b2) = 0, x ∈ R.

Звiдси випливає, що

a2 − 2a+ 1 = 0, −2b+ 2ab = 0, −b+ b2 = 0,

а отже, маємо a = 1 i b = 0 або b = 1. Оскiльки нам потрiбен один частковий розв’язок
даного рiвняння, то вiзьмемо b = 0, тобто розв’язок y = x. Далi робимо в заданому рiвняннi
замiну невiдомої функцiї

y = z + x.

У результатi отримаємо рiвняння Бернуллi

x(z′ + 1)− (2x+ 1)(z + x) + (z + x)2 = −x2 ⇔ xz′ − z + z2 = 0. (60)

Подiливши рiвняння (60) на z2, зробимо замiну u = z−1 i врахуємо, що u′ = −z−2z′. Тодi
отримаємо −xu′ − u+ 1 = 0, звiдки

u′ +
1

x
u =

1

x
. (61)

Зауважимо, що z = 0 є розв’язком рiвняння (60). Розв’яжемо рiвняння (61).
1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiв-
няння:

u′ +
1

x
u = 0.

Знаходимо
du

dx
= −1

x
u
∣∣∣ · dx

u
⇔ du

u
= −dx

x
, u = 0 ⇔

ln |u| = − ln |x|+ ln |C|, u = 0 ⇔ u =
C

x

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
2-ий крок. Частковий розв’язок рiвняння (61) шукаємо у виглядi

u =
φ(x)

x
,
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де φ – шукана функцiя.
Знаходимо

φ′(x)

x
− φ(x)

x2
+

1

x

φ(x)

x
=

1

x
⇔ φ′(x) = 1.

Звiдси φ(x) = x, а отже, u = 1 — частковий розв’язок заданого рiвняння.
3-ий крок. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (61):

u =
C

x
+ 1 ⇔ u =

C + x

x
.

Повертаючись до старих змiнних, маючи на увазi, що z = 1
u
⇒ y = 1

u
+ x, записуємо сiм’ю

всеможливих розв’язкiв вихiдного рiвняння: y = x
C+x

+ x ∨ y = x (тут враховано, що
функцiя z = 0 є розв’язком рiвняння (60)). I

4. Знайти лiнiї, ортогональнi до лiнiї сiм’ї гiпербол

xy = C.

J Складемо диференцiальне рiвняння даної сiм’ї гiпербол. Для цього продиференцiю-
ємо рiвняння сiм’ї за змiнною x:

xy′ + y = 0.

Вiдомо, що двi прямi y = k1x+ b1 та y = k2x+ b2 ортогональнi тодi i лише тодi, коли мiж
їхнiми кутовими коефiцiєнтами iснує зв’язок: k2 = − 1

k1
. Оскiльки k1 = y′, то k2 = −1/y′ i

диференцiальне рiвняння лiнiй, ортогональних до даних гiпербол, має вигляд

− x

y′
+ y = 0 ⇒ y dy − x dx = 0.

Звiдси знаходимо y2 − x2 = C – лiнiї, якi ортогональнi до даної сiм’ї гiпербол. I
5. Знайти розв’язок рiвняння

y′ sin 2x = 2(y + cos x), x ∈ (−π/2, π/2),

який залишається обмеженим при x→ π
2
.

J Дане рiвняння є лiнiйним. Запишемо його у стандартному виглядi:

y′ − 2

sin 2x
y =

1

sinx
, x ∈ (−π/2, π/2), (62)

та розв’яжемо.
1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiв-
няння:

y′ − 2

sin 2x
y = 0.

Вiдокремлюючи змiннi, знаходимо повний загальний розв’язок цього рiвняння

y = C tg x,

де C — довiльна стала.
2-ий крок. Частковий розв’язок рiвняння (62) шукаємо у виглядi

y = φ(x) tg x,
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де φ — шукана функцiя.
З рiвняння (62) знаходимо

φ′(x) tg x+ φ(x)
1

cos2 x
− 2

sin 2x
φ(x) tg x =

1

sinx
.

Звiдси матимемо φ′(x) = cosx
sin2 x

, тобто φ(x) = − 1
sinx

. Отож,

y = − 1

cos x

– частковий розв’язок рiвняння (62).
3-ий крок. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (62):

y = C tg x− 1

cos x
≡ C sinx− 1

cosx
.

Оскiльки cos x → 0 при x → π
2
, то з умови, що розв’язок обмежений, випливає, що має

бути lim
x→π

2

(C sin x− 1) = C − 1 = 0, звiдки C = 1. Отже, тiльки функцiя

y = tg x− 1

cosx
≡ sinx− 1

cos x

може бути шуканим розв’язком. А в тому, що це справдi так, переконуємося, знайшовши
за правилом Лопiталля розкриття невизначеностi типу 0

0
границю

lim
x→π

2
+

sin x− 1

cos x
= lim

x→π
2
+

cos x

− sinx
= 0.

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:

Розв’язати рiвняння:

161*. xdx = (x2 − 2y + 1)dy; 165*. y(x) =
x∫
0

y(t)dt+ x+ 1.

Завдяки пiдбору часткового розв’язку звести дане рiвняння Рiккатi до рiвняння Бер-
нуллi та розв’язати його:
167∗. x2y′ + xy + x2y2 = 4.
172*. Знайти траєкторiї, ортогональнi до лiнiй сiм’ї
y2 = Cex + x+ 1.
234. Показати, що тiльки один розв’язок рiвняння
xy′ − (2x2 + 1)y = x2 прямує до скiнченної границi при x→ +∞, i знайти цю границю.

Домашнi завдання:

Розв’язати рiвняння:
162*. (x+ 1)(yy′ − 1) = y2;
164*. (x2 − 1)y′ sin y + 2x cos y = 2x− 2x3;

166*.
x∫
0

(x− t)y(t) dt = 2x+
x∫
0

y(t) dt.

Завдяки пiдбору часткового розв’язку звести данi рiвняння Рiккатi до рiвняння Бер-
нуллi та розв’язати їх:
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168*. 3y′ + y2 +
2

x2
= 0; 170*. y′ − 2xy + y2 = 5− x2.

226. Знайти криву, дотична до якої в точцi (x, y) проходить через точку (x2, y2).
235. Знайти перiодичний розв’язок рiвняння
y′ = 2y cos2 x− sinx.

Додатковi завдання:
Розв’язати рiвняння:

163*. x(ey − y′) = 2.

Вiдповiдi:

161*. x2 = Ce2y + 2y; 162*. y2 = C(x+ 1)2 − 2(x+ 1);
163*. e−y = Cx2 + x; 164*. cos y = (x2 − 1) lnC(x2 − 1);
165*. y = 2ex − 1; 166*. y = −2ex;

167*. y =
2

x
+

4

Cx5 − x
, y =

2

x
;

168*. y =
1

x
+

1

Cx2/3 + x
, y =

1

x
;

170*. y = x+ 2 +
4

Ce4x − 1
, y = x+ 2;

172*. 3x = C
√

|y| − y2, y = 0; 226. y(2x− 1 + C(x− 1)2) = x2;

234. y = x
x∫

+∞
ex

2−t2dt→ −1

2
при x→ ∞;

235. y =
∞∫
0

e−t−sin t cos(t+2x) sin (x+ t) dt.
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Практичне заняття № 6

Контрольна робота № 1

Варiант № 1

1. xy′ + 2y = 6x4; 2. y − x(1 + x2)e−arctgxy2 = (1 + x2)y′;

3. (y + 1)2 + (2(y + 1)2x− 1)y′ = 0; 4. (6xy − 2y3)y′ = x+ y2;

5. (5x+ y − 6) dx+ (3x+ y − 4) dy = 0; 6. xy′ − y + x tg
y

x
= 0;

7. x(1 + y2) dx+ (1 + x)(2y + 1) dy = 0; 8. 2y′ + 1 =
√
x+ 2y − 1.
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Практичне заняття № 7
Рiвняння у повних диференцiалах. Iнтегрувальний множник

Довiдкова iнформацiя

Нехай D — область в R2, M,N – визначенi та неперервнi на D функцiї i

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (63)

– рiвняння в симетричнiй формi.
Рiвнянням в повних диференцiалах називають рiвняння вигляду (63), лiва частина

якого є повним диференцiалом деякої функцiї F (x, y), (x, y) ∈ D, тобто

dF (x, y) =M(x, y) dx+N(x, y) dy, (x, y) ∈ D. (64)

Нагадаємо, що повний диференцiал функцiї F виражається формулою

dF (x, y) =
∂F (x, y)

∂x
dx+

∂F (x, y)

∂y
dy, (x, y) ∈ D. (65)

Лема 1. Рiвняння (63) є рiвнянням в повних диференцiалах тодi i лише тодi, коли

∃F ∈ C1(D) :


∂F (x, y)

∂x
=M(x, y),

∂F (x, y)

∂y
= N(x, y), (x, y) ∈ D.

Лема 2. Нехай D — однозв’язна область i M,N, ∂yM,∂xN – неперервнi на D. Тодi рiв-
няння (63) є рiвнянням в повних диференцiалах в тому i лише в тому випадку, коли
виконується рiвнiсть

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
, (x, y) ∈ D. (66)

Вiдмiтимо, що коли рiвняння (63) є рiвнянням в повних диференцiалах, то його, на
пiдставi (64), можна подати у виглядi

dF (x, y) = 0 . (67)

Теорема 2. Якщо рiвняння (63) є рiвнянням в повних диференцiалах, тобто його можна
записати у виглядi (67), то повний загальний iнтеграл цього рiвняння має вигляд

F (x, y) = C, C ∈ R. (68)

Зауваження 1. Зауважимо, що вiд рiвняння вигляду (63) до рiвняння вигляду (67) мо-
жна безпосередньо перейти, використовуючи лiнiйнiсть операцiї диференцiювання та
метод видiлення "iнтегровних комбiнацiй" , пiд якими розумiють формули диференцiа-
лiв рiзних комбiнацiй функцiй:

d(u(x, y) · v(x, y)) = du(x, y) · v(x, y) + u(x, y) · dv(x, y),

d
(u(x, y)
v(x, y)

)
=
du(x, y) · v(x, y)− u(x, y) · dv(x, y)

v2(x, y)
,

35



du2(x, y) = 2u(x, y)du(x, y), ... .

Наприклад, якщо g1(x), g2(y), g3(x), g4(y) – якi-небудь неперервно диференцiйовнi функцiї,
то

(g′1(x) + g2(y)g
′
3(x)) dx+ (g′2(y)g3(x) + g′4(y)) dy = 0 ⇔ (69)

dg1(x) + g2(y) dg3(x) + g3(x)dg2(y) + dg4(y) = 0 ⇔

⇔ d
(
g1(x) + g2(y)g3(x) + g4(y)

)
= 0 ⇔

g1(x) + g2(y)g3(x) + g4(y) = C, C − довiльна стала,

повний загальний iнтеграл рiвняння (69).

Якщо рiвняння (63) не є рiвнянням в повних диференцiалах, але iснує функцiя µ(x, y),
(x, y) ∈ D, така, що пiсля множення рiвняння на цю функцiю

µ(x, y)M(x, y) dx+ µ(x, y)N(x, y) dy = 0 (70)

ми отримаємо рiвняння в повних диференцiалах, то це рiвняння називають рiвнянням,
звiдним до рiвнянння в повних диференцiалах, а цю функцiю µ – iнтегрувальним
множником.

Нехай M,N, ∂yM,∂xN ∈ C(D) i область D – однозв’язна. Очевидно, що згiдно з (70) i
лемою 2 функцiя µ ∈ C1(D) є iнтегрувальним множником рiвняння (63) тодi i лише тодi,
коли правильна тотожнiсть

∂y
(
µ(x, y)M(x, y)

)
= ∂x

(
µ(x, y)N(x, y)

)
, (x, y) ∈ D, (71)

де тут i далi використано позначення:

∂x :=
∂

∂x
, ∂y :=

∂

∂y
.

Отoж, iнтегрувальний множник µ ∈ C1(D) рiвняння (63) можна шукати, як розв’язок
диференцiального рiвняння з частинними похiдними першого порядку

µ∂yM +M∂yµ = µ∂xN +N∂xµ. (72)

Знаходження розв’язку цього рiвняння не є простiшим, а може є й складнiшим завданням,
нiж безпосереднє розв’язування рiвняння (63). Але iснують випадки, коли рiвняння (72)
має настiльки простий вигляд, що його можна легко розв’язати. Розглянемо кiлька таких
випадкiв.

1) Вираз
∂yM(x, y)− ∂xN(x, y)

N(x, y)
(73)

явно вiд y не залежить.
Тодi µ шукаємо, як функцiю, залежну тiльки вiд x, тобто µ = µ(x).

2) Вираз
∂yM(x, y)− ∂xN(x, y)

M(x, y)
(74)

явно вiд x не залежить.
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Тодi розв’язок рiвняння (72) шукаємо у виглядi функцiї µ = µ(y) тiльки вiд змiнної y.

3) Вираз
∂yM(x, y)− ∂xN(x, y)

xM(x, y)− yN(x, y)
(75)

залежить тiльки вiд xy.
Тодi шукаємо розв’язок рiвняння (72) у виглядi функцiї µ(xy) ≡ µ(z)|z=xy.
Подiбним чином можна знаходити iнтегрувальнi множники вигляду µ(x/y), µ(x2+y2),

тощо.
На практицi краще не обчислювати спочатку вирази (73), (74), (75) i визначати вигляд

iнтегрувального множника, а пробувати зразу шукати iнтегрувальний множник певної
структури як розв’язок рiвняння (72). Наприклад, якщо припустити, що iнтегрувальний
множник залежить тiльки вiд x, тобто має вигляд µ(x), то рiвняння (72) набуде вигляду

µ∂yM = µ∂xN +Nµ′, (76)

звiдки
µ′(x)

µ(x)
=
∂yM(x, y)− ∂xN(x, y)

N(x, y)
. (77)

Оскiльки лiва частина рiвностi (77) залежить тiльки вiд змiнної x, то для iснування за-
лежного вiд змiнної x iнтегрувального множника даного рiвняння необхiдно i достатньо,
щоби вираз в правiй частинi рiвностi (77) явно вiд y не залежав, тобто

∂yM(x, y)− ∂xN(x, y)

N(x, y)
≡ g(x), (x, y) ∈ D. (78)

Тодi з (77) i (78) маємо

(ln |µ(x)|)′ = g(x) ⇒ µ(x) = eG(x),

де G – первiсна для g, тобто G′ = g.

Контрольнi питання

1. Що таке рiвняння в повних диференцiалах? За яких умов рiвняння (63) є рiвнянням
в повних диференцiалах? Як на практицi перевiрити чи є рiвняння (63) в повних диферен-
цiалах? Який вигляд має повний загальний iнтеграл рiвняння в повних диференцiалах?

2. Якi рiвняння називають звiдними до рiвнянь в повних диференцiалах? Що таке
iнтегрувальний множник? За якої умови iснує iнтегрувальний множник, залежний тiльки
вiд x (тiльки вiд y, тiльки вiд xy)?

Приклади розв’язування типових завдань

1. Розв’язати рiвняння
y

x
dx+ (y3 + ln x) dy = 0.

J Знайдемо вiдповiднi частиннi похiднi

∂y

(y
x

)
=

1

x
, ∂x

(
y3 + ln x

)
=

1

x
.
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Оскiльки правi частини цих рiвностей спiвпадають, то згiдно з лемою 2 дане рiвняння є
рiвнянням в повних диференцiалах, тобто

∃F (x, y) :

 ∂xF (x, y) =
y

x
,

∂yF (x, y) = y3 + ln x.
(79)

Спiввiдношення (79) трактуємо, як систему двох рiвнянь для знаходження (однiєї) функцiї
F . Iнтегруючи перше рiвняння за змiнною x, вважаючи змiнну y довiльно вибраною i
зафiксованою, знаходимо

F (x, y) = y lnx+ φ(y),

де φ – поки що довiльна функцiя. Пiдставимо знайдений вираз функцiї F у друге рiвняння
системи

∂y
(
y lnx+ φ(y)

)
= y3 + ln x ⇔ lnx+ φ′(y) = y3 + ln x ⇔

φ(y) =
y4

4
+ C∗, де C∗ − довiльна стала.

Отже, F (x, y) = y lnx+ y4

4
+ C∗, а тому

y lnx+
y4

4
= C

– повний загальний iнтеграл вихiдного рiвняння.
Зауважимо (!!!), що дане рiвняння можна розв’язати методом видiлення "iнтегровних

комбiнацiй". Для цього розкриємо дужки i запишемо лiву частину рiвняння у виглядi (67),
використовуючи формули диференцiалiв елементарних функцiй та добуткiв функцiй:

y

x
dx+ (y3 + ln x) dy = 0 ⇔ y d lnx+ ln x dy + d

y4

4
= 0 ⇔

d(y lnx) + d
y4

4
= 0 ⇔ d(y lnx+

y4

4
) = 0 ⇔ y lnx+

y4

4
= C, C ∈ R.

I
2. Розв’язати рiвняння

(x2 + y2 + x) dx+ y dy = 0.

J З’ясуємо чи вихiдне рiвняння є рiвняння у повних диференцiалах. Для цього зна-
йдемо

∂y(x
2 + y2 + x) = 2y, ∂xy = 0.

Оскiльки вiдповiднi частиннi похiднi рiзнi, то дане рiвняння не є рiвнянням в повних
диференцiалах. Попробуємо знайти iнтегрувальний множник для цього рiвняння у виглядi
функцiї вiд змiнної x. Домножимо вихiдне рiвняння на функцiю µ = µ(x):

µ(x)(x2 + y2 + x) dx+ µ(x)y dy = 0. (80)

Як випливає з леми 2, для того, щоб рiвняння (80) було рiвнянням в повних диференцiалах
необхiдно i достатньо виконання рiвностi

∂y
(
µ(x)(x2 + y2 + x)

)
= ∂x

(
µ(x)y). (81)
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Звiдси одержуємо рiвняння для знаходження функцiї µ:

2yµ(x) = µ′(x)y ⇒ µ′(x) = 2µ(x) ⇒ µ(x) = e2x.

Помноживши вихiдне рiвняння на e2x, отримуємо

e2x(x2 + y2 + x) dx+ e2xy dy = 0. (82)

Обчислюючи
∂y
(
e2x(x2 + y2 + x)

)
= 2e2xy, ∂x

(
e2xy

)
= 2e2xy,

переконуємося, що це рiвняння в повних диференцiалах. Отже,

∃ F (x, y) :

 ∂xF (x, y) = (x2 + y2 + x)e2x,

∂yF (x, y) = ye2x.

Iнтегруючи друге рiвняння за змiнною y, знаходимо

F (x, y) =
1

2
e2xy2 + φ(x),

де φ – поки що невiдома функцiя. Пiдставляємо знайдений вираз функцiї F у перше
рiвняння системи, матимемо

∂x
(1
2
e2xy2 + φ(x)

)
= e2x(x2 + y2 + x) ⇔ e2xy2 + φ′(x) = e2x(x2 + y2 + x),

звiдки φ′(x) = (x2+x)e2x, тобто φ(x) =
∫
(x2+x)e2x dx. Iнтегруючи частинами, знаходимо

φ(x) = x2e2x

2
+ C∗, де C∗ – довiльна стала.

Отже, F (x, y) = 1
2
e2xy2 + x2e2x

2
+ C∗, звiдки i теореми 2 маємо

e2x(y2 + x2) = C

– повний загальний iнтеграл вихiдного рiвняння.
Зауважимо (!!!), що дане рiвняння можна розв’язати методом видiлення "iнтегровних

комбiнацiй":

(x2 + y2 + x) dx+ y dy = 0 ⇔ (x2 + y2) dx+ x dx+ y dy = 0
∣∣× 2 ⇔

2(x2 + y2) dx+ d(x2 + y2) = 0
∣∣ : (x2 + y2) ⇔ 2 dx+

d(x2 + y2)

x2 + y2
= 0 ⇔

d(2x+ ln(x2 + y2)) = 0 ⇔ 2x+ ln(x2 + y2)) = ln |C|, C ̸= 0 ⇔
e2x(y2 + x2) = C, C − довiльна стала

(очевидно, що значення C може бути тiльки додатним). I
3. Розв’язати рiвняння

y dx− x dy = 2x3 tg
y

x
dx.

J Дане рiвняння розв’яжемо, видiливши повний диференцiал деякої функцiї. Подiлимо
рiвняння на x2. Тодi

y dx− x dy

x2
= 2x tg

y

x
dx ⇔ −d

(y
x

)
= 2x tg

y

x
dx ⇔
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− ctg
y

x
d
(y
x

)
= d(x2), sin

y

x
= 0 ⇔ ln | sin y

x
| = −x2 + ln |C|, C ̸= 0, sin

y

x
= 0 ⇔

ex
2

sin
y

x
= C, C − довiльна стала,

– повний загальний iнтеграл вихiдного рiвняння. I
4. Розв’язати рiвняння

(x2 − y2 + y) dx+ x(2y − 1) dy = 0.

J Зробимо вiдповiднi перетворення даного рiвняння:

x2 dx− (y2 − y) dx+ x(2y − 1) dy = 0 ⇔ x2 dx+ x d(y2 − y)− (y2 − y) dx = 0.

Зробимо в цьому рiвняння замiну змiнних u = y2 − y i проведемо вiдповiднi перетворення

x2 dx+x du−u dx = 0
∣∣∣ : x2 ⇔ dx+

x du− u dx

x2
= 0, x = 0 ⇔ dx+d

(u
x

)
= 0, x = 0

⇔ x+
u

x
= C, x = 0.

Повернувшись до старих змiнних, одержуємо сiм’ю всеможливих розв’язкiв вихiдного рiв-
няння:

x2 + y2 − y

x
= C, x = 0.

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

237. 2xy dx+ (x2 − y2) dy = 0;
243. (1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 x dy = 0;

271.
(
1 +

y

x2

)
dx+

(
1

x
+

2y

x2

)
dy = 0;

276. dx+ (x+ e−yy2) dy = 0.
Домашнi завдання:

Розв’язати рiвняння:
238. x(2− 9xy2) dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0;

245.
(

x

sin y
+ 2

)
dx+

(x2 + 1) cos y

cos 2y − 1
dy = 0;

249.
(
y − sin2 x

y2

)
dy +

(
sin 2x

y
+ x

)
dx = 0;

251.
(
sin y + y sin x+

1

x

)
dx+

(
x cos y − cosx+

1

y

)
dy = 0;

257. (6xy + x2 + 3)y′ + 3y2 + 2xy + 2x = 0;
264. (2x2y + 2y + 5) dx+ (2x3 + 2x) dy = 0;
270. y2(x− 3y) dx+ (1− 3xy2) dy = 0;

279.
(
x3 − 2 ln y

x
− 2y

x

)
dx+

(
1

y
+ 1

)
dy = 0;

283.
(

1

x2 + 1
+ x+

2x

x2 + 1
cos y

)
dx− sin y dy = 0.
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Додатковi завдання:
Розв’язати рiвняння:

259. (cos(x+ y2) + 3y) dx+ (2y cos(x+ y2) + 3x) dy = 0, y(π/2) = 0;
265. (x+ sin x+ sin y) dx+ cos y dy = 0;

286. (ex + 1) dx+

(
y2 +

ex + x

y ln y

)
dy = 0.

Вiдповiдi:
237. 3x2y − y3 = C; 238. x2 − 3x3y2 + y4 = C;
243. x− y2 cos2 x = C; 245. x2 + 1 = 2(C − 2x) sin y;

249.
(
sin2 x

y
+
x2 + y2

2

)
= C; 251. x sin y − y cos x+ ln |xy| = C;

257. 3xy2 + x2y + 3y + x2 = C; 259. sin(x+ y2) + 3xy = 1;
264. 5 arctg x+ 2xy = C, x = 0;
265. 2ex sin y + 2ex(x− 1) + ex(sinx− cos x) = C;

270.
x2

2
− 1

y
− 3xy = C; 271. x3 + 3xy + 3y2 = C;

276. 3xey + y3 = C; 279.
x2

2
+

1

x2
(ln y + y) = C;

283. x4 + 2x2 + 4x+ 4x2 cos y + 4 cos y = C;

286. (ex + x) ln y +
y3

3
(ln y − 1) = C.
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Практичне заняття № 8
Нерозв’язнi стосовно похiдної рiвняння (I)

Довiдкова iнформацiя

Нерозв’язним стосовно похiдної називають рiвняння

F (x, y, y ′) = 0, (83)

яке не можна записати у виглядi
y ′ = f(x, y).

Розрiзняють двi групи iнтегровних нерозв’язних стосовно похiдної рiвнянь в залежно-
стi вiд методу iнтегрування.

I група. Рiвняння вигляду (110), якi можна подати у виглядi сукупностi m > 1
рiвнянь y ′ = f1(x, y),

. . . . . . . . . . . . .
y ′ = fm(x, y),

(84)

кожне з яких належить до ранiше вивчених класiв.
Нехай для кожного k ∈ {1, . . . ,m} спiввiдношення

Φk(x, y, C) = 0

— повний загальний iнтеграл k-го рiвняння сукупностi (84). Тодi повний загальний iнте-
грал рiвняння (110) має вигляд

Φ1(x, y, C) · . . . · Φm(x, y, C) = 0

або вигляд Φ1(x, y, C) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . .
Φm(x, y, C) = 0.

II група. Рiвняння вигляду (110), якi можна записати у виглядi

y = h(x, y′) (85)

або у виглядi
x = q(y, y′), (86)

де h, q — неперервно диференцiйовнi функцiї.
Рiвняння (111) та (112) розв’язують методом введення параметра. Спочатку опишемо

цей метод для рiвняння (111).
Перш за все запишемо рiвняння (111) в параметричнiй формi:


y′ = p,

x = x,

y = h(x, p),

dy = y′ dx.

(87)
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Тут змiннi p i x, яка стоїть в правих частинах другого i третього спiввiдношень, є пара-
метрами, через якi виражаються змiннi x, y, y′, якi стоять в лiвих частинах перших трьох
спiввiдношень i в цiлому четвертому. Отож, залежнiсть змiнної y вiд змiнної x, яка нас
цiкавить (це шуканi розв’язки рiвняння (111)), виражається через параметри p, x (див.
друге i третє спiввiдношення в системi (87)), якi в свою чергу пов’язанi мiж собою i цей
зв’язок задається диференцiальним рiвнянням

dh(x, p) = p dx ⇔ ∂xh(x, p) dx+ ∂ph(x, p) dp = p dx ⇔

(∂xh(x, p)− p) dx+ ∂ph(x, p) dp = 0. (88)

Рiвняння (88) виникає, коли у четверте спiввiдношення системи (87) замiсть змiнних x, y, y′
поставити їх вирази через параметри x, p, заданi в правих частинах перших трьох спiввiд-
ношень цiєї системи.

Нехай
Φ(x, p, C) = 0, де C − довiльна стала,

— повний загальний iнтеграл рiвняння (88). Тодi повний загальний iнтеграл рiвняння (111)
задається в параметричнiй формi так:

x = x,

y = h(x, p),

Φ(x, p, C) = 0

⇔

{
y = h(x, p),

Φ(x, p, C) = 0.
(89)

Звiдси, зокрема, випливає, що у випадку

Φ(x, p, C) = 0 ⇔ x = g(p, C) (90)

повний загальний iнтеграл рiвняння (111) має вигляд{
x = g(p, C),

y = h(x, p),
(91)

а у випадку
Φ(x, p, C) = 0 ⇔ p = w(x,C) (92)

повний загальний розв’язок рiвняння (111) має вигляд

y = h(x,w(x,C)), (93)

де C – довiльна стала.

Зауваження 2. Очевидно, що у випадку (92) розв’язки записуються в бiльш простiй
i зручнiй для дальшого використання формi. Тому при розв’язуваннi рiвняння (88) ба-
жано отримати вираз параметра p через параметр x, тобто отримати зв’язок мiж
параметрами p i x у виглядi p = w(x,C).

Тепер розглянемо рiвняння (112). Метод введення параметра для нього практично не
вiдрiзняється вiд цього ж методу для розглянутого вище рiвняння. Опишемо цей метод в
даному випадку.

Спочатку запишемо рiвняння (112) в параметричнiй формi:

y′ = p,

y = y,

x = q(y, p),

dy = y′ dx.

(94)
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Тут змiнна p i змiнна y, яка стоїть в правих частинах другого i третього спiввiдношень,
є параметрами, через якi виражаються змiннi x, y, y′, якi стоять в лiвих частинах перших
трьох спiввiдношень i в цiлому четвертому. Отож, залежнiсть змiнної y вiд змiнної x, яка
нас цiкавить (це шуканi розв’язки заданого рiвняння (112)), виражається через параметри
p, y (див. друге i третє спiввiдношення в системi (94)), якi в свою чергу пов’язанi мiж собою
i цей зв’язок задається диференцiальним рiвнянням

dy = p dq(y, p) ⇔ dy = p
(
∂yq(y, p) dy + ∂pq(y, p) dp

)
⇔

(p ∂yq(y, p)− 1) dy + p ∂pq(y, p) dp = 0. (95)

Рiвняння (95) виникає, коли у четверте спiввiдношення системи (94) замiсть змiнних x, y, y′
поставити їх вирази через параметри y, p, заданi в правих частинах перших трьох спiввiд-
ношень цiєї системи.

Нехай Ψ(y, p, C) = 0, де C – довiльна стала, — повний загальний iнтеграл рiвняння (95).
Тодi повний загальний iнтеграл рiвняння (112) задається в параметричнiй формi так:

y = y,

x = q(y, p),

Ψ(y, p, C) = 0

⇔

{
x = q(y, p),

Ψ(y, p, C) = 0.
(96)

Звiдси, зокрема, випливає, що у випадку

Ψ(y, p, C) = 0 ⇔ y = ĝ(p, C)

повний загальний iнтеграл рiвняння (111) має вигляд{
y = ĝ(p, C),

x = q(y, p),
(97)

а у випадку
Ψ(y, p, C) = 0 ⇔ p = ŵ(y, C)

повний загальний iнтеграл рiвняння (112) має вигляд

x = q(y, ŵ(y, C)), (98)

де C – довiльна стала.

Зауваження 3. Очевидно, що в другому випадку розв’язки записуються в бiльш про-
стiй i зручнiй для дальшого використання формi. Тому при розв’язуваннi рiвняння (95)
бажано отримати вираз параметра p через параметр y, тобто отримати зв’язок мiж
параметрами p i y у виглядi p = ŵ(y, C).

Особливi розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь. Розглянемо звичайне
диференцiальне рiвняння першого порядку

F (x, y, y′) = 0, (99)

припускаючи, що функцiя F визначена i неперервно диференцiйовна в областi G простору
R3. Пiд iнтегральною лiнiєю рiвняння (99) розумiтимемо графiк розв’язку цього рiвняння.

Використаємо позначення:

L := {(x, y, p) ∈ R3 |F (x, y, p) = 0}, D := {(x, y) | ∃p ∈ R : (x, y, p) ∈ L}
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– проекцiя множини L на площину Oxy. Очевидно, що всi iнтегральнi лiнiї рiвняння (99)
лежать в множинi D.

Точку (x0, y0) ∈ D називають звичайною для рiвняння (99), якщо через неї проходить
хоча б одна iнтегральна лiнiя i нема двох iнтегральних лiнiй, що проходять цю точку,
дотикаються в нiй i вiдрiзняються одна вiд другої в будь-якому (як завгодно малому)
околi заданої точки.

Точка (x0, y0) ∈ D називається особливою для рiвняння (99), якщо вона не є звичайною.
Множина особливих точок рiвняння (99) називається особливою множиною.

Особливою iнтегральною лiнiєю рiвняння (99) називаютью iнтегральну лiнiю, яка скла-
дається з особливих точок цього рiвняння. Iншими словами кажучи, особливою iнтеграль-
ною лiнiєю рiвняння (99) є така iнтегральна лiнiя цього рiвняння, через кожну точку якої
проходить ще хоча б одна його iнтегральна лiнiя, яка дотикається в цiй точцi до даної
лiнiї i вiдрiзняється вiд неї в будь-якому околi цiєї точки.

Особливим розв’язком рiвняння (99) називається його розв’язок, графiком якого є осо-
блива iнтегральна лiнiя.

Оскiльки особлива iнтегральна лiнiя лежить в особливiй множинi, то вiдшукання осо-
бливих iнтегральних лiнiй (особливих розв’язкiв) рiвняння (99) варто починати iз знахо-
дження особливої множини заданого рiвняння.

Особлива множина рiвняння (99) є пiдмножиною (в широкому розумiннi) множини
точок (x, y) з D, якi визначаються системою рiвнянь

F (x, y, p) = 0,

∂F (x, y, p)

∂p
= 0

(100)

(виключаючи iз системи (100) параметр p отримаємо рiвняння H(x, y) = 0, розв’язками
якого є координати особливих точок множини, в якiй мiститься особлива множина рiвня-
ння (99)).

Є iнший спосiб вiдшукання особливих iнтегральних лiнiй. Вiн базується на поняттi
обвiдної сiм’ї лiнiй.

Нехай
R(x, y, C) = 0, (x, y, C) ∈ U, де U – область в R3, (101)

— сiм’я гладких лiнiй на площинi (C — параметр, який "iдентифiкує" лiнiї заданої сiм’ї).
Пiд обвiдною заданої сiм’ї лiнiй розумiється гладка лiнiя, яка в кожнiй своїй точцi доти-
кається до однiєї з лiнiй цiєї сiм’ї, причому в рiзних точках — до рiзних лiнiй.

Нехай
Φ(x, y, C) = 0, (x, y, C) ∈ Ω (Ω — область в R3), (102)

сiм’я iнтегральних лiнiй рiвняння (99). Тодi, якщо y = φ(x), x ∈ (a, b), — обвiдна сiм’ї лiнiй
(102), то це є особлива iнтегральна лiнiя рiвняння (99). Отже, особливi iнтегральнi лiнiї
рiвняння (99) можна шукати, як обвiднi сiм’ї iнтегральних лiнiй даного рiвняння. Oбвiднi
сiм’ї (102) можна знаходити, розв’язуючи систему рiвнянь

Φ(x, y, C) = 0,

∂Φ(x, y, C)

∂C
= 0.

(103)
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Контрольнi питання

1. Що таке розв’язне i нерозв’язне стосовно похiдної ЗДР першого порядку?
2. Як записати повний загальний iнтеграл рiвняння, яке можна подати у виглядi су-

купностi m > 1 рiвнянь?
3. У чому полягає метод введення параметра розв’язування нерозв’язних стосовно по-

хiдної ЗДР?
4. Яка точки називають звичайними, а якi особливими для ЗДР першого порядку? Що

таке особлива множина, особлива iнтегральна лiнiя, особливий розв’язок ЗДР першого
порядку?

5. Що називають обвiдною сiм’ї лiнiй? Як знаходять обвiднi сiм’ї iнтегральних лiнiй?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння
y′ 2 + xy = y2 + xy′

i видiлити особливi розв’язки (якщо вони є).
J Запишемо рiвняння у виглядi

y′ 2 − xy′ + (xy − y2) = 0.

Розв’яжемо отримане рiвняння як квадратне вiдносно y′:

D = (−x)2 − 4(xy − y2) = x2 − 4xy + 4y2 = (x− 2y)2 ⇒

y′ =
x± (x− 2y)

2
⇔

y′ = x− y або y′ = y. (104)

Розв’яжемо перше рiвняння з отриманої сукупностi, записавши його у виглядi

y′ + y = x. (105)

Як легко бачити, це є лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Отож, розв’язуємо його у три кроки.
1-ий крок. Знаходимо повний загальний розв’язок вiдповiдного рiвнянню (105) лiнiй-

ного однорiдного рiвняння:

y′ + y = 0 ⇔ dy

dx
= −y

∣∣∣× dx

y
⇔ dy

y
= −dx, y = 0 ⇔

ln |y| = −x+ ln |C|, C ̸= 0, y = 0 ⇔
y = Ce−x, де C − довiльна стала,

– повний загальний розв’язок ЛОР.
2-ий крок. Шукаємо частковий розв’язок рiвняння (105). Для цього використовуємо

метод варiацiї сталих, записавши його проєкт у виглядi

y = φ(x)e−x, (106)

де φ – невiдома функцiя, яку шукаємо за умови, що функцiя (461) є розв’язком рiвняння
(105):

φ′(x)e−x − φ(x)e−x + φ(x)e−x = x ⇔ φ′(x)e−x = x ⇔ φ′(x) = xex ⇔
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φ(x) =

∫
xex dx =

∫
x dex = xex − ex (використали формулу iнтегрування частинами).

Звiдси i (461) отримуємо частковий розв’язок рiвняння (105):

y = x− 1 .

3-ий крок. Отож, повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (105)
має вигляд:

y = Ce−x + x− 1.

Тепер розв’яжемо друге рiвняння сукупностi (104), яке є рiвнянням з вiдокремлюва-
ними змiнними:

y′ = y ⇔ dy

dx
= y

∣∣∣ · dx ∣∣∣ : y ⇔ dy

y
= dx, y = 0 ⇔

ln |y| = x+ ln |C|, C ̸= 0, y = 0 ⇔ y = Cex, де C − довiльна стала,

– повний загальний розв’язок даного рiвняння.
Отже, повний загальний розв’язок вихiдного рiвняння

y = Ce−x + x− 1, y = Cex, де C − довiльна стала.

Шукаємо особливi розв’язки рiвняння. Для визначення дискримiнантної кривої скла-
демо систему {

p2 + xy − y2 − xp = 0
2p− x = 0.

Виключивши з цих рiвнянь p:

p =
x

2
⇒

(x
2

)2
+ xy − y2 − x

(x
2

)
= 0 ⇔ −x

2

4
+ xy − y2 = 0 ⇔

(x
2
− y
)2

= 0,

знаходимо дискримiнантну криву
y =

x

2
.

Безпосередньо перевiркою впевнюємося, що функцiя y =
x

2
не є розв’язком заданого

рiвняння, а отже, не може бути особливим розв’язком. Отож, задане рiвняння особливих
розв’язкiв немає. I

2. Розв’язати рiвняння
y = x+ 2y′ − y′ 2

i видiлити особливi розв’язки (якщо вони є).
J Запишемо дане рiвняння в параметричному виглядi


y′ = p,

x = x,

y = x+ 2p− p2,

dy = y′ dx.

(107)

Пiдставимо у рiвнiсть dy = y′ dx вирази (що стоять пiд внутрiшньою фiгурною дужкою)
змiнних y′, x, y через параметри p та x i зробимо вiдповiднi перетворення:

d(x+2p−p2) = p dx ⇔ dx+2 dp−2p dp = p dx ⇔ (1−p) dx+2(1−p) dp = 0 ⇔
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(1− p)(dx+ 2dp) = 0 ⇔ p = 1 або dx+ 2 dp = 0 ⇔

p = 1 або x+ 2p = C ⇔ p = 1 або p = (C − x)/2.

Отже, розв’язками заданого рiвняння є функцiї

y = x+ 1 або y = x+ 2(C − x)/2− (C − x)2/4 ≡ −(x− C)2/4 + C. (108)

Знайдемо особливi розв’язки заданого рiвняння. Iз системи рiвнянь{
y − x− 2p+ p 2 = 0,
−2 + 2p = 0

знаходимо дискримiнантну криву
y = x+ 1.

Як вище показано, ця функцiя є розв’язком вихiдного рiвняння. Перевiримо, чи доти-
каються до прямої y = x + 1 в кожнiй її точцi iншi iнтегральнi кривi даного рiвняння.
Умови дотику кривих y = φ(x) i y = ψ(x) в точцi з абсцисою x = x0 такi: φ(x0) = ψ(x0),
φ′(x0) = ψ′(x0). Для розв’язкiв y = x + 1 i y = −(C − x)2/4 + C цi умови запишуться у
виглядi {

x0 + 1 = −(x0 − C)2/4 + C,
1 = −(x0 − C)/2.

З другої рiвностi знаходимо C = x0+2. Пiдставивши значення C в перше рiвняння системи,
знаходимо x0 + 1 = x0 + 1. Ця рiвнiсть виконується при всiх x0. Отже, при кожному x0
пряма y = x+1 в точцi з абсцисою x0 дотикається до однiєї з парабол y = −(x−C)2/4+C,
а саме, до тiєї параболи, для якої C = x0 + 2. Звiдси робимо висновок, що y = x + 1 –
особливий розв’язок. I

3. Розв’язати рiвняння
2xy′ − y = y′ ln yy′.

J Запишемо дане рiвняння в параметричному виглядi


y′ = p,

y = y,

x =
y + p ln yp

2p
,

dy = y′ dx.

(109)

З рiвностi dy = y′ dx дiстанемо

dy = p
2p d(y + p ln yp)− 2(y + p ln yp) dp

4p2
.

Звiдcи 2(y − p)(
p

y
dy + dp) = 0 ⇒ y = p або

p

y
dy + dp = 0. Вiдокремлюючи змiннi в

другому рiвняннi, одержуємо yp = C.
Отже, розв’язками даного рiвняння є функцiї

{
y = p

x =
1 + 2 ln p

2

або


y =

C

p

x =
C + p2 lnC

2p2
.
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Виключивши параметр p в цих системах, одержуємо зображення розв’язкiв в неявному
виглядi

x =
1 + 2 ln y

2
або x =

y2 + C lnC

2C
. I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Знайти всi розв’язки поданих рiвнянь i видiлити особливi розв’язки (якщо вони є).

298. y′2 − y2 = 0.
Розв’язати рiвняння щодо y′, а пiсля цього загальний розв’язок шукати звичайними

методами. Знайти також особливi розв’язки, якщо вони є.
309. xy′(xy′ + y) = 2y2.

Розв’язати рiвняння методом введення параметра.

341. y = xy′ − x2y′3; 346. x =
y

y′
ln y − y′2

y2
; 324. x = y′3 + y′.

Домашнi завдання:
Знайти всi розв’язки поданих рiвнянь i видiлити особливi розв’язки (якщо вони є).

301. y2(y′2 + 1) = 1; 304. xy′2 = y;
307. 4(1− y) = (3y − 2)2y′2.

Розв’язати рiвняння щодо y′ а пiсля цього загальний розв’язок шукати звичайними
методами. Знайти також особливi розв’язки, якщо вони є.
314. y′2 − 2xy′ = 8x2; 318. y′2 + y2 = y4;
321. yy′(yy′ − 2x) = x2 − 2y2.

Розв’язати рiвняння методом введення параметра.
326. x = y′

√
y′2 + 1; 327. y′(x− ln y′) = 1;

334. y′4 = 2yy′ + y2; 342. y = 2xy′ + y2y′3;
348. y′3 − 4xy′ + 8y2 = 0.

Додатковi завдання:
Знайти всi розв’язки поданих рiвнянь i видiлити особливi розв’язки (якщо вони є).

306. y′3 + y2 = yy′(y′ + 1).
Розв’язати рiвняння щодо y′, а пiсля цього загальний розв’язок шукати звичайними

методами. Знайти також особливi розв’язки, якщо вони є.
316. y′2 − 2yy′ = y2(ex − 1).

Розв’язати рiвняння методом введення параметра.
328. y = y′2 + 2y′3.

Вiдповiдi:
298. y = Ce±x; 301. (x+ C)2 + y2 = 1, y = ±1;
304. (y − x)2 = 2C(x+ y)− C2, y = 0;
306. 4y = (x+ C)2, y = Cex; 307. y2(1− y) = (x+ C)2, y = 1;
309. x2y = C, y = Cx; 314. y = 2x2 + C, y = −x2 + C;
316. lnCy = x± 2ex/2, y = 0;

318. arctg u+
1

2
ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣ = ±x+ C, де u = (1− 1/y2)1/4, y = 0, y = ±1;

321. 2(x− C)2 + 2y2 = C2, y = ±x;
324. x = p3 + p, 4y = 3p4 + 2p2 + C;
326. x = p

√
p2 + 1, 3y = (2p2 − 1)

√
p2 + 1 + C;
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327. x = ln p+ (1/p), y = p− ln p+ C;
328. x = 3p2 + 2p+ C, y = 2p3 + p2, y = 0;
334. x = ±2

√
1 + p2 − ln(

√
1 + p2 ± 1) + C, y = −p± p

√
p2 + 1, y = 0;

341. xp2 = C
√

|p| − 1, y = xp− x2p3, y = 0;
342. 2p2x = C − C2p2, py = C, 32x3 = −27y4, y = 0;

346. x =
1

C
ln y − C2, x = −3

(
ln y

2

)2/3

; 348. y = C(x− C)2, y = 0, y =
4

27
x3.
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Практичне заняття № 9
Нерозв’язнi стосовно похiдної рiвняння (II)

Довiдкова iнформацiя

Рiвняння
F (x, y, y′) = 0, (110)

яке не можна записати у виглядi y′ = f(x, y), називають нерозв’язним стосовно похiдної.
Ми тут продовжимо розглядати другу групу нерозв’язних стосовно похiдної рiвнянь,

тобто рiвняння (110), якi можна записати у виглядi

y = h(x, y′) (111)

або у виглядi
x = q(y, y′), (112)

де h, q — неперервно диференцiйовнi функцiї.
В класi рiвнянь, якi можна подати у виглядi (111) i розв’язати методом введення па-

раметра, видiляють два пiдкласи: рiвняння Лагранжа та Клеро.

1◦. Рiвнянням Лагранжа називають рiвняння, яке можна подати у виглядi

y = xφ(y′) + ψ(y′), (113)

де φ(p)− p ̸≡ 0.
Рiвняння Лагранжа, очевидно, можна розв’язувати методом введення параметра. По-

кажемо це.
Спочатку параметризуємо рiвняння (113):


y′ = p,

x = x,

y = xφ(p) + ψ(p),

dy = y′ dx.

(114)

Пiдставляючи в рiвнiсть dy = y′ dx вирази змiнних x, y, y′ через параметри x, p (вони
стоять пiд внутрiшньою фiгурною дужкою) дiстанемо

d(xφ(p) + ψ(p)) = p dx ⇔ φ(p) dx+ (xφ′(p) + ψ′(p)) dp = p dx ⇔

(φ(p)− p) dx+ (xφ′(p) + ψ′(p)) dp = 0
∣∣∣ : (φ(p)− p) dp ⇔

x′ +
φ′(p)

φ(p)− p
x =

−ψ′(p)

φ(p)− p
або φ(p)− p = 0. (115)

Перше з рiвнянь (115) є лiнiйним рiвнянням першого порядку i його розв’язок знаходимо
у виглядi

x = Cω(p) + ϱ(p), p ∈ I ⊂ R, C ∈ R.

Друге рiвняння може мати тiльки числовi розв’язки. Припустимо, що

φ(p)− p = 0 ⇔ p = pj, j ∈ N ⊂ N.
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Тодi сiм’я всеможливих розв’язкiв рiвняння Лагранжа має вигляд{
x = Cω(p) + ϱ(p),

y = xφ(p) + ψ(p),
y = xφ(pj) + ψ(pj), j ∈ N.

2◦. Рiвнянням Клеро називають рiвняння

y = xy′ + ψ(y′). (116)

Рiвняння Клеро, очевидно, можна розв’язати методом введення параметра. Покажемо
це. Спочатку параметризуємо це рiвняння:


y′ = p,

x = x,

y = xp+ ψ(p),

dy = y′ dx.

(117)

Пiдставляючи в рiвнiсть dy = y′ dx вирази змiнних x, y, y′ через параметри x, p (вони
стоять пiд внутрiшньою фiгурною дужкою) дiстанемо

d(xp+ ψ(p)) = p dx ⇔ p dx+ (x+ ψ′(p)) dp = p dx ⇔

(x+ ψ′(p)) dp = 0 ⇔ x = −ψ′(p) або dp = 0. (118)

Оскiльки dp = 0 ⇔ p = C, то повна сiм’я розв’язкiв рiвняння Клеро має вигляд{
x = −ψ′(p),

y = −ψ′(p)p+ ψ(p),
y = Cx+ ψ(C),

де C — довiльна стала.

Контрольнi питання

1. Який вигляд має рiвняння Лагранжа? Як знайти його загальний розв’язок в пара-
метричнiй формi?

2. Який вигляд має рiвняння Клеро? Чим воно вiдрiзняється вiд рiвняння Лагранжа?
Як написати його загальний розв’язок по вигляду рiвняння?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння Лагранжа

y + xy′ − y′3 = 0.

J Запишемо дане рiвняння у виглядi

y = −xy′ + y′3 (119)
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i параметризуємо його: 

y′ = p,

x = x,

y = −xp+ p3,

dy = y′ dx.

Тодi з рiвностi dy = y′ dx маємо

d(−xp+ p3) = p dx ⇔ −x dp− p dx+3p2 dp = p dx ⇔ 2p dx+(x− 3p2) dp = 0 ⇔

x′ +
x

2p
=

3p

2
або p = 0.

Якщо p = 0, то отримаємо розв’язок: y = 0.
Розглянемо рiвняння

x′ +
x

2p
=

3p

2
, (120)

яке є лiнiйним, i розв’яжемо його.

1 крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

x′ +
x

2p
= 0.

Маємо

dx

dp
= − x

2p

∣∣∣ ·dp
x

⇔ dx

x
= −dp

2p
, x = 0 ⇔ ln |x| = −1

2
ln |p|+ln |C|, C ̸= 0, x = 0 ⇔

x =
C√
|p|

– повний загальний розв’язок вiдповiдного даному рiвнянню лiнiйного однорiдного рiвня-
ння.

2 крок. Знайдемо частковий розв’язок рiвняння (120) методом варiацiї сталої. Для цього
запишемо проект часткового розв’язку даного рiвняння у виглядi

x =
φ(p)√
|p|
,

де φ — функцiя, яку треба визначити за умови, що цей вираз задає частковий розв’язок
рiвняння (120):

φ′(p)
√
|p| − φ(p) sign p

2
√
|p|3

+
φ(p)

2p
√

|p|
=

3p

2
,

де

sign p =


1, якщо p > 0,

0, якщо p = 0,

−1, якщо p < 0,

|p| = p sign p .

Звiдси
φ′(p) =

3p

2
√

|p|
.
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Оскiльки p = |p| sign p, то

φ′(p) =
3

2

√
|p| sign p ,

звiдки φ(p) =
√

|p|3 .
Отже,

x = |p|, p ∈ R \ {0},
— частковий розв’язок рiвняння (120).

3 крок.

x =
C√
|p|

+ |p|

— повний загальний розв’язок рiвняння (120).
Отож, сiм’я всеможливих розв’язкiв заданого рiвняння може бути записаною у виглядi

{
x = C√

|p|
+ |p|,

y = −xp+ p3,

y = 0.

2. Розв’язати рiвняння Клеро
xy′ − y = ln y′.

J Запишемо дане рiвняння у виглядi

y = xy′ − ln y′

i параметризуємо його: 

y′ = p,

x = x,

y = xp− ln p,

dy = y′ dx.

(121)

З рiвностi dy = y′ dx дiстанемо

d(xp− ln p) = p dx ⇔ x dp+ p dx− 1

p
dp = p dx ⇔

(
x− 1

p

)
dp = 0 ⇔

x− 1

p
= 0 або dp = 0 ⇔ x =

1

p
або p = C.

Отож, сiм’я всеможливих розв’язкiв заданого рiвняння може бути записана у виглядi x =
1

p
y = 1− ln p

або y = xC − lnC,

або у виглядi
y = 1 + lnx або y = Cx− lnC.

I
3. Розв’язати рiвняння методом введення параметра

y′ 3 = 3(xy′ − y).
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J Розв’яжемо задане рiвняння стосовно x:

x =
y′ 3 + 3y

3y′
.

i параметризуємо його: 


y′ = p,

y = y,

x =
p3 + 3y

3p
,

dy = y′ dx.

(122)

З рiвностi dy = y′ dx дiстанемо

dy = p d
(p3 + 3y

3p

)
⇔ dy = p

3p d(p3 + 3y)− 3(p3 + 3y) dp

9p2
⇔

dy =
3p3 dp+ 3p dy − p3 dp− 3y dp

3p
⇔ (2p3 − 3y) dp = 0 ⇔ p3 =

3y

2
або p = C .

Сiм’ю всеможливих розв’язкiв заданого рiвняння записуємо у виглядi

4x3 = 9y2 або 3Cx = C3 + 3y .

I
4. Розв’язати рiвняння

xy′(y′ + 2) = y.

J Запишемо дане рiвняння у виглядi

y = 2xy′ + xy′2

i параметризуємо його: 

y′ = p,

x = x,

y = 2xp+ xp2,

dy = y′ dx.

(123)

З рiвностi dy = y′ dx дiстанемо

d(xp2 + 2xp) = p dx ⇔ p2 dx+ 2px dp+ 2x dp+ 2p dx = p dx ⇔

(p+ 1)(p dx+ 2x dp) = 0 ⇔ p = −1 або p dx+ 2x dp = 0.

При p = −1 маємо
y = 2x(−1) + x(−1)2 ⇔ y = −x.

Далi

p dx+ 2x dp = 0 ⇔ dx

x
+ 2

dp

p
= 0 ⇔ ln |x|+ 2 ln |p| = ln |C| ⇔ xp2 = C.
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Сiм’ю всеможливих розв’язкiв заданого рiвняння можна записати як в параметричному
виглядi

y = −x або


x =

C

p2

y =
2C

p
+ C,

так i в явному виглядi
y = −x або y = ±2

√
xC + C.

I
5. Розв’язати рiвняння

y = y′2 + y′3.

J Параметризуємо дане рiвняння:

y′ = p,

x = x,

y = p2 + p3,

dy = y′ dx.

(124)

З рiвностi dy = y′ dx дiстанемо

d(p2 + p3) = p dx ⇔ (2p+ 3p2) dp = p dx ⇔

p = 0 або dx = (2 + 3p) dp⇔ p = 0 або x = 2p+
3

2
p2 + C.

Звiдси випливає, що сiм’я всеможливих розв’язкiв заданого рiвняння має вигляд{
x = 2p+ 3

2
p2 + C,

y = p2 + p3
або y = 0 .

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння методом введення параметра:

340. y′ = exy
′/y; 349. y = y′2 − xy′ +

x2

2
.

Розв’язати рiвняння Клеро i Лагранжа:
361. y = xy′ − y′2; 366. y = xy′2 − 2y′3.

Домашнi завдання:
Розв’язати рiвняння методом введення параметра:

325. x(y′2 − 1) = 2y′; 333. y′2 − y′3 = y2; 337. x2y′2 = xyy′ + 1.
Розв’язати рiвняння Клеро i Лагранжа:

363. y = 2xy′ − 4y′3; 367. xy′ − y = ln y′; 377. x =
y

y′
+

1

y′2
.

388. Знайти криву, кожна дотична до якої вiдтинає на осях координат такi вiдрiзки,
що сума величин, обернених до квадратiв довжин цих вiдрiзкiв, дорiвнює 1.

Додатковi завдання:
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Розв’язати рiвняння методом введення параметра:
351. yy′2 − (xy + 1)y′ + x = 0.

Розв’язати рiвняння Клеро i Лагранжа:
372. y = x(1 + y′) + y′2.

Вiдповiдi:

325. x =
2p

p2 − 1
, y =

2

p2 − 1
− ln |p2 − 1|+ C;

333. x = ±
(
ln

∣∣∣∣1−√
1− p

1 +
√
1− p

∣∣∣∣+ 3
√
1− p

)
+ C, y = ±p

√
1− p, y = 0;

337. ±xp
√
2 lnCp = 1, y = ∓

(√
2 lnCp− 1√

2 lnCp

)
;

340. Cx = lnCy, y = ex; 349. y =
x2

2
+ Cx+ C2, y =

x2

4
;

351.
(
y − x2

2
− C

)(
y2

2
− x− C

)
= 0;

361. y = Cx− C2, 4y = x2;
363. x = 3p2 + Cp−2, y = 2p3 + 2Cp−1, y = 0;
366. x = C(p− 1)−2 + 2p+ 1, y = Cp2(p− 1)−2 + p2, y = 0, y = x− 2;
367. y = Cx− lnC, y = ln x+ 1;
372. x = Ce−p − 2p+ 2, y = x(1 + p) + p2;
377. x = yC + C2; x = −y2/4.
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Практичне заняття № 10
Iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для звичайного

диференцiального рiвняння першого порядку

Довiдкова iнформацiя

Нехай D — область в R2 i f(t, x), (t, x) ∈ D, – задана функцiя. Розглянемо розв’язане
стосовно похiдної звичайне диференцiальне рiвняння першого порядку

x′ = f(t, x). (125)

Нагадаємо, що розв’язком рiвняння (291) називається функцiя x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, яка
задовольняє умови

1) φ ∈ C1
(
⟨a, b⟩

)
;

2) (t, φ(t)) ∈ D ∀x ∈ ⟨a, b⟩;
3) φ′(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩.
Задача Кошi для рiвняння (291) полягає у знаходженнi розв’язку рiвняння (291),

який задовольняє умову
x(t0) = x0, (126)

де (t0, x0) — деяка задана точка областi D.
Умову (292) називають початковою умовою, а точка (t0, x0) — початковими даними.

Пiд вхiдними даними задачi Кошi для рiвняння (291) розумiється права частина f цього
рiвняння та початковi данi (t0, x0).

Теорема 3. Нехай f ∈ C(D). Тодi будь-який розв’язок задачi (291), (292) є розв’язком
рiвняння

x = x0 +

t∫
t0

f(s, x) ds. (127)

i, навпаки, довiльний розв’язок рiвняння (127) є розв’язком задачi (291), (292).

Теорема 4 (теорема Пеано). Якщо функцiя f є неперервною на D, то задача (291), (292)
має розв’язки.

Наслiдок 1. Нехай f ∈ C(D) i для деяких r > 0 i q > 0 прямокутник

P r,q
t0,x0

:= {(t, x)
∣∣ t0 − r 6 t 6 t0 + r, x0 − q 6 x 6 x0 + q}

лежить в D. Тодi iснує розв’язок задачi (291), (292), визначений на вiдрiзку Пеано

It0,h := [t0 − h, t0 + h], де h := min
{
r,
q

m

}
, m := max

(t,x)∈P r,q
t0,x0

|f(t, x)|.

Означення 3. Кажуть, що функцiя g(t, x), (t, x) ∈ G ⊂ R2, задовольняє умову Лiпшиця
за другим аргументом, якщо iснує стала L > 0 така, що для будь-яких (t, x1), (t, x2) ∈ G
виконується нерiвнiсть

|g(t, x1)− g(t, x2)| 6 L|x1 − x2|.
Найменша зi сталих типу L називається сталою Лiпшиця.

Кажуть, що функцiя g(t, x), (t, x) ∈ G, задовольняє локально умову Лiпшиця за дру-
гим аргументом (на G), якщо для будь-якого компакту (обмеженої i замкненої множи-
ни) K ⊂ G звуження функцiї g на K задовольняє умову Лiпшиця за другим аргументом
(iз залежною вiд K сталою Лiпшиця).
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Лема 3. Якщо функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, де D – область в R2, є неперервною разом з
частинною похiдною ∂xf(t, x), (t, x) ∈ D, то вона задовольняє локально умову Лiпшиця
за другим аргументом (за змiнною x).

Теорема 5 (теорема Пiкарра). Якщо функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, є неперервною i задоволь-
няє локально умову Лiпшиця за другим аргументом, то задача (291), (292) має розв’язки,
причому будь-якi два розв’язки цiєї задачi спiвпадають на спiльнiй частинi їх областей
визначення.

Наслiдок 2. Нехай виконуються умови теореми 5. Тодi розв’язок задачi Кошi (291),
(292), який визначений на вiдрiзку Пеано It0,h (див. наслiдок 1), є границею рiвномiрно
збiжної послiдовностi послiдовних наближень

x0(t), x1(t), . . . , xn(t), . . . , t ∈ It0,h,

члени якої знаходять за правилом:

x0(t) := x0, t ∈ It0,h, xn(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, xn−1(s)) ds, t ∈ It0,h.

Означення 4. Скажемо, що область D ⊂ R2 є областю iснування та єдиностi розв’яз-
кiв задачi Кошi для рiвняння (291), якщо для будь-якої точки (t0, x0) цiєї областi задача
(291),(292) має розв’язки, причому будь-якi два з них (графiки яких лежать в D) спiв-
падають на спiльнiй частинi їх областей визначення.

Наслiдок 3. Нехай D – область в R2 i функцiя f : D → R задовольняє умови теореми
5 (вiдповiдно, умови леми 3). Тодi D є областю iснування та єдиностi розв’язкiв задачi
Кошi для рiвняння (291).

Означення 3. Нехай x = φ1(t), t ∈ ⟨a1, b1⟩, i x = φ2(t), t ∈ ⟨a2, b2⟩, — розв’язки задачi
(291),(292). Розв’язок φ1 називається продовженням розв’язку φ2 (а φ2 — звуженням
φ1), якщо ⟨a2, b2⟩ ⊂ ⟨a1, b1⟩ i φ1(t) = φ2(t) для кожного t ∈ ⟨a2, b2⟩.

Означення 4. Розв’язок x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, задачi (291),(292) називається непродов-
жуваним (повним), а його область визначення ⟨a, b⟩ — максимальною, якщо не iснує
нетривiльного продовження цього розв’язку.

Пiд тривiальним продовженням заданого розв’язку розумiється сам розв’язок.

Теорема 1. Нехай функцiя f є неперервною i задовольняє локально умову Лiпшiца за
другим аргументом. Тодi задача (291), (292) має тiльки один непродовжуваний розв’язок,
вiн визначений на iнтервалi i є продовженням будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi.

Теоретичнi питання

1. В чому полягає задача Кошi для рiвняння першого порядку? Що таке початкова
умова, початковi данi та вхiднi данi задачi Кошi? Який вигляд має iнтегральне рiвняння,
що еквiвалентне задачi Кошi для ЗДР?

2. За яких умов задача Кошi для ЗДР має розв’язки? Як знайти послiдовнi наближення
розв’язку задачi Кошi?

3. Що таке область iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi для ЗДР?
4. Який розв’язок задачi Кошi для ЗДР називається непродовжуваним? Сформулюва-

ти теорему про iснування непродовжуваного розв’язку задачi Кошi для ЗДР.
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Приклади розв’язування деяких типових задач

1. Записати iнтегральне рiвняння, яке еквiвалентне задачi{
x′ = 1 + t sin x,

x(π) = 2π,
(128)

i побудувати послiдовнi наближення x0, x1, x2 до розв’язку цiєї задачi.

J Спочатку запишемо iнтегральне рiвняння, яке еквiвалентне данiй задачi. Нехай x =
x(t), t ∈ ⟨a, b⟩, – який-небудь розв’язок даної задачi. Тодi з рiвняння цiєї задачi маємо
тотожнiсть

x′(t) = 1 + t sin x(t), t ∈ ⟨a, b⟩.

Замiнивши в цiй тотожностi символ t на символ s, проiнтегруємо отриману тотожнiсть за
змiнною s вiд t0 = π до t ∈ ⟨a, b⟩ :

t∫
π

x′(s) ds =

t∫
π

[1 + s sin x(s)] ds. (129)

Врахувавши початкову умову нашої задачi, отримаємо

t∫
π

x′(s) ds = x(t)− x(π) = x(t)− 2π. (130)

Отож, на пiдставi (129) i (130) приходимо до iнтегрального рiвняння

x = 2π +

t∫
π

[1 + s sinx] ds,

яке еквiвалентне данiй задачi.
Послiдовнi наближення до розв’язку даної задачi Кошi визначаємо за правилом:

x0(t) = 2π, xn+1(t) = 2π +
t∫
π

(1 + s sinxn(s)) ds, n = 0, 1, 2 ... .

При n = 0 маємо

x1(t) = 2π +

t∫
π

(1 + s sin 2π) ds = 2π +

t∫
π

ds = t+ π.

При n = 1 маємо

x2(t) = 2π +

t∫
π

(1 + s sin(s+ π)) ds = 2π +

t∫
π

(1− s sin s) ds = 2π + t− π −
t∫

π

s sin s ds =

= π + t+ (s cos s− sin s) |tπ = 2π + t+ t cos t− sin t. I
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2. Вказати який-небудь вiдрiзок Пеано для задачi{
x′ = t+ ex,

x(1) = 0.

J Права частина f(t, x) = t + ex даного рiвняння є визначеною i неперервною на всiй
площинi R2. Отже, виконується умова теореми Пеано, звiдки випливає iснування розв’язку
даної задачi, визначеного на вiдрiзку Пеано. Для знаходження цього вiдрiзка вiдмiтимо,
що t0 = 1, x0 = 0 i для будь-яких чисел r > 0 i q > 0 прямокутник

P r,q
1,0 :=

{
(t, x) ∈ R2

∣∣ 1− r ≤ t ≤ 1 + r, −q ≤ x ≤ q
}

лежить в областi визначення функцiї f , тобто в R2. Вiзьмемо, для прикладу, r = 1, q = 1
i розглянемо прямокутник P 1,1

1,0 :=
{
(t, x) ∈ R2

∣∣ 0 ≤ t ≤ 2, −1 ≤ x ≤ 1
}
. Маємо

m := max
(t,x)∈P r,q

t0,x0

|f(t, x)| = max
(t,x)∈P 1,1

1,0

|t+ ex| = 2 + e.

Тодi
h := min{r, q

m
} = min{1, 1

2 + e
} =

1

2 + e

i вiдрiзок Пеано має вигляд

It0,h := [t0 − h, t0 + h] =
[
1− 1

2 + e
, 1 +

1

2 + e

]
.

I
3. Визначити максимальнi областi iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi для заданого
рiвняння:
a) x′ = 2tx+ x2;

b) x′ =
x ln t

x− t
.

J a) Легко бачити, що функцiя f(t, x) := 2tx + x2, (t, x) ∈ R2, та її частинна похiдна
∂xf(t, x) = 2t+ 2x, (t, x) ∈ R2, є неперервними на всiй площинi R2. Отже, вся площина R2

є областю iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для даного рiвняння.

b) Областю визначення функцiї f(t, x) =
x ln t

x− t
є вiдкрита множина

S = {(t, x) ∈ R2 | t > 0, x ̸= t}.

Знайдемо

∂xf(t, x) = − t ln t

(x− t)2
, (x, t) ∈ S.

Як легко бачити, функцiя f разом з частинною похiдною ∂xf є неперервними на S. Оче-
видно, що множина S є вiдкритою, але не зв’язною, тобто S не є областю. Але, як легко
переконатися, S = S1 ∪ S2, де

S1 := {(t, x) ∈ R2
∣∣ t > 0, x > t}, S2 := {(t, x) ∈ R2

∣∣ t > 0, x < t},

причому S1, S2 – областi (вiдкритi та зв’язнi множини) на R2. Отже, S1 i S2 – областi
iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi для заданого рiвняння. I
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4. Чи можуть графiки двох розв’язкiв рiвняння x′ = e2t + x2 перетинатися (тобто мати цю
точку за спiльну при умовi, що кутовi коефiцiєнти дотичних до їх графiкiв в цiй точцi рiзнi) в
деякiй точцi (t0, x0) ∈ R2.

J Права частина рiвняння – функцiя f(t, x) = e2t + x2 – визначена i неперервна на всiй
площинi R2. Отже, через будь-яку точку (t0, x0) ∈ R2 проходить графiк деякого розв’язку
даного рiвняння i графiки будь-яких двох розв’язкiв, що проходять через задану точку,
дотикаються в нiй. Тому графiки двох розв’язкiв цього рiвняння не перетинатися в жоднiй
точцi площини R2. I
5. Знайти непродовжуваний розв’язок задачi Кошi для звичайного диференцiального рiвня-
ння {

x′ = 2x2,

x(t0) = x0,
(131)

де (t0, x0) ∈ R2 – довiльно задана точка площини.

J Спочатку знайдемо сiм’ю всеможливих розв’язкiв рiвняння задачi (131), а тодi виберемо
той, який нам потрiбен.

Очевидно, що рiвняння задачi (131) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними, а отже,
маємо

dx

dt
= 2x2 ⇔ dx

x2
= 2dt, x = 0 ⇔ −1

x
= 2t− C, x = 0 ⇔

x =
1

C − 2t
, x = 0, (132)

де C ∈ R – довiльна стала. Виберемо iз сiм’ї розв’язкiв (132) той, який задовольняє поча-
ткову умову задачi (131). Для цього розглянемо два випадки:

1) x0 = 0;
2) x0 ̸= 0.
Нехай маємо випадок 1). Легко переконатися, що тодi початкову умову задачi (131)

задовольняє розв’язок x = 0, t ∈ (−∞,+∞).
Тепер розглянемо випадок 2). Пiдставимо вираз загального розв’язку x = 1

C−2t
в поча-

ткову умову задачi ():

x0 =
1

C − 2t0
⇔ C = 2t0 +

1

x0
. (133)

Отже, розв’язком задачi (131) у випадку 2) є функцiя

x =
1

2t0 +
1
x0

− 2t
≡ −1

2
[
t− (t0 +

1
2x0

)
] . (134)

яка визначена на променi (−∞, t0 +
1

2x0
), якщо x0 > 0, i на променi (t0 + 1

2x0
,+∞), якщо

x0 < 0.
Можемо зробити такий висновок : розв’язуючи задачу (131) при рiзних (t0, x0) ∈ R2,

отримали функцiю

x =

x0, якщо x0 = 0,

− 1

2
[
t− (t0 +

1
2x0

)
] , якщо x0 ̸= 0,

яка визначена для всiх t ∈ (−∞,+∞), якщо x0 = 0, t ∈ (−∞, t0 +
1

2x0
), якщо x0 > 0, i

t ∈ (t0 +
1

2x0
,+∞), якщо x0 < 0. I

Завдання для самостiйної роботи
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Аудиторнi завдання:
287. Побудувати послiдовнi наближення x0, x1, x2 до розв’язку даної задачi:

a) x′ = t− x2, x(0) = 0.
289. Вказати який-небудь вiдрiзок Пеано для даної задачi:

a) x′ = t+ x3, x(0) = 0.
290. Визначити максимальнi областi iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi для

заданого рiвняння:
b) x′ = 2 + 3

√
x− 2t.

292. Чи можуть графiки двох розв’язкiв заданого рiвняння перетинатися в деякiй
точцi (t0, x0) ∈ R2:
a) x′ = t+ x2.

10.1. Знайти непродовжуваний розв’язок задачi Кошi для звичайного диференцiаль-
ного рiвняння {

x′ = 3x2,

x(t0) = x0,

де (t0, x0) ∈ R2 – довiльно задана точка площини.

Домашнi завдання:
287. Побудувати послiдовнi наближення x0, x1, x2 до розв’язку даної задачi:

b) x′ = x2 + 3t2 − 1, x(1) = 1.
289. Вказати який-небудь вiдрiзок Пеано для даної задачi:

b) x′ = 2x2 − t, x(1) = 1; c) x′ = t+ x3, x(1) = 0.
290. Визначити максимальнi областi iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для

заданого рiвняння:

c) x′ =
√
x− t

t− 2
; f) x′ =

x+
√
x2 − t2

t
.

293. Чи можуть графiки двох розв’язкiв даного рiвняння дотикатися один до одного
у деякiй точцi (t0, x0) ∈ R2:
a) для рiвняння x′ = t+ x2.

10.2. Знайти непродовжуваний розв’язок задачi Кошi для звичайного диференцiаль-
ного рiвняння {

x′ = −x2,
x(t0) = x0,

де (t0, x0) ∈ R2 – довiльно задана точка площини.
Додатковi завдання:

290. Визначити максимальнi областi iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для
заданого рiвняння:
d) x′ = 1 + tg x.
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Практичне заняття № 12
Рiвняння вищих порядкiв (I)

Довiдкова iнформацiя

Звичайним диференцiальним рiвнянням вищого порядку називається звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (135)

порядок якого вищий за перший.
Тут i далi n > 2 — натуральне число, x – незалежна дiйсна змiнна, y – невiдома функцiя

вiд змiнної x, а y′, . . . , y(n) – похiднi функцiї y, F (x, y1, y2, . . . , yn+1), (x, y1, y2, . . . , yn+1) ∈ Ω,
– задана функцiя, Ω – область в просторi Rn+2.

Якщо рiвняння (164) можна подати у виглядi

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), (136)

де f(x, y1, y2, . . . , yn), (x, y1, y2, . . . , yn) ∈ D, – задана функцiя, D – область в просторi
Rn+1,то його називають розв’язним стосовно старшої похiдної, а в протилежному ви-
падку — нерозв’язним стосовно старшої похiдної. Рiвняння вигляду (164) називають не
розв’язаним стосовно старшої похiдної, а рiвняння (299) — розв’язаним стосовно стар-
шої похiдної.

Пiд розв’язком рiвняння (164) розумiємо функцiю y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, яка задовольняє
умови:

1) φ ∈ Cn
(
⟨a, b⟩

)
;

2)
(
x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n)(x)

)
∈ Ω ∀x ∈ ⟨a, b⟩;

3) F (x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n)(x)) = 0 ∀x ∈ ⟨a, b⟩.

Загальним розв’язком рiвняння (164) називають функцiю

y = ψ(x,C1, . . . , Cn), (x,C1, . . . , Cn) ∈ Γ, (137)

(G — область в R1+n), яка задовольняє умову:
• для кожних конкретних допустимих значень C◦

1 , . . . , C◦
n вiдповiдних параметрiв

C1, . . . , Cn функцiя y = φ(x,C◦
1 , . . . , C

◦
n), x ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком рiвняння (164).

Повним загальним розв’язком рiвняння (164) називають загальний розв’язок (147),
якщо вiн задовольняє умову:
• який би не був розв’язок y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, рiвняння (164), знайдуться конкретнi
значення C1,φ, . . . , Cn,φ параметрiв C1, . . . , Cn такi, що

φ(x) = ψ(x,C1,φ, . . . , Cn,φ), x ∈ ⟨a, b⟩.

Пiд iнтегралом рiвняння (164) розумiють рiвняння

Φ(x, y) = 0, (138)

таке, що будь-яка неявно задана цим рiвнянням n раз неперервно-диференцiйовна функцiя
y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком рiвняння (164).
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Загальним iнтегралом рiвняння (164) називається спiввiдношення

Ψ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 (139)

таке, що виконана умова:
• при довiльно вибраних i зафiксованих допустимих значень C◦

1 , . . . , C◦
n вiдповiдних пара-

метрiв (довiльних сталих) C1, . . . , Cn рiвняння Ψ(x, y, C◦
1 , . . . , C

◦
n) = 0 є iнтегралом рiвня-

ння (164).
Повним загальним iнтегралом рiвняння (164) називають загальний iнтеграл (149),

якщо вiн задовольняє умову:
• для будь-якого iнтегралу (148) рiвняння (164) знайдуться допустимi значення C1,Φ, . . . ,
Cn,Φ параметрiв C1, . . . , Cn такi, що

Φ(x, y) = Ψ(x, y, C1,Φ, . . . , Cn,Φ).

Рiвняння вищих порядкiв, як правило, розв’язують в три етапи: 1) замiною змiнних
понижують порядок даного рiвняння до першого; 2) розв’язують отримане рiвняння пер-
шого порядку; 3) вертаються до старих змiнних.

Зрозумiло, що пониження порядку можна провести тiльки для певних типiв рiвнянь
i при цьому використовувати вiдповiднi замiни змiнних. Видiлимо декiлька груп рiвнянь
(164), для яких iснують вiдповiднi способи пониження порядку.

I група. Рiвняння вигляду
y(n) = f(x), (140)

де f(x) — задана на (a, b) i неперервна там функцiя. Розв’язок цього рiвняння шукається
n-кратним iнтегруванням функцiї f .

II група. Рiвняння вигляду
F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0, (141)

де k > 1 (рiвняння, в якому явно не фiгурують значення шуканої функцiї та її похiдних
до певного порядку).

В рiвняннi (151) робимо замiну
y(k) =: z .

Тодi
y(k+1) = z′, . . . , y(n) = z(n−k) .

Отож, рiвняння (151) зводиться до рiвняння

F (x, z, z′, . . . , z(n−k)) = 0,

порядок якого n− k < n.

III група. Рiвняння вигляду
F (y, y′, . . . , y(n)) = 0, (142)

(рiвняння, в якому явно не фiгурують значення незалежної змiнної x).
В цьому рiвняннi робимо замiну змiнних

y′ =: p,

де p = p(y) — функцiя вiд значень шуканої функцiї y.

65



Оскiльки

y′(x) = p(y(x)),

то

y′′(x) = p′(y(x)) · y′(x) = p′(y(x)) · p(y(x)),
y′′′(x) = p′′(y(x)) · y′(x) · p(y(x)) + p′(y(x)) · p′(y(x)) · y′(x) =

= p′′(y(x)) · p2(y(x)) + p′2(y(x)) · p(y(x)),
......................................................................... .

Коротко це можна записати у виглядi

y′′ = p′p, y′′′ = p′′p2 + p′2p, . . . , y(n) = g(p, p′, . . . , p(n−1)).

Отже, рiвняння (152) зводиться до рiвняння

G(y, p, p′, . . . , p(n−1)) = 0,

порядок якого на 1 менший за порядок вихiдного рiвняння.

IV група. Однорiднi рiвняння , тобто рiвняння вигляду (164), де F — однорiдна функцiя
стосовно змiнних y, y′, . . . , y(n), тобто

F (x, ky, ky′, . . . , ky(n)) = kmF (x, y, y′, . . . , y(n)) ∀k > 0, де m ∈ R − деяке число.

Покладемо
y′

y
= z.

Тодi
y′ = zy,

звiдки
y′′ = z′y + zy′ = (z′ + z2)y,

y′′′ = (z′′ + 2zz′)y + (z′ + z2)y′ = (z′′ + 3z′z + z3)y, . . . ,

y(n) = h(z, z′, . . . , z(n−1))y.

Пiдставляючи цi вирази в (164), отримаємо рiвняння

H
(
x, z, z′, . . . , h(z, z′, . . . , z(n−1))

)
= 0.

V група. Узагальнено однорiднi рiвняння, тобто рiвняння вигляду (164), де функцiя
F володiє властивiстю

F
(
kx, kmy, km−1y′, . . . , km−ny(n)

)
= kνF

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
∀k > 0,

де m i ν — деякi дiйснi числа.
Зробимо замiну змiнних при x > 0{

x = et,

y = zemt,
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де z = z(t) — "нова" шукана функцiя вiд "нової" змiнноїt.
Оскiльки

y(x) = z(t)emt|t=lnx,

то

y′x = (zemt)′t · t′x = (z′te
mt +mzemt) · 1

x′t
= (z′t +mz)e(m−1)t,

y′′x =
(
(z′t +mz)e(m−1)t

)′
t
· t′x =

[
(z′′t +mz′t)e

(m−1)t + (z′t +mz)(m− 1)e(m−1)t
]
e−t =

=
[
z′′t + (2m− 1)z′t) +m(m− 1)z

]
e(m−2)t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(n)x = q
(
z, z′t, . . . , z

(n)
t

)
e(m−n)t.

Пiдставляючи цi вирази в (164) та враховуючи рiвнiсть

F
(
et, z(et)m, (z′t +mz)(et)m−1, . . . , q(z, z′t, . . . , z

(n)
t )(et)m−n

)
=

= eνtF
(
1, z, z′t +mz, . . . , q(z, z′t, . . . , z

(n)
t )
)
,

отримаємо рiвняння
M
(
z, z′, . . . , z(n)

)
= 0,

яке належить до третьої групи.

VI група. Рiвняння, якi пiсля певних елементарних перетворень (множення i дiлення на
певнi вирази), можна записати у виглядi(

F1

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

))′
=
(
F2

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

))′
.

Звiдси, очевидно, отримаємо рiвняння

F1

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= F2

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
+ C1.

Контрольнi питання

1. Що називають звичайним диференцiальним рiвнянням (ЗДР) вищого порядку
розв’язним (нерозв’язним) стосовно похiдної?

2. Що називають розв’язком, загальним розв’язком, повним загальним розв’язком, iн-
тегралом, загальним iнтегралом та повним загальним iнтегралом ЗДР вищого порядку?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння
y′′ = 6x+ 2 .

J Дане рiвняння належить до першої групи. Маємо

y′ = 3x2 + 2x+ C1 ⇒ y = x3 + x2 + C1x+ C2.
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– повний загальний розв’язок рiвняння. I

2. Розв’язати рiвняння
2xy′y′′ = y′ 2 − 1.

J Оскiльки рiвняння явно не мiстить змiнної y, то воно належить до другої групи, а
отже, для пониження порядку робимо в ньому замiну змiнних

y′ =: z ⇒ y′′ = z′.

У результатi пiдстановки виразiв y′, y′′ через змiнну z приходимо до рiвняння першого
порядку

2xzz′ = z2 − 1. (143)

Це є рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Розв’язуємо його:

2xz
dz

dx
= z2 − 1

∣∣∣× dx

x(z2 − 1)
⇔ 2z dz

z2 − 1
=
dx

x
, z2 − 1 = 0 ⇔

d(z2 − 1)

z2 − 1
=
dx

x
, z = ±1 ⇔ ln |z2 − 1| = ln |x|+ ln |C1|, C1 ̸= 0, z = ±1

⇔ z = ±
√

1 + C1x.

Повертаючись до старих змiнних, отримаємо

y′ = ±
√

1 + C1x,

звiдки маємо сiм’ю всеможливих розв’язкiв заданого рiвняння:

y = ±
2
√
(1 + C1x)3

3C1

+ C2, якщо C1 ̸= 0, i y = ±x+ C2, якщо C1 = 0.

I

3. Розв’язати рiвняння
yy′′ = y′ 2 − y′ 3.

J Оскiльки в дане рiвняння явно не входить змiнна x, то воно належить до третьої
групи, а отже, для пониження порядку робимо в ньому замiну змiнних

y′ =: p , де p = p(y), ⇒ y′′ = pp′.

Отож, дане рiвняння зводиться до рiвняння першого порядку вiдносно невiдомої функцiї
p вiд змiнної y:

yp′p = p2 − p3 ⇔ p(yp′ + p2 − p) = 0,

звiдки отримаємо сукупнiсть рiвнянь

p = 0 або yp′ + p2 − p = 0. (144)

Розв’яжемо друге рiвняння, яке є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними:

yp′ + p2 − p = 0 ⇔ y
dp

dy
+ p2 − p = 0

∣∣∣× dy

y(p2 − p)
⇔
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dp

p2 − p
+
dy

y
= 0 або y = 0 або p = 0 або p = 1.∫

dp

p2 − p
+ ln |y| = ln |C1| ⇔ ln

∣∣∣p− 1

p

∣∣∣ = ln
∣∣∣C1

y

∣∣∣ ⇔ p− 1

p
=
C1

y
⇔

p =
y

y − C1

.

Повертаючись до старих змiнних, одержуємо

y′ =
y

y − C1

⇔ dy

dx
=

y

y − C1

∣∣∣× (y − C1) dx

y
⇔ (y − C1) dy

y
= dx ⇔∫ (

1− C1

y

)
dy = x+ C2 ⇔ y − C1 ln y = x+ C2.

Також маємо
p = 0 ⇒ y′ = 0 ⇒ y = C1,

p = 1 ⇒ y′ = 1 ⇒ y = x+ C2.

Отже, всеможливими розв’язками рiвняння є функцiї

y − C1 ln y = x+ C2 та y = C1 .

I

4. Розв’язати рiвняння
xyy′′ − xy′ 2 = yy′.

J Дане рiвняння є однорiдним стосовно змiнних y, y′, y′′, а тому належить до четвертої
групи. Отже, робимо в ньому замiну змiнних

y′

y
=: z ⇒ y′ = yz, ⇒ y′′ = y(z2 + z′).

У результатi отримаємо рiвняння

xy2(z2 + z′)− x(yz) 2 = y2z,

звiдки
xz′ = z.

Це є рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Розв’яжемо його:

x
dz

dx
= z

∣∣∣× dx

xz
⇔ dz

z
=
dx

x
, z = 0 ⇔ ln |z| = ln |x|+ ln |C1|, C1 ̸= 0, z = 0 ⇔

z = C1x .

Повертаючись до старих змiнних, одержуємо

y′

y
= C1x ⇔

(
ln |y|

)′
= C1x ⇔ ⇔ ln |y| = C1x

2/2 + ln |C2| ⇔

y = C2e
C1x2/2

– повний загальний розв’язок даного рiвняння. I

69



Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння (або задачу Кошi):

1∗. y′′′ = sin 2x+ ex.; 536. y′ = 2xy′′ + 4y′′ + 3; 552. yy′′ + y′2 = 3yy′;
564. 2yy′′ − 3y′2 = 4y2.

Знизити порядок рiвняння, користуючись його однорiднiстю розв’язати це рiвняння:

618. y′′ +
y′

x
+

y

x2
=
y′2

y
.

Домашнi завдання:
Розв’язати рiвняння (або задачу Кошi):

538. y′ − 1

2
xy′′ + 2y′′ = 1; 544. y′ =

1

2
xy′′2 − y′′2 + 4;

570. y′′′y′ − 3y′′2 = 0;
553. 2yy′′ − (y − 2)y′2 = (y + 2)y′, y(0) = 1, y′(0) = −5;

567. yy′′ + y′2 =
yy′√
1 + x2

;

582. y′′y3 + 1 = 0, y(1) = 1, y′(1) = 1;

545.
(
3

2
x− 7

2

)
(yy′′ − y′2) +

5

9
y2 = yy′;

572. yy′′ − y′(2
√
yy′ − y′) = 0.

Знизити порядок рiвняння, користуючись його однорiднiстю розв’язати це рiвняння:
615. (x2 + 1)(y′2 − yy′′) = xyy′.

Додатковi завдання:
542. y′ = xy′′2 − 2y′′2 + 1; 564. 2yy′′ − 3y′2 = 4y2.

Вiдповiдi:

536. y = C1|2x+ 4|3/2 + 3x+ C2; 538. y = C1

(
x

2
− 2

)3

+ x+ C2;

542. y = x+ C, y =
x2

2
+

4C1

3
|x− 2|3/2 ± C2

1x− x+ C2;

544. y = 4x+ C; y = x2 +
16

3
C1

∣∣∣∣x2 − 1

∣∣∣∣3/2 ± C2
1x+ C2;

545. y = C2 exp

(
x2

3
+

16

27
C1

∣∣∣∣32x− 7

2

∣∣∣∣3/2 ± C2
1x− x

)
, y = C2e

5x/9;

552. 3y2 + C1 = C2e
3x; 553. (y + 4)4 = 54ex+y−1;

557. y = e3/y−x/2−3; 564. y cos2(x+ C1) = C2;
567. y2 = C1 + C2

(
x2 + x

√
1 + x2 + ln(x+

√
1 + x2)

)
;

570. x = C1y
2 + C2y + C3; 572. ln(y + C1) +

C1

y + C1

= x+ C2;

582. y2 = 2x− 1; 618. y = C2|x|C1−(1/2) ln |x|.
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Практичне заняття № 13
Рiвняння вищих порядкiв (II)

Довiдкова iнформацiя

Звичайним диференцiальним рiвнянням вищого порядку називається звичай-
не диференцiальне рiвняння

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (145)

порядок якого вищий за перший.
Тут i далi n > 2 — натуральне число, x – незалежна дiйсна змiнна, y – невiдома функцiя

вiд змiнної x, а y′, . . . , y(n) – похiднi функцiї y, F (x, y1, y2, . . . , yn+1), (x, y1, y2, . . . , yn+1) ∈ Ω,
– задана функцiя, Ω – область простору Rn+2.

Якщо рiвняння (164) можна подати у виглядi

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), (146)

де f(x, y1, y2, . . . , yn), (x, y1, y2, . . . , yn) ∈ D, – задана функцiя,D – область простору Rn+1,то
його називають розв’язним стосовно старшої похiдної, а в протилежному випадку — неро-
зв’язним стосовно старшої похiдної. Рiвняння вигляду (299) називають розв’язаним сто-
совно старшої похiдної.

Пiд розв’язком рiвняння (164) розумiємо функцiю y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, яка задоволь-
няє умови:

1) φ ∈ Cn
(
⟨a, b⟩

)
;

2)
(
x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n)(x)

)
∈ Ω ∀x ∈ ⟨a, b⟩;

3) F (x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n)(x)) = 0 ∀x ∈ ⟨a, b⟩.
Загальним розв’язком рiвняння (164) називають функцiю

y = ψ(x,C1, . . . , Cn), (x,C1, . . . , Cn) ∈ Ω, (147)

(Ω — область в R1+n), яка задовольняє умову:
• для кожних конкретних допустимих значень C◦

1 , . . . , C◦
n вiдповiдних параметрiв

C1, . . . , Cn функцiя y = ψ(x,C◦
1 , . . . , C

◦
n) є розв’язком рiвняння (164).

Повним загальним розв’язком рiвняння (164) називають загальний розв’язок
(147), якщо вiн задовольняє умову:
• який би не був розв’язок y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, рiвняння (164), знайдуться конкретнi
значення C1,φ, . . . , Cn,φ параметрiв C1, . . . , Cn такi, що

φ(x) = ψ(x,C1,φ, . . . , Cn,φ), x ∈ ⟨a, b⟩.

Пiд iнтегралом рiвняння (164) розумiють рiвняння

Φ(x, y) = 0, (148)

таке, що будь-яка n раз неперервно-диференцiйовна функцiя y = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, неявно
задана цим рiвнянням, є розв’язком рiвняння (164).

Загальним iнтегралом рiвняння (164) називають спiввiдношення

Ψ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 (149)
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таке, що виконана умова:
• при довiльно вибраних i зафiксованих допустимих значень C◦

1 , . . . , C◦
n вiдповiдних пара-

метрiв (довiльних сталих) C1, . . . , Cn рiвняння Ψ(x, y, C◦
1 , . . . , C

◦
n) = 0 є iнтегралом рiвня-

ння (164).
Повним загальним iнтегралом рiвняння (164) називають загальний iнтеграл

(149), якщо вiн задовольняє умову:
• для будь-якого iнтегралу (148) рiвняння (164) знайдуться допустимi значення C1,Φ, . . . ,
Cn,Φ параметрiв C1, . . . , Cn такi, що

Φ(x, y) = Ψ(x, y, C1,Φ, . . . , Cn,Φ).

Рiвняння вищих порядкiв, як правило, розв’язують в три етапи: 1) замiною змiнних
понижують порядок даного рiвняння до першого; 2) розв’язують отримане рiвняння пер-
шого порядку; 3) вертаються до старих змiнних.

Зрозумiло, що пониження порядку можна провести тiльки для певних типiв рiвнянь
i при цьому використовувати вiдповiднi замiни змiнних. Видiлимо декiлька груп рiвнянь
(164), для яких iснують вiдповiднi способи пониження порядку.

I група. Рiвняння вигляду
y(n) = f(x), (150)

де f(x) — задана на (a, b) i неперервна там функцiя. Розв’язок цього рiвняння шукається
n-кратним iнтегруванням функцiї f .

II група. Рiвняння вигляду
F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0, (151)

де k > 1 (рiвняння, в якому явно не фiгурують значення шуканої функцiї та її похiдних
до певного порядку).

В рiвняннi (151) робимо замiну
y(k) =: z .

Тодi
y(k+1) = z′, . . . , y(n) = z(n−k) .

Отож, рiвняння (151) зводиться до рiвняння

F (x, z, z′, . . . , z(n−k)) = 0,

порядок якого n− k < n.

III група. Рiвняння вигляду
F (y, y′, . . . , y(n)) = 0, (152)

(рiвняння, в якому явно не фiгурують значення незалежної змiнної x).
В цьому рiвняннi робимо замiну змiнних

y′ =: p,

де p = p(y) — функцiя вiд значень шуканої функцiї y.
Оскiльки

y′(x) = p(y(x)),
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то

y′′(x) = p′(y(x)) · y′(x) = p′(y(x)) · p(y(x)),
y′′′(x) = p′′(y(x)) · y′(x) · p(y(x)) + p′(y(x)) · p′(y(x)) · y′(x) =

= p′′(y(x)) · p2(y(x)) + p′2(y(x)) · p(y(x)),
......................................................................... .

Коротко це можна записати у виглядi

y′′ = p′p, y′′′ = p′′p2 + p′2p, . . . , y(n) = g(p, p′, . . . , p(n−1)).

Отже, рiвняння (152) зводиться до рiвняння

G(y, p, p′, . . . , p(n−1)) = 0,

порядок якого на 1 менший за порядок вихiдного рiвняння.

IV група. Однорiднi рiвняння , тобто рiвняння вигляду (164), де F — однорiдна функцiя
стосовно змiнних y, y′, . . . , y(n), тобто

F (x, ky, ky′, . . . , ky(n)) = kmF (x, y, y′, . . . , y(n)) ∀k > 0, де m ∈ R − деяке число.

Покладемо
y′

y
= z.

Тодi
y′ = zy,

звiдки
y′′ = z′y + zy′ = (z′ + z2)y,

y′′′ = (z′′ + 2zz′)y + (z′ + z2)y′ = (z′′ + 3z′z + z3)y, . . . ,

y(n) = h(z, z′, . . . , z(n−1))y.

Пiдставляючи цi вирази в (164), отримаємо рiвняння

H
(
x, z, z′, . . . , h(z, z′, . . . , z(n−1))

)
= 0.

V група. Узагальнено однорiднi рiвняння, тобто рiвняння вигляду (164), де функцiя
F володiє властивiстю

F
(
kx, kmy, km−1y′, . . . , km−ny(n)

)
= kνF

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
∀k > 0, (153)

де m i ν — деякi дiйснi числа.
Зробимо замiну змiнних при x > 0{

x = et,

y = zemt,

де z = z(t) — нова шукана функцiя вiд нової змiнної t.
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Оскiльки

y(x) = z(t)emt|t=lnx,

то

y′x = (zemt)′t · t′x = (z′te
mt +mzemt) · 1

x′t
= (z′t +mz)e(m−1)t,

y′′x =
(
(z′t +mz)e(m−1)t

)′
t
· t′x =

[
(z′′t +mz′t)e

(m−1)t + (z′t +mz)(m− 1)e(m−1)t
]
e−t =

=
[
z′′t + (2m− 1)z′t) +m(m− 1)z

]
e(m−2)t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(n)x = q
(
z, z′t, . . . , z

(n)
t

)
e(m−n)t.

Пiдставляючи цi вирази в (164) та враховуючи рiвнiсть

F
(
et, z(et)m, (z′t +mz)(et)m−1, . . . , q(z, z′t, . . . , z

(n)
t )(et)m−n

)
=

= eνtF
(
1, z, z′t +mz, . . . , q(z, z′t, . . . , z

(n)
t )
)
,

отримаємо рiвняння
M
(
z, z′, . . . , z(n)

)
= 0,

яке належить до третьої групи.

VI група. Рiвняння, якi пiсля певних елементарних перетворень (множення i дiлення на
певнi вирази), можна записати у виглядi(

F1

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

))′
=
(
F2

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

))′
.

Звiдси, очевидно, отримаємо рiвняння

F1

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= F2

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
+ C1.

Контрольнi питання

1. Що називають звичайним диференцiальним рiвнянням (ЗДР) вищого порядку
розв’язним (нерозв’язним) стосовно похiдної?

2. Що називають розв’язком, загальним розв’язком, повним загальним розв’язком, iн-
тегралом, загальним iнтегралом та повним загальним iнтегралом ЗДР вищого порядку?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння
x4y′′ + (xy′ − y)3 = 0.

J Переконаємося, що дане рiвняння узагальнено однорiдним. Приймемо

F (x, y, y′, y′′) := x4y′′ + (xy′ − y)3
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i перевiримо виконання умови (153), яка в даному випадку має вигляд:

F (kx, kmy, km−1y′, km−2y′′) = kνF (x, y, y′, y′′) ∀k > 0,

тобто
(kx)4(km−2y′′) +

(
(kx)(km−1y′)− (kmy)

)3
= kν(x4y′′ + (xy′ − y)3) ⇔

k4+m−2x4y′′ +
(
k1+m−1xy′ − kmy

)3
= kν(x4y′′ + (xy′ − y)3).

Звiдси випливає, що дане рiвняння є узагальнено однорiдним, якщо iснують числа m, ν
такi, що

4 +m− 2 = 3(1 +m− 1) = 3m = ν. (154)

Очевидно, що значення m має бути розв’язком рiвняння: m+2 = 3m, звiдки маємо m = 1,
а тодi ν = 3. Отож, дане рiвняння є узагальнено однорiдним i нам треба в ньому зробити
замiну змiнних {

x = et,
y = zet.

(155)

Звiдси знаходимо

y′ = (z′et + zet)e−t = z′ + z, y′′ = (z′′ + z′)e−t.

Пiдставляємо вирази x, y, y′, y′′ вiдповiдно через t, z, z′, z′′ в дане рiвняння:

e4t(z′′ + z′)e−t + (et(z′ + z)− zet)3 = 0
∣∣∣ : e3t ⇔

z′′ + z′ + z′ 3 = 0. (156)

Оскiльки у рiвняння (156) явно не входить змiнна t, то це рiвняння належить до третьої
групи, а отже, для пониження його порядку треба в ньому зробити замiну змiнних

z′ = p, де p = p(z).

Тодi z′′ = pp′ i рiвняння (156) зводиться до рiвняння першого порядку

p′p+ p+ p3 = 0.

Звiдси p(p′ + 1 + p2) = 0, тобто

p = 0 або p′ = −(1 + p2). (157)

Розв’яжемо друге рiвняння отриманої сукупностi, яке є рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними:

dp

dz
= −(1 + p2)

∣∣∣× dz

1 + p2
⇔ dp

1 + p2
= −dz

(
1 + p2 > 0 ∀p ∈ R

)
⇔

arctg p = −z + C1 ⇔ p = − tg(z − C1)

Врахувавши отримане i вертаючись до старих змiнних, iз сукупностi (157) здобуваємо

z′ = 0 або z′ = − tg(z − C1). (158)
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З першого рiвняння одержуємо, що z = C1, а друге рiвняння розв’яжемо, вiдокремивши
змiннi, так:

dz

dt
= − tg(z −C1)

∣∣∣× dt

tg(z − C1)
⇔ cos(z − C1)

sin(z − C1)
dz = −dt або sin(z −C1) = 0 ⇔

∫
d sin(z − C1)

sin(z − C1)
dz = −t+ ln |C2| або sin(z − C1) = 0 ⇔

ln | sin(z − C1)| = ln e−t + ln |C2|, C2 ̸= 0, або sin(z − C1) = 0 ⇔

sin(z − C1) = C2e
−t.

Повертаючись до старих змiнних (et = x, z = y/x), знаходимо всеможливi розв’язки
вихiдного рiвняння

z = C1 ⇒ y = C1x,
sin(z − C1) = C2e

−t ⇒ sin(y/x− C1) = C2/x.

Зауважимо, що розв’язок y = C1x входить у сiм’ю розв’язкiв sin(y/x − C1) = C2/x,
коли взяти C2 = 0.

Отож,
sin(y/x− C1) = C2/x

– повний загальний iнтеграл даного рiвняння. I
2. Розв’язати рiвняння

yy′′′ + 3y′y′′ = 0.

J Легко бачити, що

yy′′′ + 3y′y′′ = 0
∣∣∣× 1

yy′′
⇔ y′′′

y′′
+ 3

y′

y
= 0 або y′′ = 0 ⇔

(ln |y′′|)′ + 3(ln |y|)′ = 0 або y′ = C1 ⇔

y′′y3 = C1 або y = C1x+ C2.

Зробимо в рiвняннi
y′′y3 = C1

замiну змiнних
y′ = p, де p = p(y).

Тодi y′′ = p′p i в результатi отримаємо рiвняння першого порядку з вiдокремлюваними
змiнними

y3pp′ = C1.

Звiдси

y3p
dp

dy
= C1

∣∣∣× dy

y3
⇔ p dp = C1

dy

y3
⇔ p2

2
=

C1

−2y2
+
C2

2
⇔

p2 =
C2y

2 − C1

y2
⇔ p = ±

√
C2y2 − C1

y
.
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Повертаючись до старих змiнних, матимемо

y′ = ±
√
C2y2 − C1

y
⇔ dy

dx
= ±

√
C2y2 − C1

y

∣∣∣× y dx√
C2y2 − C1

⇔ y dy√
C2y2 − C1

= ± dx∫
y dy√

C2y2 − C1

= ±x+ C3,

звiдки C2y
2−C1 = C2

2(±x+C3)
2, якщо C2 ̸= 0, i y2 = 2

√
−C1(±x+C3), якщо C2 = 0 (тодi

C1 6 0).
Отже, всеможливi розв’язки рiвняння є функцiї, заданi сукупнiстю загального розв’яз-

ку i загальних iнтегралiв

y = C1x+ C2, C2y
2 − C1 = C2

2(±x+ C3)
2, y2 = 2

√
−C1(±x+ C3).

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Знизити порядок рiвнянь, користуючись їхньою однорiднiстю, i розв’язати цi рiвняння:

625.
y2

x2
+ y′2 = 3xy′′ +

2yy′

x
; 627. x2(2yy′′ − y′2) = 1− 2xyy′.

Знизивши порядок рiвнянь, звести їх до рiвнянь першого порядку:
642. 2yy′′′ = y′.
Знайти розв’язки рiвнянь, що задовольняють заданi початковi умови:
649. yy′′ = 2xy′2, y(2) = 2, y′(2) = 0, 5;
651. y′′′ = 3yy′, y(0) = −2, y′(0) = 0, y′′(0) = 4, 5.

Домашнi завдання:
Знизити порядок рiвнянь, користуючись їхньою однорiднiстю, i розв’язати цi рiвняння:
623. 4x2y3y′′ = x2 − y4; 624. x3y′′ = (y − xy′)(y − xy′ − x);
630. yy′ + xyy′′ − xy′2 = x3.
Знизивши порядок рiвнянь, звести їх до рiвнянь першого порядку:
640. yy′′ = y′2 + 2xy2; 646. (y′y′′′ − 3y′′2)y = y′5;
648. x2(y2y′′′ − y′3)2y2y′ − 3xyy′2.
Знайти розв’язки рiвняння, що задовольняють заданi початковi умови:
652. y′′ cos y + y′2 sin y = y′, y(−1) = π

6
, y′(−1) = 2.

Додатковi завдання:
Знизивши порядок рiвнянь, звести їх до рiвнянь першого порядку:
639. y′y′′′ = y′′2 + y′2y′′.
Знайти розв’язки рiвнянь, що задовольняють заданi початковi умови:
650. 2y′′′ − 3y′2 = 0, y(0) = −3, y′(0) = 1, y′′(0) = −1.

7. Вiдповiдi:
623. 4C1y

2 = 4x+ x(C1 lnC2x)
2;

624. y = −x ln(C2 lnC1x), y = Cx;
625.

y

x
= C2 − 3 ln |1/x− C1|, y = Cx;

627. 4(C1y − 1) = C2
1 ln

2C2x;
630. 2C1C2y = C2

2 |x|2+C1 + |x|2−C1 ;
649. (3− x)y5 = 8(x+ 2); 650. y(x+ 2) = −x− 6;

651. y = 3th2x
√
3

2
− 2; 652. ln tg

(
y

2
+
π

6

)
= 2x+ 2.
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Практичне заняття № 14
Iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для нормальних

систем i рiвнянь вищих порядкiв

Довiдкова iнформацiя

Пiд Rk, де k ∈ N, розумiтимемо нормований лiнiйний простiр над полем R, який скла-
дається з впорядкованих наборiв з k дiйсних чисел (векторiв) z = (z1, . . . , zk), зi стандар-
тними операцiями додавання та множення на скаляр i нормою |z| := max

16i6n
|zi|.

Нормальною системою звичайних диференцiальних рiвнянь n-го порядку назива-
ють систему 

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn),

(159)

де n > 2 – натуральне число, t – незалежна дiйсна змiнна, x1, . . . , xn – невiдомi дiйснi
функцiї вiд змiнної t, x′1, . . . , x′n – похiднi невiдомих функцiй, f1 : D → R, . . . , fn : D → R
– заданi неперервнi функцiї, D – область в просторi R1+n.

Означення 5. Розв’язком нормальної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (159)
називають систему функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, де ∞ 6 a < b 6 +∞,

якi задовольняють умови:

1) φ1, . . . , φn ∈ C1
(
⟨a, b⟩

)
;

2) (t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∈ D ∀t ∈ ⟨a, b⟩;

3)


φ′
1(t) = f1(t, φ1(t), . . . , φn(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
φ′
n(t) = fn(t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Задача Кошi для системи (159) полягає у знаходженнi розв’язку цiєї системи, який
задовольняє початкову умову 

x1(t0) = x01,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(160)

де (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — яка-небудь фiксована точка з D.

Цю задачу коротко називатимемо задачею (159), (160).
При дослiдженнi питання iснування розв’язку задачi (159),(160), його єдиностi та

неперервної залежностi вiд вхiдних даних важливу роль вiдiграє система iнтегральних
рiвнянь 

x1 = x01 +

t∫
t0

f1(s, x1, . . . , xn) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = x0n +

t∫
t0

fn(s, x1, . . . , xn) ds.

(161)
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Розв’язком системи скалярних рiвнянь (161) називають систему функцiй x1 = ψ1(t),. . . ,
xn = ψn(t), t ∈ ⟨c, d⟩, якi задовольняють умови

1) ψ1, . . . , ψn ∈ C
(
⟨c, d⟩

)
;

2)
(
t, ψ1(t), . . . , ψn(t)

)
∈ D ∀t ∈ ⟨c, d⟩;

3)



ψ1(t) = x01 +

t∫
t0

f1(s, ψ1(s), . . . , ψn(s)) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψn(t) = x01 +

t∫
t0

fn(s, ψ1(s), . . . , ψn(s)) ds ∀t ∈ ⟨c, d⟩.

Правильне таке твердження.

Теорема 2. Нехай f1, . . . , fn ∈ C(D). Тодi будь-який розв’язок задачi (159),(160) є розв’яз-
ком системи iнтегральних рiвнянь (161)) i, навпаки, довiльний розв’язок системи (173)
є розв’язком задачi (159),(160).

Правильне таке твердження.

Теорема 3 (Пеано). Нехай f1, . . . , fn ∈ C(D). Тодi задача (159),(160) має розв’язки.

Зауваження 0.0.1. Умови теореми Пеано не гарантують єдиностi розв’язку задачi Ко-
шi в сенсi, що будь-якi два її розв’язки збiгаються на спiльнiй частинi областi їх визна-
чення.

Означення 6. Скажемо, що функцiя g(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ G, де G — множи-
на в R1+n, задовольняє умову Лiпшiца за всiма аргументами, крiм першого (тобто за
змiнними x1, . . . , xn), якщо iснує стала L > 0 така, що∣∣g(t, x11, . . . , x1n)− g(t, x21, . . . , x

2
n)
∣∣ 6 L max

16i6n
|x1i − x2i |

∀ (t, x11, . . . , x1n), (t, x21, . . . , x
2
n) ∈ G. (162)

Означення 7. Функцiя g(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ G, де G — множина в R1+n,
задовольняє умову Лiпшiца за всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними
x1, . . . , xn) в G локально, якщо для будь-якого компакту K ⊂ G звуження функцiї g на
компакт K задовольняє умову Лiпшiца (на K) за всiма аргументами, крiм першого.

Теорема 4 (Пiкар). Нехай функцiї fi, i = 1, n, є неперервними на D i задовольняють
умову Лiпшiца за всiма аргументами, крiм першого, локально. Тодi для будь-якої точки
(t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈ D задача (159), (160) має розв’язки i будь-якi два з них збiгаються на

спiльнiй частинi їх областей визначення.

Зауваження 0.0.2. Умови теореми 4 виконуються, якщо

fj,
∂fj
∂xk

∈ C(D), j, k = 1, n.
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Зауваження 0.0.3. Нехай виконуються умови теореми Пiкара i r > 0 та q1 >
0, . . . , qn > 0 такi, що

P r, q1, ..., qn
t0,x0

1,...,x
0
n
:=
{
(t, x1, . . . , xn)

∣∣ |t− t0| 6 r, |xi − x0i | 6 qi, i = 1, n
}
⊂ D.

Тодi задача (159), (160) має розв’язок, визначений на вiдрiзку Пеано

It0,h:=[t0 − h, t0 + h],

де h = min
{
r,
q1
m1

, . . . ,
qn
mn

}
, а mi:= max

(t,x1,...,xn)∈P
r, q1, ..., qn

t0,x
0
1,...,x

0
n

|fi(t, x1, . . . , xn)|, i = 1, n.

Зауваження 0.0.4. Розв’язок x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ It0,h, про який йдеться у
зауваженнi 0.0.3, отримують як границю послiдовностi послiдовних наближень:


x
⟨0⟩
1 (t) := x01,

. . . . . . . .
x⟨0⟩n (t) := x0n,



x
⟨k⟩
1 (t) := x01 +

t∫
t0

f1(s, x
⟨k−1⟩
1 (s), . . . , x⟨k−1⟩

n (s)) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x⟨k⟩n (t) := x0n +

t∫
t0

fn(s, x
⟨k−1⟩
1 (s), . . . , x⟨k−1⟩

n (s)) ds, t ∈ It0,h, k ∈ N,

(163)
тобто φi(t) = lim

k→+∞
x
⟨k⟩
i (t), t ∈ It0,h, i = 1, n.

Теорема 5 (iснування непродовжуваного розв’язку). Нехай виконуються умови теореми
4. Тодi iснує i тiльки один непродовжуваний розв’язок задачi(159),(160), вiн визначений
на iнтервалi i є продовженням будь-якого iншого розв’язку.

Звичайним диференцiальним рiвнянням вищого порядку називають звичайне
диференцiальне рiвняння

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0, (164)

порядок якого вищий за перший. В рiвняннi (164) n > 2 — натуральне число, t – неза-
лежна дiйсна змiнна, x – невiдома функцiя вiд змiнної t, а x′, . . . , x(n) – похiднi функцiї
x, F (t, x1, . . . , xn, xn+1), (t, x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Ω, – задана функцiя, Ω – область простору
Rn+2.

Якщо рiвняння (164) можна подати у виглядi

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)), (165)

де f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, – задана функцiя, D – область простору R1+n, то його
називають розв’язним стосовно старшої похiдної, а в протилежному випадку — нерозв’я-
зним стосовно старшої похiдної. Рiвняння вигляду (299) називають розв’язаним стосовно
старшої похiдної.

Означення 8. Розв’язком рiвняння (164) називають функцiю x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, яка
задовольняє умови:

1) ψ ∈ Cn
(
⟨a, b⟩

)
;

2)
(
t, ψ(t), ψ′(t), . . . , ψ(n)(t)

)
∈ Ω ∀t ∈ ⟨a, b⟩;
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3) F (t, ψ(t), ψ′(t), . . . , ψ(n)(t)) = 0 ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Далi розглянемо рiвняння (299) (розв’язане стосовно похiдної) i поряд з ним таку
нормальну систему 

x′1 = x2 ,

x′2 = x3 ,

. . . . . . . . .
x′n−1 = xn ,

x′n = f(t, x1, . . . , xn) .

(166)

Теорема 6. Якщо функцiя
x = ψ(t), t ∈ ⟨a, b⟩,

є розв’язком рiвняння (299), то система функцiй

x1 = ψ(t), x2 = ψ′(t), . . . , xn = ψ(n−1)(t), t ∈ ⟨a, b⟩, (167)

є розв’язком нормальної системи (166).
I навпаки, якщо система функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨c, d⟩, (168)

є розв’язком нормальної системи (166), то функцiя

x = φ1(t), t ∈ ⟨c, d⟩,

є розв’язком рiвняння (299), причому

φ2 = φ′
1, φ3 = φ′′

2, . . . , φn = φ
(n−1)
1 . (169)

Наслiдок 1. Мiж множинами розв’язкiв рiвняння (299) та системи (166) iснує взаємно
однозначне вiдображення, визначене за правилом

x1 = x,

x2 = x′,

. . . . . . . . .
xn = x(n−1),

(170)

де x — розв’язок рiвняння (299), а x1, . . . , xn — розв’язок системи (166).

Задача Кошi для рiвняння (299) полягає у знаходженнi розв’язку цього рiвняння,
який задовольняє початковi умови

x(t0) = x01,

x′(t0) = x02,

. . . . . . . . . . .
x(n−1)(t0) = x0n,

(171)

де (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — задана точка областi D (початковi данi).

Цю задачу коротко називатимемо задачею (299),(300).
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Розглянемо поряд iз задачею (299),(300) задачу Кошi для нормальної системи (166) з
початковими умовами 

x1(t0) = x01,

x2(t0) = x02,

. . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(172)

де значення (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — тi ж самi, що i в (300). Виходячи з наслiдку теореми 6,

приходимо до висновку, що питання про коректнiсть задачi (299),(300) зводиться до ана-
логiчного питання стосовно задачi (166),(172), для якої ми його вже вирiшили. Тому, ви-
користовуючи вiдповiднi результати для нормальних систем, можна сформулювати такi
твердження.

Теорема 7 (Пеано). Нехай f ∈ C(D). Тодi задача (299),(300) має розв’язки.

Теорема 8 (Пiкар). Нехай функцiя f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, є неперервною i за-
довольняє локально умову Лiпшiца за всiма змiнними, крiм першої. Тодi iснують розв’яз-
ки задачi (299),(300), причому будь-якi два з них спiвпадають на спiльнiй частинi їх
областей визначення.

Зауваження 0.0.5. Як випливає з вище сказаного, для знаходження розв’язку задачi
(299),(300) при виконаннi умов теореми 8 можна використати такий спосiб:

1) Переходимо до задачi Кошi (166),(172), розв’язки якої пов’язанi взаємно однозначно з
розв’язками задачi (299),(300) за правилом (170).

2) Будуємо послiдовнiсть послiдовних наближень розв’язку задачi (166),(172):


x
⟨0⟩
1 (t) := x01,

. . . . . . . . . .
x⟨0⟩n (t) := x0n,



x
⟨k⟩
1 (t) := x01 +

t∫
t0

x
⟨k−1⟩
2 (s) ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
⟨k⟩
n−1(t) := x0n−1 +

t∫
t0

x
⟨k−1⟩
n (s) ds,

x⟨k⟩n (t) := x0n +

t∫
t0

f(s, x
⟨k−1⟩
1 (s), . . . , x⟨k−1⟩

n (s)) ds, t ∈ It0,h, k ∈ N,

(173)

3) Знаходимо φ(t) = lim
k→+∞

x
⟨k⟩
1 (t), t ∈ It0,h.

Тодi функцiя x = φ(t), t ∈ It0,h, є шуканим розв’язком задачi (299),(300).

Теорема 9 (iснування непродовжуваного розв’язку). Нехай функцiя f(t, x1, . . . , xn),
(t, x1, . . . , xn) ∈ D, є неперервною i задовольняє локально умову Лiпшiца за всiма змiнни-
ми, крiм першої. Тодi iснує i тiльки один непродовжуваний розв’язок задачi (299),(300),
вiн визначений на iнтервалi i є продовженням будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi.

Контрольнi питання

1. Що називають нормальною системою звичайних диференцiальних рiвнянь (НС) i її
розв’язком?
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2. В чому полягає задача Кошi для НС? Якi умови на вхiднi данi гарантують коре-
ктнiсть задачi Кошi для НС?

3. Коли задача Кошi для НС має розв’язок? Як знайти послiдовнi наближення розв’яз-
ку задачi Кошi для НС? Сформулювати теорему про непродовжувальний розв’язок задачi
Кошi для НС.

4. Що таке звичайне диференцiальне рiвняння вищого порядку i його розв’язок?
5. В чому полягає задача Кошi для рiвняння вищого порядку та якi умови на вхiднi

данi гарантують коректнiсть задачi Кошi для НС? Сформулювати теорему про непродов-
жуваний розв’язок задачi Кошi для рiвняння вищого порядку.

Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти область iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для нормальної системи x′ =
y2 +

√
t

t
,

y′ = ln x.

J Приймемо f(t, x, y) :=
y2 +

√
t

t
, g(t, x, y) := ln x. Легко переконатися, що функцiї

f, g, fx, gx, fy, gy визначенi та неперервнi в областi D := {(t, x, y) : t > 0, x > 0, y ∈ R}.
Отже, D – область iснування i єдиностi розв’язку задачi Кошi для даної системи. I
2. Вказати який-небудь вiдрiзок, на якому визначений розв’язок нормальної системи x′ = x+ y2,

y′ = 3x+ |y|.

з початковими умовами x(1) = 1, y(1) = 0.
J Розглянемо паралелепiпед

Π1,1,1
1,1,0 =

{
(t, x, y) ∈ R3

∣∣ 0 6 t 6 2, 0 6 x 6 2, −1 6 y 6 1
}
.

Знаходимо

m1 := max
Π1,1,1

1,1,0

|x+ y2| = 3, m2 := max
Π1,1,1

1,1,0

|3x+ |y|| = 7, h := min
{
1,

1

3
,
1

7

}
=

1

7
.

Отож, iснує розв’язок даної задачi, визначений на вiдрiзку
[
1− 1

7
, 1 +

1

7

]
=
[6
7
,
8

7

]
.

3. Побудувати два послiдовних наближення (не рахуючи нульового) розв’язку задачi Кошi для
нормальної системи {

x′ = et + y
y′ = x2

(174)

з початковими умовами {
x(0) = 1

y(0) = 0
. (175)
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J Спочатку запишемо систему iнтегральних рiвнянь, яка еквiвалентна данiй задачi. Для
цього припустимо, що x = x(t), y = y(t), t ∈ ⟨a, b⟩, – розв’язок системи (174) i пiдста-
вимо його в рiвняння системи та проiнтегруємо отриманi рiвностi вiд 0 до t, попередньо
замiнивши символ t на символ s:

x(t)− x(0) =
t∫
0

(es + z(s)) ds

y(x)− y(0) =
t∫
0

x2(s) ds

.

Звiдси, використовуючи початковi умови (178), одержуємо систему iнтегральних рiвнянь,
яка еквiвалентна задачi Кошi (174),(178):

x = 1 +
t∫
0

(es + y) ds,

y =
t∫
0

x2 ds.

(176)

Тодi рекурентнi формули для знаходження послiдовних наближень розв’язку задачi
(174), (178) матимуть вигляд:

{
x0(t) = 1,
y0(t) = 0,


xk+1(t) = 1 +

t∫
0

(es + yk(s)) ds,

yk+1(t) =
t∫
0

x2k(s) ds.

Знайдемо перше послiдовне наближення:
x1(t) := 1 +

t∫
0

es ds = et,

y1(t) :=
t∫
0

ds = t.

Тодi шукаємо друге послiдовне наближення:
x2(t) := 1 +

t∫
0

(es + s) ds = et +
t2

2
,

y2(t) :=
t∫
0

e2s ds =
1

2
e2t − 1

2
.

I
4. Побудувати два послiдовних наближення (не рахуючи нульового) розв’язку задачi Кошi для
рiвняння другого порядку

x′′ − tx′ + 3x = et (177)

з початковими умовами {
x(0) = 1,

x′(0) = 2.
(178)

J Спочатку розв’яжемо дане рiвняння вiдносно старшої похiдної (тобто вiдносно x′′):

x′′ = tx′ − 3x+ et (179)
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i, ввiвши нову невiдому функцiю y := x′, зведемо рiвняння (179) до нормальної системи{
x′ = y
y′ = ty − 3x+ et,

(180)

а початковi умови (178) до початкових умов{
x(0) = 1,

y(0) = 2.
(181)

У результатi ми отримали задачу Кошi для нормальної системи (180) з початковими умо-
вами (181), розв’язком якої є пара функцiй x, y вiд змiнної t, перша з яких є розв’язком
задачi Кошi (177), (178). Запишемо систему iнтегральних рiвнянь, яка еквiвалентна задачi
(180), (181) (див. попереднiй приклад):

x = 1 +
t∫
0

y ds,

y = 2 +
t∫
0

(sy − 3x+ es) ds.

(182)

Тодi рекурентнi формули для знаходження послiдовних наближень розв’язку задачi
(174), (178) матимуть вигляд:

{
x0(t) = 1,
y0(t) = 2,


xk+1(t) = 1 +

t∫
0

yk(s) ds,

yk+1(t) = 2 +
t∫
0

(syk(s)− 3xk(s) + es) ds.

Знайдемо перше послiдовне наближення:
x1(t) := 1 +

t∫
0

2 ds = 2t+ 1,

y1(t) := 2 +
t∫
0

(2s− 3 + es) ds = 2 + t2 − 3t+ et − 1 = et + t2 − 3t+ 1.

Тодi шукаємо друге послiдовне наближення:
x2(t) := 1 +

t∫
0

(es + s2 − 3s+ 1) ds = et +
t3

3
− 3t2

2
+ t,

y2(t) :=
t∫
0

(
(s(es + s2 − 3s+ 1)− 6s− 3 + es

)
ds.

Отож, шуканi послiдовнi наближення розв’язку задачi Кошi (177), (178) є такими:

x0(t) := 1, x1(t) := 2t, x2(t) := et +
t3

3
− 3t2

2
+ t, t ∈ R.

I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
288. Побудувати по два послiдовних наближення (не рахуючи нульового) для розв’яз-

кiв таких рiвнянь i систем:
a) x′ = 2t+ y, y′ = x, x(1) = 1, y(1) = 0;
c) x′′ + x′2 − 2x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 0.

289. Вказати який-небудь вiдрiзок, на якому iснує розв’язок задачi Кошi для нормаль-
ної системи:
d) x′ = y2, y′ = x2, x(0) = 1, y(0) = 2.

291. Знайти область iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для нормальної си-
стеми:
f) x′ = y3 + ln(1 + t), y′ = 3

√
y − t.

293. Чи можуть графiки двох розв’язкiв даного рiвняння дотикатися один до одного
у деякiй точцi (t0, x0) ∈ R2:
a) для рiвняння x′′ = t+ x2?

Домашнi завдання:
1∗. Вказати який-небудь вiдрiзок, на якому iснує розв’язок задачi Кошi для нормальної

системи:
x′ = |y|+ 1, y′ = x4, x(0) = 1, y(0) = 0.

288. Побудувати по два послiдовних наближення (не рахуючи нульового) для розв’яз-
кiв таких рiвнянь i систем:
b) x′ = y, y′ = x2, x(0) = 1, y(0) = 2;
d) x′′ = 3tx, x(1) = 2, x′(1) = −1.

291. Знайти область iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для нормальної си-
стеми:
e) x′ = y2 + 3

√
t, y′ = 3

√
x.

292. Чи можуть графiки двох розв’язкiв даного рiвняння перетинатися в деякiй точцi
(t0, x0) ∈ R2:
b) для рiвняння x′′ = t+ x2?

Додатковi завдання:
295. Скiльки розв’язкiв рiвняння x(n) = f(t, x) (f i fx неперервнi в R2) проходить через

кожну точку (t0, x0) за заданим напрямком, який утворює кут α з вiссю Ot ? Розглянути
випадки n = 1, n = 2, n ≥ 3.

86



Практичне заняття № 15
Лiнiйнi однорiднi рiвняння. Загальний випадок

Довiдкова iнформацiя

Нехай P – поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.
Лiнiйним рiвнянням вищого порядку називають звичайне диференцiальне рiвняння

вищого порядку, яке можна записати у виглядi

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an(x)y = f(x), x ∈ (a, b), (183)

де n > 2, а a1, . . . , an, f — заданi i неперервнi на iнтервалi (a, b) (−∞ 6 a < b 6 +∞)
функцiї, якi в приймають значення в P.

Функцiї a1, . . . , an називаються коефiцiєнтами, а функцiя f — вiльним членом ЛР.
Рiвняння (244) при f = 0, тобто рiвняння

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0, x ∈ (a, b), (184)

називають лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР), а в протилежному випадку — лiнiйним
неоднорiдним рiвнянням (ЛНР). Якщо в рiвняннях (244) i (245) коефiцiєнти спiвпадають,
то кажуть, що рiвняння (245) вiдповiдне рiвнянню (244).

Розв’язком рiвняння (244) називають функцiю y = ψ(x), x ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ ⟨a, b⟩, яка задо-
вольняє умови

1) ψ ∈ Cn
(
⟨c, d⟩;P

)
;

2) ψ(n)(x) + a1(x)ψ
(n−1)(x) + · · ·+ an(x)ψ(x) = f(x), x ∈ ⟨c, d⟩.

Задача Кошi для рiвняння (244) полягає у знаходженнi розв’язку цього рiвняння,
який задовольняє початковi умови

y(x0) = y01,

y′(x0) = y02,

. . . . . . . . . . .
y(n−1)(x0) = y0n,

(185)

де x0 ∈ (a, b), y01, . . . , y0n ∈ P — заданi.

Теорема 6. Задача (244), (185) має i тiльки один розв’язок, який визначений на iнтер-
валi (a, b), а всi iншi розв’язки є його звуженнями.

Далi ми розглядаємо тiльки тi розв’язки рiвняння (244), якi є визначеними на iнтервалi
(a, b).

Теорема 7. Повний загальний розв’язок рiвняння (244) є сумою повного загального
розв’язку рiвняння (245), вiдповiдного рiвнянню (244), i часткового розв’язку рiвняння
(244).

Розглянемо властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (245) та зобра-
ження його повного загального розв’язку.

Лема 4. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв рiвняння (245) є розв’язком цього рiвня-
ння.
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Означення 5. Систему функцiй ψ1, . . . , ψk, якi визначенi на (a, b) i приймають значення
в P, називають лiнiйно залежною (ЛЗ), якщо iснують сталi λ1, . . . , λk з P, якi не всi рiвнi
нулевi (тобто |λ1|+ · · ·+ |λk| > 0) i такi, що

λ1ψ1(x) + · · ·+ λkψk(x) = 0, x ∈ (a, b). (186)

Означення 6. Систему функцiй ψ1, . . . , ψk, якi визначенi на (a, b) i приймають значення
в P, називають лiнiйно незалежною (ЛН), якщо вона не є лiнiйно залежною, тобто з
того, що виконується рiвнiсть (186) для деяких λ1, . . . , λk, випливають рiвностi

λ1 = · · · = λk = 0.

Означення 7. Будь-яка систему n лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (245) на-
зивають фундаментальною системою розв’язкiв рiвняння (245) (скорочено, ФСР
(245)).

Лема 5. Фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (245) iснує.

Теорема 8. Множина розв’язкiв рiвняння (245) утворює n-вимiрний лiнiйний пiдпро-
стiр простору Cn

(
(a, b);P

)
, тобто, iншими словами, повний загальний розв’язок рiвня-

ння (245) має вигляд

y = C1ψ1(x) + · · ·+ Cnψn(x), x ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

де ψ1, . . . , ψn — яка-небудь ФСР (245).

Означення 8. Якщо ψ1, . . . , ψn – будь-якi розв’язки рiвняння (245), то функцiю

W (x) := det


ψ1(x) · · · ψn(x)
ψ′
1(x) · · · ψ′

n(x)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (x) · · · ψ

(n−1)
n (x)

 , x ∈ (a, b),

(тобто для кожного x ∈ (a, b) значення W (x) дорiвнює визначнику вiдповiдної матрицi)
називають визначником Вронського (побудованим за розв’язками ψ1, . . . , ψn).

Теорема 9. Нехай ψ1, . . . , ψn — розв’язки рiвняння (245). Тодi є еквiвалентними такi
три твердження:

1) ψ1, . . . , ψn — ЛН (вiдповiдно, ЛЗ);

2) ∃x0 ∈ (a, b) : W (x0) ̸= 0 (вiдповiдно,= 0);

3) ∀ x ∈ (a, b) : W (x) ̸= 0 (вiдповiдно,= 0).

Теорема 10. Правильна рiвнiсть

W (x) = W (x0)e
−

x∫
x0

a1(s) ds

, x ∈ (a, b), (187)

де x0 ∈ (a, b) – яка-небудь фiксована точка iнтервалу (a, b).

Рiвнiсть (187) називають формулою Остроградського-Лiувiлля.
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Теорема 11. Якщо

y = C1ψ1(x) + · · ·+ Cnψn(x), x ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

повний загальний розв’язок рiвняння (245), то рiвняння (244) має частковий розв’язок
вигляду

y = χ1(x)ψ1(x) + · · ·+ χn(x)ψn(x), x ∈ (a, b),

де χ1, . . . , χn — (якi-небудь) функцiї з простору C1
(
(a, b);P

)
, що визначаються системою

рiвнянь 
ψ1(x) · · · ψn(x)
ψ′
1(x) · · · ψ′

n(x)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (x) · · · ψ

(n−1)
n (x)



χ′
1(x)
χ′
2(x)
...

χ′
n(x)

 =


0
0
...

f(x)

 , x ∈ (a, b).

Наведемо спосiб знаходження повного загального розв’язку лiнiйного однорi-
дного рiвняння другого порядку

y′′ + a1(x)y
′ + a2(x)y = 0, x ∈ (a, b). (188)

Розглянемо рiвняння (188). Якщо

y = ψ1(x), y = ψ2(x), x ∈ (a, b), (189)

– два його лiнiйно незалежнi розв’язки, тобто вони утворюють ФСР (188), то на пiдставi
теореми 8 маємо повний загальний розв’язок рiвняння (188) у виглядi

y = C1ψ1(x) + C2ψ2(x), x ∈ (a, b), C1, C2 ∈ P. (190)

Розглянемо проблему, коли вiдомий один розв’язок y = ψ1(x), x ∈ (a, b), рiвняння
(188) i потрiбно знайти повний загальний розв’язок цього рiвняння, тобто знайти ще його
один розв’язок y = ψ2(x), x ∈ (a, b), який лiнiйно незалежний з вiдомим, i використа-
ти формулу (190). Для вирiшення цiєї проблеми зауважимо, що, як легко переконати-
ся (використовуючи формулу Остроградського-Лiувiлля), iснує потрiбний нам розв’язок
y = ψ2(x), x ∈ (a, b), такий: ∣∣∣∣ ψ1(x) ψ2(x)

ψ′
1(x) ψ′

2(x)

∣∣∣∣ = e−
∫
a1(x) dx, (191)

де
∫
a1(x) dx, x ∈ (a, b), – яка-небудь фiксована первiсна функцiї a1(x), x ∈ (a, b), (a1 –

коефiцiєнт рiвняння при y′). Фактично спiввiдношення (191) є рiвнянням для знаходження
ψ2. Розв’яжемо це рiвняння так. Подiлимо його на (ψ1(x))

2:

ψ1(x)ψ
′
2(x)− ψ′

1(x)ψ2(x) = e−
∫
a1(x) dx

∣∣∣× 1

(ψ1(x))2
⇔

(ψ2(x)

ψ1(x)

)′
= e−

∫
a1(x) dx

1

(ψ1(x))2
⇔

ψ2(x)

ψ1(x)
=

∫
e−

∫
a1(x) dx

1

(ψ1(x))2
dx ⇔

ψ2(x) = ψ1(x)

∫
e−

∫
a1(x) dx

1

(ψ1(x))2
dx, x ∈ (a, b). (192)

Висновок. Маючи ненульовий розв’язок ψ1 рiвняння (188), другий розв’язок ψ2, який
лiнiйно незалежний з ψ1, шукаємо так:
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• знаходимо первiсну
∫
a1(x) dx коефiцiєнта a1(x), x ∈ (a, b), рiвняння (188) (увага!!!:

коефiцiєнт цього рiвняння при похiднiй y′′ має бути рiвним 1, iнакше дане лiнiйне
рiвняння другого порядку треба подiлити на коефiцiєнт при y′′);

• записуємо спiввiдношення (191) i виконуємо перетворення так, як це зроблено в (192);

• знайшовши ψ2, записуємо повний загальний розв’язок рiвняння (188) у виглядi (190).

Контрольнi питання

1. Що таке лiнiйне рiвняння вищого порядку? Що називається розв’язком лiнiйного
рiвняння вищого порядку? Що таке коефiцiєнти та вiльний член ЛР? Що називається
лiнiйним однорiдним рiвнянням (лiнiйним неоднорiдним рiвнянням)?

2. У чому полягає задача Кошi для ЛР? За яких умов iснує розв’язок задачi Кошi для
ЛР?

3. Чи є лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв ЛОР знову його розв’язком?
4. Коли система функцiй ψ1, . . . , ψk є лiнiйно залежною (лiнiйно незалежною)?
5. Який вигляд має повний загальний розв’язок ЛОР? Що таке фундаментальна си-

стема розв’язкiв ЛОР?
6. У якому виглядi можна записати повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-

го рiвняння?

Приклади розв’язування типових задач

1. Дослiдити на лiнiйну залежнiсть (лiнiйну незалежнiсть) системи функцiй (у тiй областi,
де вони визначенi):
а) 4− x, 2x+ 3, 6x+ 8;
б) shx, chx, 2 + ex.
J а) Нехай сталi λ1, λ2, λ3 такi, що виконується тотожнiсть

λ1(4− x) + λ2(2x+ 3) + λ3(6x+ 8) = 0 ∀x ∈ R. (193)

Тотожнiсть (193) еквiвалентна тотожностi

(4λ1 + 3λ2 + 8λ3) · 1 + (−λ1 + 2λ2 + 6λ3) · x = 0 ∀x ∈ R. (194)

Як легко переконатися, ця тотожнiсть виконується тодi i лише тодi, коли система лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь {

4λ1 + 3λ2 + 8λ3 = 0,
−λ1 + 2λ2 + 6λ3 = 0

(195)

має ненульовi розв’язки. А ця система рiвнянь еквiвалентна системi{
λ1 − 2λ2 − 6λ3 = 0,
11λ2 + 32λ3 = 0,

(196)

яка має безлiч розв’язкiв, зокрема, розв’язком цiєї системи є числа λ1 = 1
11
, λ2 =

−16
11
, λ3 =

1
2
. Отже, заданi функцiї лiнiйно залежнi.

б) Припустимо, що iснують сталi λ1, λ2, λ3 такi, що правильна тотожнiсть

λ1 shx+ λ2 chx+ λ2(2 + ex) = 0, x ∈ R.
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Продиференцiюємо цю тотожнiсть два рази:

λ1 chx+ λ2 shx+ λ2e
x = 0, x ∈ R,

λ1 sh x+ λ2 chx+ λ2e
x = 0, x ∈ R.

Отриманi три рiвностi потрактуємо як однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
стосовно змiнних λ1, λ2, λ3 для довiльного фiксованого значення x ∈ R. Обчислимо визна-
чник основної матрицi даної системи:∣∣∣∣∣∣

shx chx 2 + ex

chx shx ex

shx chx ex

∣∣∣∣∣∣ = 2(ch2 x− sh2 x) = 2 ̸= 0.

Оскiльки визначник вiдмiнний вiд нуля, то обов’язково λ1 = λ2 = λ3 = 0, а отже, задана
система функцiй є лiнiйно незалежною. I

2. Скласти лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння (можливо найменшого порядку),
маючи частковi розв’язки: 3x, x− 2, ex + 1.
J Обчислюючи визначник Вронського для даної системи функцiй:∣∣∣∣∣∣

3x x− 2 ex + 1
3 1 ex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣ = 3xex − 3(x− 2)ex = 6ex ̸= 0,

переконуємося, що ця система функцiй є лiнiйно незалежною на R. Тодi цi три функцiї
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв деякого лiнiйного однорiдного диферен-
цiального рiвняння третього порядку. Це рiвняння можна записати у такому виглядi:∣∣∣∣∣∣∣∣

y 3x x− 2 ex + 1
y′ 3 1 ex

y′′ 0 0 ex

y′′′ 0 0 ex

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розкриваючи визначник за елементами останнього рядка, одержуємо лiнiйне однорiдне
диференцiальне рiвняння третього порядку

y′′′ − y′′ = 0.

I
3. Знайти повний загальний розв’язок рiвняння

(x2 − 1)y′′ + (x− 3)y′ − y = 0.

J Нам потрiбно мати два (частковi) лiнiйно незалежнi розв’язки заданого рiвняння.
Спробуємо знайти один частковий розв’язок у виглядi многочлена першого степеня

y = ax+ b, x ∈ R, де a, b − сталi.

Маємо y′ = a, y′′ = 0. Пiдставляючи знайденi вирази y, y′, y′′ у вихiдне рiвняння та
прирiвнюючи коефiцiєнти бiля x2, x, x0 до нуля, одержуємо рiвняння

3a+ b = 0.
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Покладемо a = 1, тодi b = −3, а отже, один частковий розв’язок має вигляд

ψ1(x) = x− 3, x ∈ R.

Для знаходження другого розв’язку подiлимо задане рiвняння на коефiцiєнт при y′′, тобто
на x2 − 1, i визначимо коефiцiєнт при y′ в отриманому пiсля перетворення рiвняннi, тобто

a1(x) =
x− 3

x2 − 1
, та знайдемо його первiсну∫

a1(x) dx =

∫
x− 3

x2 − 1
dx = − ln

x− 1

(x+ 1)2
.

Другий частковий розв’язок знаходимо на пiдставi формули Остроградського-Лiувiлля
iз спiввiдношення ∣∣∣∣∣ ψ1(x) ψ2(x)

ψ′
1(x) ψ′

2(x)

∣∣∣∣∣ = e−
∫
a1(x) dx. (197)

Подiливши рiвнiсть в (197) на ψ2
1(x), одержуємо(ψ2(x)

ψ1(x)

)′
=
e−

∫
a1(x) dx

ψ2
1(x)

,

Маємо

e−
∫
a1(x) dx

ψ2
1(x)

=
e
ln

x− 1

(x+ 1)2

(x− 3)2
=

x− 1

(x+ 1)2(x− 3)2
.

Отже, другий частковий розв’язок заданого рiвняння має вигляд

ψ2(x) = (x− 3)

∫
x− 1

(x+ 1)2(x− 3)2
dx. (198)

Для обчислення iнтеграла у виразi (198) розкладаємо пiдiнтегральний вираз на суму еле-
ментарних дробiв:

x− 1

(x+ 1)2(x− 3)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

x− 3
+

D

(x− 3)2
,

де A, B, C, D – сталi.
Зводячи праву частину до спiльного знаменника та прирiвнюючи коефiцiєнти у правiй

та лiвiй частинах при однакових степенях x, знаходимо

A = C = 0, B = −1

8
, D =

1

8
.

Отож, другий частковий розв’язок має вигляд

ψ2(x) = − 1

2(x+ 1)

i повний загальний розв’язок даного рiвняння має вигляд

y = C1(x− 3) + C2
1

x+ 1
,

де C1, C2 – довiльнi сталi. I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Дослiдити, чи є данi функцiї лiнiйно залежнi (у тiй областi, де вони визначенi):

641. x+ 2, x− 2; 642. 6x+ 9, 8x+ 12; 643. sin x, cosx;
648. ex, e2x, e3x.

Скласти лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння (можливо найменшого порядку),
маючи частковi розв’язки:
674. 1, cosx.

Знайти повнi загальнi розв’язки даних рiвнянь, знаючи їх частковi розв’язки. У тих
завданнях, де частковi розв’язки не заданi, можна шукати їх шляхом пiдбору, наприклад,
у виглядi показникової функцiї y = eax або алгебраїчного многочлена y = xn + axn−1 +
bxn−2 + . . . :
681. (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0; 684. xy′′ + 2y′ − xy = 0, y1 =

ex

x
;

686. x(x− 1)y′′ − xy′ + y = 0; 688. x2y′′ lnx− xy′ + y = 0.

Домашнi завдання:
Дослiдити, чи є данi функцiї лiнiйно залежнi (у тiй областi, де вони визначенi):

644. 1, x, x2; 646. x2 + 2x, 3x2 − 1, x+ 4;
649. x, ex, xex; 656. sin x, cosx, sin 2x; 660. x2, x|x|.

Скласти лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння (можливо найменшого порядку),
маючи частковi розв’язки:
675. x, ex.

Знайти загальнi розв’язки даних рiвнянь, знаючи їх частковi розв’язки. У тих завдан-
нях, де частковi розв’язки не заданi, можна шукати їх шляхом пiдбору, наприклад, у вигля-
дi показникової функцiї y = eax або алгебраїчного многочлена y = xn+axn−1+bxn−2+ . . . .:
683. xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = 0;
685. y′′ − 2(1 + tg2 x)y = 0, y1 = tg x;
687. (ex + 1)y′′ − 2y′ − exy = 0; y1 = ex − 1.

6. Вiдповiдi:
641. нi; 642. так; 643. нi; 648. нi; 674. y′′ − y′ ctg x = 0;
681. y = C1x+ C2e

−2x; 684. xy = C1e
−x + C2e

x;
686. y = C1(1 + x ln |x|) + C2x;
644. нi; 646. нi; 649. нi;
656. нi; 660. нi; 675. (x− 1)y′′ − xy′ + y = 0;
683. y = ex(C1x

2 + C2); 685. y = C1 tg x+ C2(1 + x tg x);

687. y = C1(e
x − 1) +

C2

ex + 1
.
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Практичне заняття № 16

Контрольна робота № 3

Варiант № 1

Розв’язати рiвняння:

1. 3xy′′ + 7y′′ − y′ − 9 = 0; 2. xyy′′ = y′(y + y′);

3. (y + 3)y′′ + y′2 + yy′ = 0; 4. x4(y′2 − 2yy′′) = 4x3yy′ + 1;

5. y′′2 − 2y′y′′′ + 1 = 0.

6. Для задачi Кошi

x′′ = 2t+ x2 + 3x′, x(0) = 0, x′(0) = 1

знайти два послiдовнi наближення (не рахуючи нульового) її розв’язку.
7. Знайти повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння:

(x− 1)y′′ − xy′ + y = 0.
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Практичне заняття № 17
Лiнiйнi однорiднi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Довiдкова iнформацiя

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.
Лiнiйне однорiдне рiвняння (ЛОР) зi сталими коефiцiєнтами — це рiвнян-

ня, яке можна записати у виглядi

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0, (199)

де n — натуральне число, ak ∈ P, k = 1, n.
Пiд розв’язком рiвняння (216) розумiтимемо n-раз неперервно диферен-

цiйовну функцiю, яка визначена на R i приймає значення в P функцiю
y : R → P, тобто y ∈ Cn(R;P), яка при пiдстановцi в задане рiвняння пе-
ретворює його в тотожнiсть. Якщо P = R, то розв’язок цього рiвняння ще
називатимемо дiйсним розв’язком, а коли P = C —комплексним розв’язком.

Повний загальний розв’язок рiвняння (216) має вигляд

y = C1ψ1(x) + · · ·+ Cnψn(x), x ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ P — довiльнi сталi,

де ψ1, . . . , ψn — (частковi) лiнiйно-незалежнi розв’язки, тобто фундаменталь-
на система розв’язкiв рiвняння (216) або, коротко, ФСР(216).

Лема 6. Функцiя
y = eλ∗x, x ∈ R,

де λ∗ ∈ P, є розв’язком рiвняння (216) тодi i лише тодi, коли λ∗ — корiнь
рiвняння

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0. (200)

Многочлен
D(λ) := λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an, λ ∈ P,

називають характеристичним многочленом, рiвняння (200) — характери-
стичним рiвнянням, а його коренi — характеристичними числами рiвняння
(216).

Лема 7. Якщо числа λ1, ..., λm ∈ P (m ∈ N) попарно рiзнi, то функцiї

y = eλ1x, . . . , y = eλmx, x ∈ R, (201)

є лiнiйно незалежними в Cn(R;P).
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Наслiдок 4. Якщо λ1, . . . , λn ∈ P — попарно рiзнi коренi характеристично-
го рiвняння (200), то система функцiй (201) при m = n є фундаментальною
системою розв’язкiв рiвняння (216) i, отже, повний загальний розв’язок
рiвняння (216) в просторi Cn(R;P) має вигляд

y = C1e
λ1x + · · ·+ Cne

λnx, x ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ P.

Лема 8. Нехай λ∗ ∈ P — корiнь характеристичного рiвняння кратностi
r ≥ 1. Тодi для кожного j ∈ {0, 1, . . . , r − 1} функцiя y = xjeλ∗x, x ∈ R, є
розв’язком рiвняння (216) в просторi Cn(R;P).

Тепер розглянемо окремо випадки P = C i P = R.
Спочатку нехай коефiцiєнти рiвняння (216) —комплекснi i нас цiкавить

повний загальний комплексний розв’язок цього рiвняння, тобто роз-
глядаємо випадок P = C. Вiдмiтимо, що в полi комплексних чисел на основi
основної теореми алгебри характеристичне рiвняння (200) можна записати у
виглядi

(λ− λ1)
k1 · . . . · (λ− λm)

km = 0, (202)

де m, k1, . . . , km — натуральнi числа такi, що 1 6 m 6 n, k1 + . . . + km =
n, λ1, . . . , λm ∈ C — (попарно рiзнi) характеристичнi числа рiвняння (216).
Числа k1, . . . , km називають кратностями вiдповiдних коренiв рiвняння (200).

Розглянемо функцiї

y = ψ1,1(x) ≡ eλ1x, . . . , y = ψ1, k1(x) ≡ xk1−1eλ1x,

y = ψ2,1(x) ≡ eλ2x, . . . , y = ψ2, k2(x) ≡ xk2−1eλ2x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
y = ψm,1(x) ≡ eλmx, . . . , y = ψm, km(x) ≡ xkm−1eλmx,

x ∈ R.

(203)

Теорема 12. Функцiї ψ1,1, . . . , ψm,km системи (203) утворюють фундамен-
тальну систему розв’язкiв ЛОР (216) у випадку P = C, а отже, повний
загальний комплексний розв’язок рiвняння (216) можна записати у
виглядi

y = C1,1ψ1,1(x) + · · ·+ Cm, kmψm, km(x) ≡ C1,1e
λ1x + C1, 2xe

λ1x + · · ·+

+C1, k1x
k1−1eλ1x + C2,1e

λ2x + C2, 2xe
λ2x + · · ·+ C2, k2x

k2−1eλ2x + · · ·
· · ·+ Cm,1e

λmx + Cm, 2xe
λmx + · · ·+ Cm, kmx

km−1eλmx,

x ∈ R, C1,1, ..., Cm, km ∈ C — довiльнi (комплекснi) сталi. (204)
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Розглянемо випадок, коли коефiцiєнти рiвняння (216) є дiйсними i нас
цiкавить тiльки повний загальний дiйсний розв’язок цього рiвняння,
тобто розглядаємо випадок P = R. Оскiльки поле комплексних чисел є роз-
ширенням поля дiйсних чисел, то можна вважати, що ми знаходимося в полi
комплексних чисел i, знайшовши повний загальний комплексний розв’язок
даного рiвняння, спробувати видiлити з нього всеможливi дiйснi розв’язки.
Це легко зробити, якщо всi характеристичнi числа є дiйсними. Тодi повний
загальний дiйсний розв’язок отримуємо iз повного загального комплексно-
го розв’язку, беручи довiльнi сталi тiльки з поля дiйсних чисел, а точнiше,
правильне таке твердження.

Наслiдок 5. Якщо λ1, . . . , λm — дiйснi, то повний загальний дiйсний розв’я-
зок має вигляд (204), де довiльнi сталi — дiйснi.

Але у випадку, коли є комплекснi характеристичнi числа, то так робити
не можна i потрiбно досить серйозно ускладнювати процедуру знаходження
повного загального дiйсного розв’язку, якщо пробувати реалiзувати вказану
iдею. Є простiший i надiйнiший спосiб знаходження повного загального дiй-
сного розв’язку, коли серед характеристичних чисел є комплекснi (тобто їх
уявна частина вiдмiнна вiд нуля). Опишемо його.

Спочатку зауважимо, що коли коефiцiєнти рiвняння (200) є дiйсними i λ∗
— його комплексний корiнь (уявна частина λ∗ вiдмiнна вiд нуля), то, як вiдомо
з алгебри, λ∗ — теж корiнь цього рiвняння i кратностi λ∗ i λ∗ збiгаються.

Далi, не втрачаючи загальностi, вважаємо, що коренi рiвняння (200) мо-
жна записати так:

λ1 = µ1 + iν1, λ2 = µ1 − iν1, λ3 = µ3 + iν3, λ4 = µ3 − iν3, . . . , (205)

λ2l−1 = µ2l−1 + iν2l−1, λ2l = µ2l−1 − iν2l−1,

λ2l+1, . . . , λm,

де µ1, µ3, . . . , µ2l−1, ν1 ̸= 0, ν3 ̸= 0, . . . , ν2l−1 ̸= 0, λ2l+1, . . . , λm — дiйснi числа,
причому, якщо нема комплексних коренiв, то l = 0, а якщо нема дiйсних
коренiв, то m — парне i l = m/2. Отож, ми припускаємо, що 0 6 2l 6 m

i рiвняння (200) має l пар комплексно спряжених (або немає жодного, коли
l = 0) i m− 2l дiйсних коренiв (або нема жодного, коли l = m/2). Кратнiсть
кореня λj будемо позначати через kj, j = 1,m.

На пiдставi (205) i формули Ейлера

eu+iv = eu(cos v + i sin v), u, v ∈ R, i —уявна одиниця,
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функцiї (203) можна записати у виглядi

ψ1,1(x) = eλ1x ≡ eµ1x(cos ν1x+ i sin ν1x), . . . ,

ψ1,k1(x) = xk1−1eλ1x ≡ xk1−1eµ1x(cos ν1x+ i sin ν1x),

ψ2,1(x) = eλ2x ≡ eµ1x(cos ν1x− i sin ν1x), . . . ,

ψ2,k1(x) = xk1−1eλ2x ≡ xk1−1eµ1x(cos ν1x− i sin ν1x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ψ2l+1,1(x) = eλ2l+1x, . . . , ψ2l+1,k2l+1
(x) = xk2l+1−1eλ2l+1x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ψm,1(x) = eλmx, . . . , ψm,km(x) = xkm−1eλmx, x ∈ R.

(206)

Як було сказано вище, ця система функцiй є фундаментальною системою
розв’язкiв в просторi (комплексних) розв’язкiв рiвняння (216). Трансфор-
муємо її у фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (216), яка складає-
ться тiльки з дiйсних розв’язкiв, в такий спосiб. Очевидно, що для кожних
j ∈ {1, . . . , l} i s ∈ {1, . . . , k2j−1 = k2j} маємо

ψ2j−1,s(x) = ψ2j,s(x), x ∈ R .

Тодi для кожних j ∈ {1, . . . , l} i s ∈ {1, . . . , k2j−1 = k2j} покладемо

ψ̃2j−1,s(x):=Reψ2j−1,s(x) =
1

2

(
ψ2j−1,s(x) + ψ2j,s(x)

)
≡ xs−1eµ2j−1x cos ν2j−1x,

ψ̃2j,s(t):=Imψ2j−1,s(x) =
1

2i

(
ψ2j−1,s(x)− ψ2j,s(x)

)
≡ xs−1eµ2j−1x sin ν2j−1x,

(207)
x ∈ R, j = 1, l, s = 1, k2j−1 = k2j .

Функцiї ψ̃r,s, r = 1, 2l, s = 1, kr, є дiйсними розв’язками рiвняння (216).
Це випливає з того, що лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв ЛОР (216) є знову
розв’язком цього рiвняння (пiдкреслимо, що для кожних j ∈ {1, . . . , l}, s ∈
{1, . . . , k2j−1 = k2j} функцiї ψ̃2j−1,s та ψ̃2j,s є вiдповiдно дiйсною та уявною
частиною функцiї ψ2j−1,s ).

Лема 9. Cистема функцiй

ψ̃1,1(x), . . . , ψ̃1,k1(x), ψ̃2,1(x), . . . , ψ̃2,k2(x), . . . ,

ψ̃2l−1,1(x), . . . , ψ̃2l−1,k2l−1
(x), ψ̃2l,1(x), . . . , ψ̃2l,k2l(x),

ψ2l+1,1(x), . . . , ψ2l+1,k2l+1
(x), . . . , ψm,1(x), . . . , ψm,km(x), x ∈ R,

(208)

якi визначенi в (206) i (207), утворює фундаментальну систему (дiйсних)
розв’язкiв рiвняння (216) в просторi Cn(R;R).

98



Теорема 13. Якщо коефiцiєнти рiвняння (216) — дiйснi i коренi характе-
ристичного рiвняння (200) мають вигляд (205), то повний загальний
дiйсний розв’язок рiвняння (216) можна подати у виглядi

y = C1,1ψ̃1,1(x) + · · ·+ C1, k1ψ̃1, k1(x) + C2,1ψ̃2,1(x) + · · ·+

+C2,k2ψ̃2,k2(x) + · · ·+ Cm,1ψm,1(x) + · · ·+ Cm,kmψm,km(x) =

= C1,1e
µ1x cos ν1x+ · · ·+ C1, k1x

k1−1eµ1x cos ν1x+ C2,1e
µ1x sin ν1x+ · · ·+

+C2, k2x
k1−1eµ1x sin ν1x+ · · ·+ Cm,1e

λmx + · · ·+ Cm, kmx
km−1eλmx, (209)

x ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1, . . . , Cm,1, . . . , Cm, km ∈ R.

Висновок:

I. Для розв’язування рiвняння (216) в полi комплексних чисел

• записуємо характеристичне рiвняння (200) i подаємо його у виглядi (202),

• виписуємо фундаментальну систему розв’язкiв (203),

• записуємо повний загальний комплексний розв’язок у виглядi (204).

II. Для розв’язування рiвняння (216) з дiйсними коефiцiєнтами в полi дiй-
сних чисел

• записуємо характеристичне рiвняння (200) i подаємо його у виглядi (202),
перейшовши, якщо є потреба, в поле комплексних чисел;

• виписуємо систему функцiй (203);

• якщо серед чисел λ1, ..., λm є комплекснi, а отже, маємо ситуацiю (205), то
трансформуємо систему (203) за правилом (206), (207) i отримуємо фун-
даментальну систему розв’язкiв (208) рiвняння (216), складену з дiйсних
розв’язкiв,

• записуємо повний загальний дiйсний розв’язок у виглядi (209).

Контрольнi питання

1. Що таке ЛОР зi сталими коефiцiєнтами? Що називається розв’язком
ЛОР зi сталими коефiцiєнтами?

2. Який вигляд має загальний розв’язок ЛОР зi сталими коефiцiєнтами?
3. Коли функцiя y = eλx, λ ∈ C, є (частковим) розв’язком ЛОР зi сталими

коефiцiєнтами?
4. Що таке характеристичний многочлен, характеристичне рiвняння, ха-

рактеристичнi числа ЛОР зi сталими коефiцiєнтами?
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5. У якому випадку система функцiй y = eλ1x, . . . , y = eλmx є фундамен-
тальною системою розв’язкiв ЛОР зi сталими коефiцiєнтами? Який вигляд
має загальний розв’язок ЛОР зi сталими коефiцiєнтами за умови m = n?

6. Коли функцiя y = xjeλ∗x є (частковим) розв’язком ЛОР зi сталими ко-
ефiцiєнтами? Який вигляд має загальний дiйсний розв’язок ЛОР зi сталими
коефiцiєнтами якщо коефiцiєнти рiвняння i коренi його характеристичного
рiвняння дiйснi?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλ∗x, x ∈ R,

де λ∗ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ2 − 3λ+ 2 = 0. (210)

Розв’яжемо його. Зауважимо, що λ2−3λ+2 = (λ−1)(λ−2). Отож, рiвняння
(211) можна записати у виглядi (λ− 1)(λ− 2) = 0, звiдки отримаємо

λ1 = 1, λ2 = 2

— характеристичнi числа заданого диференцiального рiвняння. Отже,

ψ1(x) := ex, ψ2(x) := e2x, x ∈ R,

— фундаментальна система розв’язкiв заданого рiвняння. Оскiльки цi розв’яз-
ки є дiйсними, то повний загальний дiйсний розв’язок нашого рiвняння має
вигляд

y = C1e
x + C2e

2x, x ∈ R, C1, C2 ∈ R — довiльнi сталi.

I
2. Розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλ∗x, x ∈ R,

де λ∗ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ2 − 4λ+ 4 = 0. (211)

Розв’яжемо його. Зауважимо, що λ2 − 4λ + 4 = (λ − 2)2. Отож, рiвняння
(211) можна записати у виглядi (λ − 2)2 = 0, звiдки отримаємо, що λ1 = 2

100



—характеристичне число заданого диференцiального рiвняння, яке має кра-
тнiсть 2. Отже,

ψ1(x) := e2x, ψ2(x) := xe2x, x ∈ R,

—фундаментальна система розв’язкiв заданого рiвняння. Оскiльки цi розв’яз-
ки є дiйсними, то повний загальний дiйсний розв’язок нашого рiвняння має
вигляд

y = C1e
2x + C2xe

2x ≡ (C1 + C2x)e
2x, x ∈ R, C1, C2 ∈ R —довiльнi сталi.

I
3. Розв’язати рiвняння y′′′ + 3y′′ + 3y′ + 2y = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλx, x ∈ R,

де λ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ3+3λ2+3λ+2 = 0 ⇔ λ3+3λ2+3λ+1+1 = 0 ⇔ (λ+1)3+1 = 0 ⇔

(λ+ 2)(λ2 + λ+ 1) = 0. (212)

Звiдси

λ1 = −2, λ2, 3 =
−1±

√
3i

2
—характеристичнi числа заданого диференцiального рiвняння. Отже,

ψ1(x) := e−2x,

ψ2(x) := e(−
1
2+

√
3
2 i)x = e−

1
2 x(cos

√
3

2
x+ i sin

√
3

2
x),

ψ3(x) := e(−
1
2−

√
3
2 i)x = e−

1
2 x(cos

√
3

2
x− i sin

√
3

2
x), x ∈ R,

— фундаментальна система розв’язкiв заданого рiвняння. Очевидно, що ψ1

—дiйсний розв’язок, а ψ2 i ψ3 — комплекснi розв’язки, причому ψ2 = ψ3.
Покладемо

ψ̃2(x) := Re{ψ2(x)} =
1

2
(ψ2(x) + ψ3(x)) = e−

1
2 x cos

√
3

2
x,

ψ̃3(x) := Im{ψ2(x)} =
1

2i
(ψ2(x)− ψ3(x)) = e−

1
2 x sin

√
3

2
x, x ∈ R.
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Зi сказаного випливає, що ψ1, ψ̃2, ψ̃3 —фундаментальна система розв’язкiв
заданого рiвняння, складена з дiйсних розв’язкiв. Тому повний загальний
дiйсний розв’язок даного рiвняння має вигляд

y = C1e
−2x + C2e

− 1
2 x cos

√
3

2
x+ C3e

−1
2 x sin

√
3

2
x, x ∈ R,

C1, C2 ∈ R— довiльнi сталi. I
4. Розв’язати рiвняння y p v + 4y = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλ∗x, x ∈ R,

де λ∗ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ4 + 16 = 0 ⇔ λ4 = −4.

Очевидно, що характеристичнi числа є коренями четвертого степеня з числа
−4. Їх знаходимо за формулою Муавра

n
√
z = n

√
r
(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, k = 0, n− 1, (213)

де
z = a+ bi = r(cosφ+ i sinφ),

r =
√
a2 + b2 — модуль числа z, φ ∈ [0, 2π) — аргумент числа z.

Оскiльки −4 = 4(cos π + i sinπ), то

4
√
−4 =

4
√
4(cos

π + 2πk

4
+ i sin

π + 2πk

4
), k = 0, 3.

Звiдси знаходимо коренi характеристичного рiвняння:

λ1, 2 = 1± i, λ3, 4 = −1± i.

Отже, фундаментальна система розв’язкiв в полi комплексних чисел має ви-
гляд

ψ1(x) := e(1+i)x = ex(cosx+ i sinx),

ψ2(x) := e(1−i)x = ex(cosx− i sinx),

ψ3(x) := e(−1+i)x = e−x(cosx+ i sinx),

ψ4(x) := e(−1−i)x = e−x(cosx− i sinx).

Трансформуємо цю систему комплексних розв’язкiв в систему дiйсних
розв’язкiв, зауваживши, що ψ1 = ψ2 i ψ3 = ψ4:

ψ̃1(x) := Re{ψ1(x)} =
1

2
(ψ1(x) + ψ2(x)) = ex cosx,
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ψ̃2(x) := Im{ψ1(x)} =
1

2i
(ψ1(x)− ψ2(x)) = ex sinx,

ψ̃3(x) := Re{ψ3(x)} =
1

2
(ψ3(x) + ψ4(x)) = e−x cosx,

ψ̃4(x) := Im{ψ3(x)} =
1

2i
(ψ3(x)− ψ4(x)) = e−x sinx.

Зi сказаного випливає, що система функцiй ψ̃1, ψ̃2, ψ̃3, ψ̃4 є фундаменталь-
ною системою розв’язкiв даного диференцiального рiвняння. Отже, повний
загальний розв’язок даного рiвняння має вигляд

y = C1e
x cosx+ C2e

x sinx+ C3e
−x cosx+ C4e

−x sinx, x ∈ R,

C1, C2, C3, C4 ∈ R —довiльнi сталi. I
5. Розв’язати рiвняння y p v − y′′′ − y′ + y = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλ∗x, x ∈ R,

де λ∗ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ4 − λ3 − λ+ 1 = 0 ⇐⇒ λ3(λ− 1)− (λ− 1) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ (λ− 1)2(λ2 + λ+ 1) = 0,

звiдки λ1 = 1 (кратнiсть цього кореня k1 = 2), λ2, 3 =
−1±

√
3i

2
.

Отже,
ψ1(x) := ex, ψ2(x) := xex,

ψ3(x) := e(−
1
2+

√
3
2 i)x = e−

1
2 x(cos

√
3

2
x+ i sin

√
3

2
x),

ψ4(x) := e(−
1
2+

√
3
2 i)x = e−

1
2 x(cos

√
3

2
x+ i sin

√
3

2
x)

—фундаментальна система розв’язкiв заданого рiвняння. Очевидно, що ψ1, ψ2

—дiйснi розв’язки, а ψ3 i ψ4 — комплекснi розв’язки, причому ψ3 = ψ4. По-
кладемо

ψ̃3(x) := Re{ψ2(x)} =
1

2
(ψ3(x) + ψ4(x)) = e−

1
2 x cos

√
3

2
x,

ψ̃4(x) := Im{ψ3(x)} =
1

2i
(ψ3(x)− ψ4(x)) = e−

1
2 x sin

√
3

2
x, x ∈ R.

Зi сказаного випливає, що

ψ1, ψ2(x), ψ̃3, ψ̃3,
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—фундаментальна система розв’язкiв заданого рiвняння, складена з дiйсних
розв’язкiв.

Отже, загальний розв’язок рiвняння

y(x) = C1e
x + C2xe

x + C3e
−1

2 x cos

√
3

2
x+ C4e

−1
2 x sin

√
3

2
x, x ∈ R,

C1, C2, C3, C4 ∈ R —довiльнi сталi.

I
6. Розв’язати рiвняння yIV + 2y′′ + y = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλ∗x, x ∈ R,

де λ∗ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ4 + 2λ2 + 1 = 0 ⇔ (λ2 + 1)2 = 0 ⇔ (λ2 − i2)2 = 0 ⇔

⇔ (λ− i)2(λ+ i)2 = 0.

Отже, λ1,2 = ±i —характеристичнi числа кратностi 2. Запишемо ФСР даного
рiвняння, складену з комплексних розв’язкiв:

ψ1(x) := eix = cos x+ i sinx, ψ2(x) := e−ix = cos x− i sinx,

ψ3(x) := xeix = x cosx+ ix sinx, ψ4(x) := xe−ix = x cosx− ix sinx, x ∈ R.

Трансформуємо цю систему у ФСР даного рiвняння, складену з дiйсних
розв’язкiв:

ψ̃1(x) := Re{ψ1(x)} = cos x, ψ̃2(x) := Im{ψ1(x)} = sin x,

ψ̃3(x) := Re{ψ3(x)} = x cosx, ψ̃4(x) := Im{ψ3(x)} = x sinx, x ∈ R.

Отож, повний загальний дiйсний розв’язок даного рiвняння має вигляд

y = C1 cosx+ C2 sinx+ C3x cosx+ C4x sinx, x ∈ R,

C1, C2 ∈ R —довiльнi сталi. I
7. Розв’язати рiвняння y′′ + 2iy = 0.
JШукаємо частковi розв’язки даного рiвняння у виглядi

y = eλx, x ∈ R,

де λ — корiнь так званого характеристичного рiвняння

λ2 + 2i = 0.
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Його коренi є числа
√
−2i. За формулою (213) знаходимо коренi характери-

стичного рiвняння (в даному випадку n = 2, φ = 3π
2 ) λ1 = −1 + i, λ2 = 1− i

(коренi характеристичного рiвняння не є комплексно спряженими, оскiльки
коефiцiєнти рiвняння —комплекснi числа). Отже, фундаментальна система
розв’язкiв даного рiвняння складається з функцiй:

ψ(x) := e(−1+i)x, ψ2(x) := e(1−i)x, x ∈ R.

Оскiльки коефiцiєнти рiвняння — комплекснi числа, то записуємо його пов-
ний загальний комплексний розв’язок:

y(x) = C1e
(−1+i)x + C2e

(1−i)x, x ∈ R,

C1, C2 ∈ C —довiльнi (комплекснi) сталi I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

511. y′′ + y′ − 2y = 0; 513. y′′ − 2y′ = 0; 515. y′′ − 4y′ + 5y = 0;
518. y′′′ − 8y = 0; 519. y(4) − y = 0; 520. y(4) + 4y = 0;
523. 4y′′ + 4y′ + y = 0; 527. y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0;
530. y(5) + 8y′′′ + 16y′ = 0.

Домашнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

512. y′′ + 4y′ + 3y = 0; 514. 2y′′ − 5y′ + 2y = 0;
516. y′′ + 2y′ + 10y = 0; 517. y′′ + 4y = 0; 521. y(6) + 64y = 0;
524. y(5) − 6y(4) + 9y′′′ = 0; 525. y(5) − 10y′′′ + 9y′ = 0;
526. y(4) + 2y′′ + y = 0; 528. y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

Вiдповiдi:
511. y = C1e

x + C2e
−2x; 513. y = C1 + C2e

2x;
515. y = e2x(C1 cosx+ C2 sinx);
518. y = C1e

2x + e−x(C2 cosx
√
3 + C3 sinx

√
3);

519. y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx;
523. y = e−x/2(C1 + C2x); 527. y = ex(C1 + C2x+ C3x

2);
530. y = C1 + (C2 + C3x) cos 2x+ (C4 + C5x) sin 2x;
512. y = C1e

−x + C2e
−3x; 514. y = C1e

2x + C2e
x/2;

516. y = e−x(C1 cos 3x+ C2 sin 3x);
517. y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x;
520. y = ex(C1 cosx+ C2 sinx) + e−x(C3 cosx+ C4 sinx);
521. y = ex

√
3(C1 cosx+ C2 sinx) + C3 cos 2x+ C4 sin 2x+
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+ e−x
√
3(C5 cosx+ C6 sinx);

524. y = C1 + C2x+ C3x
2 + e3x(C4 + C5x);

525. y = C1 + C2e
x + C3e

−x + C4e
3x + C5e

−3x;
526. y = (C1 + C2x) cos x+ (C3 + C4x) sin x;
528. y = ex(C1 + C2x) + C3e

−x.
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Практичне заняття № 18
Лiнiйнi неоднорiднi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Метод неозначених коефiцiєнтiв знаходження часткових

розв’язкiв

Довiдкова iнформацiя

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.
Лiнiйне неоднорiдне рiвняння (ЛНР) зi сталими коефiцiєнтами — це рiв-

няння, яке можна записати у виглядi

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = f(x), (214)

де n — - натуральне число, ak ∈ P, k = 1, n, f ∈ C(R;P).
Пiд розв’язком рiвняння (214) розумiють n-раз неперервно диференцiйов-

ну функцiю y, яка визначена на R i приймає значення в P, тобто функцiю
y ∈ Cn(R;P), яка при пiдстановцi в задане рiвняння перетворює його в то-
тожнiсть. Якщо P = R, то розв’язок даного рiвняння ще називають дiйсним
розв’язком, а коли P = C — комплексним розв’язком.

Теорема 14. Повний загальний розв’язок рiвняння (214) має вигляд

y = C1ψ1(x)+· · ·+Cnψn(x)+
∗
ψ(x), x ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ P — довiльнi сталi,

(215)
де ψ1, . . . , ψn — (частковi) лiнiйно-незалежнi розв’язки вiдповiдного однорi-
дного рiвняння

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0, (216)

тобто фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (216), а
∗
ψ — частко-

вий розв’язок рiвняння (214).

Висновок 1. Для знаходження повного загального розв’язку рiвняння (214)
потрiбно виконати такi кроки:
1-ий крок. Знайти повний загальний розв’язок однорiдного рiвняння (216):

y = C1ψ1(x) + · · ·+ Cnψn(x), x ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ P — довiльнi сталi.

2-ий крок. Знайти частковий розв’язок неоднорiдного рiвняння (214):

y =
∗
ψ(x), x ∈ R.

3-ий крок. Записати повний загальний розв’язок рiвняння (214) у виглядi
(215).

107



Вiдмiтимо, що спосiб знаходження повного загального розв’язку однорi-
дного рiвняння (216) запропоновано на попередньому практичному заняттi
№17. Тут ми розглянемо знаходження часткового розв’язку рiвняння (214)
методом неозначених коефiцiєнтiв, якщо вiльний член є квазiмного-
членом . Цей метод базується на таких двох теоремах.

Теорема 15. Нехай в рiвняннi (214) коефiцiєнти — комплекснi i вiльний
член f — комплексний квазiмногочлен, тобто

f(x) =
(
b0x

l + b1x
l−1 + · · ·+ bl

)
eµx, x ∈ R, (217)

де
• l ∈ N ∪ {0},
• b0, . . . , bl ∈ C,
• µ ∈ C.

Тодi рiвняння (214) має частковий розв’язок вигляду

y = xk
(
c0x

l+c1x
l−1+ · · ·+cl

)
eµx ≡

(
c0x

l+k+c1x
l+k−1+ · · ·+clxk

)
eµx, x ∈ R,

(218)
де
• c0, . . . , cl ∈ C,
• k = 0, якщо µ не є характеристичним числом рiвняння (216), а якщо µ є
характеристичним числом, то k дорiвнює його кратностi.

Теорема 16. Нехай коефiцiєнти рiвняння (214) — дiйснi, а вiльний член f

— дiйсний квазiмногочлен вигляду

f(x) = eαx
[
(b0x

r + · · ·+ br) cos βx+ (c0x
s + · · ·+ cs) sin βx

]
, x ∈ R, (219)

де
• α, β ∈ R,
• r, s ∈ N ∪ {0},
• b0, . . . , br, c0, . . . , cs ∈ R.

Тодi рiвняння (214) має частковий розв’язок вигляду

y = xkeαx
[
(d0x

l + · · ·+ dl) cos βx+ (d̃0x
l + · · ·+ d̃l) sin βx

]
, x ∈ R, (220)

де
• l := max {r, s},
• d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l ∈ R,
• k = 0, якщо число µ = α+iβ не є характеристичним для рiвняння (216), а
якщо µ є характеристичним числом, то k дорiвнює кратностi цього числа.
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Висновок 2. Для знаходження часткового розв’язку рiвняння (214), коли
вiльний член має вигляд (219), можна використати метод неoзначених кое-
фiцiєнтiв:

1) Записуємо проєкт часткового розв’язку у виглядi (220) при умовi, що
коефiцiєнти d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l поки що неозначенi.

2) Пiдставляємо вираз (220) часткового розв’язку в рiвняння (214), прово-
димо вiдповiднi спрощення i прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових ви-
разах вигляду xjeαx cos βx, xjeαx sin βx, j ∈ 0, l, якi знаходяться в рiзних
частинах отриманої рiвностi. У результатi отримаємо систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь стосовно d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l.

3) Здобуту систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь розв’язуємо одним iз
способiв, наприклад, методом Гаусса.

4) Знайденi значення d0, . . . , dl, d̃0, . . . , d̃l пiдставляємо у (220). Це i буде
шуканий частковий розв’язок рiвняння (214).
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Розширити сферу застосування методу неозначених коефiцiєнтiв можна за
рахунок принципу суперпозицiї, суть якого викладена в такому твердженнi.

Теорема 17 (принцип суперпозицiї). Нехай

f(x) = f1(x) + · · ·+ fs(x), x ∈ R,

де s ∈ N, f1, . . . , fs ∈ C(R;C), а y = φj(x), x ∈ R, j = 1, s, — частковi
розв’язки вiдповiдно рiвнянь Ly = fj(x), x ∈ R j = 1, s. Тодi функцiя

y = φ1(x) + · · ·+ φs(x), x ∈ R,

є розв’язком рiвняння Ly = f(x).

Контрольнi питання

1. Що таке ЛНР зi сталими коефiцiєнтами? Який вигляд має повний за-
гальний розв’язок ЛНР зi сталими коефiцiєнтами?

2. Як знайти частковий розв’язок ЛНР зi сталими коефiцiєнтами, якщо
вiльний член цього рiвняння є квазiмногочленом?

3. У чому полягає принцип суперпозицiї для часткових розв’язкiв ЛНР?
4. У якому виглядi можна шукати частковий розв’язок ЛНР зi сталими

коефiцiєнтами, якщо коефiцiєнти рiвняння дiйснi, а вiльний член є дiйсним
квазiмногочленом?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння

y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + xe−x. (221)

J 1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного
однорiдного рiвняння

y′′ + 3y′ − 4y = 0. (222)

Записуємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi

λ2 + 3λ− 4 = 0 ⇒ λ1 = −4; λ2 = 1.

Отже,
ψ1(x) := e−4x, ψ2(x) := ex, x ∈ R,
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— фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (222) i його повний загальний
розв’язок має вигляд

y = C1e
−4x + C2e

x, x ∈ R, C1, C2 — довiльнi сталi. (223)

2-ий крок. Знайдемо частковий розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного
рiвняння. Вiльний член цього рiвняння не є квазiмногочленом, але є сумою
двох квазiмногочленiв f1(x) := e−4x та f2(x) := xe−x. Тому частковий розв’я-
зок рiвняння (221) на основi принципу суперпозицiї можна шукати у виглядi
суми часткових розв’язкiв таких двох неоднорiдних рiвнянь

y′′ + 3y′ − 4y = e−4x, (224)

y′′ + 3y′ − 4y = xe−x. (225)

2а) Запишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (224). Вiльним членом
цього рiвняння є квазiмногочлен

f1(x) := e−4x,

для якого маємо (див. (219)):

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ l := min{r, s}

−4
∣∣∣ 0

∣∣∣ − 4
∣∣∣ 1

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = −4 є характеристичним числом кратностi k = 1). Тому частковий
розв’язок рiвняння (224) шукаємо у виглядi

y = axe−4x, (226)

де a — неозначений коефiцiєнт (оскiльки у виразi f1(x) бiля e−4x стоїть много-
член нульового степеня, а саме 1, тому у вираз часткового розв’язку входить
многочлен нульового степеня з неозначеним коефiцiєнтом), x — поправка за
рахунок того, що µ = −4 — характеристичне число кратностi k = 1.
2б) Запишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (225). Вiльним членом
цього рiвняння є квазiмногочлен

f2(x) := xe−x,

для якого маємо (див. (219)):

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ l := min{r, s}

−1
∣∣∣ 0

∣∣∣ − 1
∣∣∣ 0

∣∣∣ 1
∣∣∣ 0

∣∣∣ 1
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(число µ = −1 не є характеристичним числом, а тому k = 0). Тому частковий
розв’язок рiвняння (225) шукаємо у виглядi

y = (bx+ c)e−x, (227)

де b, c — поки що неозначенi коефiцiєнти (оскiльки у виразi f2(x) бiля e−x сто-
їть многочлен першого степеня, а саме x, тому у вираз часткового розв’язку
входить многочлен першого степеня з неозначеними коефiцiєнтами).

Отож, частковий розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-
катимемо у виглядi

y = axe−4x + (bx+ c)e−x, (228)

де a, b, c — сталi, значення яких знаходять iз умови, що при пiдстановцi цього
виразу у задане рiвняння отримаємо тотожнiсть. Маємо

−4
∣∣∣ y = axe−4x + (bx+ c)e−x,

3
∣∣∣ y′ = ae−4x − 4axe−4x + be−x − bxe−x − ce−x,

1
∣∣∣ y′′ = −8ae−xe−4x + 16axe−4x − 2be−x + bxe−x + ce−x.

Пiдставляємо вирази y, y′, y′′ у вихiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння i
прирiвнюємо коефiцiєнти у лiвiй i правiй частинах при функцiях xe−4x, e−4x,
xe−x, e−x. У результатi отримаємо
xe−4x : −4a− 12a+ 16a = 0
e−4x : 3a− 8a = 1
xe−x : −4b− 3b+ b = 1
e−x : −4c+ 3b− 3c− 2b+ c = 0.

Звiдси 
−5a = 1
−6b = 1
b− 6c = 0

=⇒


a = −1

5

b = −1
6

c = − 1
36 .

Записуємо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

y = −1

5
xe−4x +

(
− 1

6
x− 1

36

)
e−x ≡ −1

5
xe−4x − 6x+ 1

36
e−x.

3-ий крок. Повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(221) — сума повного загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння,
знайденого на першому кроцi, та часткового розв’язку лiнiйного неоднорiдно-
го рiвняння, який знайдений на другому кроцi:

y = C1e
−4x + C2e

x − 1

5
xe−4x − 6x+ 1

36
e−x, x ∈ R,
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де C1, C2 — довiльнi сталi. I
2. Розв’язати рiвняння

y′′ + 4y = e2x cos 2x. (229)

J 1-ий крок. Шукаємо повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння

y′′ + 4y = 0. (230)

Записуємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi

λ2 + 4 = 0 ⇒ λ1, 2 = ±2i. (231)

Отже,

ψ1(x) := e2ix = cos 2x+ i sin 2x, ψ2(x) := e−2ix = cos 2x− i sin 2x ⇒

ψ̃1(x) := Re{ψ1(x)} = cos 2x, ψ̃2(x) := Im{ψ1(x)} = sin 2x

— фундаментальна система (дiйсних) розв’язкiв рiвняння (230) i повний за-
гальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння має вигляд

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x, x ∈ R,

де C1, C2 — довiльнi сталi.

2-ий крок. Знайдемо частковий розв’язок рiвняння (406). Вiльний член цього
рiвняння має вигляд

f(x) = e2x cos 2x.

Для цiєї функцiї маємо (див. (219)):

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ l := min{r, s}

2
∣∣∣ 2

∣∣∣ 2 + 2i
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = 2 + 2i не є коренем характеристичного рiвняння (231), тому по-
правки типу xk, де k — кратнiсть числа µ, як кореня характеристичного рiв-
няння, не буде). Тодi частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
шукаємо у виглядi

y = e2x(a cos 2x+ b sin 2x),

де a, b— неозначенi коефiцiєнти (оскiльки у вiльному членi f(x) бiля e2x cos 2x
стоїть многочлен нульового степеня, а саме 1, тому у вираз часткового
розв’язку входять многочлени нульового степеня з неозначеними коефiцiєн-
тами бiля виразiв e2x cos 2x та e2x sin 2x).
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Маємо

4
∣∣∣ y = e2x(a cos 2x+ b sin 2x),

0
∣∣∣ y′ = 2e2x(a cos 2x+ b sin 2x) + e2x(−2a sin 2x+ 2b cos 2x) ≡∣∣∣ ≡ (2a+ 2b)e2x cos 2x+ (2b− 2a)e2x sin 2x,

1
∣∣∣ y′′ = (4a+ 4b)e2x cos 2x− (4a+ 4b) sin 2x+∣∣∣ +(4b− 4a)e2x sin 2x+ (4b− 4a)e2x cos 2x ≡∣∣∣ ≡ 8be2x cos 2x− 8ae2x sin 2x.

Пiдставляємо значення y, y′, y′′ у вихiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння i
прирiвнюємо коефiцiєнти у лiвiй i правiй частинах при функцiях e2x cos 2x,
e2x sin 2x:

e2x cos 2x : 4a+ 8b = 1
e2x sin 2x : 4b− 8a = 0

=⇒ a = 1
20

b = 1
10 .

Записуємо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

y =
1

20
e2x cos 2x+

1

10
e2x sin 2x.

3-ий крок. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (406)

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

20
e2x cos 2x+

1

10
e2x sin 2x, x ∈ R,

де C1, C2 — довiльнi сталi. I
3. Розв’язати рiвняння

y′′ + y = −16 cosx · cos 2x.

J Використовуючи формулу

cosα · cos β =
1

2
(cos (α− β) + cos (α+ β)),

записуємо дане рiвняння у виглядi

y′′ + y = −8 cos x− 8 cos 3x. (232)

1-ий крок. Шукаємо повний загальний розв’язок вiдповiдного рiвнянню (232)
лiнiйного однорiдного рiвняння

y′′ + y = 0. (233)
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Записуємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1,2 = ±i. (234)

Отже,

ψ1(x) := eix = cos x+ i sinx, ψ2(x) := e−ix = cos x− i sinx ⇒

ψ̃1(x) := Re{ψ1(x)} = cos x, ψ̃2(x) := Im{ψ1(x)} = sin x

— фундаментальна система (дiйсних) розв’язкiв рiвняння (233) i повний за-
гальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

y = C1 cosx+ C2 sinx, x ∈ R,

де C1, C2 — довiльнi сталi.

2-ий крок. Знайдемо частковий розв’язок рiвняння (232). Вiльний член цього
рiвняння є сумою двох квазiмногочленiв:

f1(x) = −8 cos x та f2(x) = −8 cos 3x.

На пiдставi принципу суперпозицiї шукатимемо частковий розв’язок рiвняння
(232) як суму часткових розв’язкiв двох лiнiйних неоднорiдних рiвнянь:

y′′ + y = −8 cos x, (235)

y′′ + y = −8 cos 3x. (236)

2а) Запишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (235). Вiльним членом
цього рiвняння є квазiмногочлен

f1(x) = −8 cos x, x ∈ R,

для якого маємо (див. (219)):

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ l := min{r, s}

0
∣∣∣ 1

∣∣∣ i
∣∣∣ 1

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = i є коренем характеристичного рiвняння (233) кратностi k = 1).
Отож, частковий розв’язок рiвняння (235) шукаємо у виглядi

y = x(a cosx+ b sinx),

де a, b — неозначенi коефiцiєнти (оскiльки у виразi f1(x) бiля cosx стоїть
многочлен нульового степеня, а саме −8, тому у вираз проєкту часткового
розв’язку входять многочлени нульового степеня з неозначеними коефiцiєн-
тами бiля виразiв cosx та sinx), x — поправка за рахунок того, що µ = i
корiнь характеристичного рiвняння (233) кратностi k = 1.
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2б) Запишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (236). Вiльним членом
цього рiвняння є квазiмногочлен

f2(x) = −8 cos 3x, x ∈ R,

для якого маємо (див. (219)):

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ l := min{r, s}

0
∣∣∣ 3

∣∣∣ 3i
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = 3i не є коренем характеристичного рiвняння (233), а тому k = 0,
а отже, нiякої поправки не буде). Отож, частковий розв’язок рiвняння (236)
шукаємо у виглядi

y = c cos 3x+ d sin 3x,

де c, d — неозначенi коефiцiєнти (оскiльки у виразi f2(x) бiля cos 3x стоїть
многочлен нульового степеня, а саме −8, тому у вираз проєкту часткового
розв’язку входять многочлени нульового степеня з неозначеними коефiцiєн-
тами бiля виразiв cos 3x та sin 3x).

На пiдставi сказаного вище частковий розв’язок рiвняння (232) шукатиме-
мо у виглядi

y = x(a cosx+ b sinx) + c cos 3x+ d sin 3x. (237)

Маємо

1
∣∣∣ y = x(a cosx+ b sinx) + c cos 3x+ d sin 3x,

0
∣∣∣ y′ = a cosx+ b sinx− ax sinx+ bx cosx− 3c sin 3x+ 3d cos 3x,

1
∣∣∣ y′′ = −a sinx+ b cosx− a sinx− ax cosx+∣∣∣ +b cosx− bx sinx− 9c cos 3x− 9d sin 3x.

Пiдставляємо значення y, y′, y′′ у вихiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння
i прирiвнюємо коефiцiєнти у лiвiй i правiй частинах при функцiях x sinx,
x cosx, sinx, cosx, cos 3x, sin 3x:

x sinx : −b+ b = 0
x cosx : −a+ a = 0
sinx : −2a = 0
cosx : 2b = −8
cos 3x : −9c+ c = −8
sin 3x : −9d+ d = 0

=⇒

a = 0
b = −4
c = 1
d = 0
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Записуємо частковий розв’язок рiвняння (232)

y = −4x sinx+ cos 3x.

3-ий крок. Отже, повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiв-
няння має вигляд

y = C1 cosx+ C2 sinx− 4x sinx+ cos 3x,

де C1, C2 — довiльнi сталi. I
4. Розв’язати рiвняння

y′′ + 2iy′ − y = 8 cosx.

J Оскiльки коефiцiєнти рiвняння належать полю комплексних чисел, то ви-
користовуючи формулу

cosα =
1

2
(eiα + e−iα),

до правої частини рiвняння, записуємо дане рiвняння у виглядi

y′′ + 2iy′ − y = 4(eix + e−ix). (238)

1-ий крок. Шукаємо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння

y′′ + 2iy′ − y = 0. (239)

Записуємо його характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi

λ2 + 2iλ− 1 = 0 ⇔ (λ+ i)2 = 0 ⇒ λ1 = −i, k1 = 2. (240)

Отже,
ψ1(x) = e−ix, ψ2(x) = xe−ix, x ∈ R,

— фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (239) i його повний загальний
розв’язок має вигляд

y = C1e
−ix + C2xe

−ix, x ∈ R,

де C1, C2 — довiльнi сталi.

2-ий крок. Знайдемо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(238). Вiльний член цього рiвняння є сумою квазiмногочленiв

f1(x) = 4eix та f2(x) = 4e−ix,
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а тому його частковий розв’язок є сумою часткових розв’язкiв двох неодно-
рiдних рiвнянь

y′′ + 2iy′ − y = 4eix, (241)

y′′ + 2iy′ − y = 4e−ix. (242)

2а) Запишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (235). Вiльним членом
цього рiвняння є квазiмногочлен

f1(x) = 4eix,

для якого маємо (див. (219)):

µ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ l

i
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = i не є коренем характеристичного рiвняння (239)). Отож, частко-
вий розв’язок рiвняння (241) шукаємо у виглядi

y = aeix,

де a — неозначений коефiцiєнт (оскiльки у виразi f1(x) бiля eix стоїть много-
член нульового степеня, а саме 4, тому у проєкт часткового розв’язку входить
многочлен нульового степеня з неозначеним коефiцiєнтом).

2б) Запишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (242). Вiльним членом
цього рiвняння є квазiмногочлен

f1(x) = 4e−ix,

для якого маємо (див. (219)):

µ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ l

−i
∣∣∣ 2

∣∣∣ 0

(число µ = −i є коренем характеристичного рiвняння (233) кратностi 2).
Отож, частковий розв’язок рiвняння (242) шукаємо у виглядi

y = bx2e−ix,

де b — неозначений коефiцiєнт (оскiльки у виразi f2(x) бiля e−ix стоїть мно-
гочлен нульового степеня, а саме 4).

На пiдставi принципу суперпозицiї частковий розв’язок рiвняння (238) шу-
катимемо у виглядi

y = aeix + bx2e−ix. (243)
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−1
∣∣∣ y = aeix + bx2e−ix,

2i
∣∣∣ y′ = aieix + 2bxe−ix − bix2e−ix,

1
∣∣∣ y′′ = −aeix − 4bixe−ix − bx2e−ix + 2be−ix.

Пiдставляємо вирази y, y′, y′′ у вихiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння i при-
рiвнюємо коефiцiєнти у лiвiй i правiй частинах при функцiях x2e−ix, xe−ix,
e−ix, eix:

x2e−ix : −b+ 2b+ b = 0
xe−ix : −4bi+ 4bi = 0
e−ix : 2b = 4
eix : −a− 2a− a = 4

=⇒ a = −1
b = 2.

Записуємо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

y = −eix + 2x2e−ix.

3-ий крок. Повний загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(238) має вигляд

y = C1e
−ix + C2xe

−ix − eix + 2x2e−ix,

де C1, C2 — довiльнi сталi. I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

534. y′′ + y = 4xex; 535. y′′ − y = 2ex − x2;
537. y′′ − 3y′ + 2y = sin x 538. y′′ + y = 4 sinx;
545. y′′ − 2y′ + y = 6xex; 546. y′′ + y = x sinx.

Для кожного рiвняння записати його частковий розв’язок з неозначеними
коефiцiєнтами (числове значення коефiцiєнтiв шукати не треба):
555. y′′ − 8y′ + 17y = e4x(x2 − 3x sinx);
564. y′′ + 4y = cos x cos 3x; 568. y′′ − 2y′ + 2y = (x+ ex) sin x.

Домашнi завдання:
Розв’язати рiвняння:

533. y′′ − 2y′ − 3y = e4x; 536. y′′ + y′ − 2y = 3xex;
539. y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x; 540. y′′ − 3y′ + 2y = x cosx;
542. y′′ + 2y′ − 3y = x2ex; 544. y′′ − 9y = e3x cosx;
548. y′′ − 5y′ = 3x2 + sin 5x.
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Для кожного рiвняння записати його частковий роз’язок з неозначеними
коефiцiєнтами (числове значення коефiцiєнтiв шукати не треба):
556. y′′′ + y′ = sinx+ x cosx; 559. y′′ + 2y′ + y = x(e−x − cosx);
566. y′′ − 4y′ + 5y = e2x sin2 x; 569. y(4) + 5y′′ + 4y = sin x cos 2x;
572. y′′ + 4y′ + 3y = chx.

Вiдповiдi:
534. y = C1 cosx+ C2 sinx+ (2x− 2)ex;
535. y = C1e

x + C2e
−x + xex + x2 + 2;

537. y = C1e
x + C2e

2x + 0, 1 sin x+ 0, 3 cos x;
538. y = C1 cosx+ C2 sinx− 2x cosx; 545. y = (C1 + C2x+ x3)ex;

546. y =

(
C1 −

x2

4

)
cosx+

(
C2 +

x

4

)
sinx;

533. y = C1e
−x + C2e

3x +
1

5
e4x;

536. y = C1e
x + C2e

−2x +

(
x2

2
− x

3

)
ex;

539. y = C1e
x + C2e

4x − (2x2 − 2x+ 3)e2x;
540. y = C1e

x + C2e
2x + (0, 1x− 0, 12) cos x− (0, 3x+ 0, 34) sin x;

542. y = C1e
x + C2e

−3x +

(
x3

12
− x3

16
+

x

32

)
ex;

544. y = C1e
3x + C2e

−3x +

(
6

37
sinx− 1

37
cosx

)
e3x;

548. y = C1 + C2e
5x − 0, 2x3 − 0, 12x2 − 0, 048x+ 0, 02(cos 5x− sin 5x).
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Практичне заняття № 19
Контрольна робота № 4

Варiант 1

1) y′′ − 2y′ + 5y = 2x; 2) y(4) + 6y′′ + 9y = 0; 3) y′′ + 4y′ + 3y = 2e−x ;
4) y′′ − 4y′ + 4y = (3x − 2)e2x − 4 cos 2x; 5) y′′ − 2y′ + 2y = ex(2 sin x +
cosx); 6) y′′ + 8y′ + 16y = e−4x; 7) y′′′ − 6y′′ + 9y′ = 3; 8) y(5) +
2y′′′ + y′ = 0;
9∗) y′′ − 2iy = 8ex sinx.
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Практичне заняття № 20
Знаходження часткових розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних рiвнянь

методом варiацiї сталих. Рiвняння Ейлера

Частина перша: Знаходження часткових розв’язкiв лiнiйних
неоднорiдних рiвнянь методом варiацiї сталих.

Довiдкова iнформацiя

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.

Означення 9. Лiнiйним рiвнянням вищого порядку (коротко, ЛР) назива-
ють звичайне диференцiальне рiвняння вищого порядку, яке можна записа-
ти у виглядi

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + · · ·+ an(x)y = f(x), x ∈ (a, b), (244)

де n ∈ N i n ≥ 2, x – незалежна змiнна, що пробiгає значення з числового
iнтервалу (a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ +∞), a0, a1, . . . , an, f — заданi функцiї вiд
змiнної x, якi визначенi на (a, b) i приймають значення в P, причому a0(x) ̸=
0 для всiх x ∈ (a, b), y – невiдома функцiя вiд змiнної x зi значеннями в P
(зауважимо, що коли P = C, то розв’язок ЛР можна записати у виглядi
y = u(x) + iv(x), x ∈ ⟨c, d⟩ ⊂ (a, b), де u i v — дiйснi функцiї, i — уявна
одиниця в C).

Функцiї a0, a1, . . . , an називають коефiцiєнтами, а функцiю f — вiльним
членом ЛР. Якщо в рiвняннi (244) маємо f(x) = 0, x ∈ (a, b), тобто воно має
вигляд

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0, x ∈ (a, b), (245)

то його називають лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР), а в протилежному
випадку — лiнiйним неоднорiдним рiвнянням (ЛНР).

Якщо в рiвняннях (244) i (245) однаковi коефiцiєнти, то рiвняння (245)
називають лiнiйним однорiдним рiвнянням, вiдповiдним лiнiйному неоднорi-
дному рiвнянню (244).

Як правило, розглядають лiнiйнi рiвняння при умовi, що його коефiцiєнти
i вiльний член є неперервними на (a, b), а наслiдком цього є те, що будь-який
розв’язок цього рiвняння можна продовжити на весь iнтервал (a, b). Далi
вважаємо, що коефiцiєнти i вiльний член є неперервними на (a, b) i розв’язки
визначенi на (a, b).

Повний загальний розв’язок рiвняння (244) має вигляд

y =
◦
y(x,C1, . . . , Cn) +

∗
y(x), x ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ C,

122



де
y =

◦
y(x,C1, . . . , Cn), x ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

— повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння
(245), а

y =
∗
y(x), x ∈ (a, b),

— (який-небудь частковий) розв’язок рiвняння (244).
Як вiдомо, повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння

(245) має вигляд

y = C1ψ1(x) + · · ·+ Cnψn(x), x ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P, (246)

де ψ1, . . . , ψn — фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (245) (коротко,
ФСР (245)).

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (244) i вкажемо метод варiа-
цiї сталих знаходження його часткового розв’язку при умовi, що ми знаємо
повний загальний розв’язок (246) вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвня-
ння (245). Цей метод полягає в тому, що частковий розв’язок неоднорiдного
рiвняння шукаємо як функцiю, зображення якої вiдрiзняється вiд зображе-
ння повного загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння тiльки
тим, що замiсть сталих C1, . . . , Cn стоять деякi функцiї вiд змiнної x. Метод
варiацiї сталих базується на такому твердженнi.

Теорема 10. Якщо ψ1, . . . , ψn — ФСР (245), то рiвняння (244) має (час-
тковий) розв’язок у виглядi функцiї

y = φ1(x)ψ1(x) + · · ·+ φn(x)ψn(x), x ∈ (a, b), (247)

де φ1, . . . , φn — (якi-небудь) функцiї з простору C1
(
(a, b);P

)
, що задоволь-

няють систему рiвнянь
ψ1(x) · · · ψn(x)
ψ′
1(x) · · · ψ′

n(x)
... . . . ...

ψ
(n−1)
1 (x) · · · ψ

(n−1)
n (x)



φ ′
1(x)

φ ′
2(x)
...

φ ′
n(x)

 =


0
0
...

f(x)

a0(x)

 , x ∈ (a, b). (248)

Наслiдок 2. Повний загальний розв’язок рiвняння (244) можна записати
у виглядi

y = C1ψ1(x) + · · ·+ Cnψn(x) + φ1(x)ψ1(x) + · · ·+ φn(x)ψn(x), (249)
x ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

де ψ1, . . . , ψn — ФСР (245), φ1, . . . , φn — якi-небудь функцiї з простору
C1
(
(a, b);P

)
, що задовольняють систему рiвнянь (248).
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Контрольнi питання

1. Що таке ЛР, ЛОР i ЛНР?
2. Як знайти повний загальний розв’язок ЛНР, якщо вiдомо повний за-

гальний розв’язок вiдповiдного ЛОР i частковий розв’язок ЛНР?
3. У чому полягає метод варiацiї сталих знаходження часткового розв’язку

ЛНР?

Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′ + y =
1

cosx
; y(0) = 1, y′(0) = 0.

J Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок заданого лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння.
1-ий крок. Шукаємо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння

y′′ + y = 0. (250)

Записуємо його характеристичне рiвняння i розв’язуємо:

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1, 2 = ±i.

Отже, функцiї

ψ1(x) := eix = cosx+ i sinx, ψ2(x) := e−ix = cos x− i sinx, x ∈ R,

є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння (250), а тому функцiї

ψ̃1(x) := Re {eix} = cos x, ψ̃2(x) := Im {eix} = sin x, x ∈ R,

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (250) i є дiйсними.
Отже, повний загальний дiйсний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння
(250) має вигляд

y = C1 cosx+ C2 sinx, x ∈ R, (251)

де C1, C2 – довiльнi сталi.

2-ий крок. Оскiльки вiльний член f(x) =
1

cosx
заданого рiвняння не є квазiм-

ногочленом, то частковий розв’язок цього рiвняння будемо шукати методом
варiацiї сталих. Для цього запишемо проєкт часткового розв’язку, замiнивши
довiльнi сталi C1, C2 у виразi (251), вiдповiдно, на функцiї φ1, φ2 вiд змiнної
x ∈ R:

y = φ1(x) cos x+ φ2(x) sin x.
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Функцiї φ1, φ2 на пiдставi теореми 2 знаходимо iз системи рiвнянь(
cosx sinx
− sinx cosx

)(
φ ′
1(x)

φ ′
2(x)

)
=

(
0
1

cosx

)
. (252)

Для кожного значення x ∈ R трактуємо (252) як лiнiйну алгебраїчну систему
вiдносно φ ′

1(x), φ
′
2(x) i розв’язуємо її методом Крамера. Для цього знаходимо

визначники основної i допомiжних матриць:

△(x) =

∣∣∣∣ cosx sinx
− sinx cosx

∣∣∣∣ = 1,

△1(x) =

∣∣∣∣∣ 0 sin x
1

cosx
cosx

∣∣∣∣∣ = − sinx

cosx
, △2(x) =

∣∣∣∣∣ cosx 0

− sinx
1

cosx

∣∣∣∣∣ = 1, x ∈ R.

Звiдси маємо

φ ′
1(x) =

△1(x)

△(x)
≡ − tg x, φ ′

2(x) =
△2(x)

△(x)
≡ 1, x ∈ R.

Тодi, знайшовши вiдповiднi первiснi, отримаємо φ1(x) = ln | cosx|, φ2(x) = x,
а отже, частковий розв’язок даного лiнiйного неоднорiдного рiвняння має
вигляд

y = ln | cosx| · cosx+ x · sinx.
3-ий крок. На пiдставi знайденого вище запишемо повний загальний розв’язок
даного лiнiйного неоднорiдного рiвняння

y = C1 cosx+ C2 sinx+ ln | cosx| · cosx+ x · sinx,

де C1, C2 – довiльнi сталi.
Тепер знайдемо розв’язок задачi Кошi для даного рiвняння, пiдставивши

вираз його повного загального розв’язку у початковi умови i розв’язавши
отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь стосовно C1, C2. Для цього
знайдемо похiдну

y′ = −C1 sinx+ C2 cosx− ln | cosx| · sinx+ x · cosx.

Тодi
y(0) = C1 = 1, y′(0) = C2 = 0.

Отже, розв’язком даної задачi є функцiя

y = cosx+ ln cosx · cosx+ x · sinx.

I
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Частина друга: Рiвняння Ейлера

Довiдкова iнформацiя

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.

Означення 10. Рiвнянням Ейлера називається лiнiйне диференцiальне рiв-
няння, яке можна записати у виглядi

a0x
ny(n) + a1x

n−1y(n−1) + · · ·+ akx
n−ky(n−k) + · · ·+ an−1xy

′ + any = f(x),
(253)

де n ∈ N (n > 2), x ∈ R – незалежна змiнна, a0, a1, . . . , an ∈ P, a0 ̸= 0,
f ∈ C(R;P), x – невiдома функцiя вiд змiнної x зi значеннями в полi P.

При x = 0 коефiцiєнти рiвняння (253) при похiдних шуканої функцiї пе-
ретворюються в нуль, а отже рiвняння (253) вироджується. Це приводить до
появи особливостi розв’язкiв даного рiвняння, зокрема, можливу їх розрив-
нiсть або розривнiсть їх деяких похiдних в точцi 0. Тому варто розглянути
рiвняння (253) окремо на променях (−∞, 0) i (0, +∞). Оскiльки при замiнi x
на −x диференцiальний вираз в лiвiй частинi рiвняння (253) не змiнюється,
а промiнь (−∞, 0) переходить в промiнь (0, +∞), то достатньо розгляда-
ти рiвняння (253) на (0, +∞), що ми надалi й робитимемо, використавши
позначення R+ := (0, +∞).

Перетворимо рiвняння (253), зробивши в ньому замiну змiнних

x = et, x ∈ R+, t ∈ R. (254)

Нехай
z(t) := y(x) при x = et, t ∈ R.

Звiдси маємо
y(x) = z(t) при x = et,

а отже за правилом диференцiювання складених функцiй отримаємо

y′(x) = z′(t) · t′(x) = z′(t) · 1

x′(t)
= z′(t) · e−t,

y′′(x) =
(
z′′(t) · e−t − z′(t) · e−t

)
· t′(x) =

(
z′′(t)− z′(t)

)
· e−2t,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(k)(x) =
(
z(k)(t) + · · ·

)
· e−kt,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(n)(x) =
(
z(n)(t) + · · ·

)
· e−nt, t ∈ R, x ∈ R+.
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Пiдставимо отриманi вирази в рiвняння (253). У результатi отримаємо рiвня-
ння

b0z
(n) + b1z

(n−1) + · · ·+ bnz = g(t), (255)

де
g(t) := f(et), t ∈ R.

Рiвняння (255) є лiнiйним диференцiальними рiвнянням зi сталими коефiцi-
єнтами, якi вивченi ранiше. Як вiдомо, повний загальний розв’язок рiвняння
(255) є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвня-
ння

b0z
(n) + b1z

(n−1) + · · ·+ bnz = 0 (256)

та деякого (часткового) розв’язку рiвняння (255).
Для знаходження повного загального розв’язку рiвняння (256) записуємо

вiдповiдне характеристичне рiвняння

b0λ
n + b1λ

n−1 + · · ·+ bn = 0. (257)

Легко бачити, що по характеристичному рiвнянню (257) можна вiдновити ди-
ференцiальне рiвняння (256). Звiдси прямо випливає такий висновок: якщо
для заданого рiвняння (253) можна безпосередньо знайти лiву частину рiв-
няння (257), то очевидним чином можна записати рiвняння (255). I тут в
пригодi стає така тотожнiсть

a0λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ an =

= b0λ
n + b1λ

n−1 + · · ·+ bn, λ ∈ C, (258)

яка випливає з тотожностi

a0x
ny(n) + a1x

n−1y(n−1) + · · ·+ akx
n−ky(n−k) + · · ·+ an−1xy

′ + any =

= b0z
(n) + b1z

(n−1) + · · ·+ bnz,

y ∈ Cn(R+;P), z(t) := y(x) при x = et, t ∈ R,
в якiй треба взяти y = xλ, z = eλt, де λ ∈ C — довiльне. Як легко бачити, лiву
частину рiвностi (258) отримуємо з лiвої частини рiвняння (253), зробивши
формальну замiну:

∀k ∈ {1, . . . , n} : xky(k) 7→ λ(λ− 1) · · · (λ− k + 1), y 7→ 1

(зауважимо, що для кожного k ∈ {1, . . . , n} вираз λ(λ − 1) · · · (λ − k + 1) є
добутком k множникiв, з яких перший — λ, другий — λ− 1 i т.д.).

Зi сказаного випливає такий спосiб зведення рiвняння (253) до рiв-
няння (255) i, фактично, розв’язування рiвняння (253):
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1) Записуємо рiвняння

a0λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ an = 0
(259)

i зводимо многочлен, що знаходиться в лiвiй частинi цього рiвняння,
до стандартного (канонiчного) вигляду. У результатi отримаємо рiвня-
ння (257). Знаходимо його розв’язки λ1, . . . , λm разом з кратностями
k1, . . . , km.

2) Записуємо рiвняння (255), лiва частина якого вiдтворюється за рiвнян-
ням (257), а права — результат замiни (254) змiнної x на t у вiльному
членi (правiй частинi) рiвняння (255) .

3) Знаючи характеристичнi числа рiвняння (256) та їх кратностi, записує-
мо повний загальний розв’язок однорiдного рiвняння (256), вiдповiдного
рiвнянню (255).

4) Шукаємо частковий розв’язок рiвняння (255) методом варiацiї сталих
чи, якщо вiльний член є квазiмногочленом чи сумою квазiмногочленiв,
методом неозначених коефiцiєнтiв. Нагадаємо, що метод неозначених ко-
ефiцiєнтiв базується на такому твердженнi.

Теорема 18. Нехай коефiцiєнти рiвняння (255) — дiйснi, а вiльний
член g – дiйсний квазiмногочлен:

g(t) = eαt
[
(b0t

r + · · ·+ br) cos βt+ (c0t
s + · · ·+ cs) sin βt

]
, t ∈ R, (260)

де

• α, β ∈ R,
• r, s ∈ N ∪ {0},
• b0, . . . , br, c0, . . . , cs ∈ R.

Тодi рiвняння (255) має частковий розв’язок вигляду

z = tkeαt
[
(d0t

ν + · · ·+ dν) cos βt+ (d̃0t
ν + · · ·+ d̃ν) sin βt

]
, t ∈ R, (261)

де

• ν = max {r, s},
• d0, . . . , dν, d̃0, . . . , d̃ν ∈ R,

• k = 0, якщо число µ = α + iβ не є характеристичним для рiвняння
(255), а якщо µ є характеристичним числом, то k дорiвнює кратностi
цього числа.

128



5) Записуємо повний загальний розв’язок рiвняння (255) i повертаємося до
змiнної x. Це буде повний загальний розв’язок рiвняння (253).

Контрольнi питання

1. Що таке рiвняння Ейлера?
2. Яким чином рiвняння Ейлера зводиться до лiнiйного диференцiального

рiвняння зi сталими коефiцiєнтами?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати рiвняння Ейлера

x2y′′ − 2xy′ + 2y = x2 − 2x+ 2. (262)

J Зробимо в даному рiвняннi замiну незалежної змiнної

x = et, t ∈ R+, x ∈ R. (263)

Нехай
z(t) := y(x) при x = et, t ∈ R+, x ∈ R. (264)

Тодi знаходимо

y(x) = z(t) при x = et,

y′(x) = z′(t) · t′(x) = z′(t) · 1

x′(t)
=
z′(t)

et
= z ′(t) · e−t,

y′′(x) = (z′′(t)− z′(t)) · e−2t.

(265)

Пiдставивши y, y′, y′′ у вихiдне рiвняння та врахувавши замiну змiнних (263),
одержимо

e2t(z ′′ − z ′)e−2t − 2etz ′e−t + 2z = e2t − 2et + 2 ⇔

z ′′ − 3z ′ + 2z = e2t − 2et + 2. (266)

Рiвняння (266) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами.
Нам потрiбно знайти його повний загальний розв’язок i вернутися до змiнної
x.

!!! Рiвняння (266) можна отримати швидше i з меншими зусилями. Для
цього в лiвiй частинi рiвняння (262) робимо формальну замiну

x2y′′ 7→ λ(λ− 1), xy′ 7→ λ, y 7→ 1

i записуємо рiвняння
λ(λ− 1)− 2λ+ 2 = 0.
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Спростивши лiву частину цього рiвняння, отримаємо

λ2 − 3λ− 2 = 0. (267)

По лiвiй частинi цього рiвняння вiдтворюємо лiву частину рiвняння (266),
зробивши формальну замiну

λ2 7→ z′′, λ 7→ z′, λ0 = 1 7→ z,

а праву частину отримуємо як i ранiше безпосередньою замiною змiнних x

на t за правилом (263).
Розв’язуємо рiвняння (266) стандартним способом.

1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного
однорiдного рiвняння

z′′ − 3z′ + 2z = 0. (268)

Записуємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi

λ2 − 3λ+ 2 = 0 ⇒ λ1 = 2; λ2 = 1. (269)

Отже, функцiї
ψ1(t) := e2t, ψ2(t) := et, t ∈ R,

– фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (263) i повний загальний
розв’язок цього рiвняння має вигляд

z = C1e
2t + C2e

t, t ∈ R,

де C1, C2 – довiльнi сталi.
2-ий крок. Знайдемо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
(266). Вiльний член цього рiвняння є сумою трьох квазiмногочленiв:

g(t) = g1(t)+g2(t)+g3(t), де g1(t) = e2t, g2(t) = −2et, g3(t) = 2, t ∈ R.

Випишемо проєкт часткового розв’язку рiвняння (266) як суму проєктiв час-
ткових розв’язкiв рiвнянь

z′′ − 3z′ + 2z = g1(t), z′′ − 3z′ + 2z = g2(t), z′′ − 3z′ + 2z = g3(t). (270)
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2а) Розглянемо перше з рiвнянь (270). Для вiльного члена цього рiвняння

g1(t) := e2t, t ∈ R,

згiдно з формулою (260)) маємо:

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ ν := min{r, s}

2
∣∣∣ 0

∣∣∣ 2
∣∣∣ 1

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = 2 є характеристичним числом кратностi 1, а отже, k = 1). Тому
частковий розв’язок першого з рiвнянь (270) шукаємо згiдно з формулою
(261) у виглядi:

z = ate2t, t ∈ R, (271)

де a – поки що неозначений коефiцiєнт многочлена нульового степеня (оскiль-
ки у виразi g1(t) бiля e2t стоїть многочлен нульового степеня, а саме 1, тому
у вираз часткового розв’язку входить многочлен нульового степеня i t — по-
правка на кратнiсть числа µ = 2, як кореня характеристичного рiвняння).
2б) Розглянемо друге з рiвнянь (270). Для вiльного члена цього рiвняння

g2(t) := −2et, t ∈ R,

згiдно з формулою (260) маємо:

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ ν := min{r, s}

1
∣∣∣ 0

∣∣∣ 1
∣∣∣ 1

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = 1 є характеристичним числом кратностi 1, а отже, k = 1). Тому
частковий розв’язок другого з рiвнянь (270) шукаємо згiдно з формулою (261)
у виглядi

z = btet, t ∈ R, (272)

де b – поки що неозначений коефiцiєнт многочлена нульового степеня (оскiль-
ки у виразi g2(t) бiля et стоїть многочлен нульового степеня, а саме −2, тому
у вираз часткового розв’язку входить многочлен нульового степеня i t — по-
правка на кратнiсть числа µ = 1, як кореня характеристичного рiвняння).
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2в) Розглянемо третє з рiвнянь (270). Для вiльного члена цього рiвняння

g3(t) := 2, t ∈ R,

згiдно з формулою (260) маємо:

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ ν := min{r, s}

0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = 0 не є характеристичним числом, а отже, k = 0). Тому частковий
розв’язок третього з рiвнянь (270) шукаємо згiдно з формулою (261) виглядi:

z = c, t ∈ R, (273)

де c – поки що неозначений коефiцiєнт многочлена нульового степеня (оскiль-
ки у виразi g3(t) стоїть многочлен нульового степеня, а саме 2, тому у вираз
часткового розв’язку входить многочлен нульового степеня без поправки).

На пiдставi сказаного частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвня-
ння (266) шукатимемо у виглядi

z = ate2t + btet + c, t ∈ R. (274)

Знаходимо

2
∣∣∣ z = ate2t + btet + c,

−3
∣∣∣ z′ = ae2t + 2ate2t + bet + btet,

1
∣∣∣ z′′ = 2ae2t + 2ae2t + 4ate2t + bet + bet + btet.

Пiдставляємо вирази z, z′, z′′ у рiвняння (266) i прирiвнюємо коефiцiєнти
у лiвiй i правiй частинах при функцiях te2t, e2t, tet, et, e0t:

te2t : 2a− 6a+ 4a = 0,
e2t : −3a+ 4a = 1,
tet : 2b− 3b+ b = 0,
et : −3b+ 2b = −2,
e0t : 2c = 2,

=⇒
a = 1,
b = 2,
c = 1 .

Записуємо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

z(t) = te2t + 2tet + 1.

3-iй крок. Повний загальний розв’язок рiвняння (266) має вигляд

z = C1e
2t + C2e

t + te2t + 2tet + 1, t ∈ R,
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де C1, C2 – довiльнi сталi.
Звiдси, враховуючи замiну (263) i наслiдки з неї: t = ln x, eλt = (et)λ = xλ,

отримуємо повний загальний розв’язок вихiдного рiвняння:

y = C1x
2 + C2x+ x2 ln |x|+ 2x ln |x|+ 1, x ∈ R \ {0},

де C1, C2 – довiльнi сталi (тут враховано, що лiва частина даного рiвняння не
змiнюється при замiнi x на −x, а отже, з повного загального розв’язку вiдпо-
вiдного лiнiйного однорiдного рiвняння на променi (0,+∞) можна отримати
повний загальний розв’язок цього рiвняння на променi (−∞, 0) вказаною за-
мiною незалежної змiнної.
I
2. Розв’язати рiвняння Ейлера

x2y′′ + xy′ + y = 2x. (275)

J Розглянемо це рiвняння на R+. Робимо замiну незалежної змiнної

x = et, x ∈ R+, t ∈ R. (276)

Нехай
z(t) := y(x) при x = et, x ∈ R+, t ∈ R.

Рiвняння, яке отримується в результатi такої замiни, знайдемо так. В лiвiй
частинi рiвняння (275) мiняємо

x2y′′ 7→ λ(λ− 1), xy′ 7→ λ, y 7→ 1.

Прирiвнюючи отриманий вираз до 0, здобуваємо рiвняння

λ(λ− 1) + λ+ 1 = 0 ⇔

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1,2 = ±i. (277)

Тепер в рiвнянi (277) проведемо формальну замiну

λ2 7→ z′′, λ 7→ z′, λ0 7→ z.

У результатi отримаємо лiнiйне однорiдне рiвняння, вiдповiдне лiнiйному не-
однорiдному рiвняння, що здобуваємо пiсля замiни незалежних змiнних:

z′′ + z = 0, t ∈ R. (278)

Отже, задане рiвняння вказаною замiною змiнних зведеться до рiвняння

z′′ + z = 2et, t ∈ R. (279)
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1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння

z′′ + z = 0, t ∈ R. (280)

Запишемо i розв’яжемо характеристичне рiвняння

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ = ± i.

Отже, функцiї

ψ1(t) := eit = cos t+ i sin t, ψ2(t) := e−it = cos t− i sin t, t ∈ R,

є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння (280), а тому функцiї

ψ̃1(t) := Re {eit} = cos t, ψ̃2(t) := Im {eit} = sin t, t ∈ R,

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (280) i є дiйсними.
Отже, повний загальний дiйсний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння
(280) має вигляд

y = C1 cos t+ C2 sin t, t ∈ R, (281)

де C1, C2 – довiльнi сталi.

2-ий крок. Шукаємо частковий розв’язок рiвняння (279) методом неозначених
коефiцiєнтiв. Для вiльного члена цього рiвняння

g(t) := 2et, t ∈ R,

на пiдставi формули (260) маємо:

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ ν := min{r, s}

1
∣∣∣ 0

∣∣∣ 1
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = 1 не є характеристичним числом, а отже, k = 0). Тому частковий
розв’язок рiвняння (279) шукаємо на пiдставi формули (261) у виглядi:

z = aet, t ∈ R, (282)

де a – поки що неозначений коефiцiєнт многочлена нульового степеня (оскiль-
ки у виразi g(t) бiля e2t стоїть многочлен нульового степеня, а саме 2, тому у
вираз часткового розв’язку входить многочлен нульового степеня i поправки
немає, бо число µ = 1 не є коренем характеристичного рiвняння).

Маємо
z′ = aet, z′′ = aet.
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Пiдставляючи цi вирази в рiвняння (279), отримаємо

2aet = 2et =⇒ a = 1,

а отже, функцiя
z = et, τ ∈ R,

є розв’язком рiвняння (279).

3-iй крок. Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (279) має вигляд

y = C1 cos t+ C2 sin t+ et, t ∈ R, C1, C2 ∈ R.

Звiдси, враховуючи (276), маємо

y = C1 cos ln |x|+ C2 sin ln |x|+ x, x ∈ R \ {0}, C1, C2 ∈ R,

— повний загальний дiйсний розв’язок рiвняння (275).

3. Розв’язати рiвняння

x(x− 3)2y′′ + 3(x2 − 3x)y′ − 3xy = 20x cos ln (x− 3).

J Подiлимо дане рiвняння на x:

(x− 3)2y′′ + 3(x− 3)y′ − 3y = 20 cos ln (x− 3). (283)

i зробимо в отриманому рiвняннi замiну змiнної

x− 3 = s.

Нехай
u(s) := y(x) при x = s+ 3.

Тодi
y(x) = u(s) при s = x− 3, y′(x) = u′(s), y′′(x) = u′′(s).

Отже, нове рiвняння має вигляд

s2u′′ + 3su′ − 3u = 20 cos ln s. (284)

Це є рiвняння Ейлера. Зробимо замiну змiнних

s = et, t ∈ R, s ∈ R+. (285)

Нехай
z(t) := u(s) при s = et, t ∈ R, s ∈ R+.

Формально зробивши в лiвiй частинi рiвняння (284) замiну:

s2u′′ 7→ λ(λ− 1), su′ 7→ λ, u 7→ 1.
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отримуємо рiвняння
λ(λ− 1) + 3λ− 3 = 0,

що рiвносильне рiвнянню

λ2 + 2λ− 3 = 0 ⇒ λ1 = −3, λ2 = 1. (286)

Формально зробивши в лiвiй частинi рiвняння (286) замiну λ2 7→ z′′, λ 7→
z′, λ0 = 1 7→ z, отримаємо лiву частину шуканого рiвняння, а праву частину
матимемо пiсля замiни (285) змiнних s на t в правiй частинi рiвняння (284).
У результатi здобуваємо рiвняння

z ′′ + 2z ′ − 3z = 20 cos t. (287)

!!! Можна в iнший спосiб здобути рiвняння (287). Для цього робимо у
рiвняннi (283) замiну незалежної змiнної

x− 3 = et, t ∈ (−∞,+∞), x ∈ (3,+∞). (288)

Нехай

z(t) := y(x) при x = et + 3, t ∈ (−∞,+∞), x ∈ (3,+∞).

Тодi знаходимо
y(x) = z(t),
y′(x) = z′(t) · e−t,

y′′(x) = (z′′(t)− z′(t)) · e−2t.

Пiдставивши y, y′, y′′ у рiвняння (283) та врахувавши замiну змiнних (288),
одержимо рiвняння (287).

Розв’яжемо рiвняння (287).
1-ий крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння

z ′′ + 2z ′ − 3z = 0. (289)

Характеристичне рiвняння записане i його коренi знайденi уже в (286). Отже,
функцiї

ψ1(t) := e−3t, ψ2(t) := et, t ∈ R,

утворюють ФСР(406) i повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння (406) має вигляд

z = C1e
−3t + C2e

t, t ∈ R,

де C1, C2 – довiльнi сталi.
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2-ий крок. Шукаємо частковий розв’язок рiвняння (287) методом неозначених
коефiцiєнтiв. Для вiльного члена цього рiвняння

g(t) := 20 cos t, t ∈ R,

на пiдставi формули (260) маємо:

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ ν := min{r, s}

0
∣∣∣ 1

∣∣∣ i
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0

(число µ = i не є характеристичним числом, а отже, k = 0). Тому частковий
розв’язок рiвняння (279) шукаємо на пiдставi формули (261) у виглядi:

z = a cos t+ b sin t, t ∈ R, (290)

де a, b – поки що неозначенi коефiцiєнти многочленiв нульового степеня
(оскiльки у виразi g(t) бiля cos t стоїть многочлен нульового степеня, а саме
20, тому у вираз часткового розв’язку входять многочлени нульового степеня
i поправки немає, бо число µ = i не є коренем характеристичного рiвняння).

Знаходимо
−3

∣∣∣ z = a cos t+ b sin t,

2
∣∣∣ z′ = −a sin t+ b cos t,

1
∣∣∣ z′′ = −a cos t− b sin t.

Пiдставляємо вирази z, z′, z′′ у рiвняння (287) i прирiвнюємо коефiцiєнти
у лiвiй i правiй частинах при функцiях cos t, sin t:

cos t : −3a+ 2b− a = 20
sin t : −3b− 2a− b = 0

=⇒ a = −4 ,
b = 2 .

Записуємо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

z = −4 cos t+ 2 sin t.

3-iй крок. Повний загальний розв’язок рiвняння (287) має вигляд

z = C1e
−3t + C2e

t − 4 cos t+ 2 sin t,

де C1, C2 – довiльнi сталi.
Звiдси, враховуючи замiну (288), отримуємо загальний розв’язок вихiдного

рiвняння:

y = C1
1

(x− 3)3
+ C2(x− 3)− 4 cos ln (x− 3) + 2 sin ln (x− 3), x ∈ (3,+∞),

де C1, C2 – довiльнi сталi.
I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Знайти розв’язки рiвнянь методом варiацiї сталих:

575. y′′ − 2y′ + y =
ex

x
; 577. y′′ + y =

1

sinx
;

581. x3(y′′ − y) = x2 − 2.
Розв’язати рiвняння Ейлера :

589. x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0; 592. x2y′′′ = 2y′;
593. x2y′′ − xy′ + y = 8x3; 595. x3y′′ − 2xy = 6 lnx;
599. (x− 2)2y′′ − 3(x− 2)y′ + 4y = x.

Домашнi завдання:
Знайти розв’язки рiвнянь методом варiацiї сталих:

576. y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
; 578. y′′ + 4y = 2 tg x;

579. y′′ + 2y′ + y = 3e−x
√
x+ 1; 580. y′′ + y = 2 sec3 x.

Знайти розв’язки задачi Кошi:
583. y′′ + y = 4ex, y(0) = 4, y′(0) = −3;
586. y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

Розв’язати рiвняння Ейлера:
590. x2y′′ − xy′ − 3y = 0; 591. x3y′′′ + xy′ − y = 0;
594. x2y′′ + xy′ + 4y = 10x; 596. x2y′′ − 3xy′ + 5y = 3x2;
597. x2y′′ − 6y = 5x3 + 8x2; 598. x2y′′ − 2y = sin ln x;
600. (2x+ 3)3y′′′ + 3(2x+ 3)y′ − 6y = 0.

Розв’язати рiвняння :
603. y′′ + 2iy = 8ex sinx.

Вiдповiдi:
575. y = ex(x ln |x|+ C1x+ C2);
577. y = (C1 + ln | sinx|) sin x+ (C2 − x) cos x;
581. y = 1

x + C1e
x + C2e

−x; 589. y = C1x
2 + C2x

3;
592. y = C1 + C2 ln |x|+ C3x

3; 593. y = x(C1 + C2 ln |x|) + 2x3;

595. y = C1x
2 + 1

x

(
C2 − 2

3 lnx− ln2 x

)
;

599. y = (x− 2)2(C1 + C2 ln |x− 2|) + x− 1, 5;
576. y = (e−x + e−2x) ln(ex + 1) + C1e

−x + C2e
−2x;

578. y = sin 2x ln | cosx| − x cos 2x+ C1 sin 2x+ C2 cos 2x;

579. y = e−x

(
4
5(x+ 1)5/2 + C1 + C2x

)
;

580. y = C1 cosx+ C2 sinx− cos 2x
cosx ;

583. y = 2 cos x− 5 sin x+ 2ex; 586. y = 2 + e−x;
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590. y = C1x
3 + C2x

−1; 591. y = x(C1 + C2 ln |x|+ C3 ln
2 |x|);

594. y = C1 cos(2 ln |x|) + C2 sin(2 ln |x|) + 2x;
596. y = x2(C1 cos ln |x|+ C2 sin ln |x|+ 3);
597. y = C1x

3 + C2x
−2 + x3 ln |x| − 2x2;

598. y = C1x
2 + C2x

−1 + 0, 1 cos ln x− 0, 3 sin ln x;

600. y = C1

(
x+ 3

2

)
+ C2

∣∣∣∣x+ 3
2

∣∣∣∣3/2 + C3

∣∣∣∣x+ 3
2

∣∣∣∣1/2;
603. y = C1e

(−1+i)x + [C2 + (i− 1)x]e(1−i)x − e(1+i)x.
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Практичне заняття № 21
Метод степеневих рядiв знаходження розв’язкiв звичайних

диференцiальних рiвнянь. Лiнiйнi рiвняння з полiномiальними
коефiцiєнтами

Довiдковий матерiал

Звичайним диференцiальним рiвнянням, розв’язаним стосовно похiдної,
називають рiвняння

x′ = f(t, x), (291)

де t – незалежна змiнна, x – функцiя вiд t, x′ – похiдна x, f : D → R – задана
функцiя, D – область в R2.

Пiд розв’язком рiвняння (291) розумiють функцiю x = φ(t), t ∈ ⟨a, b⟩, яка
задовольняє умови

1) φ ∈ C1
(
⟨a, b⟩

)
(тобто φ є неперервно-диференцiйовною функцiєю);

2) (t, φ(t)) ∈ D ∀t ∈ ⟨a, b⟩ (тобто графiк φ лежить в областi визначення
f);

3) φ′(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩ (тобто φ задовольняє рiвняння (291).

Задача Кошi для рiвняння (291) полягає у знаходженнi розв’язку рiв-
няння (291), який задовольняє початкову умову

x(t0) = x0, (292)

де (t0, x0) — задана точка областi D.

Розглянемо питання про аналiтичнiсть розв’язку задачi (291), (292). Спо-
чатку нагадаємо означення аналiтичних функцiй.

Означення 11. Функцiю φ(t), t ∈ (a, b), називають аналiтичною в точцi
t0 ∈ (a, b), якщо iснує окiл (t0 − δ, t0 + δ) ⊂ (a, b) (δ > 0 – деяке число) цiєї
точки, на якому задана функцiя є сумою абсолютно збiжного степеневого
ряду з центром в точцi t0, тобто

φ(t) =
∞∑
k=0

ck(t− t0)
k, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), (293)

де {ck}∞k=0 — числова послiдовнiсть.

Вiдмiтимо, що ряд (293) є абсолютно збiжним, якщо
∞∑
k=0

|ck||t− t0|k <∞, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ).
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Легко переконатися, що коли функцiя φ(t), t ∈ (a, b), є аналiтичною в
точцi t0 ∈ (a, b), тобто подається у виглядi степеневого ряду (293), то вона
має похiднi будь-якого порядку в околi точки t0 i

ck =
φ(k)(t0)

k!
, k ∈ N ∪ {0}. (294)

Означення 12. Функцiя φ(t), t ∈ (a, b), називається аналiтичною на (a, b),
якщо вона аналiтична в кожнiй точцi iнтервалу (a, b).

Нехай Kρ(t0, x0) := {(t, x) ∈ R2
∣∣ |t − t0|2 + |x − x0|2 < ρ2} — круг радiуса

ρ > 0 з центром в точцi (t0, x0).

Означення 13. Функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, називається аналiтичною в
точцi (t0, x0) ∈ D, якщо iснує круг Kρ(t0, x0) ⊂ D, на якому задана функцiя
є сумою абсолютно збiжного степеневого ряду з центром в точцi (t0, x0),
тобто

f(t, x) =
∞∑

k1=0

∞∑
k2=0

dk1,k2(t− t0)
k1(x− x0)

k2, (t, x) ∈ Kρ(t0, x0), (295)

де {fk1,k2}k1>0,k2>0 — числова послiдовнiсть.

Вiдмiтимо, що ряд (295) є абсолютно збiжним, якщо∑
k1>0,k2>0

|dk1,k2||t− t0|k1|x− x0|k2 <∞, (t, x) ∈ Kρ(t0, x0).

Легко переконатися, що якщо функцiя f(t, x), (t, x) ∈ D, є аналiтичною в
точцi (t0, x0) ∈ D, то в деякому околi цiєї точки функцiя f має похiднi будь-
якого порядку i коефiцiєнти dk1,k2, k1 > 0, k2 > 0, ряду (295) знаходяться за
правилом

dk1,k2 =
1

k1!k2!

∂k1+k2f(t0, x0)

∂tk1∂xk2
, k1 > 0, k2 > 0.

Означення 14. Функцiю f(t, x), (t, x) ∈ D, називають аналiтичною в обла-
стi D, якщо вона аналiтична в кожнiй точцi цiєї областi.

Теорема 11. Якщо функцiя f є аналiтичною в областi D, то непродовжу-
ваний (а отже, будь-який iнший) розв’язок задачi (291), (292) є аналiти-
чною функцiєю на своїй областi визначення.

Розглянемо проблему iснування аналiтичного розв’язку задачi Ко-
шi для нормальної системи звичайних диференцiальних рiвнянь.
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Нагадаємо, що нормальною системою звичайних диференцiальних рiвнянь
n-го порядку називають систему

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn)

, (296)

де n > 2 – яке-небудь натуральне число, t – незалежна дiйсна змiнна,
x1, . . . , xn – невiдомi дiйснi функцiї вiд змiнної t, x′1, . . . , x′n – похiднi невi-
домих функцiй, f1 : D → R, . . . , fn : D → R – заданi неперервнi функцiї, D –
область в просторi R1+n.

Задача Кошi для системи (296) полягає у знаходженнi розв’язку цiєї си-
стеми, який задовольняє початкову умову

x1(t0) = x01,

. . . . . . . . . . . .
xn(t0) = x0n,

(297)

де (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — яка-небудь фiксована точка з D.

Означення 15. Вектор-функцiя φ(t) =

φ1(t)
...

φn(t)

 , t ∈ (a, b), — аналiти-

чна в точцi t0 ∈ (a, b) (вiдповiдно, на (a, b)), якщо кожна її компонента є
аналiтичною в точцi t0 ∈ (a, b) (вiдповiдно, на (a, b)).

Означення 16. Функцiя g(z1, . . . , zk), (z1, . . . , zk) ∈ Ω (Ω — область в Rk),
— аналiтична в точцi (z01, . . . , z0k) ∈ Ω, якщо в деякому околi O(z01, . . . , z0k)
точки (z01, . . . , z

0
k) дану функцiю можна розвинути в степеневий ряд, тобто

на O(z01, . . . , z0k) функцiя g є сумою абсолютно збiжного степеневого ряду

g(z1, . . . , zk) =
∑

m1>0,...,mk>0
qm1,...,mk

(z1 − z01)
m1 · · · (zk − z0k)

mk, (298)

(z1, . . . , zk) ∈ O(z01, . . . , z
0
k).

Легко переконатися, що в (298)

qm1,...,mk
=
∂m1+···+mkg(z01, . . . , z

0
k)

∂zm1
1 · · · ∂zmk

k

, m1 > 0, . . . ,mk > 0.

Ясно, що необхiдною умовою аналiтичностi функцiї в точцi є iснування похi-
дних будь-якого порядку в деякому околi цiєї точки.

Якщо функцiя g(z1, . . . , zk), (z1, . . . , zk) ∈ Ω, аналiтична в кожнiй точцi
областi Ω, то ця функцiя називається аналiтичною в областi Ω.
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Теорема 12. Нехай правi частини рiвнянь системи (296) є аналiтичними
функцiями в D. Тодi розв’язок задачi (296), (297) є аналiтичною вектор-
функцiєю.

Аналогiчно вирiшується питання про аналiтичнiсть розв’язку задачi Кошi
для рiвняння вищого порядку:

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)), (299)

де f(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D, – задана функцiя,D – область простору
R1+n. 

x(t0) = x01,

x′(t0) = x02,

. . . . . . . . .
x(n−1)(t0) = x0n,

(300)

де (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) — задана точка областi D (початковi данi).

1. Знаходження розв’язкiв задачi Кошi для звичайних
диференцiальних рiвнянь та їх систем у виглядi рядiв Тейлора

Нехай x = φ(t), t ∈ (a, b), — розв’язок задачi (291), (292), зокрема, це
може бути непродовжуваний розв’язок. Пiдставимо його в рiвняння (291). В
результатi отримуємо тотожнiсть

φ′(t) = f(t, φ(t)), t ∈ (a, b), (301)

звiдки
φ′(t0) = f(t0, φ(t0)) = f(t0, x0).

Тодi в силу властивостей композицiй диференцiйовних функцiй та врахову-
ючи, що φ ∈ C1(a, b), маємо неперервну диференцiйовнiсть правої частини
рiвняння (301), а отже, i лiвої частини. З цього випливає, що φ ∈ C2(a, b) i
виконується тотожнiсть (301). Продиференцiюємо цю тотожнiсть (за t), вра-
ховуючи, що її лiва i права частини неперервно диференцiйовнi. У результатi,
на пiдставi формули диференцiювання складених функцiй, матимемо тото-
жнiсть

φ′′(t) =
∂f(t, φ(t))

∂t
+
∂f(t, φ(t))

∂x
φ′(t), t ∈ (a, b), (302)

звiдки

φ′′(t0) =
∂f(t0, x0)

∂t
+
∂f(t0, x0)

∂x
f(t0, x0).

Оскiльки права частина, в силу наших припущень i доведеного вище (φ ∈
C2(a, b)), є неперервно диференцiйовною, то i лiва частина — теж. Це означає,
що φ∈C3(a, b). Абсолютно аналогiчно мiркуючи, можна знайти вирази φ(k)

для k=3, 4, . . . .
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2. Метод степеневих рядiв знаходження розв’язкiв лiнiйних
рiвнянь з полiномiальними коефiцiєнтами

Розглянемо рiвняння

a0(t)x
′′ + a1(t)x

′ + a2(t)x = 0, t ∈ R, x ∈ P, (303)

де P = R ∨ C, a0, a1, a2 — полiноми (многочлени) вiд змiнної t, причому
a0 ̸≡ 0.

Вiдомий такий факт: коли для деякого t0 ∈ R маємо a0(t0) ̸= 0, то в
точцi t0 будь-який розв’язок рiвняння (303) є аналiтичним, тобто довiльний
розв’язок x = φ(t), t ∈ (a, b), рiвняння (303) в околi (t0 − δ, t0 + δ) точки t0
можна подати як суму степеневого ряду за степенями (t− t0)

k, k ∈ N ∪ {0},
тобто

x = φ(t) ≡
∞∑
k=0

ck(t− t0)
k, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), (304)

де c0, c1, . . . , ck, . . . — елементи поля P, δ > 0 — деяке дiйсне число. Очевидно,
що ряд (304) є рядом Тейлора функцiї φ i, зокрема,

ck =
φ(k)(t0)

k!
, k ∈ N ∪ {0}.

На пiдставi сказаного можна запропонувати такий спосiб знаходження за-
гального розв’язку рiвняння (303) в околi точки t0.

1. Записуємо коефiцiєнти рiвняння (303) у виглядi полiнома за степенями
(t− t0)

k, k ∈ N ∪ {0} (для цього можна використати формулу Тейлора).

2. Записуємо проект розв’язку рiвняння (303) у виглядi ряду (304) з нео-
значеними коефiцiєнтами c0, c1, . . . , ck, . . . i пiдставляємо його в рiвняння
(303) замiсть x. Пiсля вiдповiдних спрощень та зведення подiбних членiв
в лiвiй частинi отримаємо ряд за степенями (t − t0)

k, k ∈ N ∪ {0}, ко-
ефiцiєнти якого є лiнiйними комбiнацiями коефiцiєнтiв c0, c1, . . . , ck, . . .
ряду (304).

Оскiльки сума степеневого ряду тотожньо дорiвнює нулю тодi i лише
тодi, коли його коефiцiєнти дорiвнюють нулю, то з отриманої рiвностi
матимемо нескiнченну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь стосовно
c0, c1, . . . , ck, . . . . Ця система, очевидно, має двi вiльнi змiннi. Це можуть
бути c0 i c1. Поклавши c0 = C1, c1 = C2 i виразивши решту коефiцiєнтiв
через C1 i C2, знайдемо загальний розв’язок рiвняння (303) у виглядi
степеневого ряду з коефiцiєнтами, якi залежать вiд параметрiв C1 i C2.
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3. Метод узагальнених степеневих рядiв знаходження розв’язкiв
вироджуваних лiнiйних рiвнянь з полiномiальними

коефiцiєнтами

Коли a0(t0) = 0, то розв’язки рiвняння (303) можуть не бути аналiтичними
в точцi t0. Це означає, що не завжди можна знайти розв’язок рiвняння (303)
в околi точки t0 у виглядi степеневого ряду. В такому випадку, як правило,
розв’язки заданого рiвняння шукають у виглядi узагальненого степеневого
ряду

x = (t− t0)
ρ

∞∑
k=0

ck(t− t0)
k, t ∈

◦
W δ(t0),

де ρ — деяке дiйсне число,
◦
W δ(t0) — проколотий (дво- або одностороннiй) δ-

окiл точки t0, тобто
◦
W δ(t0) = (t0− δ, t0)∪ (t0, t0+ δ) або

◦
W δ(t0) = (t0, t0+ δ),

де δ > 0 – деяке число.
Цей спосiб розв’язування лiнiйного рiвняння використовується, зокрема, у

випадку рiвняння Бесселя

t2x′′ + tx′ + (t2 − ν2)x = 0, t ∈ R, x ∈ R, (305)

де ν = const > 0, t — незалежна змiнна, що приймає всi значення з R.

Описаний вище метод знаходження розв’язкiв рiвняння (303) називається
методом степеневих рядiв.

Контрольнi питання

1. Що таке задача Кошi для ЗДР?
2. Що таке аналiтична функцiя?
3. Як шукають аналiтичнi розв’язки задачi Кошi для ЗДР?

Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти першi три члени розвинення в степеневий ряд розв’язку задачi{
x′ = 3x2 + t3,

x(0) = 1.
(306)

J Оскiльки функцiя f(x, t) := 3x2+ t3, (x, t) ∈ R2, аналiтична всюди на пло-
щинi, то будь-який розв’язок x = φ(t), t ∈ (a, b), задачi (306) є аналiтичним
в точцi 0, тобто має вигляд

x = φ(t) ≡ c0 + c1t+ c2t
2 + · · · ≡

∞∑
k=0

ckt
k, t ∈ (−δ, δ), (307)

145



де δ > 0 – деяке число,

ck =
φ(k)(0)

k!
, k ∈ N ∪ {0}. (308)

З початкової умови задачi (306) маємо

φ(0) = 0, тобто c0 = 1. (309)

Пiдставимо цей розв’язок в рiвняння задачi (306):

φ′(t) = 3φ2(t) + t3, t ∈ (a, b). (310)

Звiдси маємо
φ′(0) = 3φ2(0) + 03 = 3 · 12 + 0 = 3,

тобто (див. (308))

c1 =
φ′(0)

1!
= 3. (311)

Продиференцiюємо тотожнiсть (310):

φ′′(t) = 6φ(t)φ′(t) + 3t2, t ∈ (a, b). (312)

Звiдси маємо

φ′′(0) = 6φ(0) · φ′(0) + 3 · 02 = 6 · 1 · 3 + 0 = 18,

а отже,

c2 =
φ′′(0)

2!
=

18

2
= 9. (313)

Отже, з (307), (309), (311), (313) випливає

x = 1 + 3t+ 9t2 + · · · , t ∈ (−δ, δ),

— розвинення розв’язку задачi (306) в степеневий ряд.
I
2. Знайти повний загальний розв’язок рiвняння

x′′ − 2tx = 0

та розв’язок задачi Кошi для цього рiвняння з початковими умовами

x(0) = x0, x′(0) = x1.

JШукаємо розв’язки заданого рiвняння у виглядi степеневого ряду

x =
∞∑
k=0

ckt
k.
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Вважаючи, що цей ряд є рiвномiрно i абсолютно збiжним в деякому околi
точки 0, пiдставимо його в рiвняння. У результатi отримаємо рiвнiсть

∞∑
k=2

ckk(k − 1)tk−2 − 2
∞∑
k=0

ckt
k+1 = 0.

В першому членi зробимо замiну k− 2 = m, а в другому замiну k+ 1 = n. У
результатi отримаємо

∞∑
m=0

cm+2(m+ 2)(m+ 1)tm − 2
∞∑
n=1

cn−1t
n = 0.

Звiдси маємо

2c2 +
∞∑
k=1

[
(k + 1)(k + 2)ck+2 − 2ck−1

]
tk = 0.

Отже, прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях tk, k > 0, до нуля, отримаємо

c2 = 0,

ck+2 =
2ck−1

(k + 1)(k + 2)
, k > 1.

(314)

Звiдси випливає, що значення c0 i c1 можна вибирати довiльними, c2 = 0,
а значення решти коефiцiєнтiв знаходяться з рекурентного спiввiдношення
(314):

c3 =
2c0
2 · 3

; c4 =
2c1
3 · 4

; c5 = 0; c6 =
2c3
5 · 6

=
22c0

2 · 3 · 5 · 6
;

c7 =
2c4
6 · 7

=
22c1

3 · 4 · 6 · 7
; · · · .

Отже, маємо

c0 = C1, c1 = C2, c2 = 0,

c3m =
2mC1

m∏
j=1

(3j − 1)(3j)
, c3m+1 =

2mC2
m∏
j=1

(3j)(3j + 1)
, c3m+2 = 0, m > 1,

i, значить, загальний розв’язок заданого рiвняння запишеться у виглядi

x = C1

(
1 +

∞∑
m=1

2mt3m

m∏
j=1

(3j − 1)(3j)

)
+ C2

(
t+

∞∑
m=1

2mt3m+1

m∏
j=1

(3j)(3j + 1)

)
.

Розв’язок заданої задачi Кошi матимемо iз цiєї формули при C1 = x0, C2 = x1.
I
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Завдання для самостiйної роботи

I. Знайти першi три члени розвинення в степеневий ряд розв’язку задачi
Кошi для ЗДР:
1∗. x′ = 2tx2 − 3t, x(0) = 1; 2∗. x′ = sin x, x(0) = π

2 ; 3∗. x′ =
cos (x+ t), x(0) = π.

II. Знайти лiнiйно незалежнi розв’язки кожного з даних рiвнянь у виглядi
степеневих рядiв. В тих випадках, коли це можливо, суму отриманого ряду
виразити через елементарнi функцiї.
1100. x′′− t2x = 0. 1101. x′′− tx′−2x = 0. 1102. (1− t2)x′′−4tx′−2x = 0.
1103. (t2 + 1)x′′ + 5tx′ + 3x = 0. 1104. (1− t)x′′ − 2x′ + x = 0.
1105. (t2 − t+ 1)x′′ + (4t− 2)x′ + 2x = 0. 1106. x′′ − tx′ + tx = 0.

III. Знайти лiнiйно незалежнi розв’язки кожного з даних рiвнянь у виглядi
степеневих та узагальнено степеневих рядiв.
1110. tx′′ + 2x′ + tx = 0. 1111. 2t2x′′ + (3t − 2t2)x′ − (t + 1)x = 0. 1112.
9t2x′′ − (t2 − 2)x = 0.
1113. t2x′′ − t2x′ + (t− 2)x = 0. 1115. tx′′ − tx′ − x = 0.
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Практичне заняття № 22
Крайовi задачi для лiнiйних рiвнянь другого порядку

Довiдкова iнформацiя

Нехай a i b — дiйснi числа, a < b, а P — поле дiйсних (P = R) або компле-
ксних (P = C) чисел. Розглянемо рiвняння

a0(t)x
′′ + a1(t)x

′ + a2(t)x = f(t), t ∈ (a, b). (315)

Припускаємо, що функцiї a0, a1, a2, f належать простору C
(
[a, b];P

)
i a0(t) ̸=

0 ∀t ∈ [a, b].
Виявляється, що при наших припущеннях на коефiцiєнти i вiльний член

рiвняння (315) будь-який його розв’язок (визначений на (a, b)), можна дови-
значити в точках a i b за неперервнiстю. Виходячи зi сказаного, далi будемо
пiд розв’язком рiвняння (315) розумiти функцiю x = φ(t), t ∈ [a, b], з просто-
ру φ ∈ C2

(
[a, b]

)
, яка при її пiдстановцi в рiвняння (315) перетворює його в

тотожнiсть.
З вiдомих результатiв для лiнiйних рiвнянь випливає такий факт: якщо

x1 та x2 — довiльнi лiнiйно незалежнi розв’язки вiдповiдного однорiдного
рiвняння

a0(t)x
′′ + a1(t)x

′ + a2(t)x = 0, t ∈ (a, b), (3150)

а ∗
x – розв’язок рiвняння (315), то повний загальний розв’язок рiвняння (315)

має вигляд

x = C1x1(t) + C2x2(t) +
∗
x(t), t ∈ [a, b], C1, C2 ∈ P.

Регулярною крайовою задачею для рiвняння (315) називають задачу на
знаходження розв’язку цього рiвняння, який задовольняє такi крайовi умови{

α1x
′(a) + β1x(a) = γ1, (3161)

α2x
′(b) + β2x(b) = γ2, (3162)

(316)

де α1, α2, β1, β2, γ1, γ2 ∈ P, |α1|+ |β1| > 0, |α2|+ |β2| > 0.
Далi сформульовану задачу коротко називатимемо задачею (315) – (316).
Вiдмiтимо, що коли в умовi (3161) α1 = 0, β1 ̸= 0, то її називають першою

крайовою умовою або крайовою умовою першого роду, коли ж α1 ̸= 0, β1 = 0,
то — другою крайовою умовою або крайовою умовою другого роду, а якщо α1 ̸=
0, β1 ̸= 0, то — третьою крайовою умовою або крайовою умовою третього
роду. Аналогiчно класифiкують крайовi умови вигляду (3162).
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Якщо в умовах (316) маємо γ1 = 0, γ2 = 0, тобто цi умови мають вигляд

α1x
′(a) + β1x(a) = 0, (3160,1)

α2x
′(b) + β2x(b) = 0, (3160,2)

}
(3160)

то вони називаються однорiдними, а в протилежному випадку — неоднорi-
дними.

Вiдмiтимо, що коли крайовi умови є неоднорiдними, то вiдповiдною замi-
ною залежної змiнної в задачi (315), (316) можна здобути задачу, аналогiчну
до задачi (315) – (316), але з однорiдними крайовими умовами. Справдi, не-
хай γ1 ̸= 0 або γ2 ̸= 0. Вiзьмемо яку-небудь функцiю w ∈ C2

(
[a, b]

)
, що

задовольняє умови (316). Цю функцiю можна, наприклад, шукати у виглядi
квадратичної функцiї

w(t) = pt2 + qt+ r,

де p, q, i r — сталi такi, що функцiя w задовольняє умови (316), тобто цi сталi
є розв’язками системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь{

α1(2ap+ q) + β1(pa
2 + qa+ r) = γ1,

α2(2bp+ q) + β2(pb
2 + qb+ r) = γ2.

Маючи функцiю w, робимо в задачi (315), (316) замiну змiнних

x(t) = y(t) + w(t), t ∈ [a, b] .

Легко бачити, що в результатi отримаємо задачу{
a0(t)y

′′ + a1(t)y
′ + a2(t)y = f̃(t), t ∈ (a, b),

α1y
′(a) + β1y(a) = 0, α2y

′(b) + β2y(b) = 0,

де
f̃(t) := f(t)− a0(t)w

′′(t)− a1(t)w
′(t)− a2(t)w(t), t ∈ [a, b].

Зауважимо, що коли f(t) = 0, t ∈ [a, b], тобто рiвняння (315) має вигляд
(3150), то задана задача (задача (3150)–(3160)) має нульовий розв’язок (x = 0,
t ∈ [a, b]).

Означення 17. Скажемо, що задача (315)–(3160) задовольняє умову (T),
якщо вiдповiдна їй однорiдна задача (3150)–(3160) має тiльки нульовий
розв’язок.

Лема 10. Якщо задача (315)–(3160) задовольняє умову (T), то вона має не
бiльше одного розв’язку, а в протилежному випадку ця задача або не має
розв’язку, або має безлiч розв’язкiв.
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Теорема 13. Якщо задача (315)–(3160) задовольняє умову (T), то вона має
розв’язок i тiльки один.

Схема доведення. Iдея методу доведення iснування розв’язку задачi (315)–
(3160) та його єдиностi полягає в його побудовi, використовуючи повний
загальний розв’язок рiвняння (315). При цьому фундаментальна система
розв’язкiв рiвняння (3150) вибирається вiдповiдною крайовим умовам.

Нехай x = x1(t), t ∈ [a, b], — ненульовий розв’язок (однорiдного) рiвняння
(3150), що задовольняє умову (3160,1), а x = x2(t), t ∈ [a, b], — ненульовий
розв’язок цього ж рiвняння, що задовольняє умову (3160,2).

Отже, функцiї x1 та x2 утворюють ФСР(3150), тобто повний загальний
розв’язок рiвняння (3150) має вигляд

x = C1x1(t) + C2x2(t), t ∈ [a, b], C1, C2 ∈ P.

Знайдемо (частковий) розв’язок рiвняння (315) методом варiацiї сталих, тоб-
то пiдбираючи функцiї ψ1, ψ2 ∈ C2

(
[a, b]

)
так, щоб функцiя

x = ψ1(t)x1(t) + ψ2(t)x2(t), t ∈ [a, b],

була розв’язком рiвняння (315). Як вiдомо з
n∑

i=1

2 функцiї ψ1, ψ2 шукаються

iз системи (
x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

)(
ψ′
1(t)

ψ′
2(t)

)
=

(
0

f(t)
a0(t)

)
, t ∈ [a, b]. (317)

Розглядаючи спiввiдношення (317) як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь,
знаходимо

ψ′
1(t) = − x2(t)f(t)

a0(t)W (t)
, ψ′

2(t) =
x1(t)f(t)

a0(t)W (t)
, t ∈ [a, b],

звiдки

ψ1(t) = −
t∫

t0

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds, ψ2(t) =

t∫
t0

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds, t ∈ [a, b], (318)

де t0 ∈ [a, b] — яке-небудь фiксоване число.
Отож, функцiя

x =
(
C1 + ψ1(t)

)
x1(t) +

(
C2 + ψ2(t)

)
x2(t), t ∈ [a, b], C1, C2 ∈ P, (319)

де ψ1, ψ2 визначенi спiввiдношеннями (318), є повним загальним розв’язком
рiвняння (315).

Виберемо значення C1 i C2 такими, щоби функцiя вигляду (319) при цих
значеннях змiнних C1 i C2 задовольняла умови (3160).
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Дамо таке

Означення 18. Функцiєю Грiна задачi (315), (3160) називають

G(t, s) =


x1(t)x2(s)

a0(s)W (s)
, a 6 t 6 s,

x1(s)x2(t)

a0(s)W (s)
, s 6 t 6 b,

де x1, x2 — розв’язки рiвняння (3150), якi задовольняють вiдповiдно умови

(3160,1) та (3160,2), W (t) =

∣∣∣∣ x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

∣∣∣∣ — визначник Вронського.

Наслiдок 3. Якщо задача (315), (3160) задовольняє умову (T), то її єдиний
розв’язок можна записати у виглядi

x(t) =

b∫
a

G(t, s)f(s) ds =

t∫
a

G(t, s)f(s) ds+

b∫
t

G(t, s)f(s) ds =

=

( t∫
a

x1(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

)
x2(t) +

( b∫
t

x2(s)f(s)

a0(s)W (s)
ds

)
x1(t),

(320)

де t ∈ [a, b], а G(t, s), (t, s) ∈ [a, b] × [a, b], — функцiя Грiна задачi (315),
(3160).

Контрольнi питання

1. Що таке регулярна крайова задача?
2. Що таке умова (T ) стосовно крайової задачi?
3. Що таке функцiя Грiна i як її використовують?
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Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти розв’язок крайової задачi

x′′ − 4x = 8t, t ∈ (0; 7), (321)
x(0) = 0, x′(7) = −2. (322)

J Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок заданого рiвняння.
1-ий крок. Шукаємо повний загальний розв’язок вiдповiдного однорi-

дного рiвняння:
x′′ − 4x = 0.

Запишемо характеристичне рiвняння i розв’яжемо його:

λ2 − 4 = 0 ⇒ λ1,2 = ±2.

Отож, функцiї
ψ1(t) := e2t, ψ1(t) := e−2t, t ∈ [0; 7],

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв даного лiнiйного однорiдного
рiвняння, а отже, його повний загальний розв’язок має вигляд

x = C1e
2t + C2e

−2t, t ∈ [0; 7], C1, C2 – довiльнi сталi.

2-ий крок. Шукаємо частковий розв’язок вiдповiдного заданого неодно-
рiдного рiвняння. Оскiльки вiльний член f(t) = 2t є квазiмногочленом, то
використаємо метод неозначених коефiцiєнтiв. Маємо

α
∣∣∣ β

∣∣∣ µ := α + iβ
∣∣∣ k := кр.µ

∣∣∣ r
∣∣∣ s

∣∣∣ ν := min{r, s}

0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 0
∣∣∣ 0

∣∣∣ 1
∣∣∣ 0

∣∣∣ 1

(число µ = 0 не є характеристичним числом). Тому частковий розв’язок да-
ного рiвняння шукаємо у виглядi

x = at+ b, (323)

де a, b – неозначенi коефiцiєнти (оскiльки у виразi f(t) стоїть многочлен пер-
шого степеня, а саме 8t, тому у вираз часткового розв’язку входить многочлен
першого степеня з неозначеними коефiцiєнтами).

Маємо
−4

∣∣∣ x = at+ b,

0
∣∣∣ x′ = a,

1
∣∣∣ x′′ = 0.
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Пiдставляємо вирази x, x′, x′′ у вихiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння i
прирiвнюємо коефiцiєнти у лiвiй i правiй частинах при функцiях t, 1. У ре-
зультатi отримаємо
t : −4a = 8
1 : −4b = 0.

Звiдси {
a = −2
b = 0.

Записуємо частковий розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння

x = −2t.

3-ий крок. Записуємо повний загальний розв’язок даного лiнiйного нео-
днорiдного рiвняння

x = C1e
2t + C2e

−2t − 2t, t ∈ [0; 7], C1, C2 – довiльнi сталi.

Тепер пiдставимо вираз повного загального розв’язку у крайовi умови:

x(0) = C1 + C2 = 0, x′(7) = 2C1e
14 − 2C2e

−14 − 2 = −2.

Звiдси знаходимо C1 = 0, C2 = 0 i отримуємо розв’язок крайової задачi

x = −2t, t ∈ [0; 7].

2. Знайти розв’язок крайової задачi

x′′ + x = f(t), t ∈ [0, π], (324)
x(0) = 0, x′(π) = 0. (325)

J Спочатку перевiримо виконання умови (T ). Для цього розглянемо вiд-
повiдне однорiдне рiвняння

x′′ + x = 0. (326)

Його загальний розв’язок має вигляд

x = C1 sin t+ C2 cos t, t ∈ [0, π], C1, C2 ∈ R. (327)

Пiдставимо отриманий вираз в першу i другу крайовi умови

x(0) = C2 = 0, (328)
x′(π) = −C1 = 0. (329)
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Отже, вiдповiдна однорiдна крайова задача має тiльки нульовий розв’язок,
тобто умова (T ) виконується.

Знайдемо (частковий) розв’язок рiвняння (326), що задовольняє першу з
крайових умов. Для цього пiдставляємо вираз повного загального розв’язку
(327) в першу умову. Тодi отримаємо рiвнiсть (328), з якої видно, що нам
потрiбно покласти у виразi загального розв’язку C2 = 0, а значення C1 можна
взяти будь-яке вiдмiнне вiд нуля, наприклад, C1 = 1. Отoж, функцiя x =
x1(t), де

x1(t) = sin t, t ∈ [0, π],

є шуканим розв’язком рiвняння (326).
Тепер аналогiчно шукаємо розв’язок рiвняння (326), який задовольняє

другу з крайових умов (325). Пiдставивши вираз (327) у другу крайову умову,
отримаємо (329). Звiдси випливає, що C1 = 0, а C2 — будь-яке вiдмiнне вiд
нуля. Взявши C2 = 1, iз зображення загального розв’язку (327) отримаємо
x = x2(t), де

x2(t) = cos t, t ∈ [0, π],

— другий шуканий розв’язок.
Маємо

W (t) =

∣∣∣∣ x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ sin t cos t
cos t − sin t

∣∣∣∣ = −1.

Отож, зi сказаного вище випливає таке зображення функцiї Грiна

G(t, s) =

{
− sin t · cos s, 0 6 t 6 s,

− sin s · cos t, s 6 t 6 π,

а значить, розв’язок задачi (324), (325) можна записати у виглядi

x =

π∫
0

G(t, s)f(s) ds =

( t∫
0

sin s · f(s) ds
)
cos t+

( π∫
t

cos s · f(s) ds
)
sin t,

t ∈ [0, π]. �

Завдання для самостiйної роботи

I. Розв’язати крайовi задачi:
751. x′′−x = 2t; x(0) = 0, x(1) = −1. 752. x′′+x′ = 1; x′(0) = 0, x(1) =
1.
753. x′′ − x′ = 0; x(0) = −1, x′(1) − x(1) = 2. 754. x′′ + x = 1; x(0) =
0, x(π2 ) = 0.
755. x′′ + x = 1; x(0) = 0, x(π) = 0.
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756. x′′ + x = 2x− π; x(0) = 0, x(π) = 0.
757. x′′ − x′ − 2x = 1; x′(0) = 2, x(+∞) = 0.
760. t2x′′ − 6x = 0; x(0) – обмежене, x(1) = 2.

II. Для заданих крайових задач побудувати функцiю Грiна i записати зобра-
ження розв’язку.
764. x′′ = f(t); x(0) = 0, x(1) = 0.
765. x′′ + x = f(t); x′(0) = 0, x(π) = 0.
766. x′′ + x′ = f(t); x(0) = 0, x′(1) = 0.
767. x′′ − x = f(t); x′(0) = 0, x′(2) + x(2) = 0.
769. t2x′′ + 2tx′ = f(t); x(1) = 0, x′(3) = 0.
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Практичне заняття № 23
Контрольна робота № 5

Варiант № 1
Розв’язати рiвняння:

1. y′′ + 4y =
2

sin 2x
. 2. x2y′′ − 3xy′ + 3y = 2x3.

3. x3y′′′ + 5x2y′′ + 5xy′ = 3x+ 2 lnx.
4. Знайти першi три члени розвинення в степеневий ряд розв’язку даної за-
дачi:
x′ = 2x2 + t5, x(0) = 3.

5. Методом степеневих рядiв розв’язати рiвняння: x′′ + 3tx′ − 2tx = 0.
6. Розв’язати крайову задачу: x′′ + 4x′ + 5x = 2et; x(0) = 0, x(2) = 1.
7. Для даної крайової задачi побудувати функцiю Грiна i записати зображе-
ння її розв’язку:

x′′ + 16x = f(t); x′(0) = 0, x(π) = 0.
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Практичне заняття № 24
Нормальнi лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами
(випадок спiвпадiння алгебраїчної i геометричної кратностi)

Довiдкова iнформацiя

Нехай P – поле дiйсних або комплексних чисел, тобто P = R або P = C.
Нормальною лiнiйною системою звичайних диференцiальних рiвнянь на-

зивають систему рiвнянь вигляду
x′1 = a11(t)x1 + · · ·+ a1n(t)xn + f1(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1(t)x1 + · · ·+ ann(t)xn + fn(t),

(330)

де n ≥ 2 — деяке натуральне число; t — незалежна змiнна, яка набуває зна-
чень з iнтервалу (a, b) числової осi R (−∞ ≤ a < b ≤ +∞); akl, fk, k, l = 1, n,
— заданi на (a, b) функцiї зi значеннями в P; xk, k = 1, n, — невiдомi фун-
кцiї вiд змiнної t зi значеннями в P, якi визначенi на якому-небудь числовому
промiжку, що лежить в (a, b).

Функцiї akl, k, l = 1, n, називаються коефiцiєнтами, а fk, k = 1, n, —
вiльними членами системи (462). Якщо fk = 0, k = 1, n, то система (462)
називається однорiдною, в iншому випадку — неоднорiдною.

Припускаємо, що функцiї akl, fk, k, l = 1, n, є неперервними на всiй областi
визначення — iнтервалi (a, b). Пiд розв’язком системи (462) розумiємо набiр
неперервно диференцiйовних функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ (a, b),

зi значеннями в P, якщо при пiдстановцi їх в рiвняння системи отримуємо
тотожностi.

Далi буде зручно використовувати векторну форму запису НЛС. Щоб її
отримати, введемо такi позначення

x :=

x1...
xn

 ∈ Pn, x′ :=

x′1...
x′n

 , A(t) :=

a11(t) . . . a1n(t)
... . . . ...

an1(t) . . . ann(t)

 ,

f(t) :=

f1(t)...
fn(t)

 , t ∈ (a, b).

Отож, систему (462) можна записати у векторному виглядi

x′ = A(t)x+ f(t), (331)
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де t — незалежна дiйсна змiнна, яка набуває значень з iнтервалу (a, b);
A : (a, b) → Mn(P) – задана матрична функцiя; f : (a, b) → Pn — задана
векторна функцiя; x — невiдома векторна функцiя, яка визначена на число-
вому промiжку, що лежить в (a, b) i приймає значення в Pn.

Пiд розв’язком рiвняння (463) розумiємо векторну функцiю x = φ(t),
t ∈ (a, b), з простору C1

(
(a, b);Pn

)
, яка при її пiдстановцi у рiвняння (463)

перетворює його в тотожнiсть на (a, b).
Задача Кошi для векторного рiвняння (463) полягає у знаходженнi розв’яз-

ку цього рiвняння, який задовольняє початкову умову

x(t0) = x0, (332)

де t0 ∈ (a, b), x0 =

x◦1...
x◦n

 ∈ Pn — заданi.

Тепер розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему (НЛОС) у
векторнiй формi

x′ = A(t)x , (333)

яке отримується iз системи (463) за умови, що f(t) = 0, t ∈ (a, b).
Наведемо ряд тверджень щодо структури повного загального розв’язку

НЛОС (464).

Лема 11. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв НЛОС (464) є розв’язком
цiєї ж НЛОС.

Означення 19. Система n ЛН розв’язкiв НЛОС (464) називається фунда-
ментальною системою розв’язкiв НЛОС (464), або, скорочено, ФСР (464).

Теорема 14. Повний загальний розв’язок НЛОС (464) можна записати у
виглядi

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

де φ1, . . . , φn — яка-небудь (фiксована) ФСР (464).

Розглянемо НЛОС за умови, що її коефiцiєнти є сталими функцiями i
P = C, тобто систему

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn,
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де n > 2 — деяке натуральне число; akl ∈ C, k, l = 1, n, xk ∈ C1(R,C), k =
1, n, — невiдомi функцiї. Зауважимо, що для кожного k ∈ {1, . . . , n} маємо
xk = uk + ivk, де uk = uk(t), vk = vk(t), t ∈ (−∞,+∞), — дiйснi неперервно
диференцiйовнi функцiї вiд дiйсної змiнної, i — уявна одиниця.

Задану систему можна записати у виглядi векторного рiвняння

x′ = Ax, (334)

де A :=

a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann

 ∈ Mn(C), x :=

x1...
xn

 ∈ C1(R,Cn) — невiдома

векторна функцiя.
На пiдставi твердження теореми 20 повний загальний розв’язок рiвняння

(366) має вигляд

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C,

де φ1, . . . , φn — фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (366).
Спробуємо шукати (частковий) ненульовий розв’язок рiвняння (366) у ви-

глядi

x = veλt, t ∈ R, (335)

де v ∈ Cn i v ̸= 0, λ ∈ C.
Пiдставивши вираз (367) в (366) та врахувавши, що x′ = λveλt, отримаємо

рiвнiсть
λveλt = Aveλt, t ∈ R.

Оскiльки eλt ̸= 0 для кожного t ∈ R, то звiдси випливає, що λ i v обов’язково
повиннi задовольняти рiвнiсть

Av = λv, (336)

тобто λ — власне значення матрицi A, v — власний вектор, який вiдповiдає
цьому значенню. Отож, правильним є таке твердження.

Лема 12. Функцiя вигляду (367) буде (частковим) розв’язком системи
(366) тодi i тiльки тодi, коли λ — власне значення матрицi A, а v — вiд-
повiдний йому власний вектор.

Нагадаємо деякi факти з теорiї матриць стосовно їхнiх власних значень
i власних векторiв.
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Вiдшукання власних значень i власних векторiв матрицi A зводиться (як
випливає з (368)) до знаходження таких значень λ, за яких система лiнiйних
алгебричних рiвнянь (

A− λI
)
v = 0, (337)

де I — одинична матриця; 0 — нульовий вектор, має ненульовi розв’язки. Це
рiвносильно тому, що

det
(
A− λI

)
= 0,

тобто ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (338)

Рiвняння (370) можна записати у виглядi

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0,

яке згiдно з основною теоремою алгебри можна переписати у виглядi

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)

km = 0, (339)

де 1 6 m 6 n, λ1, . . . , λm — рiзнi (загалом комплекснi) числа, k1 >
1, . . . , km > 1 — цiлi, k1 + · · ·+ km = n.

Числа λ1, . . . , λm є власними значеннями матрицi A (i тiльки вони).
Значення k1, . . . , km називаються алгебраїчними кратностями вiдповiдних
власних значень.

Кожному власному значенню вiдповiдає безлiч власних векторiв i множи-
на всеможливих власних векторiв, вiдповiдних даному власному значенню,
доповнена нульовим вектором утворює лiнiйний пiдпростiр простору Cn. Для
кожного j ∈ {1, . . . ,m} через lj позначимо розмiрнiсть лiнiйного пiдпросто-
ру, складеного з нульового вектора i власних векторiв, вiдповiдних власному
значенню λj. Значення lj називається геометричною кратнiстю власного
значення λj i, як вiдомо, 1 6 lj 6 kj. Фактично, число lj — це максимальна
кiлькiсть лiнiйно незалежних власних векторiв, якi вiдповiдають власному
значенню λj. Значення lj можна визначити як кiлькiсть вiльних змiнних у
системi лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (369).

Нагадаємо таке: коли v1, . . . , vm — якi-небудь власнi вектори, що вiдповiд-
ають попарно рiзним власним значенням, то вони утворюють лiнiйно незале-
жну систему в просторi Cn .
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Теорема 15. Повний загальний розв’язок системи (366) можна записати
у виглядi

x = [C1,1p
1,1(t) + · · ·+ C1,k1p

1,k1(t)]eλ1t + · · ·+ [Cm,1p
m,1(t) + · · ·+ Cm,kmp

m,km(t)]eλmt,

(340)
t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1, . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C,

де для кожного j ∈ {1, . . . , ν} pj,1, . . . , pj,kj — векторнi многочлени степеня
6 kj − lj, причому, якщо kj − lj = 0, то pj,1 ≡ vj,1, . . . , pj,kj ≡ vj,kj — лiнiйно
незалежнi власнi вектори, якi вiдповiдають власному значенню λj.

Наслiдок 4. Повний загальний розв’язок рiвняння (366) можна записати
у виглядi

x = [a1,0tk1−l1 + · · ·+ a1,k1−l1]eλ1t + · · ·+ [am,0tkm−lm + · · ·+ am,km−lm]eλmt,
(341)

t ∈ (−∞,+∞), C1,1, . . . , C1,k1, . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C,

де для кожного j ∈ {1, . . . ,m} (aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ — загальний розв’язок одно-
рiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(A− λjI)a
j,0 = 0,

(A− λjI)a
j,1 = (kj − lj)a

j,0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λjI)a

j,s = (kj − lj − s+ 1)aj,s−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λjI)a

j,kj−lj = aj,kj−lj−1,

(342)

зокрема, якщо lj = kj, то aj,0 — загальний власний вектор матрицi A для
власного значення λj.

Враховуючи сказане, можна запропонувати такий спосiб розв’язування
нормальних лiнiйних однорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами.

1. Виписуємо матрицю A системи (366) та характеристичне рiвняння
(370). Розв’язуємо рiвняння (370). Нехай λ1, . . . , λm (m ≤ n) — рiзнi
його коренi (власнi значення матрицi A), а k1, . . . , km — вiдповiднi їхнi
кратностi (алгебричнi кратностi власних значень).

2. Шукаємо для кожного власного значення вiдповiдний йому неповний
загальний розв’язок.
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Як це робити покажемо на прикладi якогось одного власного значення.
Нехай λj — власне значення матрицi A, kj — його алгебрична кратнiсть
(1 ≤ j ≤ m).

Запишемо систему рiвнянь для знаходження власних векторiв для влас-
ного
значення λj

(A− λjI)v = 0.

Знайдемо загальний розв’язок цiєї системи, тобто з.в.в. для власного
значення λj. Нехай вiн має вигляд

v =

 bj,11 τj,1 + · · ·+ b
j,lj
1 τj,lj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bj,1n τj,1 + · · ·+ b

j,lj
n τj,lj

 , τj,1, . . . , τj,lj ∈ C, (343)

де lj ∈ N, а bj,sl , l = 1, n, s = 1, lj — деякi сталi.
Число lj ∈ N є геометричною кратнiстю власного значення λj. Як вiдомо,
1 6 lj 6 kj. Можливi два випадки: 1) lj = kj; 2) lj < kj.

У першому випадку приймемо в (376)

τj,1 = Cj,1, . . . , τj,kj = Cj,kj

i отримаємо

x =

 bj,11 Cj,1 + · · ·+ b
j,kj
1 Cj,kj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bj,1n Cj,1 + · · ·+ b

j,kj
n Cj,kj

 eλjt, t ∈ R, (344)

— неповний загальний розв’язок для власного значення λj.

Зауважимо, що тут aj,0 =

 bj,11 Cj,1 + · · ·+ b
j,kj
1 Cj,kj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bj,1n Cj,1 + · · ·+ b

j,kj
n Cj,kj

 — загальний

розв’язок системи (A−λjI)v = 0, а отже, (377) можна записати у виглядi

x = aj,0eλjt, t ∈ R,

де aj,0 — з.в.в. для власного значення λj.
Розглянемо другий випадок, тобто випадок, коли lj < kj. Тодi записує-
мо проект неповного загального розв’язку для власного значення λj, у
виглядi

x =(aj,0tkj−lj + aj,1tkj−lj−1 + · · ·+ aj,kj−lj)eλjt, t ∈ R, (345)
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де aj,s =

a
j,s
1...
aj,sn

 , s = 0, kj − lj, —вектори з неозначеними компонен-

тами, значення яких шукають за умови, що векторна функцiя, задана
формулою (378), є розв’язком векторного рiвняння (366).

Пiдставляючи вираз (378) замiсть x в рiвняння (366), отримаємо

λj(a
j,0tkj−lj + aj,1tkj−lj−1 + · · ·+ aj,kj−lj)eλjt +

+ ((kj − lj)a
j,0tkj−lj−1 + (kj − lj − 1)aj,1tkj−lj−2 + · · ·+

+ aj,kj−lj−1)eλjt = ((Aaj,0)tkj−lj + (Aaj,1)tkj−lj−1 + · · ·+ Aaj,kj−lj)eλjt.

Звiдси, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях t, одержимо
tkj−lj : Aaj,0 = λja

j,0;

tkj−lj−1 : Aaj,1 = λja
j,1 + (kj − lj)a

j,0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t0 : Aaj,kj−lj = λja

j,kj−lj + aj,kj−lj−1,

звiдки отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (375).

Розв’язуємо цю систему, починаючи з першого векторного рiвняння.
Його загальний розв’язок aj,0 уже знайдено у виглядi (376). Пiдстав-
ляючи його вираз у друге рiвняння, знайдемо aj,1. Можливо, що для
розв’язностi другої системи треба накласти певнi зв’язки мiж параме-
трами τj,1, . . . , τj,lj . Далi робимо аналогiчно. Як випливає з наслiдку 6,
компоненти векторiв aj,0, . . . , aj,kj−lj виражаються через kj параметрiв,
якi позначаємо через Cj,1, . . . , Cj,kj . Знайденi вирази aj,0, . . . , aj,kj−lj пiд-
ставляємо в (378). В результатi одержимо неповний загальний розв’язок,
який вiдповiдає власному значенню λj.

3. Записуємо загальний розв’язок системи (366) як суму неповних загаль-
них розв’язкiв, якi вiдповiдають власним значенням λ1, . . . , λm.

Наслiдок 5. Нехай елементи матрицi A — дiйснi, а її власнi значення
λ1, . . . , λm такi, що λ1 = λ2, . . . , λ2ν−1 = λ2ν, λ2ν+1 = λ2ν+1, . . . , λm = λm, де
ν ∈

{
1; [m/2]

}
(ν – кiлькiсть пар комплексно спряжених i m− 2ν дiйсних).

Тодi повний загальний дiйсний розв’язок системи (366) має вигляд

x =
[
C1,1Re (p1,1(t)eλ1t) + · · ·+ C1,k1Re(p

1,k1(t)eλ1t)
]
+
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+
[
C2,1Im(p1,1(t)eλ1t) + · · ·+ C2,k1Im(p1,k1(t)eλ1t)

]
+ · · ·+

+
[
C2ν−1,1Re(p2ν−1,1(t)eλ2ν−1t) + · · ·+ C2ν−1,k2ν−1

Re(p2ν−1,k2ν−1(t)eλ2ν−1t)
]
+

+
[
C2ν,1Im(p2ν−1,1(t)eλ2ν−1t) + · · ·+ C2ν,k2ν−1

Im(p2ν−1,k2ν−1(t)eλ2ν−1t)
]
+

+
[
a2ν+1,0tk2ν+1−l2ν+1 + · · ·+ a2ν+1,k2ν+1−l2ν+1

]
eλ2ν+1t + · · ·+

+
[
am,0tkm−lm + · · ·+ am,km−lm

]
eλmt, t ∈ R, (346)

де

1) для кожного r ∈ {1, . . . , ν} маємо

p2r−1,µ(t) =

k2r−1−l2r−1∑
s=0

a2r−1,s,µtk2r−1−l2r−1−s,

t ∈ R, µ = 1, . . . , k2r−1,

а {(a2r−1,0,µ, . . . , a2r−1,k2r−1−l2r−1,µ)⊤ : µ = 1, . . . , k2r−1}, — база в просто-
рi розв’язкiв системи (375) при j = 2r − 1, зокрема, коли l2r−1 = k2r−1,
то {a2r−1,0,µ : µ = 1, k2r−1}, — база у власному пiдпросторi B(λ2r−1);

2) для кожного j ∈ {2ν + 1, . . . ,m} (aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ — загальний дiй-
сний розв’язок системи (375), якщо lj = kj, то aj,0 — загальний дiйсний
власний вектор для власного значення λj (якщо 2ν = m, то членiв вiд-
повiдних j > 2m немає).

Розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему третього по-
рядку : Розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему третього порядку

x′ = a11x+ a12y + a13z,

y′ = a21x+ a22y + a23z,

z′ = a31x+ a32y + a33z,

(347)

де aij ∈ C, i, j = 1, 3.

Введемо позначення

w :=

x
y
z

 , A :=

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


i запишемо систему (379) у векторному виглядi

w′ = Aw. (348)
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Будемо шукати повний загальний розв’язок системи (380), який, як вiдо-
мо, визначається власними значеннями матрицi A, їхнiми алгебраїчними та
геометричними кратностями. Тому найперше треба розв’язати рiвняння на
знаходження власних значень матрицi A (в полi комплексних чисел):

det(A− λI) ≡

∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (349)

а точнiше, записати його у виглядi

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)

km = 0,

де 1 6 m 6 3, λ1, . . . , λm — рiзнi числа (назагал комплекснi), що є власними
значеннями матрицi A, k1 > 1, . . . , km > 1 — натуральнi, k1 + · · · + km = 3.
Числа k1, . . . , km називають алгебраїчними кратностями вiдповiдних власних
значень λ1, . . . , λm. Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} шукаємо власнi вектори вiд-
повiднi власному значенню λj, тобто ненульовi розв’язки лiнiйної алгебраїчної
системи рiвнянь

(A− λjI)v = 0. (350)

Оскiльки λj є розв’язком рiвняння (381), то система (382) має безлiч розв’яз-
кiв i її загальний розв’язок можна записати у виглядi

v =

v
j,1
1 τj,1 + · · ·+ v

j, lj
1 τj, lj

vj,12 τj,1 + · · ·+ v
j, lj
2 τj, lj

vj,13 τj,1 + · · ·+ v
j, lj
3 τj, lj

 ≡ τj,1

vj,11vj,12
vj,13

+ · · ·+ τj, lj

v
j, lj
1

v
j, lj
2

v
j, lj
3

 ≡ (351)

≡ τj,1v
j,1 + · · ·+ τj, ljv

j, lj , (352)

де vj,1 =

vj,11vj,12
vj,13

 , . . . , vj, lj =

v
j, lj
1

v
j, lj
2

v
j, lj
3

 — деякi (конкретнi) лiнiйно незале-

жнi вектори, що утворюють максимальну систему лiнiйно незалежних вла-
сних векторiв вiдповiдних в. з. λj, а τj,1, . . . , τj, lj – параметри, якi можуть
набувати довiльних значень. Очевидно, що число lj є геометричною кратнi-
стю в. з. λj (lj дорiвнює максимальнiй кiлькостi лiнiйно незалежних вла-
сних векторiв, якi вiдповiдають в. з. λj). Вiдомо, що 1 6 lj 6 kj. Звiд-
си випливає, що власному значенню λj вiдповiдає безлiч власних векторiв,
якi можна отримати з (383), надаючи параметрам τj,1, . . . , τj,lj конкретнi
значення, серед яких хоча б одне вiдмiнне вiд нуля. Тому векторну фун-
кцiю вiд параметрiв τj,1, . . . , τj,lj , яка визначена за правилом (383), назива-
ють загальним власним вектором (з. в. в.) вiдповiдного власному значенню
(в. з.) λj.
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Розглянемо можливi випадки значень m i k1, . . . , km, l1, . . . , lm i вигляд
загального розв’язку системи (380) для цих значень.

Перший випадок: m = 3, тодi k1 = l1 = 1, k2 = l2 = 1, k3 = l3 = 1.

Повний загальний розв’язок системи (380) має вигляд:

w = C1v
1 eλ1t + C2v

2 eλ2t + C3v
3 eλ3t, (353)

де для кожного j ∈ {1, 2, 3} vj – який-небудь (конкретний) власний вектор,
що вiдповiдає в. з. λj, а Cj – довiльна стала (див. (383) при lj = 1, τj,1 = Cj).

Другий випадок: m = 2, k1 = l1 = 1, k2 = l2 = 2.

Повний загальний розв’язок системи (380) має вигляд:

w = C1v
1 eλ1t + (C2v

2 + C3v
3) eλ2t, (354)

де v1 – який-небудь конкретний власний вектор вiдповiдний в. з. λ1, v2, v3 –
лiнiйно незалежнi власнi вектори вiдповiднi в. з. λ2 (див. (383) при j = 1, l1 =
1, τ1,1 = C1, та при j = 2, l2 = 2, τ2,1 = C2, τ2,2 = C3), C1, C2, C3 — довiльнi
сталi.

Третiй випадок (тривiальний): m = 1, k1 = l1 = 3.

Матриця A має вигляд

A =

λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ1


i повний загальний розв’язок рiвняння (380) набуває вигляду:

w =

C1

1
0
0

+ C2

0
1
0

+ C3

0
0
1

 eλ1t, t ∈ R, C1, C2, C3 — довiльнi сталi.

Розглянемо ситуацiю, коли матриця A — дiйсна i нас цiкавить загальний
дiйсний розв’язок системи (380)). Може бути одне з двох: а) всi власнi значе-
ння — дiйснi; б) одне з власних значень — дiйсне, а два iншi — комплексно-
спряженнi. Коли всi власнi значення є дiйсними, то маємо такi ж результати,
якi наведенi вище, при умовi, що всi величини є дiйсними. Коли ж, наприклад,
λ1, λ2 — комплексно-спряженi, а λ3 — дiйсне, то повний загальний дiйсний
розв’язок має вигляд

w = C1 Re (v1 eλ1t) + C2 Im (v1 eλ1t) + C3v
3 eλ3t, t ∈ R, C1, C2, C3 ∈ R,

де v1 — який-небудь конкретний власний вектор вiдповiдний власному зна-
ченню λ1, v

3 — власний вектор вiдповiдний власному значенню λ3.
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Контрольнi питання

1. Який вигляд має НЛОС зi сталими коефiцiєнтами? Що таке фунда-
ментальна система розв’язкiв НЛОС зi сталими коефiцiєнтами? Як знайти
загальний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєнтами, якщо вiдома її фунда-
ментальна система розв’язкiв?

2. Що таке алгебраїчна та геометрична кратностi власного значення?
3. Як можна записати загальний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєн-

тами, за умови, що кiлькiсть (рiзних) власних значень матрицi A спiвпадає
з порядком системи (алгебраїчна i геометрична кратнiсть власних значень
матрицi A спiвпадають)?

Приклади розв’язування типових задач

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок нормальної лiнiйної однорiдної
системи 

x′ = 2x− y + z

y′ = x+ 2y − z

z′ = x− y + 2z.

Розв’язування. Введемо позначення

A =

2 −1 1
1 2 −1
1 −1 2

 , w =

xy
z

 .

Тодi задана система має вигляд

w′ = Aw. (355)

Знайдемо власнi значення матрицi A. Як вiдомо, це є розв’язки рiвняння

det (A− λI) = 0.

Оскiльки

det (A− λI) ≡

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 1
1 2− λ −1
1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ ≡ −(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) = 0,

то числа λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 є власними значеннями матрицi A, алгебраїчнi
i геометричнi кратностi яких дорiвнюють 1 (маємо перший випадок).

Запишемо системи лiнiйних алгебричних рiвнянь для знаходження влас-
них векторiв
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2− λk −1 1
1 2− λk −1
1 −1 2− λk

v1v2
v3

 =

0
0
0

 , k = 1, 2, 3. (356)

Системи (356) зручно розв’язувати, зводячи їхнi основнi матрицi до
схiдчастого вигляду.

Для k = 1 маємо

(A− I) ≡

1 −1 1
1 1 −1
1 −1 1

 ∼

1 −1 1
0 2 −2
0 0 0

 ∼

1 0 0
0 1 −1
0 0 0

 .

Отже, перша з систем (356) (при k = 1) рiвносильна системi

v1 = 0, v2 − v3 = 0.

Враховуючи, що алгебраїчна та геометрична кратностi збiгаються, можна
прийняти v3 = C1, де C1 — довiльна стала. Тодi

v =

 0
C1

C1

 ≡ C1

0
1
1

 ,

— загальний власний вектор, вiдповiдний власному значенню λ1, а отже,

w =

 0
C1

C1

 et ≡ C1

0
1
1

 et, t ∈ R, C1 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ1.
У випадку k = 2 з (356) аналогiчно одержуємо

(A− 2I) ≡

0 −1 1
1 0 −1
1 −1 0

 ∼

1 0 −1
0 −1 1
0 −1 1

 ∼

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

 .

Звiдси
v1 = v3, v2 = v3.

Оскiльки алгебраїчна та геометрична кратностi власного значення λ2 = 2
збiгаються, то можемо прийняти v3 = C2, де C2 — довiльна стала. Тодi v1 =
C2, v2 = C2. Отже,

v =

C2

C2

C2

 ≡ C2

1
1
1


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— загальний власний вектор, вiдповiдний власному значенню λ2, а отже,

w =

C2

C2

C2

 e2t ≡ C2

1
1
1

 e2t, t ∈ R, C2 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ2.
Аналогiчно зведемо основну матрицю системи (356) до схiдчастого вигля-

ду у випадку k = 3:

(A− 3I) ≡

−1 −1 1
1 −1 −1
1 −1 −1

∼

1 −1 −1
0 −2 0
0 0 0

∼

1 0 −1
0 1 0
0 0 0

 .

Отже, маємо
v1 = v3, v2 = 0.

Мiркуючи так само, як у попередньому випадку, доходимо висновку, що мо-
жна прийняти v3 = C3, де C3 — довiльна стала. Тодi v1 = C3, v2 = 0. Отож,
отримаємо

v =

C3

0
C3

 ≡ C3

1
0
1


— загальний власний вектор, вiдповiдний власному значенню λ3, а отже,

w =

C3

0
C3

 e3t ≡ C3

1
0
1

 e3t, t ∈ R, C3 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ3.
На пiдставi (384) повний загальний розв’язок векторного рiвняння (355)

має виглядxy
z

 =

 0
C1

C1

 et +

C2

C2

C2

 e2t +

C3

0
C3

 e3t ≡

≡ C1

0
1
1

 et + C2

1
1
1

 e2t + C3

1
0
1

 e3t, t ∈ R,

C1, C2, C3 — довiльнi сталi.
Звiдси отримуємо

x = C2e
2t + C3e

3t,

y = C1e
t + C2e

2t,

z = C1e
t + C2e

2t + C3e
3t, t ∈ R, C1, C2, C3 — довiльнi сталi,

(357)
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— загальний розв’язок заданої системи. Щоб отримати повний загальний дiй-
сний розв’язок, достатньо тут брати сталi C1, C2, C3 дiйсними.

Приклад 2. Розв’язати нормальну лiнiйну однорiдну систему
x′ = 2x+ 2z − y

y′ = x+ 2z

z′ = y − 2x− z.

(358)

Розв’язування. Введемо позначення

w =

xy
z

 , A =

 2 −1 2
1 0 2

−2 1 −1

 .

Тодi систему (358) можна записати у векторному виглядi

w′ = Aw. (359)

Знайдемо власнi значення матрицi A. Оскiльки

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 2

1 −λ 2
−2 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (2− λ)(λ+ 1)λ+ 4 + 2− 4λ− 2(2− λ)− (1 + λ) =

= λ(2 + 2λ− λ− λ2)− 3λ+ 1 = −λ3 + λ2 − 1 + 1 =

= −λ2(λ− 1)− (λ− 1) = −(λ− 1)(λ2 + 1) =

= −(λ− 1)(λ− i)(λ+ i),

то власними значеннями матрицi A є числа λ1 = 1, λ2 = i, λ3 = −i (маємо
перший випадок).

Знайдемо загальнi власнi вектори для власних значень λ1, λ2, λ3. Для
цього розглянемо лiнiйнi алгебричнi системи

(A− λkI)v = 0 (360)

для k = 1, 2, 3.
Як i в попередньому прикладi, системи (360) будемо розв’язувати, зводячи

їхнi основнi матрицi до схiдчастого вигляду.
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У випадку k = 1 одержуємо

(A− I) ≡

1 −1 2
1 −1 2
2 1 −2

 ∼

1 −1 2
0 3 −6
0 0 0

 ∼

1 0 0
0 1 −2
0 0 0

 .

Отже, для знаходження власних векторiв маємо систему рiвнянь

v1 = 0, v2 − 2v3 = 0 .

Оскiльки алгебраїчна та геометрична кратностi власного значення λ1 = 1
збiгаються i дорiвнюють 1, то можемо прийняти v3 = C1, де C1 — довiльна
стала. Тодi v2 = 2C1, v1 = 0. Отож,

v =

 0
2C1

C1

 ≡ C1

0
2
1


— загальний власний вектор для власного значення λ1, а отже,

w =

 0
2C1

C1

 et ≡ C1

0
2
1

 et, t ∈ R, C1 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ1.
Аналогiчно розглянемо випадок k = 2

(A− iI)≡

2− i −1 2
1 −i 2

−2 1 −1− i

∼

1 −i 2
5 −2− i 4 + 2i
0 1− 2i 3− i

∼

∼

1 −i 2
0 −2 + 4i −6 + 2i
0 1− 2i 3− i

 ∼

1 −i 2
0 1− 2i 3− i
0 0 0

 ∼

∼

1 −i 2
0 5 5 + 5i
0 0 0

∼

1 −i 2
0 1 1 + i
0 0 0

∼

1 0 1 + i
0 1 1 + i
0 0 0

 .

Тут ми зробили такi елементарнi перетворення матрицi
(A− iI):

1) переставили мiсцями перший i другий рядки;
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2) помножили другий рядок на (2 + i);

3) до третього рядка додали перший, помножений на 2;

4) до другого рядка додали перший, помножений на (-5);

5) другий рядок подiлили на (-2);

6) вiд третього рядка вiдняли другий;

7) домножили другий рядок на (1 + 2i);

8) подiлили другий рядок на 5;

9) до першого рядка додали другий, помножений на i.

Отже, друга з систем (360) (k = 2) еквiвалентна системi

v1 + (1 + i)v3 = 0, v2 + (1 + i)v3 = 0.

Приймемо v3 = C2, де C2 — довiльне. Отож,

v =

−(1 + i)C2

−(1 + i)C2

C2

 = C2

−1− i

−1− i
1


— загальний власний вектор для власного значення λ2, а отже,

w = C2

−1− i
−1− i

1

 eit, t ∈ R, C2 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ2.
Для знаходження загального власного вектора для власного значення λ3 =

−i, зауважимо таке. Оскiльки матриця A дiйсна, то комплексно спряженою
до матрицi (A−λI) буде матриця (A−λI). Отож, якщо v — загальний власний
вектор вiдповiдний власному значенню λ2 = i, тобто

(A− iI)v = 0, (361)

то

v = C3

−1 + i

−1 + i
1

 , C3 − довiльна стала,

буде загальним власним вектором для власного значення λ3 = −i, оскiльки,
взявши комплексне спряження рiвностi (361), матимемо

(A+ iI)v = 0,
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а C2 – довiльне комплексне число. Отже,

w = C3

−1 + i

−1 + i
1

 e−it, t ∈ R, C3 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ3.
Отже, загальний (комплексний) розв’язок матиме (див. (384)) виглядxy

z

 = C1

0
2
1

 et + C2

−1− i

−1− i
1

 eit + C3

−1 + i

−1 + i
1

 e−it, (362)

де C1, C2, C3 — довiльнi (комплекснi) сталi.
Щоби знайти загальний дiйсний розв’язок заданої системи, зауважимо та-

ке. Векторнi функцiї

φ1(t) =

0
2
1

 et, φ2(t) =

−1− i

−1− i
1

 eit, φ3(t) =

−1 + i

−1 + i
1

 e−it, t ∈ R,

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Справдi, оскiльки загальний
розв’язок записуємо у виглядi

w = C1φ
1(t) + C2φ

2(t) + C3φ
3(t), t ∈ R, C1, C2, C3 ∈ C,

то прийнявши по черзi C1 = 1, C2 = 0, C3 = 0; C1 = 0, C2 = 1, C3 = 0;
C1 = 0, C2 = 0, C3 = 1, отримаємо, що φ1, φ2, φ3 — розв’язки системи
(358). Позаяк вектори φ1(0), φ2(0), φ3(0) є власними векторами матрицi A,
якi вiдповiдають рiзним власним значенням, то вони лiнiйно незалежнi, а
отже, φ1, φ2 i φ3 — лiнiйно незалежнi векторнi функцiї. Отож, φ1, φ2, φ3 —
фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (359).

Оскiльки φ2(t) = φ3(t) для всiх t ∈ R, то

Reφ2(t) =
1

2

(
φ2(t) + φ3(t)

)
, Imφ2(t) =

1

2i

(
φ2(t)− φ3(t)

)
.

Враховуючи, що лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв однорiдної системи є розв’яз-
ком цiєї системи, робимо висновок, що

φ̃2(t) := Reφ2(t), φ̃3(t) := Imφ2(t)

є розв’язками рiвняння (359). Векторнi функцiї φ1, φ̃2, φ̃3 є лiнiйно незалеж-
ними. Справдi, нехай

α1φ
1(t) + α2φ̃

2(t) + α3φ̃
3(t) = 0, t ∈ R.
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Звiдси, враховуючи означення φ̃2, φ̃3, отримаємо

α1φ
1(t) +

α2

2

(
φ2(t) + φ3(t)

)
+
α3

2i

(
φ2(t)− φ3(t))

)
= 0,

тобто
α1φ

1(t) +
α2i+ α3

2i
φ2(t) +

α2i− α3

2
φ3(t) = 0, t ∈ R.

Отже, α1 = 0, α2i+ α3 = 0, α2i− α3 = 0, тобто α1 = α2 = α3 = 0.
Отож, дiйснi функцiї φ1, φ̃2, φ̃3 утворюють фундаментальну систему

розв’язкiв рiвняння (359). Загальний розв’язок заданого векторного рiвня-
ння має вигляд

w = C1φ
1(t) + C̃2φ̃

2(t) + C̃3φ̃
3(t), t ∈ R, C1, C̃2, C̃3 ∈ C.

Оскiльки

Re
(
C1φ

1(t) + C̃2φ̃
2(t) + C̃3φ̃

3(t)
)
≡

≡ (ReC1)φ
1(t) + (ReC̃2) φ̃

2(t) + (ReC̃3) φ̃
3(t),

то повний загальний дiйсний розв’язок такий:

w = C1φ
1(t) + C2φ̃

2(t) + C3φ̃
3(t), t ∈ R, C1, C2, C3 ∈ R.

Отож, нам треба знайти дiйсну та уявну частини φ2(t) для кожного t ∈ R.
Запишемо −1− i

−1− i

1

 eit =

−1− i
−1− i

1

 (cos t+ i sin t) =

=

(−1− i)(cos t+ i sin t)
(−1− i)(cos t+ i sin t)

cos t+ i sin t

 =

=

− cos t+ sin t
− cos t+ sin t

cos t

+ i

− cos t− sin t
− cos t− sin t

sin t

 .

Отож,

φ̃2(t) ≡ Reφ2(t) =

− cos t+ sin t
− cos t+ sin t

cos t

 ,

φ̃3(t) ≡ Imφ2(t) =

− cos t− sin t
− cos t− sin t

sin t

 , t ∈ R.
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У результатi наших мiркувань доходимо висновку, що повний загальний дiй-
сний розв’язок заданої системи має виглядxy

z

=C1

0
2
1

 et + C2

− cos t+ sin t
− cos t+ sin t

cos t

+ C3

− cos t− sin t
− cos t− sin t

sin t

 ,

t ∈ R, C1, C2, C3 ∈ R.

Приклад 3. Знайти загальний розв’язок системи
x′ = y − 2x− 2z

y′ = x− 2y + 2z

z′ = 3x− 3y + 5z.

(363)

Розв’язування. Приймемо

w :=

xy
z

 , A :=

−2 1 −2
1 −2 2
3 −3 5

 .

Тодi задана система матиме вигляд

w′ = Aw. (364)

Знайдемо власнi значення матрицi A. Для цього зауважимо, що

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1 −2

1 −2− λ 2
3 −3 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 1)2(λ− 3).

Отже, власними значеннями матрицi A є числа λ1 = 3 (алгебраїчна кратнiсть
k1 = 1), λ2 = −1 (алгебраїчна кратнiсть k2 = 2).

Знайдемо загальнi власнi вектори для власних значень λ1, λ2, тобто за-
гальнi розв’язки систем

(A− λkI)v = 0, k = 1, 2. (365)

Розглянемо випадок k = 1. Маємо

(A− 3I) ≡

−5 1 −2
1 −5 2
3 −3 2

 ∼

1 −5 2
0 −24 8
0 12 −4

 ∼

∼

1 −5 2
0 3 −1
0 0 0

 ∼

1 1 0
0 3 −1
0 0 0

 .
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Отож, система (365) при k = 1 еквiвалентна системi{
v1 = −v2,
v3 = 3v2.

Оскiльки тут є одна вiльна змiнна, то геометрична кратнiсть власного значен-
ня λ1 дорiвнює 1, що збiгається з алгебраїчною кратнiстю. Тому приймемо
v2 = C1, де C1 — довiльна стала. Отже, v1 = −C1, v3 = 3C1 i загальний
власний вектор, вiдповiдний в. з. λ1, має вигляд

v =

 −C1

C1

3C1

 ≡ C1

−1
1
3

 ,

а отже,

w =

−C1

C1

3C1

 e3t ≡ C1

−1
1
3

 e3t, t ∈ R, C1 — довiльна стала, —

неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власному значенню λ1.
У випадку k = 2 з (365) отримаємо

(A+ I) ≡

−1 1 −2
1 −1 2
3 −3 6

 ∼

1 −1 2
0 0 0
0 0 0

 ,

тобто друга з систем (365) еквiвалентна системi

v1 = v2 − 2v3.

Звiдси випливає, що задана система має двi вiльнi змiннi, тобто геометрична
кратнiсть власного значення λ2 дорiвнює 2, а отже, збiгається з алгебраїчною
кратнiстю. Тому можемо прийняти v2 = C2, v3 = C3, де C2, C3 — довiльнi
сталi. Тодi v1 = C2 − 2C3. Отож,

v =

C2 − 2C3

C2

C3

 —

загальний власний вектор для власного значення λ2, а отже,

w =

C2 − 2C3

C2

C3

 e−t ≡

C2

1
1
0

+ C3

−2
0
1

 e−t, t ∈ R,
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C2, C3 — довiльнi сталi, — неповний загальний розв’язок, вiдповiдний власно-
му значенню λ2.

Загальний розв’язок рiвняння (364) має вигляд (див.(385))xy
z

 =

 −C1

C1

3C1

 e3t +

C2 − 2C3

C2

C3

 e−t,

t ∈ R, C1, C2, C3 ∈ C, — загальний розв’язок системи (363). Якщо ж C1, C2,
C3 — дiйснi довiльнi сталi, то це буде загальний дiйсний розв’язок.

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати системи рiвнянь:

786.
{
ẋ = 2x+ y,

ẏ = 3x+ 4y;
789.

{
ẋ = x+ y,

ẏ = 3y − 2x;

796.


ẋ = x+ z − y,
ẏ = x+ y − z,
ż = 2x− y;

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1)

801.


ẋ = x− y − z,
ẏ = x+ y,
ż = 3x+ z;

(λ1 = 1, λ2,3 = 1± 2i)

804.


ẋ = 4x− y − z,
ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z.

(λ1 = 2, λ2 = λ3 = 3)

Домашнi завдання:
Розв’язати системи рiвнянь:

787.
{
ẋ = x− y,
ẏ = y − 4x;

790.
{
ẋ = x− 3y,
ẏ = 3x+ y;

791.
{
ẋ+ x+ 5y = 0,
ẏ − x− y = 0;

797.


ẋ = x− 2y − z,
ẏ = y − x+ z,
ż = x− z;

(λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = −1)

802.


ẋ = 2x+ y,
ẏ = x+ 3y − z,
ż = 2y + 3z − x.

(λ1 = 2, λ2,3 = 3± i)

Вiдповiдi:
786. x = C1e

t + C2e
5t, y = −C1e

t + 3C2e
5t;

789. x = e2t(C1 cos t+ C2 sin t),
y = e2t[(C1 + C2) cos t+ (C2 − C1) sin t];
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796. x = C1e
t + C2e

2t + C3e
−t, y = C1e

t − 3C3e
−t,

z = C1e
t + C2e

2t − 5C3e
−t;

801. x = et(2C2 sin 2t+ 2C3 cos 2t),
y = et(C1 − C2 cos 2t+ C3 sin 2t),
z = et(−C1 − 3C2 cos 2t+ 3C3 sin 2t);

804. x = C1e
2t + (C2 + C3)e

3t, y = C1e
2t + C2e

3t,
z = C1e

2t + C3e
3t;

787. x = C1e
−t + C2e

3t, y = 2C1e
−t − 2C2e

3t;
790. x = et(C1 cos 3t+ C2 sin 3t), y = et(C1 sin 3t− C2 cos 3t);
791. x = (2C2 − C1) cos 2t− (2C1 + C2) sin 2t,

y = C1 cos 2t+ C2 sin 2t
797. x = C1 + 3C2e

2t, y = −2C2e
2t + C3e

−t,
z = C1 + C2e

2t − 2C3e
−t;

802. x = C1e
2t + e3t(C2 cos t+ C3 sin t),

y = e3t[(C2 + C3) cos t+ (C3 − C2) sin t],
z = C1e

2t + e3t[(2C2 − C3) cos t+ (2C3 + C2) sin t].
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Практичне заняття № 25
Нормальнi лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами
(випадок неспiвпадiння алгебраїчної i геометричної кратностей)

Довiдкова iнформацiя

Розглянемо нормальнi лiнiйнi однорiднi системи (коротко, НЛОС) за умо-
ви, що їх коефiцiєнти є сталими функцiями i P = C, тобто систему

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn,

де n — деяке натуральне число; akl ∈ C, k, l = 1, n, — коефiцiєнти системи;
xk ∈ C1(R,C), k = 1, n, — невiдомi функцiї. Зауважимо, що для кожного
k ∈ {1, . . . , n} маємо xk = uk + ivk, де uk = uk(t), vk = vk(t), t ∈ (−∞,+∞),
— дiйснi неперервно диференцiйовнi функцiї вiд дiйсної змiнної, i — уявна
одиниця.

Задану систему можна записати у виглядi векторного рiвняння

x′ = Ax, (366)

де A :=

a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann

 ∈ Cn×n, x :=

x1...
xn

 ∈ C1(R,Cn) — невiдома

векторна функцiя.
На пiдставi вiдомого твердження повний загальний розв’язок НЛОС (366)

має вигляд

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ R, C1, . . . , Cn ∈ C,

де φ1, . . . , φn — фундаментальна система розв’язкiв НЛОС (366) (нагадаємо,
що фундаментальною системою розв’язкiв називається будь-яка система з
n (часткових) лiнiйно незалежних розв’язкiв НЛОС (366)).

Спробуємо шукати (частковий) ненульовий розв’язок рiвняння (366) у ви-
глядi

x = veλt, t ∈ R, (367)

де v ∈ Cn i v ̸= 0, λ ∈ C.
Пiдставивши вираз (367) в (366) та врахувавши, що x′ = λveλ∗t, отримаємо

рiвнiсть
λ∗ve

λ∗t = Aveλ∗t, t ∈ R.
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Оскiльки eλt ̸= 0 для кожного t ∈ R, то звiдси випливає, що λ∗ i v обов’язково
повиннi задовольняти рiвнiсть

Av = λ∗v, (368)

тобто λ∗ — власне значення матрицi A, v — власний вектор, який вiдповiдає
цьому значенню. Отож, правильним є таке твердження.

Лема 13. Функцiя вигляду (367) буде (частковим) розв’язком системи
(366) тодi i тiльки тодi, коли λ∗ — власне значення матрицi A, а v —
вiдповiдний йому власний вектор.

Нагадаємо деякi факти з теорiї матриць стосовно їхнiх власних значень
i власних векторiв.

Вiдшукання власних значень i власних векторiв матрицi A зводиться (як
випливає з (368)) до знаходження таких значень λ, за яких система лiнiйних
алгебричних рiвнянь (

A− λI
)
v = 0, (369)

де I — одинична матриця; 0 — нульовий вектор, має ненульовi розв’язки. Це
рiвносильно тому, що

det
(
A− λI

)
= 0,

тобто ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (370)

Рiвняння (370) можна записати у виглядi

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0,

яке згiдно з основною теоремою алгебри можна переписати у виглядi

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)

km = 0, (371)

де 1 6 m 6 n, λ1, . . . , λm — рiзнi (загалом комплекснi) числа, k1 >
1, . . . , km > 1 — цiлi, k1 + · · ·+ km = n.

Числа λ1, . . . , λm є власними значеннями матрицi A (i тiльки вони).
Значення k1, . . . , km називаються алгебричними кратностями вiдповiдних
власних значень.

181



Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} власному значенню λj вiдповiдає власний
пiдпростiр B(λj), який складається з власних векторiв, вiдповiдних цьому
власному значенню, та нульового вектора. Розмiрнiсть цього власного пiд-
простору B(λj) позначимо через lj. Значення lj називається геометричною
кратнiстю власного значення λj i, як вiдомо, 1 6 lj 6 kj. Фактично, число
lj — це максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних власних векторiв, якi вiд-
повiдають власному значенню λj. Значення lj можна визначити як кiлькiсть
вiльних змiнних у системi (369).

Нагадаємо таке: коли v1 ∈B(λ1), . . . , v
m ∈B(λm) — якi-небудь ненульовi

вектори, то вони утворюють лiнiйно незалежну систему в просторi Cn .

Теорема 16. Повний загальний розв’язок системи (366) можна записати
у виглядi

x = [C1,1p
1,1(t) + · · ·+ C1,k1p

1,k1(t)]eλ1t + · · ·+
+ [Cm,1p

m,1(t) + · · ·+ Cm,kmp
m,km(t)]eλmt, (372)

(373)
t ∈ R, C1,1, . . . , C1,k1, . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C,

де для кожного j ∈ {1, . . . , ν} pj,1, . . . , pj,kj — векторнi многочлени степеня
6 kj − lj, причому, якщо kj − lj = 0, то pj,1 ≡ vj,1, . . . , pj,kj ≡ vj,kj — лiнiйно
незалежнi власнi вектори, якi вiдповiдають власному значенню λj.

Наслiдок 6. Повний загальний розв’язок рiвняння (366) можна записати
у виглядi

x = [a1,0tk1−l1 + · · ·+ a1,k1−l1]eλ1t + · · ·+ [am,0tkm−lm + · · ·+ am,km−lm]eλmt,

(374)

t ∈ (−∞,+∞), C1,1, . . . , C1,k1, . . . , Cm,1, . . . , Cm,km ∈ C,

де для кожного j ∈ {1, . . . ,m} (aj,0, . . . , aj,kj−lj)⊤ – загальний розв’язок си-
стеми лiнiйних алгебраїчних однорiдних рiвнянь

(A− λjI)a
j,0 = 0,

(A− λjI)a
j,1 = (kj − lj)a

j,0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λjI)a

j,s = (kj − lj − s+ 1)aj,s−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(A− λjI)a

j,kj−lj = aj,kj−lj−1,

(375)

зокрема, якщо lj = kj, то aj,0 — загальний власний вектор матрицi A для
власного значення λj.
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Враховуючи сказане, можна запропонувати такий спосiб розв’язування
нормальних лiнiйних однорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами.
1. Виписуємо матрицю A системи (366) та характеристичне рiвняння

(370). Розв’язуємо рiвняння (370). Нехай λ1, . . . , λm (m ≤ n) — рiзнi
його коренi (власнi значення матрицi A), а k1, . . . , km — вiдповiднi їхнi
кратностi (алгебричнi кратностi власних значень).

2. Шукаємо для кожного власного значення вiдповiдний йому неповний
загальний розв’язок.
Як це робити покажемо на прикладi якогось одного власного значення.
Нехай λj — власне значення матрицi A, kj — його алгебрична кратнiсть
(1 ≤ j ≤ m).

Запишемо систему рiвнянь для знаходження власних векторiв для влас-
ного
значення λj

(A− λjI)v = 0.

Знайдемо загальний розв’язок цiєї системи, тобто з.в.в. для власного
значення λj. Нехай вiн має вигляд

v =

 bj,11 τj,1 + · · ·+ b
j,lj
1 τj, lj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bj,1n τj,1 + · · ·+ b

j,lj
n τj, lj

 , τj,1, . . . , τj, lj ∈ C, (376)

де lj ∈ N, а bj,sl , l = 1, n, s = 1, lj, — деякi сталi.
Число lj ∈ N є геометричною кратнiстю власного значення λj. Як вiдомо,
1 6 lj 6 kj. Можливi два випадки: 1) lj = kj; 2) lj < kj.

У першому випадку приймемо в (376)

τj,1 = Cj,1, . . . , τj,kj = Cj,kj

i отримаємо

x =

 bj,11 Cj,1 + · · ·+ b
j,kj
1 Cj,kj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bj,1n Cj,1 + · · ·+ b

j,kj
n Cj,kj

 eλjt, t ∈ R, (377)

— неповний загальний розв’язок для власного значення λj.

Зауважимо, що тут aj,0 =

 bj,11 Cj,1 + · · ·+ b
j,kj
1 Cj,kj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bj,1n Cj,1 + · · ·+ b

j,kj
n Cj,kj

 — загальний

розв’язок системи (A−λjI)v = 0, а отже, (377) можна записати у виглядi

x = aj,0eλjt, t ∈ R,
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де aj,0 — з.в.в. для власного значення λj.

Розглянемо другий випадок, тобто випадок, коли lj < kj. Тодi записує-
мо проект неповного загального розв’язку для власного значення λj, у
виглядi

x =(aj,0tkj−lj + aj,1tkj−lj−1 + · · ·+ aj,kj−lj)eλjt, t ∈ R, (378)

де aj,s =

a
j,s
1...
aj,sn

 , s = 0, kj − lj, —вектори з неозначеними компонен-

тами, значення яких шукають за умови, що векторна функцiя, задана
формулою (378), є розв’язком векторного рiвняння (366).

Пiдставляючи вираз (378) замiсть x в рiвняння (366), отримаємо

λj(a
j,0tkj−lj + aj,1tkj−lj−1 + · · ·+ aj,kj−lj)eλjt +

+ ((kj − lj)a
j,0tkj−lj−1 + (kj − lj − 1)aj,1tkj−lj−2 + · · ·+

+ aj,kj−lj−1)eλjt = ((Aaj,0)tkj−lj + (Aaj,1)tkj−lj−1 + · · ·+ Aaj,kj−lj)eλjt.

Звiдси, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях t, одержимо
tkj−lj : Aaj,0 = λja

j,0;

tkj−lj−1 : Aaj,1 = λja
j,1 + (kj − lj)a

j,0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t0 : Aaj,kj−lj = λja

j,kj−lj + aj,kj−lj−1,

звiдки отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (375).

Розв’язуємо цю систему, починаючи з першого векторного рiвняння.
Його загальний розв’язок aj,0 уже знайдено у виглядi (376). Пiдстав-
ляючи його вираз у друге рiвняння, знайдемо aj,1. Можливо, що для
розв’язностi другої системи треба накласти певнi зв’язки мiж параме-
трами τj,1, . . . , τj,lj . Далi робимо аналогiчно. Як випливає з наслiдку 6,
компоненти векторiв aj,0, . . . , aj,kj−lj виражаються через kj параметрiв,
якi позначаємо через Cj,1, . . . , Cj,kj . Знайденi вирази aj,0, . . . , aj,kj−lj пiд-
ставляємо в (378). В результатi одержимо неповний загальний розв’язок,
який вiдповiдає власному значенню λj.

3. Записуємо загальний розв’язок системи (366) як суму неповних загаль-
них розв’язкiв, якi вiдповiдають власним значенням λ1, . . . , λm.
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Розглянемо нормальну лiнiйну однорiдну систему третього поряд-
ку 

x′ = a11x+ a12y + a13z,

y′ = a21x+ a22y + a23z,

z′ = a31x+ a32y + a33z,

(379)

де aij ∈ C, i, j = 1, 3.

Введемо позначення

w :=

x

y
z

 , A :=

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


i запишемо систему (379) у виглядi векторного рiвняння

w′ = Aw. (380)

Будемо шукати повний загальний розв’язок системи (380), який, як вi-
домо, визначається власними значеннями матрицi A, їхнiми алгебраїчними
та геометричними кратностями. Тому найперше треба записати i розв’язати
рiвняння на знаходження власних значень матрицi A (в полi комплексних
чисел):

det(A− λI) ≡

∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (381)

а точнiше, записати його у виглядi

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)

km = 0,

де 1 6 m 6 3, λ1, . . . , λm — рiзнi числа (назагал комплекснi) (вони є вла-
сними значеннями матрицi A), k1 > 1, . . . , km > 1 — натуральнi числа,
k1+· · ·+km = 3. Числа k1, . . . , km називають алгебраїчними кратностями вiд-
повiдних власних значень λ1, . . . , λm. Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} шукаємо
вiдповiднi власному значенню λj власнi вектори, тобто ненульовi розв’язки
лiнiйної алгебраїчної системи рiвнянь

(A− λjI)v = 0. (382)

Оскiльки λj є розв’язком рiвняння (381), то система (382) має безлiч розв’яз-
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кiв i її загальний розв’язок можна записати у виглядi

v = ṽj(τj,1, · · · , τj, lj) ≡

v
j,1
1 τj,1 + · · ·+ v

j, lj
1 τj, lj

vj,12 τj,1 + · · ·+ v
j, lj
2 τj, lj

vj,13 τj,1 + · · ·+ v
j, lj
3 τj, lj

 ≡

≡ τj,1

vj,11vj,12
vj,13

+ · · ·+ τj, lj

v
j, lj
1

v
j, lj
2

v
j, lj
3

 ≡ τj,1v
j,1 + · · ·+ τj, ljv

j, lj , (383)

де vj,1 =

vj,11vj,12
vj,13

 , . . . , vj, lj =

v
j, lj
1

v
j, lj
2

v
j, lj
3

 — деякi (конкретнi) лiнiйно незалежнi

вектори, що утворюють максимальну систему лiнiйно незалежних власних
векторiв вiдповiдних в. з. λj, а τj,1, . . . , τj, lj – параметри, якi можуть набува-
ти довiльних значень. Очевидно, що число lj є геометричною кратнiстю в.
з. λj i дорiвнює максимальнiй кiлькостi лiнiйно незалежних власних векто-
рiв, якi вiдповiдають власному значенню λj. Вiдомо, що 1 6 lj 6 kj. Звiдси
випливає, що власному значенню λj вiдповiдає безлiч власних векторiв, якi
можна отримати з (383), надаючи параметрам τj,1, . . . , τj, lj конкретнi значе-
ння, серед яких хоча б одне вiдмiнне вiд нуля. Тому залежну вiд параметрiв
τj,1, . . . , τj, lj векторну функцiю ṽj, яка визначається за правилом (383), нази-
вають загальним власним вектором (коротко, з. в. в.) вiдповiдного власному
значенню (коротко, в. з.) λj.

Розглянемо можливi випадки значень m i k1, . . . , km, l1, . . . , lm i вигляд
повного загального розв’язку рiвняння (380) для цих значень.

Перший випадок: m = 3, k1 = l1 = 1, k2 = l2 = 1, k3 = l3 = 1. Тодi повний
загальний розв’язок системи (380) має вигляд:

w = ṽ1(C1) e
λ1t + ṽ2(C2) e

λ2t + ṽ3(C3) e
λ3t, t ∈ R, C1, C2, C3 – довiльнi сталi.

(384)
де ṽj(Cj) = Cjv

j — з. в. в. вiдповiдний в. з. λj, тобто ṽj(Cj) := Cjv
j, де vj

– який-небудь (конкретний) власний вектор, що вiдповiдає в. з. λj, а Cj –
довiльна стала (див. (383) при lj = 1, τj,1 = Cj), для кожного j ∈ {1, 2, 3}.

Другий випадок: m = 2, k1 = l1 = 1, k2 = l2 = 2. Тодi повний загальний
розв’язок системи (380) має вигляд:

w = ṽ1(C1) e
λ1t + ṽ2(C2, C3) e

λ2t, (385)

де ṽ1(C1) = C1v
1, ṽ2(C2, C3) = C2v

2 + C3v
3, C1, C2, C3 – довiльнi сталi, v1 –

який-небудь конкретний власний вектор вiдповiдний в. з. λ1, v2, v3 – лiнiйно
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незалежнi власнi вектори вiдповiднi в. з. λ2 (див. (383) при j = 1, l1 = 1, τ1,1 =
C1 та при j = 2, l2 = 2, τ2,1 = C2, τ2,2 = C3).

Третiй випадок (тривiальний): m = 1, k1 = l1 = 3. Тодi матриця A має
вигляд

A =

λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ1


i повний загальний розв’язок системи (380) має вигляд:

w = ṽ1(C1, C2, C3) e
λ1t, t ∈ R, C1, C2, C3 — довiльнi сталi,

де

ṽ1 =

C1

C2

C3


— з. в. в. вiдповiдний в. з. λ1.

Четвертий випадок: m = 2, k1 = l1 = 1, k2 = 2, l2 = 1. Тодi повний
загальний розв’язок системи (380) має вигляд:

w = ṽ1(C1) e
λ1t+

[
a(C2, C3) t+b(C2, C3)

]
eλ2t, t ∈ R, C1, C2, C3 — довiльнi сталi,

(386)
де ṽ1(C1) = C1v

1 — з. в. в. вiдповiдний в. з. λ1 (в (383) маємо j = 1, l1 = 1,
τ1,1 = C1), а

a(C2, C3) =

a1(C2, C3)
a2(C2, C3)
a3(C2, C3)

 , b(C2, C3) =

b1(C2, C3)
b2(C2, C3)
b3(C2, C3)

 ,

де a1, a2, a3, b1, b2, b3 — лiнiйнi функцiї вiд параметрiв C2, C3, якi можуть
набувати довiльних значень.

Функцiю

w = ṽ1(C1) e
λ1t, t ∈ R, C1 — довiльна стала,

називають вiдповiдним в. з. λ1 неповним загальним розв’язком (коротко,
НЗР(λ1)), а функцiю

w =
[
a(C2, C3) t+ b(C2, C3)

]
eλ2t, t ∈ R, C2, C3 — довiльнi сталi,

– вiдповiдним в. з. λ2 неповним загальним розв’язком (коротко, НЗР(λ2)).
НЗР(λ2) знаходимо методом неозначених коефiцiєнтiв. Для цього запису-

ємо проєкт НЗР(λ2)
w = (at+ b)eλ2t,
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де a i b — поки що неозначенi вектори з R3, i пiдставляємо цей вираз у
рiвняння (380) замiсть w. Оскiльки

((at+ b)eλ2t)′ = aeλ2t + λ2(at+ b)eλ2t,

то матимемо

(λ2at+ λ2b+ a)eλ2t = (Aat+ Ab)eλ2t, t ∈ R.

Звiдси, пiсля дiлення на eλ2t i прирiвнювання коефiцiєнтiв при однакових
степенях t, отримаємо

t : Aa = λ2a,

1 : Ab = λ2b+ a,

тобто {
(A− λ2I)a = 0,

(A− λ2I)b = a.
(387)

Отримали систему з шести лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, записану як си-
стему двох пiдсистем по три рiвняння. Перша з цих пiдсистем в точностi
спiвпадає iз системою для знаходження власних векторiв, що вiдповiдають в.
з. λ2. Ми її уже розв’язали, коли шукали з. в. в. вiдповiдний в. з. λ2 (пор. з
(382)). Пiдставляємо цей з. в. в., замiнивши символ v на a, у праву частину
другої пiдсистеми та знаходимо загальний розв’язок, трактуючи a як вiль-
ний член. Отриманий загальний розв’язок системи (387) буде мати двi вiльнi
змiннi, якi позначаємо через C2, C3.

П’ятий випадок: m = 1, k1 = 3, l1 = 2. Тодi повний загальний розв’язок
системи (380) має вигляд

w =
[
a(C1, C2, C3) t+ b(C1, C2, C3)

]
eλ1t, (388)

де

a(C1, C2, C3) =

a1(C1, C2, C3)
a2(C1, C2, C3)
a3(C1, C2, C3)

 , b(C1, C2, C3) =

b1(C1, C2, C3)
b2(C1, C2, C3)
b3(C1, C2, C3)

 —

векторнi функцiї, компоненти яких є лiнiйними функцiями довiльних сталих
C1, C2, C3.

Повний загальний розв’язок системи (380) знаходимо методом неозначених
коефiцiєнтiв. Для цього записуємо його проєкт

w = (at+ b)eλ1t,
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де a i b — поки що неозначенi вектори з R3, i пiдставляємо цей вираз у систему
(380) замiсть w. У результатi отримаємо

(a+ λ1(at+ b))eλ1t = A(at+ b)eλ1t.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях змiнної t в лiвiй i правiй
частинах:

t : Aa = λ1a,

1 : Ab = λ1b+ a,

тобто {
(A− λ1I)a = 0,

(A− λ1I)b = a.
(389)

Отримали систему з шести лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, записану як си-
стему двох пiдсистем по три рiвняння. Перша з цих пiдсистем в точностi
спiвпадає iз системою для знаходження власних векторiв, що вiдповiдають в.
з. λ2. Ми її уже розв’язали, коли шукали з. в. в. вiдповiдний в. з. λ2 (пор. з
(382)). Пiдставляємо цей з. в. в., замiнивши символ v на a, у праву частину
другої пiдсистеми та знаходимо загальний розв’язок, трактуючи a як вiль-
ний член. Отриманий загальний розв’язок системи (387) буде мати три вiльнi
змiннi, якi позначаємо через C1, C2, C3.

Шостий випадок: m = 1, k1 = 3, l1 = 1. Тодi повний загальний розв’язок
рiвняння (380) має вигляд

w =
[
a(C1, C2, C3) t

2 + b(C1, C2, C3) t+ d(C1, C2, C3)
]
eλ1t, (390)

де

a(C1, C2, C3) =

a1(C1, C2, C3)
a2(C1, C2, C3)
a3(C1, C2, C3)

 , b(C1, C2, C3) =

b1(C1, C2, C3)
b2(C1, C2, C3)
b3(C1, C2, C3)

 ,

d(C1, C2, C3) =

d1(C1, C2, C3)
d2(C1, C2, C3)
d3(C1, C2, C3)

 —

векторнi функцiї, компоненти яких є лiнiйними функцiями вiд довiльних ста-
лих C1, C2, C3. Повний загальний розв’язок системи (380) знаходимо методом
неозначених коефiцiєнтiв. Для цього записуємо його проєкт

w = (at2 + bt+ d)eλ1t,
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де a, b i d — поки що неозначенi вектори з R3, i пiдставляємо цей вираз у
систему (380) замiсть w. У результатi отримаємо

(2at+ b+ λ1(at
2 + bt+ d))eλ1t = A(at2 + bt+ d)eλ1t.

У результатi спрощень i прирiвнювання коефiцiєнтiв при однакових степенях
tk, k = 0, 1, 2, в лiвiй та правiй частинах отримаємо

t2 : Aa = λ1a, t : Ab = λ1b+ 2a, 1 : Ad = λ1d+ b,

тобто 
(A− λ1I)a = 0,

(A− λ1I)b = 2a,

(A− λ1I)d = b.

(391)

Отримали систему з дев’яти лiнiйних алгебраїчних рiвнянь як систему з трьох
пiдсистем. Перша з них є системою на знаходження з. в. в. вiдповiдного в. з.
λ1. Отже, a збiгається iз з. в. в. вiдповiдного в. з. λ1. Пiдставивши вираз a у
другу пiдсистему з (391), знайдемо вираз b. Тодi з третьої пiдсистеми з (391)
знайдемо вираз d.

Зауваження 0.0.6. Векторнi многочлени, якi стоять у виразах загального
розв’язку у випадках 4, 5, 6, мають степiнь, який (чисельно) дорiвнює рi-
зницi мiж алгебраїчною та геометричною кратнiстю вiдповiдного власного
значення.

Контрольнi питання

1. Який вигляд має НЛОС зi сталими коефiцiєнтами? Що таке фунда-
ментальна система розв’язкiв НЛОС зi сталими коефiцiєнтами? Як знайти
загальний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєнтами, якщо вiдома її фунда-
ментальна система розв’язкiв?

2. Що таке алгебраїчна (геометрична) кратнiсть власного значення?
3. Який вигляд має загальний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєнтами,

за умови, що алгебраїчна i геометрична кратнiсть власних значень матрицi
A не спiвпадають?

4. Що таке дiйсний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєнтами? Який ви-
гляд має загальний дiйсний розв’язок НЛОС зi сталими коефiцiєнтами, якщо
елементи матрицi A i її власнi значення — дiйснi (якщо елементи матрицi A
— дiйснi, а серед її власних значень λ1, . . . , λm є ν пар комплексно спряжених
i m− 2ν дiйсних)?
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Приклади розв’язування типових задач

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок системи
x′ = 2x+ y

y′ = 2y + 4z

z′ = x− z.

(392)

Розв’язування. Приймемо

w :=

xy
z

 , A :=

2 1 0
0 2 4
1 0 −1

 .

Тодi система (392) може бути записана у векторнiй формi

w′ = Aw. (393)

Знайдемо власнi значення матрицi A. Маємо

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0
0 2− λ 4
1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= −(2− λ)2(1 + λ) + 4 = −(4− 4λ+ λ2)(1 + λ) + 4 =

= −4 + 4λ− λ2 − 4λ+ 4λ2 − λ3 + 4 = −λ3 + 3λ2 =

= −λ2(λ− 3).

Отже, власними значеннями матрицi A є числа λ1=3 (алгебрична кратнiсть
k1=1), λ2 = 0 (алгебрична кратнiсть k2 = 2).

Знайдемо загальнi власнi вектори для власних значень λ1 i λ2, тобто за-
гальнi розв’язки лiнiйних алгебричних систем

(A− λkI)v = 0, k = 1, 2. (394)

Спочатку розглянемо випадок k = 1. Маємо

(A− 3I) =

−1 1 0
0 −1 4
1 0 −4

 ∼

1 0 −4
0 1 −4
0 −1 4


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звiдки l1 = 1 i {
v1 = 4v3,

v2 = 4v3.

Оскiльки алгебраїчна та геометрична кратностi в. з. λ1 збiгаються (дорiвню-
ють 1), то приймемо v3 = C1. Тодi v1 = 4C1, v2 = 4C1. Отже,

ṽ1(C1) :=

4C1

4C1

C1


— загальний власний вектор, вiдповiдний власному значенню λ1, i

w =

4C1

4C1

C1

 e3t — неповний загальний розв’язок системи (393) для в. з. λ1.

(395)
Розглянемо випадок k = 2. Зважаючи, що

(A− 0I) ≡

2 1 0
0 2 4
1 0 −1

 ∼

1 0 −1
0 1 2
0 0 0

 ,

доходимо висновку, що система (394) при k = 2 еквiвалентна системi{
v1 = v3,

v2 = −2v3.
(396)

Нехай v3 — довiльне. Тодi

v1 =

 v3
−2v3
v3


— загальний власний вектор для власного значення λ2.

Оскiльки загальний власний вектор визначається одним параметром, то
це означає, що геометрична кратнiсть l2 власного значення λ2 дорiвнює 1
(l2 = 1).

Отож, неповний загальний розв’язок рiвняння (393), який вiдповiдає в. з.
λ2, шукатимемо у виглядi

w = at+ b, де a =

a1a2
a3

 , b =

b1b2
b3

 ,

тобто многочлена степеня k2 − l2 = 2 − 1 = 1 з векторними (неозначеними)
коефiцiєнтами. Для знаходження коефiцiєнтiв a i b пiдставимо вираз цього
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многочлена у векторне рiвняння (393) замiсть w. Оскiльки w′ = a, то мати-
мемо

a = A(at+ b).

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях tk, k = 1, 0, в пра-
вiй та лiвiй частинах цiєї рiвностi, отримаємо систему двох векторних рiвнянь
для знаходження a i b: {

Aa = 0,

Ab = a.
(397)

Перша з пiдсистем системи (397) збiгається iз системою для знаходження з.
в. в. для в. з. λ2 = 0. Отже, (див. (396))

a =

 a3
−2a3
a3

 .

Розв’яжемо другу пiдсистему системи (397). Для цього зведемо розширену
матрицю вiдповiдної лiнiйної алгебраїчної системи до схiдчастого вигляду2 1 0

0 2 4
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
a3

−2a3
a3

∼

1 0 −1
0 1 2
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
a3

−a3
−a3

∼

1 0 −1
0 1 2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
a3

−a3
0

 .
Отже, {

b1 − b3 = a3

b2 + 2b3 = −a3
⇒

{
b1 = a3 + b3

b2 = −a3 − 2b3
.

Звiдси маємо

a =

 a3
−2a3
a3

 , b =

 a3 + b3
−a3 − 2b3

b3

 ,

де a3, b3 — вiльнi змiннi. Помiнявши a3, b3 вiдповiдно на C2 i C3, одержимо

w =

 C2

−2C2

C2

 t+

 C2 + C3

−C2 − 2C3

C3

 — (398)

неповний загальний розв’язок рiвняння (393), вiдповiдний в. з. λ2.
Отже, на пiдставi (395),(398) загальний розв’язок рiвняння (393) має ви-

гляд xy
z

 =

4C1

4C1

C1

 e3t +

 C2

−2C2

C2

 t+

 C2 + C3

−C2 − 2C3

C3

 , t ∈ R,
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де C1, C2, C3 — довiльнi сталi (дiйснi, якщо нас цiкавить загальний дiйсний
розв’язок).

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок системи рiвнянь
x′ = 2x− y − z

y′ = 2x− y − 2z

z′ = 2z − x+ y.

(399)

Розв’язування. Позначимо

w :=

xy
z

 , A :=

 2 −1 −1
2 −1 −2

−1 1 2

 .

Тодi систему (399) можна записати у виглядi векторного рiвняння

w′ = Aw. (400)

Знайдемо власнi значення матрицi A. Оскiльки

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1

2 −1− λ −2
−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= −λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 = −(λ− 1)3,

то характеристичне рiвняння

det (A− λI) = 0

має один корiнь λ1 = 1 кратностi 3. Отже, число λ1 = 1 є власним значенням
матрицi A алгебричної кратностi k1 = 3.

Знайдемо загальний власний вектор, який вiдповiдає власному значенню
λ1 iз системи

(A− λ1I)v = 0. (401)

Маємо

(A− I) ≡

 1 −1 −1
2 −2 −2

−1 1 1

 ∼

1 −1 −1
0 0 0
0 0 0

 ,

тобто система (401) еквiвалентна системi

v1 = v2 + v3
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.
Вважаючи v2 i v3 вiльними змiнними, отримаємо

v1 =

v2 + v3
v2
v3

 — з. в. в. для в. з. λ1. (402)

З. в. в. визначається двома параметрами, а це означає, що геометрична
кратнiсть в. з. λ1 дорiвнює l1 = 2 (п’ятий випадок). Отож, проект загального
розв’язку рiвняння (400) має вигляд векторного многочлена степеня k1− l1 =
3− 2 = 1, помноженого на et, тобто

w = (at+ b)et,

де a =

a1a2
a3

 , b =

b1b2
b3

 .

Пiдставимо цей вираз w у рiвняння (400)

aet + (at+ b)et = A(at+ b)et.

Звiдси, пiсля дiлення на et i прирiвнювання коефiцiєнтiв при однакових сте-
пенях tk, k = 0, 1, одержимо

t : Aa = a, 1 : Ab = b+ a,

звiдки {
(A− I)a = 0,

(A− I)b = a.
(403)

Перша пiдсистема системи (403) аналогiчна до системи (401) на знаходження
з. в. в., вiдповiдного в. з. λ1. Отже, згiдно з (402) маємо

a =

a2 + a3
a2
a3

 .

Знайдемо b з другої пiдсистеми системи (403), зводячи розширену матрицю
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(A− I) | a до схiдчастого вигляду 1 −1 −1
2 −2 −2

−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
a2 + a3
a2
a3

 ∼

 1 −1 −1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
a2 + a3
a2 + 2a3
a2 + 2a3

 ∼

∼

 1 −1 −1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
a2 + a3
a2 + 2a3

0

 .

Ця система розв’язна тодi i тiльки тодi, коли a2 + 2a3 = 0. Звiдси a2 = −2a3,
тобто

a =

 −a3
−2a3
a3

 .

Друге рiвняння системи (403) еквiвалентне рiвнянню

b1 − b2 − b3 = −a3,

звiдки

b =

−a3 + b2 + b3
b2
b3

 , де a3, b2, b3 — вiльнi змiннi.

Отже, прийнявши a3 = C1, b2 = C2, b3 = C3, отримаємо загальний розв’я-
зок у виглядi

w = (at+ b)et ≡

 −C1

−2C1

C1

 t+

−C1 + C2 + C3

C2

C3

 et,
де C1, C2, C3 — довiльнi сталi (дiйснi, якщо нас цiкавить загальний дiйсний
розв’язок).

Приклад 6. Знайти загальний розв’язок системи
x′ = 4x− y,

y′ = 3x+ y − z,

z′ = x+ z.

(404)

Розв’язування. Позначимо

w :=

 x
y
z

 , A :=

 4 −1 0
3 1 −1
1 0 1

 .
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Тодi систему (404) запишемо у виглядi векторного рiвняння

w′ = Aw. (405)

Знайдемо власнi значення матрицi A. Маємо

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
4− λ −1 0
3 1− λ −1
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (4− λ)(1− λ)2 + 1 + 3(1− λ) =

= −λ3 + 6λ2 − 12λ+ 8 = −(λ− 2)3.

Отже, число λ1 = 2 є власним значенням матрицi A алгебричної кратностi
k1 = 3. Знайдемо загальний власний вектор для власного значення λ1 = 2.
Оскiльки

(A− 2I) ≡

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

 ∼

1 0 −1
0 1 −2
0 1 −2

 ∼

∼

1 0 −1
0 1 −2
0 0 0

 ,

то система
(A− λ1I)v = 0

еквiвалентна системi
v1 = v3, v2 = 2v3.

Отож, загальний власний вектор має вигляд

v1 =

 v3
2v3
v3

 , де v3 — вiльна змiнна. (406)

Оскiльки з. в. в. залежить тiльки вiд одного параметра, то геометрична
кратнiсть в. з. λ1 дорiвнює l1 = 1. Отже, проект загального розв’язку рiвня-
ння (405) можна записати у виглядi добутку векторного многочлена степеня
k1 − l1 = 3− 1 = 2 i експоненти eλ1t, тобто у виглядi

w = (at2 + bt+ d))e2t,
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де

a =

a1a2
a3

 , b =

b1b2
b3

 , d =

d1d2
d3


— векторнi функцiї вiд довiльних сталих C1, C2, C3. Пiдставимо цей вираз w
у рiвняння (405)

(2at+ b)e2t + 2(at2 + bt+ d)e2t = A(at2 + bt+ d)e2t.

Подiливши отриману рiвнiсть на e2t, звiвши подiбнi члени та прирiвнявши
коефiцiєнти при однакових степенях tk (k = 0, 1, 2), одержимо

t2 : Aa = 2a, t : Ab = 2b+ 2a, 1 : Ad = 2d+ b,

звiдки 
(A− 2I)a = 0,

(A− 2I)b = 2a,

(A− 2I)d = b.

(407)

Перша пiдсистема системи (407) збiгається з системою для знаходження з. в.
в. для в. з. λ1 = 2. Отже (див. (406)),

a =

 a3
2a3
a3

 .

Пiдставимо цей вираз a у друге рiвняння. Оскiльки

(A− 2I | b) ≡

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
2a3
4a3
2a3

 ∼

1 0 −1
0 1 −2
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣
2a3
2a3
2a3

 ∼

∼

1 0 −1
0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
2a3
2a3
0

 ,

то b1 = b3 + 2a3, b2 = 2b3 + 2a3, тобто

b =

 b3 + 2a3
2b3 + 2a3

b3

 .
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Тепер пiдставимо цей вираз у третє рiвняння. Зважаючи на те, що

(A− 2I | b) ≡

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
b3 + 2a3
2b3 + 2a3

b3

 ∼

∼

1 0 −1
0 1 −2
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣
b3

b3 − 2a3
b3 − 2a3

 ∼

1 0 −1
0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
b3

b3 − 2a3
0

 ,

отримаємо {
d1 = d3 + b3,

d2 = 2d3 + b3 − 2a3,

тобто

d =

 d3 + b3
2d3 + b3 − 2a3

d3

 .

Отже, компоненти a3, b3, d3 векторiв a, b, d є вiльними змiнними. Приймемо
a3 = C1, b3 = C2, d3 = C3. У результатi одержимо загальний розв’язок рiвня-
ння (404)xy

z

 =

 C1

2C1

C1

 t2 +

 2C1 + C2

2C1 + 2C2

C2

 t+

 C2 + C3

−2C1 + C2 + 2C3

C3

 e2t, t ∈ R,

де C1, C2, C3 — довiльнi сталi (дiйснi, якщо нас цiкавить загальний дiйсний
розв’язок).
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:

Розв’язати системи рiвнянь:

808.


ẋ = x− y + z,

ẏ = x+ y − z,
ż = 2z − y;

(λ1 = 1, k1 = 2;λ2 = 2, k2 = 1)

812.


ẋ = 4x− y,

ẏ = 3x+ y − z,
ż = x+ z;

(λ1 = 2, k1 = 3)

811.


ẋ = 2x− y − z,

ẏ = 2x− y − 2z,
ż = 2z − x+ y.

(λ1 = 1, k1 = 3)

Домашнi завдання:

Розв’язати системи рiвнянь:

792.
{
ẋ = 2x+ y,
ẏ = 4y − x;

795.
{
ẋ− 5x− 3y = 0,
ẏ + 3x+ y = 0;

809.


ẋ = y − 2z − x,
ẏ = 4x+ y,
ż = 2x+ y − z.

(λ1 = 1, k1 = 1; λ2 = −1, k2 = 2)

Вiдповiдi:
808. x = (C1 + C2t)e

t + C3e
2t, y = (C1 − 2C2 + C2t)e

t,
z = (C1 − C2 + C2t)e

t + C3e
2t;

812. x = (C1 + C2t+ C3t
2)e2t,

y = [2C1 − C2 + (2C2 − 2C3)t+ 2C3t
2]e2t,

z = [C1 − C2 + 2C3 + (C2 − 2C3)t+ C3t
2]e2t;

811. x = (C1 + C3t)e
t, y = (C2 + 2C3t)e

t,
z = (C1 − C2 − C3 − C3t)e

t;
792. x = (C1 + C2t)e

3t, y = (C1 + C2 + C2t)e
3t;

795. x = (C1 + 3C2t)e
2t, y = (C2 − C1 − 3C2t)e

2t;
809. x = (C2 + C3t)e

−t, y = 2C1e
t − (2C2 + C3 + 2C3t)e

−t,
z = C1e

t − (C2 + C3 + C3t)e
−t.
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Практичне заняття № 26
Нормальнi лiнiйнi неоднорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами

(метод неозначених коефiцiєнтiв)

Довiдкова iнформацiя

Розглянемо нормальну лiнiйну неоднорiдну систему (НЛОС) зi ста-
лими коефiцiєнтами

x′1 = a11x1 + · · ·+ a1nxn + f1(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1x1 + · · ·+ annxn + fn(t),

де n — довiльне натуральне число; t ∈ (−∞,+∞) — незалежна змiнна, akl ∈
C, fk ∈ C(R;C), k, l = 1, n, — заданi, вiдповiдно, коефiцiєнти i вiльнi члени;
xk ∈ C1(R;C), k = 1, n, — невiдомi функцiї.

Задану систему можна записати у векторному виглядi

x′ = Ax+ f(t), (408)

де t — незалежна змiнна, яка пробiгає значення з R,

x :=

x1...
xn

 ∈ C1(R;C), A :=

a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann

 ∈ Cn×n,

f(·) :=

f1(·)...
fn(·)

 ∈ C(R;C).

На пiдставi вiдомого твердження повний загальний розв’язок систе-
ми (408) має вигляд:

x =
◦
x(t, C) +

∗
x(t), t ∈ R, C ∈ Cn,

де x =
◦
x(t, C), t ∈ R, C ∈ Cn, — повний загальний розв’язок вiдповiдної

однорiдної системи
x′ = Ax, (409)

а x =
∗
x(t), t ∈ R, — частковий розв’язок системи (408).

Зауважимо, що метод знаходження повного загального розв’язку системи
(409) описано ранiше. Частковий розв’язок системи (408), якщо вiдомо повний
загальний розв’язок системи (409), можна знайти методом варiацiї сталих. У
випадку, коли вiльний член системи (408) є векторним квазiмногочленом, то
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частковий розв’язок системи (408) можна знайти простiшим способом, який
називають методом неозначених коефiцiєнтiв. Цей метод ґрунтується на
такому твердженнi.

Теорема 17. Нехай вiльний член системи (408) має вигляд

f(t) =

b01tl + · · ·+ bl1
...

b0nt
l + · · ·+ bln

 eµt ≡

b1(t)...
bn(t)

 eµt ≡ (b0tl + · · ·+ bl)eµt, t ∈ R,

(410)

де l ∈ N ∪ {0}; µ ∈ C; bjs ∈ C; bs(t) = b0st
l + · · · + bls, t ∈ R; bj =

b
j
1...
bjn

 ,

j = 0, l, s = 1, n.
Тодi система (408) має (частковий ) розв’язок вигляду

x =

d01tk+l + · · ·+ dk+l
1...

d0nt
k+l + · · ·+ dk+l

n

 eµt ≡

d1(t)...
dn(t)

 eµt ≡ (d0tk+l + · · ·+ dk+l)eµt, t ∈ R,

(411)

де
• k = 0, якщо µ не є власним значенням матрицi A, i k дорiвнює алгебраї-
чнiй кратностi µ, якщо µ є власним значенням матрицi A;

• djs ∈ C, ds(t) = d0st
k+l + · · ·+ dk+l

s , t ∈ R, dj :=

d
j
1...
djn

, j = 0, k + l, s = 1, n.

Векторну функцiю

f(t) = eαt
[
(g0tr + · · ·+ gr) cos βt+ (h0ts + · · ·+ hs) sin βt

]
, t ∈ R, (412)

де α, β ∈ R; r, s ∈ N ∪ {0}; g0 =

g01...
g0n

 , . . . , gr =

gr1...
grn

,

h0 =

h01...
h0n

 , . . . , hs =

hs1...
hsn

 ∈ Rn, називають дiйсним векторним квазiмно-

гочленом.

Тепер розглянемо випадок, коли матриця A в рiвняннi (408) — дiйсна, а
його вiльний член — дiйсний векторний квазiмногочлен.
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Теорема 18. Нехай в рiвняннi (408) матриця A — дiйсна, а вiльний член
f має вигляд (412). Тодi рiвняння (408) має дiйсний (частковий) розв’язок
вигляду

x = eαt
[
(d̃0tk+l + · · ·+ d̃k+l) cos βt+ ( ˜̃d0tk+l + · · ·+ ˜̃dk+l) sin βt

]
, t ∈ R,

(413)

де l = max{r, s}; k = 0, якщо число µ:=α + iβ не є власним значенням ма-
трицi A, i k дорiвнює алгебраїчнiй кратностi числа µ, якщо воно є власним
значенням матрицi A;

d̃0 =

d̃01...
d̃0n

 , . . . , d̃k+l =

d̃k+l
1...
d̃k+l
n

 , ˜̃d0 =


˜̃d01
...
˜̃d0n

 , . . . , ˜̃dk+l =


˜̃dk+l
1...
˜̃dk+l
n

 ∈ Rn.

Для знаходження дiйсних (часткових) розв’язкiв системи з дiйсними ко-
ефiцiєнтами, вiльними членами яких є дiйснi векторнi квазiмногочлени, а
точнiше, системи, яка у векторнiй формi має вигляд (див. (408),(412))

x′ = Ax+ eαt
[
(g0tr + · · ·+ gr) cos βt+ (h0ts + · · ·+ hs) sin βt

]
, (414)

можна використати метод неозначених коефiцiєнтiв, який ґрунтується на
твердженнi тео-реми 18.

Суть цього методу така.

1. З’ясовуємо, чи число µ = α + iβ є власним значенням матрицi A, якщо
це так, то знаходимо його алгебраїчну кратнiсть. На пiдставi цього i
висновку теореми 18, записуємо проект шуканого розв’язку у виглядi
(413) зi сталими поки що неозначеними векторами d̃0, . . . , d̃k+l, ˜̃d0, . . . ,
˜̃dk+l з Rn.

2. Пiдставляємо вираз (413) у систему (414). Пiсля вiдповiдних спрощень
приходимо до рiвностi двох векторних квазiмногочленiв. Прирiвнявши
коефiцiєнти, якi стоять злiва i справа при однакових виразах вигляду
tjeαt cos βt, tjeαt sin βt, j = 0, k + l, отримаємо систему лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв d̃0, . . . , d̃k+l, ˜̃d0, . . . , ˜̃dk+l ∈
Rn.

3. Розв’язуємо отриману систему рiвнянь. Вона може мати безлiч розв’яз-
кiв. Вибираємо який-небудь один з її розв’язкiв.

4. Пiдставляємо знайденi значення d̃0, . . . , d̃k+l, ˜̃d0, . . . , ˜̃dk+l ∈ Rn у вираз
розв’язку (413) i отримуємо те, що шукали.
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Контрольнi питання

1. Який вигляд має нормальна лiнiйна неоднорiдна система (НЛНС) зi
сталими коефiцiєнтами? Яким чином можна НЛНС записати у виглядi ве-
кторного рiвняння? Як знайти загальний розв’язок НЛНС зi сталими коефi-
цiєнтами, якщо вiдомо загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи та
частковий розв’язок цiєї системи?

2. У якому випадку для вiдшукання частковогоо розв’язку НЛНС зi ста-
лими коефiцiєнтами можна застосовувати метод неозначених коефiцiєнтiв?
У чому його суть?

3. Як знайти частковий розв’язок НЛНС, якщо вiльний член цiєї системи
можна подати як суму кiлькох векторних квазiмногочленiв?

4. Що таке дiйсний розв’язок НЛНС зi сталими коефiцiєнтами? Який ви-
гляд має дiйсний частковий розв’язок НЛНС зi сталими коефiцiєнтами, якщо
коефiцiєнти системи — дiйснi, а її вiльний член — дiйсний квазiмногочлен?

Приклади розв’язування типових задач

Приклад 7. Знайти повний загальний дiйсний розв’язок системи{
x′ = x+ 3y + 9t2 − 3t,

y′ = 2x+ 6y − 3t2 − 6t+ 1.
(415)

Розв’язування. Приймемо

w :=

(
x
y

)
, A :=

(
1 3
2 6

)
, f(t) :=

(
9t2 − 3t

−3t2 − 6t+ 1

)
=

=

(
9

−3

)
t2 +

(
−3
−6

)
t+

(
0
1

)
= ãt2 + b̃t+ c̃, t ∈ R,

де

ã =

(
9

−3

)
, b̃ =

(
−3
−6

)
, c̃ =

(
0
1

)
.

Тодi задану систему запишемо у векторному виглядi

w′ = Aw + ãt2 + b̃t+ c̃, t ∈ R. (416)

1 крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи

w′ = Aw. (417)
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Оскiльки система другого порядку, то її повний загальний розв’язок має ви-
гляд

w = C1φ
1(t) + C2φ

2(t), t ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi, (418)

де {φ1, φ2} – фундаментальна система розв’язкiв однорiдної системи (417),
тобто лiнiйно незалежна система з двох часткових розв’язкiв. Для зручностi
викладення матерiалу сiм’ї функцiй

w = C1φ
1(t), w = C2φ

2(t), t ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi, (419)

називатимемо неповними загальними розв’язками однорiдної системи (417).
Розв’язки однорiдної системи (417) спробуємо шукати у виглядi векторної

функцiї
w = veλt, t ∈ R,

де

v =

(
v1
v2

)
̸=
(

0
0

)
, λ ∈ C.

Пiдставимо цей вираз у систему (417):

λveλt = Aveλt
∣∣∣ : eλt ⇔ Av = λv ⇔ (A− λI)v = 0.

Звiдси випливає, що λ – власне значення матрицi A, а v – власний вектор,
вiдповiдний цьому власному значенню, тобто число λ є таким i тiльки таким,
що система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(A− λI)v = 0 (420)

має ненульовий розв’язок, а для цього необхiдно i достатньо, щоби визначник
основної матрицi був рiвний нулевi:

det (A− λI) ≡
∣∣∣∣1− λ 3

2 6− λ

∣∣∣∣ = 0. (421)

Оскiльки∣∣∣∣1− λ 3
2 6− λ

∣∣∣∣=(1− λ)(6− λ)− 6 = 6− λ− 6λ+ λ2 − 6 =

= λ2 − 7λ = λ(λ− 7),

то розв’язками рiвняння (421), а отже, власними значеннями матрицi A є
числа

λ1 = 0, λ2 = 7.
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Очевидно, що алгебраїчнi та геометричнi кратностi цих власних значень до-
рiвнюють 1. Знайдемо вiдповiднi їм загальнi власнi вектори, тобто загальнi
розв’язки вiдповiдних лiнiйних однорiдних систем

(A− λjI)v ≡
(
1− λj 3

2 6− λj

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
, j = 1, 2. (422)

Розглянемо випадок j = 1. Оскiльки λ1 = 0, то маємо

(A− 0I) ≡
(
1 3
2 6

)
∼
(
1 3
0 0

)
,

тобто при j = 1 система (422) еквiвалентна рiвнянню

v1 + 3v2 = 0,

звiдки

v1 = −3v2 ⇒ v2 = C1, v1 = −3C1, де C1 − довiльна стала. (423)

v1 =

(
−3C1

C1

)
, C1 ∈ C,

— загальний власний вектор для власного значення λ1 = 0, а отже,

w =

(
−3C1

C1

)
e0t, t ∈ R, C1 ∈ C, (424)

– неповний загальний розв’язок однорiдної системи (417), що вiдповiдає вла-
сному значенню λ1 або, коротко, НЗР(λ1).

У випадку j = 2 одержуємо

(A− 7I) ≡
(

1 3
2 6

)
∼
(

2 −1
0 0

)
,

тобто при j = 2 система (422) еквiвалентна рiвнянню

2v1 − v2 = 0 ⇔ v2 = 2v1,

звiдки v1 = C2, v2 = 2C1. У результатi отримаємо

v2 =

(
C2

2C2

)
, C2 ∈ C,

— загальний власний вектор для власного значення λ2 = 7, а отже,

w =

(
C2

2C2

)
e7t, C2 ∈ C, (425)
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– неповний загальний розв’язок однорiдної системи (417), що вiдповiдає вла-
сному значенню λ2 або, коротко, НЗР(λ2).

Отже, повний загальний дiйсний розв’язок однорiдної системи (417) є су-
мою неповних загальних розв’язкiв, що вiдповiдають власним значенням λ1
i λ2, тобто (див. (424) i (425)) має вигляд

w =

(
−3C1

C1

)
+

(
C2

2C2

)
e7t, t ∈ R, C1, C2 ∈ R. (426)

2 крок. Знайдемо частковий розв’язок системи (416). Оскiльки вiльний
член є векторним квазiмногочленом, то частковий розв’язок шукатимемо у
виглядi векторного квазi-многочлена методом неозначених коефiцiєнтiв. Вра-
ховуючи, що показник квазiмногочлена, який є вiльним членом цiєї системи,
дорiвнює нулю, а нуль є власним значенням матрицi A алгебраїчної кратностi
1, то згiдно з теоремою 18 iснує частковий розв’язок заданої системи вигляду

w(t) = at3 + bt2 + ct+ d, t ∈ R, (427)

де a, b, c, d — деякi сталi вектори з R2. Щоби знайти значення a, b, c, d,
пiдставимо вираз (427) у рiвняння (416). У результатi отримаємо

3at2 + 2bt+ c = A(at3 + bt2 + ct+ d) + ãt2 + b̃t+ c̃, t ∈ R,

звiдки
Aa = 0, Ab = 3a− ã, Ac = 2b− b̃, Ad = c− c̃. (428)

Ми отримали чотири пiдсистеми системи восьми лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь iз вiсьмома невiдомими: a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2.

Розв’яжемо першу з пiдсистем системи (428). Вона збiгається iз системою
(422) при j = 1, а отже, вона еквiвалентна рiвнянню

a1 = −3a2. (429)

В другiй iз пiдсистем системи (428) вважатимемо, що a1 i a2 вiдомi i пов’язанi
рiвнiстю (429), тобто трактуватимемо її як неоднорiдну систему. Одержуємо(

1 3 −9a2 − 9
2 6 3a2 + 3

)
∼
(
1 3 −9a2 − 9
0 0 21a2 + 21

)
.

Для того, щоби дана система мала розв’язки, необхiдно та достатньо викона-
ння рiвностi 21a2 + 21 = 0. Звiдси, з врахуванням (429), отримаємо

a2 = −1; a1 = 3 (430)

b1 = −3b2. (431)
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В третiй iз пiдсистем системи (428) вважатимемо, що b1 i b2 вiдомi i пов’язанi
рiвнiстю (431), тобто потрактуємо її як неоднорiдну систему. Перетворимо
розширену матрицю, яка вiдповiдає третiй пiдсистемi системи (428), так:(

1 3 −6b2 + 3
2 6 2b2 + 6

)
∼
(
1 3 −6b2 + 3
0 0 14b2

)
,

Для того, щоби дана система мала розв’язки, необхiдно та достатньо викона-
ння рiвностi 14b2 = 0. Звiдси, з врахуванням (431), отримаємо

b2 = 0; b1 = 0 (432)

c1 = −3c2 + 3. (433)
В четвертiй iз пiдсистем системи (428) вважатимемо, що c1 i c2 вiдомi i по-
в’язанi рiвнiстю (433), тобто трактуватимемо її як неоднорiдну систему. Пе-
ретворимо розширену матрицю, яка вiдповiдає четвертiй пiдсистемi системи
(428), так: (

1 3 −3c2 + 3
2 6 c2 − 1

)
∼
(
1 3 −3c2 + 3
0 0 7c2 − 7

)
.

Для того, щоби дана система мала розв’язки, необхiдно та достатньо викона-
ння рiвностi 7c2 − 7 = 0. Звiдси, з врахуванням (433), отримаємо

c2 = 1; c1 = 0 (434)

d1 = −3d2. (435)
де d2 – довiльне.

Оскiльки ми шукаємо частковий розв’язок вихiдної системи, то приймемо
d2 = 0. Тодi з (435) отримаємо d1 = 0. Отже, частковий розв’язок системи
(415) має вигляд

w =

(
3

−1

)
t3 +

(
0
1

)
t. (436)

3 крок. З (436) та з (437) отримаємо повний загальний дiйсний розв’язок
нашої системи у векторнiй формi(

x

y

)
=

(
−3C1

C1

)
+

(
C2

2C2

)
e7t +

(
3

−1

)
t3 +

(
0
1

)
t, (437)

t ∈ R, C1, C2 ∈ R,
звiдки отримуємо повний загальний дiйсний розв’язок нашої системи у ска-
лярнiй формi

x = −3C1 + C2e
7t + 3t3,

y = C1 + 2C2e
7t − t3 + t, t ∈ R, C1, C2 ∈ R.
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Приклад 8. Знайти повний загальний дiйсний розв’язок системи{
x′ = x− y − cos 2t,

y′ = 5x− y − cos 2t+ 2 sin 2t.
(438)

Розв’язування. Нехай

w :=

(
x
y

)
, A :=

(
1 −1
5 −1

)
,

f(t) :=

(
− cos 2t

− cos 2t+ 2 sin 2t

)
=

(
−1
−1

)
cos 2t+

(
0
2

)
sin 2t =

= ã cos 2t+ c̃ sin 2t, t ∈ R,

де

ã :=

(
−1
−1

)
, c̃ :=

(
0
2

)
.

Тодi система (438) може бути записана у векторному рiвняння виглядi

w′ = Aw + ã cos 2t+ c̃ sin 2t. (439)

1 крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи

w′ = Aw. (440)

Оскiльки система другого порядку, то її повний загальний розв’язок має ви-
гляд

w = C1φ
1(t) + C2φ

2(t), t ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi, (441)

де {φ1, φ2} – фундаментальна система розв’язкiв однорiдної системи (417),
тобто лiнiйно незалежна система з двох часткових розв’язкiв.

Для зручностi викладення матерiалу сiм’ї функцiй

w = C1φ
1(t), w = C2φ

2(t), t ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi, (442)

називатимемо неповними загальними розв’язками однорiдної системи (417).
Розв’язки однорiдної системи (440) спробуємо шукати у виглядi векторної

функцiї
w = veλt, t ∈ R, (443)

де

v =

(
v1
v2

)
̸=
(

0
0

)
, λ ∈ C.
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Пiдставимо цей вираз у систему (440):

λveλt = Aveλt | : eλt ⇔ Av = λv ⇔ (A− λI)v = 0.

Звiдси випливає, що λ – власне значення матрицi A, а v – власний вектор,
вiдповiдний цьому власному значенню, тобто число λ є таким i тiльки таким,
що система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(A− λI)v = 0 (444)

має ненульовий розв’язок, а для цього необхiдно i достатньо, щоби визначник
основної матрицi був рiвний нулевi, тобто

0 = det (A− λI) ≡
∣∣∣∣1− λ −1

5 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 + 5 = λ2 + 4.

Отже, λ1 = 2i, λ2 = −2i – власнi значення матрицi A.
Якщо б нас цiкавив повний загальний комплексний розв’язок нашої систе-

ми, то далi ми дiяли б точно так само як в при розв’язуваннi попереднього
прикладу. Але оскiльки коефiцiєнти системи (440) є дiйсними i нас цiкавить її
повний загальний дiйсний розв’язок, то нам потрiбно мати фундаментальну
систему розв’язкiв системи (440), складену з (двох) дiйсних розв’язкiв. Ми
знаходимо їх в такий спосiб. Для одного з власних значень (якi у випадку
дiйсної матрицi є комплексно спряженими), наприклад, λ1 знаходимо один
(!!!) вiдповiдний йому власний вектор:

(A− λ1I)v ≡
(
1− 2i −1

5 −1− 2i

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
. (445)

Зведемо основну матрицю цiєї лiнiйної алгебраїчної системи до схiдчастого
вигляду: (

1− 2i −1
5 −1− 2i

)
∼
(
5 −1− 2i
5 −1− 2i

)
∼

∼
(
5 −1− 2i
0 0

)
∼
(
−1 + 2i 1

0 0

)
.

Отож, система (445) еквiвалентна рiвнянню

(−1 + 2i)v1 + v2 = 0.

Оскiльки в даному випадку ми шукаємо тiльки один (!!!) власний вектор, то
приймемо v1 = 1, а тодi v2 = (1 − 2i). Отже (див. (443)), маємо частковий
розв’язок системи (440) вигляду

w =

(
1

1− 2i

)
e2it, t ∈ R.
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Видiлимо дiйсну й уявну частини цього розв’язку, зваживши на те, що це
будуть лiнiйно незалежнi дiйснi розв’язки однорiдної системи (440).

Використовуючи формулу Ейлера, отримуємо(
1

1− 2i

)
e2it =

(
1

1− 2i

)
(cos 2t+ i sin 2t) =

=

(
cos 2t

cos 2t+ 2 sin 2t

)
+ i

(
sin 2t

sin 2t− 2 cos 2t

)
, t ∈ R.

Отже, повний загальний дiйсний розв’язок рiвняння (440) має вигляд

w = C1

(
cos 2t

cos 2t+ 2 sin 2t

)
+ C2

(
sin 2t

sin 2t− 2 cos 2t

)
, t ∈ R, C1, C2 ∈ R,

(446)

де C1, C2 — довiльнi дiйснi сталi.

2 крок. Знайдемо частковий розв’язок неоднорiдного системи (439). Оскiль-
ки показник вiльного члена µ = 2i збiгається з власним значенням матрицi
A, яке має алгебричну кратнiсть 1, то частковий розв’язок цього рiвняння
шукатимемо у виглядi

w = (at+ b) cos 2t+ (ct+ d) sin 2t, t ∈ R,

де a, b, c, d — сталi вектори з R2, значення яких треба знайти. Пiдставимо
цей вираз у рiвняння (439)

a cos 2t− 2(at+ b) sin 2t+ c sin 2t+ 2(ct+ d) cos 2t =

= ((Aa)t+ Ab) cos 2t+ ((Ac)t+ Ad) sin 2t+ ã cos 2t+ c̃ sin 2t.

Зведемо подiбнi члени i прирiвняємо коефiцiєнти в лiвiй i правiй частинах при
однакових виразах вигляду t cos 2t, t sin 2t, cos 2t, sin 2t. У результатi отрима-
ємо

t cos 2t : 2c = Aa

t sin 2t : −2a = Ac

cos 2t : a+ 2d = Ab+ ã

sin 2t : −2b+ c = Ad+ c̃.

Отже, маємо систему рiвнянь

Aa = 2c, Ac = −2a, Ab = a+ 2d− ã, Ad = −2b+ c− c̃ (447)
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для знаходження коефiцiєнтiв a, b, c, d. З першого рiвняння системи (447)
знайдемо c = 1

2Aa i пiдставимо у друге

A2a = −4a,

тобто
(A2 + 4I)a = 0.

Оскiльки
A2 =

(
1 −1
5 −1

)(
1 −1
5 −1

)
=

(
−4 0
0 −4

)
,

то A2 + 4I = O, де O — нульова матриця. Отож, з перших двох рiвнянь
знаходимо c = 1

2Aa, де a — поки що неозначене.
З третього рiвняння системи (447) маємо d = 1

2(Ab − a + ã). Пiдставимо
цей вираз у четверте рiвняння системи (447). У результатi одержимо

A2b− Aa+ Aã = −4b+ 2c− 2c̃.

Оскiльки 2c = Aa, A2 + 4I = 0, то доходимо висновку, що третє i четверте
рiвняння системи (447) еквiвалентне спiввiдношенням

2Aa = Aã+ 2c̃, b− довiльне.

Позаяк
Aã+ 2c̃ ≡

(
1 −1
5 −1

)(
−1
−1

)
+ 2

(
0
2

)
=

(
0
0

)
i detA ̸= 0, то a = 0, а отже, c = 0. Приймемо, для спрощення записiв, b = 0.
Тодi

d =
1

2
ã =


−1

2

−1

2

 .

Отож,

w =

(
−1

2 sin 2t
−1

2 sin 2t

)
, t ∈ R, (448)

— (частковий) розв’язок системи (438).

3 крок. З (448) та (446) випливає, що загальний дiйсний розв’язок системи
(438) має вигляд векторнiй формi

w = C1

(
cos 2t

cos 2t+ 2 sin 2t

)
+ C2

(
sin 2t

sin 2t− 2 cos 2t

)
+

(
−1

2 sin 2t
−1

2 sin 2t

)
,
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або у скалярнiй формi

x = C1 cos 2t+ C2 sin 2t−
1

2
sin 2t,

y = C1(cos 2t+ 2 sin 2t) + C2(sin 2t− 2 cos 2t)− 1

2
sin 2t,

t ∈ R, C1, C2 — довiльнi дiйснi сталi.

Приклад 9. Знайти загальний розв’язок системи{
x′ = 3x− 2y + et − 3t+ 1,

y′ = 2x− y + et − 2t.
(449)

Розв’язування. Нехай

w :=

(
x

y

)
, A :=

(
3 − 2
2 − 1

)
, f(t) :=

(
et − 3t+ 1
et − 2t

)
=

=

(
et

et

)
+

(
−3t
−2t

)
+

(
1
0

)
=

(
1
1

)
et +

(
−3
−2

)
t+

(
1
0

)
=

= ãet + b̃t+ c̃, t ∈ R,

де

ã :=

(
1
1

)
, b̃ :=

(
−3
−2

)
, c̃ :=

(
1
0

)
.

Тодi систему (449) можна записати у виглядi векторного рiвняння

w′ = Aw + ãet + b̃t+ c̃. (450)

1 крок. Знайдемо повний загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи

w′ = Aw. (451)

Оскiльки система другого порядку, то її повний загальний розв’язок має ви-
гляд

w = C1φ
1(t) + C2φ

2(t), t ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi, (452)

де {φ1, φ2} – фундаментальна система розв’язкiв однорiдної системи (417),
тобто лiнiйно незалежна система з двох часткових розв’язкiв. Для зручностi
викладення матерiалу сiм’ї функцiй

w = C1φ
1(t), w = C2φ

2(t), t ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi, (453)

називатимемо неповними загальними розв’язками однорiдної системи (417).
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Розв’язки однорiдної системи (451) спробуємо шукати у виглядi векторної
функцiї

w = veλt, t ∈ R,

де

v =

(
v1
v2

)
̸=
(

0
0

)
, λ ∈ C.

Пiдставимо цей вираз у систему (451):

λveλt = Aveλt (| : eλt) ⇔ Av = λv ⇔ (A− λI)v = 0.

Звiдси випливає, що λ – власне значення матрицi A, а v – власний вектор,
вiдповiдний цьому власному значенню, тобто число λ є таким i тiльки таким,
що система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(A− λI)v = 0 (454)

має ненульовий розв’язок, а для цього необхiдно i достатньо, щоби визначник
основної матрицi був рiвний нулевi, тобто

det (A− λI) =

∣∣∣∣3− λ −2
2 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2,

то λ1 = 1 є власним значення матрицi A алгебраїчної кратностi k1 = 2.
Знайдемо загальний власний вектор для власного значення λ1, який, як

вiдомо, є загальним розв’язком рiвняння

(A− λ1I)v = 0. (455)

Маємо (
3− λ1 −2

2 −1− λ1

)
=

(
2 −2
2 −2

)
∼
(
1 −1
0 0

)
.

Отже, система (470) рiвносильна рiвнянню

v1 − v2 = 0 ⇔ v1 = v2. (456)

Оскiльки у рiвняннi (471) фiгурує тiльки одна вiльна змiнна, то геометрична
кратнiсть в. з. λ1 дорiвнює l1 = 1. Отож, загальний розв’язок однорiдної
системи (451) треба шукати у виглядi добутку векторного полiнома степеня
k1 − l1 = 1 на et, тобто

w = (at+ b)et.

Пiдставимо цей вираз w в (451):

aet + (at+ b)et = A(at+ b)et.
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Звiдси
Aa = a, Ab = b+ a,

тобто
(A− I)a = 0, (A− I)b = a. (457)

Перше з рiвнянь системи (472) збiгається з рiвнянням для знаходження влас-

них векторiв, вiдповiдних власному значенню λ1 = 1. Отже, a =

(
a2
a2

)
, a2 ∈

R. Враховуючи це, з другого рiвняння маємо(
2 −2 a2
2 −2 a2

)
∼
(
2 −2 a2
0 0 0

)
,

звiдки 2b1 − 2b2 = a2. Прийнявши a2 = 2C1, b2 = C2, де C1, C2 — довiльнi

сталi, отримаємо b1 = C1 + C2, тобто a =

(
2C1

2C2

)
, b =

(
C1 + C2

C2

)
.

Отож, повний загальний розв’язок однорiдної системи (451) має вигляд

w =

[(
2C1

2C2

)
t+

(
C1 + C2

C2

)]
et ≡

≡ C1

[(
2
0

)
t+

(
1
0

)]
et + C2

[(
0
2

)
t+

(
1
1

)]
et, (458)

t ∈ R C1, C2 ∈ R –довiльнi сталi.

2 крок Проект часткового розв’язку рiвняння (450), на пiдставi теореми 18,
має вигляд

w = (mt2 + nt+ s)et + pt+ q, t ∈ R, (459)

де m =

(
m1

m2

)
, n =

(
n1
n2

)
, s =

(
s1
s2

)
, p =

(
p1
p2

)
, q =

(
q1
q2

)
— сталi вектори з

R2.
Пiдставимо вираз (458) у (450)

(2mt+ n)et + (mt2 + nt+ s)et + p =

= A(mt2 + nt+ s)et + A(pt+ q) + ãet + b̃t+ c̃.

Зведемо подiбнi члени у лiвiй i правiй частинах цiєї рiвностi. Враховуючи,
що функцiї t2et, tet, et, t, 1 лiнiйно незалежнi, вiдповiдно прирiвняємо коефi-
цiєнти, якi стоять вiдповiдно при них в обох частинах отриманої рiвностi. У
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результатi матимемо

t2et : Am = m,

tet : An = 2m+ n,

et : As+ ã = n+ s,

t : Ap+ b̃ = 0,

1 : Aq + c̃ = p.

Звiдси
(A− I)m = 0, (A− I)n = 2m, (A− I)s = n− ã,

Ap = −b̃, Aq = p− c̃.
(460)

З першої пiдсистеми, яка збiгається iз системою (470), випливає, що m1 = m2,

тобто m =

(
m2

m2

)
. З другої пiдсистеми одержуємо(

2 −2 2m2

2 −2 2m2

)
∼
(
2 −2 2m2

0 0 0

)
.

Отже, приходимо до спiввiдношення n1 − n2 = m2 й отримуємо

m =

(
m2

m2

)
, n =

(
n2 +m2

n2

)
,

де m2 i n2 — поки що неозначенi.
З третьої пiдсистеми системи (460) одержуємо(

2 −2 n2 +m2 − 1
2 −2 n2 − 1

)
∼
(
2 −2 n2 +m2 − 1
0 0 −m2

)
.

Отже, m2 = 0, s1 = 1
2(2s2+n2−1), а n2, s2 — довiльнi. Приймемо n2 = s2 = 0.

Тодi s1 = −1
2 . Отож,

m =

(
0
0

)
, n =

(
0
0

)
, s =

(
−1/2
0

)
.

Перетворимо розширену матрицю четвертої пiдсистеми (460) так:(
3 −2 3
2 −1 2

)
∼
(
1 0 1
2 −1 2

)
∼
(
1 0 1
0 −1 0

)
,

звiдки p1 = 1, p2 = 0, тобто, p =

(
0
1

)
. Пiдставивши це значення в п’яту

пiдсистему системи (460), знайдемо(
3 −2 0
2 −1 0

)
∼
(
1 0 0
2 −1 0

)
.
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Звiдси q1 = 0, q2 = 0, а отже,

q =

(
0
0

)
.

У результатi проведених мiркувань одержимо, що функцiя

w =

(
−1/2
0

)
et +

(
1
0

)
t ≡

(
tet + t

tet

)
, t ∈ R, (461)

є (частковим) розв’язком рiвняння (450).

3 крок. Отож, на пiдставi (458), (461) загальний розв’язок системи (449) має
вигляд

x = (2C1t+ C1 + C2)e
t + tet + t,

y = (2C1t+ C2)e
t + tet, t ∈ R, C1, C2 ∈ R − довiльнi сталi.

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Розв’язати системи рiвнянь:

826.
{
ẋ = y + 2et,
ẏ = x+ t2;

827.
{
ẋ = y − 5 cos t,
ẏ = 2x+ y;

829.
{
ẋ = 2x− 4y + 4e−2t,
ẏ = 2x− 2y;

830.
{
ẋ = 4x+ y − e2t,
ẏ = y − 2x;

840.
{
ẋ = x− y + 2 sin t,
ẏ = 2x− y.

Домашнi завдання:
Розв’язати системи рiвнянь:

832.
{
ẋ = 5x− 3y + 2e3t,
ẏ = x+ y + 5e−t;

833.
{
ẋ = 2x+ y + et,

ẏ = −2x+ 2t;

841.
{
ẋ = 2x− y,
ẏ = x+ 2et;

843.
{
ẋ = 2x+ y + 2et,
ẏ = x+ 2y − 3e4t;

845.
{
ẋ = 2x− y,
ẏ = 2y − x− 5et sin t.
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Вiдповiдi:
826. x = C1e

t + C2e
−t + tet − t2 − 2, y = C1e

t − C2e
−t + (t− 1)et − 2t;

827. x = C1e
2t + C2e

−t − 2 sin t− cos t,
y = 2C1e

2t − C2e
−t + sin t+ 3 cos t;

829. x = C1(cos 2t− sin 2t) + C2(cos 2t+ sin 2t),
y = C1 cos 2t+ C2 sin 2t+ e−2t;

830. x = C1e
2t + C2e

3t + (t+ 1)e2t, y = −2C1e
2t − C2e

3t − 2te2t;
840. x = C1 cos t+ C2 sin t+ t sin t− t cos t,

y = C1(sin t+ cos t) + C2(sin t− cos t)− 2t cos t+ sin t+ cos t;
832. x = C1e

2t + 3C2e
4t − e−t − 4e3t, y = C1e

2t + C2e
4t − 2e−t − 2e3t;

833. x = C1e
t cos t+ C2e

t sin t+ et + t+ 1,
y = C1e

t(− cos t− sin t) + C2e
t(cos t− sin t)− 2et − 2t− 1;

841. x = (C1 + C2t− t2)et, y = [C1 − C2 + (C2 + 2)t− t2]et;
843. x = C1e

t + C2e
3t + tet − e4t, y = −C1e

t + C2e
3t − (t+ 1)et − 2e4t;

845. x = C1e
t + C2e

3t + et(2 cos t− sin t),
y = C1e

t − C2e
3t + et(3 cos t+ sin t).
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Практичне заняття № 27
Нормальнi лiнiйнi неоднорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами

(метод варiацiї сталих)

Довiдкова iнформацiя

Нехай P — поле дiйсних (P = R) або комплексних (P = C) чисел.

Означення 20. Нормальною лiнiйною системою звичайних диференцiаль-
них рiвнянь (НЛС) називають систему рiвнянь вигляду

x′1 = a11(t)x1 + · · ·+ a1n(t)xn + f1(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = an1(t)x1 + · · ·+ ann(t)xn + fn(t),

(462)

де n > 2 — натуральне число, t — незалежна змiнна, яка пробiгає значення
з iнтервалу (a, b) числової осi R (−∞ 6 a < b 6 +∞), akl, fk, k, l = 1, n, —
заданi на (a, b) зi значеннями в P функцiї, а xk, k = 1, n, — невiдомi функцiї
вiд змiнної t, що приймають значення в P.

Функцiї akl, k, l = 1, n, називають коефiцiєнтами, а fk, k = 1, n, — вiльни-
ми членами системи (462). Якщо fk = 0, k = 1, n, то систему (462) називають
нормальною лiнiйною однорiдною системою (НЛОС), в iншому випадку —
нормальною лiнiйною неоднорiдною системою (НЛНС).

Всюди вважаємо, що коефiцiєнти i вiльнi члени системи (462) є неперерв-
ними на iнтервалi (a, b), i пiд розв’язком системи (462) розумiємо набiр фун-
кцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ (a, b),

з простору C1((a, b);P), якщо при пiдстановцi їх в рiвняння системи отри-
муємо тотожностi (пiд C1((a, b);P) розумiємо лiнiйний простiр, складений з
визначених на (a, b) неперервно-диференцiйовних функцiй зi значеннями в
P).

Зауваживши, що якщо систему (462) записати у виглядi

d

dt

x1...
xn

 =

a11(t) . . . a1n(t)
... . . . ...

an1(t) . . . ann(t)

x1...
xn

+

f1(t)...
fn(t)

 ,

i ввiвши позначення

x :=

x1...
xn

 , A(t) :=

a11(t) . . . a1n(t)
... . . . ...

an1(t) . . . ann(t)

 , f(t) :=

f1(t)...
fn(t)

 , t ∈ (a, b),
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система (462) запишеться у векторному виглядi:

x′ = A(t)x+ f(t), (463)

де t — незалежна дiйсна змiнна, яка набуває значень з iнтервалу (a, b), A :
(a, b) → Mn(P), f : (a, b) → Pn — заданi, вiдповiдно, матрична та векторна
функцiї, x — невiдома векторна функцiя зi значеннями в Pn вiд змiнної t.

Пiд розв’язком НЛС у виглядi векторного рiвняння (463) розумiємо ве-
кторну функцiю x = φ(t), t ∈ (a, b), з простору C1

(
(a, b);Pn

)
, яка при пiдста-

новцi її у рiвняння (463) перетворює його в тотожнiсть на iнтервалi (a, b).
Систему

x′ = A(t)x , (464)

де A(t), t ∈ (a, b), — та сама матрична функцiя, що в (463), називаємо
нормальною лiнiйною однорiдною системою (коротко, НЛОС) вiдповiдною
НЛНС (463).

Теорема 19. Повний загальний розв’язок НЛНС (463) має вигляд

x =
◦
x(t, C) +

∗
x(t), t ∈ (a, b), C ∈ Pn,

де x =
◦
x(t, C), t ∈ (a, b), C ∈ Pn, — повний загальний розв’язок НЛОС

(464), а x =
∗
x(t), t ∈ (a, b), — (частковий) розв’язок неоднорiдного рiвняння

(463).

Означення 21. Систему n ЛН розв’язкiв НЛОС (464) називають фунда-
ментальною системою розв’язкiв НЛОС (464) (скорочено, ФСР (464)).

Теорема 20. Повний загальний розв’язок НЛОС (464) можна записати у
виглядi

x = C1φ
1(t) + · · ·+ Cnφ

n(t), t ∈ (a, b), C1, . . . , Cn ∈ P,

де φ1, . . . , φn — яка-небудь (фiксована) ФСР (464).

Розглянемо НЛОС (464). Нехай

φ1(t) =

φ1
1(t)
...

φ1
n(t)

 , . . . , φn(t) =

φn
1(t)
...

φn
n(t)

 , t ∈ (a, b),

— розв’язки цiєї НЛОС. Матричну функцiю

Φ(t) =

φ1
1(t) . . . φn

1(t)
... . . . ...

φ1
n(t) . . . φn

n(t)

 ≡
(
φ1(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ (a, b),
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називають матрицею розв’язкiв, матрицiантом або матрицею Вронського
НЛОС (464), а коротко, МР (464).

Визначник цiєї матрицi

W (t) = detΦ(t), t ∈ (a, b)

називають визначником Вронського або вронскiаном.
Якщо ж заданi розв’язки φ1, . . . , φn є ЛН, тобто утворюють ФСР (464), то

вiдповiдну матрицю розв’язкiв Φ(t), t ∈ (a, b), називають фундаментальною
матрицею розв’язкiв НЛОС (464), а коротко ФМP (464).

Зi властивостей добуткiв матриць i теореми 20 випливають такi два твер-
дження.

Наслiдок 7. Повний загальний розв’язок НЛОС (464) можна записати у
виглядi

x = Φ(t)C, t ∈ (a, b), C ∈ Pn, (465)

де Φ(t), t ∈ (a, b), — ФМP (464).

Зауважимо, що метод знаходження повного загального розв’язку системи
(464) описано ранiше. Частковий розв’язок системи (463), якщо вiдомо повний
загальний розв’язок системи (464), можна знайти методом варiацiї сталих.
Цей метод ґрунтується на такому твердженнi.

Теорема 21. Нехай Φ(t), t ∈ (a, b), — фундаментальна матриця НЛОС
(464), яка вiдповiдає НЛНС (463). Тодi частковий розв’язок НЛНС (463)
можна знайти у виглядi

x = Φ(t)ψ(t), t ∈ (a, b), (466)

де ψ = (ψ1, . . . , ψn)
⊤ — векторна функцiя, яка визначається iз системи

рiвнянь
Φ(t)ψ′(t) = f(t), t ∈ (a, b). (467)

Наслiдок 8. Нехай Φ(t), t ∈ (a, b), — фундаментальна матриця НЛОС
(464), вiдповiдної НЛНС (463). Тодi повний загальний розв’язок НЛНС (463)
можна записати у виглядi

x = Φ(t)C + Φ(t)

t∫
t0

Φ−1(s)f(s) ds, t ∈ (a, b), C ∈ Pn, (468)

де t0 — яке-небудь фiксоване число з (a, b).

Суть методу методу варiацiї сталих знаходження часткового
розв’язку НЛНС (463) така.
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1. Знайшовши фундаментальну матрицю Φ(t), t ∈ (a, b), вiдповiдної
НЛОС, записуємо проєкт часткового розв’язку НЛНС (463) у виглядi
(466).

2. Записуємо систему рiвнянь (467) для знаходження невiдомої векторної
функцiї ψ. Цю систему розв’язуємо для довiльного фiксованого t ∈ (a, b)
як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, використовуючи, наприклад,
метод Крамера.

4. Пiдставляємо знайденi вирази ψ1, . . . , ψn проєкт (466) часткового роз-
в’язку НЛНС (463) i отримуємо те, що шукали.

Контрольнi питання

1. Що таке нормальна лiнiйна неоднорiдна система (НЛНС)?
2. Як можна записати НЛНС у векторному виглядi?
3. В чому суть методу варiацiї сталих знаходження часткових розв’язкiв

НЛНС?
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Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти повний загальний розв’язок системи
x′ = 3x+ y +

1

t
− 4 ln t,

y′ = −x+ y +
1

t
.

J 0-ий крок. Введемо позначення

w :=

(
x

y

)
, A :=

(
3 1
−1 1

)
, f(t) :=

(
1
t − 4 ln t

1
t

)
.

Тодi дану систему можна записати у векторному виглядi

w′ = Aw + f(t).

1-ий крок. Знайдемо загальний розв’язок лiнiйної однорiдної системи

w′ = Aw. (469)

Знайдемо характеристичнi числа цiєї системи, тобто власнi значення матрицi
A. Маємо

det(A− λI) =

∣∣∣∣ 3− λ 1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)(1− λ) + 1 = (λ− 2)2 = 0.

Отже, число λ1 = 2 є власним значенням матрицi A, алгебраїчна кратнiсть
якого k1 = 2.

Знайдемо загальний власний вектор для власного значення λ1, який, як
вiдомо, є загальним розв’язком системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(A− λ1I)v = 0. (470)

Маємо (
3− λ1 1
−1 1− λ1

)
=

(
1 1

−1 −1

)
∼
(
1 1
0 0

)
.

Отже, система (470) рiвносильна одному рiвнянню

v1 + v2 = 0 ⇔ v1 = −v2. (471)

Оскiльки у рiвняннi (471) фiгурує тiльки одна вiльна змiнна, то геометрична
кратнiсть в. з. λ1 дорiвнює l1 = 1. Отож, повний загальний розв’язок одно-
рiдної системи (469) треба шукати у виглядi добутку векторного многочлена
степеня k1 − l1 = 1 на e2t, тобто

w = (at+ b)e2t.
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Пiдставимо цей вираз w в (469):

ae2t + 2(at+ b)e2t = A(at+ b)e2t.

Звiдси
t : Aa = 2a, 1 : Ab = 2b+ a,

тобто {
(A− 2I)a = 0,

(A− 2I)b = a.
(472)

Перша з пiдсистем системи (472) збiгається iз системою для знаходження
власних векторiв, вiдповiдних власному значенню λ1 = 1. Отже, a1 = −a2,

тобто a =

(
−a2
a2

)
, a2 ∈ R. Враховуючи це, з другого рiвняння маємо

(
1 1 −a2
−1 −1 a2

)
∼
(
1 1 −a2
0 0 0

)
,

звiдки

b1 + b2 = −a2 ⇒ b =

(
− a2 − b2

b2

)
.

Отже, вiльними змiнними в системi (472) є a2, b2. Поклавши a2 = C1, b2 = C2,
отримаємо повний загальний розв’язок лiнiйної однорiдної системи (469) у
виглядi

w =

(
−C1t− (C1 + C2)

C1t+ C2

)
e2t = C1

(
−t− 1
t

)
e2t + C2

(
−1
1

)
e2t.

2-ий крок. Частковий розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи

w′ = Aw + f(t) (473)

будемо шукати у виглядi

w = ψ1(t)

(
−t− 1
t

)
e2t + ψ2(t)

(
−1
1

)
e2t. (474)

Функцiї ψ1, ψ2 знаходимо iз системи:(
−(t+ 1) e2t −e2t

t e2t e2t

)(
ψ ′
1

ψ ′
2

)
=

(
1
t − 4 ln t

1
t

)
.

Розв’язуючи дану систему методом Крамера, знаходимо

ψ ′
1(t) = (

2

t
− 4 ln t)e−2t,
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ψ ′
2(t) = (2 +

1

t
− 4t ln t)e−2t.

Звiдси
ψ1(t) = −2 ln t · e−2t,
ψ2(t) = (2t+ 1) ln t · e−2t.

(475)

Пiдставивши (475) у (474), одержуємо частковий розв’язок лiнiйної нео-
днорiдної системи (473)(

x

y

)
= −2 ln t ·

(
−t− 1
t

)
+ (1 + 2t) ln t ·

(
−1
1

)
= ln t ·

(
1
1

)
.

3-ий крок. Повний загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи є су-
мою повного загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи, знайденого на
першому кроцi, та часткового розв’язку лiнiйної неоднорiдної системи, який
знайдений на другому кроцi:(
x

y

)
= C1

(
−t− 1
t

)
e2t +C2

(
−1
1

)
e2t + ln t

(
1
1

)
, t ∈ (0,+∞), C1, C2 ∈ R.

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання
Знайти загальний розв’язок системи:

846.
{
x′ = y + tg2 t− 1,
y′ = −x+ tg t;

849.

{
x′ = x− y +

1

cos t
,

y′ = 2x− y;

850.
{
x′ = 3x− 2y,

y′ = 2x− y + 15et
√
t;

858.x′ = Ax, A =

−3 2 2
−3 −1 1
−1 2 0

 ;

863. x′ = Ax, A =

 −2 1 2
−1 0 2
−2 0 3

 .

Домашнi завдання
Знайти загальний розв’язок системи:

847.


x′ = 2y − x,

y′ = 4y − 3x+
e3t

e2t + 1
;

848.


x′ = −4x− 2y +

2

et − 1
,

y′ = 6x+ 3y − 3

et − 1
;
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851. x′ = Ax, A =

(
3 0
0 3

)
; 853. x′ = Ax,A =

(
1 −2
2 −3

)
;

855. x′ = Ax,A =

2 −1 −1
1 0 −1
3 −1 −2

 ; 857. x′ = Ax,A =

−1 −2 2
−2 −1 2
−3 −2 3

 ;

862. x′ = Ax, A =

 0 1 1
1 1 0
−1 0 1

 ; 866. x′ = Ax, A =

2 0 −1
1 −1 0
3 −1 −1

 .

Вiдповiдi:
846. x = C1 cos t+ C2 sin t+ tg t, y = −C1 sin t+ C2 cos t+ 2;
847. x = C1e

t + 2C2e
2t − et ln (e2t + 1) + 2e2t arctg et,

y = C1e
t + 3C2e

2t − et ln (e2t + 1) + 3e2t arctg et;
848. x = C1 + 2C2e

−t + 2e−t ln |et − 1|,
y = −2C1 − 3C2e

−t − 3e−tln |et − 1|;
849. x = C1 cos t+ C2 sin t+ t(cos t+ sin t) + (cos t− sin t) ln | cos t|;
850. x = (C1 + 2C2t− 8t5/2)et,

y = (C1 + 2C2t− C2 − 8t5/2 + 10t3/2)et;

851. x = C1e
3t

(
1
0

)
+ C2e

3t

(
0
1

)
;

853. x = C1e
−t

(
1
1

)
+ C2e

−t

(
2t

2t− 1

)
;

855. x = C1e
t

 1
0
1

+ C2

 1
1
1

+ C3e
−t

 1
1
2

;

857. x = C1e
t

 0
1
1

+ C2

 2 cos t
2 cos t

3 cos t− sin t

+ C3

 2 sin t
2 sin t

3 sin t+ cos t

;

858. x = C1e
−2t

 0
1
−1

+ C2e
−t

 cos 2t
− sin 2t
cos 2t

+ C3e
−t

 sin 2t
cos 2t
sin 2t

;

862. x = C1

 1
−1
1

+ C2e
t

 0
1
−1

+ C3e
t

 1
t+ 1
−t

;

863. x = C1e
−t

 2
0
1

+ C2e
t

 1
1
1

+ C3e
t

 2t
2t

2t+ 1

;
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866. x = C1

 1
1
2

+ C2

 t
t− 1
2t− 1

+ C3

 t2

t2 − 2t+ 2
2t2 − 2t

.
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Практичне заняття № 28
Контрольна робота № 6

Варiант № 1
Розв’язати НЛОС x′ = Ax, де

1. A =

 0 1 1
1 1 0
−1 0 1

 ; 2.

 2 1 −1
−1 0 1
1 1 0

 ; 3. A =

 −1 −2 2
−2 −1 2
−3 −2 3

 .

Розв’язати НЛНС:

4.

{
ẋ = x+ y + 2e2t,
y = −2x+ 4y + 7e2t;

5.

{
ẋ = −x+ y + 2 cos 2t
ẏ = −4x− y − 3 sin 2t;

6.

{
ẋ = −2x+ y + 1/(e−t − 1),
ẏ = −2x+ y + et/(e−t − 1).
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Практичне заняття № 29
Першi iнтеграли нормальних систем звичайних диференцiальних

рiвнянь

Довiдкова iнформацiя

Нормальною системою звичайних диференцiальних рiвнянь називають си-
стему 

x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, . . . , xn),

(476)

де n > 2 – яке-небудь натуральне число, t – незалежна дiйсна змiнна,
x1, . . . , xn – невiдомi дiйснi функцiї вiд змiнної t, x′1, . . . , x′n – похiднi цих фун-
кцiй, f1 : D → R, . . . , fn : D → R – заданi неперервнi функцiї, D – область в
просторi R1+n.

Число n називають порядком системи (476).

Означення 22. Розв’язком нормальної системи (476) називають систему
функцiй

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, де −∞ 6 a < b 6 +∞,

якi задовольняють умови:

1) φ1, . . . , φn ∈ C1
(
⟨a, b⟩

)
;

2) (t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∈ D ∀t ∈ ⟨a, b⟩;

3)


φ′
1(t) = f1(t, φ1(t), . . . , φn(t))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
φ′
n(t) = fn(t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∀t ∈ ⟨a, b⟩.

Означення 23. Загальним розв’язком системи рiвнянь (476) назива-
ють систему функцiй

x1 = ψ1(t, C1, . . . , Cn), . . . , xn = ψn(t, C1, . . . , Cn), (t, C1, . . . , Cn) ∈ G, (477)

де G — область в R1+n, якi задовольняють умову:
• для будь-яких конкретних допустимих значень C0

1 , ..., C
0
n параметрiв

C1, ..., Cn система функцiй x1 = ψ1(t, C
0
1 , ..., C0

n), ..., xn = ψn(t, C
0
1 , ..., C

0
n)

вiд змiнної t є розв’язком системи (476).
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Якщо загальний розв’язок (477) системи рiвнянь (476) має власти-
вiсть:
• для будь-якого розв’язку x1 = φ1(t), . . . ,xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, системи
(476) знайдуться значення C1,φ, . . . , Cn,φ параметрiв C1, . . . , Cn такi, що

φ1(t) = ψ1(t, C1,φ, . . . , Cn,φ), . . . , φn(t) = ψn(t, C1,φ, . . . , Cn,φ), t ∈ ⟨a, b⟩,

то цей загальний розв’язок називають повним загальним розв’язком.

Параметри C1, . . . , Cn називають довiльними сталими.

Означення 24. Пiд iнтегралом системи (476) розумiють систему рiв-
нянь

Φ1(t, x1, . . . , xn) = 0, . . . , Φn(t, x1, . . . , xn) = 0, (478)

таку, що будь-яка система неперервно-диференцiйовних функцiй x1 =
φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩, неявно заданих системою рiвнянь (478),
є розв’язком системи (476).

Означення 25. Загальним iнтегралом системи (476) називають си-
стему спiввiдношень

Ψ1(t, x1, . . . , xn, C1, . . . , Cn) = 0, . . . , Ψn(t, x1, . . . , xn, C1, . . . , Cn) = 0, (479)

якi зв’язують змiннi t, x1, . . . , xn, C1, . . . , Cn, таку, що
• при довiльно фiксованих значеннях C0

1 , . . . ,C0
n вiдповiдних параметрiв (до-

вiльних сталих) C1, . . . , Cn система рiвнянь

Ψ1(t, x1, . . . , xn, C
0
1 , . . . , C

0
n) = 0, . . . , Ψn(t, x1, . . . , xn, C

0
1 , . . . , C

0
n) = 0

є iнтегралом системи (476).
Якщо загальний iнтеграл (479) має властивiсть:

• для будь-якого iнтегралу (478) системи (476) знайдуться допустимi зна-
чення C1,Φ, . . . , Cn,Φ параметрiв (довiльних сталих) C1, . . . , Cn такi, що

Φ1(t, x1, . . . , xn) ≡ Ψ1(t, x1, . . . , xn, C1,Φ, . . . , Cn,Φ), . . . ,

Φm(t, x1, . . . , xn) ≡ Ψm(t, x1, . . . , xn, C1,Φ, . . . , Cn,Φ),

то цей загальний iнтеграл називають повним загальним iнтегралом.
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Дамо означення першого iнтеграла системи (476).

Означення 26. Першим iнтегралом системи (476) називають неперерв-
но диференцiйовну функцiю u(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D0, де D0 — пi-
добласть областi D, якщо вона не є сталою i для будь-якого її розв’язку

x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈ ⟨a, b⟩,

такого, що (t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∈ D0, t ∈ ⟨a, b⟩, виконується рiвнiсть

u(t, φ1(t), . . . , φn(t)) = Cφ ∀t ∈ ⟨a, b⟩,

де Cφ — стала, яка залежить вiд заданого розв’язку.

Теорема 22. Нехай функцiя u(t, x1, . . . , xn), (t, x1, . . . , xn) ∈ D0, де D0 —
пiдобласть областi D, належить простору C1(D0) i не є сталою. Тодi u
буде першим iнтегралом системи (476) в тому i лише тому випадку, коли
виконується рiвнiсть

∂u(t, x1, . . . , xn)

∂t
+

n∑
i=1

∂ui(t, x1, . . . , xn)

∂xi
fi(t, x1, . . . , xn) = 0, (t, x1, . . . , xn)∈D0.

Означення 27. Першi iнтеграли u1(t, x1, . . . , xn), . . . , uk(t, x1, . . . , xn),
(t, x1, . . . , xn) ∈ D0, системи (476) називають незалежними, якщо

rang


∂u1(t, x1, . . . , xn)

∂x1
. . .

∂u1(t, x1, . . . , xn)

∂xn... . . . ...
∂uk(t, x1, . . . , xn)

∂x1
. . .

∂uk(t, x1, . . . , xn)

∂xn

 = k, (t, x1, . . . , xn) ∈ D0.

Теорема 23. Для довiльної точки (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ D знайдеться її окiл,

в якому визначенi n незалежнi першi iнтеграли системи (476) i будь-який
iнший перший iнтеграл цiєї системи функцiйно залежний вiд них.

Будь-яку систему з n незалежних перших iнтегралiв називають базовою
системою перших iнтегралiв.

Нехай u1(t, x), . . . , un(t, x), (t, x) ∈ D0, де D0 — пiдобласть областi D, —
базова система перших iнтегралiв системи (476). Тодi система рiвнянь

u1(t, x1, . . . , xn) = C1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
un(t, x1, . . . , xn) = Cn

, (480)
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де C1, . . . , Cn — довiльнi сталi, задає сiм’ю всеможливих iнтегральних лiнiй
системи (476), що лежать в D0.

Звiдси, зокрема, випливає, що розв’язок задачi Кошi для системи (476) з
початковими умовами 

x1(t0) = x01

. . . . . . . . .
xn(t0) = x0n

(481)

визначається системою рiвнянь
u1(t, x1, . . . , xn) = C0

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
un(t, x1, . . . , xn) = C0

n

,

де
C0

1 := u1(t0, x
0
1, . . . , x

0
n), . . . , C

0
n := un(t0, x

0
1, . . . , x

0
n).

Зауваження 0.0.7. Для знаходження перших iнтегралiв системи (476)
зручно записати її в симетричнiй формi. Це робиться так. Нехай

fk(t, x1, . . . , xn) =
f ∗k (t, x1, . . . , xn)

f ∗0 (t, x1, . . . , xn)
, k = 1, n.

Пiдставивши цi вирази в рiвняння даної системи i провiвши нескладнi пе-
ретворення, отримаємо

dt

f ∗0 (t, x1, . . . , xn)
=

dx1
f ∗1 (t, x1, . . . , xn)

= . . . =
dxn

f ∗n(t, x1, . . . , xn)
. (482)

Далi будуємо рiзнi iнтегровнi комбiнацiї, тобто записуємо дану систему у
виглядi

dg∗1(t, x1, . . . , xn) = dg∗∗1 (t, x1, . . . , xn), dg∗n(t, x1, . . . , xn) = dg∗∗n (t, x1, . . . , xn),

звiдки отримуємо (480).
Для побудови використовуємо таку властивiсь пропорцiй:

a1
b1

=
a2
b2

= · · · = am
bm

=⇒ k1a1 + k2a2 + · · · kmam
k1b1 + k2b2 + · · · kmbm

=
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = am
bm
,

де m ∈ N, k1, . . . km — будь-якi числа.
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Контрольнi питання

1. Що таке нормальна система n-го порядку? Що називають розв’язком,
загальним розв’язком, повним загальним розв’язком нормальної системи?

2. Що називають першим iнтегралом нормальної системи? Сформулювати
критерiй першого iнтегралу НС. Поняття системи незалежних перших iнте-
гралiв. Iснування базової системи перших iнтегралiв нормальної системи.

3. Який вигляд має повний загальний iнтеграл нормальної системи при
наявностi її базової системи перших iнтегралiв? Як записується розв’язок
задачi Кошi для нормальної системи при наявностi її базової системи перших
iнтегралiв?

Приклади розв’язування типових задач

1. Розв’язати систему рiвнянь
y′ =

z

x

z′ =
z(y + 2z − 1)

x(y − 1)

, (483)

де x — незалежна змiнна, а y = y(x), z = z(x) — невiдомi функцiї.
J Використаємо метод виключення змiнної. З першого рiвняння системи

(483) виразимо
z = y′x.

Пiдставивши цей вираз у друге рiвняння даної системи, одержимо

y′′x+ y′ =
y′x(y + 2y′x− 1)

x(y − 1)
.

Звiдси отримуємо рiвняння другого порядку

y′′(y − 1) = 2y′ 2. (484)

Вводячи у рiвняннi (484) замiну змiнних

y′ = p(y), де p = p(y), (485)

i врахувавши, що тодi y′′ = p′p, зводимо дане рiвняння до рiвняння першого
порядку

p′p(y − 1) = 2p2.

Вiдокремлюючи змiннi, одержуємо

dp

p
=

2 dy

y − 1
, p = 0.
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Iнтегруючи це рiвняння, отримаємо

p = C1(y − 1)2,

де C1 — довiльна стала.
Повертаючись до старих змiнних (див. (485)), отримаємо

y′ = C1(y − 1)2,

звiдки вiдокремлюючи змiннi та iнтегруючи, одержуємо

− 1

y − 1
= C1x+ C2 ⇒ y = 1− 1

C1x+ C2
,

де C1, C2 – довiльнi сталi.
Оскiльки z = y′x, то

z = C1(y − 1)2x = C1
x

(C1x+ C2)2
.

Отже, розв’язком даної системи буде пара функцiй:

y = 1− 1

C1x+ C2
, z = C1

x

(C1x+ C2)2
,

де C1, C2 – довiльнi сталi. I
2. Розв’язати нормальну систему

dx

xz
=
dy

yz
=

dz

xy
√
z2 + 1

(486)

J З першої iнтегровної комбiнацiї знаходимо

dx

xz
=
dy

yz
⇔ dx

x
=
dy

y
⇔ ln |x| = ln |y|+ ln |C1| ⇔

⇔ x

y
= C1, (487)

де C1 – довiльна стала.
Знайдемо другу iнтегровну комбiнацiю. Оскiльки у другiй iнтегровнiй ком-

бiнацiї має використовуватись третє спiввiдношення системи (486), то, як ви-
дно, у цей вираз входить добуток xy, який можна утворити домноживши
чисельник i знаменник першого спiввiдношення системи (486) на y, а другого
– на x, i "додавши" їх:

y dx+ x dy

2xyz
=

dz

xy
√
z2 + 1

⇔ d(xy) =
2z dz√
z2 + 1

⇔ dxy =
d(z2 + 1)√
z2 + 1

⇔
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⇔ xy − 2
√
z2 + 1 = C2, (488)

де C2 – довiльна стала.
Знайдена система незалежних перших iнтегралiв (487), (488) задає повний

загальний iнтеграл системи (486). I
3. Розв’язати нормальну систему

dx

y
= −dy

x
=
dz

u
= −du

z
(489)

та перевiрити чи функцiя w(x, y, z, u) = yz − ux є першим iнтегралом цiєї си-
стеми.
J З першої iнтегровної комбiнацiї знаходимо

dx

y
= −dy

x
⇔ x dx+ y dy = 0

∣∣ × 2 ⇔ dx2 + dy2 = 0 ⇔

⇔ x2 + y2 = C1, (490)

де C1 – довiльна стала. Це є один з перших iнтегралiв даної системи.
З другої iнтегровної комбiнацiї знаходимо

dz

u
= −du

z
⇔ z dz + u du = 0

∣∣ × 2 ⇔ dz2 + du2 = 0 ⇔

⇔ z2 + u2 = C2, (491)

де C2 – довiльна стала. Це є ще один з перших iнтегралiв даної системи.
Знайдемо третю iнтегровну комбiнацiю, використавши три спiввiдношення

системи (489):

u dx+ x du

uy − xz
=
z dy + y dz

−zx+ yu
⇒ d(xu) = d(zy) ⇔

⇔ xu− zy = C3, (492)

де C3 – довiльна стала.
Отримана система перших незалежних iнтегралiв (490), (491), (492) визна-

чає повний загальний iнтеграл (489).
Запишемо систему (489) у виглядi

dx

dt
= y

dy

dt
= −x

dz

dt
= u

du

dt
= −z.

(493)

235



Для того щоби функцiя w була першим iнтегралом системи (493) необхiдно
i достатньо виконання рiвностi

∂w

∂x
· dx
dt

+
∂w

∂y
· dy
dt

+
∂w

∂z
· dz
dt

+
∂w

∂u
· du
dt

= 0.

В даному випадку для заданої функцiї w маємо

−uy + z(−x) + yu− x(−z) = −zx+ zx = 0,

звiдки бачимо, що w є першим iнтегралом системи (493), а отже, i вихiдної
системи. I
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Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
В задачах 1141 – 1162 розв’язати вказанi системи рiвнянь, а в 1161 – 1162

- ще i перевiрити чи є функцiї u1 i u2 першими iнтегралами цих систем:

1141. y′ =
x

z
, z′ = −x

y
. 1146.

dx

2y − z
=
dy

y
=
dz

z
.

1150.
dx

z
=
dy

u
=
dz

x
=
du

y
. 1156.

dx

x+ y2 + z2
=
dy

y
=
dz

z
.

1161.
dx

dt
=
x2 − t

y
,
dy

dt
= −x, u1(t, x, y) = t2 + 2xy, u2(t, x, y) = x2 − ty.

Домашнi завдання:

1142. y′ =
y2

z − x
, z′ = y + 1. 1144. y′ = y2z, z′ =

z

x
− yz2.

1147.
dx

y
=
dy

x
=
dz

z
. 1148.

dx

y + z
=

dy

x+ z
=

dz

x+ y
.

1151.
dx

y − u
=

dy

z − x
=

dz

u− y
=

du

x− z
.

1159.
dx

x(z − y)
=

dy

y(y − x)
=

dz

y2 − xz
.

1162. ẋ = xy, ẏ = x2 + y2; ϕ1 = xln y − x2y; ϕ2 =
y2

x2
− 2ln x.

Вiдповiдi:

1141. y = C2e
C1x

2, z =
1

2C1C2
e−C1x

2; 1146. y = C1z, x = 2y − z + C2; 1150.

x2−z2 = C1, y2−u2 = C2, (x+z) = C3(u+y); 1156. y = C1z, x−y2−z2 = C2z;

1161. 1) так; 2) нi; 1142. y = C2e
C1x, z = x+

C2

C1
eC1x, y = 0, z = x+C; 1144.

y = C2e
C1x

2, z =
2C1

C2
xe−C1x

2, y = 0, z = Cx; 1147. x2 − y2 = C1, x+ y = C2z;

1148. x−y = C1(y−z), (x+y+z)(x−y)2 = C2; 1151. x+z = C1, y+u = C2,
(x− z)2 + (y− u)2 = C3; 1159. x+ z − y = C1, ln |x|+

z

y
= C2; 1162. 1) нi; 2)

так.
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Практичне заняття № 30
Рiвняння з частинними похiдними першого порядку

Довiдкова iнформацiя

Нехай n > 2 — довiльне натуральне число.

Означення 28. Диференцiальним рiвнянням з частинними похiдними (да-
лi — рiвнянням з частинними похiдними) першого порядку називають спiв-
вiдношення вигляду

Φ
(
x1, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0, (494)

яке зв’язує незалежнi змiннi x1, . . . , xn, функцiю u = u(x1, . . . , xn) вiд них
та її частиннi похiднi першого порядку ∂u

∂x1
, . . . , ∂u

∂xn
.

Пiд розв’язком рiвняння (494) будемо розумiти функцiю u, яка визначена
та неперервно диференцiйовна в деякiй областi простору Rn i при пiдстановцi
її в дане рiвняння отримуємо тотожнiсть.

Якщо рiвняння (494) має вигляд

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= 0, (495)

то його називають лiнiйним однорiдним рiвнянням.

Рiвняння (494), яке можна записати у виглядi

a1(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn, u)

∂u

∂xn
= c(x1, . . . , xn, u) (496)

називають квазiлiнiйним рiвнянням.
Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння (495), вважаючи, що a1, . . . , an ∈

C1(Ω), де Ω — область в просторi Rn. Укажемо спосiб знаходження загального
розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння (495). Для цього поряд з рiвнянням
(495) розглянемо динамiчну систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx1
dt

= a1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dxn
dt

= an(x1, . . . , xn).

(497)

Нагадаємо, що першим iнтегралом системи (497) називають неперервно дифе-
ренцiйовну функцiю u(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Ω0 (Ω0 — пiдобласть областi
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Ω), яка не є сталою i для будь-якого розв’язку x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t), t ∈
I (I — числовий промiжок) маємо тотожнiсть u(φ1(t), . . . , φn(t)) = C, t ∈ I,

де C — деяка стала. Часто перший iнтеграл системи (497) будемо записувати
у формi

u(x1, . . . , xn) = C.

Вiдмiтимо, що першi iнтеграли системи (497) зручно шукати, застосовуючи
метод iнтегровних комбiнацiй до системи рiвнянь (497) в симетричнiй формi

dx1
a1(x1, . . . , xn)

= · · · = dxn
an(x1, . . . , xn)

. (498)

Мiж розв’язками рiвняння (495) i першими iнтегралами системи (497) iснує
тiсний зв’язок, який описується такими твердженнями.

Лема 14. Функцiя u : Ω0 → R, де Ω0 — пiдобласть областi Ω, є першим
iнтегралом системи (497) тодi i лише тодi, коли вона є розв’язком рiвняння
(495).

Теорема 24. Нехай u1, . . . , un−1 — незалежнi першi iнтеграли системи
(497) в околi точки x0, яка не є особливою для системи (497). Тодi будь-
який розв’язок u рiвняння (495) в деякому околi точки x0 можна записа-
ти у виглядi композицiї неперервно-диференцiйовної функцiї F (ξ1, . . . , ξn−1)
i функцiй u1, . . . , un−1, а точнiше

u(x) = F (u1(x), . . . , un−1(x)), x ∈ Ω0, (499)

де Ω0 – окiл точки x0.

З теореми 24 випливає коректнiсть такого означення.

Означення 29. Загальним розв’язком рiвняння (495) називають

u = F (u1(x1, . . . , xn), . . . , un−1(x1, . . . , xn)), (500)

де u1, . . . , un−1 — незалежнi першi iнтеграли системи (497), а F (ξ1, . . . , ξn−1)
— довiльна неперервно диференцiйовна функцiя своїх аргументiв.

Отож, можна запропонувати такий спосiб знаходження загального роз-
в’язку лiнiйного однорiдного рiвняння (495).

1-ий крок. Записуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь (498).

2-ий крок. Шукаємо базову систему перших iнтегралiв системи (498), тобто
систему

u1(x1, . . . , xn) = C1, . . . , un(x1, . . . , xn) = Cn

239



незалежних перших iнтегралiв нормальної системи (498), використовуючи
метод iнтегровних комбiнацiй.

3-ий крок. Записуємо загальний розв’язок рiвняння (495) у виглядi (500).

Тепер розглянемо квазiлiнiйне рiвняння (496), вважаючи, що a1, . . . , an ∈
C1(G), де G — область в Rn+1. Укажемо спосiб знаходження загального
розв’язку квазiлiнiйного рiвняння (496).

1-ий крок. Записуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь в симе-
тричнiй формi

dx1
a1(x1, . . . , xn, u)

= . . . =
dxn

an(x1, . . . , xn, u)
=

du

c(x1, . . . , xn, u)
. (501)

2-ий крок. Шукаємо базову систему перших iнтегралiв системи (501), тобто
систему

w1(x1, . . . , xn, u) = C1, . . . , wn(x1, . . . , xn, u) = Cn

незалежних перших iнтегралiв нормальної системи (501) звичайних диферен-
цiальних рiвнянь, використовуючи метод iнтегровних комбiнацiй.

3-ий крок. Записуємо загальний розв’язок рiвняння (496) у виглядi

F (w1(x1, . . . , xn, u), . . . , wn(x1, . . . , xn, u)) = 0,

де F (ξ1, . . . , ξn) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
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Контрольнi питання

1. Що таке рiвняння з частинними похiдними першого порядку, його
розв’язок?

2. Якi рiвняння з частинними похiдними називають лiнiйними однорiдни-
ми та квазiлiнiйними?

3. У чому полягає зв’язок мiж розв’язками лiнiйного однорiдного рiвняння
i першими iнтегралами вiдповiдної нормальної системи? Як записати розв’я-
зок лiнiйного однорiдного рiвняння якщо вiдомо n − 1 незалежних перших
iнтегралiв вiдповiдної нормальної системи?

4. Який вигляд має розв’язок квазiлiнiйного рiвняння, якщо вiдомо n не-
залежних перших iнтегралiв вiдповiдної нормальної системи?

Приклади розв’язування типових задач

1. Знaйти загальний розв’язок рiвняння

y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0.

J Це є лiнiйне однорiдне рiвняння. Записуємо систему звичайних диферен-
цiальних рiвнянь

dx

y
=

dy

−x
.

Розв’язуючи це рiвняння, знаходимо перший iнтеграл даної системи

dx

y
+
dy

x
= 0 ⇒ x dx+ y dy = 0 ⇒

x2 + y2 = C1,

де C1 — довiльна стала.
Отже, загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння записуємо в

явному виглядi
z = F (x2 + y2),

де F (ξ) — довiльна диференцiйовна функцiя свого аргументу. I
2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

xy
∂z

∂x
− x2

∂z

∂y
= yz.
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J Це є квазiлiнiйне рiвняння. Записуємо вiдповiдну систему звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь

dx

xy
=

dy

−x2
=
dz

yz
.

Один з перших незалежних iнтегралiв даної системи знаходимо так:

dx

xy
=
dz

yz
⇒ dx

x
=
dz

z
⇒ ln |z| − ln |x| = ln |C1| ⇒

z

x
= C1, (502)

де C1 – довiльна стала.
Другий з перших незалежних iнтегралiв даної системи знаходимо так:

dx

xy
=

dy

−x2
⇒ dx

y
=

dy

−x
⇒ x dx+ y dy = 0 ⇒

x2 + y2 = C2, (503)

де C2 — довiльна стала.
Отож, на пiдставi (502) i (503) загальний розв’язок даного квазiлiнiйного

рiвняння записуємо у виглядi

F
(z
x
, x2 + y2

)
= 0,

де F (ξ, η) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя своїх аргументiв.
I
3. Знайти загальний розв’язок рiвняння

x
∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
+ 3z

∂u

∂z
= 4u.

J Це є квазiлiнiйне рiвняння. Записуємо вiдповiдну систему звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь

dx

x
=
dy

2y
=
dz

3z
=
du

4u
.

Методом iнтегровних комбiнацiй знайдемо три незалежних перших iнте-
грали даної системи

2
dx

x
=
dy

y
⇒ 2 ln |x| − ln |y| = ln |C1| ⇒ x2

y
= C1,

3
dy

y
= 2

dz

z
⇒ 3 ln |y| − 2 ln |z| = ln |C2| ⇒ y3

z2
= C2,
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4
dz

z
= 3

du

u
⇒ 3 ln |u| − 4 ln |z| = ln |C3| ⇒ u3

z4
= C3.

Звiдси випливає, що загальний розв’язок даного квазiлiнiйного рiвняння має
вигляд

F
(x2
y
,
y3

z2
,
u3

z4
)
= 0,

де F
(
ξ, η, ζ

)
— довiльна неперервно диференцiйовна функцiя своїх аргумен-

тiв. I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання
Знайти загальний розв’язок даних рiвнянь:

1168. (x+ 2y)∂z∂x − y ∂z
∂y = 0; 1172. ex ∂z

∂x + y2 ∂z∂y = yex;
1175. x∂z

∂x + 2y ∂z
∂y = x2y + z; 1180. (z − y)2 ∂z∂x + xz ∂z∂y = xy;

1186. (y + z)∂u∂x + (z + x)∂u∂y + (x+ y)∂u∂z = u;
1188. (u− x)∂u∂x + (u− y)∂u∂y − z ∂u∂z = x+ y.

Домашнi завдання
Знайти загальний розв’язок даних рiвнянь:

1169. x∂u
∂x + y ∂u

∂y + z ∂u∂z = 0; 1171. y ∂z
∂x + x∂z

∂y = x− y;
1176. (x2 + y2)∂z∂x + 2xy ∂z

∂y + z2 = 0; 1179. yz ∂z
∂x − xz ∂z∂y = ez;

1183. sin2 x∂z
∂x + tg z ∂z∂y = cos2 z;

1187. x∂u
∂x + y ∂u

∂y + (z + u)∂u∂z = xy.
Вiдповiдi:

1168. z = f(xy + y2); 1172. F
(
e−x − 1

y , z +
x−ln |y|
e−x−y−1

)
= 0;

1175. F
(
x2

y , xy −
3z
x

)
= 0; 1180. F (z2 − y2, x2 + (y − z)2) = 0;

1186. F (u(x− y), u(y − z), (x+ y + z)/u2) = 0;
1188. F (x−y

z , (2u+ x+ y)z, u−x−y
z2 ) = 0; 1169. u = f(yx ,

z
x);

1171. F (x2 − y2, x− y + z) = 0;
1176. F

(
1

x+y +
1
z ,

1
x−y +

1
z

)
= 0;

1179. F (x2 + y2, arctg x
y + (z + 1)e−z) = 0;

1183. F (tg z + ctg x, 2y − tg2 z) = 0;
1187. F (xy , xy − 2u, z+u−xy

x ) = 0.
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Практичне заняття № 31
Задача Кошi для рiвнянь з частинними похiдними першого

порядку

Довiдкова iнформацiя

Розглянемо рiвняння

a(x, y, u)
∂u

∂x
+ b(x, y, u)

∂u

∂y
= c(x, y, u), (504)

де a, b, c ∈ C1(D), D — область в R3.
Пiд розв’язком рiвняння (504) розумiємо функцiю u = w(x, y), (x, y) ∈ Ω0

(Ω0 — область в R2), з простору C1(Ω0), яка при пiдстановцi в рiвняння пере-
творює його в тотожнiсть. Якщо функцiя u = w(x, y), (x, y) ∈ Ω0, є розв’яз-
ком рiвняння (504), то її графiк (поверхня в R3) називають iнтегральною
поверхнею даного рiвняння.

Задача Кошi для рiвняння (504) полягає у знаходженнi iнтегральної по-
верхнi цього рiвняння, яка мiстить деяку наперед задану криву Γ.

Якщо крива Γ задається параметрично

x = p(τ), y = q(τ), u = s(τ), τ ∈ I:=(τ1, τ2),

де −∞ 6 τ1 < τ2 6 +∞, то сформульовану задачу можна поставити i так:
знайти розв’язок рiвняння (504), який задовольняє умову

u(p(τ), q(τ)) = s(τ), τ ∈ I. (505)

Умови на вхiднi данi задачi (504), (505), при яких вона має єдиний розв’я-
зок, можна сформулювати так.

Теорема 25. Нехай ∣∣∣∣∣∣
a(x0, y0, z0) p′(τ0)

b(x0, y0, z0) q′(τ0)

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (506)

де τ0 — яке-небудь число з I, x0 = p(τ0), y0 = q(τ0),z0 = s(τ0). Тодi в околi
точки (x0, y0) визначений єдиним чином розв’язок рiвняння (504), що задо-
вольняє умову (505), коли τ пробiгає всi значення з вiдповiдного околу точки
τ0.
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Розглянемо задачу Кошi для нормальної (динамiчної) системи з параме-
тром τ 

dx

dt
= a(x, y, z),

dy

dt
= b(x, y, u),

du

dt
= c(x, y, u),



x(0) = p(τ),

y(0) = q(τ),

u(0) = s(τ), τ ∈ I.

(507)

Нехай

x = φ(t, τ), y = ψ(t, τ), u = ω(t, τ), (t, τ) ∈ G:=
{
(t, τ)

∣∣ τ ∈ I, t ∈ (aτ , bτ)
}
,

(508)
— непродовжуваний розв’язок задачi (507). Тодi система функцiй (507) задає
шукану iнтегральну поверхню. Вiдмiтимо, що якщо в системi (507) виключи-
ти параметри t, τ , то отримаємо рiвняння

H(x, y, u) = 0, (509)

яке неявно задає розв’язок задачi Кошi (504), (505). Для знаходження явного
зображення розв’язку задачi Кошi, потрiбно з перших двох рiвнянь системи
(507) виразити змiннi t i τ через x та y:

t = φ−1(x, y), τ = ψ−1(x, y), (x, y) ∈ W, (510)

i пiдставити в третє рiвняння:

u = ω
(
φ−1(x, y), ψ−1(x, y)

)
=: w(x, y), (x, y) ∈ W.

Це є явне зображення розв’язку задачi Кошi (504), (505).
Тепер зробимо такi зауваження. Iз системи (508) випливає, що для довiль-

ного фiксованого значення τ0 ∈ I система функцiй

x = φ(t, τ0), y = ψ(t, τ0), u = ω(t, τ0), t ∈ (aτ0, bτ0), (511)

задає траєкторiю системи рiвнянь задачi (507), що проходить через точку
(p(τ0), q(τ0), s(τ0)). Отож, можна зробити висновок, що шукана в задачi Ко-
шi (504), (505) iнтегральна поверхня складається з всеможливих траєкторiй
системи рiвнянь задачi (507), що проходять через точки лiнiї Γ. Звiдси ви-
пливає ще один спосiб знаходження iнтегральної поверхнi рiвняння (504), що
проходить через лiнiю Γ.

Для його формулювання спочатку зауважимо, що якщо

w1(x, y, u) = C1, w2(x, y, u) = C2 (512)

245



— незалежнi першi iнтеграли системи рiвнянь задачi (507), то траєкторiя цiєї
системи рiвнянь, що проходить через точку (x0, y0, u0), визначається систе-
мою рiвнянь

w1(x, y, u) = w1(x0, y0, u0), w2(x, y, u) = w2(x0, y0, u0). (513)

Отже, сiм’я траєкторiй системи рiвнянь задачi (507), що перетинають лiнiю
Γ, задається системою рiвнянь{

w1(x, y, u) = w1(p(τ), q(τ), s(τ)) =: f(τ),

w2(x, y, u) = w2(p(τ), q(τ), s(τ)) =: g(τ).
(514)

Припустимо, що з першого рiвняння маємо τ = f−1(w1(x, y, u)). Пiдставивши
цей вираз τ в друге рiвняння, отримаємо

w2(x, y, u) = g(f−1(w1(x, y, u))),

тобто, якщо покласти H(x, y, u) := w2(x, y, u) − g(f−1(w1(x, y, u))), то одер-
жимо рiвняння (509), що неявно задає розв’язок задачi (504), (505). Тепер
вiдмiтимо, що при вказаному способi розв’язування є зручно ввести позначе-
ння

C1 := w1(x, y, u), C2 := w2(x, y, u)

i систему (514) записати у виглядi{
w1(p(τ), q(τ), s(τ)) = C1,

w2(p(τ), q(τ), s(τ)) = C2,
(515)

Виключаючи з цiєї системи параметр τ , одержимо рiвняння

Q(C1, C2) = 0, (516)

звiдки, вертаючись до змiнних x, y, u, одержимо

Q(w1(x, y, u), w2(x, y, u)) = 0, (517)

тобто, якщо покласти H(x, y, u) := Q(w1(x, y, u), w2(x, y, u)), то отримаємо
рiвняння (509), що неявно задає розв’язок задачi (504), (505).

Зi сказаного випливає такий спосiб розв’язування задачi (504), (505).
1-ий крок. Записуємо вiдповiдну рiвнянню (504) систему звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь (див. систему рiвнянь задачi (507)):

dx

a(x, y, u)
=

dy

b(x, y, u)
=

du

c(x, y, u)
. (518)
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2-ий крок. Знаходимо два незалежнi першi iнтеграли (512) (наприклад, ме-
тодом iнтегровних комбiнацiй).
3-ий крок. Пiдставивши замiсть x, y, u у (512) вирази, вiдповiдно, p(·), q(·),
s(·), отримаємо (515). Виключаючи iз системи (515) параметр τ , отримаємо
(516), звiдки, пiдставляючи замiсть C1 i C2 вирази w1(x, y, u) i w2(x, y, u),
матимемо рiвняння (517) — розв’язок задачi (504), (505) в неявнiй формi.

Вiдмiтимо, що аналогiчно розв’язують задачу Кошi для рiвняння

a(x, y, z, u)
∂u

∂x
+ b(x, y, z, u)

∂u

∂y
+ c(x, y, z, u)

∂u

∂z
= h(x, y, z, u) (519)

з початковими умовами

u(p(τ1, τ2), q(τ1, τ2), r(τ1, τ2)) = s(τ1, τ2), (τ1, τ2) ∈ I. (520)

З геометричної точки зору задача Кошi для рiвняння (519) полягає у зна-
ходженнi iнтегральної поверхнi (в R4) цього рiвняння, що мiстить поверхню
Γ, задану параметрично

x = p(τ1, τ2), y = q(τ1, τ2), z = r(τ1, τ2), u = s(τ1, τ2), τ ∈ I ⊂ R2.

Примiтка. Задачу Кошi для лiнiйного однорiдного рiвняння варто
розв’язувати, безпосередньо використовуючи загальний розв’язок. Пояснимо
це на прикладi рiвняння

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
= 0, (521)

де a, b ∈ C1(Ω), Ω — область в R2.
Задача Кошi для рiвняння (521): знайти розв’язок цього рiвняння, який

задовольняє початкову умову

u = φ(y) при x = 0. (522)

Запишемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь, що вiдповiдає да-
ному рiвнянню:

dx

a(x, y)
=

dy

b(x, y)
.

Нехай
w(x, y) = C

— перший iнтеграл цiєї системи. Тодi загальний розв’язок рiвняння (521) мо-
жна записати у виглядi

u = F (w(x, y)), (523)

де F (ξ) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
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Знайдемо F (ξ). Пiдставимо вираз (523) у початкову умову (522):

φ(y) = F (w(0, y)).

Зробивши в цiй рiвностi замiну змiнних ξ = w(0, y) ⇔ y = ψ(ξ), отримаємо

F (ξ) = φ(ψ(ξ)).

Тодi розв’язок задачi (521), (522) можна записати у виглядi

u = φ(ψ(w(x, y))).

Контрольнi питання

1. Що таке iнтегральна поверхня рiвняння в частинних похiдних?
2. У чому полягає задача Кошi для майже лiнiйних рiвнянь з двома неза-

лежними змiнними?
3. У чому полягає задача Кошi для квазiлiнiйних рiвнянь з двома неза-

лежними змiнними?

Приклади розв’язування типових задач

1. Знайти розв’язок рiвняння

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0,

який задовольняє початкову умову

u = y2 + z2 при x = 1.

J Записуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

x
=
dy

y
=
dz

z
.

Знаходимо два незалежних перших iнтеграли:
x

y
= C1,

y

z
= C2.

Записуємо загальний розв’язок даного рiвняння в явному виглядi

u = F
(x
y
,
y

z

)
, (524)

де F (ξ, η) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд аргументiв
(ξ, η).
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Згiдно з початковою умовою, у (524) покладемо 1 замiсть x i y2+z2 замiсть
u:

y2 + z2 = F
(1
y
,
y

z

)
. (525)

Введемо замiну змiнних у (525)
ξ =

1

y

η =
y

z

⇒


y =

1

ξ

z =
1

ξη

⇒

F (ξ, η) =
1

ξ2
+

1

(ξη)2
. (526)

Звiдси, беручи ξ =
x

y
та η =

y

z
, на пiдставi (524) дiстанемо шуканий розв’язок:

u =
y2 + z2

x2
.

I
2. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2,

яка проходить через лiнiю
y = 1, z = x2.

J Запишемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

x
=

dy

−2y
=

dz

x2 + y2
. (527)

З перших двох спiввiдношень (527) знаходимо один з перших iнтегралiв
системи

x2y = C1.

Другий з перших iнтегралiв, знаходимо так:

2x dx+ 2y dy − 2 dz

2x2 − 4y2 − 2x2 − 2y2
=

dy

−2y
⇒ d(x2 + y2 − 2z) = 3y dy ⇒

x2 − 1

2
y2 − 2z = C2.

249



Отож, знайдено два незалежних перших iнтеграли

x2y = C1, x2 − 1

2
y2 − 2z = C2.

Параметризуємо лiнiю y = 1, z = x2:
x = τ

y = 1
z = τ 2.

Пiдставимо цi вираз у знайденi два перших незалежних iнтеграли τ 2 = C1

τ 2 − 1

2
− 2τ 2 = C2.

Виключивши iз даної системи змiнну t, одержуємо:

−1

2
− C1 = C2.

Пiдставивши x2y замiсть C1, x2 −
1

2
y2 − 2z замiсть C2, одержимо рiвняння,

що неявно задає шуканий розв’язок:

2x2(y + 1) = y2 + 4z − 1,

звiдки можна явне зображення розв’язку даної задачi

z =
1

4
(2x2(y + 1)− y2 + 1).

I

Завдання для самостiйної роботи

Аудиторнi завдання:
Знайти розв’язки рiвнянь, котрi задовольняють вказанi умови:

1190. ∂z
∂x + (2ex − y)∂z∂y = 0, z = y при x = 0;

1192. ∂u
∂x +

∂u
∂y + 2∂u

∂z = 0, u = yz при x = 1.
Знайти iнтегральну поверхню вказаного рiвняння, що проходить через да-

ну лiнiю:
1198. x∂z

∂x − y ∂z
∂y = z2(x− 3y), x = 1, yz + 1 = 0;

1204. x∂z
∂x − (xz + y)∂z∂y = z, x+ y = 2z, xz = 1.
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Домашнi завдання:
Знайти розв’язки рiвнянь, котрi задовольняють вказанi умови:

1189. x∂z
∂x − y ∂z

∂y = 0, z = 2x при y = 1;
1191. 2

√
x∂z
∂x − y ∂z

∂y = 0, z = y2 при x = 1;
1193. x∂u

∂x + y ∂u
∂y + xy ∂u

∂z = 0, u = x2 + y2 при z = 0.
Знайти iнтегральну поверхню вказаного рiвняння, що проходить через да-

ну лiнiю:
1196. x∂z

∂x + y ∂z
∂y = z − xy, x = 2, z = y2 + 1;

1206. x∂z
∂x + z ∂z∂y = y, y = 2x, x+ 2y = z;

1208. (x− z)∂z∂x + (y − z)∂z∂y = 2z, x− y = 2, z + 2x = 1;
1210. x∂z

∂x + y ∂z
∂y = 2xy, y = x, z = x2.

Вiдповiдi:
1190. z = yex − e2x + 1; 1192. u = (1− x+ y)(2− 2x+ z);
1198. 2xy + 1 = x+ 3y + z−1; 1204. xz = (xz − y − x+ 2z)2;
1189. z = 2xy; 1191. z = y2e2

√
x−2;

1193. u = (xy − 2z)

(
x

y
+
y

x

)
; 1196. (x+ 2y)2 = 2x(z + xy);

1198. 2xy + 1 = x+ 3y + z−1; 1206. x+ y + z = 0;
1208. (x − y)(3x + y + 4z) = 4z; 1210. z = xy + f(

y

x
), де f – довiльна

диференцiйована функцiя така, що f(1) = 0.
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Практичне заняття № 32
Контрольна робота № 7

Варiант № 1

1.
dx

x
=
dy

y
=

dz

2x2 + 2y2 + z
; 2.

dx

y − 3z
=
dy

y
=
dz

z
;

3. (y − z)
∂u

∂x
+ (z − x)

∂u

∂y
= x− y; 4. z

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ x

∂u

∂z
= 0;

5. x
∂z

∂x
+ ctg y

∂z

∂y
= z, z = 4x3, y = x;

6. 2z
∂u

∂x
+ (z − x)

∂u

∂y
+ x

∂u

∂z
= 0, u = 2x+ y при z = 0.
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