
Мiнiстерство освiти i науки України
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Кафедра математичної статистики i диференцiальних рiвнянь

Методичнi рекомендацiї
для проведення практичних занять

по курсу "Рiвняння математичної фiзики"

Автори: Бокало Микола Михайлович
Бокало Тарас Миколайович

Рекомендовано Вченою Радою
механiко-математичного факультету,
24.04.2024, протокол № 9

Львiв 2024



Програма курсу “ Рiвняння математичної фiзики ”

Спецiальностi: 111 Математика, 014 Освiта

Вступ

Тема 1. Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду майже лiнiйних
рiвнянь другого порядку. Метод характеристик знаходження розв’язкiв лiнiй-
них гiперболiчних рiвнянь з двома незалежними змiнними

1.1. Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду майже лiнiйних рiв-
нянь.

1.1.1. Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду майже лiнiйних рiвнянь у загальному
випадку.

1.1.2. Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду майже лiнiйних рiвнянь з двома
незалежними змiнними.

1.2. Метод характеристик знаходження розв’язкiв лiнiйних гiперболiчних
рiвнянь з двома незалежними змiнними.

1.2.1. Знаходження загальних розв’язкiв.
1.2.2. Знаходження розв’язкiв задачi Кошi.

Тема 2. Математичнi моделi природних процесiв

2.1. Математичнi моделi процесiв коливань.
2.1.1. Природнi процеси, вивчення яких приводить до задач для гiперболiчних рiвнянь.
2.1.1.1. Поперечнi коливання однорiдної струни.
2.1.1.2. Поздовжнi коливання однорiдного стержня.
2.1.1.3. Поперечнi коливання мембрани.
2.1.1.4. Поширення звукових хвиль.
2.1.2. Постановки задач для рiвняння коливань.

2.2. Математичнi моделi процесiв теплопровiдностi та дифузiї.
2.2.1. Природнi процеси, вивчення яких приводить до задач для параболiчних рiвнянь.
2.2.2. Постановки задач для рiвняння теплопровiдностi.

2.3. Математичнi моделi стацiонарних процесiв.
2.3.1. Природнi процеси, вивчення яких приводить до задач для елiптичних рiвнянь.
2.3.2. Постановки задач для рiвняння Пуассона (Лапласа).

2.4. Поняття коректностi задач для рiвнянь з частинними похiдними.

Тема 3. Задача Кошi для рiвнянь з частинними похiдними другого порядку

3.1. Задача Кошi для загальних лiнiйних рiвнянь другого порядку.
3.1.1. Постановка задачi Кошi. Характеристична поверхня (лiнiя).
3.1.2. Задача Кошi в класi аналiтичних функцiй. Теорема Кошi-Ковалевської.

3.2. Задача Кошi для рiвняння коливань.
3.2.1. Iснування розв’язку задачi Кошi для рiвняння коливань.
3.2.1.1. Формули Кiрхгофа, Пуассона та Д’Аламбера розв’язку задачi Кошi для одно-

рiдного рiвняння коливань.
3.2.1.2. Iснування розв’язку задачi Кошi для неоднорiдного рiвняння коливань. Прин-

цип Дюамеля.
3.2.2. Єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння коливань.

2



3.2.3. Неперервна залежнiсть вiд вхiдних даних розв’язку задачi Кошi для рiвняння
коливань.

3.3. Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi.
3.3.1. Принцип максимуму для розв’язкiв рiвняння теплопровiдностi.
3.3.1.1. Принцип максимуму для розв’язкiв рiвняння теплопровiдностi в обмеженiй

областi визначення.
3.3.1.2. Принцип максимуму для розв’язкiв рiвняння теплопровiдностi в необмеженiй

областi визначення.
3.3.2. Iснування розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi.
3.3.2.1. Фундаментальний розв’язок рiвняння теплопровiдностi.
3.3.2.2. Формула Пуассона розв’язку задачi Кошi для однорiдного рiвняння теплопро-

вiдностi.
3.3.2.3. Iснування розв’язку задачi Кошi для неоднорiдного рiвняння теплопровiдностi.
3.3.3. Єдинiсть та неперервна залежнiсть вiд вхiдних даних розв’язку задачi Кошi для

рiвняння теплопровiдностi.

Тема 4. Мiшанi задачi для рiвнянь гiперболiчного та параболiчного типiв

4.1. Мiшанi задачi для гiперболiчних рiвнянь.

4.1.1. Класичний розв’язок першої мiшаної задачi для однорiдного рiвняння коливання
струни.

4.1.1.1. Деякi факти з теорiї тригонометричних рядiв
4.1.1.2. Перша мiшана задача для однорiдного рiвняння коливання струни в класичнiй

постановцi.

4.1.2. Задача Кошi для диференцiально-операторних рiвнянь другого порядку.

4.1.2.1. Деякi поняття i факти з математичного та функцiонального аналiзу.
4.1.2.1.1. Вiдображення.
4.1.2.1.2. Лiнiйнi простори; норма в лiнiйному просторi; збiжнiсть послiдовностей в

нормованому лiнiйному просторi; банаховi простори.
4.1.2.1.3. Гiльбертовi простори.
4.1.2.1.4. Простори неперервних i неперервно диференцiйовних функцiй.
4.1.2.1.5. Простори iнтегровних функцiй.
4.1.2.1.6. Поняття узагальнених похiдних функцiй. Простори Соболєва.
4.1.2.1.7. Замкненi, самоспряженi, невiд’ємнi (додатнi) та компактнi лiнiйнi опера-

тори в гiльбертових просторах.
4.1.2.1.8. Простори векторних функцiй.

4.1.2.2. Коректнiсть задачi Кошi для диференцiально-операторних рiвнянь другого по-
рядку.

4.1.2.2.1. Сильний розв’язок задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння
другого порядку.

4.1.2.2.2. Слабкий розв’язок задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння
другого порядку.

4.1.3. Iснування, єдинiсть та неперервна залежнiсть вiд вхiдних даних узагальнених розв’яз-
кiв мiшаних задач для рiвняння коливань.

4.2. Мiшанi задачi для параболiчних рiвнянь.

4.2.1. Класичний розв’язок першої мiшаної задачi для однорiдного рiвняння теплопровiд-
ностi.

3



4.2.2. Задача Кошi для диференцiально-операторних рiвнянь першого порядку.
4.2.2.1. Сильний розв’язок задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння

першого порядку.
4.2.2.2. Слабкий розв’язок задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння

першого порядку.
4.2.3. Iснування, єдинiсть та неперервна залежнiсть вiд вихiдних даних узагальнених

розв’язкiв мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi.
4.2.4. Розв’язування задачi Кошi для диференцiального-операторного рiвняння з викори-

станням пiвгруп лiнiйних обмежених операторiв в гiльбертовому просторi.
4.2.5. Задача Кошi для загальних диференцiально-операторних рiвнянь.

Тема 5. Крайовi задачi для рiвнянь елiптичного типу. Гармонiчнi функцiї

5.1. Крайовi задачi для рiвнянь елiптичного типу.

5.1.1. Операторнi рiвняння.

5.1.2. Регулярнi крайовi задачi для диференцiально-операторних рiвнянь.
5.1.2.1. Крайова задача для рiвняння типу "рiвняння Пуассона".
5.1.2.2. Крайова задача для рiвняння типу "рiвняння коливання струни".
5.1.3. Сингулярнi крайовi задачi.

5.2. Гармонiчнi функцiї та їх застосування.
5.2.1. Фундаментальний розв’язок рiвняння Лапласа.
5.2.2. Перша i друга формули Грiна.
5.2.3. Властивостi гармонiчних функцiй.
5.2.3.1. Iнтегральне зображення гармонiчної функцiї.
5.2.3.2. Нескiнченна диференцiйовнiсть гармонiчної функцiї.
5.2.3.3. Iнтеграл по замкненiй поверхнi вiд нормальної похiдної гармонiчної функцiї.
5.2.3.4. Теорема про середнє значення гармонiчної функцiї на сферi та кулi.
5.2.3.5. Принцип екстремуму для гармонiчної функцiї.
5.2.3.6. Усувнi iзольованi особливi точки гармонiчної функцiї.
5.2.3.7. Перетворення Кельвiна гармонiчних функцiй.
5.2.3.8. Поведiнка на нескiнченностi регулярної гармонiчної функцiї та її градiєнта.

5.2.4. Застосування властивостей гармонiчних функцiй для дослiдження крайових задач
для елiптичних рiвнянь.

5.2.4.1. Знаходження розв’язкiв задач Дiрiхле та Неймана для рiвняння Лапласа за
допомогою функцiї Грiна.

5.2.4.2. Єдинiсть та неперервна залежнiсть вiд вихiдних даних розв’язкiв задач Дiрiхле
та Неймана для рiвняння Пуассона (Лапласа).

Тема 6. Методи iнтегральних перетворень розв’язування задач для гiпербо-
лiчних та параболiчних рiвнянь.

6.1. Дискретнi iнтегральнi перетворення та їх застосування.
6.2. Перетворення Фур’є та його застосування.
6.3. Перетворення Лапласа та його застосування.

Тема 7. Теорiя потенцiалiв для елiптичних рiвнянь.

7.1. Поняття та властивостi об’ємного та поверхневих потенцiалiв.
7.1.1. Поняття та властивостi об’ємного потенцiалу.
7.1.2. Поняття та властивостi потенцiалу подвiйного шару.
7.1.3. Поняття та властивостi потенцiалу простого шару.

4



7.2. Зведення крайових задач для рiвняння Лапласа до iнтегральних рiв-
нянь та їх дослiдження.

7.2.1. Основи теорiї iнтегральних рiвнянь Фредгольма 2-го роду.
7.2.2. Зведення крайових задач для рiвняння Лапласа до iнтегральних рiвнянь.
7.2.3. Дослiдження на розв’язнiсть iнтегральних рiвнянь, до яких зводяться крайовi задачi

для рiвняння Лапласа.

Лiтература
1. С.Д. Iвасишен, В.П. Лавренчук, Т.I. Готинчан, Л.М. Мельничук. Рiвняння матема-

тичної фiзики: основнi методи, приклади, задачi // Чернiвцi, 2016.
2. В.Г. Самойленко, I.М. Конет. Рiвняння математичної фiзики // Київ: КНУ, 2014.
3. М.О. Перестюк, В.В. Маринець. Теорiя рiвнянь математичної фiзики // Київ: Ли-

бiдь, 1993.
4. О.М. Бугрiй. Методичнi рекомендацiї до вивчення курсу "Рiвняння математичної

фiзики"// Львiв: ЛНУ, 2008.
5. Н.В. Пабирiвська. Збiрник задач з рiвнянь у частинних похiдних // Львiв: ЛНУ,

2005.

5



Вступ
Природнi процеси описують, як правило, функцiйною залежнiстю мiж певною кiлькiстю
змiнних. Виходячи з умов процесу, для знаходження цих функцiй ми отримуємо певнi ма-
тематичнi спiввiдношення, якi називають математичною моделлю цього процесу. Якщо
процес описується функцiями однiєї змiнної, то його математичну модель ми одержуємо
у виглядi певних задач для звичайних диференцiальних рiвнянь. Якщо ж процес опи-
сується функцiями вiд двох або бiльшого числа змiнних, то математичне моделювання
приводить до диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними або, коротше, рiвнянь з
частинними похiдними. Вивчення математичних моделей, якi являють собою певнi за-
дачi для рiвнянь з частинними похiдними другого порядку, є змiстом курсу "Рiвняння
математичної фiзики".

Сформулюємо деякi основнi поняття i означення. Нехай n – довiльне натуральне чи-
сло, яке бiльше за 1, а Rn – n-вимiрний арифметичний простiр, тобто лiнiйний простiр
складений з впорядкованих наборiв x = (x1, ..., xn) дiйсних чисел, |x| =

√
|x1|2 + ...+ |xn|2

– норма елемента x. Далi всюди вважаємо, що Ω – область (тобто вiдкрита i зв’язна мно-
жина) в Rn.

Означення 0.1. Рiвнянням з частинними похiдними (РЧП) називають спiввiдношення
вигляду

F
(
x1, ..., xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
, ...,

∂k1+...+knu

∂xk11 ...∂x
kn
n

, ...
)
= 0, (1)

яке зв’язує n > 2 незалежних змiнних x = (x1, ..., xn), значення яких пробiгають деяку
область Ω простору Rn, невiдому функцiю u вiд цих змiнних та її похiднi до певного
порядку.

Найвищий з порядкiв похiдних, що входять в рiвняння (1), називають порядком цього
рiвняння.

Класичним розв’язком рiвняння (1) називають функцiю u(x), x ∈ Ω, якщо вона має
неперервнi частиннi похiднi, яких вимагає рiвняння, i при пiдстановцi в рiвняння пере-
творює його в тотожнiсть.

В даному курсi розглядатимуться тiльки рiвняння з частинними похiдними другого
порядку. Серед них розрiзняють такi класи: лiнiйнi, майже лiнiйнi та квазiлiнiйнi рiвняння.

Лiнiйним називають рiвняння вигляду

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi
+ a0(x)u = f(x), x ∈ Ω, (2)

де a0, ai, aij = aji, i, j = 1, n, – коефiцiєнти, а f – вiльний член рiвняння, якi заданi в
деякiй областi Ω простору Rn, u – невiдома функцiя.

До класу майже лiнiйних входять рiвняння вигляду

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ Φ(x, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0, x ∈ Ω. (3)

Рiвняння (1) називають квазiлiнiйним, якщо воно має вигляд

n∑
i,j=1

aij
(
x, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn

) ∂2u

∂xi∂xj
+ Φ(x, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0, x ∈ Ω. (4)
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Лiнiйнi рiвняння, очевидно, є частковим випадком майже лiнiйних, а майже лiнiйнi –
частковим випадком квазiлiнiйних. Рiвняння, якi не належать до жодного з вказаних кла-
сiв, називають сильно нелiнiйними. Далi, в основному, розглядатимемо лiнiйнi рiвняння.

Вправи для самостiйної роботи

1. Визначити, до якого класу: лiнiйних, майже лiнiйних, квазiлiнiйних чи сильно нелiнiй-
них належать данi рiвняння:

а) (sinxy + 1)uxx − 2(x+ y)uxy + eyuyy − 2ux + uy = x cos y;
б) (tg u

y
+ 1)uxx − 2(u3 + y)uxy + eyuyy − 2u2x + uy = x cos y;

в) x2uxx − 2(cos(x+ y)− 1)uxy + ey(ctgx+ y)uyy − 2 sin(ux + uy) = x cos(uy);
г) sin(uxx)− 2(x+ y)euuxy + eyuyy − tg (2ux) + (uy)

3 = x cos y;
д) (sin x

y
+ xy)uxx − 2(x+ tg y)uxy + (cos y + 1)uyy − 2ux + uy = x cos y.

Вiдповiдi:

1. a) лiнiйне; б) квазiлiнiйне; в) майже лiнiйне; г) сильно нелiнiйне; д) лiнiйне.
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Практичне заняття № 1

1 Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду
майже лiнiйних рiвнянь у загальному випадку

I. Довiдкова iнформацiя
Нехай n > 2 — довiльне натуральне число, x = (x1, ..., xn) —- точка простору Rn.

Розглянемо рiвняння з частинними похiдними другого порядку
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f(x), (5)

де a0, ai, aij = aji, i, j = 1, n, — сталi коефiцiєнти, а f — вiльний член рiвняння, який
заданий в Rn, а u — невiдома функцiя.

Виникає питання: як знайти таку (невироджену) замiну незалежних змiнних, при якiй
рiвняння (5) матиме найпростiший (канонiчний) вигляд? Вiдповiдь отримаємо в два етапи.
1 етап. Спочатку розглядаємо квадратичну форму

S(t) :=
n∑

i,j=1

aijtitj, t = (t1, ..., tn)
⊤ ∈ Rn. (6)

Нехай стала матриця P :=

p11 ... p1n
... ... ...
pn1 ... pnn

 така, що при замiнi змiнних

ti =
n∑
k=1

pikτk, i = 1, n, ⇐⇒

t1...
tn

 =

p11 ... p1n
... ... ...
pn1 ... pnn

τ1...
τn

 ⇐⇒ t = Pτ,

t = (t1, ..., tn)
⊤ ∈ Rn, τ = (τ1, ..., τn)

⊤ ∈ Rn, (7)

форма S(t) переходить у форму S̃(τ) канонiчного вигляду

S̃(τ) :=
n∑
k=1

γkτ
2
k , τ = (τ1, . . . , τn)

⊤ ∈ Rn, (8)

де γk ∈ {−1, 0, 1} (як випливає iз закону iнерцiї для квадратичних форм, кiлькiсть
коефiцiєнтiв γk, якi дорiвнюють 1, i кiлькiсть коефiцiєнтiв γk, якi дорiвнюють −1, не
залежать вiд перетворення).
2 етап. Робимо в рiвняннi (5) замiну змiнних

ξk =
n∑
i=1

pikxi, k = 1, n, ⇐⇒

ξ1...
ξn

 =

p11 ... pn1
... ... ...
p1n ... pnn

x1...
xn

 ⇐⇒ ξ = P⊤x, (9)

де P⊤ — транспонована по вiдношенню до P матриця. У результатi цього рiвняння (5)
переходить в рiвняння канонiчного вигляду

n∑
k=1

γk
∂2ũ

∂ξk∂ξk
+

n∑
i=1

âi
∂ũ

∂xi
+ â0ũ = f̂(ξ), (10)

де γk тi ж самi, що в (8).
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Залежно вiд значень γk у рiвняннi (10) або, що те саме, у формi (8) кажуть, що рiвняння
(5) в точцi x0 є
а) елiптичним, якщо всi коефiцiєнти γk вiдмiннi вiд нуля i однакового знаку, тобто γk =
1, k = 1, n, або γk = −1, k = 1, n.
б) гiперболiчним, якщо всi коефiцiєнти γk вiдмiннi вiд нуля i один з них має протилежний
знак до всiх iнших, тобто (з точнiстю до нумерацiї змiнних τk) маємо γ1 = 1, γk = −1, k =
2, n, або γ1 = −1, γk = 1, k = 2, n;
в) параболiчним, якщо один з коефiцiєнтiв γk дорiвнює нулевi, а решта — вiдмiннi вiд нуля
i одного знаку, тобто (з точнiстю до нумерацiї змiнних τk) маємо γ1 = 0, γk = 1, k = 2, n,
або γ1 = 0, γk = −1, k = 2, n;
г) безтипним в iнших випадках.

Якщо рiвняння (5) є елiптичним, або гiперболiчним, або параболiчним, або безтипним
в кожнiй точцi областi Ω, то його називають вiдповiдно елiптичним, гiперболiчним, пара-
болiчним або безтипним рiвнянням в областi Ω.

Увага! Для зведення квадратичної форми до канонiчного вигляду використовують
рiзнi методи, але найпоширенiшим з них є метод видiлення повних квадратiв. Опишемо
його.

Нехай

S(t) :=
n∑

i,j=1

aijtitj, t = (t1, . . . , tn)
⊤ ∈ Rn,

— довiльна квадратична форма, aij = aji = const, i, j = 1, n. Можливi такi два випадки:
1) aii = 0 для всiх i ∈ {1, ..., n}.
2) aii ̸= 0 хоча б одного значення i ∈ {1, . . . , n};

Розглянемо перший випадок. Вiн легко зводиться до другого так. Оскiльки квадрати-
чна форма ненульова, то iснує хоча би один з її коефiцiєнтiв вiдмiнний вiд нуля. Припу-
стимо, не зменшуючи загальностi, що a12 ̸= 0. Зробимо замiну змiнних

t1 = α1 − α2, t2 = α1 + α1, ti = αi, i = 3, ..., n.

У результатi приходимо до квадратичної форми, в якiй є вiдмiнний вiд нуля коефiцiєнт
при квадратi змiнної. А далi робимо так, як в другому випадку.

Розглянемо другий випадок. Не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що a11 ̸= 0. Ви-
пишемо всi члени нашої квадратичної форми, якi мiстять змiнну t1, i видiлимо повний
квадрат за правилом

a11t
2
1 + 2a12t1t2 + ...+ 2a1nt1tn =

=
1

a11
[a11t1 + a12t2 + ...+ a1ntn]

2 −
n∑

i,j=2

a′ijtitj.

Пiдставивши отриманий вираз у вихiдну форму i спростивши подiбнi члени, прийдемо до
зображення вихiдної форми у виглядi

S(t) =
1

a11
[a11t1 + a12t2 + ...+ a1ntn]

2 +
n∑

i,j=2

a′′ijtitj.

Тепер зауважимо, що вираз
n∑

i,j=2

a′′ijtitj являє собою квадратичну форму вiд n − 1 (або

менше) змiнних. Перетворивши цю форму аналогiчно вихiднiй, отримаємо зображення
вихiдної квадратичної форми у виглядi суми двох квадратiв лiнiйних виразiв вiд змiнних
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t1, ..., tn i квадратичної форми вiд n − 2 (або менше) змiнних. Продовжуючи дiяти ана-
логiчно, через скiнченну кiлькiсть крокiв прийдемо до зображення вихiдної квадратичної
форми у виглядi суми квадратiв лiнiйних виразiв вiд змiнних t1, ..., tn:

S(t) =
n∑
k=1

λk[bk1t1 + bk2t2 + ...+ bkntn]
2,

де для деяких k може бути λk = 0, але якщо λk ̸= 0, то хоча би для одного значення j
коефiцiєнт bkj ̸= 0. Зробимо замiну змiнних

τk =

{√
|λk|(bk1t1 + bk2t2 + ...+ bkntn), якщо λk ̸= 0,

tk, якщо λk = 0,
k = 1, ..., n.

У результатi приходимо до канонiчного вигляду (8), де γk = 1, якщо λk > 0, γk = −1,
якщо λk < 0, i γk = 0, якщо λk = 0.

II. Розв’язування типових прикладiв

Приклад 1.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

4uxx + 4uxy + 2uyz − uzz + uz − u = y.

Розв’язування.
1-ий етап. Випишемо вiдповiдну даному рiвнянню квадратичну форму

S(t) := 4t21 + 4t1t2 + 2t2t3 − t23, t := (t1, t2, t3)
⊤ ∈ R3.

Зведемо її до канонiчного вигляду методом видiлення повних квадратiв. Оскiльки коефi-
цiєнт при t21 вiдмiнний вiд нуля, то випишемо всi члени, якi мiстять змiнну t1, i видiлимо
повний квадрат за вказаним вище правилом

4t21 + 4t1t2 =
1

4
(4t1 + 2t2)

2 − t22.

Пiдставимо отриманий вираз у вихiдну форму:

S(t) =
1

4
(4t1 + 2t2)

2 − t22 + 2t2t3 − t23.

Тепер перетворимо аналогiчним чином суму членiв даної форми, якi мiстять змiнну t2:

−t22 + 2t2t3 = −(−t2 + t3)
2 + t23.

У результатi вказаних перетворень отримаємо вираз вихiдної квадратичної форми у ви-
глядi

S(t) =
1

4
(4t1 + 2t2)

2 − (−t2 + t3)
2 = (2t1 + t2)

2 − (t2 − t3)
2.

Зробимо замiну змiнних 
τ1 = 2t1 + t2

τ2 = t2 − t3

τ3 = t3

.
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Тодi S(t) = S̃(τ), τ := (τ1, τ2, τ3)
⊤ ∈ R3, де

S̃(τ) := τ 21 − τ 22 .

Форма S̃(τ) є канонiчним виглядом вихiдної форми S(t). Отже, дане рiвняння є безтипним.
Приведемо його до канонiчного вигляду. Для знаходження вiдповiдної замiни виразимо
"старi"змiннi t через "новi"змiннi τ :

t1 =
1
2
τ1 − 1

2
τ2 − 1

2
τ3

t2 = τ2 + τ3

t3 = τ3

⇐⇒

t1t2
t3

 =

1
2

−1
2

−1
2

0 1 1
0 0 1

τ1τ2
τ3

 .

Отже,

P =

1
2

−1
2

−1
2

0 1 1
0 0 1

 ⇒ P⊤ =

 1
2

0 0
−1

2
1 0

−1
2

1 1

 ,

2-ий етап. Потрiбну замiну змiнних у вихiдному рiвняннi ("новi"змiннi (ξ, η, ζ)⊤ вира-
жаються через "старi"змiннi (x, y, z)⊤)) маємо у виглядiξη

ζ

 = P⊤

xy
z

 ≡

 1/2 0 0
−1/2 1 0
−1/2 1 1

xy
z

 ⇐⇒


ξ = 1/2x

η = −1/2x+ y

ζ = −1/2x+ y + z

.

Далi використаємо позначення

∂ξ :=
∂

∂ξ
, ∂η :=

∂

∂η
, ∂ζ :=

∂

∂ζ
,

∂2ξξ := ∂ξ∂ξ =
∂2

∂ξ∂ξ
, ∂2ηη := ∂η∂η =

∂2

∂η∂η
, ∂2ζζ := ∂ζ∂ζ =

∂2

∂ζ∂ζ
,

∂2ξη := ∂ξ∂η =
∂2

∂ξ∂η
, ∂2ξζ := ∂ξ∂ζ =

∂2

∂ξ∂ζ
, ∂2ηζ := ∂η∂ζ =

∂2

∂η∂ζ
,

а також формулу

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc, a, b, c ∈ R.

Тодi

− 1
∣∣u(x, y, z) = ũ(ξ, η, ζ),

+ 0
∣∣ux = ũξ ·

1

2
+ ũη · (−

1

2
) + ũζ · (−

1

2
) =

(1
2
∂ξ −

1

2
∂η −

1

2
∂ζ
)
ũ,

+ 0
∣∣uy = ũη + ũζ =

(
∂η + ∂ζ)ũ,

+ 1
∣∣uz = ∂ζ ũ,

+ 4
∣∣uxx = (1

2
∂ξ −

1

2
∂η −

1

2
∂ζ
)2
ũ =

1

4
ũξξ +

1

4
ũηη +

1

4
ũζζ −

1

2
ũξη −

1

2
ũξζ +

1

2
ũηζ ,

− 1
∣∣uzz = ∂ζ∂ζ ũ = ũζζ ,

+ 4
∣∣uxy = (1

2
∂ξ −

1

2
∂η −

1

2
∂ζ
)(
∂η + ∂ζ)ũ =

1

2
ũξη −

1

2
ũηη −

1

2
ũηζ +

1

2
ũξζ −

1

2
ũηζ −

1

2
ũζζ ,

+ 2
∣∣uyz = (∂η + ∂ζ)∂ζ ũ = ũηζ + ũζζ .
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Пiдставимо вирази похiдних функцiї u у вихiдне рiвняння:

ũξξ · [4 ·
1

4
] + ũηη · [4 ·

1

4
+ 4(−1

2
)] + ũζζ · [4 ·

1

4
+ 4 · (−1

2
)+ 2 · 1+ (−1) · 1] + ũξη · [4(−

1

2
)+ 4 · 1

2
]+

+ũξζ · [4 · (−
1

2
)+ 4 · 1

2
]+ ũηζ · [4 ·

1

2
+ 4 · (−1

2
)] + ũξ · [0] + ũξ · [0] + ũζ · [1 · 1]+ ũ · [−1 · 1] = ξ+ η.

Пiсля спрощення прийдемо до канонiчного вигляду заданого рiвняння:

ũξξ − ũηη + ũζ − ũ = ξ + η.

�

Приклад 2.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx + uyy + 2uzz − 2uxz − 2uyz + ux − 2uz = 0.

Розв’язування.
1-ий етап. Випишемо вiдповiдну даному рiвнянню квадратичну форму

S(t) = t21 + t22 + 2t23 − 2t1t3 − 2t2t3, t = (t1, t2, t3) ∈ R3.

i зведемо її до канонiчного вигляду методом видiлення повних квадратiв.
Врахувавши, що коефiцiєнт при t21 вiдмiнний вiд нуля, випишемо всi члени, якi мiстять

змiнну t1, i видiлимо повний квадрат за вказаним вище правилом:

t21 − 2t1t3 = (t1 − t3)
2 − t23.

Отриманий вираз пiдставимо у вихiдну форму:

S(t) = (t1 − t3)
2 + t22 + t23 − 2t2t3.

Тепер, оскiльки коефiцiєнт при t22 вiдмiнний вiд нуля, перетворимо аналогiчним чином
суму членiв даної форми, якi мiстять змiнну t2:

t22 − 2t2t3 = (t2 − t3)
2 − t23.

У результатi вказаних перетворень отримаємо вираз форми S(t) виглядi

S(t) = (t1 − t3)
2 + (t2 − t3)

2.

Зробимо замiну змiнних: 
τ1 = t1 − t3

τ2 = t2 − t3

τ3 = t3

.

Тодi S(t) = S̃(τ), де
S̃(τ) = τ 21 + τ 22 , τ = (τ1, τ2, τ3) ∈ R3.

Це означає, що дане рiвняння є параболiчним. Виразимо "старi"змiннi t через "новi"τ :
t1 = τ1 + τ3

t2 = τ2 + τ3

t3 = τ3

.
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Отже, маємо

P =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

 ⇒ P⊤ =

 1 0 0
0 1 0
1 1 1

 .

2-ий етап. Отож, в рiвняннi робимо замiну змiннихξη
ζ

 =

 1 0 0
0 1 0
1 1 1

xy
z

 ⇐⇒


ξ = x

η = y

ζ = x+ y + z

.

Тодi, оскiльки u(x, y, z) = ũ(ξ, η, ζ), то

+ 1| ux = ũξ · 1 + ũζ · 1,
+ 0| uy = ũη · 1 + ũζ · 1,
− 2| uz = ũζ · 1,
+ 1| uxx = ũξξ + 2ũξζ + ũζζ ,

+ 1| uyy = ũηη + 2ũηζ + ũζζ ,

+ 2| uzz = ũζζ ,

− 2| uxz = ũξζ + ũζζ ,

− 2| uyz = ũηζ + ũζζ .

Пiдставивши цi вирази в рiвняння, отримаємо

ũξξ · [1] + ũηη · [1] + ũζζ · [1 + 1 + 2− 2− 2] + ũξη · [0] + ũξζ · [2− 2] + ũηζ · [2− 2]+

+ũξ · [1] + ũη · [0] + ũζ · [1− 2] = 0,

звiдки маємо
ũξξ + ũηη + ũξ − ũζ = 0

- канонiчний вигляд заданого рiвняння. �

Приклад 3.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxy + 2uyz + uz − u = x+ y.

Розв’язування.
1-ий етап. Випишемо вiдповiдну даному рiвнянню квадратичну форму

S(t) := t1t2 + 2t2t3, t := (t1, t2, t3)
⊤ ∈ R3.

Перш нiж видiляти повнi квадрати, зробимо в цiй формi замiну змiнних
t1 = α1 − α2

t2 = α1 + α2

t3 = α3

.
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У результатi отримаємо S(t) = Ŝ(α), де

Ŝ(α) := α2
1 − α2

2 + 2α1α3 + 2α2α3, α := (α1, α2, α3)
⊤ ∈ R3.

Оскiльки коефiцiєнт при α2
1 вiдмiнний вiд нуля, то випишемо всi члени, якi мiстять змiнну

α1, i видiлимо повний квадрат за вказаним у зауваженнi 1.3 правилом:

α2
1 + 2α1α3 = (α1 + α3)

2 − α2
3.

Пiдставимо отриманий вираз у форму Ŝ(α):

Ŝ(α) = (α1 + α3)
2 − α2

2 + 2α2α3 − α2
3.

Тепер перетворимо аналогiчним чином суму членiв даної форми, якi мiстять змiнну α2:

−α2
2 + 2α2α3 = −(−α2 + α3)

2 + α2
3.

В результатi отримаємо
Ŝ(α) = (α1 + α3)− (−α2 + α3)

2.

Зробимо замiну змiнних


τ1 = α1 + α3

τ2 = −α2 + α3

τ3 = α3

.

Тодi S(t) = S̃(τ), де
S̃(τ) = τ 21 − τ 22 , τ := (τ1, τ2, τ3)

⊤ ∈ R3.

Форма S̃(τ) є канонiчним виглядом форми S(t). Отже, дане рiвняння є безтипним. При-
ведемо його до канонiчного вигляду. Для знаходження вiдповiдної замiни виразимо "ста-
рi"змiннi t через "новi"τ (виразивши спочатку змiннi α через змiннi τ i пiдставивши їх у
спiввiдношення мiж змiнними α i t):

t1 = τ1 + τ2 − 2τ3

t2 = τ1 − τ2

t3 = τ3,

⇐⇒

t1t2
t3

 =

1 1 −2
1 −1 0
0 0 1

τ1τ2
τ3

 .

Отже, маємо

P =

1 1 −2
1 −1 0
0 0 1

⇒ P⊤ =

 1 1 0
1 −1 0
−2 0 1

 .

2-ий етап. Потрiбна замiна змiнних у вихiдному рiвняннi ("новi"змiннi (ξ, η, ζ)⊤ вира-
жаються через "старi"(x, y, z)⊤) має виглядξη

ζ

 = P⊤

xy
z

 ≡

 1 1 0
−1 1 0
−2 0 1

xy
z

 ⇐⇒


ξ = x+ y

η = −x+ y

ζ = −2x+ z

.

Обчисливши похiднi i пiдставивши їх вирази у вихiдне рiвняння, пiсля спрощення при-
йдемо до канонiчного вигляду

uξξ − uηη + uζ − u = ξ.

�
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III. Вправи для самостiйної роботи

1. Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння (загальний випадок):

a) uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz = 0;

б) uxy + uxz + uyz − ux + uy = 0;

в) uxx − 2uxy − 2uxz + 3uyy − 2uyz + 3uzz − 8u = 0;

г) uxx + 4uxy + 2uxz + 4uyy + 4uyz + uzz + 2u = 0;

Вiдповiдi:

1. a) ũξξ + ũηη + ũζζ = 0; ξ = x, η = −x+ y, ζ = 2x− 2y + z;
б) ũξξ − ũηη − uζζ + 2ũη = 0; ξ = x+ y, η = −x+ y, ζ = −x− y + z;
в) ũηη + uζζ − 8ũ = 0; ξ = x+ 1

2
y + 1

2
z, η = −1

2
(y + z), ζ = 1

2
√
2
(y − z);

г) ũξξ + 2ũ = 0; ξ = x, η = −2x+ y, ζ = −x+ z.
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Практичне заняття № 2

2 Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду
майже лiнiйних рiвнянь з двома незалежними
змiнними. Метод характеристик знаходження

розв’язкiв лiнiйних гiперболiчних рiвнянь з двома
незалежними змiнними.

Частина I: Класифiкацiя i зведення до канонiчного вигляду майже
лiнiйних рiвнянь з двома незалежними змiнними

I. Довiдкова iнформацiя

Розглянемо майже лiнiйне рiвняння з двома незалежними змiнними

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + Φ(x, y, u, ux, uy) = 0, (x, y) ∈ Ω. (11)

Вважатимемо, що Ω — область в R2, a, b, c ∈ C1(Ω), |a|+ |b|+ |c| > 0 на Ω.
Виявляється, що класифiкацiя рiвнянь вигляду (11) за типом залежить вiд значення

виразу
∆(x, y) = b2(x, y)− a(x, y) c(x, y), (x, y) ∈ Ω,

який називають дискримiнантом рiвняння (11).
Якщо або ∆(x, y) > 0, або ∆(x, y) = 0, або ∆(x, y) < 0 у всiх точках (x, y) множини

Ω0 ⊂ Ω, то рiвняння (11) є вiдповiдно гiперболiчним або параболiчним, або елiптичним
на Ω0.

Виявляється, що для кожного типу рiвняння (11) можна знайти таке перетворення
незалежних змiнних, яке приводить його до канонiчного вигляду не тiльки в окремо взятiй
точцi областi Ω, але i зразу в деякiй пiдобластi Ω0 областi Ω, де рiвняння зберiгає тип.

Покажемо це. Спочатку зробимо таке загальне зауваження. Нехай (ξ, η) — новi неза-
лежнi змiннi, якi пов’язанi з (x, y) спiввiдношеннями

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), (x, y) ∈ Ω0, (ξ, η) ∈ Ω̃0, (12)

де ξ, η ∈ C2(Ω0),

∣∣∣∣ξx ηx
ξy ηy

∣∣∣∣ ̸= 0 на Ω0.

Виконаємо замiну змiнних змiнних (12) в рiвняннi (11). Маємо

u(x, y) = u(x(ξ, η), y(ξ, η)) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), (x, y) ∈ Ω0, (ξ, η) ∈ Ω̃0.

Тодi

ux = ũξ ξx + ũη ηx,

uy = ũξ ξy + ũη ηy,

uxx = ũξξ (ξx)
2 + 2uξη ξxηx + ũηη (ηx)

2 + ũξ ξxx + ũη ηxx,

uxy = ũξξ ξxξy + ũξη (ξxηy + ξyηx) + ũηη ηxηy + ũξ ξxy + ũη ηxy,

uyy = ũξξ (ξy)
2 + 2ũξη ξyηy + ũηη (ηy)

2 + ũξ ξyy + ũη ηyy.
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Пiдставивши знайденi вирази похiдних функцiї u в рiвняння (11), отримаємо

ã(ξ, η) ũξξ + 2b̃(ξ, η) ũξη + c̃(ξ, η) ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0, (13)

де

ã = a (ξx)
2 + 2 b ξx ξy + c (ξy)

2,

b̃ = a ξx ηx + b (ξx ηy + ξy ηx) + c ξy ηy,

c̃ = a (ηx)
2 + 2 b ηx ηy + c (ηy)

2,

а Φ(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) — об’єднання всiх членiв, якi не мiстять похiдних другого порядку вiд ũ.
Виявляється, що можна вибрати замiну змiнних (19) залежно вiд знаку ∆ таку, при

якiй рiвняння (13) матиме канонiчний вигляд в Ω0. Для цього розглядаємо рiвняння

a(x, y)dy2 − 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (14)

яке називають характеристичним рiвнянням для рiвняння (11), а лiнiю, задану рiвнян-
ням

ω(x, y) = C, (15)

де C — довiльна стала, а ω(x, y), (x, y) ∈ Ω0, — перший iнтеграл рiвняння (14), називають
характеристикою або характеристичною лiнiєю.

Тепер вкажемо замiну незалежних змiнних в рiвняннi (11), при якiй воно матиме ка-
нонiчний вигляд в усiй областi Ω0.

1) Нехай рiвняння (11) гiперболiчне, тобто ∆(x, y) > 0, (x, y) ∈ Ω0, i або a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈
Ω0, або c(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0. Якщо a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, то рiвняння (14) розв’язуємо
як "квадратне рiвняння щодо dy" i отримуємо сукупнiсть рiвнянь

dy =
b±

√
∆

a
dx,

яка рiвносильна рiвнянню (14). Цю сукупнiсть можна записати у виглядi[
a dy − (b+

√
∆)dx = 0,

a dy − (b−
√
∆)dx = 0.

Аналогiчно, якщо c(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, то рiвняння (14) розв’язуємо як "квадратне
рiвняння вiдносно dx" i отримуємо сукупнiсть рiвнянь[

c dx− (b+
√
∆)dy = 0,

c dx− (b−
√
∆)dy = 0.

Нехай, для визначеностi, a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, i маємо першу сукупнiсть рiвнянь. Зна-
йдемо першi iнтеграли кожного з цих рiвнянь:

ω1(x, y) = C, ω2(x, y) = C

i зробимо замiну змiнних
ξ = ω1(x, y), η = ω2(x, y).

Тодi в рiвняннi (13) маємо ã(ξ, η) = 0, c̃(ξ, η) = 0, b̃(ξ, η) ̸= 0 для всiх (ξ, η) ∈ Ω̃0. Отже,
подiливши рiвняння (13) на b̃, прийдемо до рiвняння

ũξη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0. (16)
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Додаткова замiна ξ = α− β, η = α + β зводить отримане рiвняння до рiвняння

ûαα − ûββ + Φ̂(α, β, û, ûα, ûβ) = 0.

Це є канонiчний вигляд рiвняння гiперболiчного типу згiдно з класифiкацiєю, даною у
попередньому пунктi. Але у випадку двох незалежних змiнних канонiчним виглядом рiв-
няння гiперболiчного типу частiше називають рiвняння (16).

2) Нехай рiвняння (11) параболiчне, тобто ∆(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω0, i або a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈
Ω0, або c(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0. Тодi, якщо a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, то розв’язуючи рiвняння
(14) як "квадратне рiвняння вiдносно dy"отримаємо рiвносильне йому рiвняння

a dy − b dx = 0.

Аналогiчно, якщо c(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, то, розв’язуючи рiвняння (14) як "квадратне
рiвняння вiдносно dx" , отримуємо рiвносильне рiвнянню (14) рiвняння

c dx− b dy = 0.

Нехай (для визначеностi) a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, i маємо перше рiвняння. Знайдемо пер-
ший iнтеграл цього рiвняння

ω(x, y) = C.

Зробимо замiну змiнних
ξ = ω(x, y), η = η(x, y),

де η — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя така, що
∣∣∣∣ωx ηx
ωy ηy

∣∣∣∣ ̸= 0 на Ω0, тобто

функцiї η i ω є незалежними. Тодi маємо ã(ξ, η) = 0, b̃(ξ, η) = 0 i c̃(ξ, η) ̸= 0 для всiх
(ξ, η) ∈ Ω̃0. Отже, подiливши рiвняння (13) на c̃, прийдемо до рiвняння

ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Це є канонiчний вигляд рiвняння параболiчного типу.

3) Нехай рiвняння (11) елiптичне, тобто ∆(x, y) < 0, (x, y) ∈ Ω0. Тодi рiвняння (14)
рiвносильне сукупностi комплексно спряжених рiвнянь

a dy − (b± i
√
−∆) dx = 0,

якщо a(x, y) ̸= 0 (рiвняння (14) розв’язуємо як "квадратне рiвняння щодо dy"̇), або

c dx− (b± i
√
−∆) dy = 0,

якщо c(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, (рiвняння (14) розв’язуємо як "квадратне вiдносно dx").
Нехай, для визначеностi, a(x, y) ̸= 0, (x, y) ∈ Ω0, i маємо першу сукупнiсть рiвнянь.

Знайдемо їх першi iнтеграли:

ω1(x, y)± iω2(x, y) = C

(вони є комплексно спряженими). Тодi виберемо замiну змiнних

ξ = ω1(x, y), η = ω2(x, y) (або η = −ω2(x, y)).

У результатi в рiвняннi (14) матимемо ã(ξ, η) = c̃(ξ, η) ̸= 0 i b̃(ξ, η) = 0 для всiх (ξ, η) ∈ Ω̃0.
Отже, подiливши рiвняння (13) на ã(ξ, η) = c̃(ξ, η), отримаємо рiвняння

ũξξ + ũηη + Φ̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Це є канонiчний вигляд рiвняння елiптичного типу.
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Висновок. Щоб звести рiвняння (11) до канонiчного вигляду, потрiбно виконати такi
операцiї:

• скласти дискримiнант ∆ i визначити тип рiвняння;
• скласти характеристичне рiвняння i знайти його першi iнтеграли;
• виконати вiдповiдне перетворення незалежних змiнних.

Розв’язування типових прикладiв

Приклад 4.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx − 5uxy + 6uyy + ux − 2uy = x sin y.

Розв’язування. Обчислимо дискримiнант рiвняння

∆ =
25

4
− 6 =

1

4
.

Оскiльки ∆ > 0, то дане рiвняння є гiперболiчним. Запишемо рiвняння характеристик

dy2 + 5 dx dy + 6 dx2 = 0.

Розв’язуючи його як "квадратне рiвняння щодо dy" , отримаємо сукупнiсть рiвнянь

dy = −3 dx, dy = −2 dx.

Першi iнтеграли цих рiвнянь

y + 3x = C, y + 2x = C.

Отже, для зведення вихiдного рiвняння до канонiчного вигляду потрiбно зробити замiну
змiнних

ξ = y + 3x, η = y + 2x.

Оскiльки u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), то

1| ux = ũξ · 3 + ũη · 2,
− 2| uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1| uxx = ũξξ · 9 + ũξη · 12 + ũηη · 4,
− 5| uxy = ũξξ · 3 + ũξη · 5 + ũηη · 2,

6| uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Пiдставимо знайденi вирази похiдних функцiї u через похiднi функцiї ũ у вихiдне рiвняння:

ũξξ · [9− 15 + 6] + ũξη · [12− 25 + 12] + ũηη · [4− 10 + 6] + ũξ · [3− 2] + ũη · [2− 2] = x sin y.

Звiдси, врахувавши, що згiдно з нашою замiною

y = 3η − 2ξ, x = ξ − η,

одержимо
ũξη − ũξ = (η − ξ) · sin(3η − 2ξ)

— канонiчний вигляд даного рiвняння. �
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Приклад 5.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx + 2xuxy − 3x2uyy + 4xux + 12x2uy = 0, x > 0.

Розв’язування. Спочатку знайдемо дискримiнант рiвняння

∆(x, y) = x2 + 3x2 = 4x2, x > 0.

Звiдси, зокрема, випливає, що дане рiвняння є гiперболiчного типу. Зведемо його до ка-
нонiчного вигляду. Для цього запишемо рiвняння характеристик

dy2 − 2x dxdy − 3x2dx2 = 0.

Розв’яжемо його як "квадратне рiвняння вiдносно dy ":

dy = (x± 2x)dx ⇔ dy + xdx = 0 або dy − 3xdx = 0.

Знаходимо першi iнтеграли отриманих рiвнянь:

x2

2
+ y = C,

3

2
x2 − y = C.

Отже, замiна змiнних має вигляд

ξ =
x2

2
+ y, η =

3x2

2
− y.

Тодi u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), i похiднi функцiї u виражаються через похiднi
функцiї ũ так:

4x | ux = ũξ · x+ ũη · 3x,
12x2 | uy = ũξ · 1 + ũη · (−1),

1 | uxx = ũξξ · x2 + ũξη · 6x2 + ũηη · 9x2 + ũξ · 1 + ·ũη · 3,
2x | uxy = ũξξ · x+ ũξη · 2x+ ũηη · (−3x),

− 3x2| uyy = ũξξ · 1 + ũξη · (−2) + ũηη · 1.

Пiдставляємо вирази похiдних в задане рiвняння:

ũξξ · [x2 + 2x2 − 3x2] + ũξη · [6x2 + 4x2 + 6x2] + ũηη · [9x2 − 6x2 − 3x2]+

+ũξ · [4x2 + 12x2] + ũη · [12x2 − 12x2] = 0 ⇔

16x2 ũξη + (16x2 + 1) ũξ + 3 ũη = 0.

Звiдси, оскiльки 2x2 = ξ + η, маємо

ũξη +
8(ξ + η) + 1

8(ξ + η)
ũξ +

3

8(ξ + η)
ũη = 0

— рiвняння канонiчного вигляду.

Приклад 6.
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Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

e2yuxx − 2xeyuxy + x2uyy − x2uy = x, (x, y) ∈ R2.

Розв’язування. Обчислимо дискримiнант

∆ = x2e2y − x2e2y = 0.

Оскiльки ∆ = 0, то дане рiвняння є параболiчним. Запишемо характеристичне рiвняння

e2ydy2 + 2xeydx dy + x2dx2 = 0.

Розв’язуючи його як "квадратне рiвняння щодо dy" , отримаємо рiвняння

dy = −x · e−ydx ⇐⇒ eydy + x dx = 0.

Звiдси отримаємо перший iнтеграл

2ey + x2 = C.

Отже, для зведення вихiдного рiвняння до канонiчного вигляду потрiбно зробити замiну
змiнних

ξ = 2ey + x2, η = x.

Оскiльки u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), то маємо

0
∣∣ ux = ũξ · 2x+ ũη · 1,

− x2
∣∣ uy = ũξ · 2ey,

e2y
∣∣ uxx = ũξξ · 4x2 + ũξη · 4x+ ũηη · 1 + ũξ, ·2

− 2xey
∣∣ uxy = ũξξ · 4xey + ũξη · 2ey,

x2
∣∣ uyy = ũξξ · 4e2y + ũξ · 2ey.

Пiдставимо знайденi вирази похiдних функцiї u через похiднi функцiї ũ у вихiдне рiвняння:

ũξξ · [4x2e2y − 8x2e2y + 4x2e2y] + ũξη · [4xe2y − 4xe2y] + ũηη · [e2y]+

+ũξ · [−2x2ey + 2e2y + 2x2ey] + ũη · 0 = 0.

Врахувавши, що згiдно з нашою замiною x = η, одержимо

ũηη + 2ũξ = η.

Це є канонiчний вигляд даного рiвняння. �

Приклад 7.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

y2uxx + 2yuxy + uyy + yuy = 0.

Розв’язування. Знайдемо дискримiнант рiвняння

∆(x, y) = y2 − y2 = 0.
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Отже, дане рiвняння має параболiчний тип. Запишемо його характеристичне рiвняння

y2dy2 − 2ydxdy + dx2 = 0 ⇔ (ydy − dx)2 = 0 ⇔

ydy − dx = 0.

Знаходимо перший iнтеграл:
y2

2
− x = C

i в даному рiвняння робимо замiну змiнних:

ξ =
y2

2
, η = y,

оскiльки ∣∣∣∣ξx ηx
ξy ηy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−1 0
y 1

∣∣∣∣ = 1 ̸= 0.

Маємо u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ
(
ξ(x, y), η(x, y)

)
. Виразимо похiднi функцiй u через похiднi

функцiй ũ:

0 ·
∣∣ux = ũξ · (−1),

y ·
∣∣uy = ũξ · y + ũη · 1,

y2 ·
∣∣uxx = ũξξ · (−1)2,

2y ·
∣∣uxy = ũξξ · (−y) + ũξη · (−1),

1 ·
∣∣uyy = ũξξ · y2 + ũξη · 2y + ũηη · 1 + ũξ · 1.

Пiдставимо цi вирази у вихiдне рiвняння:

ũξξ ·
[
− 2y2 + y2 + y2

]
+ ũξη ·

[
− 2y + 2y

]
+ ũηη ·

[
1
]
+ ũξ ·

[
y2 + 1

]
+ ũη ·

[
y
]
= 0 .

Звiдси отримуємо
ũηη + (η2 + 1)ũξ + ηũη = 0

— канонiчний вигляд заданого рiвняння. �

Приклад 8.

Звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx + 2xuxy + (x2 + 1)uyy + xuy = 0, (x, y) ∈ R2. (17)

Розв’язання. Знайдемо дискримiнант рiвняння

∆(x, y) = x2 − 1 · (x2 + 1) = −1.

Оскiльки ∆(x, y) < 0, (x, y) ∈ R2, то рiвняння (17) має елiптичний тип. Запишемо його
характеристичне рiвняння

dy2 − 2xdxdy + (x2 + 1)dx2 = 0 .

Розв’язуючи його як "квадратичне рiвняння вiдносно dy " , отримаємо

dy = (x± i)dx,
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звiдки

y − x2

2
∓ i x = C.

Отже, замiну змiнних в рiвняннi (17) беремо у виглядi

ξ = y − x2

2
, η = x.

Оскiльки u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), то i маємо

0| ux = ũξ · (−x) + ũη · 1 ,
0| uy = ũξ · 1,
x| uxx = ũξξ · (−x2) + ũξη · (−2x) + ũηη · 1 + ũη · (−1) ,

2x| uxy = ũξξ · (−x) + ũξη · 1 ,
(x2 + 1)| uyy = ũηη · 1 .

Пiдставимо знайденi вирази похiдних у рiвняння (17). Отримаємо

ũξξ[x
2 − 2x2 + x2 + 1] + ũξη[−2x+ 2x] + ũηη · [1] + ũξ · [x− 1] + ũη · [0] = 0 ⇔

ũξξ + ũηη + (η − 1)ũξ = 0

— канонiчний вигляд рiвняння (17). �

Приклад 9.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

y2uxx + 2xyuxy + 2x2uyy + yuy = 0, x > 0, y > 0.

Розв’язування. Обчислимо дискримiнант рiвняння

∆ = x2y2 − 2x2y2 = −x2y2.

Оскiльки ∆ < 0, то дане рiвняння є елiптичним. Запишемо характеристичне рiвняння

y2dy2 − 2xy dx dy + 2x2dx2 = 0.

Розв’язуючи його щодо dy, отримаємо сукупнiсть двох комплексно спряжених рiвнянь

dy =
xy ± ixy

y2
dx.

Пiсля спрощення отримаємо
ydy = xdx± ixdx.

Перший iнтеграл цього рiвняння

x2 − y2 ± ix2 = C.

Отже, для зведення вихiдного рiвняння до канонiчного вигляду потрiбно зробити замiну
змiнних

ξ = x2, η = x2 − y2.
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Обчислимо похiднi

0 | ux = ũξ · 2x+ ũη · 2x,
y | uy = ũη · (−2y),

y2 | uxx = ũξξ · 4x2 + ũξη · 8x2 + ũηη · 4x2 + ũξ · 2 + ũη · 2,
2xy | uxy = ũξη · (−4xy) + ũηη · (−4xy),

2x2 | uyy = ũξξ · 4y2 + ũη · (−2).

Пiдставивши знайденi вирази похiдних функцiї u у вихiдне рiвняння i врахувавши, що
згiдно з нашою замiною x2 = ξ, y2 = ξ − η, одержимо

ũξξ + ũηη +
1

2ξ
ũξ +

1

2(η − ξ)
ũη = 0.

Це є канонiчний вигляд даного рiвняння. �

Приклад 10.

Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння

xuxx + 2xuxy + (x− 1)uyy = 0, (x, y) ∈ R2.

Розв’язання. Знайдемо дискримiнант цього рiвняння:

∆(x, y) = x2 − x(x− 1) = x.

Звiдси випливає, що дане рiвняння, залежно вiд значення x, є таких типiв:
1) якщо x = 0, тобто ∆ = 0, то рiвняння параболiчного типу,
2) якщо x > 0, тобто ∆ > 0, то рiвняння гiперболiчного типу,
3) якщо x < 0, тобто ∆ < 0, то рiвняння елiптичного типу.

Розглянемо кожний випадок окремо. У випадку 1), тобто на множинi {(0, y) | y ∈ R},
рiвняння має такий канонiчний вигляд:

uyy = 0.

У випадку 2), тобто на множинi {(x, y) | x > 0}, рiвняння характеристик має вигляд

xdy2 − 2xdxdy + (x− 1)dx2 = 0.

Розв’язуючи його як "квадратне рiвняння вiдносно dy":

dy =
x±

√
x

x
dx ⇔ dy = (1− 1√

x
)dx ∨ dy = (1 +

1√
x
)dx.

Знаходимо першi iнтеграли

y − x− 2
√
x = C1, y − x+ 2

√
x = C2.

Отже, в нашому рiвняннi треба зробити замiну змiнних:

ξ = y − x− 2
√
x, η = y − x+ 2

√
x.
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Тодi u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)) i

0 | ux = ũξ(−1− 1√
x
) + ũη(−1 +

1√
x
),

0 | uy = ũξ1 + ũη1,

x | uxx = ũξξ(−1− 1√
x
)2 + 2ũξη(−1− 1√

x
)(−1 +

1√
x
) + ũηη(−1 +

1√
x
)2+

+
1

2x
√
x
ũξ −

1

2x
√
x
ũη,

2x | uxx = ũξξ(−1− 1√
x
) + ũξη(−1− 1√

x
− 1 +

1√
x
) + ũηη(−1 +

1√
x
) ≡

≡ ũξξ(−1− 1√
x
) + ũξη(−2) + ũηη(−1 +

1√
x
),

(x− 1) | uyy = ũξξ + 2ũξη + ũηη.

Пiдставивши знайденi вирази в рiвняння (2), отримаємо

ũξξ ·
[
x(1− 1

x
)2 + 2x(−1− 1√

x
) + x− 1

]
+ ũξη ·

[
x(1− 1

x
) + (−2)2x+ 2(x− 1)

]
+

+ũηη ·
[
x(−1 +

1√
x
)2 + 2x(−1 +

1√
x
) + (x− 1)1

]
+

+ũξ ·
[
x

1

2x
√
x

]
+ ũη ·

[
x(− 1

2x
√
x
)
]
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ ũξ ·
[
− x− 3

]
+ ũξ ·

1

2
√
x
− ũη ·

1

2
√
x
= 0.

Оскiльки x = (η−ξ
2
)2 , то маємо канонiчний вигляд нашого рiвняння:

ũξη −
2

η − ξ

16

(η − ξ)2 + 8
(ũξ − ũη) = 0.

Розглянемо випадок 3), тобто коли x < 0. Тодi характеристичне рiвняння можна запи-
сати у виглядi сукупностi рiвнянь

dy =
x± i

√
−x

x
dx ⇔ dy =

(
1± i

1√
−x

)
dx ,

i отримати такi першi iнтеграли:

y − x± i · 2
√
−x = C.

Отже, для зведення рiвняння до канонiчного вигляду потрiбно зробити замiну змiнних{
ξ = y − x,

η = 2
√
−x.
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Оскiльки u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), то

0 | ux = ũξ · (−1) + ũη ·
(
− 1√

−x

)
,

0 | uy = ũξ · 1 ,

x | uxx = ũξξ · (−1)2 + 2ũξη ·
1√
−x

+ ũηη ·
(

−1√
−x

)2

+ ũη ·
1

2x
√
−x

,

2x | uxy = ũξξ · (−1) + ũξη ·
(
− 1√

−x

)
,

(x− 1) | uyy = ũξξ · 12 .

Пiдставимо вирази похiдних u через похiднi ũ в рiвняння:

ũξξ · [x− 2x+ x− 1] + ũξη ·
[
2x

1√
−x

− 2x
1√
−x

]
+

+ũηη

[
1

−x
· x
]
+ ũξ · [0] + ũη

[
x

1

2x
√
−x

]
= 0 ⇔ −ũξξ − ũηη +

1

2
√
−x

ũη = 0 ⇔

ũξξ + ũηη −
1

η
ũη = 0

— канонiчний вигляд даного рiвняння.

Частина II: Метод характеристик знаходження розв’язкiв лiнiйних
гiперболiчних рiвнянь з двома незалежними змiнними

Пункт 2.1: Знаходження загальних розв’язкiв

I. Довiдкова iнформацiя

Знаходження загального розв’язку довiльного рiвняння з частинними похiдними дру-
гого порядку, взагалi кажучи, неможливе. Але в деяких часткових випадках це легко
зробити. Наведемо частину цих випадкiв.

Розглянемо лiнiйне гiперболiчне рiвняння з двома незалежними змiнними

a(x, y)uxx+2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + a1(x, y)ux+ b1(x, y)uy + c1(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,
(18)

де Ω — область в R2, i нехай

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (ξ, η) ∈ Ω̃, (19)

невироджена замiна змiнних, при якiй дане рiвняння набуває канонiчного вигляду

ũξη + ã1(ξ, η)ũξ + b̃1(ξ, η)ũη + c̃1(ξ, η)ũ = f̃(ξ, η), (ξ, η) ∈ Ω̃. (20)

Розглянемо кiлька найпростiших випадкiв виконання однiєї з умов а) або б) i знахо-
дження при цьому загального розв’язку вихiдного рiвняння. При цьому для спрощення
викладення, не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що Ω̃ = I × J, I, J — вiдповiднi
числовi iнтервали, тобто Ω̃ — вiдкритий прямокутник зi сторонами, паралельними осям
координат.
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Випадок 1. Нехай в рiвняннi (20): ã1 = 0, b̃1 = 0, c̃1 = 0, тобто воно має вигляд

ũξη = f̃(ξ, η). (21)

Знаходження його розв’язку зводиться до iнтегрування однiєї з систем рiвнянь:

vη = f̃(ξ, η), ũξ = v (22)

або
vξ = f̃(ξ, η), ũη = v. (23)

Розв’яжемо систему (22). Спочатку знайдемо розв’язок першого рiвняння, iнтегруючи
його по η i при цьому вважаючи ξ параметром. У результатi здобуваємо

v(ξ, η) =

η∫
η0

f̃(ξ, r) dr + F1(ξ),

де η0 — фiксоване число, F1 — довiльна функцiя. Пiдставимо отриманий вираз v у друге
рiвняння системи (23). Проiнтегрувавши отримане рiвняння по ξ, вважаючи при цьому η
параметром, отримаємо загальний розв’язок рiвняння (21):

ũ(ξ, η) =

ξ∫
ξ0

η∫
η0

f̃(t, r) drdt+ F (ξ) +G(η),

де F (ξ), ξ ∈ I, G(η), η ∈ J, — довiльнi неперервно диференцiйовнi функцiї (тут F —
первiсна вiд F1).

Отож, загальний розв’язок рiвняння (18) в даному випадку має вигляд

u(x, y) =

φ(x,y)∫
ξ0

ψ(x,y)∫
η0

f̃(t, r) drdt+ F (φ(x, y)) +G(ψ(x, y)),

де F, G — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї, визначенi на вiдповiдних
числових промiжках.

Випадок 2. Нехай в рiвняннi (20): ã = p(η), b̃1 = 0, c̃1 = 0, тобто воно має вигляд

ũξη + p(η)ũξ = f̃(ξ, η). (24)

Знаходження його розв’язку зводиться до iнтегрування системи рiвнянь

vη + p(η)v = f̃(ξ, η), ũξ = v. (25)

Спочатку знайдемо розв’язок першого рiвняння, тобто рiвняння

vη + p(η)v = f̃(ξ, η).

Його можна трактувати як звичайне лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку
щодо змiнної η, вважаючи змiнну ξ параметром.

Розв’яжемо його, помноживши попередньо на e

η∫
η0

p(s) ds

. Отримаємо

e

η∫
η0

p(s) ds

vη + p(η)e

η∫
η0

p(s) ds

v = e

η∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, η) ⇔
(
e

η∫
η0

p(s) ds

v)η = e

η∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, η) ⇔
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e

η∫
η0

p(s) ds

v =

η∫
η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, r) dr + F1(ξ) ⇔

v = e
−

η∫
η0

p(s) ds
η∫

η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(ξ, r) dr + e
−

η∫
η0

p(s) ds

F1(ξ).

де η0 — фiксоване число, F1 — довiльна функцiя. Пiдставляючи отриманий вираз v(·)
в друге рiвняння системи (25) i iнтегруючи його по ξ, вважаючи при цьому змiнну η
параметром, отримаємо загальний розв’язок рiвняння (20):

ũ(ξ, η) = e
−

η∫
η0

p(s) ds
ξ∫

ξ0

η∫
η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(t, r) drdt+ e
−

η∫
η0

p(s) ds

F (ξ) +G(η),

де F (ξ), ξ ∈ I, G(η), η ∈ J, — довiльнi неперервно диференцiйовнi функцiї, якi визначенi
на вiдповiдних числових iнтервалах (тут F — первiсна вiд F1).

Звiдси здобуваємо загальний розв’язок рiвняння (18) у виглядi

u(x, y) = e
−
ψ(x,y)∫
η0

p(s) ds
φ(x,y)∫
ξ0

ψ(x,y)∫
η0

e

r∫
η0

p(s) ds

f̃(q, r) drdq + e
−
ψ(x,y)∫
η0

p(s) ds

F (φ(x, y)) +G(ψ(x, y)),

де F, G — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї, якi визначенi на вiдповiдних
числових промiжках.

Випадок 3. Нехай в рiвняннi (20): ã1 = 0, b̃1 = q(ξ), c̃1 = 0, тобто воно має вигляд

ũξη + q(ξ)ũη = f̃(ξ, η). (26)

Його розв’язування зводиться до iнтегрування системи рiвнянь

vξ + q(ξ)v = f̃(ξ, η), ũη = v. (27)

Ця система iнтегрується цiлком аналогiчно, як система (25), iз замiною η на ξ.

II. Розв’язування типових прикладiв

Приклад 11.

Знайти загальний розв’язок рiвняння

4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy −
2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0.

Розв’язування. Спочатку зведемо дане рiвняння до канонiчного вигляду. Обчисливши
дискримiнант рiвняння

∆ = (1− y2)2 + y2 = 1 + 2y2 + y4 = (1 + y2)2,

переконуємося (оскiльки ∆ > 0), що дане рiвняння є гiперболiчним. Запишемо його рiв-
няння характеристик

4y2dy2 − 2(1− y2)dx dy − dx2 = 0.
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Розв’язуючи його як квадратне вiдносно dy, отримаємо сукупнiсть рiвнянь

dy = −1

2
dx, dy =

1

2y2
dx.

Першi iнтеграли цих рiвнянь

2y + x = C,
2

3
y3 − x = C.

Отже, для зведення вихiдного рiвняння до канонiчного вигляду потрiбно зробити замiну
змiнних

ξ = 2y + x, η =
2

3
y3 − x.

Виразимо похiднi функцiї u через похiднi функцiї ũ:

−4y

1 + y2

∣∣∣ ux = ũξ − ũη,

2y

1 + y2

∣∣∣ uy = 2ũ + 2y2ũη,

4y2| uxx = ũξξ − 2ũξη + ũηη,

2(1− y2)| uxy = 2ũξξ + (−2 + 2y2)ũξη − 2y2ũηη,

− 1| uyy = 4ũξξ + 8y2ũξη + 4y4ũηη + 4yũη.

Пiдставивши знайденi вирази похiдних функцiї u у вихiдне рiвняння, одержимо канонi-
чний вигляд даного рiвняння

ũξη = 0. (28)

Iнтегруючи рiвняння (28) спочатку по ξ, вважаючи при цьому η параметром, а потiм —
по η, вважаючи при цьому ξ параметром, одержимо

ũ(ξ, η) = F (ξ) +G(η).

де F (·) i G(·) — довiльнi неперервно диференцiйовнi функцiї.
Звiдси, вернувшись до старих змiнних, отримуємо загальний розв’язок вихiдного рiв-

няння:
u(x, y) = F (2y + x) +G(2y3/3− x),

де F (·) i G(·) — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. �

Приклад 12.

Знайти загальний розв’язок рiвняння

uxx + 2uxy + (1− e2x)uyy − ux − uy = 0, (x, y) ∈ R2. (29)

Розв’язування. Спочатку зведемо дане рiвняння до канонiчного вигляду. Знайдемо дис-
кримiнант рiвняння:

∆(x, y) = 1− 1 + e2x = e2x.

Оскiльки ∆(x, y) > 0 для всiх (x, y) ∈ R2, то рiвняння (29) має гiперболiчний тип. Запи-
шемо вiдповiдне рiвняння характеристик:
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dy2 − 2 dxdy + (1− e2x)dx2 = 0.

Розв’язавши його як "квадратне рiвняння вiдносно dy" , отримаємо сукупнiсть двох рiв-
нянь:

dy = (1± ex) dx,

i знайдемо їх першi iнтеграли:

y − x− ex = C, y − x+ ex = C.

Отже, рiвняння (29) зводиться до канонiчного вигляду замiною змiнних:

ξ = y − x− ex, η = y − x+ ex.

Оскiльки
u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ

(
ξ(x, y), η(x, y)

)
,

то

− 1
∣∣ux = ũξ · (−1− ex) + ũη · (−1 + ex),

− 1
∣∣ uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1
∣∣ uxx = ũξξ · (−1− ex)2 + 2ũξη · (−1− ex)(−1 + ex) + ũηη · (−1 + ex)2+

+ ũξ · (−ex) + ũη · ex,
2
∣∣ uxy = ũξξ · (−1− ex) + ũξη · (−1− ex − 1 + ex) + ũηη · (−1 + ex),

(1− e2x)
∣∣ uyy = ũξξ · 1 + 2ũξη · 1 + ũηη · 1.

Пiдставимо знайденi вирази u через похiднi ũ в задане рiвняння. У результатi отримаємо

ũξξ

[
(−1− ex)2 + 2(−1− ex) + 1− e2x

]
+ ũξη

[
2(1− e2x) + (−4) + 2(1− e2x)

]
+

+ũηη

[
(−1 + ex)2 + 2(−1 + ex) + (1− e2x)

]
+ ũξ

[
(−1) · (−1− ex)− ex − 1

]
+

+ũη

[
(−1) · (−1 + ex) + ex − 1

]
= 0 ⇐⇒ −4e2xũξη = 0 ⇐⇒ ũξη = 0. (30)

Розв’яжемо рiвняння (30), а точнiше, знайдемо його загальний розв’язок. Зауважимо,
що рiвняння (30) рiвносильне системi рiвнянь

vξ = 0, ũη = v. (31)

Знайдемо розв’язок першого рiвняння, iнтегруючи його за змiнною η, вважаючи змiну
ξ довiльною i фiксованою. Тодi

v = F1(ξ), (32)

де F1 — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Пiдставимо вираз (32) в друге рiвняння системи :

ũξ = f1(ξ).

Iнтегруючи це рiвняння за змiнною ξ, вважаючи змiнну η довiльно заданою, отримаємо

ũξη = F (ξ) +G(η), (33)
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де F i G—довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi на осi R функцiї (тут F — первiсна
вiд F1), тобто вираз (33) є зображенням загального розв’язку рiвняння (30).

Повертаючись до змiнних x i y, знайдемо загальний розв’язок рiвняння (29):

u(x, y) = F (y − x− ex) +G(y − x+ ex), (x, y) ∈ G,

де F i G—довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.

Приклад 13.

Знайти загальний розв’язок рiвняння:

uxx + 4uxy − 5uyy + ux − uy = 0. (34)

Розв’язування. Спочатку зведемо рiвняння до канонiчного вигляду. Знайдемо дискри-
мiнант рiвняння

∆(x, y) = 4 + 5 = 9 > 0.

Отже, рiвняння (34) має гiперболiчний тип. Запишемо рiвняння характеристик:

dy2 − 4dxdy + 5dx2 = 0, (35)

звiдси
dy = (2± 3) dx⇐⇒ dy − 5dy = 0 або dy + dx = 0.

Отже, перший iнтеграл рiвняння (35) мають вигляд,

y − 5x = C1 або y + x = C2,

i в рiвняннi (34) робимо замiну змiнних

ξ = y − 5x, η = y + x.

Врахувавши, що
u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ

(
ξ(x, y), η(x, y)

)
,

знаходимо

− 1 ·
∣∣ux = ũξ · (−5) + ũη · 1,

− 1 ·
∣∣uy = ũξ · 1 + ũη · 1,

1 ·
∣∣uxx = ũξξ · (−5)2 + 2ũξη · (−5) · 1 + ũηη · 12,

4 ·
∣∣uxy = ũξξ · (−5) · 1 + ũξη · (−5 · 1 + 1 · 1) + ũηη · 12,

− 5 ·
∣∣uyy = ũξξ · 12 + 2ũξη · 1 · 1 + ũηη · 12.

Пiдставивши цi вирази у рiвняння (34) одержимо

ũξξ · [15− 5 · 4− 5] + ũξη · [−10− 16− 10] + ũηη · [1 + 4− 5]+

+ũξ[−5− 1] + ũη[1− 1] = 0 ⇐⇒ −36ũξη − 6ũξ = 0 ⇐⇒

ũξη +
1

6
ũη = 0. (36)

Рiвняння (36) рiвносильне системi рiвнянь

vξ +
1

6
v = 0, ũη = v. (37)
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Спочатку розв’яжемо перше рiвняння системи (37). Для цього помноживши його на eξ/6 i
перепишемо у виглядi (

veξ/6
)
ξ
= 0.

Звiдси iнтегруючи за змiнною ξ, вважаючи змiнну η довiльною i фiксованою, знаходимо

veξ/6 = G1(η),

де G1—довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Отже, маємо

v(ξ, η) = G1(η) · e−ξ/6.

Пiдставляючи цей вираз в друге рiвняння системи (37), одержимо

ũη = G1(η) · e−ξ/6,

Звiдси маємо загальний роз‘язок рiвняння (36):

ũξη = F (ξ) +G(η)e−ξ/6,

де F i G—довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. Вертаючись до змiнних x i
y, знаходимо

u(x, y) = F (y − 5x) +G(y + x) e(−y+5x)/6

— загальний розв’язок заданого рiвняння.

Пункт 2.2: Знаходження розв’язкiв задачi Кошi

I. Довiдкова iнформацiя

Нехай Ω — область в R2. Розглянемо задачу Кошi для гiперболiчного рiвняння з двома
незалежними змiнними

a(x, y)uxx+2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + a1(x, y)ux+ b1(x, y)uy + c1(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,
(38)

з початковими умовами або вигляду

u
∣∣
y=µ1(x)

= φ(x),
∂u

∂y

∣∣∣
y=µ1(x)

= ψ(x), (39)

або вигляду

u
∣∣
x=µ2(y)

= φ(y),
∂u

∂x

∣∣∣
x=µ2(y)

= ψ(y). (40)

Вважатимемо, що для рiвняння (38) виконуються такi ж умови, як у пунктi , тобто
умови, якi гарантують можливiсть знаходження загального розв’язку рiвняння (38). Тодi,
знайшовши загальний розв’язок рiвняння (38), який мiстить двi довiльнi функцiї, пiдста-
вимо його вираз у початковi умови ((39) чи (40)) i визначимо цi функцiї. Такий метод зна-
ходження розв’язку задачi Кошi називається методом характеристик. Продемонструємо
його на конкретних прикладах.

II. Розв’язування типових прикладiв

Приклад 14.
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Знайти розв’язок задачi Кошi

uxx + 2 sin xuxy − cos2 xuyy + cos xuy = −4. (41)
u
∣∣
y=− cosx+2x+1

= 1 + 2 sin x, uy
∣∣
y=− cosx+2x+1

= 2− 2x. (42)

Розв’язування. Спочатку зведемо дане рiвняння до канонiчного вигляду. Знайшовши
дискримiнант рiвняння

∆ = sin2 x+ cos2 x = 1,

переконуємося (оскiльки ∆ > 0), що дане рiвняння є гiперболiчним. Запишемо рiвняння
характеристик

dy2 − 2 sin x dx dy − cos2 x dx2 = 0.

Розв’язуючи його щодо dy, отримаємо сукупнiсть двох рiвнянь

dy = (sin x+ 1)dx, dy = (sin x− 1)dx.

Загальнi iнтеграли цих рiвнянь

y + cos x− x = C1, y + cos x+ x = C2.

Отже, для зведення вихiдного рiвняння до канонiчного вигляду слiд зробити замiну

ξ = y + cos x− x, η = y + cos x+ x.

Виразимо похiднi функцiї u через похiднi функцiї ũ:

0| ux = ũξ · (− sin x− 1) + ũη · (− sinx+ 1),

cos x | uy = ũξ · 1 + ũη · 1,
1 | uxx = ũξξ · (sin2 x+ 2 sin x+ 1) + ũξη · (2 sin2 x− 2) + ũηη · (sin2 x− 2 sin x+ 1)+

+ ũξ · (− cos x) + ũη · (− cos x),

2 sin x | uxy = ũξξ · (− sinx− 1) + ũξη · (−2 sinx) + ũηη · (− sinx+ 1),

− cos2 x | uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Пiдставимо знайденi вирази похiдних функцiї u через похiднi функцiї ũ у вихiдне рiвняння:

ũξξ ·[sin2 x+2 sin x+1+2 sin x(− sin x−1)−cos2 x]+ũξη ·[2 sin2 x−2+2 sin x(−2 sin x)−2 cos2 x]+

+ũηη ·[sin2 x−2 sin x+1+2 sin x(− sin x+1)−cos2 x]+ũξ ·[cosx−cosx]+ũη ·[cosx−cosx] = −4.

Пiсля вiдповiдних спрощень одержимо рiвняння

ũξη = 1. (43)

Iнтегруючи це рiвняння спочатку по ξ, вважаючи при цьому η параметром, а потiм — по
η, вважаючи при цьому ξ параметром, одержимо загальний розв’язок рiвняння (43):

ũ(ξ, η) = ηξ + F (ξ) +G(η),

де F i G — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.
Повернувшись до змiнних x та y, здобуваємо загальний розв’язок вихiдного рiвняння

u(x, y) = (y + cos x− x)(y + cosx+ x) + F (y + cos x− x) +G(y + cos x+ x), (44)
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де F (·) i G(·) — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.
Знайдемо частинну похiдну

uy(x, y) = (y + cos x− x) + (y + cos x+ x) + F ′(y + cos x− x) +G′(y + cos x+ x).

Пiдставимо отриманi вирази u, uy в початковi умови:

u
∣∣
y=− cosx+2x+1

= (x+ 1)(3x+ 1) + F (x+ 1) +G(3x+ 1) = 1 + 2 sin x, (45)

uy
∣∣
y=− cosx+2x+1

= 4x+ 2 + F ′(x+ 1) +G′(3x+ 1) = 2− 2x. (46)

Продиференцiюємо рiвнiсть (46) по x:

6x+ 4 + F ′(x+ 1) + 3G′(3x+ 1) = 2 cos x. (47)

Вiднявши вiд рiвностi (47) рiвнiсть (46), отримаємо

G′(3x+ 1) = cos x− 2. (48)

Зробимо в (48) замiну змiнних z = 3x + 1, тобто x = z−1
3

. Тодi G′(z) = cos z−1
3

− 2. Звiдси
G(z) = 3 sin z−1

3
− 2z + C, де C — довiльна стала. Тодi з (45) матимемо

F (x+ 1) = 1 + 2 sinx− (x+ 1)(3x+ 1)− 3 sin x+ 2(3x+ 1)− C,

тобто F (x + 1) = −3x2 + 2x + 2 − sinx − C. Зробимо замiну змiнних x + 1 = s, звiдки
x = s− 1 i

F (s) = −3(s− 1)2 + 2(s− 1) + 2− sin(s− 1).

Отже, розв’язок вихiдної задачi Кошi визначений формулою

u(x, y) = (y + cos x− x)(y + cos x+ x)− 3(y + cos x− x− 1)2 + 2(y + cos x− x− 1)+

+2− sin(y + cos x− x− 1) + 3 sin
y + cos x+ x− 1

3
− 2(y + cos x+ x).

�

Приклад 15.

Розв’язати задачу Кошi для рiвняння

uxx − 3uxy + 2uyy + ux − uy = 0 (49)

з початковими умовами

u|y=x+1 = e5x+2, uy|y=x+1 = 2e5x+2. (50)

Розв’язування. Спочатку знайдемо загальний розв’язок даного рiвняння. Для цього зво-
димо наше рiвняння до канонiчного вигляду. Знаходимо дискримiнант рiвняння.

∆(x, y) =
(
− 3

2

)2
− 2 =

1

4
> 0.

Звiдси, зокрема, отримуємо висновок, що дане рiвняння є гiперболiчного типу. Запишемо
рiвняння характеристик:

dy2 + 3dxdy + 2dx2 = 0.
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Розв’язуючи його як "квадратне рiвняння вiдносно dy" , знаходимо

dy =
(
− 3

2
± 1

2

)
dx ⇔ dy + dx = 0 або dy + 2dx = 0.

Знаходимо першi iнтеграли
x+ y = C, 2x+ y = C.

Отже, в нашому рiвняннi треба зробити замiну змiнних

ξ = x+ y, η = 2x+ y.

Тодi
u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y))

i маємо

1 | ux = ũξ · 1 + ũη · 2,
−1 | uy = ũξ · 1 + ũη · 1,
1 | uxx = ũξξ · 1 + 2 · ũξη · 2 + ũηη · 4,

−3 | uxy = ũξξ + ũξη · 3 + ũηη · 4,
2 | uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Пiдставимо отриманi вирази в наше рiвняння.

ũξξ · [1−3+2]+ ũξη · [4−9+4]+ ũηη · [4−6+2]+ ũξ · [1−1]+ ũη · [2−1] = 0 ⇔ −ũξη+ ũη = 0 ⇔

ũξη − ũη = 0 (51)

— рiвняння канонiчного вигляду.
Рiвняння (51) є еквiвалентним системi рiвнянь

vξ − v = 0, ũη = v. (52)

Розв’яжемо перше рiвняння. Для цього помножимо його на e−ξ i перетворимо так:

(ve−ξ)ξ = 0.

Звiдси отримаємо
ve−ξ = G1(η) ⇔ v = eξG1(η),

де G1 — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Пiдставимо вираз v в друге рiвняння системи (52):

ũη = eξG1(η).

Iнтегруючи це рiвняння, отримаємо загальний розв’язок рiвняння (51):

ũ(ξ, η) = F (ξ) + eξG(η),

де F i G — довiльнi неперервно диференцiйовнi функцiї (G — первiсна вiд G1).
Повертаючись до змiнних x i y , отримаємо загальний розв’язок даного рiвняння:

u(x, y) = F (x, y) + ex+yG(2x+ y), (53)
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де F , G — довiльнi неперервно диференцiйованi на R функцiї.
Пiдставимо вираз загального розв’язку (53) в початковi умови (50), але спочатку об-

числимо похiдну знайденого розв’язку

uy(x, y) = F ′(x+ y) + ex+yG(2x+ y) + ex+yG′(2x+ y).

Тодi з початкових (50) умов маємо

u|y=x+1 = F (2x+ 1) + e2x+1G(3x+ 1) = e5x+2 + 1, (54)

u|y=x+1 = F ′(2x+ 1) + e2x+1G(3x+ 1) + e2x+1G′(2x+ 1) = 2e5x+2. (55)

Знайдемо функцiї F, G. Для цього продиференцiюємо рiвнiсть (54):

2F ′(2x+ 1) + 2e2x+1G(3x+ 1) + 3e2x+1G′(3x+ 1) = 5e5x+2. (56)

Помножимо рiвнiсть (55) на 2 i вiднiмемо отриману рiвнiсть вiд рiвностi (56):

e2x+1G′(3x+ 1) = e5x+2 ⇐⇒ G′(3x+ 1) = e3x+1. (57)

Зробимо в (57) замiну змiнних
p = 3x+ 1.

Тодi G′(p) = ep , звiдки маємо

G(p) = ep + C, C − довiльна стала. (58)

З рiвностi (54), врахувавши (58), знаходимо

F (2x+ 1) = e5x+2 + 1− e2x+1(e3x+1 + C) ≡ 1− Ce2x+1.

Зробимо тут замiну змiнних
q = 2x+ 1.

Тодi
F (q) = 1− Ceq, (59)

де C — та ж сама довiльна стала, що в (58).
З виразу загального розв’язку (53) i (58) та (59) маємо

u(x, y) = 1− Cex+y + ex+y(e2x+y + C) ≡ e3x+2y + 1

розв’язок нашої задачi.

Приклад 16.

Розв’язати задачу Кошi :

uxx + uxy + yux = 0, (x, y) ∈ R2, (60)

u|y=2x = φ(x), uy|y=2x = ψ(x), x ∈ R, (61)

де φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R).
Розв’язування. Спочатку знайдемо загальний розв’язок рiвняння (9), а для цього зве-
демо його до канонiчного вигляду. Обчислимо дискримiнант рiвняння (9) :

∆(x, y) =
1

4
> 0.
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Отже, рiвняння (60) має гiперболiчний тип. Запишемо для нього рiвняння характеристик:

dy2 − dxdy = 0 ⇔ (dy − dx)dy = 0 ⇔ dy = 0 або dy − dx = 0.

Знайдемо першi iнтеграли цих рiвнянь :

y = C, y − x = C.

Отже, для зведення рiвняння (60) до канонiчного вигляду потрiбно зробити в ньому замiну
змiнних:

ξ = y, η = y − x. (62)

Враховуючи, що u(x, y) = ũ(ξ, η) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)), знаходимо:

y | ux = ũη · (−1),

0 | uy = ũξ · 1 + ũη · 1,
1 | uxx = ũηη · (−1)2,

1 | uxy = ũξη · (−1) + ũηη · (−1),

0 | uyy = ũξξ · 1 + ũξη · 2 + ũηη · 1.

Пiдставимо знайденi вирази в рiвняння (60):

ũξξ · [1 · 0] + ũξη · [1 · (−1)] + ũηη · [1 · 1 + 1 · (−1)] + (−y) · ũη = 0 ⇔ −ũξη − ξũη = 0 ⇔

ũξη + ξũη = 0. (63)

Рiвняння (63) рiвносильне системi рiвнянь:

vξ + ξv = 0, ũη = v. (64)

Розв’яжемо перше з рiвнянь системи (64):

∂v

∂ξ
= −ξv ⇔ 1

v

∂v

∂ξ
= −ξ або v = 0.

Маємо
1

v

∂v

∂ξ
= −ξ ⇔ ∂ ln |v|

∂ξ
= −ξ ⇔ ln |v| = −ξ2/2 + ln |G1(η)| ⇔

v(ξ, η) = G1(η)e
−ξ2/2,

де G1 — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Пiдставимо отриманий вираз у друге рiвняння системи (64):

ũη = G1(η)e
−ξ2/2.

Звiдси маємо загальний розв’язок рiвняння (63):

ũ(ξ, η) = F (ξ) +G(η)e−ξ
2/2,

де F i G — довiльнi двiчi неперервно-диференцiйовнi функцiї. Повернемося до змiнних x
i y (див.(63)) :

u(x, y) = F (y) +G(y − x)e−y
2/2, (x, y) ∈ R2, (65)

— загальний розв’язок рiвняння (60).
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Пiдставимо знайдений вираз загального розв’язку в умови (61), але спочатку знайдемо
похiдну :

uy(x, y) = F ′(y) +G′(y − x) · e−y2/2 −G(y − x) · y · e−y2/2.

Тодi з умов (61) маємо
u|y=2x = F (2x) +G(x)e−2x2 = φ(x), (66)

uy|y=2x = F ′(2x) +G′(x)e−2x2 − 2xG(x)e−2x2 = ψ(x). (67)

Для знаходження F i G продиференцiюємо рiвнiсть (65):

2F ′(2x) +G′(x)e−2x2 − 4xG(x)e−2x2 = φ′(x), (68)

Помножимо рiвнiсть (66) на 2 i вiд отриманої рiвностi вiднiмемо рiвнiсть (67):

G′(x)e−2x2 = 2ψ(x)− φ′(x),

Звiдси
G′(x) = [2ψ(x)− φ′(x)]e2x

2

.

Отже, маємо

G(x) =

x∫
0

[2ψ(t)− φ′(t)]e2t
2

dt+ C. (69)

Тодi з (69) на пiдставi (68) маємо

F (2x) = φ(x)−

 x∫
0

[2ψ(t)− φ′(t)]e2t
2

dt+ C

 e−2x2 .

Зробивши замiну змiнних 2x = s ⇔ x = s
2
, отримаємо :

F (s) = φ
(s
2

)
−


s
2∫

0

[2ψ(t)− φ′(t)]e2t
2

dt+ C

 e−s
2/2. (70)

Отже, з (65) на пiдставi (69), (70) отримуємо розв’язок задачi (60), (61):

u(x, y) = φ (y/2)−


y
2∫

0

[2ψ(t)− φ′(t)]e2t
2

dt+ C

 e−y
2/2+

+

 y−x∫
0

[2ψ(t)− φ′(t)]e2t
2

dt+ C

 e−
y2

2 ≡

≡ φ (y/2) +

y−x∫
y/2

[2ψ(t)− φ′(t)]e2t
2

dt.
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III. Вправи для самостiйної роботи

1. Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiвняння (випадок двох незалежних
змiнних):

a) uxx + 2uxy + 5uyy − 32u = 0;

б) uxx − 2uxy + uyy + 9ux + 9uy − 9u = 0;

в) 2uxx + 3uxy + uyy + 7ux + 4uy − 2u = 0;

г) (1 + x2)2uxx + uyy + 2x(1 + x2)ux = 0;

д) y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0;

е) uxx − (1 + y2)2uyy − 2y(1 + y2)uy = 0.

2. Знайти загальнi розв’язки таких рiвнянь:

a) 2uxx − 5uxy + 3uyy = 0;

б) 2uxx + 6uxy + 4uyy + ux + uy = 0;

в) uyy − 2uxy + 2ux − uy = 4ex.

3. Знайти розв’язки таких задач Кошi:
а) 4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy − 2y

1+y2
(2ux − uy) = 0,

u
∣∣
y=0

= sinx, uy
∣∣
y=0

= 1;

б) uxx − 2uxy = −4ey,
u
∣∣
x=0

= ey, ux
∣∣
x=0

= y;

в) uxx + 2 cos xuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0,
u
∣∣
y=sinx

= x+ cos x, uy
∣∣
y=sinx

= sin x;

г) 3uxx − 4uxy + uyy − 3ux + uy = 0,
u
∣∣
y=0

= φ(x), uy
∣∣
y=0

= ψ(x);

д) uxx − 2 sin xuxy − (3 + cos2 x)uyy + ux + (2− sin x− cos x)uy = 0,
u
∣∣
y=cosx

= 0, uy
∣∣
y=cosx

= e−x/2 cosx.

е) uxx + 5uxy + 6uyy = 0; u|y=x = 3x+ 2, uy|y=x = x+ 1.

Вiдповiдi:

2. a) елiптичне всюди, ũξξ + ũηη − 8ũ = 0, ξ = y − x, η = 2x;
б) параболiчне всюди, ũηη + 18ũξ + 9ũη − 9ũ = 0, ξ = x+ y, η = x;
в) гiперболiчне всюди, ũηξ + 3ũξ − ũη + 2ũ = 0, ξ = y − x, η = 2y − x;
г) елiптичне всюди, ũξξ + ũηη = 0, ξ = y, η = arctgx;
д) параболiчне всюди, крiм початку координат (у початку координат рiвняння вироджу-
ється)

ũηη −
ξ

2η(ξ + η)
ũξ +

1

2η
ũξ = 0, ξ = y2 − x2, η = x2;

е) гiперболiчне всюди, ũηξ = 0, ξ = x+ arctg y, η = x− arctg y.

1. а) замiна ξ = x+y, η = 3x+2y зводить до рiвняння ũξη(ξ, η) = 0, iнтегруючи яке, знахо-
димо u(x, y) = F (x+ y) +G(3x+ 2y), де F,G — довiльнi двiчi неперервно-диференцiйовнi
функцiї;
б) u(x, y) = F (y − x) + e(x−y)/2G(y − 2x);
в) u(x, y) = 2ex + e(x+2y)/2F (x) +G(x+ 2y).
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3. a) u(x, y) = sin(x− 2
3
y3)+y+ 1

3
y3; в нових змiнних ξ = x− 2

3
y3, η = x+2y вихiдне рiвняння

набуває вигляду ũξη = 0, iнтегруючи яке i використовуючи початковi умови, приходимо
до вiдповiдi.
б) u(x, y) = (2 + 2x− e2x)ey + x2 + xy; використовується замiна змiнних ξ = y, η = y + 2x.
в) u(x, y) = x+cos(x−y+sin x); використати замiну змiнних ξ = y−x−sin x, η = y+x−sinx.

г) u(x, y) = 3
2
e−yφ(x + y) − 1

2
φ(x + 3y) + 1

4
e−

1
2
(x+3y)

x+3y∫
x+y

ez/2[3φ(z) + 2ψ(z)]dz; спочатку за

допомогою замiни змiнних ξ = x + 3y, η = y + x звести вихiдне рiвняння до канонiчного
вигляду ũξη + 1

2
ũη = 0, iнтегруючи яке, можна отримати його загальний розв’язок.

д) u(x, y) = 2e−
1
4
(2x−y+cosx) cos x sin 1

2
(y − cosx); за допомогою замiни змiнних ξ = 2x− y +

cosx, η = 2x+y−cos x вихiдне рiвняння задачi звести до канонiчного вигляду ũξη+ 1
4
ũη = 0,

загальний розв’язок якого має вигляд ũ(ξ, η) = F (ξ)+ e−ξ/4G(η), де F i G — довiльнi двiчi
неперервно диференцiйовнi функцiї; повертаючись до старих змiнних, отримати загальний
розв’язок вихiдного рiвняння

u(x, y) = F (2x− y + cos x) + e−
1
4
(2x−y+cosx)G(2x+ y − cos x);

далi, використовуючи початковi умови, визначити вигляд функцiй F i G.
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Практичне заняття № 3

3 Контрольна робота №1

Варiант №1

Вказати тип та звести до канонiчного вигляду рiвняння:

1. uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 4uzz + 2u = 0 ;

2. x2uxx − 4xyuxy + 4y2uyy + 6uy = 0 ;

3. y2uxx + 4exyuxy + 5e2xuyy + 4u = 0 .

4. Розв’язати задачу Кошi:

uxx − 4uxy + 3uyy − ux + 3uy = 0,

u
∣∣
y=x

= x2, uy
∣∣
y=x

= 2x.
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Практичне заняття № 4

4 Задача Кошi для рiвняння коливань

I. Довiдкова iнформацiя

Нехай n ∈ N, Rn – лiнiйний простiр, складений з впорядкованих наборiв n-ок
x = (x1, ..., xn) дiйсних чисел, з нормою |x| :=

√
x21 + . . .+ x2n, T – довiльне додатне число

або +∞. Позначимо

Q := {(x, t) | x ∈ Rn, 0 < t 6 T} = Rn×(0, T ], Q := {(x, t) |x ∈ Rn, 0 6 t 6 T} = Rn×[0, T ].

Розглянемо рiвняння

utt − a2
n∑
i=1

uxixi = f(x, t) ⇔ utt − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (71)

де a > 0, f – заданi, вiдповiдно, стала i неперервна функцiя, u – невiдома функцiя i

∆ :=
n∑
i=1

∂2

∂x2i
– лапласiан , ∆u :=

n∑
i=1

uxixi ≡
n∑
i=1

∂2u

∂x2i
.

Зауважимо, що коли n = 1, то рiвняння (71) є рiвнянням поперечних коливань стру-
ни, коли n = 2 – рiвнянням поперечних коливань мембрани, а коли n = 3 – рiвнянням
поширення звукових хвиль. Тому рiвняння (71) називаємо рiвнянням коливань.

Задача Кошi для рiвняння коливань (71): знайти функцiю u ∈ C2(Q) ∩ C1(Q), яка
поточково задовольняє рiвняння (71) в Q i початковi умови

u
∣∣
t=0

= φ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn, (72)

де φ, ψ – заданi неперервнi функцiї.
Далi цю задачу коротко будемо називати задачею (71), (72).
Нагадаємо, що належнiсть функцiї u до простору C2(Q) ∩ C1(Q) означає, що функцiя

u є двiчi неперервно диференцiйовною по x1, ..., xn i t в Q та неперервною на Q разом
з похiдними ut, ux1 , ..., uxn . Крiм того, вiдмiтимо, що через C1,0(Q) позначають простiр,
складений з функцiй f(x, t), (x, t) ∈ Q, якi є неперервними на Q разом з похiдними fxi , i =
1, n, а через C2,0(Q) – пiдпростiр простору C1,0(Q), складений з тих функцiй f ∈ C1,0(Q),
для яких fxixj ∈ C(Q), i, j = 1, n.

Розглянемо iснування розв’язку задачi (71), (72) у випадках n = 1, n = 2 та n = 3.

Теорема 4.1. Розв’язок задачi (71), (72)
1) у випадку n = 3 iснує при умовi, що φ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3), f ∈ C2,0(Q) i виражається
формулою Кiрхгофа

u(x, t) =
∂

∂t

 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

φ(y) dSy

+
1

4πa2t

∫
|y−x|=at

ψ(y) dSy+

+
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

f(y, τ) dSy , (x, t) ∈ Q; (73)
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2) у випадку n = 2 iснує при умовi, що φ ∈ C3(R2), ψ ∈ C2(R2), f ∈ C2,0(Q), i виражає-
ться формулою Пуассона

u(x, t) =
∂

∂t

 1

2πa

∫
|y−x|6at

φ(y)√
(at)2 − |y − x|2

dy

+
1

2πa

∫
|y−x|6at

ψ(y)√
(at)2 − |y − x|2

dy+

+
1

2πa

t∫
0

dτ

∫
|y−x|6a(t−τ)

f(y, τ)√
(a(t− τ))2 − |y − x|2

dy , (x, t) ∈ Q ; (74)

3) у випадку n = 1 iснує при умовi, що φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), f ∈ C1,0(Q), i виражається
формулою Д’Аламбера

u(x, t) =
φ(x+ at) + φ(x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(y) dy +
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(y, τ) dy , (x, t) ∈ Q.

(75)

Тут прийнято такi позначення. У формулi (73) x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) – точки
простору R3, |y − x| =

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2 – вiдстань мiж точками y i x в

R3, а iнтеграл береться по сферi {y | |y − x| = at} з центром в точцi x i радiусом at > 0,
dSy – елемент площi цiєї сфери. У формулi (74) x = (x1, x2), y = (y1, y2) – точки площини
R2, |y − x| =

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 – вiдстань мiж точками y i x, а iнтеграл береться по

кругу {y | |y − x| 6 at} з центром в точцi x i радiусом at > 0, dy = dy1dy2 – елемент площi
круга. У формулi (75) x i y є точки прямої R, а iнтеграл береться по вiдрiзку [x−at, x+at].

II. Приклади розв’язування задачi Кошi для рiвняння коливань

Приклад 17. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R× (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x, ut
∣∣
t=0

= x2, x ∈ R.

Розв’язування. Згiдно з формулою (75) маємо

u(x, t) =
(x+ at) + (x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

y2 dy.

Обчислимо
(x+ at) + (x− at)

2
= x,

1

2a

x+at∫
x−at

y2 dy =
1

2a

y3

3

∣∣∣x+at
x−at

=
1

2a

(x+ at)3 − (x− at)3

3
=

=
1

2a

2at((x+ at)2 + (x2 − a2t2) + (x− at)2)

3
=

(3x2 + a2t2)t

3
. (76)

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) = x+
(3x2 + a2t2)t

3
, (x, t) ∈ R× [0,+∞).

43



Приклад 18. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2
2∑
i=1

uxixi = 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= x1x2, x = (x1, x2) ∈ R2.

Розв’язування. Згiдно з формулою (74) маємо

u(x, t) =
1

2πa

∫∫
|y−x|6at

y1y2√
(at)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

dy1dy2, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞). (77)

Для обчислення iнтегралу використаємо узагальнену полярну систему координат:

y1 = x1 + atr cosα, y2 = x2 + atr sinα, 0 6 α < 2π, 0 < r ≤ 1.

Легко переконатися, що dy1dy2 = a2t2r dαdr. Отож, маємо

J(x, t) :=

∫∫
|y−x|6at

y1y2√
(at)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

dy1dy2 =

= a2t2
1∫

0

2π∫
0

(x1 + atr cosα)(x2 + atr sinα)√
(at)2 − (atr cosα)2 − (atr sinα)2

r dαdr =

= a2t2
1∫

0

2π∫
0

(x1 + atr cosα)(x2 + atr sinα)√
(at)2(1− (cos2 α + sin2 α)r2)

r dαdr =

= at

1∫
0

r√
1− r2

dr

2π∫
0

(x1x2 + atr(x1 sinα + x2 cosα) + a2t2r2 cosα sinα) dα.

Звiдси, врахувавши, що
2π∫
0

cosα dα = 0,
2π∫
0

sinα dα = 0,
π∫
0

sin 2α dα = 0, отримаємо

J(x, t) =

∫∫
|y−x|6at

y1y2√
(at)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

dy1dy2 = at

1∫
0

r√
1− r2

dr

2π∫
0

x1x2 dα =

= −2πatx1x2
√
1− r2

∣∣1
0
= 2πatx1x2.

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) =
1

2πa
J(x, t) =

1

2πa
2πatx1x2 = tx1x2, (x, t) ∈ R2 × [0,+∞).

Приклад 19. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2
3∑
i=1

uxixi = 0, (x, t) = (x1, x2, x3, t) ∈ R3 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1x2x3, ut
∣∣
t=0

= 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
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Розв’язування. Згiдно з формулою (73) маємо

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

y1y2y3 dSy

)
, (x, t) ∈ R3 × (0,+∞). (78)

Для обчислення iнтегралiв використаємо параметризацiю сфери {y ∈ R3
∣∣ |y− x| = at}

на основi сферичної системи координат:

y1 = x1 + at sin θ cosα, y2 = x2 + at sin θ sinα, y3 = x3 + at cos θ, 0 6 α < 2π, 0 6 θ 6 π.

Легко переконатися, що dSy = a2t2 sin θ dθdα. Отож, маємо

∫
|y−x|=at

y1y2y3 dSy = a2t2
2π∫
0

π∫
0

(x1 + at cosα sin θ)(x2 + at sin θ sinα)(x3 + at cos θ) sin θ dθdα =

= a2t2
2π∫
0

π∫
0

(
x1x2x3 + at(x2x3 cosα sin θ + x1x3 sin θ sinα+ x1x2 cos θ)+

+a2t2(x1 sin θ sinα cos θ + x2 cosα sin θ cos θ + x3 cosα sin2 θ sinα)+

+a3t3 cosα sin2 θ sinα cos θ
)
sin θ dθdα =

= a2t2
2π∫
0

dα

π∫
0

x1x2x3 sin θ dθ + a3t3
2π∫
0

cosαdα

π∫
0

x2x3 sin
2 θ dθ+

+a3t3
2π∫
0

sinαdα

π∫
0

x1x3 sin
2 θ dθ + a3t3

2π∫
0

dα

π∫
0

x1x2 cos θ sin θ dθ+

+a4t4
2π∫
0

sinαdα

π∫
0

x1 cos θ sin
2 θ dθ + a4t4

2π∫
0

cosαdα

π∫
0

x2 cos θ sin
2 θ dθ+

+a4t4
2π∫
0

sinα cosαdα

π∫
0

x3 sin
3 θ dθ + a5t5

2π∫
0

cosα cosαdα

π∫
0

cos θ sin3 θ dθ.

Врахувавши, що
2π∫
0

cosαdα = 0,
2π∫
0

sinαdα = 0,
2π∫
0

sin 2αdα = 0,
π∫
0

sin 2θ dθ = 0, отримаємо

∫
|y−x|=at

y1y2y3 dSy = 4πa2t2x1x2x3.

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t
4πa2t2x1x2x3

)
=

∂

∂t

(
tx1x2x3

)
= x1x2x3, (x, t) ∈ R3 × [0,+∞).
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Приклад 20. Знайти розв’язок задачi Кошi

utt − a2
3∑
i=1

uxixi = 3t2, (x, t) = (x1, x2, x3, t) ∈ R3 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1, ut
∣∣
t=0

= x2 + 2x3, x = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Розв’язування. Розв’язок шукаємо за формулою (73)

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

y1 dSy

)
+

1

4πa2t

∫
|y−x|=at

(y2 + 2y3) dSy+

+
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

3τ 2dSy. (79)

Для обчислення перших двох iнтегралiв використаємо параметризацiю сфери
{
y ∈

R3
∣∣ |y−x| = at

}
з центром в точцi x i радiусом at на основi сферичної системи координат:

y1 = x1+at sin θ cosα, y2 = x2+at sin θ sinα, y3 = x3+at cos θ, 0 6 α < 2π, 0 6 θ 6 π.

Легко переконатися, що dSy = a2t2 sin θ dθdα. Отож, знаходимо

∫
|y−x|=at

y1 dSy = a2t2
2π∫
0

π∫
0

(x1 + at cosα sin θ) sin θ dθdα =

= a2t2
2π∫
0

dα

π∫
0

x1 sin θ dθ + a3t3
2π∫
0

cosα dα sin θ dθ = 4πa2t2x1;

∫
|y−x|=at

(y2 + 2y3)dSy = a2t2
2π∫
0

π∫
0

(x2 + at cosα sin θ + 2x3 + 2at cos θ) sin θ dθdα =

= a2t2(x2 + 2x3)

2π∫
0

dα

π∫
0

sin θ dθ + a3t3
2π∫
0

sinα dα

π∫
0

sin2 θ dθ+

+a3t3
2π∫
0

dα

π∫
0

sin θ cos θ dθ = 4πa2t2(x2 + 2x3);

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

3τ 2dSy =

t∫
0

3τ 2dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

dSy =

= 4πa2
t∫

0

3τ 2(t− τ) dτ = 4πa2(t4 − 3

4
t4) = 4πa2 · 1

4
t4 = πa2t4.

Тут ми врахували, що iнтеграл
∫

|y−x|=a(t−τ)
dSy виражає площу сфери радiуса a(t − τ) i

дорiвнює 4πa2(t − τ)2. Вiдмiтимо, що в загальному випадку для обчислення iнтеграла
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∫
|y−x|=a(t−τ)

f(y, τ) dSy можна використати параметризацiю сфери {y ∈ R3
∣∣ |y−x| = a(t−τ)}

(з центром x i радiусом at) вигляду

y1 = x1 + a(t− τ) sin θ cosα, y2 = x2 + a(t− τ) sin θ sinα, y3 = x3 + a(t− τ) cos θ,

0 6 α < 2π, 0 6 θ 6 π.

Отож, розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t
· 4πa2t2x1

)
+

1

4πa2t
· 4πa2t2(x2 + 2x3) +

1

4πa2
· πa2t4 =

=
∂

∂t

(
tx1
)
+ t(x2 + 2x3) +

1

4
t4 = x1 + (x2 + 2x3)t+

1

4
t4, (x, t) ∈ R3 × [0,+∞).

III. Вправи для самостiйної роботи

1. Знайти розв’язки таких задач Кошi

а) utt − a2
2∑
i=1

uxixi = 0, x = (x1, x2) ∈ R2, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x21 + x22, ut
∣∣
t=0

= 1, x ∈ R3;

б) utt − a2
3∑
i=1

uxixi = ax1 + bt, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x2x3, ut
∣∣
t=0

= x1x2 + x3, x ∈ R3;

в) utt − a2
3∑
i=1

uxixi = 2x1x3t, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1 + x2x3, ut
∣∣
t=0

= x1x2 + x3, x ∈ R3;

г) utt −
2∑
i=1

uxixi = (x1 + x2)t, x = (x1, x2) ∈ R2, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1x2, ut
∣∣
t=0

= 2x1 + x2, x ∈ R3;

д) utt − a2
3∑
i=1

uxixi = x3t
2 + 1, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= x1 + x2 + 7, x ∈ R3;

е) utt − a2uxx = x3t2 + 1, x ∈ R, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 4, ut
∣∣
t=0

= sin x, x ∈ R;
є) utt − a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = x1x3t

2 + 1, x ∈ R3, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 4x2, ut
∣∣
t=0

= sin x3, x ∈ R.
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2. Розв’язками яких задач є функцiї

а) u(x, t) =
1

4πt

∫
|y−x|=t

(3y1 + y2 + 2y3)dSy ?

б) u(x, t) =
∂

∂t

( 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

(y1 + y2 − y3)dSy

)
?

в) u(x, t) =
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
|y−x|=a(t−τ)

(y21 + y2 − 2y3) cos τ dSy , ?

Потрiбно сформулювати задачi i переконатися, що цi функцiї є їх розв’язками.

Вiдповiдi:

1. а) u = x21 + x22 + t+ 2t2;
б) u = x2x3 + (x1x2 + x3)t+ axt2/2 + bt3/6.
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Практичне заняття № 5

5 Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi

I. Довiдкова iнформацiя

Нехай n – довiльне натуральне число, T – будь-яке додатне число або +∞,

Q := {(x, t) |x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 0 < t 6 T} ≡ Rn × (0, T ]− напiввiдкритий шар,

Q := {(x, t) |x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 0 6 t 6 T} ≡ Rn × [0, T ]− замикання Q.

Припустимо, що
f ∈ C(Q), φ ∈ Cb(Rn)

– довiльнi функцiї.
Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi

ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (80)

полягає у знаходженнi функцiї u ∈ C2,1(Q) ∩ Cb(Q) (тобто u – функцiя, яка двiчi непе-
рервно диференцiйовна за змiнними x1, ..., xn i неперервно диференцiйовна за змiнною t
в Q та неперервна i обмежена на Q), яка задовольняє поточково це рiвняння i початкову
умову

u|t=0 = φ(x), x ∈ Rn. (81)

Функцiю u називають класичним розв’язком задачi (80), (81).
Нагадаємо, що тут використано позначення

∆u :=
n∑
i=1

∂2u

∂x2i
, де ∆ :=

n∑
i=1

∂2

∂x2i
− лапласiан.

Зауважимо, що коли f = 0, то рiвняння (80) називають однорiдним, а якщо f ̸= 0, то –
неоднорiдним.

Теорема 5.1. Якщо φ – неперервна i обмежена на Rn функцiя, а f – неперервна i обме-
жена разом зi своїми похiдними за змiнними x1, . . . , xn до другого порядку включно на Q,
то iснує обмежений класичний розв’язок задачi (80), (81) i вiн виражається формулою

u(x, t) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

e−
|x−y|2

4a2t φ(y) dy +
1

(2a
√
π)n

t∫
0

ds

(t− s)n/2

∫
Rn

e
− |x−y|2

4a2(t−s)f(y, s) dy, (82)

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2, t ∈ (0, T ].

Формулу (82) називають формулою Пуассона.
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II. Приклади розв’язування задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi

Приклад 21. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2uxx = 2t, (x, t) ∈ R× (0,+∞), (83)
u
∣∣
t=0

= sinx, x ∈ R. (84)

Розв’язування. В нашому випадку n = 1 i тому розв’язок даної задачi будемо шукати
за формулою (82) у виглядi

u(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

e−
(x−y)2

4a2t sin y dy +
1

2a
√
π

t∫
0

ds√
t− s

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) (2s) dy, (85)

(x, t) ∈ R× (0,+∞).
Для обчислення першого iнтеграла зробимо в ньому замiну

y = x+ 2a
√
tz ⇒ dy = 2a

√
t dz .

Тодi

v(x, t) :=
1√
π

+∞∫
−∞

e−z
2

sin(x+ 2a
√
tz) dz =

1√
π

+∞∫
−∞

e−z
2

sinx cos(2a
√
tz) dz+

+
1√
π

+∞∫
−∞

e−z
2

cos x sin(2a
√
tz) dz =

1√
π
sinx

+∞∫
−∞

e−z
2

cos(2a
√
tz) dz+

+
1√
π
cos x

+∞∫
−∞

e−z
2

sin(2a
√
tz) dz =

1√
π
sin x

+∞∫
−∞

e−z
2

cos(2a
√
tz) dz.

Тут враховано те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо

+∞∫
−∞

e−z
2

sin(2a
√
tz) dz = 0.

Тепер використаємо вiдому формулу

J(β) =

+∞∫
−∞

e−ξ
2

cos βξ dξ =
√
πe−β

2/4. (86)

Отже, одержуємо

v(x, t) =
1√
π

sin x · J(2a
√
t) = e−a

2t sin x. (87)

Знайдемо другий iнтеграл в правiй частинi формули (85):

w(x, t) :=
1

2a
√
π

t∫
0

ds√
t− s

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) (2s) dy =
1

2a
√
π

t∫
0

2s ds√
t− s

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) dy. (88)
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Спочатку обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, зробивши замiну змiнних

y = x+ 2a
√
t− s z ⇒ dy = 2a

√
t− s dz

i використавши рiвнiсть (див. (86)):

J(0) =

+∞∫
−∞

e−ξ
2

dξ =
√
π. (89)

У результатi отримаємо

+∞∫
−∞

e
− (x−y)2

4a2(t−s) dy = 2a
√
t− s

+∞∫
−∞

e−z
2

dz = 2a
√
π
√
t− s.

Пiдставимо отриманий вираз у (88):

w(x, t) :=

t∫
0

2s ds = t2. (90)

З (87) i (90) одержимо розв’язок вихiдної задачi:

u(x, t) ≡ v(x, t) + w(x, t) = e−a
2t sinx+ t2, (x, t) ∈ R× [0,+∞).

�

Приклад 22. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2∆u = 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞), (91)
u
∣∣
t=0

= x1 sin x2, x = (x1, x2) ∈ R2. (92)

Розв’язування. В даному випадку n = 2 i розв’язок даної задачi будемо шукати за
формулою (82) у виглядi

u(x1, x2, t) =
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t y1 sin y2 dy1dy2, (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞). (93)

Для обчислення iнтеграла зробимо в ньому замiну

yk = xk + 2a
√
tzk ⇒ dyk = 2a

√
t dzk, k = 1, 2 .
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Тодi, врахувавши (89), отримаємо

u(x1, x2, t) =
1

π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−z
2
1−z22(x1 + 2a

√
tz1) sin(x2 + 2a

√
tz2) dz1dz2 =

=
1√
π

( +∞∫
−∞

e−z
2
1(x1 + 2a

√
tz1) dz1

)( +∞∫
−∞

e−z
2
2 sin(x2 + 2a

√
tz2) dz2

)
=

=
1

π

(√
πx1 + 2a

√
t

+∞∫
−∞

e−z
2
1z1 dz1

)(
sin x2

+∞∫
−∞

e−z
2
2 cos(2a

√
tz2) dz2+

+cos x2

+∞∫
−∞

e−z
2
2 sin(2a

√
tz2) dz2

)
.

Тепер врахуємо те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо рiвностi

+∞∫
−∞

e−z
2
1z1 dz1 = 0,

+∞∫
−∞

e−z
2
2 sin(2a

√
tz2) dz2 = 0,

та використаємо формулу (86). У результатi отримаємо

u(x1, x2, t) =
1

π

√
πx1 sinx2 · J(2a

√
t) =

1√
π
x1 sinx2 ·

√
πe−a

2t = e−a
2tx1 sinx2, (94)

(x1, x2, t) ∈ R2 × [0,+∞). �

Приклад 23. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2∆u = x1e
−t, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞), (95)

u
∣∣
t=0

= x1x2, x ∈ R2. (96)

Розв’язування. Розв’язок даної задачi будемо шукати за формулою (82) у виглядi

u(x1, x2, t) =
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t y1y2 dy1dy2+

+
1

4a2πt

t∫
0

ds

(t− s)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) (y1e
−s) dy1dy2, (97)

x = (x1, x2) ∈ R2, t ∈ (0,+∞).
Для обчислення першого iнтеграла зробимо в ньому замiну

yk = xk + 2a
√
tzk ⇒ dyk = 2a

√
t dzk, k = 1, 2 .
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Тодi

v(x1, x2, t) :=
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t y1y2 dy1dy2 =

=
1

π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−z
2
1−z22(x1 + 2a

√
tz1)(x2 + 2a

√
tz2) dz1dz2 =

=
1

π

( +∞∫
−∞

e−z
2
1(x1 + 2a

√
tz1) dz1

)( +∞∫
−∞

e−z
2
2(x2 + 2a

√
tz2) dz2

)
=

=
1

π
(
√
πx1 + 2a

√
t

+∞∫
−∞

e−z
2
1z1 dz1)(

√
πx2 + 2a

√
t

+∞∫
−∞

e−z
2
2z2 dz2) = x1x2. (98)

Тут враховано рiвнiсть (89) i те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо
рiвнiсть

+∞∫
−∞

e−z
2

z dz = 0. (99)

Знайдемо другий iнтеграл в правiй частинi формули (97):

w(x1, x2, t) :=
1

4a2πt

t∫
0

ds

(t− s)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) (y1e
−s) dy1dy2 =

=
1

4a2πt

t∫
0

e−s ds

(t− s)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) y1 dy1dy2. (100)

Спочатку обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, зробивши замiну змiнних

yk = xk + 2a
√
t− s zk, k = 1, 2,

i використавшши рiвностi (89) i (99):

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e
− (x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2(t−s) y1 dy1dy2 =

= 4a2(t− s)
( +∞∫
−∞

e−z
2
1(x1 + 2a

√
t− s z1) dz1

)( +∞∫
−∞

e−z
2
2 dz2

)
=

= 4a2(t− s)x1(
√
π)2 = 4a2π(t− s)x1.

Пiдставимо отриманий вираз у (100):

w(x1, x2, t) = x1

t∫
0

e−s ds = x1(1− e−t). (101)
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З (98) i (101) одержимо розв’язок вихiдної задачi

u(x1, x2, t) ≡ v(x1, x2, t) + w(x1, x2, t) = x1x2 + x1(1− e−t), (x1, x2, t) ∈ R2 × [0,+∞).

�

Приклад 24. Знайти розв’язок задачi Кошi

ut − a2∆u = 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞), (102)
u
∣∣
t=0

= x1 + cos x2, x = (x1, x2) ∈ R2. (103)

Розв’язування. Розв’язок даної задачi будемо шукати за формулою (82) у виглядi

u(x1, x2, t) =
1

4a2πt

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2

4a2t (y1 + cos y2) dy1dy2, (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞).

(104)
Для обчислення iнтеграла зробимо в ньому замiну змiнних

yk = xk + 2a
√
tzk ⇒ dyk = 2a

√
t dzk, k = 1, 2 .

Тодi

u(x1, x2, t) =
1

π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−z
2
1−z22

[
x1 + 2a

√
tz1 + cos(x2 + 2a

√
tz2)

]
dz1dz2 =

=
1

π

+∞∫
−∞

e−z
2
1 dz1

+∞∫
−∞

e−z
2
2
[
x1 + 2a

√
tz1 + cos x2 cos(2a

√
tz2)− sin x2 sin(2a

√
tz2)

]
dz2 =

=
1

π

+∞∫
−∞

e−z
2
1
[√
π(x1 + 2a

√
tz1) + cosx2 ·

√
πe−a

2t
]
dz1 =

=
1

π
(πx1 + πe−a

2t cos x2) = x1 + e−a
2t cos x2.

Тут ми врахували те, що в силу непарностi пiдiнтегральної функцiї маємо рiвностi

+∞∫
−∞

e−z
2
1z1 dz1 = 0,

+∞∫
−∞

e−z
2
2 sin(2a

√
tz2) dz2 = 0,

та використали формулу (86). Отже,

u(x1, x2, t) = x1 + e−a
2t cos x2, (x1, x2, t) ∈ R2 × [0,+∞).

�
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III. Вправи для самостiйної роботи

Знайти розв’язок задачi Кошi:
1. ut − a2∆u = 3t2, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= sin 2x1 sin 3x2, x ∈ R2;
2. ut − a2uxx = et, (x, t) ∈ R× (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= x, x ∈ R;
3. ut − a2∆u = e−t, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= x1 sin x2, x ∈ R2;
4. ut − a2∆u = 0, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= sin x1 + cos x2, x ∈ R2;
5. ut − a2∆u = x1x2e

−t, (x, t) ∈ R2 × (0,+∞),
u
∣∣
t=0

= cos x1 cos 2x2, x ∈ R2;

Вiдповiдi:
1. u(x1, x2, t) = e−13a2t sin 2x1 sin 3x2 + t3.
2. u(x, t) = x1 + (et − 1).
3. u(x1, x2, t) = e−a

2tx1 sin x2 + (1− e−t).
4. u(x1, x2, t) = e−a

2t(sinx1 + cos x2).
5. u(x1, x2, t) = e−5a2t cos x1 cos 2x2 + x1x2(1− e−t).
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Практичне заняття № 6

6 Контрольна робота № 2

Розв’язати задачi Кошi для рiвняння коливань та рiвняння теплопровiдностi:

1. utt − a2
2∑
i=1

uxixi = 0, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 3(x21 + x22)− 1, ut
∣∣
t=0

= 2x1 + x2 + 1, x = (x1, x2) ∈ R2;

2. utt − a2
3∑
i=1

uxixi = 3x1 + x3t, (x, t) = (x1, x2, x3, t) ∈ R3 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x22 + x3, ut
∣∣
t=0

= 2x1x2 + x3, x = (x1, x2, x3) ∈ R3;

3. ut − a2uxx = 2xe2t, (x, t) ∈ R× (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= 3x+ 1, x ∈ R;

4. ut − a2∆u = 3x1t
2 + x2, (x, t) = (x1, x2, t) ∈ R2 × (0,+∞),

u
∣∣
t=0

= x1 cos 3x2, x = (x1, x2) ∈ R2 .
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Практичне заняття № 7

7 Задачi на знаходження власних значень i власних
елементiв диференцiальних операторiв та

розвинення функцiй в ряди Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Нехай H — сепарабельний дiйсний гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·) i
породженою ним нормою ∥ · ∥.

Прикладом простору H є простiр Лебега L2(Ω), складений з класiв еквiвалентних ви-
мiрних за Лебегом функцiй v : Ω → R таких, що

∫
Ω

|v(x)|2 dx <∞, зi скалярним добутком

(v, w)L2(Ω) =

∫
Ω

v(x)w(x) dx, v, w ∈ L2(Ω),

де Ω — область в просторi Rn, n ∈ N. Зокрема, якщо n = 1 i Ω = (0, l), де l > 0 — довiльне
число, то L2(0, l) — дiйсний гiльбертiв простiр, складений з класiв еквiвалентних вимiрних

за Лебегом функцiй v : (0, l) → R таких, що
l∫
0

|v(x)|2 dx <∞, зi скалярним добутком

(v, w)L2(Ω) =

l∫
0

v(x)w(x) dx, v, w ∈ L2(0, l),

тобто L2(0, l) := L2(Ω), де Ω = (0, l).

Нехай задано лiнiйний оператор

A : D(A) → H,

тобто вiдображення A з H в H таке, що його область визначення D(A) є лiнiйним пiдпро-
стором лiнiйного простору H i для будь-яких v1, v2 ∈ D(A) та α1, α2 ∈ R маємо

A(α1v1 + α2v2) = α1Av1 + α2Av2.

Далi всюди вважаємо, що D(A) — щiльна в H множина.

Означення 7.1. Оператор A : D(A) → H називають замкненим, якщо з того, що
vk →

k→∞
v i Avk →

k→∞
w в H, де {vk} — послiдовнiсть елементiв з D(A), випливає, що v ∈

D(A) i w = Av.

Зауваження 7.1. Якщо лiнiйний оператор Ã : D(Ã) → H зi щiльною в H областю
визначення D(Ã) не є замкненим, то в деяких випадках можна розширити його до за-
мкненого. Необхiдною i достатньою умовою реалiзацiї цiєї можливостi є наявнiсть в
оператора Ã такої властивостi:
• для будь-яких послiдовностей {v(1)k }, {v(2)k } ⊂ D(A) таких, що

v
(1)
k −→

k→∞
v, v

(2)
k −→

k→∞
v i Ãv

(1)
k −→

k→∞
w(1), Ãv

(2)
k −→

k→∞
w(2) в H,
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правильна рiвнiсть
w(1) = w(2).

Тодi можна побудувати замкнений лiнiйний оператор A : D(A) → H такий, що

D(Ã) ⊂ D(A) i Av = Ãv ∀v ∈ D(Ã),

причому для будь-якого v ∈ D(A) iснує послiдовнiсть {vk} ⊂ D(Ã) така , що

vk−→
k→∞

v i Avk−→
k→∞

Av в H.

Це робиться шляхом приєднання до множини D(Ã) тих елементiв v ∈ H, для яких
iснують елемент w ∈ H i послiдовнiсть {vk} елементiв з D(Ã) такi, що

vk →
k→∞

v i Avk →
k→∞

w в H,

i покладанням
Av := w.

�

Нагадаємо, що H2(0, l) — простiр Соболєва, складений з неперервно диференцiйовних
функцiй v : [0, l] → R таких, що функцiя v′ є абсолютно неперервною на [0, l] i ї ї похi-
дна v′′ (яка iснує майже всюди на (0, l)) є елементом простору L2(0, l). Простiр H2(0, l) є
гiльбертовим зi скалярним добутком

(v, w)H2(0,l) :=

l∫
0

[vw + v′w′ + v′′w′′] dx.

Твердження 7.1. Припустимо, що l > 0 — довiльне дiйсне число, α0, α1, β0, β1 — якi-
небудь дiйснi числа такi, що |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, i розглядаємо оператор

Ã : D(Ã) → L2(0, l),

визначений за правилом:

D(Ã) :=
{
v ∈ C2([0, l])

∣∣ α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(1) + β1v(l) = 0
}
⊂ L2(0, l),

Ãv := −v′′ ∀v ∈ D(Ã).

Тодi розширенням цього оператора до замкненого є оператор

A : D(A) → L2(0, l)

такий, що

D(A) :=
{
v ∈ H2(0, l)

∣∣ α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(1) + β1v(l) = 0
}
, (105)

Av := −v′′ ∀v ∈ D(A). (106)

58



Означення 7.2. Спряженим до оператора A називають оператор A⋆ : D(A⋆) → H,
область визначення D(A⋆) якого складається з тих елементiв w ∈ H, для яких iснує
елемент w⋆ ∈ H такий, що

(Av,w) = (v, w⋆) ∀v ∈ D(A), (107)

i
A⋆w = w⋆.

Очевидно, що оператор A⋆ є лiнiйним i

(Av,w) = (v, A⋆w) ∀v ∈ D(A), ∀w ∈ D(A⋆).

Означення 7.3. Оператор A, для якого

D(A) ⊂ D(A⋆) i Av = A⋆v ∀v ∈ D(A),

тобто правильна тотожнiсть

(Av,w) = (v,Aw) ∀v, w ∈ D(A), (108)

називають симетричним.

Означення 7.4. Оператор A : D(A) → H називають самоспряженим, якщо A = A⋆,
тобто

D(A) = D(A⋆) i Av = A⋆v ∀v ∈ D(A).

Теорема 7.1. Оператор A : D(A) → H є самоспряженим тодi i лише тодi, коли вiн є
симетричним i з того, що для w ∈ H iснує w⋆ ∈ H, при якому виконується тотожнiсть
(107), випливає включення w ∈ D(A).

Твердження 7.2. Оператор A : D(A) → L2(0, l), який визначений у формулюваннi твер-
дження 7.1, є самоспряженим.

Доведення. Отже, нехай v, w ∈ D(A) — довiльнi. Маємо

(Av,w) =

l∫
0

(−v′′(x))w(x) dx = −v′(x)w(x)
∣∣∣l
0
+

l∫
0

v′(x)w′(x) dx =

= −v′(l)w(l) + v′(0)w(0) + v(x)w′(x)
∣∣∣l
0
+

l∫
0

v(x)(−w′′(x)) dx =

= −v′(l)w(l) + v′(0)w(0) + v(l)w′(l)− v(0)w′(0) + (v, Aw). (109)

Нехай α0β0 = 0. Це означає, що або α0 = 0 i β0 ̸= 0, або β0 = 0 i α0 ̸= 0. У випадку
α0 = 0 i β0 ̸= 0 маємо v(0) = w(0) = 0 i тодi

v′(0)w(0)− v(0)w′(0) = 0. (110)

Якщо β0 = 0 i α0 ̸= 0, то v′(0) = v′(l) = 0, i тодi знову маємо (110). Коли ж α0β0 ̸= 0 (тобто
α0 ̸= 0 i β0 ̸= 0), то v′(0) = − β0

α0
v(0) i w′(0) = − β0

α0
w(0), а отже правильна рiвнiсть (110).
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Аналогiчно аналiзуємо всеможливi випадки значень α1 та β1 i отримуємо рiвнiсть

v′(l)w(l)− v(l)w′(l) = 0. (111)

З (109) на пiдставi (110) i (111) маємо

(Aw, v) = (v, Aw) ∀v, w ∈ D(A),

тобто оператор A є симетричним.
Залишається показати, що коли для деяких w,w∗ ∈ L2(0, l) маємо

(Av,w) = (v, w∗) ⇔
l∫

0

(−v′′(x))w(x) dx =

l∫
0

v(x)w∗(x) dx ∀v ∈ D(A),

то w ∈ D(A) i w∗ = Aw, тобто w∗ = −w′′. Це легко доводиться, виходячи iз означення
узагальненої похiдної другого порядку.

Означення 7.5. Оператор A : D(A) → H називають невiд’ємним, якщо

(Av, v) > 0 ∀v ∈ D(A). (112)

Якщо ж
(Av, v) > 0 ∀v ∈ D(A), v ̸= 0, (113)

то його називають додатним.

Твердження 7.3. Оператор A : D(A) → L2(0, l), який визначений у формулюваннi твер-
дження 7.1, у випадку α0β0 ≤ 0 i α1β1 ≥ 0 є невiд’ємним, причому коли |β0|+ |β1| > 0 (це
означає, що або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0), то вiн є додатним, а коли β0 = β1 = 0, то суттєво
невiд’ємним.

Доведення. Отже, нехай v ∈ D(A) — довiльне. Тодi маємо

(Av, v) =

∫ l

0

(−v′′(x)) v(x)dx = −v′(x)v(x)
∣∣l
0
+

∫ l

0

|v′(x)|2dx =

= −v′(l)v(l) + v′(0)v(0) +

∫ l

0

|v′(x)|2dx. (114)

Нехай α0β0 = 0, тобто або α0 = 0 i β0 ̸= 0, або α0 ̸= 0 i β0 = 0 . Якщо α0 = 0 i β0 ̸= 0, то
v(0) = 0, а отже, v′(0)v(0) = 0. Така ж рiвнiсть буде i коли α0 ̸= 0 i β0 = 0. Коли α0β0 < 0,
то v′(0) = − β0

α0
v(0), а отже, v′(0)v(0) = − β0

α0
|v(0)|2 ≥ 0, бо β0

α0
< 0.

Аналогiчно розглядаючи рiзнi випадки значень α1 i β1, приходимо до висновку, що
−v′(l)v(l) ≥ 0, якщо α1β1 ≥ 0. Тодi з (114) маємо, що (Av, v) ≥ 0.

Якщо (Av, v) = 0 , то з (114) маємо, що v′(x) = 0 ∀x ∈ [0, l], v′(0)v(0) = 0 i v′(l)v(l) = 0.
Очевидно, що v(x) = C, x ∈ [0, l], де C — стала, i при β0 ̸= 0 або β1 ̸= 0 маємо C = 0, а при
β0 = 0 i β1 = 0 отримаємо, що C —- довiльна стала. Це означає те, що нам було потрiбно
показати.

Означення 7.6. Кажуть, що число λ ∈ R є власним значенням оператора A : D(A) →
H, якщо iснує ненульовий елемент w ∈ D(A), такий, що

Aw = λw, (115)

Елемент w називають власним елементом оператора A, вiдповiдний власному
значенню λ.
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Легко переконатися, що множина V (λ∗), складена з власних елементiв оператора A,
вiдповiдних власному значенню λ∗, разом з нульовим елементом, є лiнiйним пiдпростором
у просторi D(A). Цей пiдпростiр називають власним пiдпростором, вiдповiдним власно-
му значенню Розмiрнiсть пiдпростору V (λ∗) або, iншими словами, максимальна кiлькiсть
лiнiйно незалежних власних елементiв оператора A, вiдповiдних власному значенню λ∗,
називають кратнiстю власного значення λ∗. Кратнiсть власного значення може бути
як скiнченою так i нескiнченною.

Теорема 7.2. Якщо оператор A : D(A) → H є самоспряженим, то будь-якi два власнi
елементи цього оператора, що вiдповiдають рiзним власним значенням, є ортогональ-
ними. Крiм того, якщо оператор A ще i невiд’ємний (вiдповiдно, додатний), то його
власнi значення є невiд’ємними (вiдповiдно, додатними).

Означення 7.7. Оператор B : H → H називають компактним, якщо для будь-якої
обмеженої послiдовностi {vk} ⊂ H (тобто vk ∈ H i ∥vk∥ ≤ C для всiх k ∈ N, де C > 0 —
стала, яка вiд k не залежить) послiдовнiсть {Bvk} мiстить збiжну в H пiдпослiдов-
нiсть.

Твердження 7.4. Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число, а K(·, ·) : [0, l]× [0, l] → R —
задана неперервна функцiя. Тодi оператор B : L2(0, l) → L2(0, l), визначений за правилом:

(
Bv
)
(x) =

l∫
0

K(x, y)v(y) dy, x ∈ [0, l], (116)

є компактним.

Твердження 7.5. Нехай A : D(A) → L2(0, l) — оператор, який визначений у формулю-
ваннi твердження 7.1, i α0β0 ≤ 0 та α1β1 ≥ 0. Тодi для довiльної сталої c > 0 оператор
(cI+A)−1, який називають резольвентою оператора A, є визначеним на всьому просторi
L2(0, l) i компактним.

Доведення. Отже, нехай c > 0 — довiльна фiксована стала. Спочатку доведемо, що для
довiльного елемента w ∈ L2(0, l) iснує тiльки один елемент v ∈ H2(0, l) такий, що

−v′′(x) + cv(x) = w(x), x ∈ (0, l), (117)

α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0. (118)

Як випливає з теорiї крайових задач для лiнiйних рiвнянь другого порядку функцiя v,
яка задовольняє (117), (118) може iснувати i бути єдиною тодi i лише тодi, коли функцiя
v(x), x ∈ [0, l], що задовольняє рiвнiсть

−v′′(x) + cv(x) = 0, x ∈ (0, l), (119)

i крайовi умови (118), може бути лише нульовою. Покажемо, що при c > 0 це так. Припу-
стимо, що маємо функцiю v, яка задовольняє (119), (118). Помножимо рiвнiсть (119) на
цю функцiю та проiнтегруємо здобуту рiвнiсть по [0, l]. У результатi отримаємо

l∫
0

[
−v′′(x)v(x) + c|v(x)|2

]
dx = 0. (120)
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Оскiльки
l∫

0

(
− v′′(x)

)
v(x) dx = −v′′(x)v(x)

∣∣∣l
0
+

l∫
0

∣∣v′(x)∣∣2 dx = −v′(l)v(l) + v′(0)v(0) +

l∫
0

∣∣v′(x)∣∣2 dx,
то рiвнiсть (120) перепишемо у виглядi

−v′(l)v(l) + v′(0)v(0) +

l∫
0

[∣∣v′(x)∣∣2 + c
∣∣v(x)∣∣2] dx = 0. (121)

Мiркуючи так як при доведенi твердження 7.3, отримуємо, що −v′(l)v(l)+v′(0)v(0) ≥ 0.
Звiдси i з (121) випливає, що v = 0. Зауважимо, що коли або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, то i при
умовi c = 0 матимемо v = 0.

Визначимо функцiю Грiна:

G(x, y) =


v1(x)v2(y)

W (y)
, якщо 0 ≤ x ≤ y,

v1(y)v2(x)

W (y)
, якщо y ≤ x ≤ l,

(122)

де v1 — функцiя, що задовольняє (119) i першу з крайових умов (118), а v2 — функцiя, що
задовольняє (119) i другу з крайових умов (118), а

W (x) =

∣∣∣∣v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

∣∣∣∣ , x ∈ [0, l],

— визначник Вронського, побудований за функцiями v1 i v2.
Як вiдомо з теорiї крайових задач для лiнiйних рiвнянь другого порядку, коли w ∈

C
(
[0, l]

)
, то єдина функцiя v ∈ C2([0, l]), яка задовольняє (117), (118), має зображення

v(x) =

l∫
0

G(x, y)w(y) dy =

x∫
0

G(x, y)w(y) dy +

l∫
x

G(x, y)w(y) dy =

= v2(x)

x∫
0

v1(y)w(y)

W (y)
dy + v1(x)

l∫
x

v2(y)w(y)

W (y)
dy, x ∈ [0, l]. (123)

Це означає, що

v′(x) = v′2(x)

x∫
0

v1(y)w(y)

W (y)
dy + v′1(x)

l∫
x

v2(y)w(y)

W (y)
dy, x ∈ [0, l],

v′′(x) = v′′2(x)

x∫
0

v1(y)w(y)

W (y)
dy + v′′1(x)

l∫
x

v2(y)w(y)

W (y)
dy + w(x) для майже всiх x ∈ [0, l].

Звiдси видно, що функцiя v, задана формулою (123) при w ∈ L2(0, l), належить простору
H2(0, l) i задовольняє (117) майже скрiзь та крайовi умови (118), тобто обернений оператор
(cI +A)−1 визначний на всьому просторi L2(0, l), причому (cI +A)−1w = v, де w ∈ L2(0, l)
— довiльна, а v визначена формулою (123), тобто формула (123) визначає оператор (cI +
A)−1 : L2(0, l) → L2(0, l). А так як G ∈ C

(
[0, l] × [0, l]

)
, то цей оператор, як показано у

твердженнi 7.4, є компактним.
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Теорема 7.3. Нехай лiнiйний оператор A : D(A) → H задовольняє такi умови:
• вiн є самоспряженим i невiд’ємним (вiдповiдно, додатним),
• для деякої сталої c ≥ 0 оператор (cI + A)−1 (тобто обернений до оператора cI +
A або, iншими словами, резольвента оператора A) визначений на всьому просторi H i
компактний.

Тодi власнi значення оператора A є невiд’ємними (вiдповiдно, додатними), мають
скiнченi кратностi i точкою скупчення є i тiльки +∞, а з власних елементiв операто-
ра A можна утворити ортонормовану базу в H, а точнiше iснує ортонормована база
{wk}∞k=1 в H така, що

Awk = λkwk, k ∈ N, (124)

де
0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→

k→+∞
+∞ (125)

i в ланцюжку нерiвностей (125) кожне власне значення оператора A повторюється
стiльки разiв, яка його кратнiсть.

Означення 7.8. Скажемо, що лiнiйний оператор A : D(A) → H задовольняє умову
(SNC), якщо вiн задовольняє умови теореми 7.3.

Зауваження 7.2. Якщо лiнiйний оператор A : D(A) → H задовольняє умову (SNC),
то послiдовностi {wk} i {λk}, про якi говориться в теоремi 7.3, шукаємо так. Споча-
тку шукаємо всi власнi значення λ◦j , j ∈ N, оператора A (вони є невiд’ємними числами),
нумеруючи їх так, щоби вони утворювали монотонну зростаючу послiдовнiсть, тобто
0 ≤ λ◦1 < λ◦2 < . . . < λ◦k < . . . , i знаходимо вiдповiднi їм власнi пiдпростори V (λ◦j). Як
вiдомо, будь-якi два власнi елементи оператора A, якi вiдповiдають рiзним власним зна-
ченням, є ортогональними. В кожному власному пiдпросторi V (λ◦j) (вiн скiнченновимiр-
ний) вибираємо ортонормомовану базу w∗

(j,s), s ∈ {1, . . . , qj}, де qj — кратнiсть власного
значення λ◦j , i вводимо позначення λ∗(j,s) := λ◦j , s ∈ {1, . . . , qj}. Впорядкуємо множину
{(j , s) | j ∈ N, s ∈ {1, . . . , qj}} так, що (j1, s1) передує (j2, s2), якщо або j1 < j2, або j1 = j2
i s1 < s2, i задамо монотонно зростаюче вiдображення µ множини N в цю множину
(тобто, якщо l1 < l2, то µ(l1) = (j1, s1) передує µ(l2) = (j2, s2)). Тодi визначаємо

wk := w∗
µ(k), λk := λ∗µ(k), k ∈ N.

Звiдси, зокрема, випливає, що в ланцюжку рiвностей/нерiвностей (125) кожне власне
значення оператора A повторяється пiдряд стiльки раз, яка його кратнiсть.

Наслiдок 7.1. Iснує ортонормована база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора A : D(A) →
L2(0, l), визначеного у формулюваннi твердження 7.1 при умовi α0β0 ≤ 0 та α1β1 ≥ 0,
так, що

Awk = λkwk, k ∈ N, (126)

0 ≤ λ1 < λ2 < ... < λk < ..., причому λk −→
k→+∞

+∞, (127)

i λ1 = 0 у випадку β0 = β1 = 0, а в iнших випадках значень α0, β0 i α1, β1 маємо λ1 > 0.

Доведення. Ми вже з’ясували, що (див. твердження 7.2, 7.3, 7.5), що оператор A є само-
спряженим, додатним у випадку, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i суттєво невiд’ємним у
випадку, якщо β0 = 0 i β1 = 0, а також встановили, що для довiльного c > 0 оператор
(cI + A)−1 є визначеним на L2(0, l) i компактним, тобто оператор A задовольняє умову
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(SNC). Зi сказаного безпосередньо випливає, що власнi значення є додатними, якщо або
β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0. Звiдси i теореми 7.3
безпосередньо випливає наше твердження.

Уточнимо спосiб знаходження {wk} i {λk} i переконаємося, що в (127) всi нерiвностi,
крiм першої, є обов’язково строгими, тобто всi власнi значення є однократними. Для цього
зауважимо, що iз означення оператора A випливає, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ H2(0, l) крайової задачi для звичайного
диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0.
(128)

Оскiльки H2(0, l) — простiр Соболєва, то w′′ — узагальнена похiдна w другого порядку за
Соболєвим. Як було ранiше сказано, H2(0, l) ⊂ C1([0, l]), а отже, з рiвняння задачi (390)
маємо w′′ ∈ C([0, l]), тобто задачу (390) розв’язуємо в просторi C2([0, l]) (похiдна w′′ є
класичною i неперервною на [0, l]).

Отож, нам потрiбно знайти числа λ такi, що задача (390) має ненульовi розв’язки. Як
вже було сказано, коли або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, то такi числа є тiльки серед додатних чисел,
а якщо β0 = 0 i β1 = 0, то нуль є таким числом, а решта — серед додатних чисел.

Спочатку припустимо, що маємо перший випадок, тобто або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, а отже,
λ > 0.

Розглянемо рiвняння
−w′′ = λw,

яке запишемо у виглядi
w′′ + λw = 0. (129)

Це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Знаходимо його повний загальний розв’я-
зок, а для цього розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇐⇒ µ2 = −λ ⇐⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (129) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (130)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (131)

i пiдставимо вирази (130) i (131) в крайовi умови задачi (390):{
α0w

′(0) + β0w(0) ≡ α0C2

√
λ+ β0C1 = 0,

α1w
′(l) + β1w(l) ≡ α1(−C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl) + β1(C1 cos

√
λl + C2 sin

√
λl) = 0.

(132)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ, при яких система (132) сто-
совно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки i пiдставити їх
у (130). У результатi цього будуть знайденi власнi значення i вiдповiднi їм власнi елементи
оператора A.
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Зведемо систему (132) до стандартного вигляду:{
β0C1 + α0

√
λC2 = 0,

(−α1

√
λ sin

√
λl + β1 cos

√
λl)C1 + (α1

√
λ cos

√
λl + β1 sin

√
λl)C2 = 0.

(133)

Система (133) є лiнiйною алгебраїчною системою стосовно C1 i C2. Для iснування в неї
ненульових розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоби визначник основної матрицi був рiвний
нулевi, а саме ∣∣∣∣ β0 α0

√
λ

−α1

√
λ sin

√
λl + β1 cos

√
λl α1

√
λ cos

√
λl + β1 sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Це рiвняння рiвносильне рiвнянню

(α1β0 − α0β1)
√
λ cos

√
λl + (α0α1λ− β0β1) sin

√
λl = 0. (134)

Аналiзуючи рiзнi випадки значень α0, β0, α1, β1, в кожному з них отримаємо злiченну
кiлькiсть додатних коренiв рiвняння (134). Найбiльш загальний та складний випадок бу-
демо мати, коли α1β0 − α0β1 ̸= 0, α0α1 ̸= 0, β0β1 ̸= 0. Тодi рiвняння (134) рiвносильне
рiвнянню

ctg
√
λl =

1

α0β1 − α1β0
(α0α1

√
λ+

β0β1√
λ
).

Розв’язуючи графiчно, бачимо, що це рiвняння має злiченну кiлькiсть додатних коренiв,
причому їх точкою скупчення є +∞. Цi коренi i будуть власними значеннями нашого
оператора A.

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi власнi значе-
ння в систему (133) i знаходимо вiдповiдно значення C1 i C2. З першого рiвняння бачимо,
що для заданого власного значення тiльки (!) одна iз довiльних сталих C1 i C2 може при-
ймати будь-якi значення, а друга або має значення нуль, або виражається через першу.
Це означає, що множина всiх власних функцiй, вiдповiдних одному i тому ж власному
значенню, доповнена нульовою функцiєю, утворюють одновимiрний лiнiйний пiдпростiр
простору L2(0, l), який має вигляд {Cw∗ |C ∈ R}, де w∗ — одна iз власних функцiй. Отож,
ми встановили, що власнi значення оператора A є однократними. Впорядкуємо додатнi
коренi рiвняння (134) в порядку зростання їх величин, тобто у виглядi

0 < λ1 < λ2 < ... < λk < ... (135)

Для кожного k ∈ N знайдемо власну функцiю за формулою (130) при λ = λk i значеннях
C1 i C2, знайдених iз системи (133) при λ = λk за додаткової умови∫ l

0

|w(x)|2dx = 1

(умовi нормування). Позначимо отриману власну функцiю через wk. Отже, ми знайшли
ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послiдовнiсть {λk}.

Аналогiчно розглядаємо випадок β0 = 0 i β1 = 0.

Як було сказано вище, для будь-якого v ∈ H маємо маємо

v =
∞∑
k=1

v̂kwk, де v̂k = (v, wk), k ∈ N.
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Теорема 7.4. Припустимо, що оператор A задовольняє умову (SNC). Тодi

D(A) = {v ∈ H
∣∣ ∞∑
k=1

|λk|2|v̂k|2 <∞}, Av =
∞∑
k=1

λkv̂kwk, якщо v =
∞∑
k=1

v̂kwk. (136)
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II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 25. Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число, а A : D(A) → L2(0, l) оператор,
заданий за правилом (105), (106), де α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = 0, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A).

Треба
1) знайти ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора A;
2) розвинути в ряд Фур’є за цiєю базою функцiї:
а) φ(x) := x+ 1, x ∈ (0, l); б) f(x, t) := x sin t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Розв’язування. 1) На пiдставi наслiдку 7.1 робимо висновок, що iснують ортонормована
база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk} такi, що виконуються спiввiдношення
(126), (127), причому λ1 > 0. Для знаходження {wk} i {λk} використаємо схему, описану
в доведеннi наслiдку 7.1.

З означення оператора A випливає, що для довiльного фiксованого значення параметра
λ операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку крайової задачi для звичайного диферен-
цiального рiвняння {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(137)

Отож, нам потрiбно знайти значення λ > 0 такi, що задача (137) має ненульовi розв’яз-
ки. Розглянемо рiвняння

−w′′ = λw,

i запишемо його у виглядi
w′′ + λw = 0. (138)

Це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Знайдемо його повний загальний розв’я-
зок, а для цього розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇔ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (303) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (139)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (140)

i пiдставимо вирази (420) i (421) в крайовi умови задачi (137):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(141)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (422)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки.
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Iз системи (422) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λl = 0. (142)

З рiвняння cos
√
λl = 0 знаходимо

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (143)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (420) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (144)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора A, є такими:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx dx ≡

√
2

l
sin

−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N.

(145)

2) a) Запишемо розвинення функцiї φ в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою базою:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l],

де

φ̂k :=

l∫
0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(x+ 1) sin
−π + 2πk

2l
x dx =

= −
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
(x+ 1) cos

−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0
−

l∫
0

cos
−π + 2πk

2l
x dx

)
=

= −
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
− 1− 2l

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0

)
=

= −
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
− 1− (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
=

√
2

l

2l

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
.

б) Запишемо розвинення функцiї f в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою базою:

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),
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де

f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(x sin t) sin
√
λkx dx =

= sin t ·
√

2

l

l∫
0

x sin
√
λkx dx = sin t ·

√
2

l

l∫
0

x sin
−π + 2πk

2l
x dx =

= − sin t ·
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
x cos

−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0
−

l∫
0

cos
−π + 2πk

2l
x dx

)
=

= − sin t ·
√

2

l

2l

(−π + 2πk)

(
0− 2l

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

2l
x
∣∣∣l
0

)
=

= sin t ·
√

2

l

2l

(−π + 2πk)
((−1)k+1 2l

−π + 2πk
) = (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
· sin t , t ∈ (0,+∞).

�

Приклад 26. Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число, а A : D(A) → L2(0, l) оператор,
заданий за правилом (105), (106), де α0 = 1, β0 = 0, α1 = 1, β1 = 0, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A).

Треба
1) знайти ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора A;
2) розвинути в ряд Фур’є за цiєю базою функцiї:
а) φ(x) := 2x+ 1, x ∈ (0, l); б) f(x, t) := (x− 1)et, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Розв’язування. 1) На пiдставi наслiдку 7.1 робимо висновок, що iснують ортонормована
база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk} такi, що виконуються спiввiдношення
(126), (127), причому λ1 = 0. Для знаходження {wk} i {λk} використаємо схему, описану
в доведеннi наслiдку 7.1.

З означення оператора A випливає, що для довiльного фiксованого значення параметра
λ операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку крайової задачi для звичайного диферен-
цiального рiвняння {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) = 0.
(146)

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (146) має ненульовi розв’язки.
Розглянемо рiвняння

−w′′ = λw, (147)

у випадках 1) λ = 0 та 2) λ > 0.
1) Нехай λ = 0, тодi маємо рiвняння

−w′′ = 0.
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Будь-який його розв’язок якого має вигляд

w(x) = C1x+ C2,

де C1, C2 — вiдповiднi сталi. Знайдемо цi сталi, пiдставивши розв’язок у крайовi умови
задачi (146). Отримаємо C1 = 0, C2 — ненульова стала, тобто w0(x) = C2, x ∈ [0, l], де
значення C2 вибираємо за умови нормування

l∫
0

|w0(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

dx = 1 ⇔ C2
2 l = 1 ⇔ C2 =

√
1

l
.

Отож, ми встановили, що власному значенню

λ0 = 0 (148)

вiдповiдає власний елемент оператора A вигляду

w0(x) =

√
1

l
, x ∈ [0, l]. (149)

2) Нехай λ > 0 i запишемо рiвняння (147) у виглядi

w′′ + λw = 0. (150)

Це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Знайдемо його повний загальний розв’я-
зок, а для цього розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇐⇒ µ2 = −λ⇐⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (150) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (151)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi. Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (152)

i пiдставимо вирази (429) i (430) в крайовi умови задачi (146):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(153)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (431)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки.

Iз системи (431) маємо

C2 = 0, C1 ̸= 0, sin
√
λl = 0. (154)

З рiвняння sin
√
λl = 0 знаходимо

√
λl = πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(πk
l

)2
, k ∈ N. (155)
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Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (429) i для кожного k ∈ N знаходимо

wk(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], (156)

де C1 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

1

l∫
0

cos2
πk

l
x dx = 1 ⇔

1

2
C2

1

l∫
0

(
1 + cos 2

πk

l
x
)
dx = 1 ⇔ C2

2

l

2
= 1 ⇔ C2 =

√
2

l
.

Отже, ми знайшли ортонормовану базу {wk}∞k=0 в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послi-
довнiсть {λk}∞k=0, складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора
A:

λ0 = 0, λk =
(πk
l

)2
, k ∈ N.

w0(x) =

√
1

l
, wk(x) =

√
2

l
cos
√
λkx dx ≡

√
2

l
cos

πk

l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (157)

2) a) Запишемо розвинення функцiї φ в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою
базою:

φ(x) =
∞∑
k=0

φ̂kwk(x), x ∈ (0, l),

де

φ̂0 :=

l∫
0

φ(x)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(2x+ 1) dx =

√
1

l
(l2 + l) =

√
l(l + 1) ,

φ̂k :=

l∫
0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(2x+ 1) cos
πk

l
x dx =

=

√
2

l

l

πk

(
(2x+ 1) sin

πk

l
x
∣∣∣l
0
−2

l∫
0

sin
πk

l
x dx

)
=

=

√
2

l

l

πk

(
0 +

2l

πk
cos

πk

l
x
∣∣∣l
0

)
= 2

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), k ∈ N.

б) Запишемо розвинення функцiї f в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою базою:

f(x, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

де

f̂0(t) :=

l∫
0

f(x, t)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(x− 1)et dx = et ·
√

1

l

( l2
2
− l
)
=

√
l
( l
2
− 1
)
· et ,
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f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

l∫
0

(x− 1)et cos
√
λkx dx =

= et ·
√

2

l

l∫
0

(x− 1) cos
√
λkx dx = et ·

√
2

l

l∫
0

(x− 1) cos
πk

l
x dx =

= et ·
√

2

l

l

πk

(
(x− 1) sin

πk

l
x
∣∣∣l
0
−

l∫
0

sin
πk

l
x dx

)
= et ·

√
2

l

l

πk

(
0 +

l

πk
cos

πk

l
x
∣∣∣l
0

)
=

=

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1) · et = ake

t, t ∈ (0,+∞), k ∈ N,

де ak :=
√

2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), k ∈ N. �

Приклад 27. Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число, а A : D(A) → L2(0, l) оператор,
заданий за правилом (105), (106), де α0 = 1, β0 = −h1, α1 = 0, β1 = 1, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

де h1 > 0 — задане число.
Треба
1) знайти ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора A;
2) розвинути в ряд Фур’є за цiєю базою функцiї:
а) φ(x) := cosx, x ∈ (0, l); б) f(x, t) := 2x cos t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Розв’язування. 1) На пiдставi наслiдку 7.1 робимо висновок, що iснують ортонормована
база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk} такi, що виконуються спiввiдношення
(126), (127), причому λ1 > 0. Для знаходження {wk} i {λk} використаємо схему, описану
в доведеннi наслiдку 7.1.

З означення оператора A випливає, що для довiльного фiксованого значення параметра
λ операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку крайової задачi для звичайного диферен-
цiального рiвняння {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0)− h1w(0) = 0, w(l) = 0.
(158)

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (158) має ненульовi розв’язки.
Розглянемо рiвняння задачi (158) i запишемо його у виглядi

w′′ + λw = 0. (159)

Це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Знайдемо його повний загальний розв’я-
зок, а для цього розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇔ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.
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Отже, будь-який розв’язок рiвняння (324) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (160)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (161)

i пiдставимо вирази (325) i (326) в крайовi умови задачi (158):{
w′(0)− h1w(0) ≡ C2

√
λ− h1C1 = 0,

w(l) ≡ C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0.

(162)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (327)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки.

Система (327) є лiнiйною алгебраїчною системою стосовно C1 i C2. Для iснування в неї
ненульових розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоби визначник основної матрицi був рiвний
нулевi, а саме ∣∣∣∣ −h1

√
λ

cos
√
λl sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Це рiвняння рiвносильне рiвнянню

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0, (163)

звiдки

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl = −

√
λ

h1
. (164)

Якщо ввести позначення µ :=
√
λl, то отримане рiвняння матиме вигляд

tg µ = − µ

lh1
. (165)

Побудувавши графiки функцiй, що стоять в лiвiй та правiй частинах цього рiвняння,
бачимо, що це воно має злiченну кiлькiсть додатних коренiв{µk}∞k=1, причому їх точкою
скупчення є +∞. Тодi власними значеннями нашого оператора A будуть числа

λk :=
(µk
l

)2
, k ∈ N. (166)

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi власнi значе-
ння в систему (327) i знаходимо вiдповiдно значення C1 i C2. З першого рiвняння бачимо,
що для заданого власного значення тiльки (!) одна iз довiльних сталих C1 i C2 може
приймати будь-якi значення, а друга виражається через першу

C2 =
h1√
λk
C1.

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення
λ,C1, C2 у вираз (325) i кожного k ∈ N знаходимо

wk(x) = C1(cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx), x ∈ [0, l], k ∈ N, (167)
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де C1 — ненульова стала, яку знаходимо з умови нормування:

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx = 1 ⇔

C1 =Mk :=


√√√√√ l∫

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx


−1

. (168)

Отож, для кожного k ∈ N нормований власний елемент оператора A, що вiдповiдає вла-
сному значенню λk має вигляд

wk(x) =Mk

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], (169)

де Mk визначено в (333).
Отже, ми знайшли ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) (див. (169)) i вiдповiдну їй чи-

слову послiдовнiсть {λk} (див.(331)), складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних
значень оператора A.

Зауваження 7.0.1. Вирази власних елементiв wk, k ∈ N, оператора A можна спрости-
ти. Справдi, використавши рiвнiсть (329), маємо

cos
√
λkx− ctg

√
λkl sin

√
λkx =

1

sin
√
λkl

(cos
√
λkx sin

√
λkl − cos

√
λkl sin

√
λkx) =

=
1

sin
√
λkl

sin
√
λk(l − x), x ∈ [0, l], k ∈ N. (170)

Отож, звiдси та (167) для довiльного k ∈ N отримаємо

wk(x) := C1
1

sin
√
λkl

sin
√
λk(l − x) = C̃1 sin

√
λk(l − x), x ∈ [0, l], k ∈ N

де C̃1 := C1
1

sin
√
λkl

— ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування:

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C̃2
1

l∫
0

sin2
√
λk(l − x) dx = 1 ⇔ C̃2

1

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1.

Обчислимо отриманий iнтеграл, використавши рiвнiсть (329):

l∫
0

sin2
√
λkx dx =

1

2

l∫
0

(1− cos 2
√
λkx) dx =

l

2
− 1

4λk
sin 2

√
λkl =

=
l

2
− 1

2
√
λk

sin
√
λkl cos

√
λkl =

l

2
− 1

2
√
λk

tg
√
λkl

1

1 + tg2
√
λkl

=

=
l

2
− 1

2
√
λk

h2√
λk

1

1− ( h2√
λk
)2

=
1

2

(
l − h2

λk + h22

)
.
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Отож, отримуємо

C̃2
1 ·

1

2

(
l − h2

λk + h22

)
= 1 ⇔ C̃1 = M̃k :=

(
1

2

(
l − h2

λk + h22

))−1/2

. (171)

Отож,

wk(x) = M̃k sin
√
λk(l − x), x ∈ [0, l], де M̃k :=

(
1

2

(
l − h2

λk + h22

))−1/2

, k ∈ N, (172)

— ортонормована база в L2(0, l) складена з власних елементiв оператора A, а вiдповiдна
їй числова послiдовнiсть з власних чисел має вигляд (331).

2) a) Запишемо розвинення функцiї φ в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою
базою {wk}, використавши вирази (172):

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ (0, l),

де

φ̂k :=

l∫
0

φ(x)wk(x) dx = M̃k

l∫
0

cosx sin
√
λk(l − x) dx =

=
M̃k

2

l∫
0

(
sin(x(1−

√
λk) +

√
λkl) + sin(−x(1 +

√
λk) +

√
λkl)

)
dx =

=
M̃k

2

(
− 1

1−
√
λk

cos(x(1−
√
λk) +

√
λkl)

∣∣l
0
+

1

1 +
√
λk

cos(−x(1 +
√
λk) +

√
λkl)

∣∣l
0

)
=

=
M̃k

2

(
− 1

1−
√
λk

(cos l − cos
√
λkl) +

1

1 +
√
λk

(cos l − cos
√
λkl)

)
=

= −M̃k

√
λk

1− λk

(
cos l − cos

√
λkl
)
.

б) Запишемо розвинення функцiї f в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою базою:

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

де

f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx = M̃k

l∫
0

(2x cos t) sin
√
λk(l − x) dx =

= 2 cos t ·M̃k

l∫
0

x sin
√
λk(l−x) dx = 2 cos t · M̃k√

λk

(
x cos

√
λk(l−x)

∣∣l
0
−

l∫
0

cos
√
λk(l−x) dx

)
=

= 2 cos t · M̃k√
λk

(
l +

1√
λk

sin
√
λk(l − x)

∣∣l
0

)
= 2

M̃k√
λk

(
l +

1√
λk

sin
√
λkl
)
· cos t =

= bk cos t, t ∈ (0,+∞), де bk := 2
M̃k√
λk

(
l +

1√
λk

sin
√
λkl
)
, k ∈ N.

�
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Приклад 28. Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число, а A : D(A) → L2(0, l) оператор,
заданий за правилом (105), (106), де α0 = 1, β0 = 0, α1 = 1, β1 = h2, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) + h2v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

де h2 — задане число.
Треба
1) знайти ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора A;
2) розвинути в ряд Фур’є за цiєю базою функцiї:
а) φ(x) := x− 1, x ∈ (0, l); б) f(x, t) := ex sin t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).

Розв’язування. 1) На пiдставi наслiдку 7.1 робимо висновок, що iснують ортонормована
база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk} такi, що виконуються спiввiдношення
(126), (127), причому λ1 > 0. Для знаходження {wk} i {λk} використаємо схему, описану
в доведеннi наслiдку 7.1.

З означення оператора A випливає, що для довiльного фiксованого значення параметра
λ операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку крайової задачi для звичайного диферен-
цiального рiвняння {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) + h2w(l) = 0.
(173)

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (173) має ненульовi розв’язки.
Отже, розглянемо рiвняння задачi (173) i запишемо його у виглядi

w′′ + λw = 0. (174)

Це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Знайдемо його повний загальний розв’я-
зок, а для цього розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇔ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (174) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (175)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (176)

i пiдставимо вирази (175) i (176) в крайовi умови задачi (173):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) + h2w(l) ≡ (−C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl) + h2(C1 cos

√
λl + C2 sin

√
λl) = 0.

(177)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (327)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки.

Iз системи (177) маємо

C2 = 0, C1 ̸= 0, −
√
λ sin

√
λl + h2 cos

√
λl = 0. (178)
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Перетворимо отримане рiвняння так

−
√
λ sin

√
λl + h2 cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl =

h2√
λ
. (179)

Позначимо µ :=
√
λl i здобуваємо рiвняння

tg µ =
h2l

µ
.

Розв’язуючи його графiчно, переконуємося, що це рiвняння має злiченну кiлькiсть дода-
тних коренiв {µk}∞k=1, причому їх точкою скупчення є +∞. Тодi

λk :=
(µk
l

)2
, k ∈ N, (180)

— власнi значення нашого оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (175) i знаходимо

wk(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], k ∈ N,

де C1 — ненульова стала, значення якої вибираємо з умови нормування:

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = 1 .

Обчислимо отриманий iнтеграл, використовуючи (179), так:

l∫
0

cos2
√
λkx dx =

1

2

l∫
0

(1 + cos 2
√
λkx) dx =

l

2
+

1

4
√
λk

sin 2
√
λkl =

=
l

2
+

1

2
√
λk

sin
√
λkl cos

√
λkl =

l

2
+

1

2
√
λk

tg
√
λkl

1

1 + tg2
√
λkl

=

=
l

2
+

1

2
√
λk

h2√
λk

1

1 + ( h2√
λk
)2

=
1

2

(
l +

h2
λk + h22

)
.

Отож, отримуємо

C2
1

1

2

(
l +

h2
λk + h22

)
= 1 ⇔ C1 = Hk :=

(
1

2

(
l +

h2
λk + h22

))−1/2

, k ∈ N. (181)

Отже, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l), складена з власних елементiв
оператора A, є така:

wk(x) = Hk cos
√
λkx, x ∈ [0, l], де Hk :=

(
1

2

(
l +

h2
λk + h22

))−1/2

, k ∈ N, (182)

а вiдповiдну їй числова послiдовнiсть {λk}, складена з власних власних значень оператора
A, визначена в (180).
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2) a) Запишемо розвинення функцiї φ в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою
базою:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ (0, l),

де

φ̂k :=

l∫
0

φ(x)wk(x) dx = Hk

l∫
0

(x− 1) cos
√
λkx dx =

=
Hk√
λk

(
(x− 1) sin

√
λkx
∣∣l
0
−

l∫
0

sin
√
λkx dx

)
=

=
Hk√
λk

(
(l − 1) sin

√
λkl +

1√
λk

cos
√
λkx
∣∣l
0

)
=

=
Hk√
λk

(
(l − 1) sin

√
λkl +

1√
λk

(cos
√
λkl − 1)

)
.

б) Запишемо розвинення функцiї f в ряд Фур’є за знайденою ортонормованою базою:

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

де

f̂k(t) :=

l∫
0

f(x, t)wk(x) dx = Hk

l∫
0

(ex sin t) cos
√
λkx dx =

= sin t ·Hk

l∫
0

ex cos
√
λkx dx, t ∈ (0,+∞).

Обчислимо отриманий iнтеграл

l∫
0

ex cos
√
λkx dx = ex cos

√
λkx
∣∣l
0
+

1√
λ

l∫
0

ex sin
√
λkx dx =

= el cos
√
λkl − 1 +

1√
λk

(
ex sin

√
λkx
∣∣l
0
− 1√

λk

l∫
0

ex cos
√
λkx dx

)
=

= el
(
cos
√
λkl −

sin
√
λkl√
λk

)
−1− 1

λk

l∫
0

ex cos
√
λkx dx.

Звiдси (
1 +

1

λk

) l∫
0

ex cos
√
λkx dx = el

(
cos
√
λkl −

sin
√
λkl√
λk

)
−1,

l∫
0

ex cos
√
λkx dx =

el
(
cos

√
λkl − sin

√
λkl√
λk

)
−1

1 + 1
λk

.
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Отож, маємо

f̂k(t) := ck sin t, t ∈ (0,+∞), k ∈ N, де ck :=
el
(
cos

√
λkl − sin

√
λkl√
λk

)
−1

1 + 1
λk

Hk .

�

III. Завдання для самостiйної роботи

Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число, а A : D(A) → L2(0, l) оператор, заданий за
правилом (105),(106).

Треба
1) знайти ортонормовану базу {wk} в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора A;
2) розвинути в ряд Фур’є за цiєю базою функцiї:
а) φ(x), x ∈ (0, l); б) f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),
якщо

1. α0 = 0, β0 = 1, α1 = 0, β1 = 1, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A);

φ(x) = cos 2x, x ∈ (0, l); f(x, t) = (x+ 2)t3, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

2. α0 = 1, β0 = 0, α1 = 0, β1 = 1, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A);

φ(x) = 2x+ 3, x ∈ (0, l); f(x, t) = x2(t+ 1), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

3. α0 = 1, β0 = −h1, α1 = 1, β1 = 0, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

де h1 — задане число;

φ(x) = 3x+ 2, x ∈ (0, l); f(x, t) = ext3, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

4. α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = h2, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) + h2v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

де h2 — задане число;

φ(x) = sin 3x, x ∈ (0, l); f(x, t) = (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞);

5. α0 = 1, β0 = −h1, α1 = 1, β1 = h2, тобто

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v′(l) + h2v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

де h1, h2 — заданi числа;

φ(x) = 2x− 1, x ∈ (0, l); f(x, t) = x(t+ 3), (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞).
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Практичне заняття № 8

8 Розв’язування мiшаних задач для рiвняння
коливання струни з однорiдними крайовими

умовами методом рядiв Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Завдання: Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (183)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (184)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (185)

де
• l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа,

• α0, β0, α1, β1 ∈ R – сталi такi, що |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0,

• φ, ψ ∈ L2(0, l), f ∈ C([0, T ];L2(0, l)) – заданi функцiї.

Розв’язування.
1-ий крок. Згiдно з означенням сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiв-
няння коливань є слабким розв’язком задачi Кошi для вiдповiдного диференцiально-
операторного рiвняння. Запишемо ту задачу, слабкий розв’язок якої є сильно узагальне-
ним розв’язком даної задачi. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(186)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, задача (384) – (386) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного
рiвняння

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (187)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (188)

Згiдно з означенням сильно узагальнений розв’язок задачi (384) – (386) – це слабкий
розв’язок задачi (388),(389). Тому будемо шукати сильно узагальнений розв’язок зада-
чi (384) – (386), використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi
(388), (389).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в H = L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з
власних елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,
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0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0.

Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ H2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння

−w′′ = λw ⇔ w′′ + λw = 0, x ∈ (0, l), (189)

з крайовими умовами

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (190)

Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як це робилося на практичному заняттi №7.
Принагiдно зауважимо, що задачу на знаходження власних значень i власних елемен-

тiв оператора A, яка полягає у вiдшуканнi всеможливих значень параметра λ, при яких
рiвняння (390) має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (391), i знахо-
дження цих розв’язкiв, називаємо задачею Штурма-Лiувiлля i фактично розв’язуємо в
просторi C2([0, l]).

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(191)
де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (384) – (386) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (192)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k, û′k(0) = ψ̂k, k ∈ N.
(193)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (403) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (384) i початковi умови (386) замiсть u (крайовi
умови (385) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до D(A), k ∈ N). Вра-
хувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (401)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,
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у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (404).
Дивлячись на рiвностi (404), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z′′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψk.
(194)

При наших умовах на φ, ψ i f ряд (403) збiгається в просторi C([0, T ];L2(0, l)), а зна-
чить, функцiя u належить цьому ж простору, тобто для функцiї u виконанi всi умови
означення сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння коливань.

�

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 29. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (195)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (196)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (197)

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа.

Розв’язування.

1-ий крок. Введемо позначення вхiдних даних

f(x, t) := x sin t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := x+ 1, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l],

задачi (360) – (362) i зведемо її до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор

A : D(A) → L2(0, l)

за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (198)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (360) – (362) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (199)
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u(0) = φ, u′(0) = ψ. (200)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок вихiдної задачi, використовуючи схему вiд-
шукання слабкого розв’язку задачi (410), (411).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в H = L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з
власних елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, бо β0 ̸= 0. Для знаходження власних значень i вiд-
повiдних їм власних елементiв оператора A зауважимо, що на пiдставi означення цього
оператора отримуємо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(201)

Далi знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} (робиться це точно так, як в прикладi 7 на
практичному заняттi №7, але для повноти викладення повторимо частину тих мiркувань,
що були використанi при розв’язуваннi цього прикладу).

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (370) має ненульовi розв’язки.
Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (370), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (202)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (371) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (203)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (204)

i пiдставимо вирази (420) i (421) в крайовi умови задачi (370):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(205)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система рiвнянь
(422) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз
системи (422) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λl = 0. (206)
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З рiвняння cos
√
λl = 0, врахувавши те, що

√
λl > 0, знаходимо

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇒ λk =

(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (207)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (420) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (208)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора A, є такими:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin

−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N.

(209)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(210)
де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

2l

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 0,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx = (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
· sin t = ak · sin t, t ∈ [0, T ] ,

ak := (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
.

Тут ми використали результати розв’язування прикладу 7 практичного заняття №7.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (360) – (362) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (211)
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де функцiї {ûk} задовольняють рiвностi{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φk, û′k(0) = ψk, k ∈ N.
(212)

Умови (440) на коефiцiєнти ряду (439) отримують так. Припустимо, що цей ряд можна
двiчi почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (360) i умови (362), вра-
хувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (379)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.

У результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси випливають рiвностi (440).
Знайдемо {ûk}. Дивлячись на рiвностi (440), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя

ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (439)) є розв’язком задачi Кошi{
z′′ + a2λkz = ak sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψ̂k.
(213)

Розв’яжемо цю задачу для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо повний
загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний
загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорi-
дного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо
лiнiйне однорiдне рiвняння

z′′ + a2λkz = 0. (214)

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R− довiльнi сталi,

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (442).
Частковий розв’язок (неоднорiдного) рiвняння задачi (441) шукатимемо методом нео-

значених коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dk sin t, t ∈ [0, T ],

де dk – стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

z′ = dk cos t, z′′ = −dk sin t ⇒ −dk sin t+a2λkdk sin t = ak sin t⇒ (a2λk−1)dk = ak ⇒
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dk :=
ak

a2λk − 1
(215)

(тут i далi припускаємо, що a2λk − 1 ̸= 0 для всiх k ∈ N).
Отож, маємо

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок рiвняння задачi (441). Пiдставимо цей вираз в початковi
умови даної задачi для знаходження значень сталих Ak, Bk. Для цього спочатку знайдемо
похiдну

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) = Ak = φ̂k,

z′(0) = a
√
λkBk + dk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k, Bk =
ψ̂k − dk

a
√
λk

,

а значить,

ûk(t) = φ̂k cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ].

Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (360) – (362) є (див. (439)) сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

(φ̂k cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk sin t) sin

√
λkx, t ∈ [0, T ],

де λk, φ̂k, ψ̂k, dk для кожного k ∈ N обчислюються за вище наведеними формулами.
�

Приклад 30. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (216)

ux|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (217)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (218)

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа,

f(x, t) := (x− 1)et, (x, t) ∈ Q, φ(x) := 0, ψ(x) := 2x+ 1, x ∈ [0, l].

Розв’язування.

1-ий крок. Спочатку зведемо задачу (444) – (446) до задачi Кошi для диференцiально-
операторного рiвняння. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A) (219)
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i позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (444) – (446) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (220)

u′(0) = φ, u′(0) = ψ. (221)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок даної задачi, використовуючи схему вiдшу-
кання слабкого розв’язку задачi (298), (299).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в H = L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з
власних елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення оператора A є невiд’ємними i нуль є його власним значенням, бо β0 =
β1 = 0. Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що на пiдставi означення цього оператора отримуємо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) = 0.
(222)

Шукаємо послiдовностi {wk} i {λk} (робимо точно так як в прикладi 8 на практичному
заняттi №7, але для повноти викладення повторимо частину тих мiркувань, що були при
розв’язуваннi цього прикладу).

Отож, нам потрiбно знайти числа λ ≥ 0 такi, що задача (300) має ненульовi розв’язки.
Розглянем цю задачу у випадках: 1) λ = 0; 2) λ > 0.
1) Нехай λ = 0, тодi маємо рiвняння

−w′′ = 0.

Його повний загальний розв’язок має вигляд

w(x) = C1x+ C2, x ∈ [0, l], C1, C2 — довiльнi сталi.

Знайдемо ненульовий розв’язок задачi (300), пiдставивши цей вираз у крайовi умови задачi
(300). Отримаємо C1 = 0, C2 — ненульова стала, тобто

w(x) = C2, x ∈ [0, l],
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— всеможливi власнi функцiї, вiдповiднi власному значенню λ0. Виберемо значення C2 за
умови нормування

1 =

l∫
0

|w0(x)|2 dx = C2
2

l∫
0

dx = C2
2 l ⇒ C2 =

√
1

l
.

Отож, ми встановили, що власному значенню

λ0 = 0 (223)

вiдповiдає власний елемент оператора A вигляду

w0(x) =

√
1

l
, x ∈ [0, l]. (224)

2) Тепер нехай λ > 0. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi
(300), яке можна записати у виглядi

w′′ + λw = 0. (225)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (303) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (226)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Знайдемо похiдну

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (227)

i пiдставимо вирази (429) i (430) в крайовi умови задачi (300):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(228)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система рiвнянь
(431) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз
системи (431) маємо

C2 = 0, C1 ̸= 0, sin
√
λl = 0. (229)

З рiвняння sin
√
λl = 0, врахувавши, що

√
λl > 0, знаходимо

√
λl = πk, k ∈ N, ⇒ λk =

(πk
l

)2
, k ∈ N. (230)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (429) i для кожного k ∈ N отримаємо

w(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], (231)
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де C1 — ненульова стала, — всеможливi власнi функцiї, що вiдповiдають власному зна-
ченню λk. Виберемо значення C1 за умови нормування

1 =

l∫
0

|wk(x)|2 dx = C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = C2

1

l∫
0

cos2
πk

l
x dx =

=
1

2
C2

1

l∫
0

(
1 + cos 2

πk

l
x
)
dx = C2

2

l

2
⇒ C2 =

√
2

l
.

Отже, ми знайшли ортонормовану базу {wk}∞k=0 в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послi-
довнiсть {λk}∞k=0, складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора
A:

λ0 = 0, λk =
(πk
l

)2
, k ∈ N,

w0(x) =

√
1

l
, wk(x) =

√
2

l
cos
√
λkx ≡

√
2

l
cos

πk

l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (232)

3-ий крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=0

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=0

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(x), t ∈ [0, T ], (233)

де

φ̂k =

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx = 0 , k ∈ N ∪ {0},

ψ̂0 :=

l∫
0

φ(x)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(2x+ 1) dx =

√
1

l
(l2 + l) =

√
l(l + 1) ,

ψ̂k =

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 2

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), k ∈ N

f̂0(t) :=

l∫
0

f(x, t)w0(x) dx = a0e
t , a0 :=

√
l
( l
2
− 1
)
, t ∈ [0, T ],

f̂k(t) =

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx = ak · et , ak :=

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), t ∈ [0, T ], k ∈ N.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (444) – (446) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=0

ûk(t)wk(x), t ∈ [0, T ], (234)

де функцiї {ûk}∞k=1 задовольняють рiвностi{
û′′0(t) = f̂0(t), t ∈ (0, T ],

û0(0) = φ̂0, û′0(0) = ψ̂0,
(235)
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{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k, û′k(0) = ψ̂k, k ∈ N.
(236)

Умови (313), (314) на коефiцiєнти ряду (312) отримують так. Припустимо, що ряд (312)
можна двiчi почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (444) та умови
(446). Врахувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (311)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,

отримаємо рiвностi

û′′0(t)w0(x)+
∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) = f̂0(t)w0(x)+

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

û0(0)w0(x) +
∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) = φ̂0w0(x) +
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l],

û′0(0)wk(x) +
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) = ψ̂0w0(x) +
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x) x ∈ [0, l].

Звiдси маємо задачi для знаходження функцiй ûk, k ∈ N ∪ {0}.
З (313) випливає, що функцiя û0 (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (312)) є розв’язком

задачi Кошi {
z′′ = a0e

t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂0, z′(0) = ψ̂0,
(237)

а з (313) випливає, що для кожного k ∈ N функцiя ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (312))
є розв’язком задачi Кошi {

z′′ + a2λkz = ake
t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψ̂0.
(238)

Розв’яжемо спершу задачу (315). Для цього спочатку знайдемо повний загальний
розв’язок рiвняння цiєї задачi, проiнтегрувавши рiвняння двiчi:

z = a0e
t + A0t+B0, t ∈ [0, T ],

де A0, B0 – довiльнi сталi.
Пiдставимо цей вираз повного загального розв’язку рiвняння даної задачi в її початковi

умови для знаходження значень сталих A0, B0. Для цього спочатку знайдемо похiдну

z′ = a0e
t + A0, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) ≡ a0 +B0 = φ̂0, z′(0) ≡ a0 + A0 = ψ̂0.

Звiдси
A0 = ψ̂0 − a0, B0 = φ̂0 − a0.

Отже,
û0(t) = a0e

t + (ψ̂0 − a0)t+ φ̂0 − a0, t ∈ [0, T ].
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Тепер розв’яжемо задачу (316) для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо
повний загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його
повний загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйно-
го однорiдного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож,
розв’яжемо лiнiйне однорiдне рiвняння

z′′ + a2λkz = 0.

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок (неоднорiдного) рiвняння задачi (316) шукатимемо методом нео-

значених коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dke
t, t ∈ [0, T ],

де dk – стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

z′ = dke
t, z′′ = dke

t ⇒ dke
t + a2λkdke

t = ake
t ⇒ (1 + a2λk)dk = ak

⇒ dk :=
ak

1 + a2λk
.

Отож, маємо
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок рiвняння задачi (316).
Пiдставимо цей вираз в початковi умови даної задачi для знаходження значень сталих

Ak, Bk. Для цього спочатку знайдемо похiдну

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) ≡ Ak + dk = φ̂k, z′(0) ≡ a

√
λkBk + dk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k − dk, Bk =
ψ̂k − dk

a
√
λk

.

Звiдси маємо

ûk(t) = (φ̂k − dk) cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ].

Отож, сильно узагальнений розв’язок нашої задачi є (див. (312)) сумою збiжного в
просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

u(x, t) =

√
1

l

[
a0e

t + (ψ̂0 − a0)t+ φ̂0 − a0
]
+

+

√
2

l

∞∑
k=1

[
(φ̂k − dk) cos a

√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dke

t
]
cos
√
λkx, (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ].

�
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Приклад 31. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (239)

(ux − h1u)|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (240)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (241)

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа,

f(x, t) := 2x cos t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := cosx, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

Розв’язування.

1-ий крок. Спочатку зведемо задачу (317) – (319) до задачi Кошi для диференцiально-
операторного рiвняння. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (242)

i позначення

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (317) – (319) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (243)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (244)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок вихiдної задачi, використовуючи схему вiд-
шукання слабкого розв’язку задачi (321), (322).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в H = L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з
власних елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення оператора є додатними, бо β0 ̸= 0. Для знаходження власних значень i
вiдповiдних їм власних елементiв оператора A зауважимо, що на пiдставi означення цього
оператора отримуємо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ H2(0, l) крайової задачi для звичайного
диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0)− h1w(0) = 0, w(l) = 0.
(245)

Далi знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} (це робиться точно так як в прикладi 9 на
практичному заняттi №7, але для повноти викладення повторимо частину тих мiркувань,
що були при розв’язуваннi цього прикладу).
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Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (323) має ненульовi розв’язки.
Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (323), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (246)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (324) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (247)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Знайдемо похiдну

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (248)

i пiдставимо вирази (325) i (326) в крайовi умови задачi (323):{
w′(0)− h1w(0) ≡ C2

√
λ− h1C1 = 0,

w(l) ≡ C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0.

(249)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система рiвнянь
(327) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки.

Система (327) є лiнiйною алгебраїчною системою стосовно C1 i C2. Для iснування в неї
ненульових розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоби визначник основної матрицi був рiвний
нулевi, а саме ∣∣∣∣ −h1

√
λ

cos
√
λl sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Це рiвняння рiвносильне рiвнянню

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0, (250)

звiдки

−h1 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl = −

√
λ

h1
. (251)

Якщо ввести позначення µ :=
√
λl, то отримане рiвняння матиме вигляд

tg µ = − µ

lh1
. (252)

Побудувавши графiки функцiй, що стоять в лiвiй та правiй частинах цього рiвняння,
бачимо, що це воно має злiченну кiлькiсть додатних коренiв{µk}∞k=1, причому їх точкою
скупчення є +∞. Тодi власними значеннями нашого оператора A будуть числа

λk :=
(µk
l

)2
, k ∈ N. (253)

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi власнi значе-
ння в систему (327) i знаходимо вiдповiдно значення C1 i C2. З першого рiвняння бачимо,
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що для заданого власного значення тiльки (!) одна iз довiльних сталих C1 i C2 може
приймати будь-якi значення, а друга виражається через першу

C2 =
h1√
λk
C1.

Для знаходження власних елементiв оператора A, тобто власних функцiй вiдповiдної
задачi Штурма-Лiувiлля, пiдставляємо отриманi значення λ,C1, C2 у вираз (325) i для
кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C1

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], k ∈ N, (254)

де C1 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx = 1 ⇒

C1 =Mk :=


√√√√√ l∫

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)2
dx


−1

. (255)

Отож, для кожного k ∈ N нормований власний елемент оператора A, що вiдповiдає вла-
сному значенню λk має вигляд

wk(x) =Mk

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], (256)

де Mk визначено в (333).

3-iй крок. Розвиваємо вхiднi данi в ряди Фур’є за базою {wk}:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(257)

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =Mk

∫ l

0

cos x ·
(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
dx,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 0,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =Mk

∫ l

0

(2x cos t)
(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
dx =

= bk cos t, t ∈ [0, T ],

де

bk := 2Mk

∫ l

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
x dx, k ∈ N.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (317) – (319) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (258)
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коефiцiєнти якого задовольняють рiвностi{
û′′k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ [0, T ],

ûk(0) = φk, û′k(0) = ψk, k ∈ N.
(259)

цей ряд в рiвняння (317) i умови (319), врахувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див.
(335)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.

У результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), t ∈ (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x).

З рiвностей (337) випливає, що для кожного k ∈ N функцiя ûk (вiдповiдний коефiцiєнт
ряду (336)) є розв’язком задачi Кошi{

z′′ + a2λkz = bk cos t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψ̂k.
(260)

Розв’яжемо цю задачу для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо повний
загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний
загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорi-
дного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо
лiнiйне однорiдне рiвняння

z′′ + a2λkz = 0.

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок даного (неоднорiдного) рiвняння шукатимемо методом неозначе-

них коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dk cos t, t ∈ [0, T ],

де dk – стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

z′ = −dk sin t, z′′ = −dk cos t ⇒ −dk cos t+ a2λkdk cos t = ak cos t⇒ (a2λk − 1)dk = bk

⇒ dk :=
bk

a2λk − 1
.
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Отож, маємо
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок рiвняння задачi (338). Пiдставимо цей вираз в початковi
умови даної задачi для знаходження значень сталих Ak, Bk. Для цього спочатку знайдемо
похiдну

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt− dk sin t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) ≡ Ak + dk = φ̂k,

z′(0) ≡ a
√
λkBk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k − dk, Bk =
ψ̂k

a
√
λk
.

Отож, маємо

ûk(t) :=
(
φ̂k − dk

)
cos a

√
λkt+

ψ̂k

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ],

i сильно узагальнений розв’язок нашої задачi є сумою збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l))
ряду:

u(x, t) =
∞∑
k=1

Mk

[(
φ̂k − dk

)
cos a

√
λkt+

ψ̂k

a
√
λk

sin a
√
λkt+

+dk sin t
](

cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, (x, t) ∈ Q.

�
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III. Завдання для самостiйної роботи
4. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi,

f(x, t) := (x+ 2)t3, (x, t) ∈ Q, φ(x) := cos 2x, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

5. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ux|x=0 = 0, u|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

ux|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi,

f(x, t) := x2(t+ 1), (x, t) ∈ Q, φ(x) := 0, ψ(x) := 2x+ 3, x ∈ [0, l].

6. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ux − h1u)|x=0 = 0, ux|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi,

f(x, t) := ext3, (x, t) ∈ Q, φ(x) := 0, ψ(x) := 3x+ 2, x ∈ [0, l].

7. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

u|x=0 = 0, (ux + h2u)|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi,

f(x, t) := (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := sin 3x, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l].

8. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ux − h1u)|x=0 = 0, (ux + h2u)|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

де l > 0, T > 0 – довiльно заданi,

f(x, t) := x(t+ 3), (x, t) ∈ Q, φ(x) := 0, ψ(x) := 2x− 1, x ∈ [0, l].
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Практичне заняття № 9

Контрольна робота №3

Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, 0 < t ≤ T,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

де l = j, T = j + 1,

f(x, t) := (jx+ j + 1)tj, (x, t) ∈ Q, φ(x) := cos jx, ψ(x) := j + 2, x ∈ [0, l],

1) α0 = 1, β0 = 0, α1 = 1, β1 = 0,

2) α0 = 1, β0 = −j, α1 = 1, β1 = 0,

3) α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = j,

j = 1, 2, 3, 4, 5.
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Практичне заняття № 10

Розв’язування мiшаних задач для рiвняння коливання струни з однорiдними
крайовими умовами третього роду методом рядiв Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Завдання: Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (261)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (262)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (263)

де
• l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа,

• α0, β0, α1, β1 ∈ R – сталi, причому |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0,

• φ, ψ ∈ L2(0, l), f ∈ C([0, T ];L2(0, l)) – заданi функцiї.

Розв’язування.
1-ий крок. Запишемо задачу Кошi для вiдповiдного диференцiально-операторного рiв-
няння, слабкий розв’язок якої є сильно узагальненим розв’язком даної задачi. Для цього
введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(264)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; (0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l);

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ (0, l).

Отже, задача (384) — (386) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного
рiвняння

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (265)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (266)

Згiдно з означенням сильно узагальнений розв’язок задачi (384) — (386) – це слабкий
розв’язок задачi (388), (389). Тому будемо шукати сильно узагальнений розв’язок задачi
(384) — (386), використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi
(388), (389).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk}∞k=1 в H = L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}∞k=1, складенi, вiдповiдно,
з власних елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0.
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Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ H2(0, l) крайової задачi для звичайного
диференцiального рiвняння

−w′′ = λw ⇔ w′′ + λw = 0, x ∈ (0, l), (267)

з крайовими умовами

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (268)

Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як це робилося на практичному заняттi №7.
Принагiдно зауважимо, що задачу на знаходження власних значень i власних елемен-

тiв оператора A, яка полягає у вiдшуканнi всеможливих значень параметра λ, при яких
рiвняння (390) має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (391), i знахо-
дження цих розв’язкiв, називають задачею Штурма-Лiувiлля i фактично розв’язують в
просторi C2[0, l].

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ],

(269)
де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (384) – (386) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (270)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k, û ′
k(0) = ψ̂k, k ∈ N.

(271)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (403) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (384) i початковi умови (386) замiсть u (крайовi
умови (385) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до D(A), k ∈ N). Вра-
хувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (401)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,

у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û ′′
k (t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],
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∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û ′
k(0)wk(x) =

∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (404).
Дивлячись на рiвностi (404), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z ′′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψk.
(272)

При наших умовах на φ, ψ i f ряд (403) збiгається в просторi C([0, T ];L2(0, l)), а зна-
чить, функцiя u належить цьому ж простору, тобто для функцiї u виконанi всi умови
означення сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння коливань.

�

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 32. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = x sin t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (273)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (274)

u|t=0 = x+ 1, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l], (275)

де a > 0, l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа.

Розв’язування.

1-ий крок. Спочатку позначимо

f(x, t) := x sin t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := x+ 1, ψ(x) := 0, x ∈ (0, l).

i зведемо задачу (360) – (362) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор

A : D(A) → L2(0, l)

за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (276)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l);

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ (0, l).

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (360) – (362) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (277)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (278)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок задачi (360) – (362), використовуючи схему
вiдшукання слабкого розв’язку задачi (410), (411).
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2-ий крок. Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв опера-
тора A зауважимо, що на пiдставi означення цього оператора отримуємо, що операторне
рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(279)

Далi знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} (робиться це точно так, як в прикладi 7 на
практичному заняттi №7, але для повноти викладення повторимо частину тих мiркувань,
що були використанi при розв’язуваннi цього прикладу).

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (370) має ненульовi розв’язки.
Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (370), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (280)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (371) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (281)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (282)

i пiдставимо вирази (420) i (421) в крайовi умови задачi (370):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(283)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система рiвнянь
(422) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз
системи (422) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λl = 0. (284)

З рiвняння cos
√
λl = 0, врахувавши те, що

√
λl > 0, знаходимо

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇒ λk =

(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (285)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (420) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (286)
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де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування
l∫

0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

1

2
C2

2

l∫
0

(1− cos
−π + 2πk

l
x) dx = 1 ⇔ 1

2
C2

2

(
x− l

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

l
x
) ∣∣∣x=l

x=0
= 1

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора A, є такими:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin

−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N.

(287)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(288)
де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

2l

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2l

−π + 2πk

)
,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 0,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx = (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
· sin t = ak · sin t, t ∈ [0, T ] ,

де ak := (−1)k+1

√
2

l

( 2l

−π + 2πk

)2
.

Тут ми використали результати розв’язування прикладу 7 практичного заняття №7.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (360) – (362) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (289)

де функцiї {ûk} задовольняють рiвностi{
û ′′
k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φk, û ′
k(0) = ψk, k ∈ N.

(290)

Знайдемо {ûk}. Дивлячись на рiвностi (440), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя
ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (439)) є розв’язком задачi Кошi{

z′′ + a2λkz = ak sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψ̂k.
(291)
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Розв’яжемо цю задачу для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо повний
загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний
загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорi-
дного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо
лiнiйне однорiдне рiвняння

z′′ + a2λkz = 0. (292)

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R− довiльнi сталi,

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (442).
Частковий розв’язок (неоднорiдного) рiвняння задачi (441) шукатимемо методом нео-

значених коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dk sin t, t ∈ [0, T ],

де dk – стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

z′ = dk cos t, z′′ = −dk sin t ⇒ −dk sin t+a2λkdk sin t = ak sin t⇒ (a2λk−1)dk = ak ⇒

dk :=
ak

a2λk − 1
(293)

(тут i далi припускаємо, що a2λk − 1 ̸= 0 для всiх k ∈ N).
Отож, маємо

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

— повний загальний розв’язок рiвняння задачi (441). Пiдставимо вираз повного загального
розв’язку в початковi умови даної задачi для знаходження значень сталих Ak, Bk. Для
цього спочатку знайдемо похiдну

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) = Ak = φ̂k,

z′(0) = a
√
λkBk + dk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k, Bk =
ψ̂k − dk

a
√
λk

,

а значить,

ûk(t) = φ̂k cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ].
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Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (360) – (362) є (див. (439)) сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

u(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

(φ̂k cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk sin t) sin

√
λkx, t ∈ [0, T ],

де λk, φ̂k, ψ̂k, dk для кожного k ∈ N обчислюються за вище наведеними формулами.
�

Приклад 33. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = (x− 1)et, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (294)

ux|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (295)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 2x+ 1, x ∈ [0, l], (296)

де a > 0, l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа.

Розв’язування.

1-ий крок. Спочатку позначимо

f(x, t) := (x− 1)et, (x, t) ∈ Q, φ(x) := 0, ψ(x) := 2x+ 1, x ∈ (0, l).

i зведемо задачу (444) — (446) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A) (297)

i позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l);

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ (0, l).

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (444) – (446) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (298)

u′(0) = φ, u′(0) = ψ. (299)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок даної задачi, використовуючи схему вiдшу-
кання слабкого розв’язку задачi (298), (299).

2-ий крок. Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв опера-
тора A зауважимо, що на пiдставi означення цього оператора отримуємо, що операторне
рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2[0, l] крайової задачi для звичайного
диференцiального рiвняння {

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0) = 0, w′(l) = 0.
(300)
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Шукаємо послiдовностi {wk} i {λk} (робимо точно так як в прикладi 8 на практичному
заняттi №7, але для повноти викладення повторимо частину тих мiркувань, що були при
розв’язуваннi цього прикладу).

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (300) має ненульовi розв’язки.
Розглянемо цю задачу у випадках: 1) λ = 0; 2) λ > 0.
1) Нехай λ = 0, тодi одержуємо рiвняння

−w′′ = 0.

Його повний загальний розв’язок має вигляд

w(x) = C1x+ C2, x ∈ [0, l], C1, C2 — довiльнi сталi.

Знайдемо ненульовий розв’язок задачi (300), пiдставивши вираз повного загального
розв’язку у крайовi умови задачi (300). Отримаємо C1 = 0, C2 — ненульова стала, тобто

w0(x) = C2, x ∈ [0, l],

де значення C2 вибираємо за умови нормування

l∫
0

|w0(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

dx = 1 ⇔ C2
2 l = 1 ⇒ C2 =

√
1

l
.

Отож, ми встановили, що власному значенню

λ0 = 0 (301)

вiдповiдає власний елемент оператора A вигляду

w0(x) =

√
1

l
, x ∈ [0, l]. (302)

2) Тепер нехай λ > 0. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi
(300), яке можна записати у виглядi

w′′ + λw = 0. (303)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (303) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (304)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Знайдемо похiдну

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (305)

i пiдставимо вирази (429) i (430) в крайовi умови задачi (300):{
w′(0) ≡ C2

√
λ = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(306)
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Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система рiвнянь
(431) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз
системи (431) маємо

C2 = 0, C1 ̸= 0, sin
√
λl = 0. (307)

З рiвняння sin
√
λl = 0, врахувавши, що

√
λl > 0, знаходимо

√
λl = πk, k ∈ N, ⇒ λk =

(πk
l

)2
, k ∈ N. (308)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (429) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C1 cos
√
λkx, x ∈ [0, l], (309)

де C1 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ C2
1

l∫
0

cos2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

1

l∫
0

cos2
πk

l
x dx = 1 ⇔

⇔ 1

2
C2

1

l∫
0

(
1 + cos 2

πk

l
x
)
dx = 1 ⇔ C2

1

l

2
= 1 ⇒ C1 =

√
2

l
.

Отже, ми знайшли ортонормовану базу {wk}∞k=0 в L2(0, l) i вiдповiдну їй числову послi-
довнiсть {λk}∞k=0, складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора
A:

λ0 = 0, λk =
(πk
l

)2
, k ∈ N,

w0(x) =

√
1

l
, wk(x) =

√
2

l
cos
√
λkx ≡

√
2

l
cos

πk

l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (310)

3-ий крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=0

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=0

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(x), t ∈ [0, T ], (311)

де

φ̂k =

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx = 0 , k ∈ N ∪ {0},

ψ̂0 :=

l∫
0

φ(x)w0(x) dx =

√
1

l

l∫
0

(2x+ 1) dx =

√
1

l
(l2 + l) =

√
l(l + 1) ,

ψ̂k =

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 2

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k − 1), k ∈ N,

f̂0(t) :=

l∫
0

f(x, t)w0(x) dx = a0e
t , де a0 :=

√
l
( l
2
− 1
)
, t ∈ [0, T ],
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f̂k(t) =

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx = ak ·et , де ak :=

√
2

l

( l

πk

)2
((−1)k−1), t ∈ [0, T ], k ∈ N.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (444) – (446) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=0

ûk(t)wk(x), t ∈ [0, T ], (312)

де функцiї {ûk}∞k=1 задовольняють рiвностi{
û ′′
0 (t) = f̂0(t), t ∈ (0, T ],

û0(0) = φ̂0, û ′
0(0) = ψ̂0,

(313)

{
û ′′
k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k, û ′
k(0) = ψ̂k, k ∈ N.

(314)

З (313) випливає, що функцiя û0 (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (312)) є розв’язком
задачi Кошi {

z ′′ = a0e
t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂0, z ′(0) = ψ̂0,
(315)

а з (313) випливає, що для кожного k ∈ N функцiя ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (312))
є розв’язком задачi Кошi {

z ′′ + a2λkz = ake
t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z ′(0) = ψ̂0.
(316)

Розв’яжемо спершу задачу (315). Для цього спочатку знайдемо повний загальний
розв’язок рiвняння цiєї задачi, проiнтегрувавши рiвняння двiчi:

z = a0e
t + A0t+B0, t ∈ [0, T ],

де A0, B0 – довiльнi сталi.
Пiдставимо цей вираз повного загального розв’язку рiвняння даної задачi в її початковi

умови для знаходження значень сталих A0, B0. Для цього спочатку знайдемо похiдну

z′ = a0e
t + A0, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) ≡ a0 +B0 = φ̂0, z′(0) ≡ a0 + A0 = ψ̂0.

Звiдси
A0 = ψ̂0 − a0, B0 = φ̂0 − a0.

Отже,
û0(t) = a0e

t + (ψ̂0 − a0)t+ φ̂0 − a0, t ∈ [0, T ].

Тепер розв’яжемо задачу (316) для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо
повний загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його
повний загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйно-
го однорiдного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож,
розв’яжемо лiнiйне однорiдне рiвняння

z′′ + a2λkz = 0.
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Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок (неоднорiдного) рiвняння задачi (316) шукатимемо методом нео-

значених коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dke
t, t ∈ [0, T ],

де dk – стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

z′ = dke
t, z′′ = dke

t ⇒ dke
t + a2λkdke

t = ake
t ⇒ (1 + a2λk)dk = ak

⇒ dk :=
ak

1 + a2λk
.

Отож, маємо
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок рiвняння задачi (316).
Пiдставимо цей вираз в початковi умови даної задачi для знаходження значень сталих

Ak, Bk. Для цього спочатку знайдемо похiдну

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) ≡ Ak + dk = φ̂k, z′(0) ≡ a

√
λkBk + dk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k − dk, Bk =
ψ̂k − dk

a
√
λk

.

Звiдси маємо

ûk(t) = (φ̂k − dk) cos a
√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dke

t, t ∈ [0, T ].

Отож, сильно узагальнений розв’язок нашої задачi є (див. (312)) сумою збiжного в
просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

u(x, t) =

√
1

l

[
a0e

t + (ψ̂0 − a0)t+ φ̂0 − a0
]
+

+

√
2

l

∞∑
k=1

[
(φ̂k − dk) cos a

√
λkt+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dke

t
]
cos
√
λkx, (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ].

�
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Приклад 34. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання
струни

utt − a2uxx = 2x cos t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (317)

(ux − h0u)|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (318)

u|t=0 = cos x, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l], (319)

де a > 0 l > 0, T > 0, h0 > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа.

Розв’язування.

1-ий крок. Спочатку позначимо

f(x, t) := 2x cos t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := cosx, ψ(x) := 0, x ∈ [0, l],

i зведемо задачу (317) – (319) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v′(0)− h1v(0) = 0, v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (320)

i позначення

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (317) – (319) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (321)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (322)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок вихiдної задачi, використовуючи схему вiд-
шукання слабкого розв’язку задачi (321), (322).

2-ий крок. Всi власнi значення оператора є додатними, бо β0 ̸= 0. Для знаходження
власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A зауважимо, що на пiдставi
означення цього оператора отримуємо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ H2(0, l) крайової задачi для звичайного
диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w′(0)− h1w(0) = 0, w(l) = 0.
(323)

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (323) має ненульовi розв’язки.
Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (323), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (324)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.
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Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (324) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (325)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Знайдемо похiдну

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (326)

i пiдставимо вирази (325) i (326) в крайовi умови задачi (323):{
w′(0)− h0w(0) ≡ C2

√
λ− h1C1 = 0,

w(l) ≡ C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0.

(327)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система рiвнянь
(327) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки.

Система (327) є лiнiйною алгебраїчною системою стосовно C1 i C2. Для iснування в неї
ненульових розв’язкiв необхiдно i достатньо, щоби визначник основної матрицi був рiвний
нулевi, а саме ∣∣∣∣ −h0

√
λ

cos
√
λl sin

√
λl

∣∣∣∣ = 0.

Це рiвняння рiвносильне рiвнянню

−h0 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0, (328)

звiдки

−h0 sin
√
λl −

√
λ cos

√
λl = 0 ⇔ tg

√
λl = −

√
λ

h0
. (329)

Якщо ввести позначення µ :=
√
λl, то отримане рiвняння матиме вигляд

tg µ = − µ

lh0
. (330)

Побудувавши графiки функцiй, що стоять в лiвiй та правiй частинах цього рiвняння,
бачимо, що це воно має злiченну кiлькiсть додатних коренiв{µk}∞k=1, причому їх точкою
скупчення є +∞. Тодi власними значеннями нашого оператора A будуть числа

λk :=
(µk
l

)2
, k ∈ N. (331)

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi власнi значе-
ння в систему (327) i знаходимо вiдповiдно значення C1 i C2. З першого рiвняння бачимо,
що для заданого власного значення тiльки (!) одна iз довiльних сталих C1 i C2 може
приймати будь-якi значення, а друга виражається через першу

C2 =
h0√
λk
C1.

Для знаходження власних елементiв оператора A, тобто власних функцiй вiдповiдної
задачi Штурма-Лiувiлля, пiдставляємо отриманi значення λ,C1, C2 у вираз (325) i для
кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C1

(
cos
√
λkx+

h0√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], k ∈ N, (332)
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де C1 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk(x)|2 dx = 1 ⇔ (C1)
2

l∫
0

(
cos
√
λkx+

h0√
λk

sin
√
λkx
)2
dx = 1 ⇒

C1 =Mk :=


√√√√√ l∫

0

(
cos
√
λkx+

h0√
λk

sin
√
λkx
)2
dx


−1

. (333)

Отож, для кожного k ∈ N нормований власний елемент оператора A, що вiдповiдає вла-
сному значенню λk має вигляд

wk(x) =Mk

(
cos
√
λkx+

h0√
λk

sin
√
λkx
)
, x ∈ [0, l], (334)

де Mk визначено в (333).

3-iй крок. Розвиваємо вхiднi данi в ряди Фур’є за базою {wk}:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(335)

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =Mk

∫ l

0

cos x ·
(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
dx,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx = 0,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =Mk

∫ l

0

(2x cos t)
(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
dx =

= bk cos t, t ∈ [0, T ],

де

bk := 2Mk

∫ l

0

(
cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
x dx, k ∈ N.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (317) – (319) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (336)

коефiцiєнти якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ [0, T ],

ûk(0) = φk, û ′
k(0) = ψk, k ∈ N.

(337)

З рiвностей (337) випливає, що для кожного k ∈ N функцiя ûk (вiдповiдний коефiцiєнт
ряду (336)) є розв’язком задачi Кошi{

z ′′ + a2λkz = bk cos t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z ′(0) = ψ̂k.
(338)
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Розв’яжемо цю задачу для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо повний
загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний
загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорi-
дного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо
лiнiйне однорiдне рiвняння

z ′′ + a2λkz = 0.

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок даного (неоднорiдного) рiвняння шукатимемо методом неозначе-

них коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dk cos t, t ∈ [0, T ],

де dk – стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

z ′ = −dk sin t, z ′′ = −dk cos t ⇒ −dk cos t+ a2λkdk cos t = ak cos t⇒ (a2λk − 1)dk = bk

⇒ dk :=
bk

a2λk − 1
.

Отож, маємо
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ],

– повний загальний розв’язок рiвняння задачi (338). Пiдставимо цей вираз в початковi
умови даної задачi для знаходження значень сталих Ak, Bk. Для цього спочатку знайдемо
похiдну

z ′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt− dk sin t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) ≡ Ak + dk = φ̂k,

z ′(0) ≡ a
√
λkBk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k − dk, Bk =
ψ̂k

a
√
λk
.

Отож, маємо

ûk(t) :=
(
φ̂k − dk

)
cos a

√
λkt+

ψ̂k

a
√
λk

sin a
√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ],

i сильно узагальнений розв’язок нашої задачi є сумою збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l))
ряду:

u(x, t) =
∞∑
k=1

Mk

[(
φ̂k − dk

)
cos a

√
λkt+

ψ̂k

a
√
λk

sin a
√
λkt+

+dk sin t
](

cos
√
λkx+

h1√
λk

sin
√
λkx
)
, (x, t) ∈ Q.
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III. Завдання для самостiйної роботи

Нехай l > 0, T > 0, h0 > 0, h1 > 0 — довiльнi фiксованi сталi. Знайдiть сильно узагальнений
розв’язок даної мiшаної задачi для рiвняння коливання струни:

1.
utt − a2uxx = xe2t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = x, ut|t=0 = 3, x ∈ [0, l].

2.
utt − a2uxx = 2xt, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ux|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ux|t=0 = cos x, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l].

3.
utt − a2uxx = 3e3t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ux − h0u)|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = sin 2x, ut|t=0 = 1, x ∈ [0, l].

4.
utt − a2uxx = x cos 2t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ux|x=0 = 0, (ux + h1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 3x, ut|t=0 = 4, x ∈ [0, l].

5.
utt − a2uxx = 2x+ 3, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ux − h0u)|x=0 = 0, (ux + h1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 0, ut|t=0 = sin 3x, x ∈ [0, l].
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Практичне заняття № 11

Розв’язування мiшаних задач для рiвняння коливання струни з
неоднорiдними крайовими умовами методом рядiв Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Завдання: Знайти сильно узагальнений розв’язок ũ : Q→ R мiшаної задачi для рiвняння
коливання струни

ũtt − a2ũxx = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (339)

з неоднорiдними крайовими умовами

(α0ũx + β0ũ)|x=0 = µ0(t), (α1ũx + β1ũ)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (340)

та початковими умовами

ũ|t=0 = φ̃(x), ũt|t=0 = ψ̃(x), x ∈ [0, l], (341)

де
• l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа,

• α0, β0, α1, β1 ∈ R – сталi такi, що |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0,

• φ̃, ψ̃ ∈ L2(0, l), f̃ ∈ C([0, T ];L2(0, l)), µ0, µ1 ∈ C2([0, T ]) — заданi функцiї, причому або
µ0 ̸= 0, або µ1 ̸= 0.

Розв’язування.
0-ий крок. Шукаємо функцiю h ∈ C2(Q), яка задовольняє крайовi умови (385), тобто

(α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ [0, T ]. (342)

Функцiю h можна шукати у виглядi

h(x, t) = p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q, (343)

де p, q, r ∈ C2([0, T ]) — функцiї вiд змiнної t, якi вибирають такими, щоби виконувалися
умови (342). Для знаходження p, q, r шукають похiдну

hx(x, t) = 2p(t)x+ q(t)

i пiдставляють вирази w i wx в умови (342):{
α0q(t) + β0r(t) = µ0(t),

α1(2lp(t) + q(t)) + β1(l
2p(t) + lq(t) + r(t)) = µ1(t), t ∈ [0, T ].

Звiдси знаходять p, q i r. Оскiльки маємо два рiвняння, а невiдомих функцiй — три, то
одна з функцiй p, q або r може бути довiльною, її покладемо рiвною, наприклад, нулевi.

Якщо функцiю h знайдено, то в задачi (384) — (386) роблять замiну

ũ = u+ h, (344)
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де u — нова невiдома функцiя:

(u+ h)tt − a2(u+ h)xx = f̃(x, t),

(α0(u+ h)x + β0(u+ h))|x=0 = µ0(t), (α1(u+ h)x + β1(u+ h))|x=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = φ̃(x), (u+ h)t|t=0 = ψ̃(x).

Звiдси, враховуючи лiнiйнiсть операцiї диференцiювання, маємо

utt + htt − a2uxx − a2hxx = f̃(x, t),

(α0ux + β0u)|x=0 + (α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1ux + β1u)|x=l + (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = φ̃(x), ut|t=0 + ht|t=0 = ψ̃(x).

Отож, врахувавши (342), для нової невiдомої функцiї u отримаємо задачу

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (345)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (346)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (347)

де
f(x, t) := f̃(x, t)− htt(x, t) + a2hxx(x, t), (x, t) ∈ Q; φ(x) := φ̃(x)− h(x, 0), ψ(x) := ψ̃(x)−
ht(x, 0), x ∈ [0, l].

Вiдмiтимо, що коли µ0 = µ1 = 0, то h = 0 i 0-го кроку не робимо (тодi в задачi (345) —
(347) маємо ũ = u, f̃ = f, φ̃ = φ, ψ̃ = ψ) i починаємо з 1-го кроку.

1-ий крок. Згiдно з означенням, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiв-
няння коливань є слабким розв’язком задачi Кошi для вiдповiдного диференцiально-
операторного рiвняння. Запишемо ту задачу, слабкий розв’язок якої є сильно узагаль-
неним розв’язком задачi (345) — (347). Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за
правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(348)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l] ; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l],

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, задача (345) — (347) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного
рiвняння

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (349)

u(0) = φ, u ′(0) = ψ. (350)

Як було сказано, сильно узагальнений розв’язок задачi (345) — (347) — це слабкий
розв’язок задачi (388), (389). Тому шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (345)
— (347), використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi (388),
(389).
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2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з власних
елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0.

Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ H2(0, l) крайової задачi для звичайного
диференцiального рiвняння

−w′′ = λw, x ∈ (0, l), (351)

з крайовими умовами

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (352)

Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як це робилося на практичному заняттi №7.
Принагiдно зауважимо, що задачу на знаходження власних значень i власних елемен-

тiв оператора A, яка полягає у вiдшуканнi всеможливих значень параметра λ, при яких
рiвняння (390) має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (391), i знахо-
дження цих розв’язкiв, називаємо задачею Штурма-Лiувiлля. Вiдмiтимо, що розв’язки
цiєї задачi належать простору C2[0, l].

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l],

f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (353)

де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (345) — (347) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (354)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k, û ′
k(0) = ψ̂k,

k ∈ N. (355)
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Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (403) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (345) i початковi умови (347) замiсть u (крайовi
умови (346) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до D(A), k ∈ N). Вра-
хувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (401)) i те, що

w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,

у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û′′k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û′k(0)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (404).
Дивлячись на рiвностi (404), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z′′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z′(0) = ψk.
(356)

Очевидно, що рiвняння задачi (527) є звичайним лiнiйним диференцiальним рiвнянням
другого порядку, а отже, його повний загальний розв’язок є сумою повного загального
розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння

z ′′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (357)

i часткового розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння, що є рiвнянням задачi (527).
Спочатку для довiльного фiксованого k ∈ N знайдемо повний загальний розв’язок

рiвняння (528). Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо
вiдповiдне йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi

z = Ak cos a
√
λk t+Bk sin a

√
λk t, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R — довiльнi сталi,

— повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (528).
Частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi (527) шукаємо методом варiацiї сталих або ме-
тодом неозначених коефiцiєнтiв. Якщо ми знайшли частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi
(527), то його повний загальний розв’язок має вигляд

z = Ak cos a
√
λk t+Bk sin a

√
λk t+

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (358)

де Ak, Bk — довiльнi сталi. Пiдставивши вираз повного загального розв’язку в початкову
умову задачi (527), отримаємо

{
Ak +

∗
z(0) = φ̂k

Bka
√
λk +

∗ ′
z (0) = ψ̂k

⇒


Ak = φ̂k −

∗
z(0)

Bk =
ψ̂k −

∗ ′
z (0)

a
√
λk

.
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Отож, ми здобули

ûk(t) :=
(
φ̂k −

∗
z(0)

)
cos a

√
λk t+

ψ̂k −
∗ ′
z (0)

a
√
λk

sin a
√
λk t+

∗
z(t), t ∈ [0, T ]. (359)

!!! Розглянемо кiлька випадкiв знаходження часткового розв’язку рiвняння задачi (527)
методом неозначених коефiцiєнтiв.

• Якщо
f̂k(t) = ak cosωt+ bk sinωt,

де ω — стала така, що ω ̸= a
√
λk для кожного k ∈ N (може бути ak = 0 або bk = 0), то

частковий розв’язок шукають у виглядi

∗
z(t) := ck cosωt+ dk sinωt,

де ck i dk знаходять за формулами

ck =
ak

a2λk − ω2
, dk =

bk
a2λk − ω2

.

• Якщо ж fk(t) = akt+ bk, то
∗
z(t) := ckt+ dk,

де ck =
ak
a2λk

, dk =
bk
a2λk

.

• Якщо fk(t) = ake
ωt, то

∗
z(t) := cke

ωt,

де ck =
ak

λka2 + ω2
.

При наших умовах на φ, ψ i f ряд (403) збiгається в просторi C([0, T ];L2(0, l)), а зна-
чить, функцiя ũ належить цьому ж простору, тобто функцiя ũ задовольняє умови означе-
ння сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння коливань. Отож, сильно
узагальненим розв’язком задачi (384) — (386) є функцiя

ũ(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x) + p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

де ûk, k ∈ N, p, q, r знайденi вище. �

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 35. Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ].
Знайдiть сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

ũtt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (360)

ũ|x=0 = sin t, ũx|x=l = 1, t ∈ (0, T ], (361)

ũ|t=0 = x+ 1, ũt|t=0 = 0, x ∈ [0, l]. (362)
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Розв’язування.

0-ий крок. Оскiльки µ0 ̸= 0 i µ1 ̸= 0, то в задачi робимо замiну невiдомої функцiї:

ũ = u+ h,

де u — нова невiдома функцiя, а h — вiдома допомiжна функцiя така, що

h|x=0 = µ0(t), hx|x=l = µ1(t), t ∈ [0, T ]. (363)

Шукаємо функцiю h у виглядi

h(x, t) := p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q,

де p, q, r такi, що виконуються рiвностi (363), тобто

r(t) = µ0(t), 2lp(t) + q(t) = µ1(t), t ∈ [0, T ].

Звiдси, поклавши p(t) = 0, t ∈ [0, T ], знаходимо r(t) = µ0(t), q(t) = µ1(t), t ∈ [0, T ], тобто

h(x, t) := x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Отож, в нашiй задачi робимо замiну

ũ(x, t) = u(x, t) + x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Маємо
utt − sin t− a2uxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

u|x=0 + sin t = sin t, ux|x=l + 1 = 1, t ∈ (0, T ],

u|t=0 + x = x+ 1, ut|t=0 + 1 = 0, x ∈ [0, l],

звiдки отримуємо задачу для нової невiдомої функцiї u:

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (364)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (365)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (366)

де
f(x, t) := (x+ 1) sin t, (x, t) ∈ Q; φ(x) := 1, ψ(x) := −1, x ∈ [0, l].

1-ий крок. Зведемо задачу (364) — (366) до задачi Кошi для диференцiально-оператор-
ного рiвняння. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (367)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ [0, l];

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (364) — (366) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (368)
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u(0) = φ, u′(0) = ψ. (369)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок вихiдної задачi, використовуючи схему вiд-
шукання слабкого розв’язку задачi (410), (411).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з власних
елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, бо β0 ̸= 0.
Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A

зауважимо, що на пiдставi означення цього оператора отримуємо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(370)

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (370) має ненульовi розв’язки.
Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (370), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (371)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (371) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (372)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (373)

i пiдставимо вирази (420) i (421) в крайовi умови задачi (370):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(374)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (422)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз системи
(422) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λl = 0. (375)
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З рiвняння cos
√
λl = 0 i врахування того, що

√
λl > 0, знаходимо

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (376)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (420) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (377)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l) i числова послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора A, є такими:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin

−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N.

(378)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

(379)
де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

1 · sin −π + 2πk

2l
x dx ,

ψ̂k :=

∫ l

0

ψ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(−1) · sin −π + 2πk

2l
x dx,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(x+ 1) sin t · sin −π + 2πk

2l
x dx =

= sin t ·
√

2

l

∫ l

0

(x+ 1) · sin −π + 2πk

2l
x dx = ak · sin t, t ∈ [0, T ] ,

ak :=

√
2

l

∫ l

0

(x+ 1) · sin −π + 2πk

2l
x dx.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (364) — (366) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ Q, (380)
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де функцiї {ûk} задовольняють рiвностi{
û ′′
k (t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φk, û ′
k(0) = ψk,

k ∈ N. (381)

Умови (440) на коефiцiєнти ряду (439) отримують так. Припустимо, що цей ряд можна
двiчi почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (364) i умови (366), вра-
хувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (379)) i те, що

w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.

У результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û ′′
k (t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x),
∞∑
k=1

û ′
k(0)wk(x) =

∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси випливають рiвностi (440).
Знайдемо {ûk}. Дивлячись на рiвностi (440), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя

ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (439)) є розв’язком задачi Кошi{
z ′′ + a2λkz = ak sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k, z ′(0) = ψ̂k.
(382)

Розв’яжемо цю задачу для довiльного фiксованого k ∈ N. Спочатку знайдемо повний
загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний
загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорi-
дного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо
лiнiйне однорiдне рiвняння

z ′′ + a2λkz = 0.

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λki.

Тодi

z = Ak cos a
√
λkt+Bk sin a

√
λkt, t ∈ [0, T ], Ak, Bk ∈ R — довiльнi сталi,

— повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок даного (неоднорiдного) рiвняння шукатимемо методом неозначе-

них коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dk sin t, t ∈ [0, T ],

де dk — стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком
нашого рiвняння:

z′ = dk cos t, z′′ = −dk sin t ⇒ −dk sin t+a2λkdk sin t = ak sin t⇒ (a2λk−1)dk = ak ⇒
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⇒ dk :=
ak

a2λk − 1
. (383)

Отож, маємо
z = Ak cos a

√
λkt+Bk sin a

√
λkt+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

— повний загальний розв’язок рiвняння задачi (441). Пiдставимо цей вираз в початковi
умови даної задачi для знаходження значень сталих Ak, Bk. Для цього спочатку знайдемо
похiдну

z′ = −Aka
√
λk sin a

√
λkt+ a

√
λkBk cos a

√
λkt+ dk cos t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) = Ak = φ̂k,

z′(0) = a
√
λkBk + dk = ψ̂k.

Звiдси

Ak = φ̂k, Bk =
ψ̂k − dk

a
√
λk

,

а значить,

ûk(t) = φ̂k cos a
√
λk t+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λk t+ dk sin t, t ∈ [0, T ].

Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (360) — (362) є (див. (439)) сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

ũ(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

[
φ̂k cos a

√
λk t+

ψ̂k − dk

a
√
λk

sin a
√
λk t+dk sin t

]
sin

√
λkx+x+sin t, (x, t) ∈ Q,

де λk, φ̂k, ψ̂k, dk для кожного k ∈ N обчислюються за вище наведеними формулами. �
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III. Завдання для самостiйної роботи

Нехай a > 0, l > 0, T > 0 — довiльно заданi сталi. Розв’язати мiшанi задачi для рiвняння
коливання струни:
1.

ũtt − a2ũxx = (x+ 2)e3t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ũ|x=0 = 4e3t, ũ|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = cos 2x, ũt|t=0 = 0, x ∈ [0, l].

2.
ũtt − a2ũxx = 2 cos 3t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ũx|x=0 = 0, ũ|x=l = 4 cos 3t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x, ũt|t=0 = sin x, x ∈ [0, l].

3.
ũtt − a2ũxx = 3 sin 2t, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

ũx|x=0 = 1, ũx|x=l = 4 sin 3t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = x+ 2, ũt|t=0 = cos 2x, x ∈ [0, l].

4.
ũtt − a2ũxx = 3, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(ũx − 2ũ)|x=0 = 2e2t, ũ|x=l = 4, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 3x, ũt|t=0 = 2, x ∈ [0, l].

5.
ũtt − a2ũxx = 3xt, (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

(̃ux − 2u)|x=0 = 2t, (ũx + 3ũ)|x=l = 4, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x+ 3, ũt|t=0 = 2, x ∈ [0, l].

125



Практичне заняття № 12

Мiшанi задачi для рiвняння коливань прямокутної мембрани.
Метод Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Завдання: Нехай

• p > 0, q > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа,

• Ω := (0, p)× (0, q), Q := Ω× (0, T ].

Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливань мембрани

utt − a2(uxx + uyy) = f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Q, (384){
(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

(γ0uy + δ0u)|y=0 = 0, (γ1uy + δ1u)|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],
(385)

u|t=0 = φ(x, y), ut|t=0 = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (386)

де

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R — сталi такi, що
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0 , γ1δ1 ≥ 0,

• φ, ψ ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)) — заданi функцiї.

Розв’язування.
1-ий крок. Як вiдомо, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коли-
вань — це слабкий розв’язок задачi Кошi для вiдповiдного диференцiально-операторного
рiвняння. Запишемо ту задачу, слабкий розв’язок якої є сильно узагальненим розв’язком
даної задачi. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(Ω) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(Ω) | α0vx(0, y) + β0v(0, y) = 0, α1vx(p, y) + β1v(p, y) = 0,

γ0vy(x, 0) + δ0v(x, 0) = 0, γ1vy(x, q) + δ1v(x, q) = 0},

Av = −(vxx + vyy) ≡ −∆v ∀v ∈ D(A), (387)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω;

φ := φ(x, y), ψ := ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Отже, задача (384) — (386) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного
рiвняння

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (388)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (389)
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Згiдно з означенням, сильно узагальнений розв’язок задачi (384) — (386) — це слабкий
розв’язок задачi (388), (389). Тому будемо шукати сильно узагальнений розв’язок задачi
(384) — (386), використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi
(388), (389).

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу в L2(Ω), складену з власних елементiв опера-
тора A. Для цього зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw,

яке визначає власнi значення i власнi елементи оператора A, еквiвалентне задачi на зна-
ходження розв’язку w ∈ H2(Ω) крайової задачi для елiптичного рiвняння

−∆w = λw ⇔

⇔ ∆w + λw = 0, (x, y) ∈ Ω, (390)

з крайовими умовами{
α0wx(0, y) + β0w(0, y) = 0, α1wx(p, y) + β1w(p, y) = 0, y ∈ (0, q),

γ0wy(x, 0) + δ0w(x, 0) = 0, γ1wy(x, q) + δ1w(x, q) = 0 x ∈ [0, p].
(391)

Нагадаємо, що ми шукаємо всеможливi значення параметра λ, при яких рiвняння (390)
має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (391), а також шукаємо цi
розв’язки (фактично, в просторi C2(Ω)).

Розв’язки задачi (390), (391) шукаємо у виглядi

w(x, y) = X(x)Y (y), (x, y) ∈ Ω. (392)

Для знаходження X i Y пiдставимо вираз w вигляду (392) у рiвняння (390) i умови
(391):

X ′′Y +XY ′′ + λXY = 0, (393){
α0X

′(0)Y (y) + β0X(0)Y (y) = 0, α1X
′(p)Y (y) + β1X(p)Y (y) = 0,

γ0X(x)Y ′(0) + δ0X(x)Y (0) = 0, γ1X(x)Y ′(q) + δ1X(x)Y (q) = 0
(394)

Подiлимо рiвнiсть (393) на XY :

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+ λ = 0 ⇔

⇔ X ′′

X
= −Y

′′

Y
− λ. (395)

Оскiльки лiва i права частина рiвностi (395) залежать вiд рiзних незалежних змiнних
(вiдповiдно, x та y), то цi частини є сталими i однаковими, тобто iснує стала ν така, що

X ′′

X
= −Y

′′

Y
− λ = −ν, x ∈ [0, p], y ∈ [0, q].

Звiдси маємо {
X ′′ + νX = 0,
Y ′′ + ωY = 0,

(396)

де ν, ω := λ− ν ∈ R.
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З (396) отримаємо{
α0X

′(0) + β0X(0) = 0, α1X
′(p) + β1X(p) = 0,

γ0Y
′(0) + δ0Y (0) = 0, γ1Y

′(q) + δ1Y (q) = 0.

Отож, маємо двi задачi Штурма-Лiувiлля:{
X ′′ + νX = 0,
α0X

′(0) + β0X(0) = 0, α1X
′(p) + β1X(p) = 0,

(397)

{
Y ′′ + ωY = 0,
γ0Y

′(0) + δ0Y (0) = 0, γ1Y
′(q) + δ1Y (q) = 0,

(398)

якi пов’язанi iз задачею (390), (391) спiввiдношеннями (392) i

λ = ν + ω. (399)

Спочатку знаходимо послiдовностi {Xk}∞k=1 i {νk}∞k=1, складенi, вiдповiдно, з власних фун-
кцiй i власних значень задачi (397), такi, що послiдовнiсть {Xk} утворює ортонормовану
базу в L2(0, p) i

X ′′
k = −νkXk, k ∈ N,

0 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ ... ≤ νk ≤ ..., причому νk → +∞ при k → ∞.

Потiм знаходимо послiдовностi {Ym}∞m=1 i {ωm}∞m=1, складенi, вiдповiдно, з власних
функцiй та власних елементiв задачi (398), такi, що послiдовнiсть {Ym} утворює ортонор-
мовану базу в L2(0, q) i

Y ′′
m = −ωmYm, m ∈ N,

0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ... ≤ ωm ≤ ..., причому ωm → +∞ при m→ ∞.

Тодi вводимо позначення:

wk,m(x, y) := Xk(x)Ym(y), (x, y) ∈ Ω,

λk,m := νk + ωm, k,m ∈ N.

Вiдомо, що система
{
wk,m

∣∣ k,m ∈ N
}

утворює ортонормовану базi в L2(Ω). Зауважимо,
що зi сказаного вище маємо

−∆wk,m = λk,mwk,m в Ω, k,m ∈ N. (400)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk,m} вхiднi данi:

φ(x, y) =
∞∑

k=1,m=1

φ̂k,mwk,m(x, y), ψ(x, y) =
∞∑

k=1,m=1

ψ̂k,mwk,m(x, y), (401)

f(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=1

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ [0, T ], (402)

де для кожних k,m ∈ N маємо

φ̂k,m :=

∫
Ω

φ(x, y)wk,m(x, y) dxdy, ψ̂k,m :=

∫
Ω

ψ(x, y)wk,m(x, y) dxdy,

128



f̂k,m(t) :=

∫
Ω

f(x, y, t)wk,m(x, y) dxdy, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (384) — (386) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=1

ûk,m(t)wk(x, y), (x, y, t) ∈ Q, (403)

коефiцiєнти {ûk,m}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k,m(t) + a2λk,mûk,m(t) = f̂k,m(t), t ∈ (0, T ],

ûk,m(0) = φ̂k,m, û′k,m(0) = ψ̂k,m,
k, m ∈ N. (404)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (403) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (384) i початковi умови (386) замiсть u (крайовi
умови (385) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk,m до D(A), k,m ∈ N).
Врахувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (401), (402)) i рiвностi (400), у резуль-
татi отримаємо рiвностi

∞∑
k,m=1

[
û′′k,m(t) + a2λk,mûk,m(t)

]
wk,m(x, y) =

∞∑
k,m=1

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

∞∑
k,m=1

ûk,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k,m=1

φ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k,m=1

û′k,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k,m=1

ψ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk,m}, маємо рiвностi (404).
Дивлячись на рiвностi (404), бачимо, що для кожних k,m ∈ N функцiя ûk,m є розв’яз-

ком задачi Кошi {
z′′ + a2λk,mz = f̂k,m(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k,m, z′(0) = ψk,m.
(405)

При наших умовах на φ, ψ i f ряд (403) збiгається в просторi C([0, T ];L2(Ω)), а значить,
функцiя u належить цьому ж простору, тобто для функцiї u виконанi всi умови означення
сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння коливань.

�

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 36. Нехай p > 0, q > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа,
Ω := (0, p)× (0, q), Q := Ω× (0, T ].

Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливань прямокутної
мембрани

utt − a2(uxx + uyy) = (x+ y) cos t, (x, y, t) ∈ Q, (406){
u|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

uy|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],
(407)

u|t=0 = xy + 1, ut|t=0 = 0, (x, y) ∈ Ω. (408)
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Розв’язування.

1-ий крок. Введемо позначення

f(x, y, t) := (x+ y) cos t, (x, y, t) ∈ Q; φ(x, y) := xy + 1, ψ(x, y) := 0, (x, y) ∈ Ω,

i зведемо задачу (406) — (408) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(Ω) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(Ω) | v(0, y) = 0, vx(p, y) = 0, vy(x, 0) = 0, vy(x, q) = 0},

Av = −(vxx + vyy) ≡ −∆v ∀v ∈ D(A), (409)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω; (0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω;

φ := φ(x, y), ψ := ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (406) — (408) є слабким розв’язком задачi

u′′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (410)

u(0) = φ, u′(0) = ψ. (411)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок вихiдної задачi, використовуючи схему вiд-
шукання слабкого розв’язку задачi (410), (411).

2-ий крок. Знаходимо ортонормовану базу в L2(Ω), складену з власних елементiв опера-
тора A. Для цього зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw,

яке визначає власнi значення i власнi елементи оператора A, еквiвалентне задачi на зна-
ходження розв’язку w ∈ H2(Ω) крайової задачi для елiптичного рiвняння

−∆w = λw ⇔ ∆w + λw = 0, (x, y) ∈ Ω, (412)

з крайовими умовами

w(0, y) = 0, wx(p, y) = 0, wy(x, 0) = 0, wy(x, q) = 0. (413)

Розв’язки задачi (412), (413) шукаємо у виглядi

w(x, y) = X(x)Y (y), (x, y) ∈ Ω. (414)

Пiдставимо вираз w у рiвняння (412) i крайовi умови (413):

X ′′Y +XY ′′ + λXY = 0, (415){
X(0)Y (y) = 0, X ′(p)Y (y) = 0,
X(x)Y ′(0) = 0, X(x)Y ′(q) = 0.

(416)

Подiлимо рiвнiсть (415) на XY :

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+ λ = 0 ⇔ X ′′

X
= −Y

′′

Y
− λ = −ν ⇔

130



⇔
{
X ′′ + νX = 0,
Y ′′ + ωY = 0,

(417)

де ν, ω := λ− ν ∈ R.
З (416) маємо {

X(0) = 0, X ′(p) = 0,
Y ′(0) = 0, Y ′(q) = 0.

Отож, маємо двi задачi Штурма-Лiувiлля:{
X ′′ + νX = 0,
X(0) = 0, X ′(p) = 0,

(418)

{
Y ′′ + ωY = 0,
Y ′(0) = 0, Y ′(q) = 0.

(419)

Знайдемо послiдовностi {Xk}∞k=1 i {νk}∞k=1, складенi, вiдповiдно, з власних функцiй i
власних значень задачi (418), такi, що послiдовнiсть {Xk} утворює ортонормовану базу в
L2(0, p) i

X ′′
k = −νkXk, k ∈ N,

0 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ ... ≤ νk ≤ ..., νk → +∞ при k → ∞.

Отож, нам потрiбно знайти всеможливi значення ν > 0 такi, що задача (418) має не-
нульовi розв’язки. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (418).
Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + ν = 0 ⇔ µ2 = −ν ⇒ µ1,2 = ±
√
ν i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння задачi (418) має вигляд

X(x) = C1 cos
√
νx+ C2 sin

√
νx, x ∈ [0, p], (420)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

X ′(x) = −C1

√
ν sin

√
νx+ C2

√
ν cos

√
νx, x ∈ [0, p], (421)

i пiдставимо вирази (420) i (421) в крайовi умови задачi (418):{
X(0) ≡ C1 = 0,

X ′(l) ≡ −C1

√
ν sin

√
νp+ C2

√
ν cos

√
νp = 0.

(422)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення ν > 0, при яких система рiвнянь
(422) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз
системи (422) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
νp = 0. (423)

З рiвняння cos
√
νp = 0, врахувавши те, що

√
νp > 0, знаходимо

√
νp = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇒ νk =

(−π + 2πk

2p

)2
, k ∈ N. (424)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
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Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення
ν, C1, C2 у вираз (420) i для кожного k ∈ N отримаємо

Xk(x) = C2 sin
√
νkx, x ∈ [0, p], (425)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

p∫
0

|Xk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

p∫
0

sin2 √νkx dx = 1 ⇔ C2
2

p∫
0

sin2 −π + 2πk

2p
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

p

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

p
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {Xk} в L2(0, p) i числова послiдовнiсть {νk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора A, є такими:

νk =
(−π + 2πk

2p

)2
, Xk(x) =

√
2

p
sin

√
νkx ≡

√
2

p
sin

−π + 2πk

2p
x, x ∈ [0, p], k ∈ N.

(426)
Тепер знаходимо послiдовностi {Ym}∞m=1 i {ωm}∞m=1, складенi, вiдповiдно, з власних

функцiй та власних елементiв задачi (419), такi, що послiдовнiсть {Ym} утворює ортонор-
мовану базу в L2(0, q) i

Y ′′
m = −ωmYm, m ∈ N,

0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ... ≤ ωm ≤ ..., причому ωm → +∞ при m→ ∞.

Отож, нам потрiбно знайти всi значення ω ≥ 0 такi, що задача (419) має ненульовi
розв’язки. Розглянемо цю задачу у випадках: 1) ω = 0; 2) ω > 0.
1) Нехай ω = 0, тодi маємо рiвняння

Y ′′ = 0.

Його повний загальний розв’язок має вигляд

Y (y) = C1y + C2, y ∈ [0, q], C1, C2 — довiльнi сталi.

Знайдемо ненульовий розв’язок задачi (419), пiдставивши цей вираз у крайовi умови цiєї
задачi. Отримаємо C1 = 0, C2 — ненульова стала, тобто

Y0(y) = C2, y ∈ [0, q],

де значення C2 вибираємо за умови нормування

q∫
0

|Y0(y)|2 dy = 1 ⇔ C2
2

q∫
0

dy = 1 ⇔ C2
2q = 1 ⇒ C2 =

√
1

q
.

Отож, ми встановили, що власному значенню

ω0 = 0 (427)

вiдповiдає власний елемент оператора A вигляду

Y0(y) =

√
1

q
, x ∈ [0, q]. (428)
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2) Тепер розглянемо випадок ω > 0. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiв-
няння задачi (419). Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для зна-
ходження його повного загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому ха-
рактеристичне рiвняння

µ2 + ω = 0 ⇔ µ2 = −ω ⇒ µ1,2 = ±
√
ω i, i — уявна одиниця.

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння задачi (419) має вигляд

Y (y) = C1 cos
√
ωy + C2 sin

√
ωy, y ∈ [0, q], (429)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
Знайдемо похiдну

Y ′(y) = −C1

√
ω sin

√
ωy + C2

√
ω cos

√
ωy, y ∈ [0, q], (430)

i пiдставимо вирази (429) i (430) в крайовi умови задачi (419):{
Y ′(0) ≡ C2

√
ω = 0,

Y ′(q) ≡ −C1

√
ω sin

√
ωq + C2

√
ω cos

√
ωq = 0.

(431)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення ω > 0, при яких система рiвнянь
(431) стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз
системи (431) маємо

C2 = 0, C1 ̸= 0, sin
√
ωq = 0. (432)

З рiвняння sin
√
ωq = 0, врахувавши, що

√
ωq > 0, знаходимо

√
ωq = πm, m ∈ N, ⇒ ωm =

(πm
q

)2
, m ∈ N. (433)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

ω,C1, C2 у вираз (429) i для кожного m ∈ N отримаємо

Ym(y) = C1 cos
√
ωmy, y ∈ [0, q], (434)

де C1 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|Ym(y)|2 dy = 1 ⇔ C2
1

q∫
0

cos2
√
ωmy dy = 1 ⇔ C2

1

q∫
0

cos2
πk

q
y dy = 1 ⇔

⇔ 1

2
C2

1

q∫
0

(
1 + cos 2

πk

q
y
)
dy = 1 ⇔ C2

1

q

2
= 1 ⇒ C1 =

√
2

q
.

Отже, ми знайшли ортонормовану базу {Ym}∞m=0 в L2(0, q) i вiдповiдну їй числову послi-
довнiсть {ωm}∞m=0, складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора
A:

ω0 = 0, ωm =
(πm
q

)2
, m ∈ N,

Y0(y) =

√
1

q
, Ym(y) =

√
2

q
cos

√
ωmy ≡

√
2

q
cos

πm

q
y, y ∈ [0, q], m ∈ N. (435)
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Введемо позначення:

wk,m(x, y) := Xk(x)Ym(y), (x, y) ∈ Ω,

λk,m := νk + ωm, k ∈ N, m ∈ N0 := N ∪ {0}.

Вiдомо, що система
{
wk,m

∣∣ k ∈ N, m ∈ N0 := N ∪ {0}
}

утворює ортонормовану базi в
L2(Ω). Зауважимо, що зi сказаного вище маємо

−∆wk,m = λk,mwk,m в Ω, k ∈ N, m ∈ N0. (436)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk,m} вхiднi данi:

φ(x, y) =
∞∑

k=1,m=0

φ̂k,mwk,m(x, y), ψ(x, y) =
∞∑

k,m=0

ψ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω, (437)

f(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=0

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ], (438)

де для кожних k ∈ N, m ∈ N0 маємо:

φ̂k,m :=

∫
Ω

φ(x, y) · wk,m(x, y) dxdy =

∫
Ω

(xy + 1) ·Xk(x)Ym(y) dxdy =

=

∫ p

0

xXk(x) dx

∫ q

0

yYm(y) dy +

∫ p

0

Xk(x) dx

∫ q

0

Ym(y) dy =

=

√
2

p

√
2

q

∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y cos
πm

q
y dy+

+

√
2

p

√
2

q

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

cos
πm

q
y dy =

=
2

√
pq

( 2p

−π + 2πk

[
− x cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
+

∫ p

0

cos
−π + 2πk

2p
x dx

]
+

q

πm

[
y sin

πm

q
y
∣∣∣q
0
−

−
∫ q

0

sin
πm

q
y dy

]
− 2p

−π + 2πk
cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
· q

πm
sin

πm

q
y
∣∣∣q
0

)
=

=
2

√
pq

( 4p2

(−π + 2πk)2
sin

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
+

q2

π2m2
cos

πm

q
y
∣∣∣q
0
− 2p

−π + 2πk
(0− 1) · q

πm
(0− 0)

)
=

=
2

√
pq

(
(−1)k+1 4p2

(−π + 2πk)2
+ ((−1)m − 1)

q2

π2m2

)
, k,m ∈ N,

φ̂k, 0 :=

∫
Ω

φ(x, y) · wk, 0(x, y) dxdy =

∫
Ω

(xy + 1) ·Xk(x)Y0(y) dxdy =

=

∫ p

0

xXk(x) dx

∫ q

0

yY0(y) dy +

∫ p

0

Xk(x) dx

∫ q

0

Y0(y) dy =

=

√
2

pq

∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y dy+

+

√
2

pq

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

dy = ..., k ∈ N,
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ψ̂k,m :=

∫
Ω

ψ(x, y) · wk,m(x, y) dxdy =

∫
Ω

0 · wk,m(x, y) dxdy = 0, k ∈ N, m ∈ N0,

f̂k,m(t) :=

∫
Ω

f(x, y, t) · wk,m(x, y) dxdy =

=

√
2

p

√
2

q

∫
Ω

(x+ y) cos t · sin −π + 2πk

2p
x cos

πm

q
y dxdy =

=
2

√
pq

cos t ·
∫
Ω

(x+ y) · sin −π + 2πk

2p
x cos

πm

q
y dxdy =

=
2

√
pq

cos t ·
[ ∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

cos
πm

q
y dy+

+

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y cos
πm

q
y dy

]
= ... = ak,m cos t, t ∈ [0, T ], k,m ∈ N,

f̂k, 0(t) :=

∫
Ω

f(x, y, t) · wk, 0(x, y) dxdy =

=

√
2

pq

∫
Ω

(x+ y) cos t · sin −π + 2πk

2p
x dxdy =

=

√
2

pq
cos t ·

∫
Ω

(x+ y) · sin −π + 2πk

2p
x dxdy =

=

√
2

pq
cos t ·

[ ∫ p

0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

dy+

+

∫ p

0

sin
−π + 2πk

2p
x dx

∫ q

0

y dy
]
= ... = ak, 0 cos t, t ∈ [0, T ], k ∈ N,

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (406) — (408) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, y, t) =
∞∑

k=1,m=0

ûk,m(t)wk,m(x, y), (x, y, t) ∈ Q, (439)

де функцiї {ûk,m} задовольняють рiвностi{
û′′k,m(t) + a2λk,mûk,m(t) = f̂k,m(t), t ∈ (0, T ],

ûk,m(0) = φk,m, û′k,m(0) = ψk,m k ∈ N, m ∈ N0.
(440)

Умови (440) на коефiцiєнти ряду (439) отримують так. Припустимо, що цей ряд можна
двiчi почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (406) i умови (408), враху-
вавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (437)) i рiвнiсть (436). У результатi отримаємо
рiвностi

∞∑
k=1,m=0

[
û′′k,m(t) + a2λk,mûk,m(t)

]
wk,m(x, y) =

∞∑
k=1,m=0

f̂k,m(t)wk,m(x, y), (x, y, t) ∈ Q,

∞∑
k=1,m=0

ûk,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k=1,m=0

φ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω,
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∞∑
k=1,m=0

û′k,m(0)wk,m(x, y) =
∞∑

k=1,m=0

ψ̂k,mwk,m(x, y), (x, y) ∈ Ω.

Звiдси випливають рiвностi (440).
Знайдемо {ûk,m}. Дивлячись на рiвностi (440), бачимо, що для кожних k ∈ N,m ∈ N0

функцiя ûk,m (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (439)) є розв’язком задачi Кошi{
z′′ + a2λk,mz = ak,m cos t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k,m, z′(0) = ψ̂k,m.
(441)

Розв’яжемо цю задачу для довiльних фiксованих k ∈ N,m ∈ N0. Спочатку знайдемо
повний загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його
повний загальний розв’язок є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйно-
го однорiдного рiвняння i часткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож,
розв’яжемо лiнiйне однорiдне рiвняння

z′′ + a2λk,mz = 0. (442)

Воно є рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, а тому запишемо i розв’яжемо вiдповiдне
йому характеристичне рiвняння:

µ2 + a2λk,m = 0 ⇒ µ1,2 = ±a
√
λk,mi.

Тодi

z = Ak,m cos a
√
λk,mt+Bk,m sin a

√
λk,mt, t ∈ [0, T ], Ak,m, Bk,m ∈ R− довiльнi сталi,

— повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (442).
Частковий розв’язок (неоднорiдного) рiвняння задачi (441) шукатимемо методом нео-

значених коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = dk,m cos t, t ∈ [0, T ],

де dk,m — стала, значення якої знаходимо за умови, що записана функцiя є розв’язком
нашого рiвняння:

z′ = −dk,m sin t, z′′ = −dk,m cos t ⇒ −dk,m cos t+ a2λk,mdk,m cos t = ak,m cos t⇒

(a2λk,m − 1)dk,m = ak,m ⇒ dk,m :=
ak,m

a2λk,m − 1
, k ∈ N, m ∈ N0 (443)

(тут i далi припускаємо, що a2λk,m − 1 ̸= 0 для всiх k ∈ N,m ∈ N0).
Отож, маємо

z = Ak,m cos a
√
λk,mt+Bk,m sin a

√
λk,mt+ dk,m cos t, t ∈ [0, T ],

— повний загальний розв’язок рiвняння задачi (441). Пiдставимо цей вираз в початко-
вi умови даної задачi для знаходження значень сталих Ak,m, Bk,m. Для цього спочатку
знайдемо похiдну

z′ = −Ak,ma
√
λk,m sin a

√
λk,mt+ a

√
λk,mBk,m cos a

√
λk,mt− dk,m sin t, t ∈ [0, T ].

Тодi
z(0) = Ak,m + dk,m = φ̂k,m,
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z′(0) = a
√
λk,mBk,m = ψ̂k,m.

Звiдси

Ak,m = φ̂k,m − dk,m, Bk,m =
ψ̂k,m

a
√
λk,m

,

а значить,

ûk,m(t) =
(
φ̂k,m − dk,m

)
φ̂k cos a

√
λk,mt+

ψ̂k,m

a
√
λk,m

sin a
√
λk,mt+ dk,m cos t, t ∈ [0, T ].

Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (406) — (408) (див. (439)) є сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(Ω)) ряду

u(x, y, t) =

√
2

l

∞∑
k=1,m=0

[(
φ̂k,m − dk,m

)
cos a

√
λk,mt+

ψ̂k,m

a
√
λk,m

sin a
√
λk,mt+

+dk,m cos t
]
Xk(x)Ym(y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

де λk,m, φ̂k,m, ψ̂k,m, dk,m, Xk, Ym для кожних k ∈ N,m ∈ N0 обчислюються за вище наве-
деними формулами.

�
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Завдання для самостiйної роботи

Нехай p > 0, q > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Ω := (0, p) × (0, q),
Q := Ω × (0, T ]. Знайти сильно узагальненi розв’язки мiшаних задач для рiвняння коливань
прямокутної мембрани:
1.

utt − a2(uxx + uyy) = (x2 + y) cos 2t, (x, y, t) ∈ Q,{
u|x=0 = 0, u|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

u|y=0 = 0, u|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 2xy, ut|t=0 = y, (x, y) ∈ Ω.

2.
utt − a2(uxx + uyy) = (2x+ y) cos 3t, (x, y, t) ∈ Q,{
ux|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

uy|y=0 = 0, u|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 5x+ y, ut|t=0 = 2x, (x, y) ∈ Ω.

3.
utt − a2(uxx + uyy) = (2x+ y) sin 2t, (x, y, t) ∈ Q,{
ux|x=0 = 0, u|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

u|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 3x+ 2y, ut|t=0 = y, (x, y) ∈ Ω.

4.
utt − a2(uxx + uyy) = (x2 + y)e2t, (x, y, t) ∈ Q,{
ux|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

uy|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 3x− y, ut|t=0 = 3xy, (x, y) ∈ Ω.

5.
utt − a2(uxx + uyy) = 2xyt+ 1, (x, y, t) ∈ Q,{

(ux − u)|x=0 = 0, ux|x=p = 0, (y, t) ∈ (0, q)× (0, T ],

u|y=0 = 0, uy|y=q = 0, (x, t) ∈ [0, p]× (0, T ],

u|t=0 = 2x+ 1, ut|t=0 = 3y, (x, y) ∈ Ω.
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Практичне заняття № 13

Контрольна робота №4

1. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

ũtt − a2ũxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, 3)× (0, 15], (444)

ũx|x=0 = µ0(t), ũx|x=3 = µ1(t), t ∈ (0, 15], (445)

ũ|t=0 = φ(x), ũt|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, 3], (446)

де

f(x, t) := (2x+ 1)e5t, (x, t) ∈ Q; µ0(t) := sin 2t, µ1(t) := 3t+ 2, t ∈ (0, 15];

φ(x) := 5, ψ(x) := 3x+ 7, x ∈ [0, 3].

2. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання струни

ũtt − a2ũxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q := (0, 7)× (0, 12],

ũ|x=0 = µ0(t), (ũx + 2ũ)|x=7 = µ1(t), t ∈ (0, 12],

ũ|t=0 = φ(x), ũt|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, 7],

де

f(x, t) := (x+ 2)(2t+ 3), (x, t) ∈ Q, µ0(t) = et, µ1(t) = t+ 2, t ∈ (0, 12],

φ(x) := 3, ψ(x) := x− 1, x ∈ [0, 7].

3. Знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння коливання прямо-
кутної мембрани

utt − a2(uxx + uyy) = f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Q := (0; 2)× (0; 5)× (0; 10],{
ux|x=0 = 0, u|x=1 = 0, (y, t) ∈ (0, 2)× (0, 10],

uy|y=0 = 0, uy|y=2 = 0, (x, t) ∈ [0, 1]× (0, 10],

u|t=0 = φ(x, y), ut|t=0 = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω := (0; 1)× (0; 3),

де

f(x, y, t) := (2x+ y)et, (x, y, t) ∈ Q, φ(x, y) := 3x sin y, ψ(x, y) := 7y, (x, y) ∈ Ω.
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Практичне заняття № 14

Розв’язування мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi в
стержнi методом рядiв Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ].
Мiшана задача для рiвняння теплопровiдностi в стержнi полягає у знаходженнi функцiї
ũ : Q→ R, яка задовольняє (в певному сенсi) рiвняння

ũt − a2ũxx = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q, (447)

крайовi умови

(α0ũx + β0ũ)|x=0 = µ0(t), (α1ũx + β1ũ)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (448)

та початкову умову
ũ|t=0 = φ̃(x), x ∈ [0, l], (449)

де

• α0, β0, α1, β1 ∈ R — сталi такi, що |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 6 0, α1β1 > 0,

• µ0, µ1 : (0, T ] → R, φ̃ : [0, l] → R, f̃ : Q→ R — заданi функцiї.

Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок задачi (447) — (449), якщо

µ0, µ1 ∈ H2(0, T ), φ̃ ∈ L2(0, l), f̃ ∈ C([0, T ];L2(0, l)).

Розв’язування.
0-ий крок. Цей крок робимо, якщо або µ0 ̸= 0, або µ1 ̸= 0 (крайовi умови неоднорiднi).

Спочатку шукаємо функцiю h ∈ H2(Q), яка задовольняє крайовi умови (448), тобто

(α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (450)

Функцiю h можна шукати у виглядi

h(x, t) = p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q, (451)

де p, q, r ∈ H2(0, T ) — функцiї вiд змiнної t, якi вибирають такими, щоби виконувалися
умови (537). Для знаходження p, q, r шукають похiдну

hx(x, t) = 2p(t)x+ q(t)

i пiдставляють вирази h i hx в умови (537):{
α0q(t) + β0r(t) = µ0(t),

α1(2lp(t) + q(t)) + β1(l
2p(t) + lq(t) + r(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Звiдси знаходять p, q i r. Оскiльки маємо два рiвняння, а невiдомих функцiй — три, то
одна з функцiй p, q або r може бути довiльною i її беремо рiвною, як правило, нульовою.
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Якщо функцiю h знайдено, то в задачi (447) — (449) роблять замiну

ũ = u+ h, (452)

де u — нова невiдома функцiя:

(u+ h)t − a2(u+ h)xx = f̃(x, t),

(α0(u+ h)x + β0(u+ h))|x=0 = µ0(t), (α1(u+ h)x + β1(u+ h))|x=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = φ̃(x).

Звiдси, враховуючи лiнiйнiсть операцiї диференцiювання, маємо

ut + ht − a2uxx − a2hxx = f̃(x, t),

(α0ux + β0u)|x=0 + (α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1ux + β1u)|x=l + (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = φ̃(x).

Отож, врахувавши (537), для нової невiдомої функцiї u отримаємо задачу

ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (453)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (454)

u|t=0 = φ(x), x ∈ [0, l], (455)

де f(x, t) := f̃(x, t)− ht(x, t) + a2hxx(x, t), (x, t) ∈ Q, φ(x) := φ̃(x)− h(x, 0), x ∈ [0, l].

Вiдмiтимо, що коли µ0 = µ1 = 0, то h = 0 i 0-го кроку не робимо (тодi у формулюваннi
задачi (540) — (542) маємо u = ũ, f = f̃ , φ = φ̃) i починаємо з 1-го кроку.

1-ий крок. Згiдно з означенням, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для
рiвняння теплопровiдностi (540) — (542) є слабким розв’язком задачi Кошi для вiдпо-
вiдного диференцiально-операторного рiвняння. Запишемо ту задачу, слабкий розв’я-
зок якої є сильно узагальненим розв’язком даної задачi. Для цього введемо оператор
A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(456)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l] ; (0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l),

φ := φ(x), x ∈ [0, l].

Отже, задача (540) — (542) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного
рiвняння

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (457)

u(0) = φ. (458)

Як було сказано, сильно узагальнений розв’язок задачi (540) — (542) — це слабкий
розв’язок задачi (457), (458). Тому будемо шукати сильно узагальнений розв’язок задачi
(540) — (542), використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi
(457), (458).
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2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з власних
елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 6 λ1 6 λ2 6 ... 6 λk 6 ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0.

Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння

−w′′ = λw, x ∈ (0, l), (459)

з крайовими умовами

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (460)

Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як це робилося на практичному заняттi №7.
Принагiдно зауважимо, що задачу на знаходження власних значень i власних елементiв

оператора A, яка полягає у вiдшуканнi всеможливих значень параметра λ, при яких рiвня-
ння (459) має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (518), i знаходження
цих розв’язкiв, називають задачею Штурма-Лiувiлля.

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l], f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (461)

де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx, fk(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (540) — (542) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (462)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′
k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k,
k ∈ N. (463)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (525) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (540) i початковi умови (542) замiсть u (крайовi
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умови (541) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до D(A), k ∈ N). Вра-
хувавши розвинення φ i f в ряди Фур’є (див. (524)) i те, що

w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,

у результатi отримаємо рiвностi
∞∑
k=1

[
û ′
k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (526).
Дивлячись на рiвностi (526), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z ′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k.
(464)

Очевидно, що рiвняння задачi (527) є звичайним лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку, а отже, його повний загальний розв’язок є сумою повного загального
розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння

z ′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (465)

i часткового розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння, що є рiвнянням задачi (527).
Спочатку для довiльного фiксованого k ∈ N знайдемо повний загальний розв’язок

рiвняння (528). Для цього помножимо це рiвняння на ea2λkt i проiнтегруємо його:

ea
2λktz′ + a2λke

a2λktz = 0 ⇔
(
ea

2λktz
)′
= 0 ⇔ ea

2λktz = Ak, t ∈ [0, T ], (466)

де Ak — довiльна стала. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (528) має вигляд

z = Ake
−a2λkt, t ∈ [0, T ], (467)

де Ak — довiльна стала.
Частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi (527) шукаємо методом варiацiї сталих або ме-
тодом неозначених коефiцiєнтiв. Якщо ми знайшли частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi
(527), то його повний загальний розв’язок має вигляд

z = Ake
−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (468)

де Ak — довiльна стала.
Для знаходження розв’язку задачi (527) пiдставимо вираз повного загального розв’язку

в початкову умову задачi (527). У результатi отримаємо

Ak +
∗
z(0) = φ̂k ⇒ Ak = φ̂k −

∗
z(0).

Отож, ми здобули
ûk(t) := (φ̂k −

∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t), t ∈ [0, T ]. (469)

Пiдставивши знайденi вирази ûk, k ∈ N, у ряд (525), отримаємо сильно узагальнений
розв’язок задачi (540) — (542), оскiльки при наших умовах на φ i f ряд (525) збiгається
в просторi C([0, T ];L2(0, l)), а значить, функцiя u належить цьому ж простору, тобто для
функцiя u задовольняє умови означення сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi
для рiвняння теплопрвiдностi. �
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Зауваження 8.1. Розглянемо кiлька випадкiв знаходження часткового розв’язку рiвня-
ння задачi (527) методом неозначених коефiцiєнтiв.

• Якщо
f̂k(t) = ak cosωt+ bk sinωt,

де ω, ak, bk — сталi (може бути ak = 0 або bk = 0), то частковий розв’язок шукають у
виглядi

∗
z(t) := ck cosωt+ dk sinωt,

де ck i dk знаходять iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яку отримують при пiд-
становцi проєкту часткового розв’язку у неоднорiдне рiвняння.

• Якщо ж fk(t) = akt+ bk, то

∗
z(t) := ckt+ dk,

де ck i dk знаходять iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яку отримують при пiд-
становцi проєкту часткового розв’язку у рiвняння задачi (527).

• Якщо fk(t) = ake
ωt, то

∗
z(t) := cke

ωt,

де ck знаходять iз лiнiйних алгебраїчного рiвняння, яке отримують при пiдстановцi
проєкту часткового розв’язку у рiвняння задачi (527).

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 37. Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ].
Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння теплопровiдностi
в стержнi

ũt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q, (470)

ũ|x=0 = sin t, ũx|x=l = 1, t ∈ (0, T ], (471)

ũ|t=0 = x+ 1, x ∈ [0, l], (472)

Розв’язування.

0-ий крок. Оскiльки крайовi умови не є однорiдними, то в задачi робимо замiну невiдомої
функцiї:

ũ(x, t) = u(x, t) + h(x, t), (x, t) ∈ Q,

де u — нова невiдома функцiя, а h — вiдома допомiжна функцiя така, що

h|x=0 = sin t, hx|x=l = 1, t ∈ (0, T ]. (473)

Шукаємо функцiю h у виглядi

h(x, t) := p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q,

де p, q, r такi, що виконуються рiвностi (473), тобто

r(t) = sin t, 2lp(t) + q(t) = 1, t ∈ [0, T ].
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Звiдси, поклавши p(t) = 0, t ∈ [0, T ], знаходимо r(t) = sin t, q(t) = 1, t ∈ [0, T ], тобто

h(x, t) := x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Отож, в нашiй задачi робимо замiну

ũ(x, t) = u(x, t) + x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Маємо
ut + cos t− a2uxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

u|x=0 + sin t = sin t, ux|x=l + 1 = 1, t ∈ (0, T ],

u|t=0 + x = x+ 1, x ∈ [0, l],

звiдки отримуємо задачу для нової невiдомої функцiї u:

ut − a2uxx = − cos t+ x sin t, (x, t) ∈ Q, (474)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (475)

u|t=0 = 1, x ∈ [0, l]. (476)

1-ий крок. Введемо позначення

f(x, t) := − cos t+ x sin t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := 1, x ∈ [0, l],

i зведемо задачу (474) — (476) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (477)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l);

φ := φ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (474) — (476) є слабким розв’язком задачi

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (478)

u(0) = φ. (479)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок задачi (474) — (476), використовуючи схему
вiдшукання слабкого розв’язку задачi (478), (479).

2-ий крок. Знаходимо власнi значення i вiдповiднi їм власнi елементи оператора A, а
для цього зауважимо, що на пiдставi означення оператора A отримуємо, що операторне
рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(480)
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Всi власнi значення є додатними, бо β0 ̸= 0.
Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (480) має ненульовi розв’язки.

Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (480), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (481)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (610) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (482)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (483)

i пiдставимо вирази (611) i (612) в крайовi умови задачi (480):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(484)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (613)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз системи
(613) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λl = 0. (485)

Розв’язавши рiвняння cos
√
λl = 0 з врахуванням того, що

√
λl > 0, отримаємо

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N,

звiдки визначаємо власнi значення оператора A:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2
, k ∈ N. (486)

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення
λ,C1, C2 у формулу (611) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (487)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l∫
0

1

2

(
1− cos

−π + 2πk

l
x
)
dx = 1 ⇔ 1

2
C2

2

(
x− l

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

l
x
)∣∣x=l
x=0

= 1
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⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l) складена з власних елементiв
оператора A, є такою:

wk(x) =

√
2

l
sin
√
λkx ≡

√
2

l
sin

−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (488)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l], f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (489)

де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

1 · sin −π + 2πk

2l
x dx ,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(− cos t+ x sin t) · sin −π + 2πk

2l
x dx =

= − cos t ·
√

2

l

∫ l

0

sin
−π + 2πk

2l
x dx+ sin t ·

√
2

l

∫ l

0

x · sin −π + 2πk

2l
x dx = ak · sin t+ bk · sin t,

t ∈ [0, T ] , ak := −
√

2

l

∫ l

0

sin
−π + 2πk

2l
x dx, bk :=

√
2

l

∫ l

0

x sin
−π + 2πk

2l
x dx.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (474) — (476) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ Q, (490)

де для кожного k ∈ N функцiя ûk задовольняє рiвностi{
û ′
k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φk,
k ∈ N. (491)

Умови (491) на коефiцiєнти ряду (490) отримують так. Припустимо, що цей ряд можна
двiчi почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (474) i умови (476), вра-
хувавши розвинення φ i f в ряди Фур’є (див. (619)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.

У результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û ′
k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l].
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Звiдси випливають рiвностi (491).
Знайдемо ûk для довiльного k ∈ N. Дивлячись на рiвностi (491), бачимо, що функцiя

ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (490)) є розв’язком задачi Кошi{
z′ + a2λkz = ak cos t+ bk sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k .
(492)

Розв’яжемо цю задачу. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння цi-
єї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний загальний розв’язок є сумою
повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння i часткового
розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо лiнiйне однорiдне рiвняння

z′ + a2λkz = 0.

Воно є лiнiйним однорiдним рiвнянням першого порядку i рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними. Розв’яжемо його:

dz

dt
= −a2λkz

∣∣∣×dt

z
⇒ dz

z
= −a2λk dt, z = 0 ⇒ ln |z| = −a2λk t+ln |Ak|, z = 0 ⇒

⇒ z = Ake
−a2λk t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R — довiльна стала, (493)

— повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок даного (неоднорiдного) рiвняння шукатимемо методом неозначе-

них коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

де ck, dk — сталi, значення якої знаходимо за умови, що ця функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

−ck sin t+ dk cos t+ a2λk(ck cos t+ dk sin t) = ak cos t+ bk sin t ⇒

cos t : a2λkck + dk = ak
sin t : −ck + a2λkdk = bk

=⇒
(
a2λk 1
−1 a2λk

)(
ck
dk

)
=

(
ak
bk

)
.

Отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь розв’язуємо методом Крамера. Для цьо-
го знаходимо визначники основної i допомiжних матриць:

△ =

∣∣∣∣ a2λk 1
−1 a2λk

∣∣∣∣ = a4λ2k + 1,

△1 =

∣∣∣∣ ak 1
bk a2λk

∣∣∣∣ = a2λkak − bk, △2 =

∣∣∣∣ a2λk ak
−1 bk

∣∣∣∣ = a2λkbk + ak.

Звiдси отримуємо

ck =
△1

△
≡ a2λkak − bk

a4λ2k + 1
, dk =

△2

△
≡ a2λkbk + ak

a4λ2k + 1
. (494)

Отож, маємо

z = Ake
−a2λk t + ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R — довiльна стала,
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— повний загальний розв’язок рiвняння задачi (492). Пiдставимо цей вираз в початкову
умову даної задачi для знаходження значення сталої Ak. Тодi

z(0) = Ak + ck = φ̂k .

Звiдси
Ak = φ̂k − ck,

а значить,
ûk(t) = (φ̂k − ck)e

−a2λk t + ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ].

Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (470) — (472) є (див. (490)) сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

ũ(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

[
(φ̂k − ck)e

−a2λk t + ck cos t+ dk sin t
]
sin

√
λkx+ x+ sin t, (x, t) ∈ Q,

де λk, φ̂k, ψ̂k, ck, dk для кожного k ∈ N обчислюються за вище наведеними формулами.
�

III. Завдання для самостiйної роботи

Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l)× (0, T ]. Знайти сильно
узагальненi розв’язки мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi в стержнi:

1.
ũt − a2ũxx = x2t, (x, t) ∈ Q,

ũx|x=0 = 2t, ũ|x=l = t− 1, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = x, x ∈ [0, l].

2.
ũt − a2ũxx = (x− 1)et, (x, t) ∈ Q,

ũx|x=0 = et, ũx|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 3x, x ∈ [0, l].

3.
ũt − a2ũxx = ext2, (x, t) ∈ Q,

(ũx − h0ũ)|x=0 = 2t, ũx|x=l = 2, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = cosx, x ∈ [0, l].

4.
ũt − a2ũxx = (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ Q,

ũ|x=0 = e2t, (ũx + h1ũ)|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = sin 3x, x ∈ [0, l].

5.
ũt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

(ũx − h0ũ)|x=0 = sin t, (ũx + h1ũ)|x=l = 2 sin t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x, x ∈ [0, l].
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Практичне заняття № 15

Розв’зування мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi в
круговому диску методом рядiв Фур’є

I. Довiдковий матерiал

1. Рiвнянням Бесселя називають рiвняння вигляду

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (495)

де ν = const > 0, x — незалежна змiнна, що приймає значення в R.
Оскiльки коефiцiєнт рiвняння (495) при y′′ в точцi x = 0 перетворюється в нуль, то

його розв’язки можуть мати особливостi при x = 0. Враховуючи це, а також те, що лiва
частина рiвняння (495) не змiнюється при замiнi x на −x, приходимо до висновку, що нам
достатньо розглядати це рiвняння на променi (0, +∞).

Розв’язки рiвняння (495) шукають, враховуючи його вироджуванiсть при x = 0, у
виглядi узагальнених степеневих рядiв

y = xρ
∞∑
k=0

ckx
k ≡

∞∑
k=0

ckx
k+ρ, x ∈ (0,+∞), (496)

де ρ ∈ R, ck ∈ R, k ∈ N ∪ {0}.
Розв’язками рiвняння (495) є функцiї Бесселя

J±ν(x) :=
∞∑
m=0

(−1)m

Γ(±ν +m+ 1)Γ(m+ 1)

(x
2

)2m±ν
, x ∈ (0, +∞), (497)

ν-го порядку, причому, коли ν – не цiле (i, очевидно, що додатне), то функцiї Jν i J−ν є
лiнiйно незалежними, а коли ν = n ∈ N, то J−n = (−1)nJn, звiдки, зокрема, випливає, що
Jn i J−n є лiнiйно залежними. Тому вводять в розгляд функцiю Вебера

Yν(x) :=
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
, x ∈ (0, +∞),

якщо ν > 0 – не цiле, i

Yn(x) := lim
ν→n

Yν(x) =
2

π
Jn(x) ln

x

2
− 1

π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!

k!

(x
2

)−n+2k

− (498)

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k
( t
2

)n+2k

k!(n+ k)!
·

(
Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)
+

Γ′(k + n+ 1)

Γ(k + n+ 1)

)
, x ∈ (0, +∞),

якщо n ∈ N ∪ {0}.

Твердження 8.1. Повний загальний розв’язок рiвняння (495) на променi (0,+∞) має
вигляд

y = C1Jν(x) + C2Yν(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 — довiльнi сталi.
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Зауваження 8.2. Сiм’я функцiй Бесселя Jρ, ρ ∈ R, володiє, зокрема, такими властиво-
стями:

J−n(x) = (−1)nJn(x), n ∈ N, зокрема, J−1(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞),

(xρJρ(x))
′ = xρJρ−1(x), зокрема, J ′

0(x) = J−1(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞),

Jρ+1(x) =
2ρ

x
Jρ(x)− Jρ−1(x), x ∈ (0,+∞).

2. Нехай
• l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа,
• Ω := {x = (x1, x2) ∈ R2

∣∣∣x21+x22 < l2} – круг радiуса l з центром в початку координат,

• Γ := {x = (x1, x2) ∈ R2
∣∣∣x21 + x22 = l2} – коло радiуса l з центром в початку координат

(воно обмежує Ω),
• Q := Ω× (0, T ] – цилiндр з основою Ω i твiрною, паралельною осi t,
• Σ := Γ× (0, T ] – бiчна поверхня цилiндра Q.

Мiшана задача для рiвняння теплопровiдностi в круговому диску полягає у знахо-
дженнi функцiї u : Q→ R, яка задовольняє (в певному сенсi) рiвняння

ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (499)

крайову умову

або u
∣∣∣
Σ
= µ, або

∂u

∂ν

∣∣∣
Σ
= µ, або

(∂u
∂ν

+ hu
)∣∣∣

Σ
= µ (500)

та початкову умову
u|t=0 = φ(x), x ∈ Ω, (501)

де a > 0, h > 0, φ : Ω → R, µ : Σ → R, f : Q → R – заданi, ∆u := ux1x1 + ux2x2 , ν –
одинична зовнiшня нормаль до Γ, ∂u

∂ν
– похiдна u по нормалi ν.

Нас цiкавить проблема знаходження сильно узагальненого розв’язку задачi (499) —
(501), якщо

φ ∈ L2(Ω), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Перейдемо в цiй задачi до полярної системи координат:{
x1 = r cos θ,

x2 = r sin θ,
r > 0, −∞ < θ < +∞. (502)

У результатi, врахувавши, що якщо ũ(r, θ) := u(x1, x2), то

∆u = ũrr +
1

r
ũr +

1

r2
ũθθ,

отримаємо задачу : знайти функцiю ũ : Q → R, яка задовольняє (в певному сенсi) рiвня-
ння

ũt − a2
(
ũrr +

1

r
ũr +

1

r2
ũθθ
)
= f̃(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ Q̃ := (0, l)× R× (0, T ], (503)

крайовi умови
ũ(r, θ + 2π, t) = ũ(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ (0, l]× R× [0, T ],
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lim
r→0+

ũ(r, θ, t) <∞, (α1ũr + β1ũ)|r=l = 0, (θ, t) ∈ R× (0, T ], (504)

та початкову умову
ũ|t=0 = φ̃(r, θ), (r, θ) ∈ [0, l]× R, (505)

де

• α1, β1 ∈ R – сталi такi, що |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

• φ̃ : [0, l]× R → R, f̃ : (0, l)× R× (0, T ] → R – заданi функцiї, причому
φ̃(r, θ + 2π) = φ̃(r, θ), (r, θ) ∈ (0, l]× R,
f̃(r, θ + 2π, t) = f̃(r, θ, t), (r, θ, t) ∈ (0, l]× R× [0, T ].

Увага!!! Далi будемо розглядати випадок, коли заданi функцiї f̃ , φ̃ явно вiд змiнної θ
не залежать. Тодi вiд цiєї змiнної не буде залежати i розв’язок ũ отриманої задачi, а отже,
задача матиме простiший вигляд. Для її розв’язування використовують ваговий простiр
L2(ρ; 0, l), де ρ(r) := r, r ∈ (0, l), складений з вимiрних функцiй v : (0, l) → R таких, що
l∫
0

r|v(r)|2 dr < ∞. Цей простiр є гiльбертовим зi скалярним добутком i породженою ним
нормою:

(v, w)L2(ρ; 0, l) :=

l∫
0

rv(r)w(r) dr, ∥v∥L2(ρ; 0, l) :=
( l∫

0

r|v(r)|2 dr
)1/2

, v, w ∈ L2(ρ; 0, l).

3. Далi розглядаємо задачу , розв’язування якої є метою нашого заняття.

Нехай l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ]. Мiшана
задача для рiвняння теплопровiдностi в круговому диску полягає у знаходженнi функцiї
u : Q→ R, яка задовольняє (в певному сенсi) рiвняння

ut − a2
(
urr +

1

r
ur
)
= f(r, t), (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (506)

крайовi умови
lim
r→0+

u(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (507)

та початкову умову
u|t=0 = φ(r), r ∈ [0, l], (508)

де

• α1, β1 ∈ R – сталi такi, що |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

• φ : [0, l] → R, f : Q→ R – заданi функцiї.

Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок задачi (506) — (508), якщо

φ ∈ L2(ρ; 0, l), f ∈ C([0, T ];L2(ρ; 0, l)).

Схема розв’язування.
1-ий крок. Згiдно з означенням, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiв-
няння теплопровiдностi є слабким розв’язком задачi Кошi для вiдповiдного диференцiаль-
но-операторного рiвняння. Запишемо ту задачу, слабкий розв’язок якої є сильно узагаль-
неним розв’язком даної задачi. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(ρ; 0, l), як
замикання оператора Ã : C2([0, l]) → L2(ρ; 0, l), визначеного за правилом:

D(Ã) := {v ∈ C2([0, l]) | v′(0) = 0, (α1v
′ + β1v)|r=l = 0},
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Ãv = −
(
v′′ +

1

r
v′
)
, v ∈ D(Ã),

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(r, t), r ∈ [0, l] ; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(r, t), r ∈ (0, l);

φ := φ(r), r ∈ [0, l].

Отже, задача (506) – (508) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного
рiвняння

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (509)

u(0) = φ. (510)

Як було сказано, сильно узагальнений розв’язок задачi (506) – (508) – це слабкий
розв’язок задачi (509), (510). Тому будемо шукати сильно узагальнений розв’язок зада-
чi (506) – (508), використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi
(509), (510).

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу {wk} в L2(ρ; 0, l) i вiдповiдну їй числову послi-
довнiсть {λk}, якi складенi, вiдповiдно, з власних елементiв i власних значень оператора
A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N.

Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2((0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння

−w′′ − 1

r
w′ = λw, r ∈ (0, l), (511)

з крайовими умовами

lim
r→0+

w(r) <∞, α1w
′(l) + β1w(l) = 0. (512)

Як уже говорилося ранiше, задачу на знаходження власних значень i власних елементiв
оператора A, яка полягає у вiдшуканнi всеможливих значень параметра λ, при яких рiвня-
ння (511) має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (512), i знаходження
цих розв’язкiв, називаємо задачею Штурма-Лiувiлля (i фактично розв’язуємо в просторi
C2((0, l])).

Покажемо, що всi власнi значення оператора A є додатними, якщо β1 ̸= 0, i невiд’єм-
ними, зокрема, нуль є власним значенням, коли β1 = 0. Для цього домножимо рiвняння
(511) на r i врахувавши, що rw′′ + w′ = (rw′)′, запишемо:

−(rw′)′ = λrw, r ∈ (0, l), (513)

Нехай w – ненульовий розв’язок задачi (511), (512), тобто власний елемент оператора A.
Домножимо рiвнiсть (513) на w i проiнтегруємо здобуту рiвнiсть по промiжку (0, l):

−
l∫

0

(rw′)′w dr = λ

l∫
0

r|w|2 dr ⇔ −rw′w
∣∣∣l
0
+

l∫
0

r|w′|2 dr = λ

l∫
0

r|w|2 dr.
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Вiдмiтимо, що −rw′w
∣∣∣l
0
> 0. Справдi, якщо або α1 = 0, або β1 = 0, то, вiдповiдно, або

w(l) = 0, або w′(0) = 0, а отже, −lw′(l)w(l) = 0, а якщо α1β1 > 0, то −lw′(l)w(l) =
lβ1
α1

|w(l)|2 > 0. Враховуючи сказане, отримуємо

λ >
l∫

0

r|w′|2 dr
/ l∫

0

r|w|2 dr > 0.

Звiдси випливає, що

λ = 0 ⇔ w′(r) = 0 ∀r ∈ [0, l] ⇔ w(r) = C ∀r ∈ [0, l], де C – стала.

На пiдставi цього i другої з крайових умов (512) отримуємо, що якщо β1 ̸= 0, то λ > 0, а
якщо β1 = 0, то λ > 0, зокрема, 0 є власним значенням.

Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так. Перш за все зауважимо, що коли λ = 0, то з
рiвняння (513) маємо

(rw′)′ = 0 ⇔ rw′ = C1 ⇔ w′ =
C1

r
⇔ w = C1 ln r + C2, r ∈ (0, l).

Звiдси ще раз випливає, що коли β1 ̸= 0, то w ≡ 0, а якщо β1 = 0, тобто друга з крайових
умов (512) має вигляд w′(l) = 0, то w0(r) = C2, де C2 – стала, яка визначається з умови
нормування

l∫
0

r|w0(r)|2 dr = 1 ⇔ |C2|2
l∫

0

r dr = 1 ⇔ |C2|2
l2

2
= 1 ⇒ C2 :=

√
2

l
.

Отож, коли β1 = 0, тобто друга з крайових умов (512) має вигляд w′(l) = 0, то маємо

λ0 = 0, w0(r) =

√
2

l
, r ∈ [0, l]. (514)

Тепер розглянемо випадок λ > 0. Тодi, помноживши рiвняння (511) на r2 та перенiсши в
лiву частину те, що стоїть в правiй, отримаємо рiвняння

r2w′′ + rw′ + λr2w = 0, r ∈ (0,+∞), (515)

Зробимо в цьому рiвняннi замiну змiнних

x =
√
λr. (516)

Тодi, якщо
y(x) := w(r) при x =

√
λr,

то
w′(r) = y′(x) ·

√
λ, w′′(r) = y′′(x) · λ,

а отже, отримаємо рiвняння Бесселя нульового порядку

x2y′′ + xy′ + x2y = 0, x ∈ (0,+∞). (517)
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Повний загальний розв’язок цього рiвняння на променi (0,+∞) має вигляд

y = C1J0(x) + C2Y0(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 – довiльнi сталi, (518)

де J0 – функцiя Бесселя нульового порядку, а Y0 – функцiя Вебера нульового порядку.
Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (515) має вигляд

w = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), r ∈ (0, l], C1, C2 – довiльнi сталi. (519)

Легко знайти, що

w′ = C1

√
λJ ′

0(
√
λr) + C2

√
λY ′

0(
√
λr), r ∈ (0, l],

Як вiдомо, функцiя Бесселя в точцi 0 має скiнчене значення, а функцiя Вебера в точцi 0
не визначена, а при наближеннi аргументу до точки 0 значення функцiї Y0 прямує до ∞.
Враховуючи це (тобто, що lim

r→0+
Y0(

√
λr) = ∞), з першої з крайових умов (512) отримаємо

C2 = 0, C1 – довiльна стала, а з другої з крайових умов (512) маємо

C1

[
α1

√
λJ ′

0(
√
λl) + β1J0(

√
λl)
]
= 0, C1 ̸= 0– довiльна стала.

Звiдси отримуємо рiвняння для знаходження власних значень:

α1

√
λJ ′

0(
√
λl) + β1J0(

√
λl) = 0 . (520)

Зробивши в цьому рiвняннi замiну µ :=
√
λl, отримаємо рiвняння

α1
µ

l
J ′
0(µ) + β1J0(µ) = 0 , µ > 0. (521)

Як вiдомо, рiвняння (521) має злiченну кiлькiсть коренiв {µk}∞k=1, якi можна записати в
порядку зростання так

0 < µ1 < µ2 < . . . < µk < . . . , причому µk →
k→∞

∞.

Отже, серед додатних чисел власними значеннями є

λk :=
(µk
l

)2
, k ∈ N, (522)

а вiдповiдними їм власними функцiями є (див. (519))

wk(r) :=MkJ0

(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], k ∈ N, (523)

де для кожного k ∈ N стала Mk > 0 така, що
l∫
0

r|wk(r)|2 dr = 1, тобто

Mk := 1/
( l∫

0

r|J0
(µk
l
r
)
|2 dr

)1/2
.

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(r) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(r), r ∈ [0, l], f(r, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(r), r ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (524)
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де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

rφ(r)wk(r) dr, f̂k(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)wk(r) dr, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (506) – (508) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(r, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(r), (r, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (525)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′
k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k,
k ∈ N. (526)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (525) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (506) i початковi умови (508) замiсть u (крайовi
умови (507) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до D(A), k ∈ N). Вра-
хувавши розвинення φ i f в ряди Фур’є (див. (524)) i те, що

w′′
k(r) +

1

r
w′
k(r) = −λkwk(r), r ∈ [0, l], k ∈ N,

у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û ′
k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(r) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(r), (r, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(r) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(r), r ∈ [0, l].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (526).
Дивлячись на рiвностi (526), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z ′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k.
(527)

Очевидно, що рiвняння задачi (527) є звичайним лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку, а отже, його повний загальний розв’язок є сумою повного загального
розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння

z ′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (528)

i часткового розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння, що є рiвнянням задачi (527).
Спочатку для довiльного фiксованого k ∈ N знайдемо повний загальний розв’язок

рiвняння (528). Для цього помножимо це рiвняння на ea2λkt i проiнтегруємо його:

ea
2λktz′ + a2λke

a2λktz = 0 ⇔
(
ea

2λktz
)′
= 0 ⇔ ea

2λktz = Ak, t ∈ [0, T ], (529)

де Ak – довiльна стала. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (528) має вигляд

z = Ake
−a2λkt, t ∈ [0, T ], (530)
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де Ak – довiльна стала.
Частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi (527) шукаємо методом варiацiї сталих або ме-
тодом неозначених коефiцiєнтiв. Якщо ми знайшли частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi
(527), то його повний загальний розв’язок має вигляд

z = Ake
−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (531)

де Ak – довiльна стала. Пiдставивши вираз повного загального розв’язку в початкову
умову задачi (527), отримаємо

Ak +
∗
z(0) = φ̂k ⇒ Ak = φ̂k −

∗
z(0).

Отож, ми здобули
ûk(t) := (φ̂k −

∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t), t ∈ [0, T ], (532)

а значить, розв’язок нашої задачi має вигляд

u(r, t) =
∞∑
k=1

Mk

[
(φ̂k −

∗
z(0))e−a

2λkt +
∗
z(t)

]
J0

(µk
l
r
)
, (r, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (533)

При наших умовах на φ i f ряд (533) збiгається в просторi C([0, T ];L2(ρ; 0, l)), а значить,
функцiя u належить цьому ж простору, тобто для функцiя u задовольняє умови означення
сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння коливань. �

Зауваження 8.3. Якщо маємо задачу

ũt − a2(ũrr +
1

r
ũr) = f̃(r, t), (r, t) ∈ Q, (534)

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, (α1ũr + β1ũ)|r=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (535)

ũ|t=0 = φ̃(r), r ∈ [0, l], (536)

де

• α1, β1 ∈ R – сталi такi, що |α1|+ |β1| > 0, α1β1 ≥ 0,

•φ : [0, l] → R, f : Q→ R, µ1 : (0, T ] → R — заданi функцiї, причому µ1 ̸= 0, тобто друга
з крайових умов (507) є неоднорiдною, то спочатку робимо
0-ий крок. Шукаємо функцiю h ∈ H2(Q), яка задовольняє крайову умову (535), тобто

(α1hr + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (537)

Функцiю h можна шукати у виглядi

h(r, t) = a(t)r + b(t), (r, t) ∈ Q, (538)

де a, b ∈ H2(0, T ) – функцiї вiд змiнної t, якi вибирають такими, щоби виконувалася
умова (537).

Для знаходження a i b шукають похiдну hr(r, t) = a(t) i пiдставляють вирази h i hr
в умову (537):

α1a(t) + β1(la(t) + b(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Звiдси знаходять a i b. Оскiльки маємо одне рiвняння, а невiдомих функцiй – двi, то
одна з функцiй a, b може бути довiльною i її беремо рiвною, як правило, нулевi.

157



Якщо функцiю h знайдено, то в задачi (534) – (542) роблять замiну

ũ = u+ h, (539)

де u – нова невiдома функцiя:

(u+ h)t − a2
[
(u+ h)rr +

1

r
(u+ h)r

]
= f̃(r, t),

lim
r→0+

(u+ h) <∞, (α1(u+ h)r + β1(u+ h))|r=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = φ̃(r).

Звiдси, враховуючи лiнiйнiсть операцiї диференцiювання, маємо

ut + ht − a2(urr +
1

r
ur)− a2(hrr +

1

r
hr) = f̃(r, t),

lim
r→0+

u(r, t) + lim
r→0+

h(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l + (α1hr + β1h)|r=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = φ(r).

Отож, врахувавши (537), для нової невiдомої функцiї u отримаємо задачу

ut − a2(urr +
1

r
ur) = f(r, t), (r, t) ∈ Q, (540)

lim
r→0+

u(r, t) <∞, (α1ur + β1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (541)

u|t=0 = φ(r), r ∈ [0, l], (542)

де f(r, t) := f̃(r, t)− ht(r, t) + a2(hrr(r, t) +
1
r
hr(r, t)), φ(r) := φ̃(r)− h(r, 0).

Вiдмiтимо, що коли µ1 = 0, то h = 0 i 0-го кроку не робимо (тодi в задачi (534) – (542)
маємо ũ = u, f̃ = f, φ̃ = φ) i починаємо з 1-го кроку.

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 38. Нехай l > 0, T > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ].
Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння теплопровiдностi
в круговому диску

ut − a2(urr +
1

r
ur) = r2 cos 2t, (r, t) ∈ Q, (543)

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur|r=l = 0, t ∈ (0, T ], (544)

u|t=0 = 1, r ∈ [0, l]. (545)

Розв’язування.

1-ий крок. Позначимо

f(r, t) := r2 cos 2t, (r, t) ∈ Q, φ(r) := 1, r ∈ [0, l],

i зведемо задачу (543) – (545) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiв-
няння. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(ρ; 0, l), як замикання оператора
Ã : C2([0, l]) → L2(ρ; 0, l), визначеного за правилом:

D(Ã) := {v ∈ C2([0, l]) | v′(0) = 0, v′(l) = 0},
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Ãv = −
(
v′′ +

1

r
v′
)
, v ∈ D(Ã), (546)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(r, t), r ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(r, t), r ∈ (0, l);

φ := φ(r), r ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (543) – (545) є слабким розв’язком задачi

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (547)

u(0) = φ. (548)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок задачi (543) – (545), використовуючи схему
вiдшукання слабкого розв’язку задачi (547), (548).

2-ий крок. Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв опера-
тора A зауважимо, що на пiдставi означення цього оператора отримуємо, що операторне
рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2((0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння−w′′ − 1

r
w′ = λw, r ∈ (0, l),

lim
r→0+

w(r) <∞, w′(l) = 0.
(549)

Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (549) має ненульовi розв’язки.
Перш за все зауважимо, що у випадку λ = 0 з рiвняння задачi (549) (пiсля множення
на −r) маємо

(rw′)′ = 0 ⇔ rw′ = C1 ⇔ w′ =
C1

r
⇔ w = C1 ln r + C2, r ∈ (0, l).

Звiдси та з крайових умов випливає, що w0(r) = C2, де C2 – стала, яка визначається з
умови нормування

l∫
0

r|w0(r)|2 dr = 1 ⇔ |C2|2
l∫

0

r dr = 1 ⇔ |C2|2
l2

2
= 1 ⇒ C2 :=

√
2

l
.

Отож, маємо

λ0 = 0, w0(r) =

√
2

l
, r ∈ [0, l]. (550)

Тепер розглянемо випадок λ > 0. Тодi, помноживши рiвняння задачi (549) на r2 та пере-
нiсши в лiву частину те, що стоїть в правiй, отримаємо рiвняння

r2w′′ + rw′ + λr2w = 0, r ∈ (0,+∞),

Зробимо в цьому рiвняннi замiну змiнних

x =
√
λr. (551)
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Тодi, якщо
y(x) := w(r) при x =

√
λ r,

то
w(r) = y(x), w′(r) = y′(x) ·

√
λ, w′′(r) = y′′(x) · λ,

а отже, отримаємо рiвняння Бесселя нульового порядку

x2y′′ + xy′ + x2y = 0, x ∈ (0,+∞).

Повний загальний розв’язок цього рiвняння на променi (0,+∞) має вигляд

y = C1J0(x) + C2Y0(x), x ∈ (0,+∞), C1, C2 – довiльнi сталi, (552)

де J0 – функцiя Бесселя нульового порядку, а Y0 – функцiя Вебера нульового порядку.
Отже, повний загальний розв’язок рiвняння задачi (549) має вигляд

w = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), r ∈ (0, l], C1, C2 – довiльнi сталi. (553)

Як вiдомо, функцiя Бесселя в точцi 0 має скiнчене значення, а функцiя Вебера в точцi
0 не визначена, а при наближеннi аргументу до точки 0 значення функцiї Y0 прямує до
∞. Тодi з першої з крайових умов задачi (549), зважаючи на те, що lim

r→0+
Y0(

√
λr) = ∞,

отримаємо, що C2 = 0, C1 – довiльна стала, а з другої з крайових умов задачi (549) маємо

C1

√
λJ ′

0(
√
λl) = 0, C1 ̸= 0 – довiльна стала.

Звiдси отримуємо рiвняння для знаходження власних значень:

J ′
0(
√
λl) = 0 ⇔ J1(

√
λl) = 0 (554)

(тут використана рiвнiсть J ′
0(x) = −J1(x), x ∈ (0,+∞)). Зробивши в цьому рiвняннi замiну

µ :=
√
λl, отримаємо рiвняння

J1(µ) = 0 , µ > 0. (555)

Як вiдомо, рiвняння (555) має злiченну кiлькiсть коренiв {µk}∞k=1, якi можна записати в
порядку зростання так

0 < µ1 < µ2 < . . . < µk < . . . , причому µk →
k→∞

∞.

Отже, серед додатних чисел власними значеннями є

λk :=
(µk
l

)2
, k ∈ N, (556)

а вiдповiдними їм власними функцiями є (див. (553))

wk(r) := C1J0
(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], C1 ̸= 0 — довiльна стала, k ∈ N. (557)

Для кожного k ∈ N виберемо значення C1 таким, щоби функцiя wk була нормованою,
тобто виконувалась умова

l∫
0

r|wk(r)|2 dr ≡ C2
1

l∫
0

r|J0
(µk
l
r
)
|2 dr = 1. (558)
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Маємо
l∫

0

r
∣∣J0(µk

l
r
)∣∣2 dr = [x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]
=
( l

µk

)2 µk∫
0

x|J0(x)|2 dx.

Далi нам будуть потрiбнi такi вiдомi для функцiй Бесселя рiвностi

J ′
0(x) = −J1(x), (xJ1(x))

′ = xJ0(x), (x2J2(x))
′ = x2J1(x),

J2(x) =
2

x
J1(x)− J0(x), x ∈ (0,+∞).

Враховуючи це та використовуючи формулу iнтегрування частинами, отримаємо
µk∫
0

x|J0(x)|2 dx =

µk∫
0

|J0(x)|2 d
x2

2
=
x2

2
|J0(x)|2

∣∣∣µk
0

−
µk∫
0

x2J0(x)J
′
0(x) dx =

=
|µkJ0(µk)|2

2
+

µk∫
0

xJ1(x) d(xJ1(x)) =
|µkJ0(µk)|2

2
+

|xJ1(x)|2

2

∣∣∣µk
0

=
|µkJ0(µk)|2

2
.

Звiдси та з (558) знаходимо

C2
1

( l

µk

)2 |µkJ0(µk)|2
2

= 1 ⇒ C1 =

√
2

lJ0(µk)
=:Mk.

Отож, власними функцiями є

wk(r) :=MkJ0
(µk
l
r
)
, r ∈ [0, l], k ∈ N. (559)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(r) =
∞∑
k=0

φ̂kwk(r), r ∈ [0, l], f(r, t) =
∞∑
k=0

f̂k(t)wk(r), r ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (560)

де

φ̂0 :=

∫ l

0

rφ(r)w0(r) dr =

√
2l

2
,

а для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

rφ(r)wk(r) dr =Mk

∫ l

0

rJ0(
µk
l
r) dr =

[
замiна : x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]

=Mk

( l

µk

)2 µk∫
0

xJ0(x) dx =Mk

( l

µk

)2 µk∫
0

(xJ1(x))
′ dx =Mk

( l

µk

)2
xJ1(x)

∣∣∣µk
0

= 0 ,

f̂0(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)w0(r) dr =

√
2

l

∫ l

0

r3 cos 2t dr =

√
2l3

4
cos 2t = a0 cos 2t, a0 :=

√
2l3

4
,
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f̂k(t) :=

∫ l

0

rf(r, t)wk(r) dr =Mk

∫ l

0

r · r2 cos 2t · J0(
µk
l
r) dr = cos 2t ·Mk

∫ l

0

r3J0(
µk
l
r) dr =

= ak cos 2t, t ∈ [0, T ] ,

де

ak :=Mk

∫ l

0

r3J0(
µk
l
r) dr =

[
замiна : x =

µk
l
r, r =

l

µn
x, dr =

l

µk
dx
]
=

=Mk

( l

µk

)4 µk∫
0

x3J0(x) dx.

Знаходимо

µk∫
0

x3J0(x) dx =

µk∫
0

x2(xJ1(x))
′ dx = x3J1(x)

∣∣∣µk
0

− 2

µk∫
0

x2J1(x) dx =

= −2

µk∫
0

x2J1(x) dx = −2

µk∫
0

(x2J2(x))
′ dx = −2x2J2(x)

∣∣∣µk
0

= −2(µk)
2J2(µk) =

= −2(µk)
2
( 2
µk
J1(µk)− J0(µk)

)
= 2(µk)

2J0(µk).

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (543) – (545) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(r, t) =
∞∑
k=0

ûk(t)wk(r), (r, t) ∈ Q, (561)

де функцiї {ûk} задовольняють рiвностi{
û ′
k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φk,
k ∈ N ∪ {0}. (562)

Умови (562) на коефiцiєнти ряду (561) отримують так. Припустимо, що цей ряд можна
двiчi почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (543) i умови (545), вра-
хувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (560)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(r) +

1

r
w′
k = −λkwk(r), r ∈ [0, l], k ∈ N ∪ {0}.

У результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=0

[
û ′
k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(r) =

∞∑
k=0

f̂k(t)wk(r), (r, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=0

ûk(0)wk(r) =
∞∑
k=0

φ̂kwk(r), r ∈ [0, l].

Звiдси випливають рiвностi (562).
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Знайдемо {ûk}∞k=0. Дивлячись на рiвностi (562), бачимо, що для кожного k ∈ N ∪ {0}
функцiя ûk (вiдповiдний коефiцiєнт ряду (561)) є розв’язком задачi Кошi{

z′ + a2λkz = ak cos 2t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k .
(563)

Розв’яжемо цю задачу для довiльного фiксованого k ∈ N∪{0}. Перш за все розглянемо
випадок k = 0. Оскiльки λ0 = 0, то рiвняння задачi (563) має вигляд z′ = a0 cos 2t,
повний загальний якого має вигляд z = a0

2
sin 2t+A0, де A0 — довiльна стала. Звiдси та з

початковою умовою задачi (563) матимемо z(0) ≡ A0 = φ0. Отож, ми отримали

û0(t) :=
a0
2
sin 2t+ φ0, t ∈ [0, T ]. (564)

Тепер розглянемо випадок k ∈ N. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiв-
няння задачi (563). Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний загальний розв’язок
є сумою повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння i час-
ткового розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо лiнiйне однорiдне
рiвняння

z′ + a2λkz = 0.

Воно є лiнiйним однорiдним рiвнянням першого порядку i рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними. Розв’яжемо його:

dz

dt
= −a2λkz

∣∣∣×dt

z
⇒ dz

z
= −a2λk dt, z = 0 ⇒ ln |z| = −a2λk t+ln |Ak|, z = 0 ⇒

⇒ z = Ake
−a2λk t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R – довiльна стала, (565)

– повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок даного (неоднорiдного) рiвняння шукатимемо методом неозначе-

них коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ],

де ck, dk – сталi, значення якої знаходимо за умови, що ця функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

−2ck sin 2t+ 2dk cos 2t+ a2λk(2ck cos 2t+ 2dk sin 2t) = ak cos 2t ⇒

cos 2t : 2a2λkck + 2dk = ak
sin 2t : −2ck + 2a2λkdk = 0

=⇒
(
2a2λk 2
−2 2a2λk

)(
ck
dk

)
=

(
ak
0

)
.

Отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь розв’язуємо методом Крамера. Для цьо-
го знаходимо визначники основної i допомiжних матриць:

△ =

∣∣∣∣ 2a2λk 2
−2 2a2λk

∣∣∣∣ = 4(a4λ2k + 1),

△1 =

∣∣∣∣ ak 2
0 2a2λk

∣∣∣∣ = 2a2λkak, △2 =

∣∣∣∣ 2a2λk ak
−2 0

∣∣∣∣ = 2ak.

Звiдси отримуємо

ck =
△1

△
≡ a2λkak

2(a4λ2k + 1)
, dk =

△2

△
≡ ak

2(a4λ2k + 1)
. (566)
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Отож, маємо

z = Ake
−a2λk t + ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R – довiльна стала,

– повний загальний розв’язок рiвняння задачi (563). Пiдставимо цей вираз в початкову
умову даної задачi для знаходження значення сталої Ak. Тодi

z(0) = Ak + ck = φ̂k .

Звiдси
Ak = φ̂k − ck,

а значить,
ûk(t) = (φ̂k − ck)e

−a2λk t + ck cos 2t+ dk sin 2t, t ∈ [0, T ].

Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (543) – (545) є (див. (561)) сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(ρ; 0, l)) ряду

u(r, t) =

√
2

l

[a0
2
sin 2t+φ0

]
+

∞∑
k=1

Mk

[
(φ̂k−ck)e−a

2λk t+ck cos 2t+dk sin 2t
]
J0

(√λk
l
r
)
, (r, t) ∈ Q,

де λk, φ̂k, ck, dk для кожного k ∈ N ∪ {0} обчислюються за вище наведеними формулами.
�
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III. Завдання для самостiйної роботи

Нехай l > 0, T > 0, h1 > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа. Знайти сильно узагальненi
розв’язки мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi в круговому диску:

1.
ut − a2

(
urr +

1

r
ur
)
= t2, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 4, r ∈ [0, l].

2.
ut − a2

(
urr +

1

r
ur
)
= e2t, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = r2 + 2, r ∈ [0, l],

3.
ut − a2

(
urr +

1

r
ur
)
= (r2 − 1)et, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, (ur + h1u)|r=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 1, r ∈ [0, l].

4.
ũt − a2

(
ũrr +

1

r
ũr
)
= r2(t+ 1), (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũ(l, t) = t, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = 2, r ∈ [0, l].

5.
ũt − a2

(
ũrr +

1

r
ũr
)
= 2t3, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) = 5, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = l2 − r2, r ∈ [0, l].

6.
ũt − a2

(
ũrr +

1

r
ũr
)
= r2t, (r, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ],

lim
r→0+

ũ(r, t) <∞, ũr(l, t) + h1ũ(l, t) = t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 7, r ∈ [0, l].

(Завдання №6 бажано зробити, але не обов’язково)
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Практичне заняття № 16

Контрольна робота №5

Варiант № 1

1. ũt − 4ũxx = (x+ 1)t, (x, t) ∈ Q := (0; 4)× (0; 10],

ũx|x=0 = 0, ũ|x=4 = 2t, t ∈ (0; 10],

ũ|t=0 = cos 3x, x ∈ [0; 4].

2. ut − 9
(
urr +

1
r
ur
)
= 2r2t, (r, t) ∈ Q := (0; 3)× (0; 6],

lim
r→0+

u(r, t) <∞, ur(3, t) = 0, t ∈ (0; 6],

u|t=0 = 3, r ∈ [0; 3].
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Практичне заняття № 17

Крайовi задачi для рiвняння Пуассона в прямокутнiй областi.
Метод рядiв Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Завдання: Нехай p > 0, q > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Ω := (0, p) × (0, q).
Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок крайової задачi для рiвняння Пуассона

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (567){
(α0ux + β0u)|x=0 = ω(y), (α1ux + β1u)|x=p = σ(y), y ∈ (0, q),

(γ0uy + δ0u)|y=0 = φ(x), (γ1uy + δ1u)|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],
(568)

де

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R – сталi такi, що
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0, α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0, γ1δ1 ≥ 0,

• ω, σ ∈ L2(0, q), φ, ψ ∈ L2(0, p), f ∈ L2(Ω) – заданi функцiї.

Крайову задачу для рiвняння Пуассона далi коротко називатимемо задачею (567), (568).
Зауважимо, що крайовi умови (568) заданi на межi областi Ω, яка є прямокутником,

тобто на сторонах прямокутника. Цих умов є чотири (вiдповiдно до сторiн прямокутника)
i ми будемо розрiзняти двi пари крайових умов: перша – умови на вертикальних сторонах,
тобто при x = 0 та x = p (вони записанi в першому рядку формулювання умов (568)), друга
– умови на горизонтальних сторонах, тобто при y = 0 та y = q (вони записанi в другому
рядку формулювання умов (568)). Для безпосереднього застосування методу рядiв Фур’є
потрiбно, щоби одна з пар крайових умов була однорiдною, тобто або ω = 0 i σ = 0, або
φ = 0 i ψ = 0. Якщо це не так, то потрiбно або зробити замiну шуканої функцiї на iншу,
для якої задача буде iдентичною до даної, але з парою однорiдних умов, або розбити дану
задачу на двi iдентичнi з даною, але якi мають хоча би однiй парi однорiдних крайових
умов. Детальнiше про це скажемо пiзнiше, а зараз розглянемо задачу (567), (568), коли
ω = 0, σ = 0, i покажемо як її розв’язувати.

Завдання I: Нехай p > 0, q > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Ω := (0, p) × (0, q).
Знайти сильно узагальнений розв’язок крайової задачi для рiвняння Пуассона

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (569){
(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=p = 0, y ∈ (0, q),

(γ0uy + δ0u)|y=0 = φ(x), (γ1uy + δ1u)|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],
(570)

де

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R – сталi такi, що
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0 , γ1δ1 ≥ 0,

• φ, ψ ∈ L2(0, p), f ∈ L2(Ω) – заданi функцiї.
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Розв’язування.
1-ий крок. Для знаходження сильно узагальненого розв’язку крайової задачi для рiв-
няння Пуассона в прямокутнiй областi зводимо її до крайової задачi для вiдповiдного
диференцiально-операторного рiвняння i знаходимо слабкий розв’язок цiєї задачi. Запи-
шемо ту крайову задачу для диференцiально-операторного рiвняння, до якої зводиться
дана задача. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, p) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(Ω) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(p) + β1v(p) = 0},

Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (571)

а також позначення:

[0, q] ∋ y 7→ u(y) := u(x, y), x ∈ [0, p]; (0, q) ∋ y 7→ f(y) := f(x, y), x ∈ (0, p);

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, p].

Отже, задача (569), (570) зводиться до крайової задачi для диференцiально-операторного
рiвняння

u′′ − Au = f(y), y ∈ (0, q), (572)

γ0u
′(0) + δ0u(0) = φ, γ1u

′(q) + δ1u(q) = ψ. (573)

Сильно узагальнений розв’язок задачi (569), (570) будемо шукати за схемою вiдшука-
ння слабкого розв’язку задачi (572), (573).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в L2(0, p) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з власних
елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0.

Знайдемо ортонормовану базу в L2(0, p), складену з власних елементiв оператора A.
Для цього зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw,

яке визначає власнi значення i власнi елементи оператора A, еквiвалентне задачi на знахо-
дження розв’язку w ∈ H2(0, p) крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння

−w′′ = λw, x ∈ (0, p), (574)

з крайовими умовами

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(p) + β1w(p) = 0. (575)

Нагадаємо, що ми шукаємо всеможливi значення параметра λ, при яких рiвняння (574),
яке можна записати у виглядi

w′′ + λw = 0,
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має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (575), а також шукаємо цi
розв’язки, фактично, в просторi C2[0, p]. Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як це
робилося ранiше. Вiдмiтимо, що

w′′
k = −λkwk, k ∈ N. (576)

3-iй крок. Розвиваємо вхiднi данi в ряди Фур’є за базою {wk}:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), ψ(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, p], (577)

f(x, y) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), x ∈ (0, p), y ∈ (0, q), (578)

де для кожного k маємо

φ̂k :=

∫ p

0

φ(x)wk(x) dx, ψ̂k :=

∫ p

0

ψ(x)wk(x) dx, f̂k(y) :=

∫ p

0

f(x, y)wk(x) dx, y ∈ (0, q).

(579)

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (569), (570) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, y) =
∞∑
k=1

ûk(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω = [0, p]× [0, q], (580)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k (y)− λkûk(y) = f̂k(y), y ∈ (0, q),

γ0û
′
k(0) + δ0ûk(0) = φ̂k, γ1û

′
k(p) + δ1ûk(p) = ψ̂k,

k ∈ N. (581)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (580) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (569) i другу пару крайових умов (570) замiсть u
(перша пара крайових умов (570) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk
до D(A) для кожного k ∈ N). Врахувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (577)
— (579)) i рiвностi (576), у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[û′′k(y)− λkûk(y)]wk(x) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1

(
γ0û

′
k(0) + δ0ûk(0)

)
wk(x) =

∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, p],

∞∑
k=1

(
γ1û

′
k(p) + δ1ûk(p)

)
wk(x) =

∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, p].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, отримаємо рiвностi (581).
Дивлячись на рiвностi (581), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

крайової задачi {
z ′′ − λkz = f̂k(y), y ∈ (0, q),

γ0z
′(0) + δ0z(0) = φ̂k, γ1z

′(q) + δ1z(q) = ψ̂k.
(582)

169



Розв’язуємо задачу (582) при довiльно вибраному i зафiксованому значенню k ∈ N. Для
цього спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки рiв-
няння задачi (582) є лiнiйним рiвнянням, то його повний загальний розв’язок буде сумою
повного загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння

z′′ − λkz = 0, (583)

i часткового розв’язку рiвняння задачi (582).
Рiвняння (583) є лiнiйним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, а тому

для знаходження повного загального розв’язку цього рiвняння нам потрiбно розв’язати
його характеристичне рiвняння:

µ2 − λk = 0.

Коренями характеристичного рiвняння є числа µ1,2 = ±
√
λk, якщо λk > 0, i µ1 = 0, якщо

λk = 0. Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (583) має вигляд

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky, y ∈ [0, q], якщо λk > 0,

i
z = Aky +Bk, y ∈ [0, q], якщо λk = 0,

де Ak, Bk – довiльнi сталi.
Далi знаходимо частковий розв’язок рiвняння задачi (582). Використаємо метод варi-

ацiї сталих, тобто шукатимемо розв’язок у виглядi

z = ak(y)e
−
√
λky + bk(y)e

√
λky, y ∈ [0, q],

де ak, bk – функцiї, якi задовольняють систему рiвнянь(
e−

√
λky e

√
λky

−
√
λke

−
√
λky

√
λke

√
λky

)(
a′k(y)
b′k(y)

)
=

(
0

f̂k(y)

)
, y ∈ [0, q].

Потрактувавши цю систему як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невi-
домих a′k(y) i b′k(y) для довiльного фiксованого y ∈ [0, q], розв’яжемо її методом Крамера:

△k(y) =

∣∣∣∣ e−
√
λky e

√
λky

−
√
λke

−
√
λky

√
λke

√
λky

∣∣∣∣ = 2
√
λk,

△1, k(y) =

∣∣∣∣ 0 e
√
λky

f̂k(y)
√
λke

√
λky

∣∣∣∣ = −e
√
λkyf̂k(y),

△2, k(y) =

∣∣∣∣ e−
√
λky 0

−
√
λke

−
√
λky f̂k(y)

∣∣∣∣ = e−
√
λkyf̂k(y), y ∈ [0, q].

Звiдси маємо

ak(y) =
△1, k(y)

△k(y)
= − 1

2
√
λk

y∫
0

e
√
λksf̂k(s) ds, bk(y) =

△1, k(y)

△k(y)
= − 1

2
√
λk

q∫
y

e−
√
λksf̂k(s) ds,

y ∈ [0, q], а значить, функцiя z = ∗
z(y), y ∈ [0, q], де

∗
z(y) := − 1

2
√
λk

y∫
0

e−
√
λk(y−s)f̂k(s) ds−

1

2
√
λk

q∫
y

e
√
λk(y−s)f̂k(s) ds, y ∈ [0, q],
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– частковий розв’язок рiвняння задачi (582). Отже, повний загальний розв’язок рiвняння
задачi (582) має вигляд

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky +

∗
z(y), y ∈ [0, q]. (584)

Знайдемо
z′ = −Ak

√
λke

−
√
λky +Bk

√
λke

√
λky +

∗
z
′
(y), y ∈ [0, q]. (585)

З крайових умов задачi (582), врахувавши (584), (585), маємо

γ0
(
− Ak

√
λk +Bk

√
λk +

∗
z
′
(0)
)
+ δ0

(
Ak +Bk +

∗
z(0)

)
= φ̂k,

γ1
(
− Ak

√
λke

−
√
λkq +Bk

√
λke

√
λkq +

∗
z
′
(q)
)
+ δ1

(
Ake

−
√
λkq +Bke

√
λkq +

∗
z(q)

)
= ψ̂k.

Звiдси пiсля спрощень i вiдповiдних перепозначень отримаємо систему лiнiйних алгебраїч-
них рiвнянь стосовно невiдомих Ak, Bk:{

c1,kAk + d1,kBk = Pk
c2,kAk + d2,kBk = Rk

⇒
(
c1,k d1,k
c2,k d2,k

)(
Ak
Bk

)
=

(
Pk
Rk

)
.

Розв’язуємо цю систему методом Крамера:

△k =

∣∣∣∣ c1,k d1,k
c2,k d2,k

∣∣∣∣ , △1,k =

∣∣∣∣ Pk d1,k
Rk d2,k

∣∣∣∣ , △2,k =

∣∣∣∣ c1,k Pk
c2,k Rk

∣∣∣∣ .
Отже,

Ak =
△1,k

△k

, Bk =
△2,k

△k

, k ∈ N. (586)

Пiдставивши (586) в (584), отримаємо вирази ûk, k ∈ N, коефiцiєнтiв ряду (580). При
наших умовах на φ, ψ i f ряд (580) збiгається в просторi L2(Ω), а значить, функцiя u
належить цьому ж простору, тобто для функцiї u виконанi всi умови означення сильно
узагальненого розв’язку крайової задачi для рiвняння Пуассона. �

Завдання II: Нехай p > 0, q > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Ω := (0, p)× (0, q).
Знайти сильно узагальнений розв’язок крайової задачi для рiвняння Пуассона

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (587){
(α0ux + β0u)|x=0 = ω(y), (α1ux + β1u)|x=p = σ(y), y ∈ [0, q],

(γ0uy + δ0u)|y=0 = 0, (γ1uy + δ1u)|y=q = 0, x ∈ (0, p),
(588)

де

• α0, β0, α1, β1, γ0, δ0, γ1, δ1 ∈ R – сталi такi, що
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, |γ0|+ |δ0| > 0, |γ1|+ |δ1| > 0,
α0β0 ≤ 0 , α1β1 ≥ 0, γ0δ0 ≤ 0 , γ1δ1 ≥ 0,

• ω, σ ∈ L2(0, q), f ∈ L2(Ω) – заданi функцiї.
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Розв’язування.
1-ий крок. Для знаходження сильно узагальненого розв’язку крайової задачi для рiв-
няння Пуассона в прямокутнiй областi зводимо її до крайової задачi для вiдповiдного
диференцiально-операторного рiвняння i знаходимо слабкий розв’язок цiєї задачi. Запи-
шемо ту крайову задачу для диференцiально-операторного рiвняння, до якої зводиться
дана задача. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, q) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, q) | γ0v′(0) + δ0v(0) = 0, γ1v
′(q) + δ1v(q) = 0},

Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (589)

а також позначення:

[0, p] ∋ x 7→ u(x) := u(x, y), y ∈ [0, q]; (0, p) ∋ x 7→ f(x) := f(x, y), y ∈ (0, q);

ω := ω(y), σ := σ(y), x ∈ [0, q].

Отже, задача (587), (588) зводиться до крайової задачi для диференцiально-операторного
рiвняння

u′′ − Au = f(x), x ∈ (0, p), (590)

α0u
′(0) + β0u(0) = ω, α1u

′(p) + β1u(p) = σ. (591)

Будемо шукати сильно узагальнений розв’язок задачi (587), (588), використовуючи
вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi (590), (591).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в L2(0, q) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з власних
елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або δ0 ̸= 0, або δ1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли δ0 = 0 i δ1 = 0.

Знайдемо ортонормовану базу в L2(0, q), складену з власних елементiв оператора A.
Для цього зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw,

яке визначає власнi значення i власнi елементи оператора A, еквiвалентне задачi на знахо-
дження розв’язку w ∈ H2(0, p) крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння

−w′′ = λw, y ∈ (0, q), (592)

з крайовими умовами

γ0w
′(0) + δ0w(0) = 0, γ1w

′(q) + δ1w(q) = 0. (593)

Нагадаємо, що ми шукаємо всеможливi значення параметра λ, при яких рiвняння (592),
яке можна записати у виглядi

w′′ + λw = 0,
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має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (593), а також шукаємо цi
розв’язки, фактично, в просторi C2([0, q]). Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як
це робилося на практичному заняттi №7. Вiдмiтимо, що

w′′
k = −λkwk, k ∈ N. (594)

3-iй крок. Розвиваємо вхiднi данi в ряди Фур’є за базою {wk}:

ω(y) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(y), σ(y) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(y), y ∈ [0, q], (595)

f(x, y) =
∞∑
k=1

f̂k(x)wk(y), x ∈ (0, p), y ∈ (0, q), (596)

де для кожного k маємо

ω̂k :=

∫ q

0

ω(y)wk(y) dy, σ̂k :=

∫ q

0

σ(y)wk(y) dy, f̂k(x) :=

∫ q

0

f(x, y)wk(y) dy, x ∈ (0, p).

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (587), (588) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, y) =
∞∑
k=1

ûk(x)wk(y), (x, y) ∈ Ω, (597)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k (x)− λkûk(x) = f̂k(x), x ∈ (0, p),

α0û
′
k(0) + β0ûk(0) = ω̂k, α1û

′
k(p) + β1ûk(p) = σ̂k,

k ∈ N. (598)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (597) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (587) i першу пару крайових умов (588) замiсть u
(друга пара крайових умов (588) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до
D(A), k ∈ N). Врахувавши розвинення ω, σ i f в ряди Фур’є (див. (595), (596)) i рiвностi
(594), у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[û′′k(x)− λkûk(x)]wk(y) =
∞∑
k=1

f̂k(x)wk(y), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1

(
α0û

′
k(0) + β0ûk(0)

)
wk(y) =

∞∑
k=1

ω̂kwk(y), y ∈ [0, q],

∞∑
k=1

(
α1û

′
k(p) + β1ûk(p)

)
wk(y) =

∞∑
k=1

σ̂kwk(y), y ∈ [0, q].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (621).
Дивлячись на рiвностi (621), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z ′′ − λkz = f̂k(x), x ∈ (0, p),

α0z
′(0) + β0z(0) = ω̂k, α1z

′(p) + β1z(p) = σ̂k.
(599)
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Розв’язуємо задачу (599) при довiльно вибраному i фiксованому значенню k ∈ N. Для
цього спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння цiєї задачi. Оскiльки рiв-
няння задачi (599) є лiнiйним рiвнянням, то його повний загальний розв’язок буде сумою
повного загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння

z′′ − λkz = 0, (600)

i часткового розв’язку рiвняння задачi (599).
Рiвняння (600) є лiнiйним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, а тому

для знаходження повного загального розв’язку цього рiвняння нам потрiбно розв’язати
його характеристичне рiвняння: µ2 − λk = 0. Коренями характеристичного рiвняння є
числа µ1,2 = ±

√
λk, якщо λk > 0, i µ1 = 0, якщо λk = 0. Отож, повний загальний розв’язок

рiвняння (600) має вигляд

z = Ake
−
√
λkx +Bke

√
λkx, x ∈ [0, p], якщо λk > 0,

i
z = Akx+Bk, x ∈ [0, p], якщо λk = 0,

де Ak, Bk – довiльнi сталi.
Далi знаходимо частковий розв’язок рiвняння задачi (599). Використаємо метод варi-

ацiї сталих, тобто шукатимемо розв’язок у виглядi

z = ak(x)e
−
√
λkx + bk(x)e

√
λkx, x ∈ [0, p],

де ak, bk – функцiї, якi задовольняють систему рiвнянь(
e−

√
λkx e

√
λkx

−
√
λke

−
√
λkx

√
λke

√
λkx

)(
a′k(x)
b′k(x)

)
=

(
0

f̂k(x)

)
, x ∈ [0, p].

Потрактувавши цю систему як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невi-
домих a′k(x) i b′k(x) для довiльного фiксованого x ∈ [0, p], розв’яжемо її методом Крамера:

△k(x) =

∣∣∣∣ e−
√
λkx e

√
λkx

−
√
λke

−
√
λkx ωke

√
λkx

∣∣∣∣ = 2
√
λk,

△1,k(x) =

∣∣∣∣ 0 e
√
λkx

f̂k(x) ωke
√
λkx

∣∣∣∣ = −e
√
λkxf̂k(x),

△2,k(x) =

∣∣∣∣ e−
√
λkx 0

−
√
λke

−
√
λkx f̂k(x)

∣∣∣∣ = e−
√
λkxf̂k(x), x ∈ [0, p].

Звiдси маємо

ak(x) = − 1

2
√
λk

x∫
0

e
√
λksf̂k(s) ds, bk(x) = − 1

2
√
λk

q∫
x

e−
√
λksf̂k(s) ds, x ∈ [0, p],

а значить, функцiя z = ∗
z(x), x ∈ [0, p], де

∗
z(x) := − 1

2
√
λk

x∫
0

e−
√
λk(x−s)f̂k(s) ds−

1

2
√
λk

q∫
x

e
√
λk(x−s)f̂k(s) ds, x ∈ [0, p],
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– частковий розв’язок рiвняння задачi (599). Отже, повний загальний розв’язок рiвняння
задачi (599) має вигляд

z = Ake
−
√
λkx +Bke

√
λkx +

∗
z(x), x ∈ [0, p]. (601)

Знайдемо
z′ = −Ak

√
λke

−
√
λkx +Bk

√
λke

√
λkx +

∗
z
′
(x), x ∈ [0, p]. (602)

З крайових умов задачi (599), врахувавши (601), (602), маємо

γ0
(
− Ak

√
λk +Bk

√
λk +

∗
z
′
(0)
)
+ δ0

(
Ak +Bk +

∗
z(0)

)
= ω̂k,

γ1
(
− Ak

√
λke

−
√
λkp +Bk

√
λke

√
λkp +

∗
z
′
(p)
)
+ δ1

(
Ake

−
√
λkq +Bke

√
λkp +

∗
z(p)

)
= σ̂k.

Звiдси пiсля спрощень i вiдповiдних перепозначень отримаємо систему лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь стосовно невiдомих Ak, Bk:{

c1,kAk + d1,kBk = Pk
c2,kAk + d2,kBk = Rk

⇒
(
c1,k d1,k
c2,k d2,k

)(
Ak
Bk

)
=

(
Pk
Rk

)
.

Розв’язуємо цю систему методом Крамера:

△k =

∣∣∣∣ c1,k d1,k
c2,k d2,k

∣∣∣∣ , △1,k =

∣∣∣∣ Pk d1,k
Rk d2,k

∣∣∣∣ , △2,k =

∣∣∣∣ c1,k Pk
c2,k Rk

∣∣∣∣ .
Отже,

Ak =
△1,k

△k

, Bk =
△2,k

△k

, k ∈ N. (603)

Пiдставивши (603) в (601), отримаємо вирази ûk, k ∈ N, — коефiцiєнтiв ряду (620). При
наших умовах на φ, ψ i f ряд (620) збiгається в просторi L2(Ω), а значить, функцiя u
належить цьому ж простору, тобто для функцiї u виконанi всi умови означення сильно
узагальненого розв’язку крайової задачi для рiвняння Пуассона. �

Примiтка. Якщо в задачi (567), (568) нема жодної пари однорiдних умов, тобто ко-
трась iз функцiй φ або ψ i яка-небудь iз функцiй ω або σ вiдмiннi вiд нуля, то можна
зробити одне iз двох: 1) ввести нову невiдому функцiю ũ за правилом u = ũ + w̃, де w̃ –
задана функцiя, що задовольняє одну з пар крайових умов (ця функцiя вибирається цiл-
ком аналогiчно як на практичному заняттi №14); 2) подати розв’язок даної задачi як суму
розв’язкiв подiбних задач, але з потрiбними для реалiзацiї методу рядiв Фур’є крайовими
умовами, а точнiше, шукати сильно узагальнений розв’язок задачi (567), (568) у виглядi

u = u1 + u2,

де u1 – сильно узагальнений розв’язок задачi

u1,xx + u1,yy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,{
(α0u1,x + β0u1)|x=0 = 0, (α1u1,x + β1u1)|x=p = 0, y ∈ (0, q),

(γ0u1,y + δ0u1)|y=0 = φ(x), (γ1u1,y + δ1u1)|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],

а u2 – сильно узагальнений розв’язок задачi

u2,xx + u2,yy = 0, (x, y) ∈ Ω,{
(α0u2,x + β0u2)|x=0 = ω(y), (α1u2,x + β1u2)|x=p = σ(y), y ∈ (0, q),

(γ0u2,y + δ0u2)|y=0 = 0, (γ1u2,y + δ1u2)|y=q = 0, x ∈ [0, p].

175



III. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 39. Нехай p > 0, q > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Ω := (0, p) × (0, q).
Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок крайової задачi для рiвняння Пуассона в пря-
мокутнiй областi Ω := (0, p)× (0, q):

uxx + uyy = x cos 2y, (x, y) ∈ Ω, (604){
u|x=0 = 0, ux|x=p = 0, y ∈ (0, q),

u|y=0 = x+ 1, u|y=q = 2, x ∈ [0, p].
(605)

Розв’язування.

1-ий крок. Позначимо

f(x, y) := x cos 2y, (x, y) ∈ Ω, φ(x) := x+ 1, ψ(x) := 2, x ∈ [0, p],

i зведемо задачу (604), (605) до крайової задачi для диференцiально-операторного рiвня-
ння. Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, p) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, p) | v(0) = 0, v ′(p) = 0},

Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (606)

а також позначення:

[0, q] ∋ y 7→ u(y) := u(x, y), x ∈ [0, p]; (0, q) ∋ y 7→ f(y) := f(x, y), x ∈ (0, p);

φ := φ(x), ψ := ψ(x), x ∈ [0, p].

Отже, задача (604), (605) зводиться до крайової задачi для диференцiально-операторного
рiвняння

u ′′ − Au = f(y), y ∈ (0, q), (607)

u(0) = φ, u ′(q) = ψ. (608)

Будемо шукати сильно узагальнений розв’язок задачi (604) – (605), використовуючи
вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi (607), (608).

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу в L2(0, p), складену з власних елементiв опе-
ратора A. Для цього зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw,

яке визначає власнi значення i власнi елементи оператора A, еквiвалентне задачi на знахо-
дження розв’язку w ∈ H2(0, p) крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, p),

w(0) = 0, w′(p) = 0.
(609)

Отож, нам потрiбно знайти всеможливi значення параметра λ такi, що задача (609)
має ненульовi розв’язки в просторi C2[0, p]. Як вiдомо, цi значення можуть бути тiльки
серед додатних чисел. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi
(609), яке можна записати у виглядi

w′′ + λw = 0. (610)
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Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння,
врахувавши, що λ > 0:

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i – уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (610) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, p], (611)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, p], (612)

i пiдставимо вирази (611) i (612) в крайовi умови задачi (609):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(p) ≡ −C1

√
λ sin

√
λp+ C2

√
λ cos

√
λp = 0.

(613)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (613)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз системи
(613) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λp = 0. (614)

З рiвняння cos
√
λp = 0 i врахування того, що

√
λp > 0, знаходимо

√
λp = −π

2
+ πk, k ∈ N, ⇔ λk =

(−π + 2πk

2p

)2
, k ∈ N. (615)

Отож, ми знайшли власнi значення оператора A.
Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення

λ,C1, C2 у вираз (611) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, p], (616)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

p∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

p∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

p∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

p

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

p
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, p) i числова послiдовнiсть {λk},
складенi, вiдповiдно, з власних елементiв та власних значень оператора A, є такими:

λk =
(−π + 2πk

2p

)2
, wk(x) =

√
2

p
sin
√
λkx ≡

√
2

p
sin

−π + 2πk

2p
x, x ∈ [0, p], k ∈ N.

(617)
Очевидно, що

w′′
k = −λkwk, k ∈ N, (618)
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3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, p], ψ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, p],

f(x, y) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), x ∈ (0, p), y ∈ (0, q), (619)

де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

p∫
0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

p

p∫
0

(x+ 1) sin
−π + 2πk

2p
x dx =

= −
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
(x+ 1) cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
−

p∫
0

cos
−π + 2πk

2p
x dx

)
=

= −
√

2

p

2l

(−π + 2πk)

(
− 1− 2p

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0

)
=

= −
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
− 1− (−1)k+1 2p

−π + 2πk

)
=

√
2

p

2p

(−π + 2πk)

(
1 + (−1)k+1 2p

−π + 2πk

)
,

ψ̂k :=

∫ p

0

ψ(x)wk(x) dx =

√
2

p

p∫
0

2 · sin −π + 2πk

2p
x dx =

= −2

√
2

p

2p

(−π + 2πk)
cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
= 2

√
2

p

2p

(−π + 2πk)
,

f̂k(y) :=

∫ p

0

f(x, y)wk(x) dx =

∫ p

0

f(x, y)wk(x) dx =

√
2

p

l∫
0

x cos 2y · sin
√
λkx dx =

= cos 2y ·
√

2

p

p∫
0

x sin
√
λkx dx = cos 2y ·

√
2

p

l∫
0

x sin
−π + 2πk

2p
x dx =

= − cos 2y ·
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
x cos

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0
−

p∫
0

cos
−π + 2πk

2l
x dx

)
=

= − cos 2y ·
√

2

p

2p

(−π + 2πk)

(
0− 2p

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

2p
x
∣∣∣p
0

)
=

= cos 2y ·
√

2

l

2p

(−π + 2πk)
((−1)k+1 2p

−π + 2πk
) = (−1)k+1

√
2

p

( 2p

−π + 2πk

)2
· cos 2y =

= ak · cos 2y, y ∈ (0, q) , де ak := (−1)k+1

√
2

p

( 2p

−π + 2πk

)2
.
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4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (604), (605) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, y) =
∞∑
k=1

ûk(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω, (620)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′′
k (y)− λkûk(y) = f̂k(y), y ∈ (0, q),

ûk(0) = φ̂k, ûk(q) = ψ̂k,
k ∈ N. (621)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (620) можна двiчi почленно диференцi-
ювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (587) i другу пару крайових умов (588) замiсть
u (перша пара крайових умов (588) для суми ряду виконуються за рахунок належностi
wk до D(A), k ∈ N). Врахувавши розвинення φ, ψ i f в ряди Фур’є (див. (595)) i рiвностi
(618), у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[û′′k(y)− λkûk(y)]wk(x) =
∞∑
k=1

f̂k(y)wk(x), (x, y) ∈ Ω,

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, p],

∞∑
k=1

ûk(q)wk(x) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(x), x ∈ [0, p].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (621).
Дивлячись на рiвностi (621) i вираз f̂k, бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є

розв’язком крайової задачi{
z ′′ − λkz = ak cos 2y, y ∈ (0, q),

z(0) = φ̂k, z(q) = ψ̂k.
(622)

Розв’яжемо задачу (622) при довiльно вибраному i фiксованому значенню k ∈ N. Для
цього спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (622). Оскiльки це
рiвняння є лiнiйним, то його повний загальний розв’язок буде сумою повного загального
розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння

z′′ − λkz = 0, (623)

i часткового розв’язку рiвняння задачi (622).
Рiвняння (623) є лiнiйним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, а тому

для знаходження повного загального розв’язку цього рiвняння нам потрiбно розв’язати
його характеристичне рiвняння:

µ2 − λk = 0 ⇒ µ1,2 = ±λk.

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння задачi (622) має вигляд

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky, y ∈ [0, q],

де Ak, Bk – довiльнi сталi.
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Знайдемо частковий розв’язок рiвняння задачi (622). Оскiльки вiльний член цього рiв-
няння є квазiмногочленом, то використаємо метод неозначених коефiцiєнтiв. Отож, запи-
суємо проєкт часткового розв’язку рiвняння задачi (622) у виглядi

z = bk cos 2y, y ∈ [0, q], (624)

де bk – поки що неозначений коефiцiєнт, значення якого знаходимо за умови, що дана
функцiя є розв’язком нашого рiвняння. Для знаходження значення bk пiдставимо проєкт
розв’язку в рiвняння задачi (622):

−4bk cos 2y − λkbk cos 2y = ak cos 2y ⇒ −(λk + 4)bk = ak ⇒

⇒ bk = − ak
λk + 4

.

Пiдставивши знайдене значення bk у вираз (624), отримаємо частковий розв’язок рiвняння
задачi (622).

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння задачi (622) має вигляд

z = Ake
−
√
λky +Bke

√
λky + bk cos 2y, y ∈ [0, q]. (625)

З крайових умов задачi (622) маємо

z(0) = φ̂k ⇒ Ak +Bk = φ̂k − bk,

z(q) = ψ̂k ⇒ Ake
−
√
λkq +Bke

√
λkq = ψ̂k − bk cos 2q.

Введемо позначення:

Pk := φ̂k − bk, Rk := ψ̂k − bk cos 2q.

Отже, значення Ak i Bk знаходимо iз системи рiвнянь{
Ak +Bk = Pk
e−ωkTAk + eωkTBk = Rk

⇔
(

1 1

e−
√
λkq e

√
λkq

)(
Ak
Bk

)
=

(
Pk
Rk

)
.

Розв’язуємо цю систему методом Крамера. Знаходимо

△k :=

∣∣∣∣ 1 1

e−
√
λkq e

√
λkq

∣∣∣∣ = e
√
λkq − e−

√
λkq = e

√
λkq
(
1− e−2

√
λkq
)
̸= 0 оскiльки

√
λk ̸= 0,

△1,k :=

∣∣∣∣ Pk 1

Rk e
√
λkq

∣∣∣∣ = Pke
√
λkq −Rk, △2,k :=

∣∣∣∣ 1 Pk
e−

√
λkq Rk

∣∣∣∣ = Rk − Pke
−
√
λkq.

Отже,

Ak =
△1,k

△k

=
Pke

√
λkq −Rk

e
√
λkq
(
1− e−2

√
λkq
) ≡ Pk −Rke

−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

, (626)

Bk =
△2,k

△k

=
Rk − Pke

−
√
λkq

e
√
λkq
(
1− e−2

√
λkq
) ≡ Rk − Pke

−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λkq, k ∈ N. (627)

На пiдставi (626) i (627) з (625) отримаємо

ûk(y) =
Pk −Rke

−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λky +

Rk − Pke
−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λk(q−y) − ak

λk + 4
cos 2y, y ∈ [0, q], (628)
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– коефiцiєнт ряду (620).
Отже, сильно узагальнений розв’язок крайової задачi (604), (605) (див. (620)) є сумою

збiжного в просторi L2(Ω) ряду

u(x, y) =

√
2

p

∞∑
k=1

[Pk −Rke
−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λky+

Rk − Pke
−
√
λkq

1− e−2
√
λkq

e−
√
λk(q−y)− ak

λk + 4
cos 2y

]
sin
√
λkx,

(629)
(x, y) ∈ Ω, де λk, φ̂k, ψ̂k, ak, Pk, Rk для кожних k ∈ N обчислюються за вище наведеними
формулами. �
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III. Завдання для самостiйної роботи

Нехай p > 0, q > 0 – довiльно заданi i фiксованi числа, Ω := (0, p)× (0, q). Знайти сильно
узагальненi розв’язки крайових задач для рiвняння Пуассона в прямокутнiй областi:
1.

uxx + uyy = x2 + y, (x, y) ∈ Ω,{
u|x=0 = 2y, u|x=p = y, y ∈ (0, q),

u|y=0 = 0, u|y=q = 0, x ∈ [0, p];

2.
uxx + uyy = 2x cos 3y, (x, y) ∈ Ω,{

ux|x=0 = 0, ux|x=p = 0, y ∈ (0, q),

uy|y=0 = 5 sin x, uy|y=q = 2x+ 1, x ∈ [0, p];

3.
uxx + uyy = 2xey, (x, y) ∈ Ω,{

ux|x=0 = 2y, u|x=p = sin y, y ∈ (0, q),

u|y=0 = 3 sinx, uy|y=q = 2, x ∈ [0, p];

4.
uxx + uyy = 2xy + 1, (x, y) ∈ Ω,{

(ux − u)|x=0 = 0, ux|x=p = 0, y ∈ (0, q),

u|y=0 = 2x+ 1, uy|y=q = cos x, x ∈ [0, p].

182



Практичне заняття № 18

Розв’язування крайових задач для рiвняння Лапласа i Пуассона в
кругових областях методом рядiв Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя

Завдання №1: Нехай

• Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < l2} — круг радiуса l > 0,

• ∂Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = l2} — межа Ω — коло радiуса l,

• ν — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до ∂Ω.

Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок w ∈ L2(Ω) крайової задачi для рiв-
няння Пуассона в крузi :

∆w = g(x, y), (x, y) ∈ Ω,

α1
∂

∂ν
w(x, y) + β1w(x, y) = p(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,

де
g ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω), p ∈ C(∂Ω), α1, β1 ∈ R, α1β1 > 0, α1 + β1 > 0.

�

Перехiд до запису задачi в полярнiй системi координат

Для розв’язування даної задачi перейдемо в нiй до полярної системи координат:

x = r cos θ, y = r sin θ, r ∈ [0,+∞), θ ∈ R.

Покладаючи

u(r, θ) := w(r cos θ, r sin θ), f(r, θ) := g(r cos θ, r sin θ), ψ(θ) := p(l cos θ, l sin θ),

отримаємо задачу

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (0, l), θ ∈ R, (630)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ (0, l], θ ∈ R, (631)

u(0, θ) <∞, α1ur(l, θ) + β1u(l, θ) = ψ(θ), θ ∈ R. (632)

Тут i далi пiд умовою u(0, θ) <∞ розумiтимемо обмеженiсть функцiї u в околi (0, 0).
Вiдмiтимо, що

ψ(θ) = ψ(θ + 2π) ∀θ ∈ R, f(r, θ) = f(r, θ + 2π) ∀r ∈ (0, l), ∀θ ∈ R.

Введемо лiнiйний простiр C2π(R) визначених на R i неперервних та 2π-перiодичних
функцiй, тобто v(θ+2π) = v(θ) для будь-яких θ ∈ R. На ньому задамо скалярний добуток
i вiдповiдну норму за правилами:

(v, w) =

∫ 2π

0

v(θ)w(θ) dθ, ∥v∥ =
(∫ 2π

0

|v(θ)|2 dθ
)1/2

.

Так введений простiр не є повним i його поповнення позначимо через L2,2π(R). Очевидно,
що L2,2π(R) є складений з функцiй v ∈ L2,loc(R) таких, що v(θ+2π) = v(θ) для майже всiх
θ ∈ R.
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Схема розв’язування задачi (630) — (632).

1-ий крок. Введемо оператор A : D(A) → L2,2π(R), поклавши

D(A) := H2
loc(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A).

Позначимо

[0, l] ∋ r 7→ u(r) := u(r, θ), θ ∈ R, (0, l) ∋ r 7→ f(r) := f(r, θ), θ ∈ R,

ψ := ψ(θ), θ ∈ R.

Тодi отримаємо задачу

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (0, l), (633)

u(0) <∞, α1ur(l) + β1u(l) = ψ, (634)

де умова u(0) <∞ означає, що

lim
r→0+

∥u(r)∥L2,2π(R) <∞.

Задача (633), (634) є узагальненням задачi (630) — (632). Сильно узагальнений розв’я-
зок задачi (630) — (632) будемо шукати як слабкий розв’язок задачi (633), (634), викори-
стовуючи метод рядiв Фур’є.

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу {wk}∞k=1 в просторi L2,2π(R) i числову послiдов-
нiсть {λk}∞k=1, складенi з власних елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N.

Для цього зауважимо, що операторне рiвняння Aw = λw еквiвалентне задачi

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (635)

Отож, нам потрiбно знайти всеможливi значення параметра λ, при яких iснують ненульовi
2π-перiодичнi розв’язки рiвняння

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (636)

Покажемо, що λ > 0. Справдi, якщо функцiя w ̸= 0 є розв’язком задачi (635) при
деякому значеннi λ, то домноживши рiвнiсть (636) на w, проiнтегруємо отриману рiвнiсть
по θ вiд 0 до 2π: ∫ 2π

0

w′′(θ)w(θ) dθ + λ

∫ 2π

0

|w2(θ)|2 dθ = 0.

Звiдси, iнтегруючи частинами та враховуючи 2π-перiодичнiсть функцiї w, отримаємо∫ 2π

0

|w′(θ)|2 dθ = λ

∫ 2π

0

|w2(θ)|2 dθ,

звiдки

λ =

∫ 2π

0

|w′(θ)|2 dθ
/∫ 2π

0

|w2(θ)|2 dθ > 0.
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Оскiльки значення λ можуть бути тiльки невiд’ємними, то розглянемо два випадки:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Спочатку розглянемо перший випадок. Отож, нехай λ = 0. Тодi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi,

– повний загальний розв’язок рiвняння (636) при λ = 0. Пiдставимо отриманий вираз
повного загального розв’язку в умову перiодичностi:

C1(θ + 2π) + C2 = C1θ + C2, θ ∈ R ⇔ C1 = 0, C2 – довiльна стала.

Звiдси випливає, що нуль є власним значенням, а вiдповiднi йому власнi функцiї ма-
ють вигляд w = C2, r ∈ (0, l]. Визначимо C2, використовуючи умову нормування∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Отже, маємо

∫ 2π

0
|C2|2 dθ = 1, звiдки C2 =

1√
2π

, тобто

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π
, θ ∈ R, (637)

– вiдповiдно власне значення i вiдповiдна йому нормована власна функцiя.
Тепер нехай λ > 0. Характеристичне рiвняння для рiвняння (636) має вигляд

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi.

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (636) має вигляд

w = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (638)

де C1, C2 – довiльнi сталi.
З умови перiодичностi маємо

C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ = C1 cos

√
λ(θ + 2π) + C2 sin

√
λ(θ + 2π) ⇔

⇔ C1

[
cos

√
λθ − cos

√
λ(θ + 2π)

]
+ C2

[
sin

√
λθ − sin

√
λ(θ + 2π)

]
= 0, θ ∈ R.

Звiдси, пiсля спрощення з використанням тригонометричних формул, отримаємо

[C1 sin
√
λθ + C2 cos

√
λθ] sin

√
λπ = 0, θ ∈ R, (639)

що рiвносильно рiвнянню sin
√
λπ = 0, а це означає, що

√
λπ = mπ ⇔ λ = m2, m ∈ N,

тобто
λ∗m := m2, m ∈ N, (640)

– власнi значення оператора A.
Пiдставимо знайденi власнi значення (640) у рiвнiсть (639). З отриманого спiввiдноше-

ння для знаходження C1, C2 бачимо, що значення шуканих величин C1, C2 можуть бути
довiльними. Отже, для кожного m ∈ N з (638) отримаємо сiм’ю всеможливих власних
елементiв оператора A, що вiдповiдають власному значенню λ∗m = m2, у виглядi

w(θ) = C1 cosmθ + C2 sinmθ, θ ∈ R, (641)

де C1, C2 – довiльнi сталi.
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З (641) випливає, що для кожного m ∈ N власний пiдпростiр, що вiдповiдає власному
значенню λ∗m, є двовимiрним i ортонормованою базою в ньому є функцiї

w2m(θ) :=
1√
π
cosmθ, w2m+1(θ) :=

1√
π
sinmθ, θ ∈ R,

якi ми отримаємо з (641), вiдповiдно, при C1 =
1√
π
, C2 = 0 i C1 = 0, C2 =

1√
π
. Множник

1√
π

отримуємо з умови нормування
∫ 2π

0
|w(θ)|2 dθ = 1. Приймемо

λ2m := m2, λ2m+1 := m2.

Зi сказанного вище випливає, що ортонормованою базою в L2,2π(R), складеною з вла-
сних елементiв оператора A, є функцiї

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π
cos θ, w3(θ) =

1√
π
sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π
cosmθ, w2m+1(θ) =

1√
π
sinmθ, . . . , θ ∈ R,

(642)

а числовою послiдовнiстю {λk}∞k=1, складеною з власних значень оператора A i для якої

w′′
k = −λkwk, k ∈ N, (643)

є така:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . .

3-iй крок. Розвинемо в ряди Фур’є вхiднi данi за ортонормованою базою {wk}∞k=1:

ψ(θ) =
∞∑
k=1

ψ̂kwk(θ) ≡
1√
2π
ψ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ψ̂2m cosmθ + ψ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R, (644)

f(r, θ) =
∞∑
k=1

f̂k(r)wk(θ) ≡
1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ, (645)

r ∈ (0, l), θ ∈ R, де

ψ̂1 =
1√
2π

∫ 2π

0

ψ(θ) dθ,

ψ̂2m =
1√
π

∫ 2π

0

ψ(θ) cosmθ dθ, ψ̂2m+1 =
1√
π

∫ 2π

0

ψ(θ) sinmθ dθ, m ∈ N,

f̂1(r) =
1√
2π

∫ 2π

0

f(r, θ) dθ,

f̂2m(r) =
1√
π

∫ 2π

0

f(r, θ) cosmθ dθ, f̂2m+1(r) =
1√
π

∫ 2π

0

f(r, θ) sinmθ dθ, r ∈ (0, l), m ∈ N.

4-ий крок. Сильно узагальнений розв’язок задачi (630) — (632) шукаємо у виглядi суми
ряду Фур’є

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(θ) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (646)
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r ∈ (0, l], θ ∈ R, де коефiцiєнти ряду (646) визначаються рiвностями та умовами

û1(r)
′′ +

1

r
û1(r)

′ = f̂1(r), r ∈ (0, l), (647)

û1(r)(0) <∞, α1û1(r)
′(l) + β1û1(r)(l) = ψ̂1; (648)

û′′2m(r) +
1

r
û′2m(r)−

m2

r2
û2m(r) = f̂2m(r), r ∈ (0, l), (649)

û2m(0) <∞, α1û
′
2m(l) + β1û2m(l) = ψ̂2m, m ∈ N; (650)

û
′′

2m+1(r) +
1

r
û′2m+1(r)−

m2

r2
û2m+1(r) = f̂2m+1(r), r ∈ (0, l), (651)

û2m+1(0) <∞, α1û
′
2m+1(l) + β1û2m+1(l) = ψ̂2m+1, m ∈ N. (652)

Вiдмiтимо, що рiвностi i умови (647) – (652) безпосередньо випливають з таких мiрку-
вань: формально пiдставляємо ряд (646) в рiвняння (630) та умови(632) i використовуємо
рiвностi (643) та лiнiйну незалежнiсть системи функцiй {wk}∞k=1.

Як легко переконатися, коефiцiєнти ряду (646) мають бути (див. (647) – (652)) розв’яз-
ками задачi

z
′′
+

1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (0, l), (653)

z(0) <∞, α1z
′(l) + β1z(l) = ψ̂k, (654)

де k ∈ N, m := [k/2]. Тут i далi [k/2] – цiла частина числа k/2.
Розв’яжемо задачу (653), (654). Очевидно, що, враховуючи лiнiйнiсть рiвняння (653),

потрiбно знайти вираз повного загального розв’язку цього рiвняння (вiн буде мiстити двi
довiльнi сталi) i, пiдставивши цей вираз у крайовi умови (654), визначити вiдповiднi сталi.

Знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння (653). Для цього помножимо це рiвня-
ння на r2:

r2z
′′
+ rz′ −m2z = r2f̂k(r), r ∈ (0, l), (655)

Очевидно, що рiвняння (655) є рiвнянням Ейлера. Зводимо його до лiнiйного рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами замiною змiнних: r = et, r ∈ [0,+∞), t ∈ R. Для цього запишемо
вiдповiдне характеристичне рiвняння

µ(µ− 1) + µ−m2 = 0 ⇔ µ2 −m2 = 0.

Тодi, як випливає з теорiї рiвнянь Ейлера, для функцiї p(t) = z(r) при r = et отримаємо
рiвняння

p′′ −m2p = qk(t), де qk(t) := e2tf̂k(e
t). (656)

Це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами i його повний загальний розв’язок є сумою
повного загального розв’язку вiдповiдного йому однорiдного рiвняння

p′′ −m2p = 0 (657)

i часткового розв’язку даного рiвняння. Знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння
(657). Оскiльки

µ2 −m2 = 0 ⇒ µ1,2 = ±m, якщо m ∈ N, i µ1 = 0, якщо m = 0,
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то маємо повний загальний розв’язок рiвняння (657) у виглядi

p = A+Bt, якщо m = 0,

p = Aemt +Be−mt, якщо m ∈ N,

де A,B – довiльнi сталi.
Далi шукаємо частковий розв’язок ∗

pk рiвняння (656) або методом варiацiї сталих або,
якщо вiльний член даного рiвняння є квазiмногочленом, методом неозначених коефiцiєн-
тiв.

Тодi повний загальний розв’язок рiвняння (656) має вигляд

p = A1 +B1t+
∗
p1(t), якщо k = 1,

p = Ake
mt +Bke

−mt +
∗
pk(t), якщо k > 1,

де Ak, Bk – довiльнi сталi, k ∈ N.
Звiдси, вертаючись до змiнної r (зауважимо, що eλt = (et)λ = rλ) i позначаючи ∗

zk(r) :=
∗
pk(ln r), r ∈ (0, l), отримаємо

z = A1 +B1 ln r +
∗
zk(r), якщо k = 1,

z = Akr
m +Bkr

−m +
∗
zk(r), якщо k > 1,

– повний загальний розв’язок рiвняння (653).
Тодi з крайових умов (654) маємо

z(0) <∞ ⇒ Bk = 0, k ∈ N, (658)

α1z
′(l) + β1z(l) = ψ̂k ⇒

⇒ α1
∗
z
′
1(l) + β1(A1 +

∗
z1(l)) = ψ̂1, α1(Akml

m−1 +
∗
z
′
k(l)) + β1(Akl

m +
∗
zk(l)) = ψ̂k, k > 1,

звiдки

A1 =
[
ψ̂k − α1

∗
z
′
1(l)− β1

∗
z1(l)

]
/β1, Ak =

[
ψ̂k − α1

∗
z
′
k(l)− β1

∗
zk(l)

]/[
α1ml

m−1 + β1l
m
]
. (659)

Отже, ми знайшли розв’язок z = Akr
m +

∗
zk(r), r ∈ (0, l], задачi (653), (654), звiдки

ûk(r) := Akr
m +

∗
zk(r), r ∈ (0, l],

для довiльного k ∈ N, m = [k/2].
Тодi для отримання сильно узагальненого розв’язку задачi () – () потрiбно пiдставити

отриманi вирази ûk, k ∈ N, у ряд Фур’є (646).

Зауваження 1. З вище сказаного очевидно випливає, що коли f̂k = 0 i ψ̂k = 0, то розв’язком
задачi (653), (654) є тiльки функцiя z = 0, r ∈ (0, l].

Зауваження 2. Вiдмiтимо, що повний загальний розв’язок рiвняння (653), яке є лiнiйним
другого порядку, можна знайти безпосередньо, не роблячи замiни змiнних. Для цього нага-
даємо, що повний загальний розв’язок цього рiвняння є сумою повного загального розв’яз-
ку вiдповiдного однорiдного рiвняння

z
′′
+

1

r
z′ − m2

r2
z = 0, r ∈ (0, l), (660)
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i часткового розв’язку даного неоднорiдного рiвняння.
Знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння (660). Спочатку розглянемо випадок

m ∈ N. Вiдшукаємо фундаментальну систему розв’язкiв даного рiвняння, тобто будемо
шукати два лiнiйно незалежних його розв’язки. Цi розв’язки спробуємо знайти у виглядi
z = rµ, де µ ∈ R. Для знаходженя значень µ обчислимо z′ = µrµ−1, z′′ = µ(µ − 1)rµ−2 i
пiдставимо отриманi вирази у рiвняння (660):

µ(µ− 1)rµ−2 + µrµ−2 −m2µrµ−2 = 0 ∀r ∈ (0, l) ⇔ µ2 −m2 = 0 ⇒ µ1,2 = ±m.

Отже, функцiї z = rm, z = r−m, r ∈ (0, l], є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння
(660), а тому

z = Arm +Br−m, r ∈ (0, l], A,B – довiльнi сталi, (661)

– повний загальний розв’язок цього рiвняння.
Тепер розглянемо випадок m = 0, тобто рiвняння

z
′′
+

1

r
z′ = 0, r ∈ (0, l). (662)

Зробимо в цьому рiвняннi замiну: y := z′. Отримаємо

y′ +
1

r
y = 0 ⇔ dy

dr
= −y

r

∣∣∣× dr

y
⇔ dy

y
= −dr

r
, y = 0 ⇔

⇔ ln y = − ln r + ln |B|, y = 0 ⇔ y = B/r, B – довiльна стала.

Звiдси маємо z′ = B/r, а отже,

z = A+B ln r, r ∈ (0, l], A,B – довiльнi сталi, (663)

– повний загальний розв’язок рiвняння (662).
Частковий розв’язок рiвняння (653) можна шукати методом варiацiї сталих. Спочатку

розглянемо випадок k > 1. Дивлячись на (661), запишемо проєкт часткового розв’язку
рiвняння (653):

z = ak(r)r
m + bk(r)r

−m, r ∈ (0, l], (664)

де ak, bk – функцiї, якi знаходимо за умови, що функцiя (664) є розв’язком рiвняння (653).
Вирази ak, bk знаходимо iз системи рiвнянь(

rm r−m

mrm−1 −mr−m−1

)(
a′k(r)
b′k(r)

)
=

(
0

f̂k(r)

)
, r ∈ (0, l].

Потрактувавши цю систему як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невi-
домих a′k(r) i b′k(r) для довiльного фiксованого r ∈ (0, l], розв’яжемо її методом Крамера:

△(r) =

∣∣∣∣ rm r−m

mrm−1 −mr−m−1

∣∣∣∣ = −2mr−1,

△1(r) =

∣∣∣∣ 0 r−m

f̂k(r) −mr−m−1

∣∣∣∣ = −r−mf̂k(r),

△2(r) =

∣∣∣∣ rm 0

mrm−1 f̂k(r)

∣∣∣∣ = rmf̂k(r), r ∈ (0, l].
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Звiдси маємо

a′k(r) =
△1(r)

△(r)
=

1

2m
r−m+1f̂k(r); ak(r) = − 1

2m

l∫
r

s−m+1f̂k(s) ds, r ∈ (0, l];

b′k(r) =
△2(r)

△(r)
= − 1

2m
rm+1f̂k(r); bk(r) = − 1

2m

r∫
0

sm+1f̂k(s) ds, r ∈ (0, l],

а значить, функцiя z = ∗
zk(r), r ∈ (0, l], де

∗
zk(r) := − 1

2m
rm

l∫
r

s−m+1f̂k(s) ds−
1

2m
r−m

r∫
0

sm+1f̂k(s) ds, r ∈ (0, l],

– частковий розв’язок рiвняння (653).
Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (653) у випадку k > 1 має вигляд

z = Akr
m +Bkr

−m +
∗
zk(r), r ∈ (0, l], Ak, Bk – довiльнi сталi. (665)

Тепер розглянемо випадок k = 1 (тодi m = 0). Дивлячись на (663), запишемо проєкт
часткового розв’язку рiвняння (653):

z = a1(r) + b1(r) ln r, r ∈ (0, l], (666)

де a1, b1 – функцiї, якi знаходимо за умови, що функцiя (666) є розв’язком рiвняння (653).
Вирази a1, b1 знаходимо iз системи рiвнянь(

1 ln r
0 r−1

)(
a′1(r)
b′1(r)

)
=

(
0

f̂1(r)

)
, r ∈ (0, l].

Потрактувавши цю систему як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невi-
домих a′0(r) i b′0(r) для довiльного фiксованого r ∈ (0, l], розв’яжемо її методом Крамера:

△(r) =

∣∣∣∣ 1 ln r
0 r−1

∣∣∣∣ = r−1, △1(r) =

∣∣∣∣ 0 ln r

f̂1(r) r−1

∣∣∣∣ = −f̂1(r) ln r,

△2(r) =

∣∣∣∣ 1 0

0 f̂1(r)

∣∣∣∣ = f̂1(r), r ∈ (0, l].

Звiдси маємо

a′1(r) =
△1(r)

△(r)
= −f̂1(r)r ln r; a0(r) =

l∫
r

h(s)s ln s ds;

b′1(r) =
△2(r)

△(r)
= rf̂1(r); b1(r) =

r∫
0

f̂1(r)s ds, r ∈ (0, l],

а значить, функцiя z = ∗
z1(r), r ∈ (0, l], де

∗
z1(r) :=

l∫
r

f̂1(s)s ln s ds+

r∫
0

f̂1(s)s ds · ln r, r ∈ (0, l],
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– частковий розв’язок рiвняння задачi (653) при k = 1.
Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (653) у випадку k = 1 має вигляд

z = A1 +B1 ln r +
∗
z1(r), r ∈ (0, l], A1, B1 – довiльнi сталi. (667)

Зауваження 3. Частковий розв’язок рiвняння (653), коли

f̂k(r) = akr
ρ, r ∈ (0, l), де ρ ∈ R, ρ ̸= ±m− 2,

можна шукати методом неозначених коефiцiєнтiв у виглядi

z = bkr
ρ+2, r ∈ (0, l],

де bk – неозначений коефiцiєнт. Справдi, обчисливши z′ = bk(ρ+2)rρ+1, z′′ = bk(ρ+2)(ρ+
1)rρ i пiдставивши цi вирази в рiвняння (653), отримаємо

bk(ρ+ 2)(ρ+ 1)rρ + bk(ρ+ 2)rρ −m2bkr
ρ = akr

ρ, r ∈ (0, l), ⇔

⇔ ((ρ+ 2)2 −m2)bk = ak ⇔ bk =
ak

(ρ+ 2)2 −m2
,

тобто частковий розв’язок матиме вигляд

z =
ak

(ρ+ 2)2 −m2
rρ, r ∈ (0, l].
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Аналогiчно як вище наведено розв’язують i такi завдання:

Завдання №2: Нехай

Ω = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 > l2} — зовнiшнiсть круга радiуса l > 0,

∂Ω = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = l2} — межа Ω — коло радiуса l,

ν — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до ∂Ω.

Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок w ∈ L2(Ω) крайової задачi для рiвня-
ння Пуассона поза кругом :

∆w = g(x, y), (x, y) ∈ Ω,

α0
∂

∂ν
w(x, y) + β0w(x, y) = p(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω,

w – обмежена,

де
p ∈ C(∂Ω), g ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω), α0, β0 ∈ R, α0β0 > 0, |α0|+ |β0| > 0.

В полярнiй системi координат ця задача записується так:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (l,+∞), θ ∈ R,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ [l,+∞), θ ∈ R,

(α0ur + β0u)
∣∣
r=l

= ψ(θ), u
∣∣
r=+∞ <∞, θ ∈ R.

Тут i далi пiд умовою u
∣∣
r=+∞ < ∞ розумiтимемо обмеженiсть функцiї u в околi нескiн-

ченностi.
Вiдмiтимо, що

ψ(θ) = ψ(θ + 2π), θ ∈ R; f(r, θ) = f(r, θ + 2π), r ∈ (l,+∞), θ ∈ R.

Завдання №3: Нехай

Ω = {(x, y) ∈ R2 | l21 < x2 + y2 < l22} — кiльце, обмежене колами радiусiв l1 > 0, l2 > 0,

∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 — межа Ω,

Γ1 := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = l21} — коло радiуса l1,

Γ2 := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = l22} — коло радiуса l2,

ν — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до ∂Ω.

Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок w ∈ L2(Ω) крайової задачi для рiвня-
ння Пуассона в кiльцi :

∆w = g(x, y), (x, y) ∈ Ω,

α0
∂

∂ν
w(x, y) + β0w(x, y) = p1(x, y), (x, y) ∈ Γ1,

α1
∂

∂ν
w(x, y) + β1w(x, y) = p1(x, y), (x, y) ∈ Γ2,
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де
p1 ∈ C(Γ1), p2 ∈ C(Γ2), g ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω),

α0, β0 ∈ R, α0β0 6 0, |α0|+ |β0| > 0, α1, β1 ∈ R, α1β1 > 0, |α1|+ |β1| > 0.

В полярнiй системi координат ця задача записується так:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), r ∈ (l1, l2), θ ∈ R,

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ [l1, l2], θ ∈ R,

(α0ur + β0u)
∣∣
r=l1

= φ(θ), (α1ur + β1u)
∣∣
r=l2

= ψ(θ), θ ∈ R.

Вiдмiтимо, що

φ(θ) = φ(θ+2π), ψ(θ) = ψ(θ+2π), θ ∈ R; f(r, θ) = f(r, θ+2π), r ∈ (l1, l2), θ ∈ R.

�

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад № 1. Знайти у виглядi ряду Фур’є функцiю u(r, θ), (r, θ) ∈ [0, l] × R, яка є
розв’язком крайової задачi для рiвняння Пуассона в крузi

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ =

2√
2π

r1/2, (r, θ) ∈ (0, l)× R, (668)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), θ ∈ R, (669)

u(0, θ) <∞, u(l, θ) =
2√
π
cos 3θ +

5√
π
sin 5θ, θ ∈ R, (670)

де l > 0 — задане число.

Розв’язування.
1-ий крок. Визначимо оператор A : D(A) → L2,2π(R) за правилом

D(A) = H2
loc(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

та введемо векторнi функцiї

[0, l] ∋ r 7→ u(r) := u(r, θ), θ ∈ R, (0, l) ∋ r 7→ f(r) := f(r, θ), θ ∈ R,

ψ := ψ(θ), θ ∈ R.

Тодi сильно узагальнений розв’язок задачi (668) – (670) шукаємо як слабкий розв’язок
крайової задачi для диференцiально-операторного рiвняння

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (0, l), (671)

з крайовими умовами
u(0) <∞, u(l) = ψ. (672)

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу {wk}∞k=1 в просторi L2,2π(R) i числову послi-
довнiсть {λk}∞k=1, складенi з власних елементiв i власних значень оператора A так, що
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Awk = λkwk, k ∈ N. Для цього зауважимо, що операторне рiвняння Aw = λw еквiвален-
тне задачi

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (673)

Отож, нам потрiбно знайти всеможливi значення параметра λ, при яких iснують ненульовi
2π-перiодичнi розв’язки рiвняння

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (674)

Оскiльки значення λ можуть бути тiльки невiд’ємними, то розглянемо два випадки:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Спочатку розглянемо перший випадок λ = 0. Тодi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi,

– повний загальний розв’язок рiвняння (674) при λ = 0.
З умови перiодичностi та нормування отримуємо, що

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π

, θ ∈ R, (675)

вiдповiдно, власне значення i вiдповiдна йому власна функцiя.

Тепер нехай λ > 0. Запишемо i розв’яжемо характеристичне рiвняння для рiвняння
(674):

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi .

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (674) має вигляд

w(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (676)

де C1, C2 – довiльнi сталi.
З умов перiодичностi та нормування отримаємо, що ортонормованою базою в L2,2π(R),

складеною з власних елементiв оператора A, є функцiї

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π
cos θ, w3(θ) =

1√
π
sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π
cosmθ, w2m+1(θ) =

1√
π
sinmθ, . . . , θ ∈ R,

(677)

а числовою послiдовнiстю {λk}, складеною з власних значень оператора A, для якої

w′′
k = −λkwk, k ∈ N,

є така:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . . (678)

3-iй крок. Введемо позначення

f(r, θ) =
2√
2π

r1/2, (r, θ) ∈ (0, l)× R; ψ(θ) =
2√
π
cos 3θ +

5√
π
sin 5θ, θ ∈ R,

i розвинемо в ряди Фур’є вхiднi данi за ортонормованою базою {wk}∞k=1:

2√
π
cos 3θ +

5√
π
sin 5θ =: ψ(θ) =

1√
2π
ψ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ψ̂2m cosmθ + ψ̂2m+1 sinmθ, (679)
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де ψ̂k = 0, якщо k ̸∈ {6, 11}, i ψ̂6 = 2, ψ̂11 = 5;

2√
2π

r1/2 =: f(r, θ) =
1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ, r ∈ (0, l), θ ∈ R,

де f̂1(r) = 2r1/2, f̂k(r) = 0, r ∈ (0, l), k > 1.

4-ий крок. Розв’язок задачi (668) – (670) шукаємо у виглядi суми ряду Фур’є

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(θ) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (680)

(r, θ) ∈ [0, l]× R.
Для кожного k ∈ N коефiцiєнт ûk ряду (680) є розв’язком задачi

z′′ +
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (0, l), (681)

z(0) <∞, z(l) = ψ̂k, (682)

де m := [k/2] — цiла частина числа k/2.
Оскiльки серед коефiцiєнтiв f̂k, ψ̂k, k ∈ N, розвинення вхiдних даних ненульовими є

тiльки f̂1, ψ̂6, ψ̂11, то тiльки коефiцiєнти û1, û6, û11 ряду (680) є вiдмiними вiд нуля.
Отож, коефiцiєнт û1 знаходимо як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ = 2r1/2, r ∈ (0, l), (683)

z(0) <∞, z(l) = 0, (684)

коефiцiєнт û6 – як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ − 9

r2
z = 0, r ∈ (0, l), (685)

z(0) <∞, z(l) = 2, (686)

а коефiцiєнт û11 – як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ − 25

r2
z = 0, r ∈ (0, l), (687)

z(0) <∞, z(l) = 5. (688)

Розв’яжемо цi задачi. Почнемо iз задачi (683), (684). Повний загальний розв’язок вiд-
повiдного рiвнянню (683) однорiдного рiвняння має вигляд

z = A1 +B1 ln r, r ∈ (0, l], A1, B1 – довiльнi сталi.

Знайдемо частковий розв’язок даного рiвняння методом неозначених коефiцiєнтiв, запи-
савши проєкт часткового розв’язку у виглядi

z = b1r
5/2.

Пiдставимо цей проєкт у рiвняння (683):

(5/2)(3/2)b1r
1/2 + 5/2b1r

1/2 = 2r1/2
∣∣∣ : r1/2 ∣∣∣× 4 ⇔ 10b1 = 8 ⇔ b1 = 0, 8.
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Отож, частковий розв’язок рiвняння (683) має вигляд z = 0, 8r5/2, r ∈ (0, l], а значить,
повний загальний розв’язок рiвняння (683) має вигляд

z = A1 +B1 ln r + 0, 8r5/2, r ∈ (0, l].

Знаходимо, пiдставивши вираз повного загального розв’язку в крайовi умови, значення
A1, B1:

B1 = 0, A1 + 0, 8l5/2 = 0 ⇒ A1 = −0, 8l5/2,

тобто
û1(r) = −0, 8l5/2 + 0, 8r5/2 ≡ 0, 8(r5/2 − l5/2), r ∈ (0, l].

Тепер розв’яжемо задачу (685), (686). Повний загальний розв’язок рiвняння (685) має
вигляд

z = A6r
3 +B6r

−3, r ∈ (0, l], A6, B6 – довiльнi сталi.

Пiдставивши вираз повного загального розв’язку у крайовi умови (686), отримаємо

B6 = 0, A6l
3 = 2 ⇔ A6 = 2l−3.

Отже, маємо
û6(r) = 2l−3r3, r ∈ (0, l].

Залишилося розв’язати задачу (687), (688). Повний загальний розв’язок рiвняння (687)
має вигляд

z = A11r
5 +B11r

−5, r ∈ (0, l], A11, B11 – довiльнi сталi.

Пiдставивши вираз повного загального розв’язку у крайовi умови (686), отримаємо

B11 = 0, A11l
5 = 5 ⇔ A11 = 5l−5.

Отже, маємо
û11(r) = 5l−5r5, r ∈ (0, l].

Пiдставимо отриманi вирази ûk, k ∈ N, у ряд Фур’є (680). У результатi одержимо класи-
чний розв’язок задачi (668) – (670):

u(r, θ) =
0, 8√
2π

(r5/2 − l5/2) +
2√
π

(r
l

)3
cos 3θ +

5√
π

(r
l

)5
sin 5θ, (r, θ) ∈ [0, l]× R.
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Приклад № 2. Знайти у виглядi ряду Фур’є функцiю u(r, θ), (r, θ) ∈ [0, l] × R, яка є
розв’язком крайової задачi для рiвняння Пуассона в зовнiшностi круга

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = f(r, θ), (r, θ) ∈ (l,+∞)× R, (689)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), θ ∈ R, (690)

u(l, θ) = φ(θ), u(+∞, θ) <∞, θ ∈ R. (691)

де l > 0 ;

f(r, θ) =
2√
π
r−3/2 cos θ, r ∈ (l,+∞), θ ∈ R; φ(θ) =

7√
π
sin 3θ, θ ∈ R.

Розв’язування.
1-ий крок. Визначимо оператор

A : D(A) → L2,2π(R)

за правилом
D(A) = H2

loc(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

та введемо позначення

[l,+∞) ∋ r 7→ u(r) := u(r, θ), θ ∈ R, (l,+∞) ∋ r 7→ f(r) := f(r, θ), θ ∈ R,

ψ := ψ(θ), θ ∈ R.

Тодi сильно узагальнений розв’язок задачi (689) – (691) шукаємо як слабкий розв’язок
крайової задачi для диференцiально-операторного рiвняння

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (l,+∞), (692)

з крайовими умовами
u(l) = φ, u(+∞) <∞. (693)

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу {wk}∞k=1 в просторi L2,2π(R) i числову послi-
довнiсть {λk}∞k=1, складенi з власних елементiв i власних значень оператора A так, що
Awk = λkwk, k ∈ N. Для цього зауважимо, що операторне рiвняння Aw = λw еквiвален-
тне задачi

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (694)

Отож, нам потрiбно знайти всеможливi значення параметра λ, при яких iснують ненульовi
2π-перiодичнi розв’язки рiвняння

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (695)

Оскiльки значення λ можуть бути тiльки невiд’ємними, то розглянемо два випадки:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Спочатку розглянемо перший випадок. Отож, нехай λ = 0. Тодi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi,

– повний загальний розв’язок рiвняння (695) при λ = 0.
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З умов перiодичностi i нормування отримуємо, що

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π

, θ ∈ R, (696)

вiдповiдно, власне значення i вiдповiдна йому власна функцiя.

Тепер нехай λ > 0. Запишемо i розв’яжемо характеристичне рiвняння для рiвняння
(695):

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi .

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (695) має вигляд

w(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (697)

де C1, C2 – довiльнi сталi.
З умов перiодичностi i нормування отримаємо, що ортонормованою базою в L2,2π(R),

складеною з власних елементiв оператора A, є функцiї

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π
cos θ, w3(θ) =

1√
π
sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π
cosmθ, w2m+1(θ) =

1√
π
sinmθ, . . . , θ ∈ R,

(698)

а числовою послiдовнiстю {λk}, складеною з власних значень оператора A, для якої

w′′
k = −λkwk, k ∈ N,

є така:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . . (699)

3-iй крок. Введемо позначення

f(r, θ) =
2√
π
r−3/2 cos θ, (r, θ) ∈ (l,+∞)× R, φ(θ) =

7√
π
sin 3θ, θ ∈ R,

i розвинемо цi функцiї в ряди Фур’є за ортонормованою базою {wk}∞k=1:

5√
π
sin 3θ =: φ(θ) =

1√
2π
φ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

φ̂2m cosmθ + φ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R, (700)

де φ̂k = 0, якщо k ̸= 4, i φ̂7 = 5;

3

4
√
π
r−5/2 cos θ =: f(r, θ) =

1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ,

(r, θ) ∈ (l,+∞)× R,
де f̂2(r) = (3/4)r−5/2, f̂k(r) = 0, r ∈ (l,+∞), k ̸= 2.

4-ий крок. Розв’язок задачi (689) – (691) шукаємо у виглядi суми ряду Фур’є

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(r) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (701)
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(r, θ) ∈ [0, l]× R,
де для кожного k ∈ N коефiцiєнт ûk ряду (701) є розв’язком задачi

z′′ +
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (0, l), (702)

z(l) = φ̂k, z(+∞) <∞, (703)

де m := [k/2] (як вiдомо, [k/2] – цiла частина числа k/2).
Оскiльки серед коефiцiєнтiв φ̂k, f̂k, k ∈ N, розвинення вхiдних даних ненульовими є

тiльки f̂2, φ̂7, то тiльки коефiцiєнти û2, û7 ряду (701) є вiдмiними вiд нуля.
Отож, коефiцiєнт û2 знаходимо як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ − 1

r2
z =

3

4
r−5/2, r ∈ (l,+∞), (704)

z(l) = 0, z(+∞) <∞, (705)

коефiцiєнт û7 – як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ − 9

r2
z = 0, r ∈ (l,+∞), (706)

z(l) = 5, z(+∞) <∞, (707)

Розв’яжемо цi задачi. Почнемо iз задачi (704), (705). Повний загальний розв’язок рiв-
няння (704) має вигляд

z = A2r +B2r
−1, r ∈ [l,+∞), A2, B2 – довiльнi сталi.

Знайдемо частковий розв’язок даного рiвняння методом неозначених коефiцiєнтiв, запи-
савши проєкт часткового розв’язку у виглядi

z = b2r
−1/2.

Пiдставимо цей проєкт у рiвняння (704):

(−1/2)(−3/2)b2r
−5/2 − 1/2b2r

−5/2 − b2r
−5/2 =

3

4
r−5/2

∣∣∣ : r−5/2 × 4 ⇔ b2 = −1.

Отож, частковий розв’язок рiвняння (704) має вигляд z = −r−1/2, r ∈ [l,+∞), а значить,
повний загальний розв’язок рiвняння (704) має вигляд

z = A2r +B2r
−1 − r−1/2, r ∈ [l,+∞).

Знаходимо, пiдставивши вираз повного загального розв’язку в крайовi умови, значення
A2, B2:

A2 = 0, B2l
−1 − l−1/2 = 0 ⇒ B2 = l1/2,

тобто
û2(r) = l1/2r−1 − r−1/2, r ∈ [l,+∞).

Тепер розв’яжемо задачу (706), (707). Повний загальний розв’язок рiвняння (706) має
вигляд

z = A7r
3 +B7r

−3, r ∈ [l,+∞), A7, B7 – довiльнi сталi.

199



Пiдставивши вираз повного загального розв’язку у крайовi умови (707), отримаємо

z(+∞) <∞ ⇒ A7 = 0, z(l) = 5 ⇒ B7l
−3 = 5 ⇔ B7 = 5l3.

Отже, маємо
û7(r) = 5l3r−3, r ∈ [l,+∞).

Пiдставимо отриманi вирази ûk, k ∈ N, у ряд Фур’є (701). У результатi одержимо
класичний розв’язок задачi (689) – (691):

u(r, θ) =
l1/2r−1 − r−1/2

√
π

cos θ +
5√
π

( l
r

)3
sin 3θ, r ∈ [l,+∞), θ ∈ R.

Приклад № 3. Знайти у виглядi ряду Фур’є функцiю u(r, θ), (r, θ) ∈ [0, l] × R, яка є
розв’язком крайової задачi для рiвняння Пуассона в кiльцi :

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ =

9√
π
r1/2 cos 2θ, (r, θ) ∈ (l1, l2)× R, (708)

u(r, θ) = u(r, θ + 2π), r ∈ [l1, l2], θ ∈ R, (709)

u(l1, θ) =
7√
π
sin 4θ, ur(l2, θ) = 0, θ ∈ R. (710)

де 0 < l1 < l2 < +∞ — задано.

Розв’язування.
1-ий крок. Визначимо оператор

A : D(A) → L2,2π(R)

за правилом
D(A) = H2

loc(R) ∩ L2,2π(R), Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),

та введемо векторнi функцiї

[l1, l2] ∋ r 7→ u(r) := u(r, θ), θ ∈ R, (l1, l2) ∋ r 7→ f(r) := f(r, θ), θ ∈ R,

ψ := ψ(θ), θ ∈ R.

Тодi сильно узагальнений розв’язок задачi (708) – (710) шукаємо як слабкий розв’язок
крайової задачi для диференцiально-операторного рiвняння

u′′ +
1

r
u′ − 1

r2
Au = f(r), r ∈ (l1, l2), (711)

з крайовими умовами
u(l1) = φ, u′(l2) = ψ. (712)

2-ий крок. Знайдемо ортонормовану базу {wk}∞k=1 в просторi L2,2π(R) i числову послi-
довнiсть {λk}∞k=1, складенi з власних елементiв i власних значень оператора A так, що
Awk = λkwk, k ∈ N. Для цього зауважимо, що операторне рiвняння Aw = λw еквiвален-
тне задачi

−w′′ = λw, w(θ) = w(θ + 2π), θ ∈ R. (713)
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Отож, нам потрiбно знайти всеможливi значення параметра λ, при яких iснують ненульовi
2π-перiодичнi розв’язки рiвняння

w′′ + λw = 0, θ ∈ R. (714)

Оскiльки значення λ можуть бути тiльки невiд’ємними, то розглянемо два випадки:
1) λ = 0; 2) λ > 0.

Спочатку розглянемо перший випадок. Отож, нехай λ = 0. Тодi

w′′ = 0 ⇔ w′ = C1 ⇔ w = C1θ + C2, θ ∈ R, C1, C2 − довiльнi сталi,

– повний загальний розв’язок рiвняння (714) при λ = 0.
З умов перiодичностi i нормування отримуємо, що

λ1 = 0, w1(θ) =
1√
2π

, θ ∈ R, (715)

вiдповiдно, власне значення i вiдповiдна йому власна функцiя.

Тепер нехай λ > 0. Запишемо i розв’яжемо характеристичне рiвняння для рiвняння
(714):

µ2 + λ = 0 ⇒ µ1,2 = ±
√
λi .

Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (714) має вигляд

w(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ, θ ∈ R, (716)

де C1, C2 — довiльнi сталi.
З умов перiодичностi i нормування отримуємо, що ортонормованою базою в L2,2π(R),

складеною з власних елементiв оператора A, є функцiї

w1(θ) =
1√
2π
, w2(θ) =

1√
π
cos θ, w3(θ) =

1√
π
sin θ, . . . ,

w2m(θ) =
1√
π
cosmθ, w2m+1(θ) =

1√
π
sinmθ, . . . , θ ∈ R,

(717)

а числовою послiдовнiстю {λk}, складеною з власних значень оператора A, для якої

w′′
k = −λkwk, k ∈ N,

є така:
λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1, . . . , λ2m = m2, λ2m+1 = m2, . . . . (718)

3-iй крок. Введемо позначення вхiдних даних

f(r, θ) =
9√
π
r1/2 cos 2θ, r ∈ (l1, l2), θ ∈ R; φ(θ) =

7√
π
sin 4θ, ψ(θ) = 0, θ ∈ R.

i розвинемо їх в ряди Фур’є за ортонормованою базою {wk}∞k=1:

7√
π
sin 4θ =: φ(θ) =

1√
2π
φ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

φ̂2m cosmθ + φ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R, (719)
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де φ̂k = 0, якщо k ̸= 9, i φ̂9 = 7;

0 =: ψ(θ) =
1√
2π
ψ̂1 +

1√
π

∞∑
m=1

ψ̂2m cosmθ + ψ̂2m+1 sinmθ, θ ∈ R, (720)

де ψ̂k = 0, k ∈ N;

9√
π
r1/2 cos 2θ =: f(r, θ) =

1√
2π
f̂1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

f̂2m(r) cosmθ + f̂2m+1(r) sinmθ,

(r, θ) ∈ (l1, l2)× R,
де f̂4(r) = 9r1/2, f̂k(r) = 0, r ∈ (l1, l2), k ̸= 4.

4-ий крок. Розв’язок задачi (708) – (710) шукаємо у виглядi суми ряду Фур’є

u(r, θ) =
∞∑
k=1

ûk(r)wk(r) ≡
1√
2π
û1(r) +

1√
π

∞∑
m=1

û2m(r) cosmθ + û2m+1(r) sinmθ, (721)

(r, θ) ∈ [l1, l2]× R,
де для кожного k ∈ N коефiцiєнт ûk ряду (721) є розв’язком задачi

z′′ +
1

r
z′ − m2

r2
z = f̂k(r), r ∈ (l1, l2), (722)

z(l1) = φ̂k, z′(l2) = ψ̂k, (723)

де m := [k/2] (як вiдомо, [k/2] – цiла частина числа k/2).
Оскiльки серед коефiцiєнтiв φ̂k, ψ̂k, f̂k, k ∈ N, розвинення вхiдних даних ненульовими

є тiльки f̂4, φ̂9, то тiльки коефiцiєнти û4, û9 ряду (721) є вiдмiними вiд нуля.
Отож, коефiцiєнт û4 знаходимо як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ − 4

r2
z = 9r1/2, r ∈ (l1, l2), (724)

z(l1) = 0, z′(l2) = 0, (725)

коефiцiєнт û9 – як розв’язок задачi

z′′ +
1

r
z′ − 16

r2
z = 0, r ∈ (l1, l2), (726)

z(l1) = 7, z′(l2) = 0. (727)

Розв’яжемо цi задачi. Почнемо iз задачi (724), (725). Повний загальний розв’язок рiв-
няння (724) має вигляд

z = A4r
2 +B4r

−2, r ∈ [l1, l2], A4, B4 – довiльнi сталi.

Знайдемо частковий розв’язок даного рiвняння методом неозначених коефiцiєнтiв, запи-
савши проєкт часткового розв’язку у виглядi

z = b4r
5/2.

Пiдставимо цей проєкт у рiвняння (724):

(5/2)(3/2)b4r
1/2 + 5/2b4r

1/2 − 4b4r
1/2 = 9r1/2

∣∣∣ : r1/2 × 4 ⇒ b4 = 4.
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Отож, частковий розв’язок рiвняння (724) має вигляд z = 4r5/2, r ∈ [l1, l2], а значить,
повний загальний розв’язок рiвняння (724) має вигляд

z = A4r
2 +B4r

−2 + 4r5/2, r ∈ [l1, l2].

Пiдставивши вираз повного загального розв’язку в крайовi умови, отримуємо систему
рiвнянь для знаходження значень A4, B4:

A4l
2
1 +B4l

−2
1 + 4l

5/2
1 = 0, 2A4l1 − 2B4l

−3
2 + 10l

3/2
2 = 0 ⇔

⇔ l21A4 + l−2
1 B4 = −4l

5/2
1 , 2l1A4 − 2l−3

2 B4 = −10l
3/2
2 .

Звiдси знаходимо значення A4, B4 i записуємо

û4(r) = A4r
2 +B4r

−2 + 4r5/2, r ∈ [l1, l2].

Тепер розв’язуємо задачу (726), (727). Повний загальний розв’язок рiвняння (726) має
вигляд

z = A9r
4 +B9r

−4, r ∈ [l1, l2], A9, B9 – довiльнi сталi.

Пiдставивши вираз повного загального розв’язку у крайовi умови (727), отримаємо

A9l
4
1 +B9l

−4
1 = 7, 4A9l

3
2 − 4B9l

−5
2 = 0 ⇔ l41A9 + l−4

1 B9 = 7, 4l32A9 − 4l−5
2 B9 = 0.

Звiдси знаходимо значення A9, B9 i записуємо

û9(r) = A9r
4 +B9r

−4, r ∈ [l1, l2].

Пiдставимо отриманi вирази ûk, k ∈ N, у ряд Фур’є (721). У результатi одержимо
класичний розв’язок задачi (708) – (710):

u(r, θ) =
1√
π
(A4r

2 +B4r
−2 + 4r5/2) cos 2θ +

1√
π

(
A9r

4 +B9r
−4
)
sin 4θ, (r, θ) ∈ [l1, l2]× R.
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III. Завдання для самостiйної роботи

1. Розв’язати крайовi задачi для рiвнянь елiптичного типу:
1)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=0<∞, u |r=l=
2√
π
cos2 θ, r ∈ (0, l), θ ∈ R.

2)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=0<∞, ur |r=l=
5√
π
sin3 θ, r ∈ (0, l), θ ∈ R.

3)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=0<∞, (ur + 2u) |r=l=
4√
π
cos 4θ, r ∈ (0, l), θ ∈ R.

4)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=l1=
3√
π
sin 2θ, u |r=l2=

5√
π
cos2 θ, r ∈ (l1, l2), θ ∈ R.

5)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=l=
6√
π
cos4 θ, u |r=+∞<∞, r ∈ (l,+∞), θ ∈ R.

6)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ =

2√
π
r1/2 cos 2θ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=l=
2√
π
cos4 θ, u |r=+∞<∞,

r ∈ (l,+∞), θ ∈ R.

7)

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ =

2√
π
r1/2 cos 2θ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=0<∞, u |r=l= ψ(θ), r ∈ (0, l), θ ∈ R,

де ψ ∈ C2π(R), причому ψ(θ) = θ(2π − θ), якщо θ ∈ [0, 2π].
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Практичне заняття № 20

Контрольна робота №6

1.
uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ Ω := (0, p)× (0, q),{

u|x=0 = ω(y), ux|x=p = σ(y), y ∈ (0, q),

uy|y=0 = φ(x), u|y=q = ψ(x), x ∈ [0, p],

де
В.1: p = 3, q = 2; f(x, y) := 3e2xy, (x, y) ∈ Ω;

φ(x) := sin 2x, ψ(x) := 5, x ∈ [0, p]; ω(y) := 0, σ(y) := 0, y ∈ (0, q).

В.2: p = 4, q = 3; f(x, y) := 3xey, (x, y) ∈ Ω;
φ(x) := 0, ψ(x) := 0, x ∈ [0, p]; ω(y) := 3 cos y, σ(y) =: y, y ∈ (0, q).

В.3: p = 2, q = 5; f(x, y) := 3x cos 2y, (x, y) ∈ Ω;
φ(x) := 2x, ψ(x) := 5x+ 1, x ∈ [0, p]; ω(y) := 0, σ(y) := 0, y ∈ (0, q).

2.
В. 1: ∆u = 3r3/2 cos 3θ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=0<∞, u |r=4=
4√
π
cos 2θ + 4√

π
sin 6θ, r ∈ (0, 4), θ ∈ R.

В. 2: ∆u = 3r7/4 cos θ ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=3=
3√
π
sin 2θ, u |r=5=

5√
π
cos θ, r ∈ (3, 5), θ ∈ R.

В. 3: ∆u = 3r−7/4 ; u(r, θ) = u(r, θ + 2π),

u |r=2=
6√
π
cos 5θ + 5√

π
sin 7θ, u |r=+∞<∞, r ∈ (2,+∞), θ ∈ R.
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Практичне заняття № 20

Розв’язування задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа за допомогою
функцiї Грiна

I. Довiдкова iнформацiя

Нехай n ≥ 2 — довiльне фiксоване натуральне число, Ω — область в Rn, Γ := ∂Ω —
межа областi Ω. Вважаємо, що Γ — гладка поверхня i νx = (ν1,x, ..., νn,x) — одиничний
вектор зовнiшньої нормалi до Γ в точцi x ∈ Γ.

Нагадаємо, що

∆u := ux1x1 + · · ·+ uxnxn ≡
n∑
i=1

uxixi

— дiя оператора Лапласа на функцiю u ∈ C2(Ω). Також вiдмiтимо, що функцiю u назива-
ють гармонiчною, якщо вона є класичним розв’язком рiвняння Лапласа

∆u = 0, x ∈ Ω, (728)

тобто u належить простору C2(Ω) i ∆u(x) = 0 для кожного x ∈ Ω.

Задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа полягає у знаходженнi функцiї u ∈ C2(Ω)∩
C(Ω), яка є розв’язком рiвняння Лапласа (728) i задовольняє умову

u(x) = φ(x), x ∈ Γ, (729)

де φ ∈ C(Γ) — задана функцiя.
Зауважимо, що в деяких випадках, коли область Ω є необмеженою, для коректностi

задачi (728), (729) потрiбно накладати певнi обмеження на поведiнку її розв’язку на не-
скiнченностi (умову регулярностi).

Фундаментальним розв’язком рiвняння Лапласа називають функцiю

En(x) =


1

2π
ln

1

|x|
, якщо n = 2,

1

ωn

1

|x|n−2
, якщо n > 2,

x ∈ Rn\{0},

де ωn — площа одиничної сфери в Rn (зокрема, ω2 = 2π, ω3 = 4π), |x| :=
√
x21 + . . .+ x2n

для x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Отож, маємо

E2(x) :=
1

2π
ln

1

|x|
, x = (x1, x2) ∈ R2\{0}, |x| :=

√
x21 + x22,

— фундаментальний розв’язок рiвняння Лапласа на площинi,

E3(x) :=
1

4π

1

|x|
, x = (x1, x2, x3) ∈ R3\{0}, |x| :=

√
x21 + x22 + x23.

фундаментальний розв’язок рiвняння Лапласа у тривимiрному просторi.
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Означення 8.1. Функцiєю Грiна задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа називають
функцiю

Gn(x, y) := En(x− y) + gn(x, y), (x, y) ∈ Ω× Ω, x ̸= y, (730)

де gn(x, y), (x, y) ∈ Ω×Ω, така функцiя, що для кожного x ∈ Ω функцiя gn(x, ·) належить
C2(Ω) ∩ C1(Ω) i є гармонiчною в Ω, тобто

∆ygn(x, y) = 0, y ∈ Ω,

та задовольняє крайову умову

gn(x, y) = −En(x− y), коли y ∈ Γ,

тобто
Gn(x, y) = 0, коли y ∈ Γ.

Теорема 8.1. Якщо функцiя u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) є розв’язком задачi Дiрiхле (728), (729),
то вона має зображення

u(x) = −
∫
Γ

∂Gn(x, y)

∂νy
φ(y) dSy, x ∈ Ω, (731)

де Gn — функцiя Грiна задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа.

Пiдкреслимо, що теорема 8.1 говорить тiльки про зображення розв’язку задачi Дiрiхле
для рiвняння Лапласа, але не гарантує, що по формулi (731) можна знайти цей розв’язок,
коли вiдомо, що φ ∈ C(Γ). Однак ми можемо за формулою (731) знайти функцiю u, а
потiм перевiрити, чи вона є розв’язком даної задачi.

II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 1. Для задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в кулi:

∆u = 0, x ∈ Ω, (732)

u|Γ = φ, (733)

де
• Ω := {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 |x21+x22+x23 < R2} — куля радiуса R > 0 з центром в початку
координат,
• Γ := {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 |x21 + x22 + x23 = R2} — сфера радiуса R з центром в початку
координат,
потрiбно
1) побудувати функцiю Грiна,
2) знайти iнтегральне зображення розв’язку.

Розв’язування.

1) Функцiю Грiна шукатимемо у виглядi

G3(x, y) =
1

4π

1

|x− y|
+ g3(x, y), |x| 6 R, |y| 6 R, x ̸= y, (734)
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де функцiя g3 така, що для кожного x, |x| < R, маємо

∆yg3(x, y) = 0, якщо |y| < R, i g3(x, y) = − 1

4π

1

|x− y|
, якщо |y| = R. (735)

Спробуємо знайти вираз g3 у випадку 0 < |x| < R, |y| 6 R у виглядi

g3(x, y) = − 1

4π

a(x)

|x∗ − y|
, (736)

де x∗ — точка, яка симетрична до точки x вiдносно сфери Γ, тобто x∗ — лежить на променi
з початком в точцi 0, який проходить через точку x, i |x∗||x| = R2, тобто

x∗ =
R2

|x|2
x, (737)

а функцiя a вибирається за умови, щоби виконувалася крайова умова з (735), тобто

a(x)

|x∗ − y|
=

1

|x− y|
, 0 < |x| < R, |y| = R. (738)

Легко бачити, що

∆y
a(x)

|x∗ − y|
= 0, |y| < R, 0 < |x| < R, для довiльної функцiї a.

Очевидно, що iз рiвностi (738) з врахуванням, що |y| = R, випливає такий ланцюжок
рiвностей

a(x)|x− y| = |x∗ − y| ⇔ a2(x)|x− y|2 = |x∗ − y|2 ⇔

⇔ a2(x)(x− y) · (x− y) = (x∗ − y) · (x∗ − y) ⇔

⇔ a2(x)[|x|2 − 2x · y + |y|2] = |x∗|2 − 2x∗ · y + |y|2 ⇔

⇔ a2(x)[|x|2 − 2xy +R2] = |x∗|2 − 2x∗ · y +R2. (739)

Тут i далi для векторiв x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3 через x·y позначаємо скалярний
добуток в R3, тобто x · y = x1y1 + x2y2 + x3y3.

На пiдставi (737) маємо

|x∗|2 − 2x∗ · y +R2 =
R4

|x|2
− 2

R2

|x|2
x · y +R2 =

R2

|x|2
[R2 − 2x · y + |x|2].

Звiдси та з (739) одержуємо a2(x) = R2

|x|2 , тобто

a(x) =
R

|x|
. (740)

Отже, з (736) i (740) маємо

g3(x, y) = − 1

4π

R

|x||x∗ − y|
, якщо 0 < |x| 6 R, |y| 6 R, x ̸= y, коли |x| = |y| = R.

Оскiльки
|x||x∗ − y| = |x||x∗|

∣∣ x∗
|x∗|

− y

|x∗|
∣∣→ R2 при |x| → 0,
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то остаточно знаходимо

g3(x, y) =


− 1

4π

R

|x||x∗ − y|
, якщо 0 < |x| 6 R,

− 1

4π

1

R
, якщо x = 0,

|y| 6 R, x ̸= y, коли |x| = |y| = R.

(741)
Отже, шукана функцiя Грiна має вигляд

G3(x, y) =


1

4π

( 1

|x− y|
− R

|x||x∗ − y|

)
, якщо 0 < |x| 6 R,

1

4π

( 1

|y|
− 1

R

)
, якщо x = 0,

|y| 6 R, x ̸= y. (742)

2) Нехай 0 < |x| < R, |y| = R. Знайдемо

∂

∂νy
G3(x, y) =

1

4π

( ∂

∂νy

1

|x− y|
− R

|x|
∂

∂νy

1

|x∗ − y|

)
. (743)

Використавши те, що νy = 1
R
y ≡ 1

R
(y1, y2, y3) (бо точка y лежить на сферi з центром в

початку координат i радiусом R > 0) i

∂w(y)

∂νy
:=

3∑
i=1

∂w(y)

∂yi
· νi,y = ∇yw(y) · νy,

де νy = (ν1,y, ν2,y, ν3,y), ∇yw(y) =
(∂w(y)

∂y1
, ∂w(y)
∂y2

, ∂w(y)
∂y3

)
, y ∈ R3, отримаємо

∂

∂νy

1

|x− y|
= ∇y

1

|x− y|
· νy = − 1

|x− y|2
∇y|x− y| · 1

R
y =

=
1

R|x− y|3
(x− y) · y =

x · y − |y|2

R|x− y|3
=
x · y −R2

R|x− y|3
, (744)

бо |y| = R.
Аналогiчно знаходимо

∂

∂νy

1

|x∗ − y|
=
x∗ · y −R2

R|x∗ − y|3
, |y| = R. (745)

З рiвностi (738), врахувавши (740), маємо

R

|x||x∗ − y|
=

1

|x− y|
, |y| = R,

звiдки
1

|x∗ − y|3
=

|x|3

R3|x− y|3
. (746)

Врахувавши (737), отримаємо

x∗ · y −R2 =
R2

|x|2
x · y −R2 =

R2

|x|2
[x · y − |x|2]. (747)
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Пiдставивши (746) i (747) в (745), здобудемо

∂

∂νy

1

|x∗ − y|
=

|x|[x · y − |x|2]
R2|x− y|3

. (748)

Тепер на пiдставi (744) i (748) з (743) отримаємо

∂

∂νy
G3(x, y) =

1

4πR

(x · y −R2

|x− y|3
− x · y − |x|2

|x− y|3
)
=

1

4πR

|x|2 −R2

|x− y|3
, 0 < |x| < R, |y| = R.

(749)
На пiдставi (742) легко знайти

∂

∂νy
G3(0, y) =

1

4π

∂

∂νy

( 1

|y|
− 1

R

)
= − 1

4π

1

|y|2
∇|y| · 1

R
y = − 1

4πR

1

|y|3
y · y = − 1

4πR2
.

Звiдси та з (749) випливає, що

∂

∂νy
G3(0, y) = lim

|x|→0

∂

∂νy
G3(x, y),

тобто формулу (749) можна використати i у випадку x = 0.
Врахувавши формулу

u(x) = −
∫
Γ

∂

∂νy
G3(x, y)φ(y) dy

для розв’язку задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в тривимiрнiй областi, на пiдставi
(749) отримаємо iнтегральне зображення розв’язку задачi (732), (733):

u(x) =
1

4πR

∫
|y|=R

R2 − |x|2

|x− y|3
φ(y) dSy, |x| < R.

Цю формулу називають формулою Пуассона розв’язку задачi Дiрiхле для рiвняння Ла-
пласа в кулi.

Приклад 2. Для задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в пiвпросторi:

∆u = 0, x ∈ Ω, (750)

u|Γ = φ, (751)

де
• Ω := {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 |x3 > 0} — пiвпростiр в R3,
• Γ := {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 |x3 = 0} — площина в R3,
потрiбно
1) побудувати функцiю Грiна,
2) знайти iнтегральне зображення розв’язку u ∈ C2(Ω) ∩ Cb(Ω). якщо φ ∈ Cb(Γ)
3) розв’язати дану задачу, коли φ(x) = 2, x ∈ Ω.
Тут i далi пiд Cb(G) розумiємо простiр неперервних на G ⊂ R3 функцiй.

Розв’язування.
1) Будемо використовувати взаємно однозначне вiдображення Γ на R2, визначене за пра-
вилом (x1, x2, 0) → (x1, x2) =: x′, i приймемо, що φ(x1, x2) = φ(x1, x2, 0). Також для зру-
чностi i лаконiчностi викладу домовимося, що (x1, x2, x3) = (x′, x3) i (y1, y2, y3) = (y′, y3),
де, вiдповiдно, x′ = (x1, x2) та y′ = (y1, y2).
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Функцiю Грiна шукатимемо у виглядi

G3(x, y) =
1

4π

1

|x− y|
+ g3(x, y), (x, y) ∈ Ω× Ω, x ̸= y, (752)

де функцiя g3 така, що для кожного x ∈ Ω маємо

∆yg3(x, y) = 0, якщо y ∈ Ω, i g3(x, y) = − 1

4π

1

|x− y|
, якщо y ∈ Γ.

Запишемо g3 у виглядi

g3(x, y) = − 1

4π

1

|x̃− y|
≡ −E3(x̃− y), x, y ∈ Ω, y ̸= x ∈ Γ, (753)

x̃ = (x′,−x3) — точка R3, яка симетрична до x вiдносно координатної площини Γ. Очеви-
дно, що функцiя g3 задовольняє потрiбнi умови.

Отже, зi сказанного вище випливає, що функцiя Грiна нашої задачi має вигляд

G3(x, y) :=
1

4π

( 1

|x− y|
− 1

|x̃− y|

)
≡

≡ 1

4π

( 1

(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + |x3 − y3|2)1/2
− 1

(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + |x3 + y3|2)1/2
)
.

(754)

2) Для знаходження iнтегрального зображення розв’язку даної задачi використаємо фор-
мулу (731), де n = 3, а G3 визначено в (754).

Оскiльки νy = (0, 0,−1), то

∂G3(x, y)

∂νy

∣∣∣
Γ
= −∂G3(x, y)

∂y3

∣∣∣
y3=0

, x ∈ Ω. (755)

Знайдемо при x ̸= y:

∂G3(x, y)

∂y3
=

1

4π

∂

∂y3

( 1

|x− y|
− 1

|x̃− y|

)
=

=
1

4π

∂

∂y3

( 1

(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + |x3 − y3|2)1/2
− 1

(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + |x3 + y3|2)1/2
)
=

=
1

4π

( x3 − y3
(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + |x3 − y3|2)3/2

+
x3 + y3

(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + |x3 + y3|2)3/2
)
.

Звiдси маємо

∂G3(x, y)

∂νy

∣∣∣
y3=0

=
1

2π

x3
(|x′ − y′|2 + x23)

3/2
, x ∈ Ω, y′ ∈ R2. (756)

На пiдставi (731), (755) i (756) отримуємо iнтегральне зображення розв’язку нашої
задачi

u(x) =
1

2π

∫
R2

x3φ(y1, y2)

(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 + x23)
3/2

dy1dy2, x ∈ Ω. (757)
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3) Якщо φ(x′) = 2, x′ ∈ R2, то на пiдставi (757) маємо розв’язок у виглядi

u(x) =
1

2π

∫
R2

2x3
(|x′ − y′|2 + x23)

3/2
dy′, x ∈ Ω. (758)

Обчислимо цей розв’язок. Для цього зробимо в пiдiнтегральному виразi замiну змiн-
них:

y1 = x1 + r cos θ, y2 = x2 + r sin θ, 0 6 r < +∞, 0 6 θ < 2π. (759)

Тодi матимемо

1

2π

∫
R2

2x3
(|x′ − y′|2 + x23)

3/2
dy′ =

x3
π

2π∫
0

+∞∫
0

r dr

(r2 + x23)
3/2

dθ =

= x3

+∞∫
0

2r dr

(r2 + x23)
3/2

= −2x3
1

(r2 + x23)
1/2

∣∣r=+∞
r=0

= 2.

Отже, розв’язком задачi є функцiя u(x) := 2, x ∈ R3.
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III. Завдання для самостiйної роботи

1. Для задачi
∆u = 0, x ∈ Ω, u|x2=0 = φ(x1), x1 ∈ R,

де Ω := {x = (x1, x2) | −∞ < x1 < +∞, x2 > 0}, потрiбно
1) побудувати функцiю Грiна,
2) отримати iнтрегральне зображення розв’язку,
3) знайти розв’язок, якщо

φ(x1) :=

{
1, якщо |x1| 6 R,
0, якщо |x1| > R,

де R > 0 — задане число.
4) знайти розв’язок, якщо

φ(x1) :=
x1

x21 + 1
, x1 ∈ R.

2. Для задачi

∆u = 0, x ∈ Ω, u|x1=0 = φ1(x2), x2 > 0, u|x2=0 = φ2(x1), x1 > 0,

де Ω := {x = (x1, x2) |x1 > 0, x2 > 0}, потрiбно
1) побудувати функцiю Грiна,
2) отримати iнтрегральне зображення розв’язку,
3) знайти розв’язок даної задачi, якщо φ1(x2) = 1 , x2 > 0, i φ2(x1) = 0, x1>0.

3. Для задачi
∆u = 0, x ∈ Ω, u|x21+x22=R2 = φ1(x1, x2),

де Ω := {x = (x1, x2) |x21 + x22 < R2}, R > 0 — задане число, потрiбно
1) побудувати функцiю Грiна,
2) отримати iнтрегральне зображення розв’язку,
3) знайти розв’язок при φ(x1, x2) = 2 , x21 + x22 < R2.

4. Знайти значення розв’язку задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа, заданого в кулi радiуса
R > 0, у точках дiаметра, який з’єднує його пiвнiчний (θ = 0) i пiвденний (θ = π) полюси
при заданих крайових умовах:

u(r, ψ, θ)
∣∣
r=R

=

{
1, якщо 0 6 θ 6 π/2,
0, якщо π/2 6 θ 6 π, 0 6 ψ 6 2π.

5. Побудувати функцiю Грiна задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в областi Ω, де
1) Ω := {(x1, x2, x3) | −∞ < x1 < +∞, x2 > 0, x3 > 0} — двогранний кут;
2) Ω := {(x1, x2, x3) |x21 + x22 + x23 < R2, x3 > 0} — пiвкуля.
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Практичне заняття № 21

Iнтегральнi перетворення Фур’є та Лапласа

I. Довiдкова iнформацiя

1.1. Iнтегральне перетворення Фур’є

Спочатку розглянемо одновимiрне iнтегральне перетворення Фур’є. Введемо в
розгляд функцiйний простiр

S =
{
u ∈ C∞(R;C)

∣∣ sup
x∈R

|x|q|u(p)(x)| <∞ ∀ p, q ∈ N ∪ {0}
}
.

Визначимо iнтегральне перетворення Фур’є за правилом

Fx→ξu(x) = û(ξ) :=
1√
2π

∞∫
−∞

u(x)e−iξx dx, ξ ∈ R,

для кожного u ∈ S.
Легко переконатися, що Fx→ξ : S → S — бiєктивне вiдображення i обернене вiдобра-

ження визначене за правилом

F−1
ξ→xû(ξ) = u(x) :=

1√
2π

∞∫
−∞

û(ξ)eiξx dξ, x ∈ R.

Властивостi одновимiрного перетворення Фур’є:

1◦. Для будь-якої функцiї u ∈ S правильнi рiвностi

û(k)(ξ) = (iξ)kû(ξ), ξ ∈ R, k ∈ N, (760)

û(k)(ξ) = Fx→ξ((−ix)ku(x)), ξ ∈ R, k ∈ N. (761)

2◦. Нехай u, v ∈ S – довiльнi, а

w(x) = (u ∗ v)(x) :=
∞∫

−∞

u(y)v(x− y) dy =

∞∫
−∞

u(x− y)v(y) dy, x ∈ R,

— згортка функцiй u i v. Припустимо, що

û(ξ) := Fx→ξu(x), v̂(ξ) := Fx→ξv(x), ξ ∈ R.

Тодi маємо рiвностi ̂(u ∗ v)(ξ) = √
2π û(ξ) v̂(ξ), ξ ∈ R, (762)

F−1
ξ→x(û(ξ)v̂(ξ)) =

1√
2π

(u ∗ v)(x), x ∈ R. (763)

Тепер розглянемо багатовимiрне iнтегральне перетворення Фур’є. Для цього
введемо ще такi позначення i поняття. Нехай n – довiльне фiксоване натуральне число.
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Для будь-яких x, ξ ∈ Rn покладемо (x, ξ) = x1ξ1+. . .+xnξn =
n∑
j=1

xjξj. Нехай Z+ – множина

цiлих невiд’ємних чисел. Через α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ (тут αj ∈ Z+, j = 1, n) позначаємо
мультиiндекс, а через |α| := α1 + . . . + αn – його довжину. Введемо ще такi позначення:
∂j :=

∂
∂xj

, ∂ = (∂1, . . . , ∂n), Dj :=
1
i
∂j ≡ −i ∂

∂xj
, D := (D1, . . . , Dn).

Далi вважатимемо, що xα := xα1
1 . . . xαnn для будь-яких x ∈ Rn, α ∈ Zn+, а також

∂α = ∂α1
1 . . . ∂αnn , Dα ≡ Dα1

1 . . . Dαn
n := (−i)|α| ∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

≡ (−i)|α|∂α1 . . . ∂αn ,

Dαu := (−i)|α| ∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

u, α ∈ Zn+. Очевидно, що Dα = (−i)|α|∂α, α ∈ Zn+.

Введемо функцiйний простiр

S := {u ∈ C∞(Rn) | sup
x∈Rn

|x|q|∂αu(x)| <∞ ∀q ∈ Z+, ∀α ∈ Zn+}.

Визначимо багатовимiрнi пряме та обернене iнтегральнi перетворення Фур’є

Fx→ξ : S → S, F−1
ξ→x : S → S

за правилами

Fx→ξu(x) = û(ξ) :=

∫
Rn

u(x)e−i(x,ξ) dx, ξ ∈ Rn, (764)

F−1
ξ→xû(ξ) = u(x) :=

1

(2π)n

∫
Rn

û(ξ)ei(ξ,x) dξ, x ∈ Rn. (765)

Властивостi багатовимiрного iнтегрального перетворення Фур’є:

1◦. Для будь-якої функцiї u ∈ Sn правильна рiвнiсть

D̂αu(ξ) = ξαû(ξ), ξ ∈ Rn, α ∈ Zn+, (766)

Dαû(ξ) = Fx→ξ((−x)αu(x)), ξ ∈ Rn, α ∈ Zn+. (767)

2◦. Нехай u, v ∈ Sn – довiльнi, а û(ξ) := Fx→ξu(x), v̂(ξ) := Fx→ξu(x), ξ ∈ R. Тодi маємо
рiвностi ̂(u ∗ v)(ξ) = (

√
2π)nû(ξ) v̂(ξ), ξ ∈ Rn, (768)

F−1
ξ→x(û(ξ) v̂(ξ)) =

1

(
√
2π)n

(u ∗ v)(x), x ∈ Rn. (769)

Тут i далi u ∗ v – згортка функцiй u i v. Нагадаємо, що згорткою функцiй u i v з S
називають функцiю w ∈ S, яка визначена за правилом:

w(x) = (u ∗ v)(x) :=
∫
Rn

u(y)v(x− y) dy =

∫
Rn

u(x− y)v(y) dy, x ∈ Rn.
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II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 1. Покажемо, що

F−1
ξ→xe

−bξ2 =
1√
2b
e−

x2

4b , x ∈ R, (770)

де b > 0 — стала.

Розв’язування. Маємо

Fξ→x e
−bξ2 =

1√
2π

+∞∫
−∞

e−bξ
2

eiξx dξ =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−bξ
2+iξx dξ. (771)

Зауважимо, що

−bξ2 + iξx = −b(ξ2 − ix

b
ξ) = −b((ξ − ix

2b
)2 +

x2

4b2
) = −b(ξ − ix

2b
)2 − x2

4b
.

Тодi

+∞∫
−∞

e−bξ
2+iξx dξ = e−

x2

4b

+∞∫
−∞

e−b(ξ−
ix
2b

)2 dξ =
[
η =

√
b(ξ − ix

2b
), dξ =

dη√
b

]
=

=
1√
b
e−

x2

4b

+∞∫
−∞

e−η
2

dη =

√
π√
b
e−

x2

4b , x ∈ R. (772)

Тут ми використали вiдому рiвнiсть
+∞∫
−∞

e−η
2
dη =

√
π.
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III. Завдання для самостiйної роботи

Знайти iнтегральне перетворення Фур’є таких функцiй:

1. f(x) := e−|x|, x ∈ R;

2. f(x) :=

{
2x+ 1, якщо x ∈ [−2; 3],

0, якщо x ̸∈ [−2; 3];

3. f(x) :=

{
sinx, якщо x ∈ [0; π],

0, якщо x ̸∈ [0; π].

Розв’язати за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є задачi:

4. Знайти u ∈ H2(R) таке, що

u′′ − 4u = f(x), x ∈ R,

де f(x) :=

{
x, якщо x ∈ [−1; 1],

0, якщо x ̸∈ [−1; 1].

5. Знайти u ∈ H2(R) таке, що

u′′ − 9u = f(x), x ∈ R,

де f(x) :=

{
3 cos 2x, якщо x ∈ [−π/2; π/2],
0, якщо x ̸∈ [−π/2; π/2].

Знайти iнтегральне перетворення Лапласа таких функцiй:

6. f(t) := e−t, t ∈ [0,+∞);

7. f(t) :=

{
t, якщо t ∈ [0; 5],

0, якщо x ̸∈ [0; 5];

8. f(t) := sin 3t, t ∈ [0,+∞).

Розв’язати за допомогою iнтегрального перетворення Лапласа задачi Кошi для лiнiйних
диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами:

9.

{
u′′ + u = cos 2t, t ∈ [0,+∞),

u(0) = 1, u′(0) = 2;

10.

{
u′′ − u = e2t, t ∈ [0,+∞),

u(0) = 2, u′(0) = −1.
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Практичне заняття № 22

Розв’язування задач математичної фiзики методом iнтегрального
перетворення Фур’є

I. Довiдкова iнформацiя
Розглянемо одновимiрне iнтегральне перетворення Фур’є. Нехай

S :=
{
u ∈ C∞(R;C)

∣∣ sup
x∈R

|x|q|u(p)(x)| <∞ ∀ p, q ∈ N ∪ {0}
}

— простiр Шварца швидкоспадних функцiй.
Визначимо iнтегральне перетворення Фур’є за правилом

Fx→ξu(x) = û(ξ) :=
1√
2π

∞∫
−∞

u(x)e−iξx dx, ξ ∈ R,

для кожного u ∈ S.
Вiдомо, що F : S → S — бiєктивне вiдображення i обернене вiдображення визначене

за правилом

F−1
ξ→xû(ξ) = u(x) :=

1√
2π

∞∫
−∞

û(ξ)eiξx dx, x ∈ R.

Через L2(R;C) позначимо гiльбертiв простiр, складений з (класiв еквiвалентних) ви-
мiрних функцiй u : R → C таких, що

∫ +∞
−∞ |u(x)|2 dx <∞, зi скалярним добутком i нормою,

вiдповiдно,

(u,w) :=

∫ +∞

−∞
u(x)v(x) dx, ∥u∥ :=

(∫ +∞

−∞
|u(x)|2 dx

)1/2
,

де z — комплексно-спряжене до z число.
Вiдомо, що оператор F : S → S можна розширити до оператора F : L2(R;C) →

L2(R;C), причому для будь-якої функцiї u ∈ L2(R;C) маємо Fu = û, де û = lim
R→+∞

ûR,

ûR :=
∫ R
−R u(x)e

−ixξ dx, R > 0, i границя береться в просторi L2(R;C).
Властивостi одновимiрного перетворення Фур’є:

1◦. Для будь-якої функцiї u ∈ S правильнi рiвностi

û(k)(ξ) = (iξ)kû(ξ), ξ ∈ R, k ∈ N, (773)

û(k)(ξ) = Fx→ξ((−ix)ku(x)), ξ ∈ R, k ∈ N. (774)

2◦. Нехай u, v ∈ S – довiльнi, а

w(x) = (u ∗ v)(x) :=
∞∫

−∞

u(y)v(x− y) dy =

∞∫
−∞

u(x− y)v(y) dy, x ∈ R,

— згортка функцiй u i v. Припустимо, що

û(ξ) := Fx→ξu(x), v̂(ξ) := Fx→ξu(x), ξ ∈ R.

Тодi маємо рiвностi ̂(u ∗ v)(ξ) = √
2πû(ξ) v̂(ξ), ξ ∈ R, (775)

F−1
ξ→x(û(ξ)v̂(ξ)) =

1√
2π

(u ∗ v)(x), x ∈ R. (776)
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Тепер розглянемо багатовимiрне iнтегральне перетворення Фур’є. Для цього
введемо ще такi позначення i поняття. Нехай n – довiльне фiксоване натуральне число.

Для будь-яких x, ξ ∈ Rn покладемо (x, ξ) = x1ξ1 + . . .+ xnξn =
n∑
j=1

xjξj.

Нехай Z+ – множина цiлих невiд’ємних чисел. Через α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ (тут αj ∈
Z+, j = 1, n) позначаємо мультиiндекс, а через |α| := α1 + . . .+ αn – його довжину.

Введемо ще такi позначення:

∂j :=
∂

∂xj
, ∂ = (∂1, . . . , ∂n), Dj :=

1

i
∂j ≡ −i ∂

∂xj
, D := (D1, . . . , Dn).

Далi вважатимемо, що xα := xα1
1 . . . xαnn для будь-яких x ∈ Rn, α ∈ Zn+, а також

∂α = ∂α1
1 . . . ∂αnn , Dα ≡ Dα1

1 . . . Dαn
n := (−i)|α| ∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

≡ (−i)|α|∂α1 . . . ∂αn ,

Dαu := (−i)|α| ∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

u, α ∈ Zn+. Очевидно, що Dα = (−i)|α|∂α, α ∈ Zn+.

Введемо функцiйний простiр

S := {u ∈ C∞(Rn) | sup
x∈Rn

|x|q|∂αu(x)| <∞ ∀q ∈ Z+, ∀α ∈ Zn+}.

Визначимо багатовимiрнi пряме та обернене iнтегральнi перетворення Фур’є

F : S → S, F−1 : S → S

за правилами

Fx→ξu(x) = û(ξ) :=

∫
Rn

u(x)e−i(x,ξ) dx, ξ ∈ Rn, (777)

F−1
ξ→xû(ξ) = u(x) :=

1

(2π)n

∫
Rn

û(ξ)ei(ξ,x) dξ, x ∈ Rn. (778)

Властивостi багатовимiрного iнтегрального перетворення Фур’є:

1◦. Для будь-якої функцiї u ∈ Sn правильна рiвнiсть

D̂αu(ξ) = ξαû(ξ), ξ ∈ Rn, α ∈ Zn+, (779)

Dαû(ξ) = Fx→ξ((−x)αu(x)), ξ ∈ Rn, α ∈ Zn+. (780)

2◦. Нехай u, v ∈ Sn – довiльнi, а û(ξ) := Fx→ξu(x), v̂(ξ) := Fx→ξu(x), ξ ∈ R. Тодi маємо
рiвностi ̂(u ∗ v)(ξ) = û(ξ) v̂(ξ), ξ ∈ Rn, (781)

F−1
ξ→x(û(ξ) v̂(ξ)) = (u ∗ v)(x), x ∈ Rn. (782)

Тут i далi u ∗ v – згортка функцiй u i v. Нагадаємо, що згорткою функцiй u i v з S
називають функцiю w ∈ S, яка визначена за правилом:

w(x) = (u ∗ v)(x) :=
∫
Rn

u(y)v(x− y) dy =

∫
Rn

u(x− y)v(y) dy, x ∈ Rn.
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III. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 40. Розв’язати задачу Кошi для рiвняння теплопровiдностi:

ut − a(t)uxx = f(x, t), (x, t) ∈ R× (0, T ], (783)

u|t=0 = φ(x), x ∈ R, (784)

де φ ∈ S.

Розв’язування. Подiємо перетворенням Фур’є на рiвняння (783) i початкову умову (784),
а точнiше, помножимо рiвностi (783), (784) на e−ixξ i проiнтегруємо по x вiд −∞ до +∞:

∞∫
−∞

ut(x, t)e
−ixξ dx− a(t)

∞∫
−∞

uxx(x, t)e
−ixξ dx =

∞∫
−∞

f(x, t)e−ixξ dx ⇔

⇔ ût(ξ, t)− a(t)ûxx(ξ, t) = f̂(ξ, t), ξ ∈ R, t ∈ (0, T ], (785)
∞∫

−∞

u(x, 0)e−ixξ dx =

∞∫
−∞

φ(x)e−ixξ dx ⇔

⇔ û|t=0(ξ) = φ̂(ξ), ξ ∈ R. (786)

Поклавши

û(ξ, t) :=

∞∫
−∞

u(x, t)e−ixξ dx, ξ ∈ R, t ∈ [0, T ],

отримаємо

ût(ξ, t) =

∞∫
−∞

ut(x, t)e
−ixξ dx =

( ∞∫
−∞

u(x, t)e−ixξ dx
)
t
= ût(ξ, t), ξ ∈ R, t ∈ (0, T ], (787)

ûxx(ξ, t) =

∞∫
−∞

uxx(x, t)e
−ixξ dx = (iξ)2

∞∫
−∞

u(x, t)e−ixξ dx = −ξ2û(ξ, t). (788)

Отож, для функцiї û отримуємо задачу

ût(ξ, t) + a(t)ξ2û(ξ, t) = f̂(ξ, t), ξ ∈ R, t ∈ (0, T ], (789)

û(ξ, 0) = φ̂(ξ), ξ ∈ R. (790)

Цю задачу можна трактувати як задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвня-
ння, а точнiше, лiнiйного рiвняння першого порядку, з незалежною змiнною t i параметром
ξ. Для цього замiнимо в (789) символ t на s i домножимо отриману рiвнiсть для кожного

ξ ∈ Rn i s ∈ (0, T ] на eã(s)ξ2 , де ã(s) =
s∫
0

a(τ) dτ , s ∈ [0, T ] (очевидно, що ã – первiсна a i

ã(0) = 0):

ûs(ξ, s)e
ã(s)ξ2 + a(s)ξ2û(ξ, s)eã(s)ξ

2

= f̂(ξ, s)eã(s)ξ
2

, ξ ∈ R, s ∈ (0, T ]. (791)
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Легко бачити, що

ûs(ξ, s)e
ã(s)ξ2 + a(s)ξ2û(ξ, s)eã(s)ξ

2

=
(
û(ξ, s)eã(s)ξ

2
)
s
, ξ ∈ R, s ∈ (0, T ].

Звiдси та з (791) здобуваємо (
eã(s)ξ

2

û(ξ, s)
)
s
= eã(s)ξ

2

f̂(ξ, s).

Проiнтегруємо отриману рiвнiсть за s вiд 0 до t:

eã(t)ξ
2

û(ξ, t)− û(ξ, 0) =

t∫
0

eã(s)ξ
2

f̂(ξ, s) ds, ξ ∈ R, t ∈ (0, T ].

Звiдки, врахувавши умову (790) i подiливши на eã(t)ξ2 , отримаємо

û(ξ, t) = e−ã(t)ξ
2

φ̂(ξ) +

t∫
0

e[ã(s)−ã(t)]ξ
2

f̂(ξ, s), ξ ∈ R, t ∈ [0, T ]. (792)

Для знаходження розв’язку задачi (783), (784) нам потрiбно здiйснити обернене пере-
творення Фур’є функцiї û, заданiй в (792), тобто

u(x, t) = F−1
ξ→xû(ξ, t), x ∈ R, t ∈ (0, T ].

Тодi

u(x, t) = F−1
ξ→x

(
e−ã(t)ξ

2

φ̂(ξ)
)
+ F−1

ξ→x

( t∫
0

e[ã(s)−ã(t)]ξ
2

f̂(ξ, s) ds
)
, x ∈ R, t ∈ (0, T ]. (793)

Вiдмiтимо, що коли покласти

G(x, t, s) := F−1
ξ→xe

[ã(s)−ã(t)]ξ2 , ξ ∈ Rn, 0 ≤ s ≤ t ≤ T, (794)

то (793) можна записати, використовуючи перетворення Фур’є згортки функцiй, у виглядi

u(x, t) =

∫
R

φ(y)G(x− y, t, 0) dy +

t∫
0

∫
Rn

f(y, s)G(x− y, t, s) dyds, x ∈ R, t ∈ (0, T ]. (795)

Функцiю G називають функцiєю Грiна задачi Кошi для рiвняння (783).
Знайдемо вираз функцiї Грiна G. Для цього покажемо, що

F−1
ξ→xe

[ã(s)−ã(t)]ξ2 =
1

2
√
π[ã(t)− ã(s)]

e−
x2

4[ã(t)−ã(s)] , (x, t) ∈ R× (0, T ]. (796)

Справдi, зафiксувавши довiльно вибранi значення t i s такi, що 0 6 s < t 6 T , та ввiвши
позначення b := ã(t)− ã(s) > 0, отримаємо

F−1
ξ→x e

−bξ2 =
1

2π

+∞∫
−∞

e−bξ
2

eiξx dξ =
1

2π

+∞∫
−∞

e−bξ
2+iξx dξ. (797)
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Зауважимо, що

−bξ2 + iξx = −b(ξ2 − ix

b
ξ) = −b

(
(ξ − ix

2b
)2 +

x2

4b2
)
= −b(ξ − ix

2b
)2 − x2

4b
.

Тодi

+∞∫
−∞

e−bξ
2+iξx dξ = e−

x2

4b

+∞∫
−∞

e−b(ξ−
ix
2b

)2 dξ =
[
η =

√
b(ξ − ix

2b
), dξ =

dη√
b

]
=

=
1√
b
e−

x2

4b

+∞∫
−∞

e−η
2

dη =

√
π√
b
e−

x2

4b , x ∈ R. (798)

Тут ми використали вiдому рiвнiсть
+∞∫
−∞

e−η
2
dη =

√
π. Отож, маємо

F−1
ξ→x e

−bξ2 =
1

2
√
πb
e−

x2

4b .

З (797), врахувавши (798), матимемо (796), а отже, на пiдставi (794) отримаємо

G(x, t, s) =
1

2
√
π[ã(t)− ã(s)]

e−
x2

4[ã(t)−ã(s)] , −∞ < x+∞, 0 6 s < t 6 T.

Отож, розв’язком задачi (783), (784) є функцiя

u(x, t) =

∫
R

φ(y)
1

2
√
πã(t)

e−
(x−y)2
4ã(t) dy +

t∫
0

∫
R

f(y, s)
1

2
√
π[ã(t)− ã(s)]

e−
(x−y)2

4[ã(t)−ã(s)] dyds, (799)

x ∈ R, t ∈ (0, T ].

Приклад 2. Розв’язати за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є задачу

ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Q := Rn × (0, T ], (800)

u|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (801)

де T > 0; a = const > 0; ∆ =
n∑
j=1

∂2

∂xj
– оператор Лапласа; f ∈ C(Q), f(·, t) ∈ S для кожного

t ∈ [0, T ]; φ ∈ S.

Розв’язування. Подiємо перетворенням Фур’є на рiвностi (800) i (801):

ût(ξ, t)− a2∆̂u(ξ, t) = f̂(ξ, t), ξ ∈ Rn, t ∈ [0, T ], (802)

û(ξ, 0) = φ̂(ξ), ξ ∈ Rn. (803)

Легко переконатись у правильностi таких рiвностей

ût(ξ, t) =

∫
Rn

ut(x, t)e
−i(x,ξ) dx =

(∫
Rn

u(x, t)e−i(x,ξ) dx
)
t
= ût(ξ, t), (804)
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∆̂u(ξ, t) =

∫
Rn

∆u(x, t)e−i(x,ξ) dx =

∫
Rn

n∑
j=1

∂2u(x, t)

∂x2j
e−i(x,ξ) dx =

=
n∑
j=1

∫
Rn

∂2u(x, t)

∂xj
e−i(x,ξ) dx = −

( n∑
j=1

ξ2j

)
û(ξ, t) = −|ξ|2û(ξ, t), (805)

ξ ∈ Rn, t ∈ (0, T ].
Отже, рiвнiсть (802) на пiдставi (804) i (805) можна записати так:

ût(ξ, t) + a2|ξ|2û(ξ, t) = f̂(ξ, t), ξ ∈ Rn, t ∈ (0, T ], (806)

де

f̂(ξ, t) :=

∫
Rn

f(x, t)e−i(x,ξ) dx, ξ ∈ Rn, t ∈ [0, T ].

Звiдси та з умови (803) знайдемо вираз û. Для цього замiнимо в (806) символ t на s i
домножимо отриману рiвнiсть для кожного ξ ∈ Rn i s ∈ (0, T ] на ea2|ξ|2s:

ûs(ξ, s)e
a2|ξ|2s + a2|ξ|2û(ξ, s)ea2|ξ|2s = f̂(ξ, s)ea

2|ξ|2s, ξ ∈ Rn, s ∈ (0, T ]. (807)

Легко бачити, що

ûs(ξ, s)e
ã(ξ)|ξ|2 + a(s)|ξ|2û(ξ, s)ea2|ξ|2s =

(
û(ξ, s)ea

2|ξ|2s
)
s
, ξ ∈ Rn, s ∈ (0, T ].

Звiдси та з (807) здобуваємо (
ea

2|ξ|2sû(ξ, s)
)
s
= ea

2|ξ|2sf̂(ξ, s).

Проiнтегруємо отриману рiвнiсть за s вiд 0 до t:

ea
2|ξ|2tû(ξ, t)− û(ξ, 0) =

t∫
0

ea
2|ξ|2sf̂(ξ, s) ds, ξ ∈ Rn, t ∈ (0, T ].

Звiдки, врахувавши умову (803) i подiливши на ea2|ξ|2t, отримаємо

û(ξ, t) = e−a
2|ξ|2tφ̂(ξ) +

t∫
0

e−a
2|ξ|2(t−s)f̂(ξ, s), ξ ∈ Rn, t ∈ [0, T ]. (808)

Для знаходження розв’язку задачi (800), (801) нам потрiбно здiйснити обернене пере-
творення Фур’є функцiї û, заданiй в (808), тобто

u(x, t) = F−1
ξ→xû(ξ, t), x ∈ Rn, t ∈ (0, T ].

Тодi

u(x, t) = F−1
ξ→x

(
e−a

2|ξ|2tφ̂(ξ)
)
+ F−1

ξ→x

( t∫
0

e−a
2|ξ|2(t−s)f̂(ξ, s)

)
, (809)

x ∈ Rn, t ∈ (0, T ].
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Вiдмiтимо, що коли покласти

G(x, t, s) := F−1
ξ→xe

−a2|ξ|2(t−s), ξ ∈ Rn, 0 ≤ s ≤ t ≤ T, (810)

то (809) можна записати, використовуючи перетворення Фур’є згортки функцiй, у виглядi

u(x, t) =

∫
R

φ(y)G(x− y, t, 0) dy +

t∫
0

∫
Rn

f(y, s)G(x− y, t, s) dyds, x ∈ Rn, t ∈ (0, T ]. (811)

Функцiю G називають функцiєю Грiна задачi Кошi для рiвняння (800) i вона може бути
записана у виглядi

G(x, t, s) :=
1(

2a
√
π(t− s)

)n e− |x|2

4a2(t−s) , x ∈ Rn, 0 6 s < t 6 T. (812)

Тодi розв’язок задачi (800) i (801) має вигляд

u(x, t) =

∫
R

1(
2a

√
πt
)n e− |x−y|2

4a2t φ(y) dy +

t∫
0

∫
Rn

1(
2a
√
π(t− s)

)n e− |x−y|2

4a2(t−s)f(y, s) dyds, (813)

x ∈ Rn, t ∈ (0, T ].
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III. Завдання для самостiйної роботи

Розв’язати за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є задачу Кошi для рiвнянь
з частинними похiдними:

1.
ut − 2tuxx + ux = f(x, t), (x, t) ∈ R× (0, T ],

u|t=0 = φ(x), x ∈ R.

2.
ut − 3t2(ux1x1 + ux2x2) = f(x1, x2, t), (x1, x2, t) ∈ R2 × (0, T ],

u|t=0 = φ(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2.

3.
ut − 4t3(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = f(x1, x2, x3, t), (x1, x2, x3, t) ∈ R3 × (0, T ],

u|t=0 = φ(x1, x2, x3), (x1, x2, x3) ∈ R3.
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Практичне заняття № 23

Розв’язування задач математичної фiзики методом iнтегрального
перетворення Лапласа

I. Довiдкова iнформацiя

Розглянемо функцiйний простiр K(R;C) складений з функцiй f : R → C таких, що

1) функцiя f є кусково-неперервною, тобто на кожному вiдрiзку [a, b] iснує не бiльше,
нiж скiнченна кiлькiсть точок розриву, причому кожна з них є точкою розриву пер-
шого роду (t0 — точка розриву першого роду для функцiї f , якщо iснують скiнченнi
границi lim

t→t0−0
f(t) = f(t0 − 0) <∞ i lim

t→t0+0
f(t) = f(t0 + 0) <∞, причому або в точцi

t0 функцiя f не визначена, або f(t0 − 0) ̸= f(t0 + 0)),

2) f(t) = 0 при t < 0,

3) iснують сталi M > 0 i α, для яких правильна нерiвнiсть

|f(t)| 6Meαt, t ∈ [0,+∞). (814)

Для функцiї f ∈ K(R;C) визначають iнтегральне перетворення Лапласа за правилом:

Lt→pf(t) = f̂(p) :=

+∞∫
0

f(t)e−tpdt, p := η + iξ ∈ C, Re p := η > α, (815)

де α — стала з нерiвностi (814).
Вiдомо, що функцiя f̂ : Πα → C є аналiтичною на пiвплощинi

Πα := {p ∈ C | Re p > α},

i обернене перетворення визначене формулою Меллiна:

f(t) = L−1
p→tf̂(p) :=

1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

f̂(p)eptdp , t ∈ R, (816)

де σ > α — довiльне фiксоване число.
Вiдмiтимо, що для функцiї g : [0, l]×R → C (l > 0 — яке-небудь фiксоване число) такої,

що для кожного x ∈ [0, l] функцiя g(x, ·) належить простору K(R;C), причому iснують
сталi M > 0 i α такi, що

|g(x, t)| 6Meαt, (x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞),

можна визначити перетворення Лапласа за змiнною t:

Lt→pg(x, t) = ĝ(x, p) :=

+∞∫
0

g(x, t)e−tpdt, x ∈ [0, l], p ∈ Πα.
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Розглянемо метод iнтегрального перетворення Лапласа для розв’язування
задач математичної фiзики.

Нехай l > 0 — яке-небудь фiксоване число. Позначимо Q := (0, l) × (0,+∞),
Q := [0, l]× [0,+∞).

Розглянемо задачу : знайти функцiю u : Q→ C таку, що

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (817) (α0ux + β0u)
∣∣∣
x=0

= µ0(t), t ∈ (0,+∞),

(α1ux + β1u)
∣∣∣
x=l

= µ1(t), t ∈ (0,+∞),
(818)

u
∣∣∣
t=0

= φ(x), ut

∣∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ [0, l], (819)

де a > 0, f ∈ C(Q), µ0, µ1 ∈ C([0,+∞)), φ, ψ ∈ C([0, l]), α0, β0, α1, β1 — сталi такi, що
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 6 0, α1β1 > 0.

Будемо вважати, що iснують сталi M > 0 i α такi, що

|f(x, t)|+ |µ0(t)|+ |µ1(t)| 6Meαt, x ∈ [0, l], t ∈ [0,+∞),

i шукатимемо розв’язок u ∈ C2(Q) задачi (817) — (819) такий, що

|u(x, t)|+ |ut(x, t)|+ |ux(x, t)|+ |utt(x, t)|+ |uxx(x, t)| 6Meαt, x ∈ [0, l], t ∈ [0,+∞). (820)

Для цього припустимо, що такий розв’язок iснує i знайдемо його зображення за допо-
могою перетворення Лапласа. При цьому вважаємо, що

µ0(t) = µ1(t) = f(x, t) = u(x, t) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ (−∞, 0). (821)

Пiдставимо розв’язок задачi в рiвняння (817) i умови (818) та (819) i на отриманi рiвностi
подiємо перетворенням Лапласа:

Lt→p[utt(x, t)− a2uxx(x, t)] = Lt→pf(x, t),

Lt→p[α0ux(0, t) + β0u(0, t)] = Lt→pµ0(t),

Lt→p[α1ux(l, t) + β1u(l, t)] = Lt→pµ1(t).

Позначимо

û(x, p) := Lt→p u(x, t) ≡
+∞∫
0

u(x, t)e−tpdt,

f̂(x, p) := Lt→p f(x, t), µ̂k(p) := Lt→p µk(t), k = 0, 1.

На пiдставi властивостей перетворення Лапласа маємо

Lt→putt(x, t) = p2û(x, p)− pu(x, 0)− ut(x, 0) = p2û(x, p)− pφ(x)− ψ(x), x ∈ [0, l], p ∈ Πα,

Lt→puxx(x, t) = (Lt→pu(x, t))xx = ûxx(x, p), x ∈ [0, l], p ∈ Πα.

Отже, зi сказаного випливає, що û задовольняє рiвностi

p2û(x, p)− a2ûxx(x, p) = f̂(x, p) + pφ(x) + ψ(x), x ∈ (0, l), p ∈ Πα, (822)

227



{
α0ûx(0, p) + β0û(0, p) = µ̂0(p),
α1ûx(l, p) + β1û(l, p) = µ̂1(p),

p ∈ Πα. (823)

Нехай p ∈ Πα — довiльне фiксоване. Позначимо

z(x) := û(x, p), h(x) := − f̂(x, p) + pφ(x) + ψ(x)

a2
, x ∈ [0, l],

γ0 := µ̂0(p), γ1 := µ1(p).

Пiсля дiлення рiвностi (822) на (−a2) стає очевидним, що функцiя z є розв’язком крайової
задачi

z′′ − p2

a2
z = h(x), x ∈ (0, l), (824)

α0z
′(0) + β0z(0) = γ0, α1z

′(l) + β1z(l) = γ1. (825)

Оскiльки (824) є лiнiйним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами, то розв’язок задачi (824),
(825) шукаємо так: спочатку знаходимо повний загальний розв’язок рiвняння (824), вiн
буде мiстити двi довiльнi сталi, а потiм знайдемо цi сталi, задовольняючи умови (825).
Повний загальний розв’язок рiвняння (824) є сумою повного загального розв’язку вiдпо-
вiдного однорiдного рiвняння

z′′ − p2

a2
z = 0 (826)

i часткового розв’язку неоднорiдного рiвняння (824).
Оскiльки рiвняння (826) є лiнiйним однорiдним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами,

то для знаходження його повного загального розв’язку записуємо i розв’язуємо вiдповiдне
характеристичне рiвняння:

µ2 − p2

a2
= 0 ⇒ µ1,2 = ±p

a
.

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (826) має вигляд

z = C1e
p
a
x + C2e

− p
a
x, x ∈ [0, l], C1, C2 — довiльнi сталi.

Далi знаходимо частковий розв’язок
∗
z (x), x ∈ [0, l], рiвняння (824) i записуємо повний

загальний розв’язок рiвняння (824) у виглядi

z = C1e
p
a
x + C2e

− p
a
x+

∗
z (x), x ∈ [0, l], C1, C2 — довiльнi сталi. (827)

Пiдставляємо вираз (827) у крайовi умови (825) i знаходимо значення C1 i C2, при яких
формула (827) задає розв’язок задачi (824), (825).

Припустимо, що значення C1, C2 знаходяться однозначно. Тодi шукаємо функцiю
û(x, p), x ∈ [0, l], p ∈ Πα, i розв’язок задачi (817) — (819) визначаємо за формулою

u(x, t) = L−1
p→tû(x, p), (x, t) ∈ Q.
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II. Приклади розв’язування типових задач

Приклад 41. Знайти перетворення Лапласа функцiї

f(t) :=

{
e−t, якщо t > 0,
0, якщо t < 0.

Розв’язування. Маємо

Lt→pf(t) = f̂(p) :=

+∞∫
0

e−te−tpdt =

+∞∫
0

e−(1+p)tdt = lim
b→+∞

b∫
0

e−(1+p)tdt =

= lim
b→+∞

−1

1 + p
e−(1+p)t

∣∣∣t=b
t=0

= lim
b→+∞

−1

1 + p
[e−(1+p)b − 1] =

1

1 + p
.

Приклад 42. Розв’язати методом iнтегрального перетворення Лапласа мiшану задачу
для рiвняння коливання струни

utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), (828)

u
∣∣∣
x=0

= µ0(t), u
∣∣∣
x=l

= µ1(t), t ∈ (0,+∞), (829)

u
∣∣∣
t=0

= 0, ut

∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ [0, l]. (830)

Тут l > 0 — яке-небудь число, µk ∈ C([0,+∞)) i |µk(t)| 6 Meαt, t > 0, k = 0, 1, для
деяких сталих M > 0, α.

Розв’язування. Припустимо, що розв’язок u ∈ C2(Q) задачi iснує, причому виконується
умова (820). Пiдставимо його в рiвняння (828) та умови (829) i (830). У результатi отри-
маємо рiвностi

utt(x, t)− a2uxx(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), (831)

u(0, t) = µ0(t), u(l, t) = µ1(t), t ∈ (0,+∞), (832)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l]. (833)

Подiємо на рiвностi (831) i (832) перетворенням Лапласа, використавши умови (833):

Lt→p[utt(x, t)− a2uxx(x, t)] = 0,

Lt→pu(0, t) = Lt→pµ0(t), Lt→pu(l, t) = Lt→pµ1(t).

Поклавши тут

û(x, p) := Lt→pu(x, t) ≡
+∞∫
0

u(x, t)e−tpdt, p ∈ Πα,

µ̂0(p) := Lt→pµ0(t), µ̂1(p) := Lt→pµ1(t), p ∈ Πα,

та врахувавши, що

Lt→putt(x, t) = p2û(x, p)− pu(x, 0)− ut(x, 0) = p2û(x, p), p ∈ Πα,

Lt→puxx(x, t) = (Lt→pu(x, t))xx = ûxx(x, p), p ∈ Πα,
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отримаємо умови на û:

p2û(x, p)− a2û(x, p) = 0, x ∈ [0, l], p ∈ Πα, (834)

û(0, p) = µ̂0(p), û(l, p) = µ̂1(p). (835)

Нехай p ∈ Πα — довiльне фiксоване. Позначимо

z(x) := û(x, p), x ∈ [0, l], γ0 := µ̂0(p), γ1 := µ̂1(p).

Тодi з (834) i (835) (пiсля дiлення (834) на (−a2)) випливає, що z є розв’язком крайової
задачi

z′′ − p2

a2
z = 0, (836)

z(0) = γ0, z(l) = γ1. (837)

Розв’яжемо цю задачу. Для цього спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння
(836), яке є лiнiйним зi сталими коефiцiєнтами. Запишемо його характеристичне рiвняння
i розв’яжемо його:

µ2 − p2

a2
= 0 ⇒ µ1,2 = ±p

a
.

Звiдси маємо повний загальний розв’язок рiвняння (836):

z = C1e
− p
a
x + C2e

p
a
x, x ∈ [0, l], C1, C2 − довiльнi сталi. (838)

Пiдставимо вираз (838) в крайовi умови (837):

z(0) = C1 + C2 = γ0
z(l) = C1e

− p
a
l + C2e

p
a
l = γ1

}
(839)

Систему (839) можна записати у виглядi(
1 1

e−
p
a
l e

p
a
l

)(
C1

C2

)
=

(
γ0
γ1

)
.

Розв’яжемо її методом Крамера. Для цього знайдемо

∆ =

∣∣∣∣ 1 1

e−
p
a
l e

p
a
l

∣∣∣∣ = e
p
a
l − e−

p
a
l = 2 sinh

p

a
l,

∆1 =

∣∣∣∣γ0 1

γ1 e
p
a
l

∣∣∣∣ = γ0e
p
a
l − γ1,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 γ0
e−

p
a
l γ1

∣∣∣∣ = γ1 − γ0e
− p
a
l,

де sinhx := 1
2
(ex − e−x) — синус гiперболiчний.

Отож, маємо

C1 =
γ0e

p
a
l − γ1

2 sinh p
a
l
, C2 =

γ1 − γ0e
− p
a
l

2 sinh p
a
l
.
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Звiдси i (838) отримуємо

z = [(γ0e
p
a
l − γ1)e

− p
a
x + (γ1 − γ0e

− p
a
l)e

p
a
x](2 sinh

p

a
l)−1 ≡ [γ0(e

p
a
(l−x) − e−

p
a
(l−x))+

+ γ1(e
p
a
x − e−

p
a
x)](2 sinh

p

a
l)−1 ≡ γ0

sinh p
a
(l − x)

sinh p
a
l

+ γ1
sinh p

a
x

sinh p
a
l
,

x ∈ [0, l], p ∈ Πα.

Отже, маємо

û(x, p) = µ̂0(p)
sinh p

a
(l − x)

sinh p
a
l

+ µ̂1(p)
sinh p

a
x

sinh p
a
l
, x ∈ [0, l], p ∈ Πα,

тобто

u(x, t) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

û(x, p)eptdp ≡ 1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

[
µ̂0(p)

sinh p
a
(l − x)

sinh p
a
l

+ µ̂1(p)
sinh p

a
x

sinh p
a
l

]
ept dp,

(x, t) ∈ Q,

де α < σ — яке-небудь фiксоване число.
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III. Вправи для самостiйної роботи

Методом iнтегрального перетворення Лапласа розв’язати мiшанi задачi для рiвняння
коливання струни:

1.
utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

u
∣∣∣
x=0

= et, ux

∣∣∣
x=l

= cos t, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣∣
t=0

= 0, ut

∣∣∣
t=0

= 2, x ∈ [0, l],

2.
utt − a2uxx = 2x, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

ux

∣∣∣
x=0

= 0, ux

∣∣∣
x=l

= cos 2t, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣∣
t=0

= 3, ut

∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ [0, l],

Методом iнтегрального перетворення Лапласа розв’язати мiшану задачу для рiвняння
теплопровiдностi:

3.
ut − a2uxx = 3 sinx, (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞),

ux

∣∣∣
x=0

= et, u
∣∣∣
x=l

= t, t ∈ (0,+∞),

u
∣∣∣
t=0

= 2, x ∈ [0, l].
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Практичне заняття № 24

Контрольна робота №7

1. Для задачi
∆u = 0, x ∈ Ω, u|x1=0 = φ(x2), x2 ∈ R,

де Ω := {x = (x1, x2) |x1 > 0}, потрiбно
1) побудувати функцiю Грiна,
2) отримати iнтрегральне зображення розв’язку,
3) знайти розв’язок, якщо

В. 1: φ(x2) :=

{
3x2 + 1, коли x2 ∈ [−5, 5],

0, коли x1 ̸∈ [−5, 5].
В. 2: φ(x2) :=

{
4x2 + 2, коли x2 ∈ [0, 7],

0, коли x1 ̸∈ [0, 7].

2. Використовуючи дискретне iнтегральне перетворення, розв’язати мiшану задачу для
рiвняння теплопровiдностi:

ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

u|t=0 = φ(x),

якщо
В. 1: l = 2, T = 5, a = 2, f(x, t) = (3x+ 2) sin t, α0 = 1, β0 = 0, α1 = 0, β1 = 1,

φ(x) = 3x+ 2.
В. 2: l = 4, T = 8, a = 3, f(x, t) = (2x+ 1)e2t, α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = 0,

φ(x) = 4x+ 3.

3. Розв’язати за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є задачу Кошi для рiвняння
з частинними похiдними:

ut − a(t)uxx + b(t)u = 0, (x, t) ∈ R× (0, T ],

u|t=0 = φ(x), x ∈ R,

якщо
В. 1: a(t) = 5t4, b(t) = 2t. В. 2: a(t) = 3t2, b(t) = 6t5.
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