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Вступ
Комбiнаторика – це роздiл дискретної математики, який широко застосовується в рiзних

галузях теоретичної та прикладної математики, зокрема в iнших частинах дискретної мате-
матики та в теорiї ймовiрностей.

В комбiнаторицi ми маємо справу зi скiнченними множинами, що вимагає тiльки знання
основних означень iнтуїтивної теорiї множин.

Данi завдання носять елементарний характер i мають на метi ознайомити студентiв з
основними поняттями комбiнаторики, навчити їх “бачити” комбiнаторний змiст у рiзних сло-
весних задачах. Мiркування, якi приводять до розв’язку цих задач, є складовими частина-
ми при розв’язуваннi складнiших задач. Варто звернути увагу, що деякi послiдовнi задачi
пов’язанi мiж собою за змiстом i для досягнення результату часом легше спочатку розв’язати
попередню.

Означення i приклади

Знаходження кiлькостi елементiв об’єднання декiлькох множин

З теорiї множин нам вiдомо, що якщо множина A складається з m елементiв, а множина
B - з n елементiв, то кiлькiсть елементiв об’єднання цих множин обчислюється за формулою:

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| , (1)

тут через |A| позначено кiлькiсть елементiв множини A, |B| - кiлькiсть елементiв множини
B i т.д.

Зокрема, якщо множини A та B не перетинаються, то ця формула виглядає так:

|A ∪ B| = |A|+ |B| , якщо A ∩ B = ∅. (2)

Формула для знаходження кiлькостi елементiв об’єднання n множин A1, A2, ... An вигля-
дає так:

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| = |A1|+ |A2|+ . . .+ |An| − |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − . . .− |An−1 ∩ An|+

|A1 ∩ A2 ∩ A3|+|A1 ∩ A2 ∩ A4|+. . .+|An−2 ∩ An−1 ∩ An|−. . .+(−1)n+1 |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An| . (3)

Приклад 1. В спецiалiзованому магазинi за тиждень було куплено 74 процесори, 72
монiтори та 35 принтерiв. Вiдомо, що 69 покупцiв придбало i процесор, i монiтор; 22 –
i процесор, i принтер; стiльки ж – i монiтор, i принтер. Вiдомо теж, що 21 покупець
придбав всi три речi. Скiльки покупцiв здiйснило цi покупки? Скiльки з них купило тiльки
принтер?

Розв’язання. Позначимо через A множину куплених процесорiв, через B –монiторiв, а
через C – принтерiв. З умови задачi вiдомо, що |A| = 74, |B| = 72, |C| = 35, |A ∩ B| = 69,
|A

⋂
C| = |B ∩ C| = 22 i |A ∩ B ∩ C| = 21. Тодi

|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C| =
74 + 72 + 35− 69− 22− 22 + 21 = 89.

Отже, покупки здiйснювало 89 покупцiв.
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Вiдповiдь на друге питання можна отримати по-рiзному. Ясно, що множину C в свою
чергу можна зобразити у виглядi об’єднання трьох множин:

C = (C ∩ Ā ∩ B̄) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Крiм того, (A∩C)∪ (B ∩C) = A∩B ∩C i (C ∩ Ā∩ B̄)∩ (A∩C) = (C ∩ Ā∩ B̄)∩ (B ∩C) =
(C∩ Ā∩B̄)∩(A∩C)∩(B∩C) = ∅. Тому 35 = |C∩ Ā∩B̄|+22+33−21. Отже, |C∩ Ā∩B̄| = 12.

Або можна мiркувати так: A ∪ B ∪ C = (C ∩ Ā ∩ B̄) ∪ (A ∪ B), причому
(C ∩ Ā ∩ B̄) ∩ (A ∪ B) = ∅. Оскiльки |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| = 74 + 72− 69 = 77, то

|C ∩ Ā ∩ B̄| = |A ∪ B ∪ C| − |A ∪ B| = 89− 77 = 12.

Основнi правила комбiнаторики.

На формулi (2) базується
Правило суми. Якщо вибiр елемента a можна здiйснити m способами, а вибiр еле-

мента b n способами, причому жоден вибiр елемента a не збiгається з жодним вибором
елемента b, то один з елементiв a або b може бути вибраний m+ n способами.

Нагадаємо також, що якщо множина A складається з m елементiв, а множина B з n
елементiв, то кiлькiсть елементiв у декартовому добутку цих множин обчислюється за фор-
мулою:

|A× B| = |A| · |B| (4)

На цiй формулi базується
Правило добутку. Якщо вибiр елемента a можна здiйснити m способами, а вибiр

елемента b незалежно вiд вибору елемента a n способами, то вибiр впорядкованої пари a i
b може бути здiйснений m · n способами.

Приклад 2. Студенти деякої спецiальностi у першому семестрi вивчають курс лiнiй-
ної алгебри та аналiтичної геометрiї. На iспит винесено 30 теоретичних питань з лiнiйної
алгебри i 28 теоретичних питань з аналiтичної геометрiї, а також 40 задач з алгебри i 42
задачi з аналiтичної геометрiї. Бiлет на iспит мiстить два теоретичнi питання – одне
з алгебри, одне з геометрiї i три задачi: двi задачi з алгебри i одна з геометрiї або одна з
алгебри i двi з геометрiї. Скiльки iснує рiзних бiлетiв на iспит?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть дорiвнює

30 · 28 · 40 · 39 · 42 + 30 · 28 · 40 · 42 · 41 = 30 · 28 · 40 · 42 · 80 = 11289600.

Перестановки, розмiщення та комбiнацiї без повторень

Означення 1. Довiльна впорядкована множина, яка складається з n рiзних елементiв,
називається перестановкою без повторень з n елементiв.

Кiлькiсть перестановок з n елементiв позначають Pn. Ця кiлькiсть дорiвнює n!.
Приклад 3. Знайти кiлькiсть перестановок чисел {1, 2, . . . , 4n} так, щоб кожне число,

яке кратне 4, стояло на мiсцi з номером, кратним 4.
Розв’язання. Кiлькiсть чисел, якi кратнi 4, дорiвнює n i їх можна переставляти на мiсця,

кратнi 4, n! способами. Решта 4n−n = 3n чисел мiж собою також можна переставляти (3n)!
способами. За правилом добутку загальна кiлькiсть перестановок дорiвнює (n)!(3n)!.
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|C ∩ Ā ∩ B̄| = |A ∪ B ∪ C| − |A ∪ B| = 89− 77 = 12.

Основнi правила комбiнаторики.

На формулi (2) базується
Правило суми. Якщо вибiр елемента a можна здiйснити m способами, а вибiр еле-

мента b n способами, причому жоден вибiр елемента a не збiгається з жодним вибором
елемента b, то один з елементiв a або b може бути вибраний m+ n способами.

Нагадаємо також, що якщо множина A складається з m елементiв, а множина B з n
елементiв, то кiлькiсть елементiв у декартовому добутку цих множин обчислюється за фор-
мулою:

|A× B| = |A| · |B| (4)

На цiй формулi базується
Правило добутку. Якщо вибiр елемента a можна здiйснити m способами, а вибiр

елемента b незалежно вiд вибору елемента a n способами, то вибiр впорядкованої пари a i
b може бути здiйснений m · n способами.

Приклад 2. Студенти деякої спецiальностi у першому семестрi вивчають курс лiнiй-
ної алгебри та аналiтичної геометрiї. На iспит винесено 30 теоретичних питань з лiнiйної
алгебри i 28 теоретичних питань з аналiтичної геометрiї, а також 40 задач з алгебри i 42
задачi з аналiтичної геометрiї. Бiлет на iспит мiстить два теоретичнi питання – одне
з алгебри, одне з геометрiї i три задачi: двi задачi з алгебри i одна з геометрiї або одна з
алгебри i двi з геометрiї. Скiльки iснує рiзних бiлетiв на iспит?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть дорiвнює

30 · 28 · 40 · 39 · 42 + 30 · 28 · 40 · 42 · 41 = 30 · 28 · 40 · 42 · 80 = 11289600.

Перестановки, розмiщення та комбiнацiї без повторень

Означення 1. Довiльна впорядкована множина, яка складається з n рiзних елементiв,
називається перестановкою без повторень з n елементiв.

Кiлькiсть перестановок з n елементiв позначають Pn. Ця кiлькiсть дорiвнює n!.
Приклад 3. Знайти кiлькiсть перестановок чисел {1, 2, . . . , 4n} так, щоб кожне число,

яке кратне 4, стояло на мiсцi з номером, кратним 4.
Розв’язання. Кiлькiсть чисел, якi кратнi 4, дорiвнює n i їх можна переставляти на мiсця,

кратнi 4, n! способами. Решта 4n−n = 3n чисел мiж собою також можна переставляти (3n)!
способами. За правилом добутку загальна кiлькiсть перестановок дорiвнює (n)!(3n)!.

4

Означення 2. Довiльна впорядкована k-елементна пiдмножина множини, яка склада-
ється з n рiзних елементiв, називається розмiщенням з n по k.

Кiлькiсть розмiщень з n по k позначають Ak
n i обчислюється за формулою Ak

n = n!
(n−k)!

.
Приклад 4. Скiлькома способами можна скласти розклад на понедiлок, якщо учнi ви-

вчають 10 предметiв, у понедiлок 5 урокiв i всi уроки є рiзними.
Розв’язання. Шукана кiлькiсть – це кiлькiсть впорядкованих п’ятиелементних пiдмножин

десятиелементної множини, яка дорiвнює A5
10 = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 = 3024.

Означення 3. Довiльна k елементна пiдмножина, яка складається з n рiзних елемен-
тiв, називається сполукою або комбiнацiєю з n по k.

Їх кiлькiсть знаходиться за формулою n!
k!(n−k)!

i позначається Ck
n або

(
n
k

)
.

Приклад 5. Скiльки iснує перестановок чисел {1, 2, . . . , n}, у яких принаймнi одне число
стоїть на мiсцi з номером, яке збiгається з самим числом?

Розв’язання. Позначимо через Bi множину перестановок чисел {1, 2, . . . , n}, у яких число
i стоїть на i-му мiсцi, а через B – множину перестановок, в яких принаймнi одне число стоїть
на мiсцi з номером, яке збiгається з самим числом. Очевидно, що B = B1

⋃
. . .

⋃
Bn. Вiдомо,

що |B1

⋃
. . .

⋃
Bn| =|B1| + . . . + |Bn|− −|B1

⋂
B2|−|Bn−1

⋂
Bn|+. . . + (−1)n−1|B1

⋂
. . .

⋂
Bn|.

Для довiльного i |Bi| = (n − 1)!, а для довiльного подвiйного перетину |Bi

⋂
Bj|= (n −

2)!. Кiлькiсть подвiйних перетинiв дорiвнює кiлькостi двоелементних пiдмножин множини
{1, 2, . . . , n}, тобто C2

n. Для довiльного потрiйного перетину |Bi

⋂
Bj

⋂
Bk|= (n−3)!. Кiлькiсть

потрiйних перетинiв дорiвнює кiлькостi триелементних пiдмножин множини {1, 2, . . . , n},
тобто C3

n i т.д. Таким чином,

|B| = C1
n(n−1)!−C2

n(n−2)!+C3
n(n−3)3− . . .+(−1)n−1Cn

n0! = n!− n!

2!
+
n!

3!
+ . . .+(−1)n−1n!

n!
=

= n!

(
1− 1

2!
+

1

3!
+ . . .+ (−1)n−1

)
.

Перестановки, розмiщення та комбiнацiї з повтореннями

Означення 4. Довiльна впорядкована множина, яка складається з n1 елементiв пер-
шого типу, n2 елементiв другого типу, . . . , nk елементiв k-го типу (n1 + . . . + nk = n),
називається перестановкою з повтореннями з n по n1, . . . , nk.

Кiлькiсть таких перестановок дорiвнює n!
n1!...nk!

i позначається Pn(n1, . . . , nk) або Cn(n1, . . . , nk).
Приклад 6. Скiльки дванадцятизначних чисел можна скласти з трьох двiйок, чоти-

рьох трiйок i п’яти четвiрок.
Розв’язання. Враховуючи те, що кожна цифра може стояти першою, то шукана кiлькiсть

дорiвнює

P12(3, 4, 5) =
12!

3!4!5!
= 27720.

Означення 5. Довiльна впорядкована множина, яка складається з k елементiв, кожен
з яких вiдноситься до одного з n типiв, називається розмiщенням з повтореннями з n по
k.

Кiлькiсть таких множин дорiвнює nk i цю кiлькiсть ми будемо позначати Āk
n.
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Приклад 7. Скiлькома способами 20 рiзних предметiв можна розмiстити у чотирьох
коробках, якщо кожна коробка може вмiстити i всi предмети?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть дорiвнює 420.
Означення 6. Довiльна сукупнiсть з k елементiв, кожен з яких набуває одне з n зна-

чень, називається комбiнацiєю з повтореннями з n по k.
Кiлькiсть таких множин дорiвнює Ck

n+k−1 = Cn−1
n+k−1 i позначається C̄k

n або fn
k .

Приклад 8. Скiлькома способами можна купити 20 вiтальних листiвок, якщо у ма-
газинi є 10 типiв листiвок?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть дорiвнює C̄20
10.

Поняття генератриси

Означення 7. Нехай дано числову послiдовнiсть a0, a1, . . . , an, . . .. Суму вигляду A(x) =
∞∑
n=0

anx
n називають генератрисою цiєї послiдовностi.

Приклад 9. Знайти генератрису послiдовностi an = 1
n!

.

Розв’язання. A(x) =
n∑

k=0

xk

k!
= ex.

Приклад 10. Знайти кiлькiсть комбiнацiй з повтореннями C̄k
n за допомогою вiдповiдної

генератриси.
Розв’язання. Згадаємо, що кiлькiсть комбiнацiй з повтореннями задовольняє рекурентно-

му спiввiдношенню:
C̄k

n = C̄k−1
n + C̄k

n−1.

(Елемент першого типу може зустрiчатись у вибiрцi, а може i не зустрiчатися. Якщо вiн є у
вибiрцi, то решту елементiв добирається C̄k−1

n способами. Якщо нi — то вибiрку можна скла-
сти C̄k

n−1 способами. Оскiльки цi два випадки незалежнi, то отримуємо потрiбну формулу.).

Зафiксуємо n i для послiдовностi {C̄k
n}∞k=0 побудуємо генератрису An(x) =

∞∑
k=0

C̄k
nx

k. До-

множимо рекурентне спiввiдношення на xk: C̄k
nx

k = C̄k−1
n xk + C̄k

n−1x
k i просумуємо по k =

1, 2, 3, . . . :
∞∑
k=1

C̄k
nx

k =
∞∑
k=1

C̄k−1
n xk +

∞∑
k=1

C̄k
n−1x

k,

або
An(x)− 1 = xAn(x) + An−1(x)− 1,

звiдки

An(x) =
An−1(x)

1− x
.

Маємо знову рекурентне спiввiдношення, вже вiд твiрної функцiї, яке легко розв’язується.

An(x) = An−1(x)
1−x

= An−2(x)
(1−x)2

= · · · = A1(x)
(1−x)n−1 . Але A1(x) =

∞∑
k=0

C̄k
1x

k =
∞∑
k=0

xk = 1
1−x

. Тому

An(x) =
1

(1−x)n
= 1 + C1

nx+ C2
n+1x

2 + · · ·+ Ck
n+k−1x

k + . . . . Маємо C̄k
n = Ck

n+k−1.
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Метод траєкторiй

Для багатьох комбiнаторних задач можна вказати таку геометричну iнтерпретацiю, яка зво-
дить задачу до пiдрахунку кiлькостi траєкторiй, що мають певну властивiсть.

Приклад 11. Розглядаємо прямокутну сiтку квадратiв розмiром m×n. Яка кiлькiсть
найкоротших дорiг на цiй сiтцi, якi ведуть з лiвого нижнього кута (точки (0;0)) в правий
верхнiй кут (точку (m;n))?

Розв’язання. Кожен найкоротший шлях з точки (0;0) в точку (m;n) – це послiдовнiсть
довжини m + n, яка складається з m горизонтальних i n вертикальних вiдрiзкiв. Тому за-
гальна кiлькiсть шляхiв дорiвнює кiлькостi способiв з послiдовностi {1, 2, . . . ,m+n} вибрати
m чисел, якi будуть вiдповiдати горизонтальним вiдрiзкам (або вибрати n чисел, якi будуть
вiдповiдати вертикальним вiдрiзкам). Шукана кiлькiсть дорiвнює Cm

m+n = Cn
m+n.

Задачi та iндивiдуальнi завдання

1 Знаходження кiлькостi елементiв об’єднання декiлькох
множин

1.1 Задачi для практичного заняття

1. (Усно) Заняття з англiйської мови вiдвiдує 24 студенти групи, а з нiмецької – 6. Скiльки
студентiв у групi, якщо:

(а) заняття вiдбуваються в один i той же час;

(б) заняття вiдбуваються в рiзний час, причому два студенти ходять i на англiйську,
i на нiмецьку?

2. В спецiалiзованому магазинi, де продаються лижi, лижнi палки та черевики за мiсяць
було продано 1000 пар лиж, 500 пар черевикiв i 500 пар палок. Вiдомо, що 400 пар
лиж куплено разом з черевиками, 300 пар лиж – разом з палками, 200 пар черевикiв
разом з палками, а 100 пар лиж – разом з черевиками i палками. Скiльки було зроблено
покупок?

3. На екзаменi абiтурiєнтам було запропоновано три задачi: з геометрiї, алгебри i з триго-
нометрiї. З 1000 учнiв задачу з алгебри зробило 800, з геометрiї – 700, а з тригонометрiї
– 600. Задачi з алгебри i геометрiї зробило 600 учнiв, з алгебри i тригонометрiї – 500, з
геометрiї i тригонометрiї – 400, а 300 учнiв зробило всi три задачi. Скiльки абiтурiєнтiв
не зробило жодної задачi?

4. Довести, що кiлькiсть натуральних чисел не бiльших, нiж 1000, якi дiляться на n,
n ∈ N , дорiвнює

[
1000
n

]
.

5. Знайти кiлькiсть натуральних чисел не бiльших, нiж 1000, якi не дiляться нi на 2, нi
на 3, нi на 5.

6. Знайти кiлькiсть натуральних чисел не бiльших, нiж 1000, якi не дiляться нi на 6, нi
на 10, нi на 15.

7. Знайти кiлькiсть простих чисел, не бiльших, нiж 100.
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8. В жорстокому бою не менше, нiж 70% бiйцiв втратили одне око, не менше, нiж 75%
– одне вухо, не менше, нiж 80% – одну руку, не менше, нiж 85% – одну ногу. Яка
мiнiмальна кiлькiсть бiйцiв, якi втратили i око, i вухо, i руку, i ногу?

1.2 Iндивiдуальнi завдання

1. В однiй кав’ярнi за день було замовлено 105 чашок кави, 77 тiстечок та 48 порцiй
морозива. Вiдомо, що 60 клiєнтiв пили каву i їли тiстечка; 38 – пили каву i їли морозиво;
19 – їли i тiстечко, i морозиво. Вiдомо також, що 19 клiєнтiв замовили i каву, i тiстечко,
i морозиво.

(а) Скiльки клiєнтiв вiдвiдало кав’ярню?

(б) Скiльки з них замовили тiльки морозиво?

2. Скiльки натуральних чисел не бiльших, нiж 2000 дiляться або на 11, або на 13, але не
на 19?

3. З 29 студентiв групи 16 вiдвiдує секцiю з легкої атлетики, 12 – футбольну секцiю, а
8 – секцiю карате. Вiдомо, що троє студентiв ходять i на легку атлетику, i на карате;
четверо – i на легку атлетику, i на футбол; один студент – i на футбол, i на карате.

(а) Скiльки студентiв вiдвiдує всi три секцiї?

(б) Скiльки студентiв ходить на футбол i на карате, але не на легку атлетику?

4. При аналiзi опитування виборцiв виявилось, що 52% не заперечує проти кандидата А,
23% не заперечує проти кандидата В, а 25% не заперечує проти кандидата С. Крiм того,
12% вважають для себе прийнятними i кандидата А i кандидата В, 10% – кандидатiв А
i С, а 3% – кандидатiв В i С. 2% виборцiв допускають для себе всiх трьох кандидатiв.

(а) Скiльки процентiв виборцiв не пiдтримує жодного кандидата?

(б) Скiльки пiдтримує рiвно одного кандидата?

5. Скiльки натуральних чисел не бiльших, нiж 1000 дiляться на 2 або на 3, але не на 5?

6. Вибори голови кооперативу вiдбувалися так: у бюлетень було внесено три кандидату-
ри А, В та С i потрiбно було викреслити небажаного кандидата (кандидатiв). Виграє
той, хто набере найбiльшу кiлькiсть голосiв. При пiдрахунку виявилось, що серед 95
бюлетенiв 11 є тiльки за кандидата А, 9 – тiльки за В, а 15 – тiльки за С. За всiх трьох
проголосувало 20 чоловiк, а за двох голоси розподiлилися так: 9 подано за А i В, 6 – за
А i С, а 4 – за В i С. Зiпсованих бюлетенiв не було. Хто з кандидатiв виграв вибори?

7. Опитування на одному факультетi виявило, що у вiльний час 31% студентiв читає
наукову фантастику, 25% – детективи, а 8% – поезiю. 3% студентiв читає i фантастику, i
поезiю, стiльки ж – i детективи, i поезiю, а 11% читає i фантастику, i детективи. Вiдомо
також, що 1% студентiв читає книжки всiх трьох жанрiв.

(а) Скiльки процентiв студентiв цiкавиться тiльки поезiєю?

(б) Скiльки не цiкавиться жодним з вказаних жанрiв?
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8. Кожен студент факультету вивчає принаймнi одну iноземну мову. 120 студентiв ви-
вчають англiйську мову, 23 – нiмецьку, а 13 – французьку. Двоє студентiв вивчає двi
iноземнi мови, i стiльки ж – три.

(а) Скiльки студентiв на курсi?

(б) Скiльки вивчає тiльки одну iноземну мову?

9. При дослiдженнi читацьких карток студентiв виявилось, що 60% студентiв читає жур-
нал А, 55% – журнал В, а 50% – журнал С. 25% студентiв читає i журнал А, i журнал
В, 40% – i А, i С, 20% – i В, i С, а 10% – всi три журнали.

(а) Скiльки процентiв студентiв не читає жодного з цих журналiв?

(б) Скiльки – тiльки журнал С?

10. Знайти кiлькiсть натуральних чисел не бiльших за 1000, якi не дiляться нi на 2, нi на
3, нi на 7.

11. З 25 студентiв групи 12 вiдвiдує секцiю з легкої атлетики, стiльки ж – з плавання, а 11
– з тенiсу. Вiдомо, що 4 студентiв ходять i на тенiс, i на плавання; 5 – i на плавання, i
на легку атлетику; 3 – i на легку атлетику, i на тенiс.

(а) Скiльки студентiв вiдвiдує рiвно двi секцiї?

(б) Скiльки студентiв вiдвiдує всi три секцiї?

12. Скiльки натуральних чисел не бiльших, нiж 2000 дiляться або на 11, або на 19, але не
на 13?

13. При аналiзi опитування виборцiв виявилось, що 59% виборцiв не пiдтримує кандидата
А, 79% не пiдтримує кандидата В, а 75% – С. Крiм того, 45% виборцiв не пiдтримує нi
А, нi В, 39% – нi А, нi С, 60% – нi В, нi С, а 29% – жодного кандидата.

(а) Скiльки процентiв виборцiв пiдтримує всiх трьох кандидатiв?

(б) Скiльки пiдтримує тiльки кандидата А?

14. Скiльки натуральних чисел не бiльших, нiж 1000 дiляться на 3 або на 5, але не на 2?

15. При опитуваннi глядачiв виявилося, що 70% з них дивляться комедiї, 88% приходять
на драми, а 55% – на трагедiї. Крiм того, 58% глядачiв з задоволенням дивляться i
комедiї, i драми, 40% – комедiї i трагедiї, а 55% – драми i трагедiї.

(а) Скiльки процентiв глядачiв дивляться постановки всiх трьох жанрiв?

(б) Скiльки – тiльки трагедiї?

16. За день в кав’ярню зайшло 172 вiдвiдувачi. Вони випили 131 чашку кави, з’їли 67
тiстечок та 71 порцiю морозива. Вiдомо, що 21 вiдвiдувач замовив i каву, i тiстечко, i
морозиво, а 11 не замовило нiчого. Крiм того, вiдомо, що 61 вiдвiдувач i пив каву, i їв
тiстечко, а 46 – i пили каву, i їли морозиво.

(а) Скiльки вiдвiдувачiв їли i морозиво, i тiстечко?

(б) Скiльки з них при цьому не пили кави?
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17. 16 студентiв групи вiдвiдує волейбольну секцiю, 10 – баскетбольну, а 9 – футбольну.
Вiдомо також, що 5 студентiв ходять i на волейбол, i на баскетбол; 3 – i на футбол, i
на волейбол; 2 – i на футбол, i на баскетбол. Нiхто не ходить на три секцiї.

(а) Скiльки студентiв у групi?

(б) Скiльки з них вiдвiдує рiвно двi секцiї?

18. При аналiзi опитування виборцiв виявилось, що 49% не заперечує проти кандидата А,
18% не заперечує проти кандидата В, а 24% не заперечує проти кандидата С. Крiм того,
7% вважають для себе прийнятними i кандидата А i кандидата В, 8% – кандидатiв А i
С, а 2% – кандидатiв В i С. 25% виборцiв не пiдтримують жодного кандидата.

(а) Скiльки процентiв виборцiв вважають для себе прийнятними всiх трьох кандида-
тiв?

(б) Скiльки пiдтримує рiвно одного кандидата?

19. Вибори голови кооперативу вiдбувалися так: у бюлетень було внесено три кандидатури
А, В та С i потрiбно було викреслити небажаного кандидата (кандидатiв). Виграє той,
хто набере найбiльшу кiлькiсть голосiв. При пiдрахунку виявилось, що серед 71 члена
кооперативу 9 проголосувало тiльки за кандидата А, 15 – тiльки за В, а 17 – тiльки за
С. За всiх трьох проголосувало 4 чоловiк, а за двох голоси розподiлилися так: 10 подано
за А i В, 8 – за А i С, а 41– за В i С. Зiпсованих бюлетенiв не було. Хто з кандидатiв
виграв вибори?

20. Скiльки натуральних чисел не бiльших, нiж 2000 дiляться або на 13, або на 19, але не
на 11?

21. Опитування на одному факультетi виявило, що у вiльний час 33% студентiв читає
наукову фантастику, 21% – детективи, а 8% – поезiю. 3% студентiв читає i фантастику, i
поезiю, стiльки ж – i детективи, i поезiю, а 11% читає i фантастику, i детективи. Вiдомо
також, що 2% студентiв читає книжки всiх трьох жанрiв.

(а) Скiльки процентiв студентiв цiкавиться тiльки поезiєю?

(б) Скiльки цiкавиться або детективами, або фантастикою?

22. Кожен студент факультету вивчає принаймнi одну iноземну мову. 93 студенти вивчають
англiйську мову, 23 – нiмецьку, а 12 – французьку. Двоє студентiв вивчає тiльки двi
iноземнi мови, а один – три. Нiхто не вивчає тiльки англiйську i французьку, чи тiльки
нiмецьку i французьку.

(а) Скiльки студентiв на курсi?

(б) Скiльки вивчає тiльки французьку мову?

23. При дослiдженнi читацьких карток студентiв виявилось, що 60% студентiв читає жур-
нал А, 70% – журнал В, а 50% – журнал С. Журнали А i В читає 35% студентiв, А i С
– 40% студентiв, В i С – 25% а 15% – всi три журнали.

(а) Скiльки процентiв студентiв читає не бiльше одного журналу?

(б) Скiльки – не менше двох?
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24. Секцiю з плавання вiдвiдує 11 студентiв, з футболу – 7, а з волейболу – 6. Вiдомо,
що троє студентiв ходять на плавання i на волейбол, двоє – на плавання на футбол, а
один – на футбол, i на волейбол, причому нiхто з них не ходить на всi три секцiї. 10
студентiв, якi не вiдвiдують жодної секцiї, ходять на загальнi заняття з фiзкультури, а
2 взагалi звiльненi вiд фiзкультури за станом здоров’я. Скiльки студентiв у групi?

25. При аналiзi опитування виборцiв виявилось, що 64% виборцiв не пiдтримує кандидата
А, 65% не пiдтримує кандидата В, а 70% – С. Крiм того, 38% виборцiв не пiдтримує нi
А, нi В, 42% – нi А, нi С, 40% – нi В, нi С, а 18% – жодного кандидата.

(а) Скiльки процентiв виборцiв пiдтримує всiх трьох кандидатiв?

(б) Скiльки пiдтримує кандидатiв А i В, але не пiдтримує С?

26. Знайти кiлькiсть натуральних чисел не бiльших за 1000, якi не дiляться нi на 2, нi на
3, нi на 11.

27. Серед артистiв театральної трупи 37% бере участь в комедiях, 48% – в драмах, а 55%
– в трагедiях. Серед них 20% артистiв беруть участь i в комедiях, i в драмах, 12% –
комедiях i трагедiях, а 18% – в драмах i трагедiях.

(а) Скiльки процентiв артистiв бере участь у всiх трьох жанрах?

(б) Скiльки – рiвно у двох?

28. Скiльки натуральних чисел не бiльших, нiж 2000 дiляться тiльки на одне з чисел 11,
13 i 19?

29. При опитуваннi глядачiв виявилося, що 80% з них дивляться комедiї, стiльки ж – при-
ходять на драми, а 75% – на трагедiї. Крiм того, 65% глядачiв з задоволенням дивляться
i комедiї, i драми, стiльки ж – комедiї i трагедiї, а 50% – драми i трагедiї.

(а) Скiльки процентiв глядачiв дивляться постановки всiх трьох жанрiв?

(б) Скiльки – тiльки трагедiї?

30. Знайти кiлькiсть натуральних чисел не бiльших за 1000, якi не дiляться нi на 2, нi на
5, нi на 11.

2 Основнi правила комбiнаторики

2.1 Задачi для практичного заняття

1. Школяр добирається до школи або через лiс, або повз озеро. Через лiс ведуть три
рiзнi стежки; з дому до озера - 2 стежки, а вiд озера до школи - 4. Скiлькома рiзними
способами школяр може добратися до школи?

2. Англiйцi дають дiтям декiлька iмен. Скiлькома способами можна назвати дитину, якщо
дати їй не бiльше трьох iмен зi списку з 300 iмен (способи, якi вiдрiзняються порядком,
вважаються рiзними)?

3. Вiд пункту А до пункту В 999 км. Вздовж дороги, що їх з’єднує, встановлено стовпи,
на яких вказана вiддаль до даних пунктiв: 0 - 999, 1 - 998, 2 - 997, ... , 999 - 0. Скiльки
серед них таких, якi записанi двома рiзними цифрами?
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4. Нехай p1, p2, . . . pn - простi рiзнi числа. Скiльки рiзних дiльникiв має число m = pα1
1 ×

pα2
2 ×· · ·× pαn

n , де α1, α2, . . .αn - натуральнi числа? Скiльки є дiльникiв, якi не дiляться
на квадрат жодного натурального числа, не рахуючи одиницi?

5. В прямокутну таблицю з m стовпчиками та n рядками проставленi числа +1 та -1 так,
що добуток чисел в кожному стовпчику та рядочку дорiвнює 1. Скiлькома способами
можна це зробити?

6. Яка кiлькiсть матриць розмiру m на k, елементами яких є числа 0 i 1?

2.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Є 5 видiв конвертiв без марок i 4 види марок. Скiлькома способами можна вибрати
конверт з маркою для вiдправлення листа?

2. Скiльки дiагоналей має опуклий n-кутник?

3. На колi задано n точок. Скiльки рiзних хорд можна через них провести?

4. Скiлькома способами можна розкласти в двi кишенi 5 монет рiзної вартостi?

5. Скiльки є п’ятизначних чисел, якi дiляться на 5?

6. У селищi проживає 1500 жителiв. Доведiть, що принаймнi двоє з них має одинаковi
iнiцiали.

7. Скiльки рiзних дiльникiв має число 151875 (враховуючи саме це число i одиницю)?

8. Коалiцiї A та B ведуть вiйну мiж собою, а n нейтральних держав знаходяться в нерi-
шучостi, причому p з них не приєднаються до A, а q не приєднаються до B. Скiльки
нових ситуацiй може скластися в залежностi вiд поведiнки нейтральних держав?

9. На залiзничнiй станцiї є n свiтлофорiв, кожен з яких має два положення: “ввiмкнений”
i “вимкнений”. Скiльки рiзних сигналiв можна подати з їх допомогою?

10. Скiлькома способами можна вiдзначити на шаховiй дошцi два квадрати - бiлий i чор-
ний?

11. Пасажир залишив речi в автоматичнiй камерi схову, а коли повернувся, то виявив, що
забув код, який складається з п’яти цифр. Пам’ятав тiльки, що код мiстив числа 23 i
57. Яку найбiльшу кiлькiсть варiантiв треба перебрати, щоб вiдкрити камеру?

12. Скiльки тризначних чисел можна утворити, використовуючи тiльки один раз цифри:

(а) 0, 1, 2, 3, 4;

(б) 5, 6, 7, 8, 9?

13. Автомобiльний номер складається з двох букв та п’яти цифр. Скiльки рiзних номерiв
можна утворити, використовуючи 32 букви української абетки?

14. На вершину гори веде 7 дорiг. Скiлькома способами можна пiднятися i спуститись з
вершини, якщо:

(а) пiдйом та спуск вiдбувається рiзними шляхами;
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(б) можна використовувати i той самий шлях?

15. У їдальнi є 3 першi страви, 5 других та 2 третi. Скiлькома способами можна з них
утворити повноцiнний обiд?

16. Скiлькома способами можна вибрати голосну i приголосну букву iз слiв:

(а) “будинок”;

(б) “комбiнаторика”?

17. З 12 слiв чоловiчого роду, 9 жiночого та 10 середнього треба вибрати по слову. Скiль-
кома способами можна зробити такий вибiр?

18. Скiльки є п’ятизначних чисел, якi однаково читаються справа налiво та злiва на право?

19. Скiльки дiльникiв має число 198 (враховуючи саме це число i одиницю)?

20. Скiльки рiзних добуткiв, кратних 10, можна утворити з чисел 2, 3, 5, 7, 11?

21. Скiльки рiзних танцювальних пар можна утворити з 6 хлопцiв i 7 дiвчат? Скiлькома
способами серед них можна вибрати двi пари, якi будуть танцювати одночасно?

22. Є 4 види конвертiв без марок i 3 види марок. Є також 5 видiв готових конвертiв з
марками. Скiльки є рiзних способiв вiдправити листа?

23. Скiльки є семизначних чисел, якi дiляться на 5?

24. Скiльки рiзних дiльникiв має число 34 × 55 (враховуючи саме це число i одиницю)?

25. Скiльки рiзних парних добуткiв можна отримати з множникiв 2, 3, 5, 7, 11?

26. Скiльки рiзних танцювальних пар можна утворити з 6 хлопцiв i 5 дiвчат? Скiлькома
способами можна вибрати три пари, якi будуть танцювати одночасно?

27. Азбука Морзе передає росiйську букву «е» однiєю точкою, а букву «э», яка рiдко зу-
стрiчається, послiдовнiстю з п’яти символiв. Чому не можна обiйтись послiдовностями
з не бiльш як чотирьох символiв?

28. Скiлькома способами з 28 костей домiно можна вибрати двi кiстки так, щоб їх можна
було прикласти одну до одної?

29. Кидають три гральнi кiстки. Скiлькома способами вони можуть випасти так, три верхнi
гранi або однаковi, або всi три рiзнi?

30. Яка максимальна кiлькiсть жителiв може бути у країнi, якщо вiдомо, що у всiх її
жителiв рiзнi набори зубiв?

13



14

3 Перестановки без повторень

3.1 Задачi для практичного заняття

1. Скiлькома способами можна роздати 25 студентам 25 рiзних бiлетiв?

2. Алхiмiк знає, що для приготування елiксиру життя потрiбно 20 рiзних речовин. Йо-
му невiдомо тiльки в якому порядку їх треба змiшувати. Скiльки всього iснує таких
порядкiв?

3. Скiлькома способами можна розмiстити n гостей за одним столом?

4. Нехай стiл круглий i всi мiсця рiвноцiннi. Скiльки є рiзних розмiщень гостей, якщо
розмiщення вважати однаковими, коли у кожного гостя той самий сусiд справа i той
самий сусiд злiва?

5. Нехай стiл круглий i всi мiсця рiвноцiннi. Скiльки є рiзних розмiщень гостей, якщо
розмiщення вважати однаковими, коли у кожного гостя тi самi сусiди?

6. На полицi є 3 книжки одного автора i 7 книжок iнших авторiв. Скiлькома способами
їх можна розмiстити так, щоб книги одного автора стояли поряд?

7. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, ... , 2n} так, щоб кожне парне
число мало парний номер?

8. Скiльки iснує перестановок множини {1, 2, . . . , n}, в яких елементи 1 i 2 стоять поряд
в порядку зростання? Поряд, але в довiльному порядку? Скiльки iснує перестановок,
в яких числа 1 i 2 не стоять поряд?

3.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Скiлькома способами можна розташувати на шаховiй дошцi 8 тур так, щоб вони не
били одна одну?

2. У шаховому турнiрi бере участь 7 осiб. Скiлькома способами вони можуть розподiлити
мiсця мiж собою?

3. Скiлькома способами можна скласти список з 8 учнiв?

4. Скiлькома способами можуть сiсти за стiл 5 жiнок i 5 чоловiкiв так, щоб особи однiєї
статi не сидiли поряд?

5. На полицi є 4 томики поезiї i 9 пiдручникiв. Скiлькома способами їх можна розставити
так, щоб всi пiдручники стояли поряд?

6. На протязi сесiї студенти здають чотири iспити, серед яких два – з математичних ди-
сциплiн. Скiлькома способами можна скласти розклад так, щоб iспити з математики
не йшли один за одним?

7. Скiлькома способами можна 10 рiзних iграшок роздати 10 дiтям так, щоб кожному
дiсталася принаймнi одна iграшка?
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8. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, ... , n} так, щоб числа 1, 2,
3 стояли поряд в порядку зростання?

9. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, ... , n} так, щоб числа 1, 2,
3 стояли поряд в порядку зростання?

10. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, ... , n} так, щоб не всi з чисел
1, 2, 3 стояли поряд?

11. Скiльки iснує перестановок множини з n елементiв, в яких данi два елементи не стоять
поряд?

12. Скiльки iснує перестановок множини з n елементiв, в яких данi два елементи стоять
поряд?

13. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, 3, ... , 3n} так, щоб числа,
кратнi 3, стояли на мiсцях, кратних 3?

14. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, 3, ... , 6n} так, щоб числа,
кратнi 2 i 3, стояли на мiсцях, кратних 2 i 3 вiдповiдно?

15. Скiлькома способами можна вишикувати в колону один за одним n осiб так, щоб особа
В стояла безпосередньо за особою А?

16. Скiлькома способами можна вишикувати в колону один за одним n осiб так, щоб особа
В стояла за особою А, але не обов’язково безпосередньо?

17. Скiлькома способами можна розподiлити 10 листiв у 10 рiзних конвертiв?

18. Скiльки iснує перестановок з n чисел, в яких данi три числа не стоять поряд?

19. П’ятнадцятеро дiтей взялося для танцю за руки i утворило коло навколо ялинки. Скiль-
ки при цьому може бути рiзних розташувань дiтей?

20. 7 хлопчикiв i 7 дiвчаток взялося за руки i утворило коло для танцю. Скiльки можливо
рiзних розташувань дiтей, якщо жоднi двi дiвчинки не повиннi стояти поряд?

21. Батько купив для своїх 5 дiтей 5 рiзних подарункiв. Скiлькома способами може вiн їх
роздати так, щоб жодна дитина не залишилась без подарунка?

22. В класi 28 дiтей. Скiлькома способами вони можуть вишикуватися в ряд, якщо першим
має стояти староста класу?

23. На чортовому колесi має бути встановлено 35 рiзних кабiнок. Скiлькома способами це
можна здiйснити?

24. 10 туристiв, серед яких було 3 дiтей, пiднiмаються вузькою стежкою вгору. Скiлькома
способами вони можуть розташуватись один за одним так, щоб дiти йшли поряд, але
не першi i не останнi?

25. 16 дiтей катаються на каруселi, де всi мiсця оформленi по-рiзному. Скiльки може бути
рiзних розмiщень дiтей? Як змiниться вiдповiдь, якщо всi мiсця на каруселi однаковi?
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26. В дiвчинки було 30 намистинок: 10 червоних, 10 рожевих i 10 жовтих. Всi намистинки
круглi, але рiзнi за розмiром. Дiвчинка хоче зробити кругле намисто, чергуючи кольо-
ри: червоний, рожевий, жовтий. Знову червоний i т.д. Скiльки рiзних намист можна
зробити?

27. За стiл для переговорiв сiдають по 8 лицарiв двох ворогуючих сторiн. Скiлькома спосо-
бами їх можна розсадити так, щоб жоднi два лицарi однiєї сторони не сидiли поряд?

28. Нехай стiл для переговорiв круглий i всi мiсця за ним рiвноправнi. Скiлькома способами
можна за ним розмiстити по 8 лицарiв двох ворогуючих сторiн так, щоб жоднi два
лицарi однiєї сторони не сидiли поряд?

29. Скiлькома способами можна розмiстити за столом (всi мiсця рiзнi) 9 гостей, серед яких
двоє хочуть сидiти поряд?

30. На колi задано 12 точок. Скiлькома способами їх можна позначити числами 1, 2,. . . , 12
так, щоб числа 1, 2 i 3 йшли поряд в порядку зростання за годинниковою стрiлкою?

4 Розмiщення без повторень

4.1 Задачi для практичного заняття

1. Скiлькома способами з 25 студентiв можна вибрати старосту, профорга i фiзорга?

2. Скiльки iснує телефонних номерiв, якi мiстять 5 рiзних цифр?

3. Скiльки iснує чотиризначних чисел з усiма рiзними цифрами?

4. Скiльки є п’ятизначних чисел, якi однаково читаються справа налiво i злiва направо?

5. Скiльки є матриць з n рядкiв i k стовпчикiв з елементами з множини {0, 1}? Скiльки
серед них таких, в яких всi рядки рiзнi?

6. Скiльки є квадратних матриць розмiру n на n, з елементами з множини {1, 2, . . . , n}?
Скiльки серед них таких, що в кожному рядку всi елементи рiзнi i нiякi два рядки не
повторюються?

4.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Скiльки потрiбно словникiв, щоб безпосередньо робити переклади з української, росiй-
ської, англiйської, нiмецької та французької мов на будь-яку iншу з них?

2. Скiлькома способами можна позначити трикутник великими буквами латинського ал-
фавiту?

3. Скiльки рiзних типiв бiлетiв iз вказанням станцiї вiдправлення i станцiї призначення
треба вiддрукувати для лiнiї з 50 станцiй?

4. Скiлькома способами може бути присуджена золота, срiбна та бронзова медалi на зма-
ганнях, в яких беруть участь 15 спортсменiв?
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5. Скiлькома способами можна зробити триколiрний прапор з горизонтальним смугами
однакової ширини, якщо є тканини 7 рiзних кольорiв? Розв’язати цю задачу за умови,
що серед кольорiв обов’язково має бути голубий.

6. Скiлькома способами серед 30 учнiв класу можна обрати старосту, фiзорга та редактора
стiнної газети?

7. Студенти вивчають 7 предметiв. У понедiлок 4 пари, причому всi дисциплiни рiзнi.
Скiлькома способами можна скласти розклад на понедiлок?

8. В класi 20 хлопцiв i 20 дiвчат. Для участi у вечерi художньої самодiяльностi необхiдно
видiлити танцювальний дует, дует спiвакiв i гiмнастичний дует. Скiлькома способами
це можна зробити, якщо всi учнi спiвають, танцюють i виконують гiмнастичнi вправи,
але можуть бути задiянi тiльки один раз?

9. Скiлькома способами можна роздати 8 студентам по бiлету з 15 рiзних бiлетiв?

10. На вечiрцi 7 жiнок i 9 мужчин. .Скiльки рiзних пар можна утворити для танцю, якщо
всi жiнки танцюють?

11. Скiлькома способами можна з повної колоди карт (52 карти) вибрати по однiй картi
кожної мастi? Скiлькома способами це можна зробити так, щоб всi вибранi карти були
рiзнi (не було двох королiв, наприклад)?

12. В мiсцевком вибрано 9 осiб. Серед них треба обрати голову, заступника i культорга.
Скiлькома способами це можна зробити?

13. В батька є 5 рiзних апельсинiв, якi вiн роздасть своїм 8 дiтям, причому кожен отримає
або один апельсин, або жодного. Скiлькома способами це можна зробити?

14. Спортивний клуб нараховує 30 членiв. Скiлькома способами з них можна вибрати ко-
манду для участi в естафетi на 100+200+400+800 метрiв?

15. Компанiя з 7 юнакiв i 10 дiвчат танцює. Скiльки є варiантiв участi дiвчат в танцi, якщо
всi юнаки танцюють?

16. Воротар 7 разiв подає м’яч в гру. Нехай тренер радив йому подавати кожен раз iншому
гравцевi. Скiлькома способами вiн може це зробити?

17. Скiлькома способами можна вишикувати п’ятьох осiб в ряд для фотографування?
Скiлькома способами можна це зробити, якщо на фотографiї двi особи мають бути
на задньому планi, а три на передньому?

18. Футбольна команда визначається складом команди i роллю, яку вiдiграє в командi
кожен гравець. Скiльки рiзних команд можна скласти з 13 гравцiв, якщо кожен гравець
може займати в командi довiльне мiсце? Двоє гравцiв можуть бути тiльки воротарями?

19. Студентовi треба здати 4 екзамени за 8 днiв. Скiлькома способами можна це зробити,
якщо в один день можна здати не бiльше, нiж один екзамен?

20. Студентовi треба здати 4 екзамени за 8 днiв, причому останнiй екзамен має бути в
останнiй день. Скiлькома способами можна це зробити?

21. Четверо студентiв поселялось в гуртожиток ще тодi, коли було 25 вiльних мiсць. Скiль-
кома способами вони могли бути розселенi?
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22. 20 дiтей хочуть кататися на каруселi, де є 16 однакових мiсць. Скiлькома способами
вони можуть це зробити?

23. 20 дiтей хочуть кататися на каруселi, де є 16 рiзних мiсць. Скiлькома способами вони
можуть це зробити?

24. В дiвчинки є 30 рiзних за кольором i розмiром круглих намистинок. Скiлькома спосо-
бами вона може з них зробити кругле намисто з 20 намистинок?

25. Скiльки є рiзних матриць розмiру n× n, складених з чисел {1, 2, . . .m}, m > n, в яких
в кожному рядочку всi елементи рiзнi?

26. Скiльки є рiзних матриць розмiру n× n, складених з чисел {1, 2, . . .m}, m > n, в яких
в кожному рядочку всi елементи рiзнi i всi рядки теж рiзнi?

27. На колi задано 12 точок, позначених рiзними буквами латинського алфавiту. Скiльки
є рiзних векторiв, що з’єднують цi точки?

28. У Карлсона є 10 рiзних цукерок. На обiд вiн хоче з’їсти 5, причому для нього має
значення, в якiй послiдовностi вiн це зробить. Скiлькома способами Карлсон може
пообiдати?

29. Скiльки є всiх натуральних чисел, в яких всi цифри рiзнi?

30. На випускнi iспити в лiцеї виносилось 6 предметiв: українська мова i лiтература, iсторiя,
математика, фiзика, iнформатика та англiйська мова. Першi два предмети обов’язковi
i здаються спочатку, а з 4 iнших можна вибрати 3. Скiльки є послiдовностей складання
iспитiв?

5 Комбiнацiї без повторень

5.1 Задачi для практичного заняття

1. Скiлькома способами з 25 студентiв можна вибрати трьох чергових?

2. Дано n точок, нiякi три з яких не лежать на однiй прямiй. Скiльки прямих можна
провести, з’єднуючи точки попарно? Скiльки iснує трикутникiв з вершинами в цих
точках?

3. На площинi проведено n прямих так, що нiякi двi з них не паралельнi i нiякi три з
них не перетинаються в однiй точцi. Знайти кiлькiсть точок перетину цих прямих i
кiлькiсть утворених ними трикутникiв.

4. На колi задано n точок. Вiдомо, що нiякi три хорди, проведенi через них, не перетина-
ються в однiй точцi. Скiльки є точок перетину хорд?

5. Скiльки iснує чотиризначних чисел, в яких кожна наступна цифра бiльша (менша) за
попередню?

6. Дано натуральнi числа вiд 1 до 30. Скiлькома способами з них можна вибрати три
числа так, щоб їх сума була парна? [C1

15 · C2
15 + C3

15]

7. В хокейному клубi 8 нападаючих, 5 захисникiв i 2 воротарi. Скiльки рiзних варiантiв
команди можна скласти, якщо на лiд виходить воротар, два захисники i троє напада-
ючих?
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5.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Скiлькома способами можна вибрати 3 фарби з 5 фарб?

2. В скiлькох точках перетинаються дiагоналi опуклого n кутника, якщо нiякi три з них
не перетинаються в однiй точцi?

3. На колi задано 9 точок. Скiльки опуклих многокутникiв з вершинами в цих точках
можна побудувати?

4. Правильний многокутник має 35 дiагоналей. А скiльки сторiн?

5. Нехай є k частинок, якi розташованi в n рiзних областях простору. Припустiмо, що
частинки не вiдрiзняються одна вiд одної i в кожнiй областi може знаходитися не бiльше
однiєї частинки (отже, k ≤ n). Стан системи описується вказанням областей, в яких
розташованi частинки (це модель Фермi-Дiрака). Скiльки є рiзних станiв системи?

6. На вечiрку прийде n гостей, не знайомих мiж собою. Скiльки нових знайомств може
вiдбутися?

7. З 52 членiв конференцiї треба обрати президiю з 5 осiб i делегацiю з 3 осiб. Скiлькома
способами це можна зробити, якщо члени президiї можуть бути делегатами?

8. З 52 членiв конференцiї треба обрати президiю з 5 осiб i делегацiю з 3 осiб. Скiлькома
способами це можна зробити, якщо члени президiї не можуть бути делегатами?

9. Скiлькома способами можна скласти комiсiю в складi 3 осiб з 4 подружнiх пар, якщо
в комiсiю можуть входити довiльнi троє з 8 осiб?

10. Скiлькома способами можна скласти комiсiю в складi 3 осiб з 4 подружнiх пар, якщо
в комiсiю не можуть входити двоє з подружжя?

11. В кiмнатi є n лампочок. Скiльки є рiзних способiв освiтлення кiмнати? Скiльки є спосо-
бiв освiтлення, при яких горить рiвно k лампочок?

12. З 10 рiзних квiток треба скласти букет так, щоб у ньому була непарна кiлькiсть квiток.
Скiлькома способами це можна зробити?

13. У бiблiотецi є 10 теоретичних пiдручникiв з дискретної математики i 5 задачникiв з
цього предмету. Скiлькома способами можна видати студентам по два теоретичних
пiдручники i два задачники?

14. На класнiй дискотецi 14 хлопцiв i 16 дiвчат. Скiлькома способами з них можна вибрати
4 пари для танцю?

15. Скiлькома способами групу з 15 учнiв можна подiлити на двi групи так, щоб в першiй
було 11 осiб, а в другiй 4?

16. Рота складається з 3 офiцерiв, 6 сержантiв i 60 рядових. Скiлькома способами можна
видiлити з них загiн, що складається з 1 офiцера, 2 сержантiв i 20 рядових?

17. Рота складається з 3 офiцерiв, 6 сержантiв i 60 рядових. Скiлькома способами можна
видiлити з них загiн, що складається з 1 офiцера, 2 сержантiв i 20 рядових, якщо до
загону повинен увiйти командир роти i старший з сержантiв?
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18. П’ятеро дiвчат i семеро юнакiв грають у городки. Скiлькома способами вони можуть
роздiлитися на двi команди по 6 осiб так, щоб у кожнiй командi був хоча б один хлопець?

19. Скiлькома способами колоду з 52 карт можна роздiлити на двi рiвнi частини так, щоб
у кожнiй було порiвну чорних i червоних карт?

20. У групi навчається 10 хлопчикiв i 14 дiвчаток. Скiлькома способами групу можна роз-
дiлити на двi частини так, щоб у кожнiй частинi була однакова кiлькiсть хлопчикiв i
дiвчаток?

21. Скiльки рiзних паралелограмiв можна отримати при перетинi n паралельних прямих
k iншими паралельними прямими?

22. У одного студента є 7 книжок з математики, а в другого – iнших 8. Скiлькома способами
вони можуть обмiняти 3 книги одного на 3 книги iншого?

23. З колоди, в якiй є 52 карти, витягнули 10 карт. У скiлькох випадках серед них є хоча
б один туз?

24. З колоди, в якiй є 52 карти, витягнули 10 карт. У скiлькох випадках серед них є рiвно
один туз?

25. З колоди, в якiй є 52 карти, витягнули 10 карт. У скiлькох випадках серед них є рiвно
два тузи?

26. Серед 15 осiб одна подружня пара. Скiлькома способами з них можна вибрати комiсiю
з 9 осiб так, щоб у неї не ввiйшли двоє з подружжя?

27. Скiльки є трикутникiв, вершинами яких є вершини даного шестикутника?

28. Скiлькома способами з n абонентiв можна утворити 4 пари для переговорiв?

29. Скiлькома способами серед 6 мужчин i 5 жiнок можна вибрати команду з 6 осiб так,
щоб серед них було принаймнi двi жiнки?

30. Скiлькома способами можна розставити n нулiв i k одиниць так, щоб нiякi одиницi не
стояли поряд?

6 Перестановки з повтореннями

6.1 Задачi для практичного заняття

1. Скiльки рiзних “слiв” (в тому числi без змiсту i без звучання) можна отримати, пере-
ставляючи букви у словi “аудиторiя”?, ”Лiтостротон”?

2. Скiльки є рiзних послiдовностей з чотирьох одиниць, трьох двiйок та чотирьох трiйок?

3. Скiлькома способами четверо юнакiв можуть запросити до танцю чотирьох з шести
дiвчат?

4. Скiлькома способами 20 футбольних команд можна розподiлити у 4 групи по 5 команд
так, щоб 4 найсильнiшi команди грали в рiзних групах?
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5. Скiлькома способами можна n рiзних предметiв розкласти в k рiзних ящики так, щоб
в перший ящик потрапило n1 предметiв, в другий – n2 предметiв, . . . в k-ий ящик по-
трапило nk предметiв (n + n2 + · · ·+ nk = n)?

6. Нехай ми маємо k ·m рiзних предметiв i k рiзних ящикiв. Скiлькома способами їх можна
порiвну розкласти в цi ящики? Як змiниться вiдповiдь, якщо всi ящики однаковi?

6.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Скiльки рiзних “слiв” можна отримати, переставляючи букви у словi “ананас”?

2. Скiлькома способами можна роздiлити 15 рiзних предметiв мiж 3 особами так. Щоб
кожному дiсталась однакова кiлькiсть?

3. Скiлькома способами можна роздiлити 20 футбольних команд на 4 пiдгрупи по 5 ко-
манд?

4. Скiлькома способами можна роздати порiвну 4 гравцям 28 костей домiно?

5. Скiлькома способами можна розселити 8 студентiв у три кiмнати: одномiсну, трьохмiсну
та чотиримiсну?

6. Скiлькома способами 14 рiзних пiдручникiв з вищої математики можна роздати сiмом
студентам так, щоб кожен отримав рiвно два?

7. Скiлькома способами можна розподiлити 10 спецiалiстiв по 4 цехах: першому, другому,
третьому i четвертому так, щоб у кожен потрапило вiдповiдно 1, 2, 3 i 4 спецiалiсти?

8. Скiльки рiзних “слiв” (в тому числi без змiсту i звучання) можна отримати, перестав-
ляючи букви у словi “анонс”?

9. Скiлькома способами 20 пасажирiв може розташуватися у трьох вагонах, якщо у пер-
шому є 4 вiльнi мiсця, у другому – 7, а у третьому – 9?

10. На першому поверсi 14-ти поверхового будинку зайшло 20 осiб. Скiлькома способами
вони можуть вийти з лiфту так, щоб на 5 поверсi вийшло 3 особи, на 7 – 4 особи, а на
10 – теж 4 особи?

11. Скiлькома способами можна розфарбувати в червоний, синiй та рожевий колiр по два
з шести предметiв?

12. Скiлькома способами можна розташувати на полицi 5 книжок: 2 однаковi романи i 3
рiзнi томики вiршiв?

13. Скiльки сигналiв можна передати, мiняючи порядок 7 прапорцiв, серед яких 1 черво-
ний, 2 синi, 3 зеленi i 1 бiлий?

14. На складi 20 найменувань товарiв. Скiлькома способами їх можна розподiлити по 3
магазинах, якщо вiдомо, що в перший магазин повинно бути доставлено 8, в другий –
7 , а в третiй – 5 найменувань товарiв?

15. Скiльки iснує рiзних 7 цифрових чисел з трьох трiйок i чотирьох четвiрок?

16. Скiльки рiзних “слiв” (в тому числi без змiсту i без звучання) можна отримати, пере-
ставляючи букви у словi “ананас”?
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17. Скiлькома способами можна розбити чотирьох гостей на двi пари?

18. Скiлькома способами 25 рiзних кульок можна розкласти в 5 рiзних коробок так, щоб в
кожнiй коробцi було по 5 кульок? Як змiниться вiдповiдь, якщо коробки однаковi?

19. Є 99 кульок з написаними на них усiма числами вiд 1 до 99 (числа пiдкресленi, тому
всi читаються однозначно). Вишиковують числа в ряд i з кожної кульки злiва напра-
во записують першу злiва цифру. При цьому утворюється послiдовнiсть довжини 99.
Скiльки є рiзних таких послiдовностей?

20. Є 99 кульок з написаними на них усiма числами вiд 1 до 99 (числа пiдкресленi, тому
всi читаються однозначно). Вишиковують числа в ряд i з кожної кульки злiва напра-
во записують першу справа цифру. При цьому утворюється послiдовнiсть довжини
99.Скiльки є рiзних таких послiдовностей?

21. Вздовж дорiжки в парку треба посадити 5 ялинок, 6 кленiв i 4 берiзки. Скiлькома
способами це можна зробити?

22. Вздовж дорiжки в парку треба посадити 5 ялинок, 6 кленiв i 4 берiзки так, щоб дерева
росли симетрично вiдносно середини дорiжки. Скiлькома способами це можна зробити?

23. Кожен рядок квадратної матрицi 6× 6 складається з трьох нулiв, двох одиниць i однiєї
двiйки. Скiльки є рiзних таких матриць?

24. Кожен рядок квадратної матрицi 6× 6 складається з трьох нулiв, двох одиниць i однiєї
двiйки i всi рядки рiзнi. Скiльки є таких матриць?

25. Скiлькома способами можна переставити 7 одиниць, 4 нулi i 2 двiйки так, щоб жоднi
двi одиницi не стояли поряд?

26. Є 2 одиницi, 3 трiйки та 5 двiйок, 5 четвiрок i 5 п’ятiрок. Скiлькома способами їх можна
переставляти так, щоб парнi числа стояли на парних мiсцях?

27. У мами 2 яблука, 3 грушi i 4 апельсини. Кожен день вона видає дитинi по одному
фрукту. Скiлькома способами це може бути зроблено?

28. Скiлькома способами можна розташувати бiлi фiгури (короля, ферзя, 2 тури, 2 слони
та 2 коней) на першiй лiнiї шахової дошки?

29. Скiлькома способами з 5 однакових намистинок i 2 бiльших можна скласти кругле на-
мисто з застiбкою? Скiльки буде способiв, якщо намисто має бути симетричне вiдносно
центру?

30. Скiлькома способами можна роздiлити m + n + s студентiв на три групи так, щоб в
першу групу потрапило m студентiв, в другу — n студентiв, а в третю — s студентiв?

7 Розмiщення з повтореннями

7.1 Задачi для практичного заняття

1. Скiльки iснує п’ятизначних номерiв телефону? А шестизначних?
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2. Скiльки iснує функцiй, що вiдображають k-елементну множину A в n-елементну мно-
жину B?

3. У деякiй країнi не було двох жителiв з однаковим набором зубiв. Яка найбiльша кiль-
кiсть жителiв цiєї країни?

4. Скiльки натуральних чисел, менших за мiльйон, можна записати за допомогою цифр
7, 8, 9?

5. Скiлькома способами можна n рiзних предметiв помiстити у k рiзних ящики, якщо
кожен ящик може вмiстити всi предмети?

6. Скiлькома способами можна n рiзних предметiв помiстити у k однакових ящики, якщо
кожен ящик може вмiстити всi предмети?

7. У лiфт 14-ти поверхового будинку зайшло на першому поверсi 10 осiб. Скiлькома спосо-
бами вони можуть вийти з лiфта?

7.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Два листоношi повиннi рознести 10 телеграм. Скiлькома способами вони можуть це
зробити?

2. У школi навчається 1200 учнiв. Довести, що принаймнi двоє з них мають однаковi
iнiцiали?

3. Скiльки функцiональних вiдношень iснує на множинi з n елементiв?

4. Автомобiльний номер складається з 4 цифр i 3 букв. Знайти кiлькiсть всiх номерiв,
якщо букв є 30?

5. Скiльки iснує рiзних положень, в яких можуть опинитися n перемикачiв, якщо кожен
з них може бути або ввiмкнений, або вимкнений?

6. Скiлькома способами можна здiйснити оббивку 3 крiсел 5 сортами тканин рiвних ко-
льорiв?

7. Скiлькома способами 15 пасажирiв можуть розмiститись у трьох вагонах електрички?

8. Треба послати 6 термiнових листи. Скiлькома способами це можна зробити, якщо
листи можна послати одним з трьох кур’єрiв?

9. Скiльки є п’ятизначних чисел, якi не мiстять цифри 9? А цифри 0?

10. На залiзничнiй станцiї є n свiтлофорiв. Скiльки сигналiв можна ними передати, якщо
свiтлофор має три стани: або горить зелений, або червоний, або жовтий? Як змiниться
вiдповiдь, якщо одночасно може горiти декiлька кольорiв?

11. Код до сейфу складається з однiєї латинської букви i чотирьох цифр. Скiльки най-
бiльше варiантiв треба вiдшукати, щоб його вiднайти?

12. Скiлькома способами три листоношi можуть рознести 9 телеграм?

13. Скiльки є натуральних чисел, менших за 10n, якi не мiстять цифри 0?
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14. На диск секретного замка нанесено k букв (наприклад, це 26 букв латинського алфавi-
ту). Код складається з трьох букв. Скiльки невдалих спроб можна зробити, не знаючи
його?

15. Скiлькома способами з повної колоди карт можна витягнути по однiй картi кожної
мастi?

16. Автомобiльний номер складається з однiєї, двох, або трьох букв i чотирьох цифр.
Скiльки є всеможливих номерiв, якщо букв є 26?

17. Скiлькома способами можуть випасти три гральнi кiстки? В скiлькох випадках хоча
б одна кiстка вiдкриється на шести очках?

18. Скiлькома способами можуть випасти три гральнi кiстки? В скiлькох випадках рiвно
одна кiстка вiдкриється на шести очках?

19. Четверо студентiв здавали екзамен. Скiлькома способами могли бути поставленi їм
оцiнки, якщо жоден не отримав незадовiльної?

20. Скiльки чисел, менших за мiльйон, можна отримати за допомогою цифр 7, 8, 9?

21. Скiльки чисел, менших за мiльйон, можна отримати за допомогою цифр 0, 1, 2?

22. Знайти суму всiх трьохзначних чисел, якi можна записати за допомогою цифр 1, 2, 3
i 4.

23. Скiльки парних чисел можна скласти з цифр числа 1234, використовуючи кожну
цифру не бiльше одного разу?

24. Скiльки є шестизначних чисел, якi не мiстять цифри 1? А цифри 0?

25. У лiфт 16-ти поверхового будинку зайшло на першому поверсi 12 осiб. Скiлькома спосо-
бами вони можуть вийти з лiфта, якщо лiфт не зупиняється на 2, 3 i 4 поверхах?

26. У скiлькох шестизначних числах немає двох однакових цифр, що стоять поряд?

27. Скiлькома способами можуть розподiлитися 15 пронумерованих бiльярдних куль у 6
лузах?

28. Автомобiльний номер складається з 5 цифр i 2 букв. Знайти кiлькiсть всiх номерiв,
якщо букв є 30?

29. Скiлькома способами можуть випасти двi гральнi кiстки? В скiлькох випадках хоча б
одна кiстка вiдкриється на шести очках?

30. Листоноша має 12 листiв для будинку з 40 квартирами. Скiлькома способами вони
можуть бути розподiленi?

24



25

8 Комбiнацiї з повтореннями

8.1 Задачi для практичного заняття

1. У поштовому вiддiленнi продаються листiвки 10 видiв. Скiлькома способами можна
купити 8 рiзних листiвок? Скiлькома способами можна купити 8 листiвок, але не
обов’язково рiзних? Скiлькома способами 8 покупцiв можуть купити по листiвцi?

2. Порахувати всi костi домiно як комбiнацiї з повторенням з 7 елементiв по 2.

3. Поїзд, в якому їде k пасажирiв робить n зупинок. Скiлькома способами можуть паса-
жири вийти на цих зупинках? Скiльки залишиться способiв, якщо враховувати тiльки
кiлькiсть пасажирiв (всiх пасажирiв вважати однаковими)?

4. Скiльки всiх невiд’ємних цiлих розв’язкiв має рiвняння: x1+x2+ · · ·+xm = k? Скiльки
натуральних розв’язкiв має це рiвняння?

5. Скiльки всiх невiд’ємних цiлих розв’язкiв має нерiвнiсть: x1 + x2 + · · ·+ xm ≤ k?

6. Скiлькома способами можна n однакових предметiв покласти в k рiзних ящики, якщо
кожен ящик може вмiстити всi предмети?

8.2 Iндивiдуальнi завдання

1. Записати всi комбiнацiї з повторенням з елементiв {a, b, c} по два; по три.

2. Скiлькома способами можна розподiлити 6 однакових папок у 3 шухляди стола, якщо
кожна з них може вмiстити всi папки?

3. Скiлькома способами можна покласти 15 однакових куль в 5 урн?

4. Скiлькома способами можна купити 8 тiстечок в кондитерськiй, де є 6 рiзних сортiв?

5. Скiльки iснує цiлих невiд’ємних чисел, менших за 10n, цифри яких розташованi в не-
спадному порядку?

6. Скiлькома способами число 11n можна зобразити у виглядi трьох спiвмножникiв? (Зо-
браження, якi вiдрiзняються порядком множникiв, вважати рiзними, одиницю 1 = 110

теж вважати множником)

7. Скiлькома способами число 11n можна зобразити у виглядi трьох спiвмножникiв? (Зо-
браження, якi вiдрiзняються порядком множникiв, вважати рiзними, але одиницю мно-
жником не вважати)

8. Скiльки є чисел вiд 1 до 9 999 999 999, в яких сума цифр рiвна 5?

9. Скiльки iснує трьохзначних чисел, в яких сума цифр рiвна 5?

10. Скiльки iснує трьохзначних чисел, в яких сума цифр рiвна 9?

11. Скiльки iснує трьохзначних чисел, в яких сума цифр рiвна 10?

12. Скiльки iснує трьохзначних чисел, в яких сума цифр рiвна 15?

13. Скiльки iснує трьохзначних чисел, в яких сума цифр рiвна 19?
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14. Скiльки iснує трьохзначних чисел, в яких сума цифр рiвна 25?

15. Скiлькома способами можна 17 однакових куль розкласти в 3 ящики так, щоб у кожно-
му опинилась принаймнi одна куля?

16. У вчительки є 3 варiанти контрольного завдання з математики: по 20 екземплярiв
першого i другого варiантiв i 25 екземплярiв третього варiанту. На контрольну прийшло
18 школярiв. Скiлькома способами їм можуть бути розданi завдання? Як змiниться
вiдповiдь, якщо на контрольну прийде 21 школяр?

17. Скiльки є натуральних чисел, менших вiд 10n, в яких сума цифр рiвна k, 1 ≤ k ≤ 9?

18. Скiльки є натуральних чисел, менших вiд 10n, в яких сума цифр рiвна 10?

19. Скiльки є натуральних чисел, менших вiд 10n, в яких сума цифр рiвна k, 11 ≤ k ≤ 19,
n ≥ 2? [C̄k

n − n · C̄k−10
n ]

20. Скiльки є неспадних послiдовностей довжини n, складених з невiд’ємних цiлих чисел,
якщо останнiй член послiдовностi рiвний k?

21. Скiльки є неспадних послiдовностей довжини n, складених з невiд’ємних цiлих чисел,
якi не перевищують k?

22. Скiльки є незростаючих послiдовностей довжини n, складених з невiд’ємних цiлих чи-
сел, якi не перевищують k?

23. Скiльки є невiд’ємних цiлих чисел, менших 10n, цифри яких розташованi в незростаю-
чому порядку?

24. Скiльки є натуральних чисел, менших вiд 1010, в яких сума цифр рiвна 8?

25. Скiльки є натуральних чисел, менших вiд 108, в яких сума цифр рiвна 10?

26. Скiльки є натуральних чисел, менших вiд 109, в яких сума цифр рiвна 19?

27. В залi розташовано 3 урни для голосування, в яких знаходилось 53 бюлетенi. Скiлькома
способами це можна було зробити, якщо враховувати тiльки кiлькiсть бюлетенiв?

28. Скiльки всiх невiд’ємних цiлих розв’язкiв має рiвняння: x1 + x2 + · · ·+ x6 = 20?

29. Скiльки всiх невiд’ємних цiлих розв’язкiв має рiвняння: x1 + x2 + · · ·+ xm = k?

30. Скiльки всiх невiд’ємних цiлих розв’язкiв має нерiвнiсть: x1 + x2 + · · ·+ x7 ≤ 15?

9 Метод рекурентних спiввiдношень

9.1 Задачi для практичного заняття

1. На скiльки частин дiлить площину n прямих, якщо нiякi 2 з них не паралельнi i нiякi
3 не проходять через одну точку?

2. На скiльки частин дiлить площину n кiл, якщо всякi 2 кола мають спiльну хорду i нiякi
3 з них не проходять через одну точку?
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3. На скiльки частин дiлить простiр n площин, якщо нiякi 4 не проходять через одну
точку, нiякi 3 площини не мають спiльної прямої, але всякi 3 мають спiльну точку i
нiякi 2 площини не є паралельнi?

4. Через точку A в просторi проходить k площин так, що нiякi 2 не мають спiльної прямої.
На скiльки частин вони дiлять простiр?

5. На скiльки частин дiлить сферу n площин, якi проходять через її центр (нiякi 3 з них
не мають спiльної прямої)?

6. На скiльки частин дiлить сферу n кiл, якщо всякi 2 з них перетинаються в 2 точках i
нiякi 3 з них не мають спiльної точки)?

10 Метод траекторiй

10.1 Задачi для практичного заняття

1. Методом траєкторiй довести рiвнiсть Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

2. Методом траєкторiй довести рiвнiсть (C0
n)

2 + . . .+ (Cn
n )

2 = Cn
2n.

3. Методом траєкторiй довести рiвнiсть Cm
n C0

k + Cm−1
n−1 C

1
k+1 . . .+ Cn

n−mC
m
k+m = Cm

n+k+1.

4. Методом траєкторiй довести рiвнiсть Cr
n−1 + Cr−1

n−2 + . . .+ Cr−1
r−1 = Cr

n.

5. Методом траєкторiй довести рiвнiсть Cm
m+k =

∑m
i=0 C

i
p+iC

m−i
m+k−p−1−i, 0 ≤ p ≤ k − 1.

6. Методом траєкторiй довести рiвнiсть Cm
m+k =

∑p
i=0 C

i
pC

m−i
m+k−p, 1 ≤ p ≤ min{m, k}.

11 Метод генератрис

11.1 Iндивiдуальнi задачi 1.

1. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
an = Cn

m, якщо n = 0, 1, 2, . . . ,m,
0, якщо n ≥ m.

2. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = n, n = 0, 1, 2, . . . .

3. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = n(n− 1), n = 0, 1, 2, . . . .

4. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = an, a ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . .

5. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = n2, n = 0, 1, 2, . . . .

6. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
1, якщо n = 0, . . . , N,
0, якщо n > N.

7. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
n+ 1, якщо n = 0, . . . , N,
0, якщо n > N.

8. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = Cn
m+n, m ∈ N, n = 0, 1, 2, . . . .
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9. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
0, якщо n = 0, . . . , k − 1,
Ck

n, якщо n ≥ k.

10. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = nan, a ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . .

11. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi Cn
n+p−1a

n, p ∈ N, n = 0, 1, 2, . . . .

12. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi Cn−1
n+p−2a

n, p ∈ N, n = 0, 1, 2, . . . .

13. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
0, якщо n = 0,
an

n
якщо n = 1, 2, . . .

14. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
0, якщо n — непарне,
an

n!
якщо n — парне.

15. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
0, якщо n — парне,
an

n!
якщо n — непарне.

16. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = cn

n!
e−c, c > 0, n = 0, 1, 2, . . . .

17. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = Cn
m pn (1− p)m−n, p ∈ (0, 1), m ∈ N.

18. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an =

{
1
k
, якщо 0 ≤ n ≤ k,

0 якщо n > k.

19. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = 1, n = 0, 1, 2, . . . .

20. Знайти твiрну функцiю для послiдовностi an = (−1)n, n = 0, 1, 2, . . . .

21. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = (1− x)−1.

22. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) =
√
1− x.

23. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = (c+ dx)m.

24. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = xm(1 + x)m.

25. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = arctg x2.

26. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = arcsin x.

27. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = ln(1− x).

28. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) =
x∫
0

dt

et
2 .

29. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = 1
m!
( −x
1+x

)m.

30. Знайти загальний член an послiдовностi, для якої твiрна функцiя A(x) = x3(1 + x)(1−
2x)−m−1.
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11.2 Iндивiдуальнi задачi 2.

Нехай {an} i {bn} — двi послiдовностi, а A(x) i B(x) — вiдповiдно їх твiрнi функцiї. Визначити
B(x) через A(x), якщо:

1.
{

0 при n = 0,
an−1 при n = 1, 2, 3, . . .

2. bn = an+1.

3. bn = an · an.

4. bn = nan.

5. bn = n2an.

6. bn =
n∑

i=0

ai.

7. bn =
∞∑

i=n+1

an.

8. bn =
∞∑
i=n

an.

9. bn = an+1 − an.

10. b0 = a0, bn = an − an−1 при n ≥ 1.

11. b0 = a0, bn = an − b · an−1, b ∈ R при n ≥ 1.

12. bn = an + C1
kan−1 + C2

k+1an−2 + · · ·+ Cn
k+n−1a0.

13. bn = an + b, b ∈ R.

За допомогою рiвностей мiж вiдповiдними твiрними функцiями, довести такi рiвностi:

14.
k∑

i=0

C i
n · Ck−i

m = Ck
n+m (використати рiвнiсть: (1 + x)n · (1 + x)m = (1 + x)m+n).

15.
k∑

i=0

Cn
n+i · Cm

m+k−i = Ck
m+n+k+1 (використати рiвнiсть: 1

(1−x)n+1 · 1
(1−x)m+1 = 1

(1−x)n+m+2 ).

16.
k∑

i=0

C i
n+i · Ck−i

m+k−i = Ck
m+n+k+1 (використати рiвнiсть: 1

(1−x)n+1 · 1
(1−x)m+1 = 1

(1−x)n+m+2 ).

17.
k∑

i=0

(−1)k−iC i
n · Ck−i

m+k−i−1 = Ck
n+m, n > m (використати рiвнiсть: (1+x)n

(1+x)m
= (1 + x)n−m).

18.
2k∑
i=0

(−1)iC i
n+i · C2k−i

n+2k−i = Ck
n+k (використати рiвнiсть: 1

(1+x)n+1 · 1
(1−x)n+1 = 1

(1−x2)n+1 ).

19.
2k−1∑
i=0

(−1)iC i
n+i · C2k−i−1

n+2k−i−1 = 0 (використати рiвнiсть: 1
(1+x)n+1 · 1

(1−x)n+1 = 1
(1−x2)n+1 ).
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20.
[ k
2
]∑

i=0

Ck−2i
n · C i

n−1+i = Ck
n−1+k (використати рiвнiсть: (1 + x)n · 1

(1−x2)n
= 1

(1−x)n
).

21.
k∑

i=0

(−1)iC i
nC

k−i
n = (−1)lC l

n, якщо k = 2l (використати рiвнiсть: (1 + x)n · (1 − x)n =

(1− x2)n).

22.
k∑

i=0

(−1)iC i
nC

k−i
n = 0, якщо k = 2l−1 (використати рiвнiсть: (1+x)n · (1−x)n = (1−x2)n).

23.
min{n,k}∑

i=0

(−1)k−iC i
n · Ck−i

n+k−i−1 = 0 при k ≥ 1 (використати рiвнiсть: (1 + x)n · 1
(1+x)n

= 1).

24.
min{n,k}∑

i=0

(−1)iC i
n · Ck−i

m+(k−i) = Ck
m−n+k при n < m + 1 (використати рiвнiсть: (1+x)n

(1+x)m+1 =

1
(1+x)m−n+1 ).

25.
[ k
2
]∑

i=0

(−1)iC i
nC

n−1
n−1+k−2i = Ck

n (використати рiвнiсть: (1−x2)n

(1−x)n
= (1 + x)n).

26. Знайти генератрису послiдовностi, якщо вiдомо, що a0 = 1 i ∀n
n∑

k=0

akan−k = 1.

27. Вiдомо, що генератриса послiдовностi {an} дорiвнює 1 + 2t2 + 4t3, генератриса послi-
довностi {bn} дорiвнює 2 + 4t+ 3t2 + 2t4. Знайти члени послiдовностi cn= {an} ∗ {bn}.

28. Вiдомо, що генератриса послiдовностi {an} дорiвнює 1+4t+2t3, генератриса послiдов-
ностi {bn} дорiвнює 5 + 8t+ 14t2 + 2t4. Знайти члени послiдовностi cn= {an} ∗ {bn}.

29. Дано послiдовнiсть a0 = 1, a1 = 2, an+2 = an + an+1. Користуючись генератрисою,
знайти загальний член послiдовностi an.

30. Вiдомо, що генератриса послiдовностi an дорiвнює A(t). Знайти генератрису послiдов-
ностi bn = a0(−1)n + a1(−1)n−1 + . . .+ an(−1)0.

30



31

ЛIТЕРАТУРА

1. Єжов I.I., Скороход А.В., Ядренко М.Й. – Елементи комбiнаторики. К: Вища школа,
1972, 84 с.

2. Олененко А.Я., Ядренко М.Й. Дискретна математика.– Видавничий центр Київського
унiверситету, 1997.

3. Теорiя ймовiрностей. Збiрник задач. Пiд. заг. ред. Скорохода А.В. – К. : Вища школа,
1976. – 384 с.

31



Формат 60 х 84 1/8.  Ум. друк. 3,72. Зам. № 10E.      

Видавець і виготовлювач:
Львівський національний університет імені Івана Франка.

вул. Університетська, 1, м. Львів, 79000.

Свідоцтво про внесення суб’єкта видавничої справи
до Державного реєстру видавців, виготівників

і розповсюджувачів видавничої продукції.
Серія ДК № 3059 від 13.12.2007.


