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Íàãàäà¹ìî, ùî öèêë çâ'ÿçíîãî ãðàôà G, ÿêèé ìiñòèòü âñi ðåáðà ãðàôà G
áåç ïîâòîðåíü, íàçèâà¹òüñÿ îéëåðîâèì.

Íåãàòèâíà âiäïîâiäü íà ãîëîâîëîìêó ïðî Êüîíi ñáåðñüêi ìîñòè (äèâ.
ëåêöiþ 25) âèïëèâà¹ ç òàêî¨ òåîðåìè Îéëåðà.

Òåîðåìà 3.3.1

Ãðàô ìiñòèòü îéëåðiâ öèêë òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çâ'ÿçíèé i ñòåïåíi
âñiõ éîãî âåðøèí � ïàðíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ãðàô îéëåðiâ, òî âií çâ'ÿçíèé i ïðè îáõîäi îéëåðîâîãî
öèêëó âõiä i âèõiä ó ÷åðãîâó âåðøèíó äà¹ äâi îäèíèöi â ¨¨ ñòåïiíü, îñêiëüêè
ðåáðà ãðàôà íå ïîâòîðþþòüñÿ. Ïîçàÿê îáõîäÿòüñÿ âñi ðåáðà ãðàôà, òî
ñòåïåíi âñiõ âåðøèí ãðàôà � ïàðíi.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî çâ'ÿçíèé ãðàô G ìà¹ ïàðíi ñòåïåíi âåðøèí.
Çàôiêñó¹ìî âåðøèíó x0 i ïåðåéäåìî âiä íå¨ äî âåðøèíè x1 äåÿêèì ðåáðîì
y0, ïîôàðáóâàâøè éîãî ïîäóìêè â äîâiëüíèé êîëið. Îñêiëüêè ñòåïiíü
âåðøèíè x1 ïàðíèé, òî ç âåðøèíè x1 ðóøèìî ó âåðøèíó x2 ïî
íåïîôàðáîâàíîìó ðåáðó, ïîôàðáóâàâøè éîãî ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ.
Ðóõàþ÷èñü òàê ïî íåïîôàðáîâàíèõ ðåáðàõ, ìè ïîâèííi ïîâåðíóòèñÿ äî
ïî÷àòêîâî¨ âåðøèíè x0, ïðîõîäÿ÷è iíøèìè âåðøèíàìè, ìîæëèâî, äåêiëüêà
ðàçiâ, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âåðøèíà xi ̸= x0, ç ÿêî¨ ìè íå
ìîæåìî ðóõàòèñÿ äàëi, ìàëà á íåïàðíèé ñòåïiíü.
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Ðóõàþ÷èñü òàê ïî íåïîôàðáîâàíèõ ðåáðàõ, ìè ïîâèííi ïîâåðíóòèñÿ äî
ïî÷àòêîâî¨ âåðøèíè x0, ïðîõîäÿ÷è iíøèìè âåðøèíàìè, ìîæëèâî, äåêiëüêà
ðàçiâ, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âåðøèíà xi ̸= x0, ç ÿêî¨ ìè íå
ìîæåìî ðóõàòèñÿ äàëi, ìàëà á íåïàðíèé ñòåïiíü.
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Òåîðåìà 3.3.1

Ãðàô ìiñòèòü îéëåðiâ öèêë òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çâ'ÿçíèé i ñòåïåíi
âñiõ éîãî âåðøèí � ïàðíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ãðàô îéëåðiâ, òî âií çâ'ÿçíèé i ïðè îáõîäi îéëåðîâîãî
öèêëó âõiä i âèõiä ó ÷åðãîâó âåðøèíó äà¹ äâi îäèíèöi â ¨¨ ñòåïiíü, îñêiëüêè
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Ïîâåðíóâøèñü ïåðøèé ðàç ó âåðøèíó x0, ìè ïîôàðáó¹ìî ãðàô G0, ÿêèé çà
ïîáóäîâîþ ¹ îéëåðîâèì öèêëîì. ßêùî G0 ̸= G, òî çi çâ'ÿçíîñòi ãðàôà G
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ õî÷à á îäíå íåïîôàðáîâàíå ðåáðî y, ÿêå ç'¹äíó¹òüñÿ ç
ïiäãðàôîì G0 íåïîôàðáîâàíèì ëàíöþãîì z, ÿêèé, ìîæëèâî, ìà¹ íóëüîâó
äîâæèíó (äèâ. ðèñ.).
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Âèëó÷èìî ç ãðàôà G ïîôàðáîâàíi ðåáðà, âíàñëiäîê öüîãî îòðèìà¹ìî ãðàô
ç ïàðíèìè ñòåïåíÿìè âåðøèí. Çíàéäåìî âåðøèíó x äîòèêó ëàíöþãà z ∪ y
äî ïiäãðàôà G0. Ïî÷èíàþ÷è ç âåðøèíè x, ìîæíà âèäiëèòè ç
íåïîôàðáîâàíèõ ðåáåð íîâèé öèêë G1, ùî ìiñèòü ëàíöþã z ∪ y i â
ïî¹äíàííi ïiäãðàôîì G0 òàêîæ óòâîðþ¹ îéëåðîâèé öèêë ó ãðàôi G1 ∪G0.
Íàðîùóþ÷è âèùå îïèñàíèì ÷èíîì öèêëè, ìè âè÷åðïà¹ìî âåñü ñêií÷åííèé
ãðàô G îéëåðîâèì öèêëîì. ■
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Ïðèêëàä 3.3.2

Çàäà÷à êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç îéëåðîâèìè öèêëàìè: ó
ãðàôi G, ðåáðàì ÿêîãî ïðèïèñàíi äîäàòíi âàãè cj , çíàéòè çàìêíåíèé
ìàðøðóò Q, ÿêèé ìiñòèòü óñi ðåáðà {yj}mj=1, ç ìiíiìàëüíîþ ñóìàðíîþ

âàãîþ

m∑
j=1

njcj , äå nj � êiëüêiñòü ïðîõîäæåíü ðåáðà yj ó ìàðøðóòi Q.

Äëÿ äîâiëüíîãî çâ'ÿçíîãî ãðàôà G çàäà÷à êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi
ðîçâ'ÿçíà, îñêiëüêè êiëüêiñòü ïðîõîäæåíü ðåáðà yj íå îáìåæåíà îäèíèöåþ.
ßêùî ãðàô G ìiñòèòü îéëåðîâèé öèêë, òî äîâiëüíèé òàêèé öèêë äà¹
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi: êîæíå ðåáðî ìà¹ ìiíiìóì

ïðîõîäæåíü i âàãà öèêëó

m∑
j=1

njcj � ìiíiìàëüíà. Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi ïðîïîíóâàëè Áåëëìàí i Êóê � ìåòîä
äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè cj = 1 äëÿ âñiõ j, ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó � Åäìîíäå, Äæîíñîí, Áàñàêåð, Ñààòi, Êðiñòîôiäåñ.
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Çàñòîñóâàííÿ çàäà÷i êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi äîñèòü ÷èñëåííi. Íàïðèêëàä,
öå ìiíiìiçîâàíi çà äîâæèíîþ ïðîáiãó òðàíñïîðòíi çàäà÷i îáñëóãîâóâàííÿ
ñïîæèâà÷iâ ó êîæíîìó ðåáði íà çàäàíié ìåðåæi äîðiã (äîñòàâêà ïîøòè,
ïðîäóêòiâ òà iíøèõ âàíòàæiâ) ÷è iíñïåêöi¨ êîæíîãî âiäðiçêó â ìåðåæi
ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì (åëåêòðè÷íèõ, òåëåôîííèõ, òðàíñïîðòíèõ) òà ií.
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