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òà ìåðåæåâîìó ïëàíóâàííi. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì òåîði¨ ãðàôiâ ¹ ãðàô.
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ðîêó, ó ÿêié çíàéäåíî óìîâó iñíóâàííÿ â çâ'ÿçíîìó ãðàôi öèêëó, ùî ìiñòèòü
âñi ðåáðà ãðàôà áåç ïîâòîðåíü. Òàêèé öèêë òåïåð íàçèâà¹òüñÿ îéëåðîâèì.
ßê ïîêàçó¹ ïðîñòèé ïðèêëàä (äèâ. ðèñ.) iñíóþòü ãðàôè, ÿêi íå ¹
îéëåðîâèìè öèêëàìè.
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Ïî-ïåðøå, Îéëåð îñÿãíóâ, ùî âèáið ìàðøðóòó âñåðåäèíi êîæíî¨ ç äiëÿíîê
ñóõîäîëó (îñòðîâiâ, àáî áåðåãiâ ðiêè) íå ìà¹ çíà÷åííÿ. Âàæëèâà ëèøå
ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòèíó ìîñòiâ. Öå äîçâîëèëî éîìó ïåðåôîðìóëþâàòè
çàäà÷ó â àáñòðàêòíèõ òåðìiíàõ (ÿêi ëÿãëè â îñíîâó òåîði¨ ãðàôiâ),
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íà àáñòðàêòíó �âåðøèíó�, à êîæåí ìiñò íà àáñòðàêòíå �ðåáðî�, ÿêå
ñëóãóâàëî ëèøå äëÿ âiäîáðàæåííÿ ôàêòó ñïîëó÷åííÿ ïàðè âåðøèí
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Íàñòóïíèì ñïîñòåðåæåííÿì Îéëåðà áóëî òå, ùî (îêðiì êiíöåâèõ âåðøèí
ïðîãóëÿíêè), êîëè õòîñü ïîòðàïëÿ¹ äî âåðøèíè ÷åðåç ìiñò, îáîâ'ÿçêîâî ¨¨
ïîêèäà¹ ÷åðåç ìiñò. Iíàêøå êàæó÷è, âïðîäîâæ êîæíîãî ìàðøðóòó â ãðàôi,
êiëüêiñòü âõîäiâ â íåêiíöåâi âåðøèíè äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèõîäiâ ç íèõ.
Òåïåð, ÿêùî êîæíèé ìiñò ïðîéäåíî ðiâíî îäèí ðàç, âiðíî íàñòóïíå, äëÿ
êîæíî¨ äiëÿíêè ñóõîäîëó (îêðiì ïî÷àòêîâî¨ i êiíöåâî¨), êiëüêiñòü ìîñòiâ äî
öi¹¨ äiëÿíêè ïàðíà (ïîëîâèíà ç íèõ áóäå ïðîéäåíà çà íàïðÿìêîì äî
äiëÿíêè, à ïîëîâèíà ç äiëÿíêè). Îäíàê âñi ÷îòèðè äiëÿíêè ñóõîäîëó â
ïî÷àòêîâié çàäà÷i ìàþòü íåïàðíó êiëüêiñòü ìîñòiâ (îäíà 5, à iíøi ïî 3).
×åðåç òå, ùî ëèøå äâi äiëÿíêè ìîæóòü ñëóãóâàòè ÿê ïî÷àòêîâà òà êiíöåâà
òî÷êè éìîâiðíîãî ìàðøðóòó, çàäà÷à ïðîéòèñÿ óñiìà ìîñòàìè ðiâíî ïî
îäíîìó ðàçó ïðèçâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ.

Íàñòóïíèé êðîê çðîáèâ ó 1847 ðîöi Êiðõ îô. Âèâ÷àþ÷è åëåêòðè÷íi
ëàíöþãè òà àáñòðàãóþ÷èñü âiä ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè ïðèñòðî¨â, âií âèäiëèâ
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çðîçóìiëèé ç ðèñ., íà ÿêîìó çîáðàæåíî äëÿ: n = 1 � ìåòàí, n = 2 � åòàí,
n = 3 � ïðîïàí, n = 4 � äâà içîìåðè áóòàí i içîáóòàí.
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Äîáðå âiäîìà çàäà÷à êîìiâîÿæåðà, ÿêà ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â åêîíîìiöi, ÷è
ïðîåêòóâàííi: äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ïóíêòiâ i äîðiã ìiæ íèìè, ñõåìàòè÷íî
çîáðàæåíèõ ïëîñêèì (ïëàíàðíèì) çâ'ÿçíèì ãðàôîì, îáðàòè íàéêîðîòøèé
ìàðøðóò êîìiâîÿæåðà, ÿêèé âèõîäèòü i ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèõiäíîãî ïóíêòó òàê,
ùîá âiäâiäàòè ðåøòó ïóíêòiâ i ëèøå îäèí ðàç. Öÿ çàäà÷à íå çàâæäè ìà¹
ðîçâ'ÿçîê, à ÿêùî ìà¹, òî âiäîìi àëãîðèòìè ïðàöþþòü åôåêòèâíî ëèøå äëÿ
ïîðiâíÿíî íåâåëèêèõ ãðàôiâ � i öå, íåçâàæàþ÷è íà íåàáèÿêó áiáëiîãðàôiþ iç
çàäà÷i êîìiâîÿæåðà.

×àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i êîìiâîÿæåðà, ÿêèé íå âðàõîâó¹ äîâæèíó ïåðåõîäiâ ìiæ

ïóíêòàìè, àëå çáåðiãà¹ âñi ¨ ¨ ïðèíöèïîâi òðóäíîùi, ñôîðìóëþâàâ ó 1859 ðîöi

Ãàìiëüòîí íà ïðèêëàäi ãðàôà äîäåêàåäðà: îáiéòè çàìêíåíèì ìàðøðóòîì ïî

ðåáðàì áàãàòîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå

îäèí ðàç, íå âðàõîâóþ÷è âåðøèíè ïî÷àòêó òà êiíöÿ øëÿõó. Ñàìå öþ çàäà÷ó

Ãàìiëüòîí ïðîäàâ çà 25 ãiíåé îäíîìó ìàéñòðîâi iãðàøîê ó âèãëÿäi ãðè �Íàâêîëî

ñâiòó�. Äëÿ äîâiëüíîãî ãðàôà çàäà÷à Ãàìiëüòîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i

ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: çíàéòè ïðîñòèé öèêë, ÿêèé ìiñòèòü âñi âåðøèíè ãðàôà 1. Äëÿ
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êîìiâîÿæåðà, ÿêà ïðèïóñêà¹ íåîäíîðàçîâå âiäâiäàííÿ âåðøèí, çâîäèòüñÿ äî

âiäøóêàííÿ â ãðàôi iç çàäàíèìè �äîâæèíàìè� ðåáåð ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó

íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,

ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè a i b.

1Òàêèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì.
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ïóíêòàìè, àëå çáåðiãà¹ âñi ¨ ¨ ïðèíöèïîâi òðóäíîùi, ñôîðìóëþâàâ ó 1859 ðîöi

Ãàìiëüòîí íà ïðèêëàäi ãðàôà äîäåêàåäðà: îáiéòè çàìêíåíèì ìàðøðóòîì ïî

ðåáðàì áàãàòîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå

îäèí ðàç, íå âðàõîâóþ÷è âåðøèíè ïî÷àòêó òà êiíöÿ øëÿõó. Ñàìå öþ çàäà÷ó

Ãàìiëüòîí ïðîäàâ çà 25 ãiíåé îäíîìó ìàéñòðîâi iãðàøîê ó âèãëÿäi ãðè �Íàâêîëî

ñâiòó�. Äëÿ äîâiëüíîãî ãðàôà çàäà÷à Ãàìiëüòîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i

ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: çíàéòè ïðîñòèé öèêë, ÿêèé ìiñòèòü âñi âåðøèíè ãðàôà 1. Äëÿ

ãðàôà äîäåêàåäðà ãàìiëüòîíiâ öèêë iñíó¹. Çà ïåâíèõ óìîâ ñó÷àñíà çàäà÷à

êîìiâîÿæåðà, ÿêà ïðèïóñêà¹ íåîäíîðàçîâå âiäâiäàííÿ âåðøèí, çâîäèòüñÿ äî

âiäøóêàííÿ â ãðàôi iç çàäàíèìè �äîâæèíàìè� ðåáåð ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó

íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,

ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè a i b.

1Òàêèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 25: Òåîðiÿ ãðàôiâ. Iñòîðè÷íèé îãëÿä. Òèïîâi çàäà÷i
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Äîáðå âiäîìà çàäà÷à êîìiâîÿæåðà, ÿêà ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â åêîíîìiöi, ÷è
ïðîåêòóâàííi: äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ïóíêòiâ i äîðiã ìiæ íèìè, ñõåìàòè÷íî
çîáðàæåíèõ ïëîñêèì (ïëàíàðíèì) çâ'ÿçíèì ãðàôîì, îáðàòè íàéêîðîòøèé
ìàðøðóò êîìiâîÿæåðà, ÿêèé âèõîäèòü i ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèõiäíîãî ïóíêòó òàê,
ùîá âiäâiäàòè ðåøòó ïóíêòiâ i ëèøå îäèí ðàç. Öÿ çàäà÷à íå çàâæäè ìà¹
ðîçâ'ÿçîê, à ÿêùî ìà¹, òî âiäîìi àëãîðèòìè ïðàöþþòü åôåêòèâíî ëèøå äëÿ
ïîðiâíÿíî íåâåëèêèõ ãðàôiâ � i öå, íåçâàæàþ÷è íà íåàáèÿêó áiáëiîãðàôiþ iç
çàäà÷i êîìiâîÿæåðà.
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Ãàìiëüòîí íà ïðèêëàäi ãðàôà äîäåêàåäðà: îáiéòè çàìêíåíèì ìàðøðóòîì ïî

ðåáðàì áàãàòîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå
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êîìiâîÿæåðà, ÿêà ïðèïóñêà¹ íåîäíîðàçîâå âiäâiäàííÿ âåðøèí, çâîäèòüñÿ äî

âiäøóêàííÿ â ãðàôi iç çàäàíèìè �äîâæèíàìè� ðåáåð ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó

íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,

ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè a i b.

1Òàêèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì.
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çîáðàæåíèõ ïëîñêèì (ïëàíàðíèì) çâ'ÿçíèì ãðàôîì, îáðàòè íàéêîðîòøèé
ìàðøðóò êîìiâîÿæåðà, ÿêèé âèõîäèòü i ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèõiäíîãî ïóíêòó òàê,
ùîá âiäâiäàòè ðåøòó ïóíêòiâ i ëèøå îäèí ðàç. Öÿ çàäà÷à íå çàâæäè ìà¹
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çàäà÷i êîìiâîÿæåðà.
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ðåáðàì áàãàòîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå

îäèí ðàç, íå âðàõîâóþ÷è âåðøèíè ïî÷àòêó òà êiíöÿ øëÿõó. Ñàìå öþ çàäà÷ó
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êîìiâîÿæåðà, ÿêà ïðèïóñêà¹ íåîäíîðàçîâå âiäâiäàííÿ âåðøèí, çâîäèòüñÿ äî
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íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,

ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè a i b.
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ïðîåêòóâàííi: äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ïóíêòiâ i äîðiã ìiæ íèìè, ñõåìàòè÷íî
çîáðàæåíèõ ïëîñêèì (ïëàíàðíèì) çâ'ÿçíèì ãðàôîì, îáðàòè íàéêîðîòøèé
ìàðøðóò êîìiâîÿæåðà, ÿêèé âèõîäèòü i ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèõiäíîãî ïóíêòó òàê,
ùîá âiäâiäàòè ðåøòó ïóíêòiâ i ëèøå îäèí ðàç. Öÿ çàäà÷à íå çàâæäè ìà¹
ðîçâ'ÿçîê, à ÿêùî ìà¹, òî âiäîìi àëãîðèòìè ïðàöþþòü åôåêòèâíî ëèøå äëÿ
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çàäà÷i êîìiâîÿæåðà.
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ðåáðàì áàãàòîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå

îäèí ðàç, íå âðàõîâóþ÷è âåðøèíè ïî÷àòêó òà êiíöÿ øëÿõó. Ñàìå öþ çàäà÷ó

Ãàìiëüòîí ïðîäàâ çà 25 ãiíåé îäíîìó ìàéñòðîâi iãðàøîê ó âèãëÿäi ãðè �Íàâêîëî

ñâiòó�. Äëÿ äîâiëüíîãî ãðàôà çàäà÷à Ãàìiëüòîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i

ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: çíàéòè ïðîñòèé öèêë, ÿêèé ìiñòèòü âñi âåðøèíè ãðàôà 1. Äëÿ

ãðàôà äîäåêàåäðà ãàìiëüòîíiâ öèêë iñíó¹. Çà ïåâíèõ óìîâ ñó÷àñíà çàäà÷à

êîìiâîÿæåðà, ÿêà ïðèïóñêà¹ íåîäíîðàçîâå âiäâiäàííÿ âåðøèí, çâîäèòüñÿ äî

âiäøóêàííÿ â ãðàôi iç çàäàíèìè �äîâæèíàìè� ðåáåð ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó

íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,

ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè a i b.

1Òàêèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì.
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ïóíêòàìè, àëå çáåðiãà¹ âñi ¨ ¨ ïðèíöèïîâi òðóäíîùi, ñôîðìóëþâàâ ó 1859 ðîöi

Ãàìiëüòîí íà ïðèêëàäi ãðàôà äîäåêàåäðà: îáiéòè çàìêíåíèì ìàðøðóòîì ïî

ðåáðàì áàãàòîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå

îäèí ðàç, íå âðàõîâóþ÷è âåðøèíè ïî÷àòêó òà êiíöÿ øëÿõó. Ñàìå öþ çàäà÷ó
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ñâiòó�. Äëÿ äîâiëüíîãî ãðàôà çàäà÷à Ãàìiëüòîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i
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íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,

ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè a i b.

1Òàêèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì.
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ùîá âiäâiäàòè ðåøòó ïóíêòiâ i ëèøå îäèí ðàç. Öÿ çàäà÷à íå çàâæäè ìà¹
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íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b) ãðàôà ìà¹ äîâæèíó,
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Îäíà ç íàéâiäîìiøèõ çàäà÷ ìàòåìàòèêè � ïðîáëåìà ÷îòèðüîõ ôàðá �
òàêîæ íàëåæèòü äî ãðàôiâ. Ùå â ìèíóëîìó ñòîëiòòi áóëî âiäçíà÷åíî, ùî
êîæíó êîíêðåòíó ãåîãðàôi÷íó êàðòó ìîæíà ðîçôàðáóâàòè ÷îòèðìà
ôàðáàìè òàê, ùîá äîâiëüíi äâi ñóñiäíi êðà¨íè, ÿêi ìàþòü ëiíiéíèé íå
òî÷êîâèé êîðäîí ìîæíà ïîôàðáóâàòè â ðiçíi êîëüîðè. Îäíàê äîâåäåííÿ
äëÿ äîâiëüíî¨ êàðòè, òîáòî äëÿ äâîçâ'ÿçíîãî ïëîñêîãî (ïëàíàðíîãî) ãðàôà,
âäàëîñÿ äàòè ç âèêîðèñòàííÿì îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè ëèøå â îñòàííi
ðîêè ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Ïî÷èíàþ÷è ç XIX-ãî ñòîëiòòÿ, áóëî çàïðîïîíîâàíî
áàãàòî äîâåäåíü ïðîáëåìè ÷îòèðüîõ ôàðá, ÿê ïðîôåñiéíèìè
ìàòåìàòèêàìè, òàê i íå ìàòåìàòèêàìè, ÿêi íàæàëü ìiñòèëè ïîìèëêè � âñiõ
âàáèëà ïðîñòîòà, åñòåòè÷íiñòü i ãó÷íà ïîïóëÿðíiñòü öi¹¨ çàäà÷i. Çàóâàæèìî,
ùî Õiâóä ó 1890 ðîöi äîâiâ, ùî äîñòàòíüî ï'ÿòè ôàðá äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ
êàðòè.

Äëÿ íåïëîñêèõ ãðàôiâ çàäà÷à ïðî ðîçôàðáóâàííÿ ñòàâèòüñÿ äåùî iíàêøå
� äëÿ âåðøèí. Òóò ¹ áàãàòî ðåçóëüòàòiâ i íåðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷, ÿêi öiêàâi
ÿê i äëÿ òåîði¨, òàê i äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ.
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âäàëîñÿ äàòè ç âèêîðèñòàííÿì îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè ëèøå â îñòàííi
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ïëîùèíi áåç ñõðåùåííÿ (ïåðåòèíó) ðåáåð, øëÿõîì ¨õ íåïåðåðâíî¨
äåôîðìàöi¨. Òîïîëîãi÷íèé êðèòåðié ïëàíàðíîñòi ãðàôà çàïðîïîíóâàëè Ë¹â
Ïîíòðÿãií (1927 ð.), íå îïóáëiêóâàâøè öåé ðåçóëüòàò, i Êàçèìèð
Êóðàòîâñüêèé 2 (1930 ð.). ×åðåç âàãîìiñòü ïëàíàðíî¨ ðåàëiçàöi¨
åëåêòðîííèõ ñõåì (çîêðåìà äðóêóâàííÿ ïëàò) îñòàííiì ÷àñîì îòðèìàíî
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ãðàôà ìîäåëþþòüñÿ äîâiëüíi ñõåìè, ó ÿêèõ âèäiëÿþòüñÿ áiëüø ïðîñòi
÷àñòèíè (âåðøèíè) i çâ'ÿçêè ìiæ íèìè (ðåáðà). Íå äèâíî, ùî ãðàôè
çóñòði÷àþòüñÿ â ðiçíîìàíiòíèõ äîñëiäæåííÿõ ç ñîöiîëîãi¨, ïñèõîëîãi¨,
åêîíîìiêè, òåîði¨ iãîð, ëîãiêè, ïðîãðàìóâàííÿ, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé
(ëàíöþãè Ìàðêîâà), êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè (äiàãðàìè Ôåéíìàíà), õiìi¨
(ñòðóêòóðà ìîëåêóë), ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, êðèñòàëîôiçèêè, ìåäèöèíè òà
áiîëîãi¨ (íåðâîâi, ñóäèííi òà iíøi ìåðåæi), åëåêòðîíiêè, ëiíãâiñòèêè òà ií.
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