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Вступ

Напевно нiхто не може заперечити, що економiка породила
математику, адже обмiн результатами своєї працi мiж людьми
привiв до "числа", а далi розвивались геометрiя, механiка, фiзи-
ка тощо.

Звичайно, що серйозне використання математичних методiв
в економiцi почалось в ХХ сторiччi, хоча першi впровадження
почалися у XVII-XVIII ст.

Першим природним станом було широке впровадження в еко-
номiку статистичних методiв, що було зручним iнструментом
для практичних бухгалтерських розрахункiв, далi використання
математичного апарату лiнiйного програмування (формалiзацiя
через мiнiмум та максимум критерiїв якостi, тобто оптималь-
ностi даних економiчних показникiв). Однак певна обмеженiсть
статистичних моделей у мiжгалузевому балансi змусила економi-
стiв перейти та впровадити серйознi економiко-математичнi до-
слiдження, зокрема динамiчних моделей заснованих на диферен-
цiальних рiвняннях або їхнiх дискретних моделях.

Очевидно, що за цими математичними термiнами стоїть сер-
йозна наука, яка розпочинається з вищої математики, основи
якої подано у цьому збiрнику.

Насправдi немає окремої математики для економiки, фiзи-
ки, бiологiї тощо, є застосування математичних методiв у цих та
iнших науках. Пiд математикою для економiстiв ми розумiємо
наведення для кожного роздiлу вищої математики конкретних
прикладiв iз економiки, де використано вивчений матерiал для
конкретних економiчних моделей, з детальним аналiзом можли-
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вих результатiв.
Наприклад, вивчаючи основи лiнiйної алгебри, у збiрнику

проаналiзовано балансовий аналiз (модель Леонтьєва), модель
рiвноважних цiн i мiжнародної торгiвлi, а у векторнiй алгебрi
наведено приклади простору товарiв, вектору цiн тощо. Бюдже-
тнi множини та лiнiї бюджетного обмеження проаналiзовано для
вивчення елементiв аналiтичної геометрiї, а вивчаючи множи-
ни та послiдовностi, наведено приклади нарахування простих i
складних вiдсоткiв. Найбiльше застосувань в економiцi має ди-
ференцiальне й iнтегральне числення функцiй з однiєю та ба-
гатьма змiнними. Тому для цих пiдроздiлiв вищої математики
проаналiзовано багато економiчних моделей i понять, зокрема,
еластичнiсть, оптимальнiсть, гранична кориснiсть, норма замi-
щення, теорiя споживання, задачi про рух коштiв i нагромадже-
ння капiталу, динамiчнi та неокласичнi моделi тощо.

Збiрник укладено так, щоб об’єднати теоретичний матерiал iз
практичним. Тому перед кожною темою, яку потрiбно розгляну-
ти на практицi, наведено основний теоретичний матерiал, розв’я-
зано низку типових прикладiв. Завдання структурованi для ау-
диторної та домашньої роботи, наведено варiанти модульних, за-
лiкових та екзаменацiйних завдань.

У кiнцi збiрника-довiдника подано список лiтературних дже-
рел, де можна знайти детальний аналiз основного матерiалу з
вищої математики.

Зрозумiло, що основнi економiчнi дослiдження проводять з
використанням сучасних IT-технологiй, засвоїти якi неможливо
без досконалого володiння методами та засобами вищої матема-
тики.



Роздiл 1

Елементи лiнiйної
алгебри

1.1. Матрицi. Дiї над матрицями

Прямокутну таблицю чисел

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
ak1 ak2 ... akn

 = (aij)

називають k × n – матрицею, де k – кiлькiсть рядкiв; n –
кiлькiсть стовпцiв; aij – елемент матрицi.

Якщо k = n, то матрицю називають квадратною, а n – її
порядком .

Нуль-матрицею називають матрицю, усi елементи якої до-
рiвнюють нулевi

O
def
=

 0 ... 0
... ... ...
0 ... 0

 .

Одиничною матрицею n – го порядку називають матрицю
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I
def
=


1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

.

Елементи aij , в яких i = j, утворюють головну дiагональ
матрицi.

Квадратна матриця, яка набула вигляду
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λn


називається дiагональною. Якщо всi λi рiвнi, то дiагональну
матрицю називають скалярною.

Квадратна матриця називається верхньою трикутною,
якщо всi її елементи, якi розташованi нижче головної дiагона-
лi, дорiвнюють нулевi, тобто aij = 0 при i > j

a11

0
0
.
0

a12 a13 ... a1n

a22 a23 ... a2n

0
.

a33

.
...
...

a3n

...
0 0 ... ann

 .

Квадратна матриця називається нижньою трикутною,
якщо всi її елементи, якi розташованi вище головної дiагоналi,
дорiвнюють нулевi, тобто aij = 0 при i < j

a11

a21

a31

.
an1

0 0 ... 0
a22 0 ... 0
a32

.
a33

.
...
...

0
...

an2 an3 ... ann

 .

Якщо рядки k × n матрицi A = (aij) замiнити її стовпцями,
то отримаємо транспоновану матрицю розмiру n× k

AT = (aij)
T = (aji).
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Квадратна матриця A = (aij) називається симетричною,
якщо AT = A, тобто aji = aij .

Приклад 1.1. Знайти транспонованi матрицi до матриць.
Розв’язування.

B =

(
5 1 4
0 2 3

)
, BT =

 5 0
1 2
4 3

 .

C =

 6 7
8 9
−2 −1

 , CT =

(
6 8 −2
7 9 −1

)
.

Сумою двох матриць A = (aij) i B = (bij) однакових
розмiрiв називають матрицю

C = A+B
def
= (aij + bij) =

 a11 + b11 ... a1n + b1n
... ... ...

ak1 + bk1 ... akn + bkn

 .

Приклад 1.2. Знайти суму матриць A+B, якщо

A =

(
2 1 1
0 3 2

)
, B =

(
3 4 5
6 7 8

)
.

Розв’язування.

A+B =

(
2 + 3 1 + 4 1 + 5
0 + 6 3 + 7 2 + 8

)
=

(
5 5 6
6 10 10

)
.

Добутком матрицi A = (aij) розмiру k× n на скаляр
(число) λ називають матрицю

λA
def
= (λaij) =

 λa11 ... λa1n

... ... ...
λak1 ... λakn

 .

Приклад 1.3. Обчислити 3

(
2 3
4 5

)
− 2

(
6 −7
−8 9

)
.
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Розв’язування.

3

(
2 3
4 5

)
− 2

(
6 −7
−8 9

)
=

(
6 9
12 15

)
+

(
−12 14
16 −18

)
=

=

(
−6 23
28 −3

)
.

Добутком матрицi A = (aij) (k × n) на матрицю
B = (bij) (n × m) називають матрицю C = (cij) (k × m),
кожний елемент якої визначають за формулою

cij =

n∑
s=1

aisbsj = ai1b1j + ai2b2j + ...+ ainbnj ,

тобто елемент cij матрицi C – розглядають як добуток i-го рядка
матрицi A на j – й стовпець матрицi B.

Властивостi дiй над матрицями:

1. A+B = B +A.

2. A ·B 6= B ·A,
(A ·O = O ·A = O, A · I = I ·A = A, A2 = A ·A).

3. (A+B) + C = A+ (B + C).

4. (A ·B) · C = A · (B · C).

5. A · (B + C) = A ·B +A · C,
(A+B) · C = A · C +B · C.

6. (A+B)T = AT +BT .

7. (λA)T = λAT .

8. (A ·B)T = BT ·AT .
9. (AT )T = A.

Приклади 1.4. Знайти добутки матриць AB i BA, якщо:
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1. A =

(
2 3
4 5

)
, B =

(
6 7
8 9

)
.

AB =

(
2 · 6 + 3 · 8 2 · 7 + 3 · 9
4 · 6 + 5 · 8 4 · 7 + 5 · 9

)
=

(
36 41
64 73

)
,

BA =

(
6 · 2 + 7 · 4 6 · 3 + 7 · 5
8 · 2 + 9 · 4 8 · 3 + 9 · 5

)
=

(
40 53
52 69

)
,

AB 6= BA.

2. A =

(
5 1 4
0 2 3

)
, B =

 6 7
8 9
−2 −1

 .

AB =

(
5 · 6 + 1 · 8 + 4 · (−2) 5 · 7 + 1 · 9 + 4 · (−1)
0 · 6 + 2 · 8 + 3 · (−2) 0 · 7 + 2 · 9 + 3 · (−1)

)
=

=

(
30 40
10 15

)
,

BA =

 6 · 5 + 7 · 0 6 · 1 + 7 · 2 6 · 4 + 7 · 3
8 · 5 + 9 · 0 8 · 1 + 9 · 2 8 · 4 + 9 · 3

−2 · 5 + (−1) · 0 −2 · 1 + (−1) · 2 −2 · 4 + (−1) · 3

 =

=

 30 20 45
40 26 59
−10 −4 −11

 ,

AB 6= BA.

Приклад 1.5. Обчислити f(A) = 3A2 − 4A, якщо

A =

 2 −1 0
4 −2 5
3 7 0

 .
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Розв’язування. Спочатку знайдемо A2

A2 = A ·A=

 2 −1 0
4 −2 5
3 7 0

 ·
 2 −1 0

4 −2 5
3 7 0

 =

=

2 · 2− 1 · 4 + 0 · 3 2 · (−1)− 1 · (−2) + 0 · 7
4 · 2− 2 · 4 + 5 · 3 4 · (−1)− 2 · (−2) + 5 · 7
3 · 2 + 7 · 4 + 0 · 3 3 · (−1) + 7 · (−2) + 0 · 7

2 · 0− 1 · 5 + 0 · 0
4 · 0− 2 · 5 + 5 · 0
3 · 0 + 7 · 5 + 0 · 0

=

=

 0 0 −5
15 35 −10
34 −17 35

 .

Тепер обчислимо f(A) = 3A2 − 4A

f(A) = 3

 0 0 −5
15 35 −10
34 −17 35

− 4

 2 −1 0
4 −2 5
3 7 0

 =

=

 0 0 −15
45 105 −30
102 −51 105

+

 −8 4 0
−16 8 −20
−12 −28 0

 =

=

 −8 4 −15
29 113 −50
90 −79 105

 .

1.2. Визначники другого та третього
порядкiв

Визначником другого порядку називають число

∆ ≡ detA ≡
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ def= a11a22 − a12a21.
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Приклади 1.6. Знайти визначники матриць

A =

(
2 3
4 5

)
, detA =

∣∣∣∣ 2 3
4 5

∣∣∣∣ = 2 · 5− 4 · 3 = 10− 12 = −2.

B =

(
3 5
−4 2

)
,

detB =

∣∣∣∣ 3 5
−4 2

∣∣∣∣ = 3 · 2− 5 · (−4) = 6 + 20 = 26.

Визначником третього порядку називають число

∆ ≡ detA ≡

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ def=

def
= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 − a13a22a31−

−a11a23a32 − a12a21a33.

Правило запам’ятовування цiєї формули називають правилом
трикутника .

Мiнором Mij елемента aij визначника ∆ називають ви-
значник, який отримують з ∆ викресленням i-го рядка та j-го
стовпця.

Алгебричним доповненням елемента aij називають чи-

сло Aij
def
= (−1)i+jMij .

Приклад 1.7. Знайти визначники матриць:

1. B =

 −2 0 4
6 1 5
7 8 9

. Використавши правило трикутника,

одержимо

detB =

∣∣∣∣∣∣
−2 0 4
6 1 5
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = (−2) · 1 · 9 + 0 · 5 · 7 + 6 · 8 · 4− 7 · 1 · 4−

−6 · 0 · 9− 8 · 5 · (−2) = −18 + 192− 28 + 80 = 226.
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2. C =

 5 3 2
−1 2 4
7 3 6

. Використавши правило трикутника,

отримаємо

detC =

∣∣∣∣∣∣
5 3 2
−1 2 4
7 3 6

∣∣∣∣∣∣ = 5 · 2 · 6 + 3 · 4 · 7 + (−1) · 3 · 2− 2 · 2 · 7−

−5 · 4 · 3− 3 · (−1) · 6 = 60 + 84− 6− 28− 60 + 18 = 68.

1.3. Обернена матриця

Квадратну матрицю називають оберненою (A−1) до квадра-
тної матрицi A, якщо

A−1 ·A = A ·A−1 = I.

Матрицю A називають невиродженою, якщо detA 6= 0.
Матрицю A називають виродженою, якщо detA = 0.
Твердження.Невироджена матриця має єдину обернену ма-

трицю, а вироджена матриця не має оберненої матрицi.
Обернена матриця до матрицi A (detA 6= 0) набуває вигляду

A−1 =
1

detA
(Aij)

T =



A11

detA

A21

detA
...

An1

detA

A12

detA

A22

detA
...

An2

detA
... ... ...
A1n

detA

A2n

detA
...

Ann
detA


.

Приклад 1.8. Знайти обернену матрицю до матрицi

A =

 1 2 5
1 3 9
0 1 3

.

Розв’язування. Знайдемо detA
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detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
1 3 9
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 9 + 0 + 5− 0− 9− 6 = −1 6= 0,

A−1 iснує.
Обчислюємо алгебричнi доповнення усiх елементiв матрицi A

A11 =

∣∣∣∣ 3 9
1 3

∣∣∣∣ = 0; A21 = −
∣∣∣∣ 2 5

1 3

∣∣∣∣ = −1; A31 =

∣∣∣∣ 2 5
3 9

∣∣∣∣ = 3;

A12 = −
∣∣∣∣ 1 9

0 3

∣∣∣∣ = −3; A22 =

∣∣∣∣ 1 5
0 3

∣∣∣∣ = 3;

A32 = −
∣∣∣∣ 1 5

1 9

∣∣∣∣ = −4;

A13 =

∣∣∣∣ 1 3
0 1

∣∣∣∣ = 1; A23 = −
∣∣∣∣ 1 2

0 1

∣∣∣∣ = −1; A33 =

∣∣∣∣ 1 2
1 3

∣∣∣∣ = 1.

Записуємо матрицю з алгебричних доповнень

 0 −3 1
−1 3 −1
3 −4 1

,

транспонуємо її

 0 −1 3
−3 3 −4
1 −1 1

 , подiливши кожний елемент

на detA = −1, одержимо

A−1 =

 0 1 −3
3 −3 4
−1 1 −1

 .

Приклад 1.9. Знайти матрицю X з матричного рiвняння(
2 −3
−2 4

)
X =

(
1 3
7 −2

)
.

Розв’язування. Позначимо A =

(
2 −3
−2 4

)
, B =

(
1 3
7 −2

)
,

X – невiдома матриця. Тодi задане рiвняння набуде вигляду
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A · X = B. Оскiльки detA =

∣∣∣∣ 2 −3
−2 4

∣∣∣∣ = 8 − 6 = 2 6= 0,

то для матрицi A iснує обернена матриця A−1. Домноживши
обидвi частини рiвняння на матрицю A−1 злiва, одержимо

A−1 ·A ·X = A−1 ·B, I ·X = A−1 ·B, X = A−1 ·B.

Обчислимо алгебричнi доповнення A11 = 4; A12 = 2; A21 = 3;

A22 = 2. Тодi A−1 =
1

2

(
4 3
2 2

)
=

(
2 1, 5
1 1

)
.

Отже,

X = A−1 ·B =

(
2 1, 5
1 1

)(
1 3
7 −2

)
=

=

(
2 · 1 + 1, 5 · 7 2 · 3 + 1, 5 · (−2)
1 · 1 + 1 · 7 1 · 3 + 1 · (−2)

)
=

(
12, 5 3

8 1

)
.

Аудиторна робота 1

1.1. Знайти транспонованi матрицi до матриць:

а)
(
−2 6
4 1

)
; б)

(
2 −7 1
0 −3 5

)
; в)

 5 −2
1 0
8 −3

.

1.2. Обчислити:

а)
(

8 −4 1
3 −7 4

)
− 2

(
5 −2 1
−1 −6 3

)
;

б) 4

(
1 −2
0 3

)
− 3

(
4 −6
−1 5

)
;

в)
(

1 4 5
) 6

3
2

; г)

 3
5
1

( 2 4 −3
)
;

ґ)
(

2 4
3 5

)(
−1 −2
9 0

)
; д)

(
1 1
1 1

)(
2 2
−2 −2

)
;

е)
(
−2 4
3 1

)2

; є)
(

2 3 −1
5 0 −4

) 1 −2
2 0
4 −3

;
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ж)

 2 0 −4
1 5 0
3 4 −1

 3 1 6
−1 4 0
2 5 7

; з)

 −1 5 1
−2 0 3
4 6 2

2

.

1.3. Обчислити:

а) f(A) = 2A2 + 5A− 5, якщо A =

 −2 3 2
−4 1 5
−1 2 0

;

б) f(A) = 4A2 − 3A+ 2, якщо A =

 1 −3 2
0 1 5
2 −2 0

.

1.4. Обчислити визначники:

а)
∣∣∣∣ −3 7
−4 2

∣∣∣∣; б)
∣∣∣∣ 5 −1
−4 2

∣∣∣∣; в)
∣∣∣∣ 0 7
−4 9

∣∣∣∣; г)
∣∣∣∣ −6 −3

4 2

∣∣∣∣;
ґ)

∣∣∣∣∣∣
1 −3 4
7 2 0
5 2 −1

∣∣∣∣∣∣; д)

∣∣∣∣∣∣
2 −2 4
3 0 1
5 6 −1

∣∣∣∣∣∣; е)

∣∣∣∣∣∣
−1 −3 5
0 −2 1
2 4 8

∣∣∣∣∣∣.
1.5. Знайти обернену матрицю:

а)
(

2 4
3 5

)
; б)

(
−1 0
9 1

)
; в)

(
5 −2
−3 2

)
;

г)

 −1 5 1
−2 0 3
4 6 2

 ; ґ)

 2 0 1
−1 4 3
1 2 5

 ; д)

 3 5 2
1 0 −2
4 1 −3

 .

1.6. Знайти матрицю X з рiвнянь:

а)
(
−5 7
−2 3

)
X =

(
7 9
−3 4

)
;

б) X

(
−2 −3
3 4

)
=

(
7 −3
4 5

)
.

Домашня робота 1

1.1. Знайти транспонованi матрицi до матриць:

а)

 0 4
−1 7
9 −2

; б)
(

2 −3 0 4
3 −6 1 9

)
; в)

 −2 3 2
3 1 5
2 5 0

 .

1.2. Обчислити:



16 Роздiл 1. Елементи лiнiйної алгебри

а)
(

5 −4 0
2 −6 1

)
− 3

(
1 −2 4
−1 3 5

)
;

б) 3

(
2 −4
5 1

)
− 2

(
6 −5
−1 0

)
;

в)
(

2 −1 5
) 4
−1
2

; г)

 6
−2
1

( 1 4 3
)
;

ґ)
(
−2 4
1 5

)(
3 0
8 2

)
; д)

(
2 2
2 2

)(
5 5
−5 −5

)
;

е)
(
−1 5
−3 1

)2

; є)
(

2 3 −1
5 0 −4

) 1 −2
2 0
4 −3

;

ж)

 3 4 0
1 0 6
3 4 2

 5 1 2
−1 2 3
−2 4 6

; з)

 −1 0 4
2 3 5
−4 1 2

2

.

1.3. Обчислити:

а) f(A) = 5A2 + 2A− 3, якщо A =

 2 −3 3
0 −1 2
1 2 0

 ;

б) f(A) = −2A2 + 3A+ 4, якщо A =

 0 −3 1
−1 5 0
4 7 2

 ;

в) f(A) = −3A2 + 5A− 2, якщо A =

 0 2 3
−1 4 1
5 0 2

 .

1.4. Обчислити визначники:

а)
∣∣∣∣ −2 6
−3 5

∣∣∣∣; б)
∣∣∣∣ 4 −1
−7 2

∣∣∣∣; в) ∣∣∣∣ 0 5
−3 8

∣∣∣∣; г) ∣∣∣∣ −5 −1
10 2

∣∣∣∣;
ґ)
∣∣∣∣ cosα sinα
− sinα cosα

∣∣∣∣; д)
∣∣∣∣∣∣

1 −3 0
−1 4 2
0 2 −5

∣∣∣∣∣∣ ; е)

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
4 −2 8
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣;
є)

∣∣∣∣∣∣
−2 0 5
3 0 8
2 4 1

∣∣∣∣∣∣; ж)

∣∣∣∣∣∣
a b c
3 0 8
b c a

∣∣∣∣∣∣, при a = 1, b = −1, c = 3.

1.5. Знайти обернену матрицю:
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а)
(

1 4
3 6

)
; б)

(
−2 3
2 7

)
; в)

(
5 0
−1 2

)
;

г)

 −2 6 3
−2 0 −3
4 6 2

 ; ґ)

 5 0 1
−1 2 3
1 2 6

 ; д)

 4 1 7
−1 0 2
−4 1 3

 .

1.6. Знайти матрицю X з рiвнянь:

а)
(

0 1
−3 4

)
X =

(
−2 5
−1 2

)
; б) X

(
−1 −4
2 4

)
=

(
5 −3
4 1

)
;

в)
(

8 −2
−7 2

)
X =

(
1 0
4 6

)
; г) X

(
−8 −9
3 4

)
=

(
9 −3
4 −5

)
;

ґ) X

 1 −3 2
0 1 5
2 −2 0

 =

 1 5 0
2 1 −7
6 3 −4

 .

1.4. Розв’язування систем лiнiйних рiвнянь

Розглянемо систему трьох лiнiйних рiвнянь з трьома невiдо-
мими 

a1x+ b1y + c1z = d1,
a2x+ b2y + c2z = d2,
a3x+ b3y + c3z = d3.

Розв’язком цiєї системи називають впорядковану трiйку чи-
сел (x, y, z), яка у разi пiдстановки в систему кожне її рiвняння
перетворює в числову рiвнiсть. Позначимо

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , ∆x =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , ∆y =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
∆z =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣ .
Якщо ∆ 6= 0, то система має єдиний розв’язок, який знахо-

димо за формулами Крамера

x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
, z =

∆z

∆
.
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Якщо ∆ = 0 i ∆2
x + ∆2

y + ∆2
z = 0, то система рiвнянь має

безлiч розв’язкiв.
Якщо ж ∆ = 0 i ∆2

x + ∆2
y + ∆2

z 6= 0, то система рiвнянь не
має жодного розв’язку.

Приклад 1. 10. Розв’язати систему за допомогою формул

Крамера


2x− 3y + 4z = 2,
7x− 2y + 8z = 3,
5x+ 2y − z = −1.

Розв’язування. Обчислимо

∆=

∣∣∣∣∣∣
2 −3 4
7 −2 8
5 2 −1

∣∣∣∣∣∣=4− 120 + 56− (−40 + 32 + 21) = −73, ∆ 6= 0;

∆x =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 4
3 −2 8
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 4 + 24 + 24− (8 + 32 + 9) = 3,

x =
∆x

∆
= − 3

73
;

∆y =

∣∣∣∣∣∣
2 2 4
7 3 8
5 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −6 + 80− 28− (60− 16− 14) = 16,

y =
∆y

∆
= −16

73
;

∆z =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 2
7 −2 3
5 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 4− 45 + 28− (−20− 12− 2) = −26,

z =
∆z

∆
=

26

73
.

Отже, розв’язком системи є x = − 3

73
, y = −16

73
, z =

26

73
,(

− 3

73
; −16

73
;

26

73

)
.
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1.5. Метод Гаусса

Розглянемо систему k лiнiйних рiвнянь з n невiдомими
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2,

... ... ...
ak1x1 + ak2x2 + ... + aknxn = bk

та її розширену матрицю

Ab =


a11 a12 ... a1n | b1
a21 a22 ... a2n | b2

... ... ...
ak1 ak2 ... akn | bk

 .

Розв’язком системи називають впорядкований набiр n
чисел (x1, x2, ..., xn), якi у разi пiдстановки в систему кожне
рiвняння перетворюють у числову рiвнiсть.

Двi системи називаються еквiвалентними , якщо множини
їхнiх розв’язкiв рiвнi. Матрицю називають схiдчастою, якщо
вона набуває вигляду

0 ... 0 a1j1 ... a1j2 ... a1jk ... a1n

0 ... 0 0 ... a2j2 ... a2jk ... a2n

... ... ... ...
0 ... 0 0 ... 0 ... akjk ... akn
0 ... 0 0 ... 0 ... 0 ... 0
0 ... 0 0 ... 0 ... 0 ... 0

 ,

де a1j1 6= 0, a2j2 6= 0, ..., akjk 6= 0, j1 < j2 < ... < jk.
Систему лiнiйних рiвнянь називають схiдчастою, якщо во-

на набуває вигляду
a11x1 + a12x2 + ... + a1jkxjk + ... + a1nxn = b1,

a2j2xj2 + ... + a2jkxjk + ... + a2nxn = b2,
... ... ...

akjkxjk + ... + aknxn = bk.
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Тут a11 6= 0, a2j2 6= 0, ..., akjk 6= 0, 1 < j2 < ... < jk.

Елементарними перетвореннями системи називають:

1. переставляння двох рiвнянь системи.

2. множення рiвняння на число, вiдмiнне вiд нуля.

3. додавання до одного рiвняння системи iншого рiвняння си-
стеми.

Елементарнi перетворення системи вiдповiдають елементар-
ним перетворенням розширеної матрицi.

Метод Гаусса полягає в тому, що кожну систему лiнiйних
рiвнянь за допомогою елементарних перетворень можна звести
до еквiвалентної їй схiдчастої системи.

Зауваження. Якщо схiдчаста матриця мiстить рядок ви-
гляду (0 ... 0|bs), де bs 6= 0, то система не має розв’язкiв.

Приклад 1. 11. Розв’язати систему рiвнянь
3x1 + 4x2 + 3x3 = 0,
x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
x1 − x2 + x3 = 0,
x1 + 3x2 − x3 = −2.

Розв’язування. Запишемо розширену матрицю системи i зведемо
її до схiдчастого вигляду


3 4 3
1 2 3
1 −1 1
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
2
0
−2

⇔1.


1 2 3
3 4 3
1 −1 1
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
0
0
−2

 ⇔
2.− 4.

⇔
2.− 4.


1 2 3
0 −2 −6
0 3 2
0 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
−6
2
4

⇔5.


1 2 3
0 −1 4
0 3 2
0 −2 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
4
2
−6

 ⇔6.−7.
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⇔
6.−7.


1 2 3
0 −1 4
0 0 14
0 0 −14

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
4
14
−14

 ⇔8.−9.


1 2 3
0 −1 4
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
4
1
0

⇔10.

⇔
10.


x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
−x2 + 4x3 = 4,

x3 = 1.
⇔
11.


x3 = 1,
x2 = 0,
x1 = −1.

1. Перший i другий рядки помiняємо мiсцями. 2. Перший ря-
док множимо на (–3) i додаємо до другого рядка. 3. Вiд першого
рядка вiднiмаємо третiй рядок. 4. Вiд першого рядка вiднiмаємо
четвертий рядок. 5. Другий i четвертий рядки помiняємо мiсця-
ми. 6. Другий рядок множимо на 3 i додаємо до третього рядка.
7. Другий рядок множимо на (–2) i додаємо до четвертого рядка.
8. Додаємо третiй i четвертий рядки. 9. Третiй рядок подiлимо
на 14. 10. Запишемо вiдповiдну систему рiвнянь. 11. Розв’язуємо
систему.

Розв’язок системи – (−1, 0, 1).

1.6. Ранг матрицi

Рангом k × n матрицi (rang A) A називають максимальну
кiлькiсть її незалежних рядкiв (стовпцiв).

Мiнором s-го порядку k × n матрицi A (s 6 k, s 6 n) нази-
вають визначник складений з елементiв, якi стоять на перетинi
s вибраних рядкiв i s стовпцiв матрицi. Максимальний порядок
ненульового мiнора k× n матрицi A дорiвнює рангу матрицi A.

Метод знаходження rangA: задану матрицю A за допомогою
елементарних перетворень зводять до схiдчастого вигляду. Кiль-
кiсть ненульових рядкiв схiдчастої матрицi дорiвнює її rang A.

Приклад 1.12. Обчислити ранг матрицi
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B =


1 2 −1 3 2
2 −1 3 0 1
3 1 2 3 3
1 2 3 1 1

 .

Розв’язування. Зведемо матрицю B за допомогою елементарних
перетворень до схiдчастої матрицi


1 2 −1 3 2
2 −1 3 0 1
3 1 2 3 3
1 2 3 1 1

 ∼
1.−3.


1 2 −1 3 2
0 −5 5 −6 −3
0 −5 5 −6 −3
0 0 4 −2 −1

 ∼4,5.

∼
4,5.


1 2 −1 3 2
0 −5 5 −6 −3
0 0 4 −2 −1
0 0 0 0 0


1. До другого рядка додали перший рядок, помножений на –2.
2. До третього рядка додали перший рядок, помножений на –3.
3. До четвертого рядка додали перший рядок, помножений на
–1.
4. До третього рядка додали другий рядок, помножений на –1.
5. Четвертий i третiй рядки помiняти мiсцями.

Отримали rang B = 3.

1.7. Лiнiйнi економiчнi моделi

1.7.1. Модель Леонтьєва багатогалузевої економiки

Нехай Xi – обсяг валової продукцiї i-ї галузi (i = 1, 2, . . . , n) за
одиницю часу, xij – обсяг продукцiї i-ї галузi, що використовує
j-та галузь у процесi виробництва (i, j = 1, 2, . . . , n), Yi – обсяг
кiнцевої продукцiї i-ї галузi, призначеної для невиробничого спо-
живання.
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Оскiльки обсяг валової продукцiї будь-якої i-ї галузi дорiвнює
сукупному обсяговi продукцiї, що споживається n галузями та
кiнцевої продукцiї, то запишемо систему

X1 = x11 + x12 + . . .+ x1n + Y1,
X2 = x21 + x22 + . . .+ x2n + Y2,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Xn = xn1 + xn2 + . . .+ xnn + Yn,

або в скороченiй формi

Xi =
n∑
j=1

xij + Yi, i = 1, 2, . . . , n.

Останнi рiвняння називають спiввiдношенням балансу.
У практичних економiчних застосуваннях використовують ко-

ефiцiєнти прямих матерiальних витрат, тобто

aij =
xij
Xi
, i, j = 1, 2, . . . , n,

де aij – коефiцiєнт прямих витрат продукцiї i-ї галузi на одиницю
обсягу продукцiї j-ї галузi.

Матрицю

A =


a11 a11 · · · a1n

a21 a21 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an1 · · · ann


називають матрицею коефiцiєнтiв прямих витрат(технологiчна
матриця).

Оскiльки xij = aijXj , то

Xi =
n∑
j=1

aijXj + Yi, i = 1, 2, . . . , n
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або у матричнiй формi


a11 a11 · · · a1n

a21 a21 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an1 · · · ann



X1

X2
...
Xn

+


Y1

Y2
...
Yn

 =


X1

X2
...
Xn

 ,

тобто

X = AX + Y,

яке називають рiвнянням лiнiйного мiжгалузевого балансу (мо-
деллю Леонтьєва).

Основною задачею мiжгалузевого балансу є вiдшукання та-
кої матрицi обсягiв валової продукцiї X, яка за вiдомої матрицi
прямих витрат A забезпечує задану матрицю обсягiв кiнцевої
продукцiї Y.

Отже, (I−A)X = Y, або якщо матриця (I−A) – невироджена,
то X = (I −A)−1Y.

Матрицю B = (I−A)−1 називають матрицею повних витрат.
Економiчний змiст елементiв матрицiB такий: кожен елемент

bij матрицi B є обсягом валової продукцiї i-ї галузi, яка потрiбна
для забезпечення випуску одиницi кiнцевої продукцiї j-ї галузi
(i, j = 1, 2, . . . , n).

Рiвняння мiжгалузевого балансу зазвичай використовують у
двох випадках, коли вiдома матриця обсягiв валової продукцiї
X, потрiбно обчислити матрицю обсягiв кiнцевої продукцiї Y, або
для планування.

Приклад 1.13. Нехай матриця обсягiв валової продукцiї
галузi й матриця коефiцiєнтiв прямих витрат мають, вiдповiдно,
такий вигляд:

X =

300
200
400

 , A =

0, 3 0, 1 0, 2
0, 2 0, 3 0, 1
0, 2 0, 2 0, 6

 .



1.7. Лiнiйнi економiчнi моделi 25

Тодi

Y = (I −A)X =

0, 3 0, 1 0, 2
0, 2 0, 3 0, 1
0, 2 0, 2 0, 6

300
200
400

 =

110
40
60

 .

Приклад 1.14. Нехай

A =

 0 0, 2 0
0, 2 0 0, 1
0 0, 1 0, 2

 , Y =

200
100
300

 .

Визначити матрицю обсягiв валової продукцiї X.
Позначимо

X =

X1

X2

X3

 ,

де Xi– обсяги валової продукцiї галузей.
Виробничi зв’язки галузей задовольняють умови

X1 − (0 · x1 + 0, 2 · x2 + 0 · x3) = 200,
X2 − (0, 2 · x1 + 0 · x2 + 0, 1 · x3) = 100,
X3 − (0 · x1 + 0, 1 · x2 + 0, 2 · x3) = 300,

X1 − 0, 2x2 = 200,
−0, 2x1 + x2 − 0, 1x3) = 100,
−0, 1x2 + 0, 8x3) = 300.

Знайдемо обернену матрицю

B = (I −A)−1.

Визначник матрицi B = (I −A)

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 −0, 2 0
−0, 2 1 −0, 1

0 −0, 1 0, 8

∣∣∣∣∣∣ = 0, 8− 0, 01− 0, 032 = 0, 758.

Знайдемо алгебричнi доповнення елементiв матрицi (I −A)
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B11 = 0, 79, B21 = 0, 16, B31 = 0, 01,

B12 = 0, 16, B22 = 0, 8, B32 = 0, 1,

B13 = 0, 02, B23 = 0, 1, B33 = 0, 96.

Обернена матриця набуває вигляду

B = (I −A)−1 =

=
1

0, 758

0, 79 0, 16 0, 02
0, 16 0, 8 0, 1
0, 02 0, 1 0, 96

 =

1, 04 0, 21 0, 03
0, 21 1, 05 0, 13
0, 03 0, 3 1, 27


(всi числа округленi до сотих).

X = (I −A)−1Y =

1, 04 0, 21 0, 03
0, 21 1, 05 0, 13
0, 03 0, 3 1, 27

200
100
300

 =

238
186
400

 .

Отже, плановi обсяги валової продукцiї для галузей, вiдпо-
вiдно, становлять X1 = 238, X2 = 186, X3 = 400.

1.7.2. Модель рiвноважних цiн

Нехай задано матрицi

A =


a11 a11 · · · a1n

a21 a21 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an1 · · · ann

 , X =


X1

X2
...
Xn

 , P =


p1

p2
...
pn

 ,

де A – матриця прямих витрат; X – матриця обсягiв валової
продукцiї; P – матриця цiн.

Отже, першiй галузi для випуску продукцiї в обсязi x1, тре-
ба витратити на закупiвлю продукцiї iнших галузей суму, яка
становить

x1(a11p1 + a21p2 + . . .+ an1pn).
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Частину доходу, що залишається, позначимо V1 (додаткова
вартiсть).

Отож, справджується рiвнiсть

x1p1 = x1(a11p1 + a21p2 + . . .+ an1pn) + V1,

або, подiливши на x1, одержимо

P1 = (a11p1 + a21p2 + . . .+ an1pn) +W1,

де W1 =
V1

x1
– додаткова вартiсть на одиницю продукцiї, що ви-

пускається.
Аналогiчно до iнших галузей отримаємо

p2 = (a12p1 + a22p2 + . . .+ an2pn) +W2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

pn = (a1np1 + a2np2 + . . .+ annpn) +Wn.

У матричнiй формi це спiввiдношення запишемо

P = ATP +W,

W =


W1

W2
...
Wn

− матриця нормальної додаткової вартостi.

Модель рiвноважних цiн дає змогу за вiдомих норм додатко-
вої вартостi прогнозувати цiни на продукцiю галузей, а також
змiни цiн та iнфляцiю, що є наслiдком цiни в однiй iз галузей.

1.7.3. Лiнiйна модель мiжнародної торгiвлi

Нехай маємо групу з n країн K1, K2, . . . ,Kn, якi ведуть мiж
собою торгiвлю. Позначимо через xj – торговельний дохiд j-ї
країни. Вважатимемо, що частина qij – торговельного доходу xj ,
яку j-та країна витрачає на купiвлю товарiв i-ї країни, є сталою.
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Нехай

A =


q11 · · · q1n

q21 · · · q2n

· · · · · · · · ·
qn1 · · · qnn

 – структурна матриця торгiвлi.

Вважатимемо, що весь торговельний дохiд витрачається або
для закупiвлi товарiв на своїй територiї, або на iмпорт з iнших
країн, тобто

n∑
i=1

qij = 1, j = 1, 2, . . . , n.

Дохiд вiд внутрiшньої та зовнiшньої торгiвлi для Ki - країни
становить

xi = qi1x1 + qi2x2 + . . .+ qinxn,

тобто для збалансованої торгiвлi потрiбно знайти матрицю

X =


x1

x2
...
xn

 ,

щоб справджувалось рiвнянння QX = X.

Аудиторна робота 2

2.1. Розв’язати системи за допомогою формул Крамера:

а)


−7x− 2y + 4z = 1,
−3x+ y + 6z = 3,
2x+ 2y − 5z = −2;

б)


−4x+ 2y + z = −5,
−3x+ y + 5z = 4,
−6x+ 2y − 2z = 2;

в)


2x+ 5y − 2z = −2,
−3x+ 4y + 9z = 3,
−5x− y + 6z = 5;

г)


2x− 3y + 4z = −4,
−7x+ 2y + 5z = 5,
5x+ 2y − z = −2.

2. 2. Знайти загальний розв’язок систем за допомогою методу
Гаусса:

а)


x− 3y − 2z = −3,
2x− 5y − z = 2,
x− 4y − 2z = −2;

б)


2x− 3y + 4z = 0,
x+ 5y − z = 10,

3x− 6y + 5z = −4;
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в)


4x− 3y − 2z = 2,
2x+ 7y − z = 1,
x+ 4y − 5z = −4;

г)


3x− 8y + 4z = 6,
x− 3y − z = 2,

2x− 6y − 5z = 1.
2.3. Знайти ранг матриць:

а)

 −2 0 1
3 1 5
2 2 12

; б)

 2 −4 0 10
3 −6 5 0
1 −2 1 2

; в)

 −2 3 2
3 0 4
1 5 0

 .

Домашня робота 2

2.1. Розв’язати системи за допомогою формул Крамера:

а)


−2x− y + 4z = 1,
−3x+ 5y + z = 3,
x+ 2y − 5z = −2;

б)


5x− y + z = −6,
−3x+ y − 2z = 4,
4x+ 2y − z = 2;

в)


4x+ 5y − 2z = −2,
−3x− 4y + 9z = 3,
x+ y + 7z = 1;

г)


2x− 3y + 4z = 0,
7x− y + 3z = 0,
5x+ 2y − z = 0.

2.2. Знайти загальний розв’язок систем за допомогою методу
Гаусса:

а)


−x− 3y + 5z = 1,
2x− 8y − 3z = 7,
x+ 4y − 5z = 9;

б)


x− 4y + 5z = 3,
−2x+ 7y − 4z = 2,
3x− 6y + 2z = 4;

в)


6x+ 3y + 2z = 1,
3x+ 2y − z = 7,
x+ 4y − 5z = −1;

г)


3x+ 7y + 4z = 6,
x− 3y − z = 5,

2x− 5y − 3z = 1.
2.3. Знайти ранг матриць:

а)

 8 3 −1
3 1 5
5 2 −6

; б)

 3 −2 0 5
1 3 2 −5
8 2 4 0

; в)

 −1 6 2
3 −2 0
1 0 5

 .

2.4. а) Нехай AT =

0, 1 0, 1 0, 2
0, 3 0, 2 0, 2
0, 2 0, 3 0, 2

– транспонована матриця

прямих витрат деякої економiчної системи, а W = (4 10 4)–
матриця додаткової вартостi.

Визначити рiвноважнi цiни економiчної системи.



30 Роздiл 1. Елементи лiнiйної алгебри

б) Нехай маємо три країни-учасники торгiвлi з торговельни-
ми доходами X1, X2, X3 i структурною матрицею

Q =


1
2

1
3

1
2

1
4

1
3

1
2

1
4

1
3 0

 .

Визначити доходи країн, що забезпечують збалансовану без-
дифiцитну торгiвлю, якщо сума їхнiх доходiв становить 9000 ум.
од.

в) Нехай матриця технологiчних коефiцiєнтiвA =

(
9 25
8 27

)
, а

Y =

(
66
165

)
– обсяг кiнцевої продукцiї, X =

(
100
200

)
– обсяг валової

продукцiї.
Обчислити необхiдний обсяг валової продукцiї кожної галузi,

якщо обсяг кiнцевої продукцiї першої галузi збiльшиться вдвоє,
а другої – не змiниться.

г) Нехай загальнi витрати для кожної з трьох галузей виро-
бництва становлять

X1 = 50000 + 0, 65x2 + 0, 55x3,

X2 = 25000 + 0, 25x1 + 0, 05x2 + 0, 1x3,

X3 = 0, 25x1 + 0, 05x2.

Контрольнi запитання

1. Що таке матриця?
2. Якi є види матриць?
3. Яку матрицю називають сумою матриць?
4. Яку матрицю називають добутком матрицi на число?
5. Яку матрицю називають добутком матриць?
6. Якi властивостi дiй над матрицями?
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7. Як обчислюють визначник квадратної матрицi другого поряд-
ку?
8. Як обчислюють визначник квадратної матрицi третього по-
рядку?
9. Що називають рангом матрицi?
10. Якi перетворення матрицi називають елементарними?
11. Якi системи лiнiйних рiвнянь називають еквiвалентними?
12. Що таке обернена матриця?
13. Як обчислюють обернену матрицю?
14. Що називають розв’язком системи лiнiйних рiвнянь?
15. У чому полягає основна iдея методу Гаусса?
16. Як можна застосовувати формули Крамера для знаходження
розв’язку системи лiнiйних рiвнянь?
17. У чому полягає суть моделi Леонтьєва багатогалузевої еко-
номiки?
18. Яка основна задача мiжгалузевого балансу?
19. Як будується економiчна модель рiвноважних цiн?
20. У чому полягає лiнiйна модель мiжнародної торгiвлi?



Роздiл 2

Векторна алгебра

2.1. Вектори. Дiї над векторами

Множину з n дiйсних чисел, якi записанi у певному порядку
в стовпець, називають n – мiрним вектором i записують

~x =


x1

x2
...
xn

 .

Числа xi (i = 1, ..., n) називають компонентами (або коор-
динатами) вектора ~x.

Два n–мiрних вектори називаються рiвними , якщо усi їхнi
вiдповiднi компоненти рiвнi.

Нуль-вектором (нульовим вектором) називається вектор,
усi компоненти якого дорiвнюють нулевi

~0 =


0
0
...
0

 .

Якщо компоненти вектора записати рядком (x1, ..., xn) = ~xT ,
то отримаємо транспонований вектор.
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Сумою двох n–мiрних векторiв ~x i ~y називається n–мiрний
вектор, компоненти якого є сумами вiдповiдних компонент ве-
кторiв ~x i ~y

~x+ ~y =


x1 + y1

x2 + y2
...

xn + yn

 .

Зауважимо, що два вектори можна додавати тодi i тiльки тодi,
коли вони мають однакову кiлькiсть компонент.

Добутком вектора ~x на число c (на скаляр) називає-
ться вектор, компонентами якого є добуток кожної компоненти
вектора ~x на число c

c ~x =


c x1

c x2
...

c xn

 .

2.2. Декартова прямокутна система
координат

Виберемо три одиничнi взаємоперпендикулярнi вектори~i, ~j,
~k – орти – зi спiльним початком вiдлiку – точкою O. Цю су-
купнiсть називають прямокутною декартовою системою
координат у просторi.

Тут ~i =

 1
0
0

 , ~j =

 0
1
0

 , ~k =

 0
0
1

 .

Кожен вектор ~a можна єдиним способом розкласти на ве-
ктори ~i, ~j, ~k

~a = ax~i+ ay~j + az~k,

числа ax, ay, az – координати вектора ~a.
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Нехай задано точку M, вектор ~r =
−−→
OM називають радiус-

вектором точки M. Якщо
−−→
OM = x~i+ y~j + z~k,

то числа x, y, z називають декартовими координатами то-
чки M .

Нехай задано точки A(x1, y1, z1) i B(x2, y2, z2), тодi
координати вектора

−−→
AB =

 x2 − x1

y2 − y1

z2 − z1

 .

Приклад 2.1. Знайти координати вектора
→

3AB−
→

4AC, де
A(2, −5, 3), B(0, −2, 4), C(−3, 4, 2).

Розв’язування. Знайдемо координати векторiв
→
AB i

→
AC

→
AB =

 0− 2
−2− (−5)

4− 3

 =

 −2
3
1

 ,

→
AC =

 −3− 2
4− (−5)

2− 3

 =

 −5
9
−1

 .

Тодi отримаємо координати шуканого вектора

→
3AB−

→
4AC = 3

 −2
3
1

− 4

 −5
9
−1

 =

=

 −6
9
3

+

 20
−36

4

 =

 14
−27

7

 .

Вектор з початком у точцi A i кiнцем у точцi B позначають−−→
AB або ~a . Довжиною вектора

−−→
AB називають довжину вiд-

рiзка AB i позначають
∣∣∣−−→AB∣∣∣ або |~a|. Нуль-вектор – це вектор,

початок i кiнець якого збiгаються.
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Вектори називають колiнеарними , якщо вони лежать або
на однiй прямiй, або на паралельних прямих.

Вектори називають компланарними , якщо вони лежать або
в однiй площинi, або в паралельних площинах.

Зокрема, два вектори будуть рiвними , якщо вони мають рiв-
нi довжини, колiнеарнi та напрямленi однаково.

2.3. Скалярний добуток двох векторiв

Скалярним добутком двох векторiв ~a i ~b називають число
(~a~b)

~a~b = |~a| |~b| cosφ,

де φ – кут мiж векторами ~a i ~b.
Властивостi скалярного добутку:

1. ~a~b = ~b~a.

2. ~a(~b+ ~c) = ~a~b+ ~a~c .

3. (λ~a)~b = λ (~a~b) .

4. ~a 2 = ~a~a = |~a |2, отже, |~a | =
√
~a 2 .

5. ~i~i = ~j~j = ~k~k = 1; ~i~j = ~j~k =~i~k = 0.

Нехай задано координати векторiв ~a = ax~i+ ay~j + az~k,
~b = bx~i+ by~j + bz~k, тодi:

1. ~a~b = axbx + ayby + azbz.

2. |~a | =
√
a2
x + a2

y + a2
z.

3. Якщо ~a⊥~b, тодi ~a~b = 0 ⇒ axbx + ayby + azbz = 0

– умова перпендикулярностi .

4. Умова колiнеарностi ~b = λ~a або
bx
ax

=
by
ay

=
bz
az

= λ.

5. Кут мiж векторами

cosϕ =
~a~b

|~a||~b|
=

axbx + ayby + azbz√
a2
x + a2

y + a2
z

√
b2x + b2y + b2z

.
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Приклад 2.2. Визначити, чи є колiнеарними вектори ~c1 i
~c2, якщо: ~a = (1, −2, 3), ~b = (3, 0, −1), ~c1 = 2~a+4~b, ~c2 = 3~a−~b.
Розв’язування. Обчислимо координати векторiв ~c1 i ~c2:

~c1 = 2~a+ 4~b = 2

 1
−2
3

+ 4

 3
0
−1

 =

 2
−4
6

+

 12
0
−4

 =

=

 2 + 12
−4 + 0

6 + (−4)

 =

 14
−4
2

 ,

~c2 = 3~a−~b = 3

 1
−2
3

−
 3

0
−1

 =

 3
−6
9

+

 −3
0
1

 =

=

 3− 3
−6 + 0
9 + 1

 =

 0
−6
10

 .

Пiдставимо координати векторiв ~c1 i ~c2 в умову колiнеарностi

векторiв
14

0
=
−4

−6
=

2

10
, ⇒ 0 =

2

3
=

1

5
– умова не виконується.

Отже, вектори ~c1 i ~c2 не є колiнеарними.

Приклад 2.3. Визначити, за якого значення m вектори
~a = m~i− 3~j + 2~k i ~b =~i+ 2~j −m~k – перпендикулярнi.
Розв’язування. Знайдемо координати векторiв ~a = (m; −3; 2),
~b = (1; 2; −m). Вектори перпендикулярнi, якщо їхнiй скалярний
добуток дорiвнює нулевi
~a ·~b = m− 6− 2m = −6−m ⇒ −6−m = 0⇒ m = −6.

Отож, при m = −6 вектори ~a i ~b перпендикулярнi.

Приклад 2.4. Знайти кут мiж векторами
→
AB та

→
AC, де

A(1,−2, 3), B(0,−1, 2), C(3,−4, 5).

Розв’язування. Знайдемо координати векторiв
→
AB i

→
AC
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→
AB =

 0− 1
−1− (−2)

2− 3

 =

 −1
1
−1

 ,

→
AC =

 3− 1
−4− (−2)

5− 3

 =

 2
−2
2

 .

Застосовуємо формулу косинуса кута мiж векторами

cosϕ =

−−→
AB
−→
AC

|
−−→
AB||

−→
AC|

,

−−→
AB
−→
AC = −1 · 2 + 1 · (−2) + (−1) · 2 = −6,

|
−−→
AB | =

√
(−1)2 + 12 + (−1)2 =

√
3,

|
−→
AC | =

√
22 + (−2)2 + 22 =

√
12 = 2

√
3.

Отже, cosϕ =
−6√

3 2
√

3
=
−3

3
= −1, шуканий кут – 1800.

2.4. Векторний добуток двох векторiв

Векторним добутком вектора ~a на вектор ~b називають
вектор ~c (~c = ~a×~b), який задовольняє такi умови:

1. ~c⊥~a, ~c⊥~b.
2. |~c| = |~a| |~b| sinφ, де φ – кут мiж ~a i ~b.
3. Вектор ~c напрямлений у той бiк, з якого найкоротший

поворот вiд ~a до ~b проти годинникової стрiлки.

Крiм того, |~c| чисельно дорiвнює площi паралелограма, який
побудований на векторах ~a i ~b

Sa b = |~a×~b| = |~c|,
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площа трикутника, побудованого на векторах ~a i ~b, дорiвнює

S∆ab =
1

2
|~a×~b| = 1

2
|~c|.

Властивостi векторного добутку :

1. ~a×~b = −~b× ~a.

2. ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c.

3. ~a || ~b, тодi ~a×~b = ~0, зокрема, ~a× ~a = ~0.

4. ~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i, ~k ×~i = ~j.

5. ~a = ax~i+ ay~j + az~k, ~b = bx~i+ by ~j + bz~k, тодi

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣~i− ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣~k.
Приклад 2.5. Знайти векторний добуток векторiв ~a =

(3; 3; 2), ~b = (5; −2; 9).
Розв’язування.

~c = ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
3 3 2
5 −2 9

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 3 2
−2 9

∣∣∣∣+~j

∣∣∣∣ 3 2
5 9

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ 3 3
5 −2

∣∣∣∣ =

=~i(27 + 4)−~j(27− 10) + ~k(−6− 15) = 31~i− 17~j − 21~k =

= (31, −17, −21).

Приклад 2.6. Знайти площу паралелограма, побудованого
на векторах ~a та ~b, де ~a = (5, 0, −1), ~b = (7, 2, 3).
Розв’язування. Шукану площу обчислюємо за формулою S =
|~a×~b|. Знайдемо координати векторного добутку

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
5 0 −1
7 2 3

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 0 −1
2 3

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ 5 −1
7 3

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ 5 0
7 2

∣∣∣∣ =

=~i(0− (−2))−~j(15− (−7)) + ~k(10− 0) = 2~i− 8~j + 10~k.
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Тодi S = |~a×~b| =
√

22 + (−8)2 + 102 =
√

168 = 2
√

42.
Приклад 2.7. Обчислити площу трикутника з вершинами

A(1; 1; 1), B(2; 3; 4), C(4; 3; 2).
Розв’язування. Площа трикутника ABC дорiвнює половинi пло-
щi паралелограма, побудованого на векторах

−−→
AB i

−→
AC, тобто

S = 1
2

∣∣∣−−−−→RmAB ×
−→
AC
∣∣∣. Знайдемо вектори

−−→
AB i

−→
AC

−−→
AB =

 2− 1
3− 1
4− 1

 =

 1
2
3

 ,
−→
AC =

 4− 1
3− 1
2− 1

 =

 3
2
1

 .

Обчислимо векторний добуток

−−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 2 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 2 3
2 1

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ 1 3
3 1

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ 1 2
3 2

∣∣∣∣ =

= −4~i+ 8~j − 4~k =

 −4
8
−4

 = −4

 1
−2
1

 ,

тобто |
−−→
AB ×

−→
AC| = | − 4|

√
12 + (−2)2 + 12 = 4

√
6.

Отже, шукана площа дорiвнює S = 2
√

6.

2.5. Мiшаний добуток трьох векторiв

Мiшаним добутком трьох векторiв ~a, ~b i ~c називають
число

(~a×~b) ~c.

Властивостi мiшаного добутку :
1. (~a×~b) ~c = ~a(~b× ~c) = − (~a× ~c) ~b = − (~c×~b) ~a.
2. Якщо вiдомо координати векторiв ~a = ax~i + ay~j + az~k,

~b = bx~i+ by~j + bz~k, ~c = cx~i+ cy ~j + cz~k, то

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
ax bx cx
ay by cy
az bz cz

∣∣∣∣∣∣ .
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3. Об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах ~a, ~b i ~c,
обчислюють за формулою

Vabc = |~a~b~c|.

Об’єм пiрамiди, побудованої на векторах ~a, ~b i ~c, обчислюють
за формулою

V =
1

6
|~a~b~c|.

4. Вектори ~a, ~b i ~c є компланарними, тодi i тiльки тодi,
коли

(~a×~b) ~c = 0.

Приклад 2.8. Обчислити об’єм паралелепiпеда, побудова-
ного на векторах ~a = (1, −1, 3), ~b = (−2, 2, 1) i ~c = (3, −2, 5).
Розв’язування. Обчислимо мiшаний добуток векторiв

(~a×~b)~c =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
−1 2 −2
3 1 5

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ 2 −2

1 5

∣∣∣∣− (−2) ·
∣∣∣∣ −1 −2

3 5

∣∣∣∣+
+3 ·

∣∣∣∣ −1 2
3 1

∣∣∣∣ = 10 + 2 + 2 · (−5 + 6) + 3 · (−1− 6) = −7.

Отже, V =
∣∣∣(~a×~b)~c∣∣∣ = |−7| = 7.

Приклад 2.9. Знайти об’єм тетраедра з вершинами в точках
A(−1, 2, 1), B(0, 1, 2), C(−3, 4, 1), D(−1, 4, 3).
Розв’язування. Шуканий об’єм обчислюємо за формулою V =
1

6
|
−−→
BA
−−→
BC
−−→
BD|. Обчислимо координати векторiв

−−→
BA =

 −1− 0
2− 1
1− 2

 =

 −1
1
−1

 ,
−−→
BC =

 −3− 0
4− 1
1− 2

 =

 −3
3
−1

 ,

−−→
BD =

 −3− 0
4− 1
1− 2

 =

 −3
3
−1

 .
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Знайдемо мiшаний добуток

−−→
BA
−−→
BC
−−→
BD =

∣∣∣∣∣∣
−1 −3 −1
1 3 3
−1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ =

= −3 + 9 + 1− (3 + 3− 3) = −3 + 10− 3 = 4.

Отже, V = 1
6 |
−−→
BA
−−→
BC
−−→
BD| = 1

6 |4| =
2

3
.

Приклад 2.10. З’ясувати, чи лежать точки A(1, 2, −1),
B(0, 1, 5), C(−1, 2, 1) i D(2, 1, 3) в однiй площинi?
Розв’язування. Очевидно, точки A, B, C i D лежать в однiй
площинi, якщо вектори

→
AB,

→
AC i

→
AD компланарнi, тобто, якщо

їхнiй мiшаний добуток дорiвнює нулевi. Знайдемо координати
векторiв

→
AB =

 0− 1
1− 2

5− (−1)

 =

 −1
−1
6

 ;

→
AC =

 −1− 1
2− 2

1− (−1)

 =

 −2
0
2

 ;

→
AD =

 2− 1
1− 2

3− (−1)

 =

 1
−1
4

 .

Обчислимо мiшаний добуток

(
→
AB×

→
AC)

→
AD =

∣∣∣∣∣∣
−1 −2 1
−1 0 −1
6 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 12− 2− 0− 2− 8 = 0.

Оскiльки мiшаний добуток дорiвнює нулевi, то вектори
→
AB,

→
AC

i
→
AD компланарнi, а отже, точки A, B, C i D лежать в однiй

площинi.
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2.6. Простiр товарiв. Вектор цiн

Вважатимемо, що маємо n рiзних товарiв. Обсяг i-го товару
позначимо через xi, i = 1, 2, . . . , n. Тодi деякий набiр цих то-
варiв можна записати у виглядi вектора −→x = (x1, x2, . . . , xn),
тобто −→x є n вимiрним вектором. Множину всiх наборiв товарiв
називають простором товарiв. Ця множина є простором тому, що
в нiй можна додавати два довiльних набори i множити будь-який
набiр товарiв на довiльне число (невiд’ємним, бо з економiчних
мiркувань всi xi ≥ 0).

Нехай кожен товар має певну цiну, а цiна одиницi товару ста-
новить pi, i = 1, . . . , n. Тодi −→p = (p1, p2, . . . , pn) називають ве-
ктором цiн. Скалярний добуток
−→p · −→x = p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn називають цiною набору

товарiв.

Аудиторна робота 3

3.1. Визначити, чи є колiнеарними вектори ~c1 i ~c2, якщо:
а) ~a = (4, −3, 5), ~b = (7, 3, −5), ~c1 = 4~a−~b, ~c2 = 3~a+ 2~b;
б) ~a = (10, −3, 7), ~b = (5, 2, −4), ~c1 = 5~a− 2~b, ~c2 = 4~a+~b.

3.2. Визначити, за якого значення m вектори ~a i ~b – перпен-
дикулярнi:
а) ~a = m~i− 4~j + 2~k, ~b = 3~i+ 2~j +m~k;
б) ~a = 5~i−m~j + 2~k, ~b =~i− 2~j +m~k.

3.3. Знайти кут мiж векторами
→
AB та

→
AC:

а) A(−3, 2, 7), B(6, −1, 1), C(5, 2, 1);
б) A(−3, −1, 2), B(−1, −2, 3), C(0, 3, 1).

3.4. Обчислити дiагоналi паралелограма, який побудований
на векторах ~a i ~b:
а)
→
a = 2

→
k +3

→
i −

→
j ,

→
b = 2

→
i +4

→
j −

→
k ;

б)
→
a =

→
2k−3

→
i ,

→
b = 3

→
i +5

→
j −

→
k .
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3.5. Знайти площу паралелограма, який побудований на векто-
рах ~a i ~b:
а) ~a = (−1, −2, 1), ~b = (2, 4, −5);

б) ~a = (4, −2, 7), ~b = (3, 2, −1).

3.6. Обчислити площу трикутника з вершинами в точках:
а) A(−1, 1, −3), B(1, 5, −3), C(7, −4, 3);

б) A(1, −2, 3), B(0, −1, 2), C(3, −4, 5).

3.7. Обчислити об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах:
а) ~a = (2, −1, 3), ~b = (5, 2, −4), ~c = (1, 0, 6);

б) ~a = (4, 3, −2), ~b = (1, −1, 5), ~c = (0, 3, 2).

3.8.Обчислити об’єм пiрамiди з вершинами в точкахA, B, C, D :

а) A(−1, 2, 1), B(0, 1, 2), C(−3, 4, 1), D(−1, 4, 3);

б) A(4, 2, 1), B(1, 3, 2), C(0, 4, 1), D(−1, 2, 3).

3.9. Перевiрити, чи належать однiй площинi точки:
а) A(−3, −1, 1), B(2, −3, 0), C(−3, 0, 1), D(4, 7, −3);

б) A(0, −1, 3), B(−1, −2, 1), C(0, 3, 1), D(5, −4, 2).

Домашня робота 3

3.1. Визначити, чи є колiнеарними вектори ~c1 i ~c2, якщо:
а) ~a = (1, −3, 8), ~b = (3, 0, −5), ~c1 = 4~a− 2~b, ~c2 = ~a+ 3~b;

б) ~a = (5, −2, 0), ~b = (7, 5, −1), ~c1 = 6~a− 2~b, ~c2 = 2~a+~b.

3.2. Визначити, за якого значення m вектори ~a i ~b – перпен-
дикулярнi:
а) ~a = 2m~i+ 3~j + 2~k, ~b = −~i+ 2~j −m~k;
б) ~a =~i− 3~j +m~k, ~b =~i+m~j − 4~k.

3.3. Знайти кут мiж векторами
→
AB та

→
AC:

а) A(1, −4, 2), B(9, 1, 2), C(−1, 4, 0);
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б) A(−1, 1, −3), B(1, 5, −3), C(7, −4, 3).

3.4. Обчислити дiагоналi паралелограма, який побудований на
векторах ~a i ~b:

а)
→
a =

→
2k−5

→
i −

→
j ,

→
b = 2

→
i +

→
j +3

→
k ;

б)
→
a = 3

→
k −

→
i −

→
j ,

→
b = 7

→
i +

→
j −

→
k .

3.5. Знайти площу паралелограма, який побудований на векто-
рах ~a i ~b:
а) ~a = (2, −3, 5), ~b = (2, 0, −3);

б) ~a = (2, −2, 1), ~b = (3, 5, −2).

3.6. Обчислити площу трикутника з вершинами в точках:
а) A(0, 1, 7), B(1, 5, −2), C(−1, 0, 3);

б) A(4, −2, 1), B(8, −1, 0), C(2, 0, 7).

3.7. Обчислити об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах:
а) ~a = (0, −1, 7), ~b = (2, −3, 1), ~c = (1, 4, 2);

б) ~a = (−3, 5, 1), ~b = (0, 4, −2), ~c = (6, 7, 0).

3.8.Обчислити об’єм пiрамiди з вершинами в точкахA, B, C, D :

а) A(1, −2, 2), B(0, −1, 1), C(2, −4, 3), D(−3, 5, 4);

б) A(−1, −2, 3), B(2, 1, −3), C(2, −3, 0), D(−1, −5, 6).

3.9. Перевiрити, чи належать однiй площинi точки:
а) A(5, −1, 1), B(2, −1, 0), C(3, −1, 1), D(4, 7, −3);

б) A(0, −4, 3), B(4, −2, −1), C(0, 3, 1), D(−3, 4, 2).

3.10. Визначити цiну усiх ресурсiв, якi використовує фiрма для
виготовлення одиницi продукцiї, якщо вектор витрат ресурсiв
x = (200; 500; 0, 65; 0, 7), а вiдповiдний вектор цiн
p = (3; 5; 10; 15).

3.11. Визначити iндекс цiн та iндекс iнфляцiї через розрахунок
вартостi "споживчого кошика" , який складається з 300 видiв
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товарiв i послуг, якщо: q = (3, 10, 2) – вектор обсягу споживчих
товарiв, c = (4000, 2000, 4000) – вектор цiн у поточному мiся-
цi, cn = (3500, 1800, 4500) – вектор цiн у попередньому мiсяцi,
витрати споживачiв у поточному та попередньому мiсяцях ста-
новлять 40000 та 37500 грн., вiдповiдно. Зазначимо, що iндекс цiн

(% ) обчислюють за формулою p =
~c~q

~cn~q
· 100, а iндекс iнфляцiї

i = p− 100.

3.12. Нехай вектор кредитiв ~x = (200, 300, 400) i вектор вiдсо-
ткових ставок ~p = (1, 4; 1, 25; 1, 3). Скiльки потрiбно в кiнцi року
заплатити за кредити?

Контрольнi запитання

1. Що таке вектор?
2. Що називають довжиною вектора?
3. Якi вектори називають рiвними?
4. Якi лiнiйнi операцiї можна виконувати над векторами?
5. Якi вектори називають колiнеарними?
6. Якi вектори називають компланарними?
7. Що називають скалярним добутком векторiв?
8. Якi властивостi скалярного добутку векторiв?
9. Що називають векторним добутком векторiв?
10. Якi властивостi векторного добутку векторiв?
11. Що називають мiшаним добутком векторiв?
12. Якi властивостi мiшаного добутку векторiв?
13. Який простiр називають простором товарiв?
14. Що таке вектор цiн?
15. Як обчислюють цiну набору товарiв?
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Аналiтична геометрiя

3.1. Вiдстань мiж двома точками

Вiдстань мiж двома точками
Нехай задано точки A(x1, y1, z1) i B(x2, y2, z2). Вiдстанню

мiж точками A i B називають довжину вiдрiзка AB i обчи-
слюють за формулою

AB =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Подiл вiдрiзка в заданому вiдношеннi
Задано точки M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2). Знайти таку

точку M(x, y, z), яка дiлить вiдрiзок M1M2 у вiдношеннi λ =
M1M

MM2
.

Одержимо координати точки M за формулами

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λ y2

1 + λ
, z =

z1 + λ z2

1 + λ
.

Зокрема, якщо точкаM(x, y, z) є серединою вiдрiзка M1M2

(λ = 1), то її координати обчислюють за формулами

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
.
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3.2. Пряма на площинi

Основна теорема про площину. Лiнiя є прямою тодi
i тiльки тодi, коли її рiвняння в декартовiй системi координат
лiнiйне.

Знайти рiвняння прямої – це означає записати залежнiсть
мiж декартовими координатами x i y змiнної точки прямої та
параметрами, якi визначають розташування прямої стосовно си-
стеми координат.

Загальне рiвняння прямої

Ax+By + C = 0,

де вектор ~nT = (A, B) – нормальний (перпендикулярний) ве-
ктор прямої.

Якщо пряма проходить через точку M0(x0, y0) пер-
пендикулярно до вектора ~nT = (A, B), тодi її рiвняння на-
буває вигляду

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.

Нехай пряма проходить через точку M0(x0, y0) паралельно
до ненульового вектора
~sT = (l, m) (напрямний вектор). Позначимо через M(x, y)

– змiнну точку прямої. Вектори
−−−→
M0M i ~s паралельнi, тодi−−−→

M0M = t ~s. Вектор
−−−→
M0M = ~r − ~r0, де ~r, ~r0 – радiус-вектори

точокM(x, y) таM0(x0, y0). Отримаємо, що ~r−~r0 = t ~s. Звiдси
одержимо

~r = ~r0+t ~s – векторно-параметричне рiвняння прямої ;{
x = x0 + l t,
y = y0 +mt

– параметричне рiвняння прямої .

З умови паралельностi векторiв
−−−→
M0M i ~s отримаємо

x− x0

l
=
y − y0

m
– канонiчне рiвняння прямої ,

де дробова риска означає вiдношення, у знаменнику може бути
нуль.



48 Роздiл 3. Аналiтична геометрiя

Позначимо k = m
l . Це вiдношення називають кутовим ко-

ефiцiєнтом прямої. Якщо φ – кут нахилу прямої до осi Ox, то
k = tgφ. З канонiчного рiвняння одержуємо

y − y0 =
m

l
(x− x0) ⇒ y − y0 = k (x− x0).

Отож, y− y0 = k (x−x0) – рiвняння прямої, яка прохо-
дить через задану точку з кутовим коефiцiєнтом .
Розв’язавши останнє рiвняння стосовно y, одержимо

y = kx+b – рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом ,

де b = y0 − kx0 – величина вiдрiзка, який пряма вiдтинає на осi
Oy.

Якщо пряма проходить через двi точкиM1(x1, y1) iM2(x2, y2),
тодi її напрямний

вектор ~s =
−−−−→
M1M2 =

(
x2 − x1

y2 − y1

)
. Пiдставивши координати на-

прямного вектора в канонiчне рiвняння, отримаємо

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
– рiвняння прямої, яка проходить

через двi точки .

Якщо ж такi двi точки M1(a, 0) i M2(0, b) (a 6= 0, b 6=
0) розмiщенi на координатних осях, то з останнього рiвняння
одержимо

x

a
+
y

b
= 1 – рiвняння прямої у вiдрiзках.

Тут a i b величини вiдрiзкiв, якi вiдтинає пряма на осях коорди-
нат.

Обчислимо вiдстань dM0 вiд точки M0(x0, y0) до прямої
Ax+By + C = 0 за формулою

dM0 =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.



3.2. Пряма на площинi 49

Взаємне розмiщення прямих
Нехай задано двi прямi l1 i l2

l1 : y = k1x+ b1; A1x+B1y + C1 = 0;
x− x1

l1
=
y − y1

m1
;

l2 : y = k2x+ b2; A2x+B2y + C2 = 0;
x− x2

l2
=
y − y2

m2
.

Якщо прямi l1 i l2 – паралельнi, то їхнi напрямнi вектори
– паралельнi, а також нормальнi вектори – паралельнi. Отже,
отримаємо

k1 = k2;
A1

A2
=
B1

B2
;

l1
l2

=
m1

m2
– умови паралельностi

прямих l1 i l2 (l1|| l2).
Якщо прямi l1 i l2 перпендикулярнi, то їхнi напрямнi вектори

– перпендикулярнi, а також нормальнi вектори – перпендикуляр-
нi. Тому скалярнi добутки цих векторiв дорiвнюють нулю. Отож,
одержимо

k1 = − 1

k2
; A1A2 + B1B2 = 0; l1l2 + m1m2 = 0 – умови

перпендикулярностi прямих l1 i l2 (l1 ⊥ l2).
Кут φ мiж прямими визначають за формулами

tg φ =
k2 − k1

1 + k1k2
, cosφ =

A1A2 +B1B2√
A2

1 +B2
1

√
A2

2 +B2
2

,

cosφ =
l1l2 +m1m2√
l21 +m2

1

√
l22 +m2

2

.

Визначимо умови накладання прямих (l1 = l2). Нехай задано
двi прямi загальними рiвняннями

l1 : A1x+B1y + C1 = 0, l2 : A2x+B2y + C2 = 0.

Iснує точка M0(x0, y0), яка задовольняє обидва рiвняння{
A1x0 +B1y0 + C1 = 0;
A2x0 +B2y0 + C2 = 0.

Помножимо друге рiвняння на t i вiднiмемо вiд першого рiвнян-
ня, отримаємо
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(A1 − t A2)x0 + (B1 − tB2)y0 + C1 − t C2 = 0.

Враховуючи, що M0(x0, y0) – довiльна фiксована точка, одер-
жимо 

A1 = t A2

B1 = tB2

C1 = t C2

⇒ t =
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.

Отже,
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
– умова накладання прямих .

Приклад 3.1. Скласти рiвняння прямої, що проходить че-
рез точки B(1; −2) i C(3; 1).
Розв’язування. Рiвняння прямої, що проходить через точки B i
C, набуває вигляду

x− 1

3− 1
=
y − (−2)

1− (−2)
⇒ x− 1

2
=
y + 2

3
⇒ 3x− 2y − 7 = 0.

Приклад 3.2. Задано загальне рiвняння прямої x−3y+5 =
0. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точкуM0(−5; 2)
паралельно до заданої прямої.
Розв’язування. Оскiльки шукана пряма, паралельна до заданої,
то нормальний вектор заданої прямої ~nT = (1; −3) також є нор-
мальним вектором для шуканої прямої. Пiдставляючи в рiвнян-
ня A(x− x0) + B(y − y0) = 0 координати вектора

⇀
n i точки M0,

одержимо

(x− (−5))− 3(y − 2) = 0 ⇒ x− 3y + 11 = 0.

Приклад 3.3. Задано трикутник з вершинами A(0,−1),
B(12, 8), C(10,−6). Написати рiвняння медiани CE.
Розв’язування. Медiана CE проходить через двi точки C i E, де
точка E – середина вiдрiзка AB. Обчислимо координати точки

E : Ex =
12 + 0

2
= 6, Ey =

8 + (−1)

2
= 3, 5, E(6; 3, 5).
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Застосуємо формулу рiвняння прямої через двi точки

CE :
x− 10

6− 10
=

y − (−6)

3, 5− (−6)
⇒ x− 10

−4
=
y + 6

9, 5
⇒ x− 10

−8
=
y + 6

19
.

Отож, 19x+ 8y − 142 = 0 – рiвняння медiани CE.

Приклад 3.4. Задано трикутник з вершинами A(−8,−4),
B(4, 5), C(2, −9). Написати рiвняння висоти CD.
Розв’язування. Висота CD проходить через точку C перпенди-
кулярно до прямої AB. Позначимо через kCD – кутовий коефiцi-
єнт прямої CD, а kAB – кутовий коефiцiєнт прямої AB. З умови

перпендикулярностi CD i AB отримаємо kCD = − 1

kAB
. Знайде-

мо рiвняння прямої AB, застосовуючи рiвняння прямої через двi
точки
x− (−8)

4− (−8)
=
y − (−4)

5− (−4)
⇒ x+ 8

12
=
y + 4

9
⇒ x+ 8

4
=
y + 4

3
⇒

3x+ 24 = 4y + 16 ⇒ 3x− 4y + 8 = 0.

Знайдемо кутовий коефiцiєнт прямої AB :

4y = 3x+ 8 ⇒ y =
3

4
x+ 2 ⇒ kAB =

3

4
.

Тодi kCD = − 1
3
4

= −4

3
. Для знаходження рiвняння висоти

CD застосуємо рiвняння прямої, яка проходить через задану то-
чку з кутовим коефiцiєнтом y − y0 = k (x− x0)

y − (−9) = −4

3
(x− 2) ⇒ y + 9 = −4

3
x+

8

3
⇒ y = −4

3
x− 19

3
.

Отож, рiвняння висоти CD набуває вигляду y = −4

3
x− 19

3
.

3.3. Модель рiвноваги ринку

Нехай маємо деякий товар. Позначимо через s(p) число оди-
ниць товару, який пропонується на ринку за цiною p. Функцiю
s = s(p) називають функцiєю пропозицiї товару. Через q(p) по-
значимо число одиниць товару, якi покупцi бажають купити. Цю
функцiю q = q(p) називають функцiєю попиту.
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Цiну, за якої попит на певний товар дорiвнює пропозицiї цього
товару на ринку, називають рiвноважною цiною, тобто s(p∗) =
q(p∗), де p∗– рiвноважна цiна.

Точку E(p∗, q∗) називають точкою рiвноваги (рис. 3.1).

Рис. 3.1.

3.4. Модель рiвноваги доходiв i збиткiв

Нехай компанiя продає одиницю продукцiї за цiною p. З’ясо-
вано, що змiна суми yb загальних щомiсячних витрат на виго-
товлення продукцiї x має закономiрнiсть yb = ax + b. Знайдемо
областi прибуткiв i збиткiв компанiї.

Оскiльки дохiд вiд продажу x продукцiї за цiною p визначає-
ться формулою yq = px, то для рiвноваги доходiв i витрат потрi-
бно, щоб виконувалась умова рiвноваги yq = yb, тобто px = ax+b.
Звiдки маємо

x∗ =
b

p− a
.

Отже, точка рiвноваги E
( b

p− a
,
pb

p− a

)
.

Розглянемо можливостi компанiї. Прибуток компанiї визна-
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Рис. 3.2.

чається рiвнiстю

P = yq − yb = px− ax− b = x(p− a)− b.

Тому точка рiвноваги — це коли прибуток компанiї P = 0.

Якщо 0 ≤ x ≤ x∗, то графiк функцiї доходу проходить нижче
за графiк функцiї витрат yb, i yb < yq (рис. 3.2). Тодi P < 0, i
компанiя несе збитки.

Якщо x > x∗, то yq > yb, тобто графiк функцiї доходу прохо-
дить вище за графiк функцiї витрат yb. Тодi P > 0, i компанiя
має прибуток.

Отже, область збиткiв компанiї x ∈ [0, x∗), а область прибу-
ткiв x ∈ (x∗,+∞).

Аудиторна робота 4

4.1. Знайти точку перетину прямих 2x+ 5y − 17 = 0 i
3x− 2y + 3 = 0.

4.2. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точки
B(−3; 4) i C(2; 5).
4.3. Написати рiвняння прямої, яка проходить через точку пе-
ретину прямих x + 6y + 5 = 0, 3x − 2y + 1 = 0 i через точку
M(−4; 1).

4.4. Написати рiвняння прямої, що проходить через точку
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A(−3; 3), перпендикулярно до прямої 3x− y − 1 = 0.
4.5. Написати рiвняння прямої, що проходить через точку
A(−3; 2), паралельно до прямої 2x− 5y + 1 = 0.
4.6. Задано вершини трикутника A(1; 1), B(4; 5), C(13; −4).
Написати рiвняння: а) сторони AC; б) висоти BD; в) медiани
CM .
4.7. Задано трикутник з вершинамиA(−8; −4), B(4; 5), C(2; −9).
Написати рiвняння: а) сторони AC; б) висоти BD; в) медiани
CM .
4.8. Знайти вiдстань вiд точки A(1; −3) до прямої 2x−3y+5 = 0.
4.9. Знайти вiдстань вiд точки M(2; −1) до прямої, що вiдсiкає
на осях координат вiдрiзки a = 8, b = 6.
4.10. Знайти кут мiж прямими 2x+ y − 1 = 0 i y − x = 2.

4.11. Знайти кут мiж прямими
x− 2

3
=
y − 1

4
i
x− 1

4
=
y + 2

3
.

4.12. Задано три послiдовнi вершини паралелограма A(0; 2),
B(1; 3), C(7; 1). Знайти кут мiж його дiагоналями.
4.13. Знайти вiдстань мiж прямими 3x+ 4y − 12 = 0 i
3x+ 4y − 17 = 0.

Домашня робота 4

4.1. Знайти точку перетину прямих 5x−3y−2 = 0, 3x+y−4 = 0.
4.2. Попит i пропозицiя на деякий товар на ринку описується
лiнiйними залежностями q(p) = a− bp, s(p) = dp+ c. Визначити
рiвноважну цiну, зобразити графiчно за заданими параметрами,
зробити висновок щодо вiдхилення вiд точки рiвноваги за пара-
метрiв :

а) a = 2, b = 5, c = 3, d = 2;
б) a = 5, b = 3, c = 1, d = 4.

4.3. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точки
A(2; −4) i B(−4; 1).
4.4. Написати рiвняння прямої, яка проходить через точку
перетину прямих 5x + 3y + 10 = 0, x + y − 15 = 0 i через по-
чаток координат.
4.5. Написати рiвняння прямої, яка проходить через точку
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B(9; −6), перпендикулярно до прямої x+ 3y + 1 = 0.
4.6. Написати рiвняння прямої, що проходить через точку
C(7; 8), паралельно до прямої 2x− y − 5 = 0.
4.7. Задано трикутник з вершинами A(0; −1), B(12; 8),
C(10; −6). Написати рiвняння: а) сторони AC; б) висоти BD;
в) медiани CM .
4.8. Задано трикутник з вершинами A(−2; −4), B(10; 5),
C(8; −9). Написати рiвняння: а) сторони AC; б) висоти BD;
в) медiани CM .
4.9. Знайти вiдстань вiд точки A(−5; 2) до прямої 4x−y+2 = 0.
4.10. Знайти вiдстань вiд точкиM(−3; 1) до прямої, що вiдсiкає
на осях координат вiдрiзки a = −2, b = 4.
4.11. Знайти кут мiж прямими 3x+5y−1 = 0 i 10y+6x−7 = 0.

4.12. Знайти кут мiж прямими
x+ 8

2
=
y − 2

−3
i
x− 3

3
=
y + 4

2
.

4.13. Задано три послiдовнi вершини паралелограма A(2; 0),
B(1; 3), C(7; 3). Знайти кут мiж його дiагоналями.
4.14. Знайти вiдстань мiж прямими 2x+ 5y − 18 = 0 i
2x+ 5y + 3 = 0.
4.15. Нехай задано лiнiйнi функцiї s(p) = bp− a i q(p) = c− dp,
a, b c d− const > 0. Знайти рiвноважну цiну.
4.16. Нехай задано функцiю попиту q = −5p + 40 i функцiю
пропозицiї s = 15

2 p− 10. Знайти точку рiвноваги.
4.17. Транспортнi витрати на перевезення вантажу залiзницею
виражаються формулою y = 2x+ 10, а автомобiльним транспор-
том — y = x+ 20, x – кiлометри перевезення. Визначити, на якi
вiдстанi вигiднiше перевозити вантажi залiзничним та автомо-
бiльним транспортом. Пояснити графiчно.

Контрольнi запитання

1. За якою формулою обчислюють вiдстань мiж двома точками?
2. За якою формулою обчислюють координати середини вiдрiз-
ка?
3. Як задається пряма на площинi?
4. Якi є види рiвняння прямої на площинi?
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5. За якою формулою обчислюють кут мiж двома прямими на
площинi?
6. За якою формулою обчислюють вiдстань вiд точки до прямої?
7. Якi умови паралельностi двох прямих на площинi?
8. Якi умови перпендикулярностi двох прямих на площинi?
9. У чому полягає суть економiчної моделi рiвноваги ринку?
10. Що таке рiвноважна цiна, точка рiвноваги?
11. Як знаходять рiвноважну цiну в економiчнiй моделi рiвноваги
ринку за умови, що функцiя попиту й пропозицiї лiнiйнi?
12. У чому полягає суть економiчної моделi рiвноваги та збиткiв
компанiї?



Роздiл 4

Множини. Множина
комплексних чисел

4.1. Множини

Множиною називають сукупнiсть елементiв рiзної природи,
якi об’єднанi за певною (характеристичною) ознакою.

Множини позначають великими буквами A, B, X, а елементи
множин – малими a, b, x. Той факт, що елемент x належить
множинi A, записують x ∈ A. Якщо ж x не є елементом множини
A, то записують x /∈ A.

Множину, яка не мiстить жодного елемента, називають по-
рожньою множиною i позначають �.
Множину можна задати, перерахувавши усi її елементи:
A = {a, b, c, d} – множина A складається з елементiв a, b, c, d.
Множину можна задати, описавши її характеристичну ознаку:
A = {x : α(x)} – множина A складається з елементiв x, яким
притаманна властивiсть α(x).

Приклад 4.1. A = {x : 1 < x < 10, x− парне} – множина
складається з усiх парних додатних чисел, якi меншi 10. Цю саму
множину можна визначити i так: A = {2, 4, 6, 8}.

Множини, якi складаються з тих самих елементiв, називають
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рiвними .
Якщо кожний елемент множини B є одночасно елементом

множини A, то множину B називають пiдмножиною множини
A i позначають B ⊂ A. З того, що B ⊂ A, i одночасно A ⊂ B
випливає, що A = B.

Приклад 4.2. Нехай A =
{
x : x2 + 2x = 0

}
,

B =
{
x : x2 6 9

}
i C = { x : −5 6 x < 7} . Знайти усi можливi

пiдмножини
A ⊂ B i A ⊂ C, B ⊂ C. Або ж A ⊂ B ⊂ C.

4.2. Операцiї над множинами

Об’єднанням множини A i множини B (A ∪ B) називають
множину, яка складається з елементiв, що належать або до A,
або до B, або до A i B водночас

A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} .

Приклад 4.3. Нехай A = {1, 2, 5, 8, 9}, B = {2, 3, 4, 8} .
Об’єднанням A i B є множина A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9} .

Перетином множини A i множини B (A ∩ B) називають
множину, яка складається з елементiв, якi належать до A i B
одночасно

A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} .

Приклад 4.4. Нехай A = {1, 2, 5, 8, 9}, B = {2, 3, 4, 8}.
Перетином A i B є множина A ∩B = {2, 8}.

Для довiльних множин A i B правильнi властивостi:

1. A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A.
2. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.
3. (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C),

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

Рiзницею множини A i множини B (A\B) називають мно-
жину, яка складається з елементiв множини A, якi не належать
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до множини B

A\B = {x : x ∈ A ∧ x /∈ B} .

Приклад 4.5. Нехай A = {1, 2, 5, 8, 9} , B = {2, 3, 4, 8} .
Рiзницею A i B є множина A\B = {1, 5, 9}. Рiзницею B i A є
множина B\A = {3, 4}.
Для довiльних множин A i B виконується рiвнiсть

(A\B) ∩ (B\A) = �.

Якщо B ⊂ A, то множину A\B називають доповненням
множини В до множини А i позначають ⊂AB або A.

Якщо a ∈ A i b ∈ B, то пару елементiв a i b, яка записана у
виглядi (a, b), називають впорядкованою парою. Впорядкованi
пари (a1, b1) i (a2, b2) рiвнi тодi i тiльки тодi, коли{

a1 = a2

b1 = b2
.

Множину, елементами якої є всi впорядкованi пари (a, b),
де a ∈ A i b ∈ B, називають прямим або декартовим до-
бутком множин А i В i позначають A × B. У цьому разi
A×B 6= B ×A, крiм окремих випадкiв.

Приклад 4.6. Нехай A = {1, 2, 5, 8, 9} , B = {2, 3, 4, 8} .
Декартовим добутком множин A i B є множина

A×B = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 8), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 8), (5, 2),

(5, 3), (5, 4), (5, 8), (8, 2), (8, 3), (8, 4), (8, 8), (9, 2), (9, 3), (9, 4), (9, 8)}.

Декартовим добутком множин B i A є множина

B ×A = {(2, 1), (2, 2), (2, 5), (2, 8), (2, 9), (3, 1), (3, 2), (3, 5), (3, 8),

(3, 9), (4, 1), (4, 2), (4, 5), (4, 8), (4, 9), (8, 1), (8, 2), (8, 5), (8, 8), (8, 9)}.

Приклад 4.7. Обчислити A ∪ B, A ∩ B, A\B, B\A, A × B,
B ×A, для A = [−3; 3) ∩ N B = (−2; 2] ∩ Z.
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Розв’язування. Визначимо множини A i B, перерахувавши усi
їхнi елементи
A = [−3; 3) ∩ N = {1, 2} , B = (−2; 2] ∩ Z = {−1, 0, 1, 2} .
A ∪ B = {−1, 0, 1, 2} = B, A ∩ B = {1, 2} = A, A\B = �,
B\A = {−1, 0} .
Декартовим добутком множин A i B є множина

A×B = {(1,−1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2,−1), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}.

Декартовим добутком множин B i A є множина

B ×A = {(−1, 1), (−1, 2), (0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

4.3. Множина комплексних чисел

Задача знаходження коренiв квадратного рiвняння (тобто зна-
ходження таких чисел, що ax2 +bx+c = 0, де a 6= 0, b i c – дiйснi
числа) має такi розв’язки:

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Цi коренi є дiйсними числами лише у разi виконання умови
b2−4ac > 0. Множину дiйсних чисел позначаємо через R. Однак
у багатьох математичних задачах зручно застосовувати цi фор-
мули для знаходження коренiв рiвняння i в тих випадках, коли
b2 − 4ac < 0.

Для подiбних ситуацiй вводять уявну одиницю – число i,

i2 = −1.

Якщо b2−4ac < 0, то
√
b2 − 4ac =

√
(−1)(4ac− b2) = i

√
4ac− b2,

а квадратне рiвняння має такi коренi:

x1,2 =
−b
2a
± i

√
4ac− b2

2a
.
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Комплексним числом в алгебричнiй формi називають ви-
раз вигляду z = x + i y, де x ∈ R i y ∈ R, крiм того, (x, y)
є впорядкованою парою. Зокрема, уявна одиниця i = (0, 1).
Причому x називають дiйсною частиною комплексного числа z
(Re z), а y – уявною частиною комплексного числа z (Imz).

Вираз вигляду z̄ = x− i y називають спряженим компле-
ксним числом до комплексного числа z. Множину комплексних
чисел позначатимемо через C.

Нехай z1 = x1 + i y1 i z2 = x2 + i y2 – довiльнi комплекснi
числа, z1 = z2 тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2 i y1 = y2.

Нехай z1 = x1 + i y1 i z2 = x2 + i y2 – довiльнi комплекснi
числа. Тодi

z1 + z2 = x1 + x2 + i (y1 + y2),

z1 − z2 = x1 − x2 + i (y1 − y2),

z1 · z2 = (x1 + i y1)(x2 + i y2) = x1x2 + iy1x2 + ix1y2 + i2y1y2 =

= x1x2 − y1y2 + i(y1x2 + x1y2),

z1

z2
=
x1 + i y1

x2 + i y2
=

(x1 + i y1)(x2 − i y2)

(x2 + i y2)(x2 − i y2)
=

=
x1x2 + i x2y1 − i x1y2 − i2y1y2

x2
2 − i2y2

2

=

=
x1x2 + y1y2 + i (x2y1 − x1y2)

x2
2 + y2

2

.

Приклад 4.8. Обчислити (3− 2i)2 + 5i, визначити дiйсну й
уявну частини виразу.
Розв’язування. Розкриємо дужки та зведемо подiбнi доданки

(3− 2i)2 + 5i = 9− 12i+ 4i2 + 5i = 9− 7i− 4 = 5− 7i,

z = 5− 7i, Re z = 5, Im z = −7.

Приклад 4.9. Обчислити
2 + 5 i

3 + 2 i
, визначити дiйсну й уявну

частини виразу.
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Розв’язування. Домножимо чисельник i знаменник на компле-
ксне число спряжене до знаменника

2 + 5 i

3 + 2 i
=

(2 + 5 i)(3− 2 i)

(3 + 2 i)(3− 2 i)
=

6 + 15 i− 4 i− 10 i2

9 + 4
=

16 + 11 i

13
=

=
16

13
+

11 i

13
, z =

16

13
− 11 i

13
, Re z =

16

13
, Im z =

11

13
.

Якщо на площинi введена прямокутна система координат
xOy, то будь-якому комплексному числу z = x + i y на цiй пло-
щинi вiдповiдає точка M(x, y), у цьому разi кажуть, що точка
M(x, y) зображає комплексне число z = x+ i y.

Площину, яка зображає комплекснi числа, називають ком-
плексною площиною, вiсь Ox називають дiйсною вiссю , а
Oy – уявною вiссю.

Модулем комплексного числа z = x + i y називають число
r =

√
x2 + y2 , тобто це є вiдстань вiд початку координат до

точки M(x, y).

Кут φ, який утворює вектор
→
OM з додатним напрямом осi

Ox, називають аргументом комплексного числа i позначають
arg z.

Запис z = r (cosφ+i sinφ) називаютьтригонометричною
формою комплексного числа.

Будь-яке комплексне число z 6= 0 має аргумент ϕ, який є
розв’язком системи  cosϕ =

x

r
,

sinϕ =
y

r
,

причому 0 6 ϕ < 2π.
Нехай задано два комплексних числа z1 i z2 в тригонометри-

чнiй формi
z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Тодi дiї над
комплексними числами можна виконувати за правилами

z1 z2 = r1 r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2));
z1

z2
=
r1

r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).
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Якщо z = r (cosϕ + i sinϕ), тодi для довiльного n ∈ N пра-
вильна формула Муавра

zn = rn (cos(nϕ) + i sin(nϕ));

n
√
z = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2π k

n
+ i sin

ϕ+ 2π k

n

)
,

де k = 0, 1, ..., n− 1.

Приклад 4.10. Обчислити (1− i)6.
Розв’язування. Позначимо z = 1− i. Переведемо це число в три-
гонометричну форму r =

√
12 + (−1)2 =

√
2, кут ϕ є розв’язком

системи 
cosϕ =

1√
2
,

sinϕ = − 1√
2
,

⇒ ϕ =
7π

4
.

Застосуємо формулу Муавра

(1− i)6 = (
√

2)6

(
cos(6 · 7π

4
) + i sin(6 · 7π

4
)

)
=

= 8

(
cos(

21π

2
) + i sin(

21π

2
)

)
=

= 8
(

cos
π

2
+ i sin

π

2

)
= 8(0 + i) = 8i.

Приклад 4.11. Обчислити 3
√
−2 + 2 i

√
3.

Розв’язування. Позначимо z = −2+2 i
√

3. Переведемо це число

в тригонометричну форму r =
√

(−2)2 + (2
√

3)2 =
√

4 + 12 = 4,
кут ϕ є розв’язком системи

cosϕ = −1

2
,

sinϕ =

√
3

2
,
⇒ ϕ =

2π

3
, ⇒ z = 4

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
.

Отже, 3
√
z = 3
√

4

(
cos

2π/3 + 2πk

3
+ i sin

2π/3 + 2πk

3

)
, k = 0, 1, 2.



64 Роздiл 4. Множини. Множина комплексних чисел

Знайдемо всi коренi третього степеня, тобто

k = 0, z0 =
3
√

4

(
cos

2π

9
+ i sin

2π

9

)
,

k = 1, z1 =
3
√

4

(
cos

8π

9
+ i sin

8π

9

)
,

k = 2, z2 =
3
√

4

(
cos

14π

9
+ i sin

14π

9

)
.

4.4. Бюджетнi множини

Нехай C −n вимiрний простiр товарiв i маємо деяку грошову
суму R, яку називаємо бюджетом, а P−вектор цiн.

Множину всiх наборiв товарiв, цiна яких не перевищує R,
називають бюджетною множиною й позначають B(P,R), тобто

B(P,R) = {x ∈ C : P1x1 + P2x2 + . . .+ Pnxn ≤ R, xi ≥ 0}.

Межею бюджетної множини G називають множину наборiв
товарiв, якi мають цiну рiвну R, тобто

G(P,R) = {x ∈ C : P1x1 + P2x2 + . . .+ Pnxn = R}.

Очевидно, що бюджетна множина B(P,R) залежить вiд цiн p i
бюджету R. У випадку збiльшення бюджету R межа бюджетної
множини паралельно рухається в напрямi вiд початку координат.
За зменшення цiн бюджетна множина також збiльшується.

Множини бувають випуклими та невипуклими. Випуклою є
множина, де разом iз будь-якими двома точками їй належить i
увесь вiдрiзок, що з’єднує цi точки (рис. 4.1, а). У невипуклих
множин є хоча б одна пара точок, що вiдрiзок, який з’єднує цi
точки, не належить цiлком такiй множинi (рис. 4.1, б ).

Для випуклого багатокутника на площинi кутовими точками
є його вершини, кiлькiсть яких – скiнченне число. У n−вимiрному
просторi випукла множина зi скiнченним числом кутових точок
називається випуклим багатогранником, або симплексом. Вiдпо-
вiдно до цих позначень до випуклого багатокутника належать
точка, промiнь, кут, вiдрiзок, трикутник, ромб, трапецiя тощо.
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Рис. 4.1.

Аудиторна робота 5

5.1. Обчислити A ∪B, A ∩B, A\B, B\A, якщо:
а) A = [−2; 6), B = [3; 8); б) A = [−5; 3), B = [1; 5).

5.2. Обчислити A ∪B, A ∩B, A\B, B\A, A×B, B ×A, якщо:
а) A = [−2; 4) ∩ N B = (−1; 2] ∩ Z;
б) A = [−4; 2] ∩ N B = (−1; 4) ∩ Z.

5.3. Зобразити комплексне число на комплекснiй площинi
а) z = 2i; б) z = −5; в) z = 1− 4i; г) z = 2 + 3i; ґ) z = 7i− 5.

5.4. Обчислити, визначити дiйсну й уявну частини виразiв:
а) (3− 2i)(5 + 4i); б) (5 + 3i)(4− 3i); в) (1− 3i)2 + 7i;

г) (2 + 5i)2 − 6i+ 3; ґ)
6 + i

4 + 3i
; д)

4 + 7i

3− 2i
; е)

i5 + 2

i19 + 1
.

5.5. Розв’язати квадратнi рiвняння:
а) x2 + 4 = 0; б) x2 + 2x+ 2 = 0; в) x2 − 4x+ 8 = 0.

5.6. Обчислити:
а) (1 + i)24; б) (4− 4i)8; в) (

√
3 i− 1)12; г) (

√
3− i)6.

5.7. Обчислити:
а) 4
√
−16; б)

√
− i; в)

√
1 +
√

3 i; г) 3
√
−8.
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Домашня робота 5

5.1. Обчислити A ∪B, A ∩B, A\B, B\A, якщо:
а) A = [−2; 4], B = (−4; 1); б) A = (−6; 2), B = [−1; 5).

5.2. Обчислити A ∪B, A ∩B, A\B, B\A, A×B, B ×A, якщо:
а) A = (−5; 4] ∩ N B = (−2; 0] ∩ Z;
б) A = [−1; 2] ∩ N B = (0; 4] ∩ Z.

5.3. Зобразити комплексне число на комплекснiй площинi:
а) z = 4i; б) z = −7; в) z = 2− 3i; г) z = 3 + i; ґ) z = 5i− 2.

5.4. Обчислити, визначити дiйсну й уявну частини виразiв:
а) (6− 5i)(1 + 2i); б) (5− 2i)(3− 4i); в) (2 + 3i)2 + 4i;

г) (3− 4i)2 + 10i− 5; ґ)
2 + 7i

2− 7i
; д)

2 + 5i

3 + 4i
; е)

i4 + 2

i15 + 3
.

5.5. Розв’язати квадратнi рiвняння:
а) x2 + 16 = 0; б) x2 + 2x+ 10 = 0;
в) x2 − 2x+ 5 = 0; г) x2 + 6x+ 18 = 0.

5.6. Обчислити:
а) (−3 + 3i)8; б) (2 + 2i)12; в) (

√
3 i+ 1)24; г) (i−

√
3)6.

5.7. Обчислити:
а) 4
√
−1; б)

√
4i; в)

√
1−
√

3 i; г) 3
√
−1.

5.8. Побудувати бюджетну множину, якщо бюджет R = 20 грн.
i вектор цiн p = (2; 1). Зобразити графiчно.

5.9. Побудувати множину розв’язкiв системи лiнiйних нерiвно-
стей i знайти координати кутових точок випуклого багатокутни-

ка (симплекса)


x1 + x2 − 3 ≤ 0,
x1 + x2 − 1 ≥ 0,
x1 + x2 ≥ 0,
x1 ≤ 2, 5,

0 ≤ x2 ≤ 1.
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5.10. Нехай iз бюджету сiм’ї, який становить R грн., витрачено
на придбання товару A за цiною p1 i B – за цiною p2 за одиницю.
Визначити бюджетну множину та її межу для цiєї сiм’ї. В яких
кiлькостях можна придбати цi товари?

Контрольнi запитання

1. Що таке множина?
2. Як позначають множини?
3. Яку з множин називають порожньою?
4. Яку з множин називають пiдмножиною даної множини?
5. Яку множину називають об’єднанням двох даних множин?
6. Яку множину називають перетином двох даних множин?
7. Яку множину називають рiзницею двох даних множин?
8. Якi числовi множини ви знаєте?
9. Яку множину називають декартовим добутком двох даних
множин?
10. Що називають комплексним числом?
11. Як визначають дiї над комплексними числами?
12. За якою формулою обчислюють натуральну степiнь компле-
ксного числа?
13. За якою формулою обчислюють корiнь вищих порядкiв з ком-
плексного числа?
14. Що таке бюджетне обмеження?
15. Як визначаються бюджетна множина, її межа й лiнiї бюдже-
тного обмеження?

Контрольна робота (Модуль) 1

1. Обчислити: а)

 5 −2
1 0
4 −3

+5

 3 2
0 −4
5 −1

−3

 2 9
2 5
6 −2

;
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б)
(

4 3 −1
5 −7 0

)  2 1
−4 0
3 −1

.

2. Розв’язати матричне рiвняння
(

3 1
−5 4

)
X =

(
−6 5
−1 2

)
.

3. Розв’язати систему рiвнянь: а) методом Гаусса; б) методом
Крамера

x− 3y − 2z = −5,
4x+ 2y + 3z = 11,
3x− y − 4z = 7.

4. Знайти кут мiж векторами
→
AB та

→
AC : A(4,−3, 2), B(6,−1, 3),

C(−1, 4, 0).
5. Знайти площу паралелограма, який побудований на векто-

рах ~a = ~4k − ~5i− ~3j, ~b = ~2i+ ~4j − ~k.
6. Обчислити об’єм пiрамiди з вершинами в точкахA, B, C, D :

A(3,−2, 5), B(2,−1, 0), C(2,−3, 8), D(−1, 5, 2).
7. Задано трикутник з вершинами:A(2;−3), B(5; 4), C(6;−5).

Написати рiвняння: а) сторони AC; б) висоти BD; в) медiани
CM .

8. Обчислити: а) (4− 3i)(5 + 6i); б)
8 + 3i

7− 4i
.

9. Обчислити (−2 + 2i)12.



Роздiл 5

Функцiя однiєї змiнної

5.1. Границi числових послiдовностей

Розглянемо множину натуральних чисел N= {1, 2, 3, ..., n, ...}.
Поставимо у вiдповiднiсть кожному натуральному числу n дiй-
сне число xn. Таку множину чисел x1, x2, ..., xn, ... назива-
ють нескiнченною числовою послiдовнiстю, яку познача-
ють {xn}.

Множину чисел Oε(x0) = {x ∈ R: |x − x0| < ε} називають
ε - околом точки x0.

Число a називають границею нескiнченної числової по-
слiдовностi {xn}, якщо для будь-якого числа ε > 0 можна за-
значити натуральне число N = N(ε) таке, що для всiх n > N
справджується нерiвнiсть |xn − a| < ε.

Позначають цей факт lim
n→∞

xn = a, саму ж послiдовнiсть
називають збiжною.

Послiдовнiсть {xn} називають обмеженою, якщо iснує така
стала M > 0, що для всiх номерiв n справджується нерiвнiсть
|xn| 6M .

Послiдовнiсть {xn} називають нескiнченно малою, якщо
для будь-якого числа ε > 0 можна знайти натуральне число N =
N(ε) таке, що для всiх n > N справджується нерiвнiсть |xn| < ε,
тобто lim

n → ∞
xn = 0.
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Послiдовнiсть {xn} називають нескiнченно великою, якщо
для будь-якого числа A > 0 можна знайти натуральне число
N = N(A) таке, що для всiх n > N справджується нерiвнiсть
|xn| > A, тобто lim

n → ∞
xn =∞.

Властивостi збiжних послiдовностей :
1. Будь-яка збiжна послiдовнiсть має тiльки одну границю.
2. Будь-яка збiжна послiдовнiсть обмежена.
3. Якщо послiдовностi {xn} i {yn} збiжнi, то

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn;

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn;

зокрема, lim
n→∞

cxn = c lim
n→∞

xn, де c – стала;

lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
(yn 6= 0, lim

n→∞
yn 6= 0).

4. Якщо lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a i починаючи з деякого номера
n0, виконується нерiвнiсть xn 6 zn 6 yn, тодi послiдовнiсть {zn}
збiжна i lim

n→∞
zn = a.

Розглянемо послiдовнiсть чисел xn = (1 + 1
n)n, ця послiдов-

нiсть {xn} монотонно зростає й обмежена, тобто має границю
lim
n→∞

(1 + 1
n)n = e. Число e iррацiональне, e ≈ 2, 7182..., лiтерою e

це число позначив Л. Ейлер (1707-1783).

Приклад 5.1. Знайти lim
n→∞

4n2 + 3n+ 1

2n2 − n
.

Розв’язування. Максимальний степiнь n у чисельнику та зна-
меннику дорiвнює 2, тому дiлимо чисельник i знаменник на n2.
Враховуючи, що lim

n→∞
1
n = 0, lim

n→∞
1
n2 = 0, одержимо

lim
n→∞

4n2 + 3n+ 1

2n2 − n
= lim

n→∞

4 + 3
n + 1

n2

2− 1
n

=
4

2
= 2.
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Приклад 5.2. Обчислити lim
n→∞

2n+ 6

n3 + n− 5
.

Розв’язування. Максимальний степiнь n у чисельнику 1, в зна-
меннику – 3. Дiлимо чисельник i знаменник на n3. Тодi

lim
n→∞

2n+ 6

n3 + n− 5
= lim

n→∞

2
n2 + 6

n3

1 + 1
n2 − 5

n3

=
0

1
= 0.

Приклад 5.3. Обчислити lim
n→∞

(√
4n2 + 3n− 1− 2n

)
.

Розв’язування. Перетворимо формулу загального члена

xn =
√

4n2 + 3n− 1− 2n =

=

(√
4n2 + 3n− 1− 2n

)(√
4n2 + 3n− 1 + 2n

)
√

4n2 + 3n− 1 + 2n
=

=
4n2 + 3n− 1− (2n)2

√
4n2 + 3n− 1 + 2n

=
3n− 1√

4n2 + 3n− 1 + 2n
=

=
3− 1

n√
4 + 3

n −
1
n2 + 2

.

Отже, одержимо

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

3− 1
n√

4 + 3
n −

1
n2 + 2

=
3√

4 + 2
=

3

4
.

Приклад 5.4. Знайти lim
n→∞

4n + 2 · 5n

4n − 5n+3
.

Розв’язування. Подiливши чисельник i знаменник на 5n, отри-
маємо

lim
n→∞

4n + 2 · 5n

4n − 5n+3
= lim

n→∞

(
4
5

)n
+ 2(

4
5

)n − 53
.

Враховуючи, що 4
5 < 1, тодi lim

n→∞

(
4
5

)n
= 0. Отож, одержимо

lim
n→∞

4n + 2 · 5n

4n − 5n+3
= lim

n→∞

2

−53
= − 2

125
.
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Приклад 5.5. Обчислити lim
n→∞

n! + 3 (n+ 1)!

(n+ 2)!
.

Розв’язування. Перетворимо вирази факторiалiв
(n+ 1)! = n!(n+ 1), (n+ 2)! = n!(n+ 1)(n+ 2). Тодi

lim
n→∞

n! + 3 (n+ 1)!

(n+ 2)!
= lim

n→∞

n! + 3n!(n+ 1)

n!(n+ 1)(n+ 2)
=

= lim
n→∞

n!(1 + 3(n+ 1))

n!(n+ 1)(n+ 2)
= lim

n→∞

3n+ 4

n2 + 3n+ 2
=

1

∞
= 0.

Приклад 5.6. Обчислити lim
n→∞

(
2 + 4 + . . .+ 2n

n+ 5
− n

)
.

Розв’язування. Чисельник дробу є сумою n членiв арифмети-
чної прогресiї, яку знаходимо за вiдомою формулою

2 + 4 + . . .+ 2n =
2 + 2n

2
n = n(n+ 1). Тодi одержимо

lim
n→∞

(
2 + 4 + . . .+ 2n

n+ 5
− n

)
= lim

n→∞

(
n(n+ 1)

n+ 5
− n

)
=

= lim
n→∞

n2 + n− n2 − 5n

n+ 5
= lim

n→∞

−4n

n+ 5
= lim

n→∞

−4

1 + 5
n

= −4.

5.2. Задача про нарахування вiдсоткiв

Маючи початковий вклад у банк s0 пiд рiчну вiдсоткову став-
ку p, потрiбно знайти розмiр вкладу st через t рокiв.

У випадку використання простих вiдсоткiв розмiр вкладу що-
року буде збiльшуватися на ту саму величину

p

100
s0, тобто

st = s0

(
1 +

tp

100

)
.

Дуже часто в банкiвськiй системi застосовують складнi вiд-
сотки, коли розмiр вкладу щороку збiльшується на те саме число
(1 + p

100) разiв, тобто

st = s0

(
1 +

p

100

)t
,
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або якщо рiк розбити на n частин, то через t рокiв сума депозиту
досягне значення

snt = s0

(
1 +

r

n

)nt
, r =

p

100
.

Цей вираз можна перетворити

snt = s0

[(
1 +

r

n

)n
r
]rt
.

Ввiвши нову змiнну m =
n

r
, одержимо

lim
n→∞

snt = lim
m→∞

s0

[(
1 +

1

m

)m]rt
= s0e

rt.

Приклад 5.7. Нехай темп iнфляцiї становить 1 % в день.
Наскiльки зменшиться сума депозиту через пiвроку?
Розв’язування. Застосування формули нарахування складних
вiдсоткiв при r = −0, 01 i t = 182, маємо st ≈ s0/e

1,82, де s0

початкова сума вкладу, 182 – кiлькiсть днiв у пiвроцi. Отже,
iнфляцiя зменшить початкову суму приблизно у 6 разiв.

5.3. Границя функцiї. Одностороннi
границi

Поняття функцiї. Кожному елементовi x з числової мно-
жини X за певним законом ставлять у вiдповiднiсть один еле-
мент y з числової множини Y .

Символiчно записують так: y = f(x) або f : X → Y .
Область визначення функцiї позначають D(f) = X.

Число A називають границею функцiї f(x), коли x→ a
при x 6= a, якщо для будь-якої послiдовностi значень аргумен-
ту {xn}, яка збiгається до a, вiдповiдна послiдовнiсть значень
функцiї {f(xn)} збiгається до числа A.

Позначають цей факт lim
x→ a

f(x) = A.
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Число A називають границею функцiї f(x), коли x→ a,
якщо для будь-якого числа ε > 0 iснує таке число δ(ε) > 0,
що з виконання умови 0 < |x − a| < δ випливає нерiвнiсть
|f(x)−A| < ε.

Властивостi границь функцiї:
1. Функцiя може мати лише одну границю в точцi.
2. Якщо функцiя має скiнченну границю в точцi, то iснує

деякий окiл цiєї точки, в якому функцiя обмежена.
3. Нехай lim

x→ a
f(x) = A i lim

x→ a
g(x) = B, тодi функцiї

f(x)± g(x), f(x) · g(x),
f(x)

g(x)
мають, вiдповiдно, границi

A±B, A ·B,
A

B
(B 6= 0).

Число A називають границею функцiї f(x) у точцi x =
a справа , якщо для будь-якого числа ε > 0 можна зазначити
число δ = δ(ε) > 0 таке, що з умови 0 < x − a < δ випливає
нерiвнiсть |f(x)−A| < ε.

Границю справа позначають lim
x→ a+0

f(x) = f(a+ 0).

Число A називають границею функцiї f(x) у точцi x = a
злiва , якщо для будь-якого числа ε > 0 можна зазначити число
δ = δ(ε) > 0 таке, що з умови −δ < x−a < 0 випливає нерiвнiсть
|f(x)−A| < ε.

Границю злiва позначають lim
x→ a−0

f(x) = f(a− 0).

Для того, щоб iснувала границя функцiї f(x) у точцi x = a,
необхiдно i достатньо, щоб iснували обидвi одностороннi границi
f(a+ 0), f(a− 0) i f(a+ 0)= f(a− 0).

Першою чудовою границею називають lim
x→ 0

sinx

x
= 1.

З якої легко отримати такi границi:

lim
x→ 0

tg x

x
= 1, lim

x→ 0

arcsinx

x
= 1, lim

x→ 0

arctg x

x
= 1.

Другою чудовою границею називають

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.
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За допомогою замiни змiнних
1

y
= x можна одержати

lim
x→ 0

(1 + x)
1
x = e.

Приклад 5.8. Знайти границю lim
x→ 2

2x2 − 5

x2 − 4x+ 3
.

Розв’язування. Пiдставляючи граничне значення x, знаходимо
границю знаменника lim

x→ 2

(
x2 − 4x+ 3

)
= 4−8+3 = −1 i границю

чисельника lim
x→ 2

(2x2 − 5) = 2 · 4− 5 = 3.
Отже, отримаємо

lim
x→ 2

2x2 − 1

x2 − 4x+ 3
=

3

−1
= −3.

Приклад 5.9. Знайти lim
x→ 3

x2 − 2x− 3

x2 − 9
.

Розв’язування. Якщо x = 3, то чисельник i знаменник заданої
функцiї перетворюється в нуль, тобто отримаємо невизначенiсть
0
0 , яку треба poзкрити. Для цього розкладемо на множники чи-
сельник i знаменник

x2 − 2x− 3 = (x− 3)(x+ 1), x2 − 9 = (x+ 3)(x− 3).

Скорочуючи чисельник i знаменник на x − 3 6= 0 , переходячи
до границi (x→ 3), одержимо

lim
x→ 3

x2 − 2x− 3

x2 − 9
= lim

x→ 3

(x− 3)(x+ 1)

(x− 3)(x+ 3)
= lim

x→ 3

x+ 1

x+ 3
=

3 + 1

3 + 3
=

4

6
=

2

3
.

Приклад 5.10. Обчислити lim
x→−8

√
1− x− 3

8 + x
.

Розв’язування. Домножимо чисельник i знаменник на вираз
спряжений до чисельника

lim
x→−8

√
1− x− 3

8 + x
= lim

x→−8

(
√

1− x− 3)(
√

1− x+ 3)

(8 + x)(
√

1− x+ 3)
=

= lim
x→−8

1− x− 9

(8 + x)(
√

1− x+ 3)
= lim

x→−8

−x− 8

(8 + x)(
√

1− x+ 3)
=

= lim
x→−8

−1√
1− x+ 3

=
−1

3 + 3
=
−1

6
.
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Приклад 5.11. Знайти lim
x→∞

9x2 − 7x+ 1

3x2 + 5
.

Розв’язування. Якщо x → ∞, то чисельник i знаменник – не-
скiнченно великi функцiї (отримаємо невизначенiсть ∞∞). Стар-
ший степiнь x у чисельнику та знаменнику – 2, тому подiлимо
чисельник i знаменник на x2. Користуючись властивостями гра-
ницi функцiї, одержимо

lim
x→∞

9x2 − 7x+ 1

3x2 + 5
= lim

x→∞

9− 7
x + 1

x2

3 + 5
x2

=

=
lim
x→∞

(
9− 7

x + 1
x2

)
lim
x→∞

(
3 + 5

x2

) =
9

3
= 3.

Приклад 5.12. Обчислити lim
x→+∞

(
3x−

√
9x2 − x+ 5

)
.

Розв’язування. Перетворимо вираз границi

3x−
√

9x2 − x+ 5 =

(
3x−

√
9x2 − x+ 5

)(
3x+

√
9x2 − x+ 5

)
3x+

√
9x2 − x+ 5

=

=
(3x)2 − 9x2 + x+ 5

3x+
√

9x2 − x+ 5
=

x+ 5

3x+
√

9x2 − x+ 5
=

1 + 5
x

3 +
√

9− 1
x + 5

x2

.

Отже, одержимо

lim
x→+∞

(
3x−

√
9x2 − x+ 5

)
= lim

x→+∞

1 + 5
x

3 +
√

9− 1
x + 5

x2

=
1

3 +
√

9
=

1

6
.

Приклади 5.13. Обчислити, застосовуючи першу чудову
границю:

1. lim
x→ 0

sin 6x

x
= lim

x→ 0

sin 6x

6x
6 = 6.

2. lim
x→ 0

sin(x/4)

x
= lim

x→ 0

sin(x/4)

x/4

1

4
=

1

4
.

3. lim
x→ 0

sin(3x/2)

x
= lim

x→ 0

sin(3x/2)

3x/2

3

2
=

3

2
.
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Приклад 5.14. Знайти lim
x→ 0

x3

tg3 2x
.

Розв’язування. Використаємо першу важливу границю

lim
x→ 0

x3

tg3 2x
= lim

x→ 0

(
x

tg 2x

)3

= lim
x→ 0

(
2x

tg 2x

1

2

)3

=

(
1

2

)3

=
1

8
.

Приклад 5.15. Знайти lim
x→ 0

1− cos 8x

x2
.

Розв’язування. Оскiльки 1− cos 8x = 2 sin2 4x, то одержимо

lim
x→ 0

1− cos 8x

x2
= lim
x→ 0

2 sin2 4x

x2
= 2 lim

x→ 0

(
sin 4x

x

)2

=

= 2 lim
x→ 0

(
sin 4x

4x
4

)2

= 2 (4)2 = 32.

Приклад 5.16. Знайти lim
x→ 0

(
x2 + 4

x2 + 5

)4/(x+2)

.

Розв’язування. За правилами обчислення границi показниково-
степеневої функцiї знаходимо

lim
x→ 0

x2 + 4

x2 + 5
=

lim
x→ 0

(x2 + 4)

lim
x→ 0

(x2 + 5)
=

4

5
, lim

x→ 0

4

x+ 2
=

4

2
= 2.

Отже, отримаємо lim
x→ 0

(
x2 + 4

x2 + 5

)4/(x+2)

=

(
4

5

)2

=
16

25
= 0, 64.

Приклад 5.17. Обчислити границю lim
x→∞

(
1 +

1

6x

)x
.

Розв’язування. За формулою другої чудової границi отримаємо

lim
x→∞

(
1 +

1

6x

)x
= lim

x→∞

((
1 +

1

6x

)6x
)1/6

= e
1
6 = 6
√
e.

Приклад 5.18. Обчислити lim
x→∞

(
x+ 1

x+ 2

)x
.
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Розв’язування. Застосуємо другу чудову границю. Для цього
видiлимо в основi виразу одиницю

lim
x→∞

(
x+ 1

x+ 2

)x
= lim

x→∞

(
x+ 2− 1

x+ 2

)x
= lim

x→∞

(
1 +

1

−(x+ 2)

)x
=

= lim
x→∞

((
1 +

1

−(x+ 2)

)−(x+2)
)−x/(x+2)

= lim
x→∞

(e)−x/(x+2)= e−1.

Приклад 5.19. Обчислити lim
x→∞

(
x+ 5

x− 4

)x
.

Розв’язування. Якщо x→∞, то отримаємо невизначенiсть типу
1∞. Дiлимо чисельник i знаменник дробу на x

lim
x→∞

(
x+ 5

x− 4

)x
= lim

x→∞

(
1 + 5/x

1− 4/x

)x
=

=
lim
x→∞

(
(1 + 5/x)x/5

)5

lim
x→∞

(
(1− 4/x)−x/4

)−4 =
e5

e−4
= e9.

Приклад 5.20. Знайдемо lim
x→∞

x (ln(x− 1)− ln(x+ 2)).
Розв’язування. Перетворимо вираз границi

x(ln(x− 1)− ln(x+ 2)) = x ln
x− 1

x+ 2
= ln

(
x− 1

x+ 2

)x
.

Видiлимо в основi одиницю

x− 1

x+ 2
=
x+ 2− 3

x+ 2
=
x+ 2

x+ 2
− 3

x+ 2
= 1− 3

x+ 2
.

Тодi, застосовуючи другу чудову границю, одержимо

lim
x→∞

x (ln(x− 1)− ln(x+ 2)) = ln lim
x→∞

(
x− 1

x+ 2

)x
=

= ln lim
x→∞

((
1− 3

x+ 2

)−(x+2)/3
)−3x/(x+2)

=

= ln lim
x→∞

(e)−3x/(x+2) = ln
(
e−3
)

= −3.
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5.4. Функцiї в економiчнiй теорiї

Найчастiше в економiцi використовують такi функцiї:
– функцiя корисностi (функцiя переваг) – залежнiсть кори-

сностi, тобто результату деякої дiї вiд її iнтенсивностi;
– виробнича функцiя – залежнiсть результату виробничої дi-

яльностi вiд чинникiв, що її зумовлюють;
– функцiя випуску – залежнiсть обсягу виробництва вiд на-

явностi ресурсiв;
– функцiя витрат – залежнiсть витрат виробництва вiд обсягу

продукцiї;
– функцiя попиту, споживання та пропозицiї – залежнiсть

обсягу попиту, споживання й пропозицiй окремих товарiв або
послуг вiд цiни, доходу тощо.

Названi вище функцiї можуть бути елементарними та скла-
дними. Для прикладу наведемо виробничу функцiю, яку запро-
понували у 1928 р. американськi вченi Ч. Кобб i П. Дуглас.

Функцiя Кобба-Дугласа належить до класичного прикладу
математичного моделювання економiчних процесiв i широко за-
стосовується в економiчних дослiдженнях. Загальний вигляд ви-
робничої функцiї такий:

Y = AFαLβ,

де Y−обсяг продукцiї; F−основний капiтал; L−робоча сила;
A−параметр, який визначає ефективнiсть виробничого про-

цесу; α, β−параметри, якi характеризують степiнь
однорiдностi виробничої функцiї (0 < α < 1, 0 < β < 1).

Сума параметрiв (α + β) свiдчить про спiввiдношення тер-
мiнiв зростання обсягу продукцiї та виробничих ресурсiв: якщо
(α+ β) > 1, то темпи зростання обсягу продукцiї вищi за темпи
зростання обох виробничих ресурсiв; при (α+ β) < 1– навпаки.

Наприклад, коли рiвень матерiальних (F) i трудових (L) ре-
сурсiв збiльшиться на r%, на пiдставi виробничої функцiї Кобба-
Дугласа обсяг продукцiї становитиме

Y1 = Y
(

1 +
r

100

)α+β
.
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Тодi при (α+β) > 1 обсяг продукцiї зростає понад r%; якщо
(α + β) < 1– менше, нiж на r%; при (α + β) = 1 продукцiя
збiльшиться на r%.

Аудиторна робота 6

Обчислити границi:

1. lim
n→∞

n2 + 9

7n3 + 10n+ 5
.

2. lim
n→∞

n2 + 4

5n − 3
.

3. lim
n→∞

4n2 + 7

5n2 − 3n+ 2
.

4. lim
n→∞

n2 + 9− 2n3

n3 + 10n+ 5
.

5. lim
n→∞

6− 3n2

4n2 − 6n+ 1
.

6. lim
n→∞

5n+ 1− 6n3

2n3 − 3n
.

7. lim
n→∞

5
√
n6 + 3n2 + 4

7n− 8
.

8. lim
n→∞

√
n+ 3
√
n+ 4
√
n2 − 1√

2n+ 3
.

9. lim
n→∞

√
625n4 − 3n2 + 1

3
√

27n6 − 4
.

10. lim
x→ 5

x2 − x− 20

x2 − 25
.

11. lim
x→ 2

x2 − x− 2

x3 − 8
.

12. lim
x→ 3

x3 − 27

x2 − x− 6
.

13. lim
x→−8

√
1− x− 3

8 + x
.

14. lim
x→ 16

√
2x− 7− 5√
x− 4

.

15. lim
x→ 1

√
5− x− 2

x2 + x− 2
.

Домашня робота 6

Обчислити границi:

1. lim
n→∞

n3 + 5

3n3 + 10n+ 4
. 2. lim

n→∞

5n2 + 4

4n − 3
.
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3. lim
n→∞

7n2 + 2

14n2 − 8n+ 5
.

4. lim
n→∞

n2 − 3− 8n3

2n3 + 7n+ 1
.

5. lim
n→∞

4− 5n2

2n2 − 9n+ 1
.

6. lim
n→∞

5n+ 4− 7n3

2n3 − 5n
.

7. lim
n→∞

5
√
n10 + 9n2 + 3

8n− 1
.

8. lim
n→∞

4
√
n+ 3
√
n+ 4
√
n2 + 16√

4n+ 7
.

9. lim
n→∞

√
81n4 + 2n2 + 1

3
√

27n6 + 9
.

10. lim
x→ 2

x3 − 8

x2 − 3x+ 2
.

11. lim
x→ 3

x2 − x− 6

x2 − 9
.

12. lim
x→ 4

x2 − x− 12

x3 − 64
.

13. lim
x→ 5

x2 − x− 6

x3 − 125
.

14. lim
x→−5

√
1− 3x− 4

5 + x
.

15. lim
x→ 2

√
5 + 2x− 3
√
x−
√

2
.

16. lim
x→ 25

√
2x− 14− 6√

x− 5
.

17. lim
x→−1

√
5 + x− 2

x2 − 1
.

Аудиторна робота 7

Обчислити границi:

1. lim
x→ 0

sin(5x)

x
.

2. lim
x→ 0

sin(x/4)

x
.

3. lim
x→ 0

x

sin(3x)
.

4. lim
x→ 0

x

sin(x/2)
.

5. lim
x→ 0

sin2 7x

x2
.

6. lim
x→ 0

x2

sin2 8x
.

7. lim
x→ 0

sin4 2x

x4
.

8. lim
x→ 0

tg3 4x

x3
.
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9. lim
x→ 0

x2

tg2(x/3)
.

10. lim
x→,0

√
x+ 25− 5

sin 7x
.

11. lim
x→ 0

sin 4x√
x+ 9− 3

.

12. lim
x→ 0

√
3x+ 4− 2

sin 5x
.

13. lim
x→ 0

x2

1− cos 6x
.

14. lim
x→ 0

1− cos 8x

x2
.

15. lim
x→ 0

1− cos 4x

x2
.

16. lim
x→ 0

(1 + 3x)(2+x)/x.

17. lim
x→ 0

(1 + 5x) (5+x)/x.

18. lim
x→+∞

(
6 + x

x+ 5

)x2

.

19. lim
x→+∞

(
2 + x

x+ 3

)x2

.

20. lim
x→+∞

(
2x− 3

2x+ 4

)x

.

21. lim
x→+∞

(
x2 − 1

x2 + 3

)x

.

22. lim
x→+∞

(
x2 + 5

x2 − 5

)x2

.

23. lim
n→∞

n (ln(n+ 5)− lnn).

24. lim
n→∞

n (ln n− ln(n+ 2)).

18. Прирiст населення країни становить p вiдсоткiв у рiк. За
скiльки рокiв населення країни подвоїться? Вiдповiсти, якщо
p = 3% i p = 5%.
19. Комерцiйний банк акомулює грошi пiдприємств у середньому
на 6 мiсяцiв. За цей час банк тричi видає цi кошти у виглядi
короткотермiнових кредитiв на три мiсяцi пiд p = 4% у мiсяць.
Скiльки вiдсоткiв прибутку одержує банк на цiй операцiї?

Домашня робота 7

Обчислити границi:

1. lim
x→ 0

sin(3x)

x
. 2. lim

x→ 0

sin(x/6)

x
.
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3. lim
x→ 0

x

sin(5x)
.

4. lim
x→ 0

x

sin(x/4)
.

5. lim
x→ 0

sin2 2x

x2
.

6. lim
x→ 0

x2

sin2 12x
.

7. lim
x→ 0

sin4 3x

x4
.

8. lim
x→ 0

tg3 7x

x3
.

9. lim
x→ 0

x2

tg2(x/2)
.

10. lim
x→,0

√
x+ 16− 4

sin 4x
.

11. lim
x→ 0

sin 9x√
x+ 36− 6

.

12. lim
x→ 0

√
7x+ 4− 2

sin 3x
.

13. lim
x→ 0

x2

1− cos 10x
.

14. lim
x→ 0

1− cos 18x

x2
.

15. lim
x→ 0

1− cos 6x

x2
.

16. lim
x→ 0

(1 + 4x)(3+x)/x.

17. lim
x→ 0

(1 + 8x) (2+x)/x.

18. lim
x→+∞

(
9 + x

x+ 4

)x+3

.

19. lim
x→+∞

(
2 + x

x+ 8

)x−4

.

20. lim
x→+∞

(
3x− 1

3x+ 4

)x

.

21. lim
x→+∞

(
x2 − 3

x2 + 5

)x2

.

22. lim
x→+∞

(
x2 + 7

x2 − 7

)x2

.

23. lim
n→∞

n (ln(n+ 2)− lnn).

24. lim
n→∞

n (ln n− ln(n+ 5)).

25. lim
n→∞

n (ln n− ln(n− 6)).

26. lim
n→∞

n (ln(n+ 8)− lnn).

27. Потреба ринку в продукцiї фiрми залежить вiд цiни. Бу-
ло визначено, що тижневий дохiд R є функцiєю цiни, причому
R = f(p) = (−50p2 + 500p) грн. Визначити цiну, яку потрiбно
призначити на продукцiю фiрми, щоб максимiзувати загальний
дохiд.
28. Агенство купує новi автомобiлi за цiною 12 тис. грн. за ко-
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жний. Упродовж трьох рокiв їхня цiна зменшиться до 2,5 тис.
грн. Вартiсть одного кiлометра пробiгу автомобiля – 2,5 грн.
Агенство здає в оренду автомобiлi з розрахунку 4 грн. за кi-
лометр.

Записати загальнi функцiї доходу та вартостi оренди автомо-
бiлiв упродовж трьох рокiв. Записати функцiю чистого доходу.
Який дохiд отримає агенство, якщо пробiг автомобiля 60 000 км
за третiй рiк оренди?

5.5. Неперервнiсть функцiї

Функцiю f(x), визначену в деякому околi точки x0, називають
неперервною у точцi x0, якщо

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Функцiю f(x), визначену в деякому околi точки x0, нази-
вають неперервною у точцi x0, якщо для будь-якого числа
ε > 0 iснує число δ = δ(ε, x0) > 0 таке, що з виконання умови
|x− x0| < δ випливає нерiвнiсть |f(x)− f(x0)| < ε.

Нехай функцiя y = f(x) визначена у всiх точках множини X.
Використаємо двi точки x0 i x0 + ∆x з цiєї множини. Число
∆x називають приростом аргументу , а число
∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) – приростом функцiї f(x) у точцi
x0.

Функцiю f(x), визначену в деякому околi точки x0, назива-
ють неперервною у точцi x0, якщо нескiнченно малому при-
росту аргументу вiдповiдає нескiнченно малий прирiст функцiї,
тобто

lim
∆x→ 0

∆y = 0.

Функцiю f(x) називають неперервною справа у точцi x0,
якщо f(x0 + 0) = f(x0).

Функцiю f(x) називають неперервною злiва у точцi x0,
якщо f(x0 − 0) = f(x0).
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Для того, щоб функцiя f(x) була неперервною у точцi x0,
необхiдно i достатньо, щоб

f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0).

Функцiю f(x) називають неперервною на множинi X
(X ⊂ D(f)), якщо функцiя неперервна у кожнiй точцi цiєї мно-
жини.

Теорема 1. Якщо функцiї f(x) i g(x) визначенi у промiжку
X та неперервнi функцiї в точцi x0 ∈ X, то в цiй точцi неперерв-
ними є функцiї

f(x)± g(x), f(x) · g(x),
f(x)

g(x)
(g(x0) 6= 0).

Теорема 2. Якщо функцiя f(x) неперервна у точцi x0 i фун-
кцiя ϕ(t) неперервна у точцi t0, причому x0 = ϕ(t0), тодi складе-
на функцiя f(ϕ(t)) неперервна в точцi t0.

Властивостi неперервних функцiй.
Теорема 3. Якщо функцiя f(x) неперервна на [a; b] i

f(a)f(b) < 0, то iснує хоча б одна точка c ∈ (a; b), в якiй f(c) = 0.
Теорема 4. Якщо функцiя f(x) неперервна на [a; b] i f(a) 6=

f(b), то для довiльного числа A, що є мiж значеннями f(a) i f(b),
iснує хоча б одна точка c ∈ (a; b), в якiй f(c) = A.

Теорема 5. Якщо функцiя f(x) неперервна на [a; b], то f(x)
обмежена на [a; b].

Теорема 6. Якщо функцiя f(x) неперервна на [a; b], то f(x)
досягає на [a; b] свого найбiльшого та найменшого значення.

Якщо функцiя f(x) визначена в O(x0)\{x0} i не є неперерв-
ною в точцi x0, то цю точку називають точкою розриву фун-
кцiї f(x).

Можлива одна з двох умов: або f(x) визначена в точцi x0 i не
є неперервною в точцi x0, або f(x) невизначена в точцi x0. Точки
розриву є першого та другого роду.
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Точку розриву x0 називають точкою розриву першого роду ,
якщо обидвi одностороннi границi функцiї f(x0 − 0) i f(x0 + 0)
iснують i скiнченнi.

Якщо ж f(x0−0) 6= f(x0+0), то точку розриву першого роду
x0 називають точкою скiнченного стрибка , висота стрибка
дорiвнює

h = f(x0 + 0)− f(x0 − 0).

Якщо ж f(x0−0) = f(x0 +0), то точку розриву першого роду
x0 називають точкою усувного розриву .

Точку розриву x0 називають точкою розриву другого роду ,
якщо хоча б одна одностороння границя функцiї f(x0 − 0) або
f(x0 + 0) не iснує.

Приклад 5.21. Розглянемо функцiю f(x) =
x

|x|
.

Розв’язування. Врахувавши, що |x| =

{
x, якщо x > 0,
−x, якщо x < 0,

одержимо

f(x) =
x

|x|
=

{
1, якщо x > 0,
−1, якщо x < 0,

цю функцiю часто позначають sgn x (знак x ). Точка x = 0 є
точкою розриву, бо f(x) в нiй невизначена. Обчислимо односто-
роннi границi f(−0) = −1, f(+0) = 1. Оскiльки обидвi односто-
роннi границi iснують, то x = 0 є точкою розриву першого роду,
у цьому разi f(−0) 6= f(+0). Отже, x = 0 є точкою скiнченного
стрибка i висота стрибка дорiвнює h = f(+0)− f(−0) = 2.

Приклад 5.22. Розглянемо функцiю f(x) = e
1
x .

Розв’язування. Точка x = 0 є точкою розриву, бо f(x) в нiй
невизначена. Обчислимо одностороннi границi f(+0) = +∞ i
f(−0) = 0, границя справа не iснує, то x = 0 є точкою розриву
другого роду. Дослiдимо поведiнку функцiї при x → ±∞, одер-
жимо

lim
x→+∞

f(x) = e0 = 1 i lim
x→−∞

f(x) = e0 = 1.
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5.6. Економiчна iнтерпретацiя
неперервностi

Функцiї, якi використовують в економiцi, зазвичай неперервнi.
Доведемо це на одному з прикладiв. Графiк податкової ставки N
має вигляд розривної функцiї (рис 5.1). Адже на кiнцях промiж-

Рис. 5.1.

кiв функцiя розривна й має розриви першого роду. Сам розмiр
прибуткового податку P є непервною функцiєю рiчного доходу
R (рис 5.2). Отже, якщо рiчнi доходи двох осiб не дуже вiдрiзня-
ються, то для неперервностi функцiї N = N(R) потрiбно, щоб
рiзниця за податковим податком була не дуже великою.

Якщо результат якоїсь задачi, що описує економiчний про-
цес не неперервно залежить вiд вихiдних (початкових) даних, то
таку задачу називають некоректною.
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Рис. 5.2.

5.7. Похiдна функцiї. Правила
диференцiювання

Похiдною функцiї y = f(x) у точцi x0 називають грани-
цю вiдношення приросту функцiї до приросту аргументу, коли
прирiст аргументу прямує до нуля, тобто

y′ =
dy

dx

def
= lim

∆x→ 0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Похiдна є границею вiдношення малої змiни y до малої змiни x.
Функцiю y = f(x) називають диференцiйовною у то-

чцi x0, якщо в цiй точцi iснує похiдна функцiї. Очевидно, що
похiдна сталої функцiї дорiвнює нулю, C ′ = 0, C – стала.

Значення похiдної функцiї y = f(x) у точцi x0 є кутовим
коефiцiєнтом дотичної , яку провели до графiка функцiї у
точцi (x0, y0 = f(x0)), kдот = f ′(x0). Рiвняння дотичної набуває
вигляду

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Якщо ж значення похiдної функцiї y = f(x) у точцi x = x0 не
дорiвнює нулевi, тодi рiвняння нормалi , проведеної до графiка
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функцiї у точцi (x0, y0 = f(x0)), набуває вигляду

y − y0 = − 1

f ′ (x0)
(x− x0).

Приклад 5.23. Знайти рiвняння дотичної до кривої

y = x2 − 5 у точцi з абсцисою 2?

Розв’язування.

Обчислимо значення функцiї в точцi з абсцисою 2 y(2) = −1,
а також значення похiдної у цiй точцi y′ = 2x, y′(2) = 4.
Застосовуючи рiвняння дотичної, отримаємо

y − (−1) = 4(x− 2) ⇒ y = 4x− 9.

Правила диференцiювання. Нехай u(x) i v(x) – двi дифе-
ренцiйовнi функцiї. Тодi:

1. (u+ v)′ = u′ + v′.

2. (u v)′ = u′v + v′u, зокрема, (C u)′ = C u′, де C – стала.

3.
(u
v

)′
=
u′v − u v′

v2
.

Теорема 7. Нехай функцiя y = f(x) – диференцiйовна у то-
чцi x0, а функцiя x = ϕ(t) – диференцiйовна у точцi t0, причому
x0 = ϕ(t0). Тодi складена функцiя y = f(ϕ(t)) – диференцiйовна
у точцi t0 i правильна формула

dy

dt
=
df

dx

dx

dt
.

Таблиця похiдних. Формули похiдних основних функцiй
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для випадку, коли u(x) – диференцiйовна функцiя:

1. (uα)′ = αuα−1u′, де α – стала.
2. (au)′ = au ln a u′, де a – стала, a > 0, a 6= 1;

(eu)′ = eu u′.

3. (loga u)′ =
u′

u ln a
, де a – стала, a > 0, a 6= 1;

(lnu)′ =
u′

u
.

4. (sinu)′ = (cosu)u′.

5. (cosu)′ = (− sinu)u′.

6. (tg u)′ =
u′

cos2 u
.

7. (ctg u)′ = − u′

sin2 u
.

8. (arcsin u)′ =
u′√

1− u2
.

9. (arccos u)′ = − u′√
1− u2

.

10. (arctg u)′ =
u′

1 + u2
.

11. (arcctg u)′ = − u′

1 + u2
.

Нехай функцiю задано параметрично рiвнянням{
x = ϕ(t),
y = ψ(t),

t ∈ (α, β).

Якщо ϕ(t) i ψ(t) диференцiйовнi функцiї, причому ϕ′(t) 6= 0,

тодi
d y

d x
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

Властивостi диференцiйованих функцiй. Нехай f(x)
визначена на множинi X i x0 ∈ X.

Якщо для довiльного x ∈ X: f(x) > f(x0), то кажуть, що
функцiя f(x) набуває в x0 найменшого значення на множинi X.
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Якщо для довiльного x ∈ X: f(x) 6 f(x0), то кажуть, що
функцiя f(x) набуває в x0 найбiльшого значення на множинi X.

Теорема (Ферма). Нехай функцiя f(x) визначена в деяко-
му околi точки x0, диференцiйовна в точцi x0 i набуває в цiй
точцi найбiльшого (чи найменшого) значення в цьому околi, тодi
f ′(x0) = 0.

Теорема (Ролля). Нехай функцiя f(x) неперервна на [a; b],
диференцiйовна на (a; b), причому f(a) = f(b), тодi iснує хоча б
одна точка c ∈ (a; b) така, що f ′ (c) = 0.

Теорема (Лагранжа). Нехай функцiя f(x) неперервна на
[a; b], диференцiйовна на (a; b), тодi iснує хоча б одна точка
c ∈ (a; b) така, що

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Теорема (Кошi). Нехай функцiї f(x) i g(x) неперервнi на
[a; b], диференцiйовнi на (a; b) i g′(x) 6= 0 при x ∈ (a; b), тодi
iснує хоча б одна точка c ∈ (a; b) така, що

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Приклади 5.24. Знайти похiдну для таких функцiй:

1. y = arccos
√

1− 4x.

dy

dx
= − 1√

1− (
√

1− 4x)2
(
√

1− 4x)′ =
−1√

1− 1 + 4x

(1− 4x)′

2
√

1− 4x
=

=
−1

2
√
x

−4

2
√

1− 4x
=

1
√
x
√

1− 4x
.

2. y =
(
x2 + 2x− 3

)
cosx.

dy

dx
=
(
x2 + 2x− 3

)′
cosx+

(
x2 + 2x− 3

)
(cosx)′ =

= (2x+ 2) cosx−
(
x2 + 2x− 3

)
sinx.

3. y =
√
x− (1 + x) arctg

√
x.
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dy

dx
=

1

2
√
x
−

(
arctg

√
x+ (1 + x)

1

1 + (
√
x)

2 ·
(√
x
)′)

=

=
1

2
√
x
− arctg

√
x− (1 + x)

1

1 + x
· 1

2
√
x

= − arctg
√
x.

4. y =
x lnx

x+ ex
.

dy

dx
=

(x lnx)′ (x+ ex)− x lnx (x+ ex)′

(x+ ex)2 =

=
(lnx+ 1) (x+ ex)− x lnx (x+ ex)

(x+ ex)2 =
ex (1− x) lnx+ x+ ex

(x+ ex)2 .

5. y = sin3 x.

dy

dx
= 3 sin2 x (sinx)′ = 3 sin2 x · cosx.

6. y = sinx3.

dy

dx
= cosx3(x3)′ = cosx3 · 3x2.

7. y = arccos (log2 x) .

dy

dx
= − 1√

1− (log2 x)2
· (log2 x)′ = − 1√

1− log2
2 x
· 1

x ln 2
.

8. y = ctg3(2x).

dy

dx
= 3 (ctg (2x))2 · (ctg (2x))′ = 3 ctg2(2x) · −1

(sin(2x))2
· (2x)′ =

= −3 ctg2(2x)
1

(sin(2x))2
· 2x ln 2 = −3

cos2 (2x)

sin4 (2x)
· 2x ln 2.

9. y = arcctg(3
3√1−x3).

dy

dx
= − 1

1 + (3
3√1−x3)2

· (3
3√1−x3)′ =
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= − 1

1 + 32 3√1−x3
· 3

3√1−x3 ln 3 ·
(

(1− x3)1/3
)′

=

= − 1

1 + 32 3√1−x3
· 3

3√1−x3 ln 3 · 1

3

(
1− x3

)−2/3 (
1− x3

)′
=

= − 1

1 + 32 3√1−x3
· 3

3√1−x3 ln 3 · 1

3

(
1− x3

)−2/3 (−3x2
)

=

=
x2 · 3

3√1−x3 · ln 3(
1 + 32 3√1−x3

)
3

√
(1− x3)2

.

10. x = t3 + 3t+ 1, y = 3t5 + 5t3 + 1.

dx

dt
= 3t2 + 3,

dy

dt
= 15t4 + 15t2,

dy

dx
=

15t4 + 15t2

3t2 + 3
= 5t2.

Для диференцiювання функцiї вигляду y = uv, де u i v –
функцiї змiнної x (u > 0), треба використати тотожнiсть

y = uv = ev lnu.

Тодi
dy

dx
=
(
ev lnu

)′
= ev lnu (v lnu)′ = ev lnu

(
v′ lnu+ v

u′

u

)
=

= uv
(
v′ lnu+ v

u′

u

)
.

Приклад 5.25. Знайти
dy

dx
: y = xx

2 .
Розв’язування. Тут основа i показник степеня залежать вiд x.
Зробимо перетворення y = xx

2
= ex

2 lnx. Продиференцiюємо за
змiнною x

dy

dx
= ex

2 lnx

(
2x lnx+ x2 1

x

)
= xxx

2
(1+2 lnx) = xx

2+1(1+2 lnx).

Приклад 5.26. Знайти
dy

dx
з рiвняння x3 + ln y− x2ey = 0.

Розв’язування. Продиференцiювавши за змiнною x обидвi ча-

стини рiвняння, одержимо 3x2 +
y′

y
− x2eyy′ − 2x ey = 0. Тодi
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розв’яжемо останню рiвнiсть стосовно y′

y′

y
− x2eyy′ = 2x ey − 3x2 ⇒ y′

(
1

y
− x2ey

)
= 2xey − 3x2 ⇒

y′ =
2xey − 3x2

1
y − x2ey

.

Отож, y′ =
(2ey − 3x) x y

1− x2y ey
.

5.8. Диференцiал функцiї

Якщо y = f(x) – диференцiйовна функцiя, тодi

∆y

∆x
= f ′(x) + α(∆x), де α(∆x)→ 0 при ∆x→ 0.

Звiдси прирiст функцiї ∆y = f ′(x) ∆x+ α(∆x) ∆x.
Головну частину f ′(x) ∆x приросту функцiї називають ди-

ференцiалом функцiї i позначають dy

dy = f ′(x) ∆x.

Прийнявши ∆x = dx, отримаємо dy = f ′(x) dx.
Якщо ∆x мале, тодi ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0) ≈ f ′(x0)∆x.

Отож, для наближених обчислень зручно використовувати
формулу

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0) ∆x.

Приклад 5.27. Знайти диференцiал функцiй:
1. y = cos4 x.
Розв’язування.

dy = (cos4 x)′ · dx = 4(cosx)3(cos x)′dx = −4(cosx)3 sin x dx.

2. y = log7
5(x3 + 7).
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Розв’язування.

dy = (log7
5(x3 + 7))′ · dx = 7(log5(x3 + 7))6(log5(x3 + 7))′dx =

= 7(log5(x3 + 7))6 1

(x3 + 7) ln 5
(x3 + 7)′dx =

= 7(log5(x3 + 7))6 1

(x3 + 7) ln 5
3x2dx.

Приклад. 5.28. Обчислити наближене значення arcsin 0, 51.
Розв’язування. Розглянемо функцiю y = arcsin x. Приймемо
x = 0, 5, ∆x = 0, 01, застосувавши формулу

arcsin (x+ ∆x) ≈ arcsin x+ (arcsin x)′∆x,

одержимо

arcsin 0, 51 ≈ arcsin 0, 5 +
1√

1− (0, 5)2
· 0, 01 =

π

6
+ 0, 011 = 0, 513.

5.9. Правила Лопiталя

Для знаходження границь вiдношення двох функцiй часто ви-
користовують неозначеностi 0

0 i ∞∞ . У випадку диференцiйовних
функцiй цi неозначеностi розкриваються за допомогою правила
Лопiталя, яке сформулюємо у виглядi двох теорем.

Теорема Перше правило Лопiталя. Нехай функцiї f(x)
i g(x) неперервнi та диференцiйовнi в околi точки x = a, крiм
можливо, самої точки a, причому g(x) i g′(x) у цьому околi
вiдмiннi вiд нуля, а lim

x→ a
f(x) = 0 i lim

x→ a
g(x) = 0. Тодi, якщо

iснує границя

lim
x→ a

f ′(x)

g′(x)
= A, то lim

x→ a

f(x)

g(x)
= lim

x→ a

f ′(x)

g′(x)
= A.

Теорема Друге правило Лопiталя. Нехай функцiї f(x)
i g(x) неперервнi та диференцiйовнi в околi точки x = a, крiм
можливо, самої точки a, причому g(x) i g′(x) у цьому околi
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вiдмiннi вiд нуля, а lim
x→ a

f(x) = ∞, lim
x→ a

g(x) = ∞. Тодi, якщо
iснує границя

lim
x→ a

f ′(x)

g′(x)
= A, то lim

x→ a

f(x)

g(x)
= lim

x→ a

f ′(x)

g′(x)
= A.

Зауважимо, що A може бути скiнченним так i нескiнченним.

Приклад 5.29. Знайти lim
x→1

x2 − 1 + lnx

ex − e
.

Розв’язування. Чисельник i знаменник границi прямують до ну-
ля при x→ 1, тому отримаємо невизначенiсть вигляду 0

0 . Вико-
ристаємо Перше правило Лопiталя, тобто розглянемо границю
вiдношень похiдних заданих функцiй

lim
x→ 1

x2 − 1 + lnx

ex − e
= lim

x→ 1

(x2 − 1 + lnx)′

(ex − e)′
= lim

x→ 1

2x+ 1
x

ex
=

3

e
.

Приклад 5.30. Знайти lim
x→+∞

lnx

x
.

Розв’язування. Чисельник i знаменник границi прямують до ∞
при x → +∞, тому отримаємо невизначенiсть вигляду ∞∞ . За-
стосуємо Друге правило Лопiталя

lim
x→+∞

lnx

x
= lim

x→+∞

(lnx)′

(x)′
= lim

x→+∞

1
x

1
= lim

x→+∞

1

x
= 0.

Приклад 5.31. Знайти lim
x→ 0

(
x3 ln x

)
.

Розв’язування. Отримуємо невизначенiсть вигляду 0·∞. Подамо
добуток функцiй у виглядi частки, а потiм, отримавши невизна-
ченiсть вигляду ∞∞ , використаємо Друге правило Лопiталя

lim
x→ 0

(
x3 ln x

)
= lim

x→ 0

lnx
1
x3

= lim
x→ 0

(lnx)′(
1
x3

)′ = lim
x→ 0

1
x

− 3
x4

= −1

3
lim
x→ 0

x3 = 0.

Приклад 5.32. Знайти lim
x→ 0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
.
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Розв’язування. Одержуємо невизначенiсть вигляду ∞−∞. Для
того, щоб знайти границю, зведемо дроби до спiльного знамен-
ника, а потiм, отримавши невизначенiсть вигляду 0

0 , застосуємо
Перше правило Лопiталя

lim
x→ 0

ex − 1− x
x (ex − 1)

= lim
x→ 0

(ex − 1− x)′

(xex − x)′
= lim

x→ 0

ex − 1

ex + xex − 1
.

Одержали невизначенiсть вигляду 0
0 , застосуємо ще раз правило

Лопiталя

lim
x→ 0

ex − 1

ex + xex − 1
= lim

x→ 0

(ex − 1)′

(ex + xex − 1)′
= lim

x→ 0

ex

ex (2 + x)
=

1

2
.

Приклад 5.33. Знайти lim
x→ 0

(sin x)x.

Розв’язування. Це невизначенiсть вигляду 00. Перетворимо за-
дану функцiю, тобто (sin x)x = ex ln(sin x), розглянемо показник

степеня x ln sinx =
ln sinx

1
x

.

Обчислимо значення границi цього виразу, використавши Друге
правило Лопiталя,

lim
x→ 0

x ln sinx = lim
x→ 0

ln sinx
1
x

= lim
x→ 0

(ln sinx)′(
1
x

)′ =

= lim
x→ 0

cosx
sinx

− 1
x2

= − lim
x→ 0

x2 cos x

sin x
.

Застосуємо першу чудову границю

− lim
x→ 0

x2 cosx

sinx
= − lim

x→ 0

(
x · cosx · x

sinx

)
= 0.

Отже, одержимо lim
x→ 0

(sinx)x = e0 = 1.
Приклад 5. 34. Написати рiвняння дотичної та нормалi до

кривої x2 + 2xy2 + 3y4 = 6 у точцi M(1; −1).
Розв’язування. З рiвняння кривої знайдемо похiдну, враховую-
чи, що y функцiя x,
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2x+ 2y2 + 4x y y′ + 12 y3y′ = 0, тобто y′ = − x+ y2

2x y + 6y3
.

Обчислимо значення похiдної при x0 = 1 y0 = −1 (координати
точки M)

y′(1) = − 1 + (−1)2

2 · 1 · (−1) + 6 · (−1)3 =
1

4
.

Тодi одержимо рiвняння дотичної

y + 1 =
1

4
(x− 1) ⇒ x− 4y − 5 = 0.

Аналогiчно отримаємо рiвняння нормалi

y + 1 = −4 (x− 1) ⇒ 4x+ y − 3 = 0.

5.10. Похiднi та диференцiали вищих
порядкiв

Якщо функцiя y = f(x) диференцiйовна, то її похiдну y′ =

f ′(x) =
dy

dx
називають похiдною першого порядку функцiї

y = f(x) .
Якщо ж y′ = f ′(x) – диференцiйовна функцiя, тодi її похiдну

(f ′(x))′ = y′′ =
d2y

dx2
називають похiдною другого порядку

функцiї y = f(x).
Похiдною n-го порядку функцiї y = f(x) називають похi-

дну вiд похiдної (n-1)-го порядку функцiї y = f(x), тобто

(y(n−1))′ = y(n) =
dny

dxn
або f (n)(x) = (f (n−1)(x))′.

Приклад 5.35. Знайти y′′, якщо y = 5x3 + cos x.
Розв’язування. y′ = 15x2 − sinx;
y′′ = (y′)′ = (15x2 − sinx)′ = 30x− cosx.

Приклад 5.36. Знайти y′′′, якщо y = x4 +
√

4− x2.
Розв’язування. Обчислимо першу похiдну
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y′ = 4x3 +
−2x

2
√

4− x2
= 4x3 − x√

4− x2
. Тодi

y′′ = (y′)′ =

(
4x3 − x√

4− x2

)′
= 12x2 −

√
4− x2 − x −2x

2
√

4− x2(√
4− x2

)2 =

= 12x2 −

√
4− x2 +

x2

√
4− x2

(4− x2)
= 12x2 − 4− x2 + x2

(4− x2)3/2
=

= 12x2 − 4

(4− x2)3/2
.

Отже, одержимо

y′′′ = (y′′)′ =
(

12x2 − 4
(
4− x2

)−3/2
)′

=

= 24x− 4
−3

2

(
4− x2

)−5/2
(−2x) = 24x− 12x

(
4− x2

)−5/2
.

Далi, якщо u та v n – разiв диференцiйовнi функцiї змiнної
x, а k – стала, тодi

(k u)(n) = k u(n); (u± v)(n) = u(n) ± v(n);

(u v)(n) =

n∑
i=0

Cin u
(n−i) v(i) формула Лейбнiца ,

де u(0) = u, v(0) = v i Cin =
n!

i!(n− i)!
=
n(n− 1) . . . (n− i+ 1)

i!
.

Приклад 5.37. Знайти y(n), якщо y = x2ex.
Розв’язування. За формулою Лейбнiца

y(n) = (ex)(n) x2 + C1
n (ex)(n−1) (x2

)′
+ C2

n (ex)(n−2) (x2
)′′
,

оскiльки решта членiв дорiвнюють нулю. Тому

y(n) = exx2 +nex ·2x+
n (n− 1)

2
ex ·2 = ex

[
x2 + 2nx+ n (n− 1)

]
.
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Розглянемо похiднi вищих порядкiв функцiї, яка задана па-
раметрично {

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

t ∈ (α, β).

Якщо ϕ(t) i ψ(t) диференцiйовнi функцiї, причому ϕ′(t) 6= 0, тодi
як ми знаємо,

d y

d x
=
y′t
x′t

=
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

Далi

d2y

dx2
=

d

dx

(
y′t
x′t

)
=

d
dt

(
y′t
x′t

)
dx
dt

=

y′′ttx
′
t−y′tx′′tt

(x′t)
2

x′t
=
y′′ttx

′
t − y′tx′′tt
(x′t)

3
.

Аналогiчно знаходимо всi iншi похiднi вищих порядкiв.

Приклад 5.38. Знайти
dy

dx
,

d2y

dx2
, якщо x = a cos3 t,

y = a sin3 t.

Розв’язування.
dy

dx
=

(
a sin3 t

)′
(a cos3 t)′

=
3a sin2 t · cos t

−3a cos2 t · sin t
= − tg t,

d2y

dx2
=

(y′x)′

x′t
=

(− tg t)′

(a cos3 t)′
=

− 1
cos2 t

−3a cos2 t · sin t
=

1

3a sin t · cos4 t
.

Вважатимемо, що диференцiал функцiї y = f(x) є знову
диференцiйовна функцiя. Диференцiалом другого порядку, або
другим диференцiалом функцiї y = f(x) називають диференцi-
ал вiд її першого диференцiала, i його позначають d(dy) = d2y.

Розглянемо два випадки:
1. x – незалежна змiнна, тобто dx– стала i d(dx) = 0 .
2. x – залежна змiнна, тобто, коли x = ϕ(t), dx = ϕ′(t) dt i

d(dx) = d2x 6= 0 .
Тодi у випадку 1 отримаємо

d 2y = d(dy) = d(f ′(x)dx) = d(f ′(x))dx = f ′′(x) dx2.
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У випадку 2 матимемо

d 2y = d(dy) = d(f ′(x) dx) = d(f ′(x)) dx+ f ′(x) d(d(x)) =

= f ′′(x) dx2 + f ′(x) d 2x.

Отож, замiнивши змiнну, форма диференцiала першого по-
рядку не змiнюється, тодi як форма диференцiала другого по-
рядку змiнюється. Аналогiчно, коли функцiя y = f(x) є n разiв
диференцiйовна, то диференцiалом n-го порядку цiєї функцiї
називають диференцiал вiд її диференцiала (n− 1)-го порядку i
його позначають d(dn−1y) = dny.

У випадку, коли x – незалежна змiнна, правильна формула

dny = f (n)(x) dxn.

Приклад 5.39. Знайти диференцiали першого та другого
порядку функцiї v = e2t.
Розв’язування. dv = 2e2tdt, d2v = 4e2t · dt2.

Приклад 5.40. Знайти диференцiали першого, другого та
третього порядку функцiї y = (2x− 3)3.
Розв’язування.

dy = 3 (2x− 3)2 · 2dx = 6 (2x− 3)2 dx,

d2y = 12 (2x− 3) · 2dx2 = 24 (2x− 3) dx2,

d3y = 24 · 2dx3 = 48 dx3.

5.11. Формула Тейлора

Нехай функцiя y = f (x) має похiднi до (n+ 1) – го порядку
включно в околi точки x0 i нехай x довiльна точка з заданого
околу, тодi правильна формула

f (x) = f (x0) +
f ′ (x0)

1!
(x− x0) +

f ′′ (x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

+
f (n) (x0)

n!
(x− x0)n +Rn (x) ,
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яку називають формулою Тейлора функцiї f (x), а Rn (x) на-
зивають залишковим членом формули Тейлора

Rn (x) =
f (n+1) (c)

(n+ 1) !
(x− x0)n+1 ,

де c ∈ (x0, x) – залишковий член у формi Лагранжа.

Якщо x0 = 0, то отримуємо частковий випадок формули Тей-
лора, який називають формулою Маклорена

f (x) = f (0)+
f ′ (0)

1!
x+

f ′′ (0)

2!
x2+. . .+

f (n) (0)

n!
xn+

f (n+1) (c)

(n+ 1)!
xn+1.

Розвинення елементарних функцiй за формулою Маклорена
(всюди 0 < < 1):

1. y = ex, y(k) (x) = ex, y (0) = y(k) (0) = 1.

Rn (x) =
ec

(n+ 1)!
xn+1 – залишковий член у формi Лагранжа.

Тодi отримаємо формулу Маклорена

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+Rn.

2. y = sin x, y(k) = sin
(
x+ k

π

2

)
;

y (0) = 0, y′ (0) = 1, y′′ (0) = 0, y′′′ (0) = −1, yIV (0) = 0;

sin x =
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1) !
+R2n (x) ,

R2n(x) = (−1)n cos(c ) · x2n+1

(2n+ 1) !
.

3. y = cosx,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n) !
+R2n+1 (x) ,

R2n+1(x) = (−1)n+1 cos(c ) · x2n+2

(2n+ 2) !
.
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4. y = ln (1 + x) ,

ln (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)n−1 xn

n
+Rn (x) ,

Rn (x) =
(−1)n

(n+ 1) (1 + c)n+1
xn+1.

5. y = (1 + x)m , m = const,

(1 + x)m= 1 +mx+
m (m− 1)

2!
x2 + . . .+

+
m (m− 1) (m− 2) . . . (m− n+ 1)

n!
xn +Rn (x) ,

Rn(x) =
m (m− 1) . . . (m− n)

(n+ 1)!
xn+1 (1 + c)m−n−1 .

Приклад 5.41. Зобразити функцiю f (x) = 3
√
x у виглядi

полiнома п’ятого степеня стосовно двочлена x− 1.
Розв’язування. Обчислимо значення функцiї f (x) = x

1
3 та її

похiдних до п’ятого порядку включно, якщо x0 = 1:

f(1) = 1, f ′(x) =
1

3
x−

2
3 , f ′(1 ) =

1

3
;

f ′′(x) = −2

9
x−

5
3 , f ′′(1) = −2

9
;

f ′′′(x) =
10

27
x−

8
3 , f ′′′(1) =

10

27
;

f IV (x) = −80

81
x−

11
3 , f IV (1) = −80

81
;

fV (x) =
880

243
x−

14
3 , fV (1) =

880

243
.

Вiдповiдно, за формулою Тейлора отримаємо

3
√
x = 1 +

1

3
(x− 1)− 2

9 · 2!
(x− 1)2+

10

27 · 3!
(x− 1)3−

− 80

81 · 4!
(x− 1)4+

880

243 · 5!
(x− 5)5+R5,

де R5 =
f IV (c)

6!
(x− 1)6 = − 12320

729 · 6!
· c−

17
3 (x− 1)6 , 1 < c < x.
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Приклад 5.42.Написати розвинення функцiї f (x) = sin2 x−
x2e−x за цiлими додатними степенями x до членiв з x4.
Розв’язування. Застосуємо розвинення елементарних функцiй

sin x = x− x3

6
+ o

(
x4
)
, e−x = 1− x+

x2

2
+ o

(
x2
)
.

Одержимо

f (x) =

[
x− x3

6
+ o

(
x4
)]2

− x2

[
1− x+

x2

2
+ o

(
x2
)]

=

= x2 − x4

3
+ o

(
x5
)
− x2 + x3 − x4

2
+ o

(
x4
)

= x3 − 5

6
x4 + o

(
x4
)
.

5.12. Дослiдження поведiнки функцiї

Якщо для двох довiльних аргументiв x1 i x2 з множини X
(X ⊂ D(f)) таких, що x1 > x2 виконується нерiвнiсть
f(x1) > f(x2), то функцiю f(x) називають зростаючою на
множинi X.

Якщо для двох довiльних аргументiв x1 i x2 з множини X
(X ⊂ D(f)) таких, що x1 > x2 виконується нерiвнiсть
f(x1) < f(x2), то функцiю f(x) називають спадною на мно-
жинi X.

Зростаючу або спадну функцiю називають монотонною.
Промiжки, на яких функцiя зростає або спадає, називають про-
мiжками монотонностi цiєї функцiї.

Якщо f(x) неперервна на [a; b], диференцiйована на (a; b) i
f ′(x) > 0 при x ∈ (a; b), то f(x) є зростаючою на (a; b).

Якщо f(x) неперервна на [a; b], диференцiйована на (a; b) i
f ′(x) < 0 при x ∈ (a; b), то f(x) є спадною на (a; b).

Якщо похiдна f(x) дорiвнює нулевi на (a; b), тодi f(x) є ста-
лою величиною на [a; b].

Точку x0 (x0 ∈ D(f)) називають точкою максимуму не-
перервної функцiї f(x), а значення f(x0) – максимумом цiєї
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функцiї, якщо iснує деякий окiл точки x0, що для всiх x (x 6= x0)
з цього промiжку виконується нерiвнiсть f(x0) > f(x).

Точку x0 (x0 ∈ D(f)) називають точкою мiнумуму непе-
рервної функцiї f(x), а значення f(x0) – мiнiмумом цiєї фун-
кцiї, якщо iснує деякий окiл точки x0, що для всiх x (x 6= x0) з
цього промiжку виконується нерiвнiсть f(x0) < f(x).

Точки максимуму та мiнiмуму називають точками екс-
тремуму , а максимум i мiнiмум функцiї – екстремумами
функцiї .

Необхiдна умова iснування екстремуму (наслiдок з теореми
Ферма).

Якщо функцiя f(x) неперервна на (a; b) i досягає в деякiй
точцi x0 (x0 ∈ (a; b)) екстремуму, тодi f ′(x0) = 0 або f ′(x0) не
iснує.

Точку x0 (x0 ∈ D(f)), в якiй або f ′(x0) = 0, або f ′(x0) не
iснує, називають критичною точкою цiєї функцiї.

Достатня умова iснування екстремуму.
Нехай x0 є критичною точкою функцiї f(x) й iснує деяке до-

датне δ, що функцiя f(x) диференцiйована на множинi
(x0 − δ; x0) ∪ (x0; x0 + δ). Якщо у разi переходу через x0 по-
хiдна f ′(x) змiнює знак, тодi x0 буде точкою екстремуму, якщо:
а) похiдна f ′(x) змiнює знак з ”+” на “–”, тодi x0 буде точкою
максимуму;
б) похiдна f ′(x) змiнює знак з ”–” на “+”, тодi x0 буде точкою
мiнiмуму.

Якщо ж у разi переходу через критичну точку похiдна не
змiнює знак, тодi в цiй точцi функцiя не має екстремуму.

Приклад 5.43. Дослiдити на екстремум i промiжки моно-
тонностi функцiю f(x) = 2x3 − 6x2 − 18x+ 10.
Розв’язування. Знайдемо похiдну f ′(x) = 6x2−12x−18. Похiдна
iснує у всiх точках. Прирiвнюючи похiдну до нуля, одержимо
критичнi точки
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6x2 − 12x− 18 = 0 ⇒ x2 − 2x− 3 = 0 ⇒ x1 = −1, x2 = 3.

Методом iнтервалiв визначимо знак похiдної f ′(−2) = 30 > 0,
f ′(0) = −18 < 0, f ′(4) = 30 > 0.

У разi переходу через критичну точку x = −1 похiдна змiнює
знак з ”+” на ”–”, тому x = −1 буде точкою максимуму, а f(−1) =
20 – максимумом функцiї.
Переходячи через критичну точку x = 3, похiдна змiнює знак
з ”–” на “+”, тому x = 3 буде точкою мiнiмуму, а f(3) = −44 –
мiнiмумом функцiї.
f ′(x) > 0 на множинi (−∞; −1) ∪ (3; +∞), тому функцiя на цiй
множинi зростає, (−∞; −1) ∪ (3; +∞) – промiжки зростання.
f ′(x) < 0 на множинi (−1; 3), тому функцiя на цiй множинi
спадає, (−1; 3) – промiжки спадання.

Приклад 5.44. Дослiдити на екстремум i промiжки моно-
тонностi функцiю f(x) = x4 − 4x3.
Розв’язування. Знайдемо похiдну f ′(x) = 4x3 − 12x2. Похiдна
iснує у всiх точках. Прирiвнюючи похiдну до нуля, одержимо
критичнi точки

4x3 − 12x2 = 0 ⇒ x2(x− 3) = 0 ⇒ x1 = 0, x2 = 3.

Методом iнтервалiв визначимо знак похiдної f ′(−1) = −16 < 0,
f ′(1) = −8 < 0, f ′(4) = 64 > 0.

У випадку переходу через критичну точку x = 0 похiдна не
змiнює знак, тому x = 0 не буде точкою екстремуму. Переходячи
через критичну точку x = 3, похiдна змiнює знак з ”–” на ”+”,
тому x = 3 буде точкою мiнiмуму, а f(3) = −27 – мiнiмумом
функцiї.
f ′(x) > 0 на множинi (3; +∞), тому функцiя на цiй множинi
зростає, (3; +∞) – промiжок зростання. f ′(x) < 0 на множинi
(−∞; 0)

⋃
(0; 3), тому функцiя на цiй множинi спадає, (−∞; 0)∪

(0; 3) – промiжки спадання.
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Щоб знайти найбiльше та найменше значення непе-
рервної функцiї f(x) на вiдрiзку [a; b] треба:
а) знайти усi критичнi точки функцiї f(x), якi належать [a; b];
б) обчислити значення функцiї у цих критичних точках i на кiн-
цях вiдрiзка;
в) серед одержаних значень вибираємо найбiльше та найменше,
що i є розв’язком задачi.

Приклад 5.45. Знайти найбiльше та найменше значення

функцiї f(x) = x2 +
16

x
− 13 на [1; 4].

Розв’язування. Знайдемо критичнi точки

f ′(x) = 2x− 16

x2
= 0 ⇒ 2x3 − 16 = 0 ⇒ x3 = 8 ⇒ x = 2.

Тепер обчислимо f(2) = −1; f(1) = 4; f(4) = 7.
Отже, найбiльше значення функцiї – 7, а найменше – (−1).

Опуклiсть та увiгнутiсть графiка функцiї. Точки перегину.
Графiк диференцiйовної функцiї називають опуклим на

промiжку (a; b), якщо вiдповiдна частина кривої розмiщена
нижче вiд дотичної, проведеної в будь-якiй точцi цiєї кривої.

Графiк диференцiйовної функцiї називають увiгнутим на
промiжку (a; b), якщо вiдповiдна частина кривої розмiщена
вище вiд дотичної, проведеної в будь-якiй точцi цiєї кривої.

Точку x0 (x0 ∈ D(f)) називають точкою перегину непе-
рервної функцiї f(x), якщо x0 вiдокремлює промiжки опуклостi
й увiгнутостi цiєї функцiї.

Теорема 7. Якщо функцiя f(x) має неперервну другу похi-
дну f ′′(x) на промiжку (a; b), тодi:
а) при f ′′(x) < 0 на (a; b) графiк функцiї опуклий на (a; b);
б) при f ′′(x) > 0 на (a; b) графiк функцiї увiгнутий на (a; b);
в) якщо f ′′(x) в точцi x0 (x0 ∈ (a; b)) дорiвнює нулевi або не
iснує i у випадку переходу через цю точку змiнює знак, то x0 є
точкою перегину графiка функцiї.

Приклад 5.46. Знайти промiжки опуклостi й увiгнутостi
графiка функцiї f(x) = x5 + 10x2 − 2.
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Розв’язування. Обчислимо другу похiдну функцiї

f ′(x) = 5x4 + 20x, f ′′(x) = 20x3 + 20.

Розв’яжемо рiвняння

f ′′(x) = 0 ⇒ 20x3 + 20 = 0 ⇒ x3 + 1 = 0⇒ x = −1.

Методом iнтервалiв визначимо знак другої похiдної
f ′′(−2) = −140 < 0, f ′′(0) = 20 > 0.

У разi переходу через точку x = −1 друга похiдна змiнює
знак з ”–” на ”+”, тому x = −1 буде точкою перегину функцiї,
f ′′(x) > 0 на множинi (−1; +∞), тому графiк функцiї на цiй мно-
жинi увiгнутий, f ′′(x) < 0 на множинi (−∞; −1), тому графiк
функцiї на цiй множинi опуклий.

Асимптоти графiка функцiї.
Пряму y = kx + b називають похилою асимптотою гра-

фiка функцiї y = f(x) при x→ +∞ (x→ −∞), якщо
f(x)− kx− b → 0 при x→ +∞ (x→ −∞).

Значення сталих k i b обчислюють за формулами

k = lim
x→+∞

f(x)

x

(
k = lim

x→−∞

f(x)

x

)
, b = lim

x→+∞
(f(x)− kx)

(b = lim
x→−∞

(f(x)− kx)).

У випадку k = 0 асимптоту називають горизонтальною.
Пряму x = a називають вертикальною асимптотою,

якщо lim
x→ a+0

f(x) =∞ або lim
x→ a−0

f(x) =∞.

Приклад 5.47. Знайти асимптоти кривої f(x) =
x2 − 2x+ 6

x+ 5
.

Розв’язування. Область визначення цiєї функцiї
D(f) = (−∞; −5) ∪ (−5; +∞).

Треба дослiдити поведiнку функцiї при x→ −5, отримаємо
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lim
x→−5

f(x) = ∞. Обчислимо одностороннi границi функцiї в
точцi –5

f(−5 + 0) = lim
x→ −5
x > −5

x2 − 2x+ 6

x+ 5
=

(
41

+0

)
= +∞,

f(−5− 0) = lim
x→ −5
x < −5

x2 − 2x+ 6

x+ 5
=

(
41

−0

)
= −∞.

Отже, пряма x = −5 – вертикальна асимптота заданої функцiї,
зауважимо, що точкка –5 є точкою розриву другого роду.

Знайдемо похилi асимптоти

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x2 − 2x+ 6

x(x+ 5)
= lim

x→+∞

x2 − 2x+ 6

x2 + 5x
= 1,

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

[
x2 − 2x+ 6

x+ 5
− x
]

=

= lim
x→+∞

−7x+ 6

x+ 5
= −7.

При x→ −∞ значення границь не змiнюється.
Отож, при x → ±∞ графiк функцiї має похилу асимптоту

y = x− 7.

Приклад 5.48. Дослiдити поведiнку функцiї та побудувати

графiк f(x) =
x2

x+ 2
.

Розв’язування. Знаменник не повинен дорiвнювати нулевi, тому
x+2 6= 0⇒ x 6= −2. Областю визначення функцiї буде множина
D(f) = (−∞; −2) ∪ (−2; +∞).
Знайдемо точки перетину з координатними осями:
з Oy (x = 0): y = 0 ⇒ (0; 0) графiк функцiї проходить через
початок координат;

з Ox (y = 0): 0 =
x2

x+ 2
⇒ x = 0, одержали ту саму точку.
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Використовуючи метод iнтервалiв, визначимо промiжки зна-
косталостi функцiї.

Отже, при x ∈ (−2; 0) ∪ (0; +∞) y > 0 графiк функцiї
проходить у верхнiй пiвплощинi; при x ∈ (−∞; −2) y < 0,
графiк функцiї проходить у нижнiй пiвплощинi.

Оскiльки область визначення функцiї не є симетричною сто-
совно початку вiдлiку, то функцiя нi парна, нi непарна. Неперi-
одична.

Точка розриву одна x = −2, обчислимо одностороннi границi
в цiй точцi

f(−2 + 0) = lim
x→ −2
x > −2

x2

x+ 2
=

4

+0
= +∞,

f(−2− 0) = lim
x→ −2
x < −2

x2

x+ 2
=

4

−0
= −∞;

x = −2 – точка розриву другого роду, x = −2 – вертикальна
асимптота.
Дослiдимо похилi асимптоти

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x2

x(x+ 2)
= lim

x→+∞

x

x+ 2
= 1.

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
x2

x+ 2
− x
)

=

= lim
x→+∞

−2x

x+ 2
= −2.

Аналогiчно k = lim
x→−∞

f(x)

x
= 1, i b = lim

x→−∞
(f(x)− kx) = −2.

Отже, графiк функцiї має похилу асимптоту y = x − 2 при
x→ ±∞.
Дослiдимо промiжки монотонностi, точки екстремуму
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f ′ =
2x(x+ 2)− x2

(x+ 2)2
=
x2 + 4x

(x+ 2)2
;

f ′ = 0 ⇒ x2 + 4x

(x+ 2)2
= 0 ⇒ x2 + 4x = 0 ⇒ x = 0, x = −4.

Визначимо знак похiдної f ′(x) > 0 на множинi
(−∞; −4)

⋃
(0; +∞), тому функцiя на цiй множинi зростає,

(−∞; −4) ∪ (0; +∞) – промiжок зростання; f ′(x) < 0 на мно-
жинi (−4; −2) ∪ (−2; 0), тому функцiя на цiй множинi спадає,
(−4; −2) ∪ (−2; 0) – промiжок спадання;
x = 0 – точка мiнiмуму, f (0) = 0 – мiнiмум функцiї;
x = −4 – точка максимуму, f (−4) = −8 – максимум функцiї.

Дослiдимо промiжки опуклостi та точки перегину

f ′′ =

(
x2 + 4x

(x+ 2)2

)′
=

(2x+ 4)(x+ 2)2 − (x2 + 4x)2(x+ 2)

(x+ 2)4
=

=
8

(x+ 2)3
;

f ′′ = 0 ⇒ 8

(x+ 2)3
= 0 ⇒ точок перегину немає. Визначимо

знак другої похiдної
f ′′ < 0 при x ∈ (−∞; −2), тому функцiя опукла на цiй множинi;
f ′′ > 0 при x ∈ (−2; +∞), тому функцiя увiгнута на цiй множинi.

Аудиторна робота 8

Обчислити похiднi:

1. y = 2x3 − 5
3
√
x
.

2. y = x5 +
6
5
√
x
.

3. y =
12
4
√
x3

+
4

x
.

4. y =
2

4
√
x5

+
7

x4
.

5. y = x4 sinx.

6. y = x2 tg x.

7. y =
√
x ex.

8. y =
3 + x4

x3 + 2
.
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9. y =
tg x

1− 5x
.

10. y = x7ex + 7x.

11. y = x64x + 9x.

12. y =
8√

4x+ 5
.

13. y =
12

4
√
x3 + 10

.

14. y =

√
2 + x3

1− x4
.

15. y = sin 3x+ 2.

16. y = cos 5x− 3.

17. y = 5 ctg 2x.

18. y = ln cosx.

19. y = log2(x+3).

20. y = log3(lnx).

21. y = ln2 x.

22. y = cos2 x3.

23. y = tg3 2x.

24. y = ctg6 5x.

25. y = e1/x2 .

26. y = 4sin3 x.

27. y = etg 5x.

28. y = arcsin(4x).

29. y = arccos(8x).

30. y = arctg
√
x.

31. y = arcctg
1

x2
.

32. y = arccos
1
4
√
x
.

33. y = arcsin2 x.

34. y = arctg6 x.

35. y = arcctg5 x4.

36. y = x3ex sinx.

37. y =
√
x5x lnx.

Домашня робота 8

Обчислити похiднi:

1. y = x2 − 7√
x
.

2. y = 3x4 +
4√
x7
.

3. y = x6 − 8
3
√
x5
.

4. y = x7 +
9

3
√
x4
.

5. y = x3 cosx.

6. y = x6 ctg x.

7. y =
1 + x2

1− x3
.

8. y =
ctg x

1 + 3x
.

9. y =
1− x5

cosx
.

10. y = x3ex − 8x.

11. y = x53x + 6x.

12. y =
5

3
√

9x+ 4
.

13. y =

√
1 + x2

1− x2
.

14. y =
3

√
4 + x6

3 + x2
.

15. y = 3 sin 4x.

16. y = 8 cos 2x.

17. y = 6 tg 4x.

18. y = ln sinx.

19. y = log5(x−7).
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20. y = ln3 x.

21. y = sin5 x4.

22. y = ln5 x2.

23. y = ctg7 2x.

24. y = tg4 6x.

25. y = e2/x3 .

26. y = 3cos2 x.

27. y = ectg 3x.

28. y = 5cos 2x.

29. y = arccos(5x).

30. y = arcsin
1√
x
.

31. y = arctg
1

x
.

32. y = arcctg 4
√
x.

33. y = arcsin 6
√
x.

34. y = arccos
√
x.

35. y = arcsin2 x.

36. y = arccos3 x.

37. y = arctg8 x.

38. y = arcsin e2x.

39. y = arcctg3 x6.

40. y = arctg6 x9.

41. y= ln ln lnx.

42. y = ln(cos 2x).

43. y = x3ex sinx.

44. y =
√
x54x lg x.

Аудиторна робота 9

9.1. Обчислити диференцiали таких функцiй:

1. y = x3 − 3x2 + 4x. 2. y =
√
x2 + 4. 3. y = ln cosx.

9.2. Обчислити другу похiдну для таких функцiй:

1. y = arccosx. 2. y = arcsin2 x. 3. y = ln
3
√
x2 + 1.

9.3. Користуючись правилом Лопiталя, обчислити такi границi:

1. lim
x→1+0

ln x√
x2 − 1

. 2. lim
x→0

sin x− x cos x)

x3
. 3. lim

x→+∞

ln(ln x)

x
.

4. lim
x→0

e3x

ln(1 + 2x)
.

9.4. Задано рiвняння прямолiнiйного руху s = f(t). Знайти зна-
чення швидкостi та прискорення у момент часу t0 :

1. s = 3t− t4, t0 = 1. 2. s = t3 + 8t2 + 5, t0 = 2.
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9.5. Дослiдити поведiнку функцiй i нарисувати їхнi графiки:

1. y = x3 + x2 − 16x− 16. 2. y =
x

1 + x2
. 3. y =

x2

4− x2
.

4. y = x− 2 ln x.

Домашня робота 9

9.1. Обчислити диференцiали таких функцiй:

1. y = 2x4 − 3x8 + 5x. 2. y =
3
√
x6 + 8. 3. y = ln sinx.

4. y =
4
4
√
x
− e3x.

9.2. Обчислити другу похiдну для таких функцiй:

1. y = x2 cosx. 2. y = arcsin x. 3. y = x3 ln x.

4. y = ln
5
√
x5 + 6.

9.3. Користуючись правилом Лопiталя, обчислити такi границi:

1. lim
x→0

e2x − e−3x

x
. 2. lim

x→0

x− x sin x

x3
. 3. lim

x→0

ex − e−x

sin x
.

4. lim
x→π/2

1− sin x+ cos x

sin 2x− cos x
. 5. lim

x→0
ctg x(1− e2x). 6. lim

x→+∞

ln x

x3
.

9.4. Задано рiвняння прямолiнiйного руху s = f(t). Знайти зна-
чення швидкостi та прискорення у момент часу t0.

1. s = 5t− t2, t0 = 2. 2. s = t4 + 8t2, t0 = 1.

3. s = 16t− 1

t2
, t0 = 2.

9.5. Дослiдити поведiнку функцiй i нарисувати їхнi графiки:

1. y = x3 + x2 − 8x− 8. 2. y =
x2

x+ 4
. 3. y =

x2

4− x2
.

4. y = x ln x.
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5.13. Застосування похiдної в економiцi

5.13.1. Еластичнiсть

Еластичнiстю функцiї y = f(x) називають границю вiдно-
шення вiдносного приросту функцiї y до вiдносного приросту
аргументу x при ∆x→ 0 i позначають

Ex(y) = lim
∆x→0

(
∆y

y
:

∆x

x

)
.

Еластичнiсть функцiї наближено виражає, на скiльки вiдсо-
ткiв змiниться функцiя y = f(x) у разi змiни незалежної змiнної
x на 1%.

З означень еластичностi й похiдної випливає, що

Ex(y) = lim
∆x→0

(
∆y

y
:

∆x

x

)
=
x

y
lim

∆x→0

∆y

∆x
=
x

y
y′

або
Ex(y) =

x

y
y′ =

x

y

dy

dx
.

Враховуючи, що
y′

y
= (ln y)′ i x =

1

1/x
=

1

(lnx)′
, одержимо

Ex(y) =
(ln y)′

(lnx)′
,

тобто еластичнiсть можна подати у виглядi "логарифмiчної" по-
хiдної.

Якщо |Ex(y)| < 1, то функцiю називають нееластичною
(її вiдносний прирiст спадає). Якщо |Ex(y)| > 1, то функцiю
називають еластичною (її вiдносний прирiст зростає).

Властивостi еластичностi
1. Еластичнiсть – безрозмiрна величина, значення якої не за-

лежить вiд того, в яких одиницях виражаються величини y та x,
тобто

Eax(by) = Ex(y).
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2. Еластичнiсть функцiї дорiвнює добутку незалежної змiнної

x на темп змiни функцiї Ty = (ln y)′ =
y′

y
, тобто

Ex(y) = xTy.

3. Еластичностi взаємно обернених функцiй – взаємно обер-
ненi величини

Ex(y) =
1

Ey(x)
.

4. Еластичнiсть добутку двох функцiй u = u(x) i v = v(x),
що залежить вiд того самого аргументу x, дорiвнює сумi еласти-
чностей

Ex(uv) = Ex(u) + Ex(v).

5. Еластичнiсть частки двох функцiй u = u(x) i v = v(x), що
залежить вiд того самого аргументу x, дорiвнює рiзницi еласти-
чностей

Ex

(u
v

)
= Ex(u)− Ex(v).

6. Еластичнiсть алгебричної суми двох функцiй u = u(x) i
v = v(x) обчислюємо за формулою

Ex(u± v) =
uEx(u)± vEx(v)

u± v
.

Приклади 5.49. Знайти еластичностi для таких функцiй:

1. y = xα, Ex(y) = Ex(xα) =
x

xα
dxα

dx
=
xαxα−1

xα
= α.

2. y = ax, Ex(y) = Ex(ax) =
x

ax
dax

dx
=

x

ax
ax ln a = x ln a.

3. y = kx+ b,

Ex(y) = Ex(kx+ b) =
x

kx+ b

d(kx+ b)

dx
=

x

kx+ b
k =

kx

kx+ b
.

Застосування еластичностi в економiчному аналiзi
Еластичнiсть функцiй застосовують для аналiзу попиту й

споживання, прогнозiв цiнової полiтики. Нехай q = q(p) – фун-
кцiя попиту на товар стосовно цiни p за одиницю товару.
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Еластичнiсть попиту за цiною

Ep(q) =
p

q

dq

dp
=
p

q
q′

виражає вiдносну змiну (у вiдсотках) розмiру попиту на будь-
який товар або послугу у разi змiни цiни на 1% i характеризує
чутливiсть споживачiв до змiни цiн на продукцiю.

Приклад 5.50. Задано функцiю попиту q =
p+ 8

p+ 2
i функцiю

пропозицiї s = p+ 0, 5, де q, s – обсяги товарiв, а p – їхня цiна.
Знайти рiвноважну цiну, еластичностi попиту та пропозицiї за
рiвноважної цiни.

Знайдемо рiвноважну цiну p∗, прирiвнюючи попит i пропози-
цiю

p+ 8

p+ 2
= p+ 0, 5, p+ 8 = p2 + 2p+ 0, 5p+ 1, p2 + 1, 5p− 7 = 0.

Маємо p1 = −3, 5; p2 = 2. Отже, рiвноважна цiна p∗ = 2.
Обчислимо еластичнiсть попиту

Ep(q) =
p

q
q′ =

−6p

(p+ 2)(p+ 8)
.

Обчислимо еластичнiсть пропозицiї

Ep(s) =
p

s
s′ =

2p

2p+ 1
.

За рiвноважної цiни p∗ = 2 матимемо: E2(q) = −0, 3, E2(s) =
0, 8. Попит i пропозицiя за рiвноважною цiною нееластичнi. Це
означає, що змiна цiни не спричинить рiзкої змiни попиту й про-
позицiї. Якщо цiна збiльшиться на 1%, то попит зменшиться на
0, 3%, а пропозицiя збiльшиться на 0, 8%.

5.13.2. Теорiя одноресурсної фiрми

Припустимо, що фiрма виробляє один вид продукцiї в кiль-
костi y, для чого використовує один ресурс x. Фiрма характе-
ризується своєю виробничою функцiєю y = f(x), що виражає
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залежнiсть обсягу продукцiї, що випускається, вiд обсягу витра-
ченого ресурсу x. Крiм того, будемо вважати, що виробнича фун-
кцiя f(x) двiчi диференцiйовна в областi визначення D, а також
неспадна для всiх x ∈ E, E ⊂ D : f ′′(x) ≤ 0.

Нехай p – цiна одиницi ресурсу, а w – цiна одиницi продукцiї,
що випускається. Отже, прибуток фiрми P = P (x) є функцiєю
вiд обсягу ресурсу x. Тодi P (x) = wf(x)− px.

Розглянемо задачу фiрми: потрiбно знайти максимальне зна-
чення прибутку – функцiї P (x), за умови, що x ≥ 0, тобто

P (x)→ max, x ≥ 0.

Обчислимо похiдну функцiї P (x) i прирiвняємо її до нуля

P ′(x) = wf ′(x)− p, wf ′(x)− p = 0,

звiдки
f ′(x∗) =

p

w
.

Очевидно, що обсяг ресурсу додатний, а отже, точка x∗ є точкою
екстремуму. Оскiльки ми припустили, що f ′′(x) ≤ 0, то це точка
максимуму. Точку x∗ називають оптимальним розв’язком за-
дачi фiрми.

Приклад 5.51. Обсяг видобування щебеню y залежить вiд
кiлькостi робiтникiв x i задається функцiєю y = 6

√
x. Цiна ще-

беня – 40 грн./т, заробiтна плата робiтника– 30 грн./год. Крiм
заробiтної плати, iншi витрати не враховуються. Знайти опти-
мальну кiлькiсть робiтникiв.

За кiлькостi x робiтникiв прибуток фiрми дорiвнює

P (x) = wy − px = 40 · 6
√
x− 30x = 240

√
x− 30x.

Знайдемо похiдну функцiї прибутку:

P ′(x) = 240
1

2
√
x
− 30 =

120√
x
− 30
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та стацiонарнi точки з умови P ′(x) = 0, тобто
120√
x
− 30 = 0,

звiдки x∗ = 16.

Знайдемо другу похiдну

P ′′(x) = 120 · (−1

2
)

1√
x3

= − 60√
x3

та її значення в стацiонарнiй точцi x∗

P ′′(x) = − 60√
163

= −15

16
< 0.

Отож, x∗ = 16 – точка максимуму i є оптимальною кiлькiстю
робiтникiв.

Приклад 5.52. Знайти оптимальний обсяг q продукцiї фiр-
ми, якщо вiдомi цiна одиницi продукцiї p = 15 грош. од. i функцiя
витрат C(q) = q3 + 3q.

Запишемо функцiю прибутку фiрми в разi виробництва q
одиниць продукцiї

P (q) = pq − C(q) = 15q − q3 − 3q = q(12− q2).

Очевидно, P (q) ≥ 0, якщо q ∈ [0;
√

12]. Оскiльки P = P (q)
– неперервна функцiя, то на вiдрiзку [0;

√
12], у деякiй точцi q0,

вона набуває свого найбiльшого значення. Оскiльки P (q) ≤ 0
при q >

√
12, то P (q0) – найбiльше значення за будь-якого q ≥ 0.

Знайдемо похiдну вiд функцiї прибутку

P ′(q) = 12− 3q2 = 0,

звiдки q0 = 2.

Оскiльки фiрма намагається одержати максимальний прибу-
ток, то вона випускатиме двi одиницi продукцiї. Фактично ми
з’ясували, що за цiни p = 15 грош. од. фiрмi вигiдно випускати
для продажу двi одиницi продукцiї.
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5.13.3. Оптимiзацiя оподаткування пiдприємств

Розглянемо економiчну ситуацiю щодо дiй уряду держави з
оподаткування пiдприємств i фiрм i визначимо, як пов’язанi при-
буток фiрми та обсяг податкiв, що надходять державi за заданої
податкової ставки. Нехай цiна на продукцiю p(q) = a − bq, a >
0, b > 0, тобто лiнiйно зменшується зi збiльшенням обсягу гото-
вої продукцiї на ринку, а витрати C = C(q) залежать вiд обсягу
продукцiї q так C(q) = cq2 + dq + e, де c, d, e – деякi додатнi
сталi. Нехай податок є акцизом зi ставкою t, тобто з кожної про-
даної одиницi товару держава одержує податок t, i податкова
сума становить T = tq. Тодi фiрма має прибуток

P (q) = pq − C(q)− T = q(a− bq)− cq2 − dq − e− tq.

Для того, щоб максимiзувати прибуток, фiрма шукає оптималь-
ний обсяг виробництва. Обчислимо похiдну функцiї прибутку

P ′(q) = a− 2bq − 2cq − d− t = a− d− t− 2q(b+ c).

Перевiримо необхiдну умову iснування екстремуму. Для цього
прирiвняємо до нуля
похiдну функцiї прибутку P ′(q) = 0, a − d − t − 2q(b + c) = 0.
Знайдемо критичну точку

q∗ =
a− d− t
2(b+ c)

.

Оскiльки P ′′(q) = −2(b+ c) < 0, то згiдно з достатнiми умовами
локального екстремуму q∗– точка максимуму.

Оскiльки t > 0, то така податкова ставка призводить до зни-
ження оптимального випуску продукцiї.

Для прогнозування дiй уряду зi встановлення податкової став-
ки t обчислимо податковий дохiд держави

T = tq∗ =
t(a− d− t)

2(b+ c)
=

−t2

2(b+ c)
+

(a− d)t

2(b+ c)
=

1

2(b+ c)
[−t2+(a−d)t].
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Знайдемо похiдну T ′ =
1

2(b+ c)
[−2t+(a−d)], визначимо критичнi

точки з умови T ′ = 0, тобто 2t = a− d, t =
a− d

2
.

Оскiльки друга похiдна T ′′ =
−1

(b+ c)
< 0, то максимум дося-

гається при t∗ =
a− d

2
i становить

T ∗ = t∗q∗ =
1

2(b+ c)

[
− (a− d)2

4
+

(a− d)2

2

]
=

(a− d)2

8(b+ c)
.

Оптимальний випуск продукцiї у цьому значеннi t∗ становить

q∗ =
a− d

4(b+ c)
, i вiдповiдний прибуток фiрми P (q∗) =

(a− d)2

16(b+ c)
−e.

Взагалi прибуток фiрми за податкової ставки t

P (q∗) =
(a− d− t)2

4(b+ c)
− e,

звiдки випливає, що зi збiльшенням податкової ставки t прибуток
фiрми зменшується, якщо 0 ≤ t ≤ a− d, i iснує область значень
податкової ставки при t ≥ t̃ = a−d−

√
4e(b+ c), в якiй прибуток

фiрми вiд’ємний, хоча доходи держави додатнi. Це вiдбувається
тому, що за критерiй вибору обсягу випуску було взято максимум
прибутку фiрми, але не було обумовлено, що цей максимум має
бути додатним.

Приклад 5.53. Нехай t – податкова ставка, для фiрми вiдомi
функцiя доходу R(q) = 16q − q2 i функцiя витрат C(q) = q2 + 1
. Визначити, яким має бути податок t, щоб сумарний податок T
з усiєї продукцiї був найбiльшим.

Запишемо функцiю прибутку фiрми P (q) = R(q)− C(q)− T,
тобто

P (q) = 16q − q2 − q2 − 1− tq = 16q − 2q2 − tq − 1.

З’ясуємо, за якого значення q функцiя прибутку набуває макси-
мального значення. Оскiльки необхiдна умова максимуму при-
бутку P ′(q) = 0, то P ′(q) = 16 − 4q − t. Розв’яжемо рiвняння
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16 − 4q − t = 0, 4q = 16 − t. Отже, q∗ = 4 − t/4. Оскiльки
P ′′(q) = −4 < 0, то q∗– точка максимуму. Отож, оптимальний
обсяг q∗ = qопт.

Пiдставимо отримане значення обсягу продукцiї у вираз су-
марного податку

T = q∗t = t(4− t

4
) = 4t− 1

4
t2

i знайдемо умови, за яких T буде максимальним.

Обчислимо похiдну T ′ = 4− 1

2
t. Знаходимо стацiонарнi точки

T ′ = 0. Отримаємо 4− 1

2
t = 0, t = 8. Тодi q∗ = 4− 8/4 = 2.

Обчислимо максимальний прибуток фiрми

Pmax = P (qопт) = 16 · 2− 2 · 22 − 8 · 2− 1 = 7.

Оптимальний з погляду податкового законодавства акцизний
податок Tопт = 2 · 8 = 16.

Якщо податку немає, тобто t = 0, то qопт = 4, Pmax = 31.

Отже, зменшення оподаткування стимулює збiльшення випу-
ску продукцiї й сприяє збiльшенню прибутку вiд її реалiзацiї.

Приклад 5.54. Для функцiї витрат C(x) = 0, 001x3−0, 3x2+
40x + 1000. Знайти граничну вартiсть випуску x1 = 50, x2 =
100, x3 = 150 одиниць продукцiї.

Обчислимо граничну вартiсть C ′(x) = 0, 003x2 − 0, 6x+ 40.

При x1 = 50

C ′(50) = 0, 003 · 502 − 0, 6 · 50 + 40 = 17, 5;

при x1 = 100

C ′(50) = 0, 003 · 1002 − 0, 6 · 100 + 40 = 10;

при x1 = 150

C ′(50) = 0, 003 · 1502 − 0, 6 · 150 + 40 = 17, 5.
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Отже, вартiсть виготовлення 51-ї та 151-ї одиниць продукцiї
становитеме 17,5 грош. од., а – 101-ї одиницi – лише 10 грош.од.

Приклад 5.55. Для функцiї витрат C(x) = 1000+10x+0, 1x2

виробництва x одиниць продукцiї знайти граничну та середню
вартостi виробництва одиницi продукцiї.

Гранична вартiсть становитиме

C ′(x) = 10 + 0, 2x.

Середня вартiсть виробництва одиницi продукцiї

C(x) =
C(x)

x
=

1000

x
+ 10 + 0, 1x.

Приклад 5.56. Визначити граничний дохiд вiд виробництва
300 одиниць продукцiї, якщо обсяг продукцiї обчислюємо за фор-
мулою x = 1000− 100p, де p – цiна одиницi продукцiї.

Визначимо цiну p одиницi продукцiї як функцiю обсягу x.
Для цього з рiвностi
x = 1000−100p виразимо p : p = 10−0, 01x. Тодi функцiя доходу
набуде вигляду

R(x) = xp = x(10− 0, 01x) = 10x− 0, 01x2.

Знайдемо граничний дохiд

R′(x) = 10− 0, 02x.

Якщо x = 300, то матимемо

R′(300) = 10− 0, 02 · 300 = 4.

Приклад 5.57. Фiрма виготовляє x одиниць продукцiї, цiна
кожної з яких p = −0, 1x+80, а функцiя витрат C(x) = 5000+20x
(у гривнях). Знайти граничний прибуток, якщо x = 150 i x = 400
одиниць продукцiї, та максимальний прибуток фiрми.

Функцiя доходу має вигляд R(x) = xp = x(−0, 1x + 80) =
80x− 0, 1x2.



124 Роздiл 5. Функцiя однiєї змiнної

Запишемо функцiю прибутку фiрми вiд виготовлення й про-
дажу x одиниць продукцiї

P (x) = R(x)−C(x) = 80x−0, 1x2−(5000+20x) = 60x−0, 1x2−5000.

Знайдемо граничний прибуток для довiльного x

P ′(x) = 60− 0, 2x.

Тодi шуканi граничнi прибутки дорiвнюють

P ′(150) = 60− 0, 2 · 150 = 30, P ′(400) = 60− 0, 2 · 400 = −20.

Знайдемо максимальний прибуток фiрми. Оскiльки P ′(x) =
60− 0, 2x = 0 при x = 300 i P ′′(x) = −0, 2 < 0, то в разi випуску
x = 300 одиниць продукцiї фiрма може отримати максимальний
прибуток Pmax = 12100 грн.

Приклад 5.58. Обсяг продукцiї q, випущеної бригадою ро-

бiтникiв, описується функцiєю q = −5

6
t3 +

15

2
t2 + 100t+ 50 (од.),

t ∈ [0; 8], де t – робочий час. Обчислити продуктивнiсть працi,
швидкiсть i темп її змiни через 1 год пiсля початку роботи й за
годину до її завершення.

Продуктивнiсть працi виражається похiдною вiд обсягу ви-
робництва

z(t) = q′(t) = −5

2
t2 + 15t+ 100.

Швидкiсть i темп змiни продуктивностi працi виражаються похi-
дною z′(t) та

"логарифмiчною" похiдною Tz(t) = [ln z(t)]′ =
z′(t)

z(t)
, вiдповiд-

но. Тому

z′(t) = −5t+ 15, Tz(t) =
−5t+ 15

−5

2
t2 + 15t+ 100

=
2t− 6

t2 − 6t− 40
.

У моменти часу t1 = 1 i t2 = 8− 1 = 7, вiдповiдно, маємо

z(1) = 112, 5, z′(1) = 10, Tz(1) = 0, 09;
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z(7) = 82, 5, z′(7) = −20, Tz(7) = −0, 24.

Отже, наприкiнцi робочого дня продуктивнiсть працi суттєво
знижується; у цьому випадку змiна знака z′(t) i Tz(t) з + на −
означає, що швидкiсть i темп змiни продуктивностi працi в першi
години робочого дня збiльшується i знижується в останнi години.

Приклад 5.59. Функцiя споживання деякої країни набуває
вигляду C(x) = 0, 36x

4
3 + 0, 25x + 15, де x – сукупний нацiо-

нальний дохiд (млн. грош. од.) Знайти граничну схильнiсть до
споживання й граничну схильнiсть до збереження, якщо дохiд
становить 27 млн грош. од.

Гранична схильнiсть до споживання

C ′(x) = 0, 48x
1
3 + 0, 25.

Якщо x = 27, то

C ′(27) = 0, 48(27)
1
3 + 0, 25 = 1, 69.

Гранична схильнiсть до збереження

S′(x) = 1− C ′(x) = 0, 75− 0, 48x
1
3 .

Якщо x = 27, то

S′(27) = 1− C ′(x) = 1− 1, 69 = −0, 69.

Контрольнi запитання

1. Яке означення числової послiдовностi?
2. Як формулюється означення границi числової послiдовностi?
3. Яку з послiдовностей називають нескiнченно малою?
4. Яку з послiдовностей називають нескiнченно малою?
5. Яку з послiдовностей називають нескiнченно великою?
6. Якi числовi послiдовностi називають обмеженими?
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7. Яку з послiдовностей називають нескiнченно малою?
8. Якi властивостi збiжних послiдовностей?
9. Що таке функцiя одного аргументу?
10. Якi функцiї використовують в економiчнiй теорiї?
11. Як формулюють означення границi функцiї в точцi?
12. Якi властивостi функцiї, що має границю?
13. Як визначають важливi границi?
14. Що таке одностороннi границi функцiї в точцi?
15. Як формулюють означення неперервностi функцiї в точцi?
16. Якi властивостi неперервних функцiї?
17. Якi точки називають точками розриву функцiї, як їх класи-
фiкують?
18. Яка економiчна iнтерпретацiя неперервностi?
19. Що таке похiдна функцiї однiєї змiнної?
20. За якими правилами обчислюється похiдна суми, добутку,
частки двох функцiй?
21. За яким правилом обчислюється похiдна складеної функцiї?
22. Який вигляд має рiвняння дотичної до кривої?
23. Що називають диференцiалом функцiї?
24. Як формулюють правила Лопiталя?
25. Що називають формулою Тейлора?
26. Якi достатнi умови iснування екстремуму функцiї?
27. Якi достатнi умови точки перегину графiка функцiї?
28. Що називають еластичнiстю функцiї?
29. У чому полягає суть задачi оптимiзацiї оподаткування пiд-
приємств?
30. У чому полягає суть задачi про неперервне нарахування вiд-
соткiв?

Контрольна робота (Модуль) 2

1. Обчислити границi:

a) lim
n→∞

6n6 − 3n3 + 1

21n6 − n5 − 5n
; б) lim

x→3

x− 3√
1 + x−

√
2x− 2

;



5.13. Застосування похiдної в економiцi 127

в) lim
x→0

tg2 3x

sin2 2x
.

2. Обчислити границю, використовуючи правило Лопiталя:

a) lim
x→0

ex
2 − 1

ln (1 + 3x)
; б) lim

x→∞

x

ln2 x
.

3. Обчислити похiдну першого порядку:

a) y = tg(x3+4x) ; б) y = (x3−7x+7) cos3 x; в) y = arctg
5x+ 2√
x− 1

.

4. Обчислити похiдну другого порядку
y = e−x sin 7x+ ln2 3x .

5. Дослiдити та побудувати графiк функцiї
y = −x3 + 3x2 + 4.

Пiдсумкова контрольна робота

1. Обчислити: а)

 7 −1
3 0
6 −3

+4

 2 1
0 −3
4 −1

−2

 4 8
2 3
5 −2

;

б)
(

7 3 −5
4 −7 0

)  6 1
−3 0
3 −2

.

2. Розв’язати матричне рiвняння
(

2 1
−2 4

)
=

(
−4 5
−1 3

)
.

3. Розв’язати систему рiвняннь: а) методом Гаусса; б) мето-
дом Крамера

x− 3y + 2z = 1,
4x+ 2y + 3z = 7,
3x+ y − z = 8.

4. Знайти кут мiж векторами
→
AB та

→
AC :

A(5, −1, 2), B(6, 1, 3), C(−3, 4, 0).
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5. Знайти площу паралелограма, який побудований на ве-
кторах ~a = ~6k − ~4i− ~3j, ~b = ~8i+ ~3j − ~k.

6. Обчислити об’єм пiрамiди з вершинами в точкахA, B, C, D
A(4, −1, 5), B(3, −1, 0), C(2, −2, 3), D(−1, 4, 2).

7. Задано трикутник з вершинамиA(4;−3), B(1; 4), C(6;−5).
Написати рiвняння: а) сторони AC; б) висоти BD; в) медiани
CM .

8. Обчислити: а) (6− 5i)(5 + 7i); б)
9 + 4i

7− 6i
.

9. Обчислити (−3 + 3i)16.

10. Обчислити границi:

а) lim
n→∞

6n5 − 3n3 + 1

21n3 − 2n5 − 5n
; б) lim

x→2

x− 2√
1 + x−

√
2x− 1

;

в) lim
x→0

tg3 2x

sin3 3x
.

11. Обчислити границю, використовуючи правило Лопiталя:

а) lim
x→0

ex
4 − 1

ln (1 + 5x)
; б) lim

x→∞

x3

ln2 x
.

12. Обчислити похiдну першого порядку:

а) y = tg(x5 +5x); б) y = (x4−8x+7) sin3 x; в) y = arctg
3x+ 1√
x+ 2

.

13. Обчислити похiдну другого порядку
y = ex cos 3x+ ln3 4x .

14. Дослiдити та побудувати графiк функцiї
y = −x3 + 2x2 − 1.



Роздiл 6

Функцiї багатьох
змiнних

6.1. Обчислення частинних похiдних
першого порядку функцiї багатьох
змiнних

Для простоти викладу розглядатимемо функцiї двох змiнних,
властивостi яких легко переносяться на функцiї багатьох змiн-
них.

Функцiєю двох (трьох) змiнних x i y (x, y i z), ви-
значеною на множинi X ⊂ R2 (R3), називають правило, згiдно
з яким кожнiй точцi M(x, y) ∈ X (M(x, y, z)) вiдповiдає тiльки
одне число u ∈ R . У цьому випадку позначаємо

u = f(x, y), (x, y) ∈ X (u = f(x, y, z), (x, y, z) ∈ X),

або
u = f(M), M ∈ X.

Множину X називають областю визначення функцiї f i по-
значають D(f).
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Приклади 6.1. Знайти область визначення для таких фун-
кцiй:

Розв’язування.

1. f(x, y) =
5

x2 + y2
.

Зауважимо, що знаменник дорiвнює нулевi тодi i тiльки, коли
x = 0 i y = 0. Отож, D(f) = {(x, y) : x 6= 0 ∧ y 6= 0} або
D(f) =R2\{O (0, 0)}.

2. f(x, y) =
√

4− x2 − y2.

Зауважимо, що пiдкореневий вираз має бути невiд’ємним

4− x2 − y2 > 0, ⇒ x2 + y2 6 4.

До областi визначення належать усi точки круга з центром в
початку координат i радiусом 2 D(f) = {(x, y) : x2+y2 6 4}.

3. f(x, y, z) =
1√

25− x2 − y2 − z2
.

Зауважимо, що пiдкореневий вираз має бути додатним

25− x2 − y2 − z2 > 0 ⇒ x2 + y2 + z2 < 25.

Отож, до областi визначення належать усi точки внутрiшно-
стi кулi з центром в початку координат i радiусом 5

D(f) = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 < 25}.

Частиннi похiднi функцiї двох змiнних. Нехай функцiя
f(x, y) визначена в деякiй областiD. Знайдемо її значення в двох
точках (x0 + ∆x, y0) i (x0, y0) областi D та розглянемо границю

lim
∆x→ 0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
.

Якщо ця границя iснує i скiнченна, то її значення називають ча-
стинною похiдною функцiї f(x, y) в точцiM0(x0, y0) за змiн-
ною x i позначають ∂f(M0)

∂x .
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Нехай функцiя f(x, y) визначена в деякiй областi D,
(x0, y0 + ∆y) i (x0, y0) ∈ D та розглянемо границю

lim
∆y→ 0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆y
.

Якщо ця границя iснує i скiнченна, то її значення називають ча-
стинною похiдною функцiї f(x, y) в точцiM0(x0, y0) за змiн-
ною y i позначають ∂f(M0)

∂y .
Зауважимо, що частиннi похiднi ∂f∂x ,

∂f
∂y також називають ча-

стинними похiдними першого порядку .
Головну лiнiйну частину повного приросту функцiї f(x, y)

в точцi M0(x0, y0) називають її диференцiалом i позначають
d f(M0), тобто

d f(M0) =
∂f(M0)

∂x
dx+

∂f(M0)

∂y
dy.

Приклади 6.2. Обчислити частиннi похiднi для таких фун-
кцiй:

Розв’язування.

1. f(x, y) = 2x4y3 − 3x2y5 + 5x.

∂f

∂x
= 8x3y3 − 6x y5 + 5,

∂f

∂y
= 6x4y2 − 15x2y4.

2. f(x, y) = e−4x2y.

∂f

∂x
= e−4x2y(−8xy),

∂f

∂y
= e−4x2y(−4x2).

Похiдна за напрямом. Градiєнт. Нехай функцiя f(x, y)
визначена, неперервна i диференцiйовна в деякому околi точки
M0(x0, y0) i l вiсь, яка характеризується напрямними косинусами
{cosα, cosβ}. Розглянемо точки M0, M ∈ l. Якщо iснує i
скiнченна границя

lim
ρ(M0,M)→ 0

f(M)− f(M0)

ρ(M0, M)
,
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то її значення називають похiдною функцiї f(x, y) за напря-
мом осi l точцi M0 i позначають символом ∂ f(M0)

∂ l . Похiдну за
напрямом осi l обчислюємо за формулою

∂ f(M0)

∂ l
=
∂ f(M0)

∂ x
cosα+

∂ f(M0)

∂ y
cosβ.

Вектор
(
∂ f(M0)
∂ x , ∂ f(M0)

∂ y

)T
називають градiєнтом функцiї f(x, y)

в точцi M0 i позначають символом grad f(M0). Також можемо
записати, що

grad f(M0) =
∂ f(M0)

∂ x
~i+

∂ f(M0)

∂ y
~j.

Позначимо ~l0 = (cosα; cosβ)T – одиничний напрямний вектор
осi l. Тодi отримаємо формулу

∂ f(M0)

∂ l
= ~l0 · grad f(M0),

з якої випливає, що функцiя f найшвидше зростає у напрямi
градiєнта.

Приклад 6.3. Обчислити похiдну функцiї f = x y3 за напря-
мом осi l {α = π/3, β = π/6} i градiєнт у точцi M0(2; 4).
Розв’язування. Обчислимо частиннi похiднi першого порядку

∂ f

∂ x
= y3,

∂ f

∂ y
= 3xy2 ⇒ ∂ f(M0)

∂ x
= 43 = 64,

∂ f(M0)

∂ y
= 3 · 2 · 42 = 96.

cosα = cos(π/3) =
1

2
, cosβ = cos(π/6) =

√
3

2
.

Отож, одержимо

∂ f(M0)

∂ l
= 64 · 1

2
+ 96 ·

√
3

2
= 32 + 48

√
3,

grad f(M0) = (64; 96)T = 64~i+ 96~j,

|grad f(M0)| =
√

642 + 962 = 32
√

13.
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Аудиторна робота 10

10.1. Знайти область визначення функцiї:

1. z =
√

16− x2 − y2.

2. z =
1

3
y2
√
x2 − y2.

3. z = ln(4 + 4x− y2).

4. z =
√
x2 + y2 − 1 + ln(4− x2 − y2).

10.2. Знайти частиннi похiднi таких функцiй:

1. u = x
√
y +

y
3
√
x
.

2. u = ln tg(3x4y).

3. u =
√

2y3 − x5.

4. u = 5xe2y.

5. u = xy2 + 7x4y3 + 7e3x.

6. u = ln(x+ ln y).

7. u = (sinx)yz.

8. u = 5y − 6x4 + 3xy5.

9. u = x2 + xy3 + yz4.

10. u = x sin 3y.

10.3. Знайти похiдну функцiї u = f(x, y, z) за напрямом вектора
~l у точцi M0 i градiєнт заданої функцiї в цiй точцi, якщо:

1. u = x2y3z,
−→
l = (2;−3; 1), M0(1;−1; 1).

2. u = z ln(x2 + y2),
−→
l = (3;−2; 4), M0(−3; 2; 4).

3. u = sin(xy + z),
−→
l = (0; 0; 1), M0(0; 2π;π).

Домашня робота 10

10.1. Знайти область визначення функцiї:

1. z =
√

81− x2 − y2.
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2. z =
1

xy
.

3. z =
√
x2 − y.

4. z = ln(4 + 4x− y2).

5. z = ln(25− x2 − y2).

6. z =
√
x2 + y2 − 9 +

1√
16− x2 − y2

.

10.2. Знайти частиннi похiднi таких функцiй:

1. u = x3y2 − 2xyz + 5x2z3.

2. z = xy.

3. z = e−x
2y.

4. z = 5y − 2x2 +
+ 3xy + e−2y.

5. z = arcctg y
x .

6. z = e−x/y.

7. z = arctg
√
xy.

8. u = sin(x2 + y2 + z2).

9. u = xz/y.

10. u = xyz.

11. z = arcsinx
√
y.

12. z = ln(x2y + 5y2).

13. z = x ln y +
y

x
.

14. z = ln(x4 + 2y3).

10.3. Знайти похiдну функцiї u = f(x, y, z) за напрямом вектора
~l у точцi M0 i градiєнт заданої функцiї в цiй точцi, якщо:

1. u = 3
√
xzy2,

−→
l = (−2; 3; 5), M0(1; 3; 1).

2. u = y sin z + x cos y,
−→
l = (−3; 2; 1), M0(0; 0; 0).

3. u = yx3 − zy2 + 3x,
−→
l = (6; 0; 8), M0(1; 1; 2).

4. u = x− 2z + sin y,
−→
l = (1; 2;−2), M0(0;π; 0).
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6.2. Обчислення частинних похiдних
другого порядку функцiї багатьох
змiнних

Частиннi похiднi вiд частинних похiдних першого порядку
функцiї f(x, y, z) називають частинними похiдними друго-
го порядку

∂2f

∂x2
=
∂
(
∂f
∂x

)
∂x

,
∂2f

∂y2
=
∂
(
∂f
∂y

)
∂y

,
∂2f

∂z2
=
∂
(
∂f
∂z

)
∂z

,

∂2f

∂x ∂y
=
∂
(
∂f
∂x

)
∂y

,
∂2f

∂y ∂z
=
∂
(
∂f
∂y

)
∂z

,
∂2f

∂x ∂z
=
∂
(
∂f
∂x

)
∂z

−

мiшанi похiднi.

Диференцiал вiд диференцiала першого порядку називають
диференцiалом другого порядку i позначають d2f(M0). Для
функцiї f(x, y) можна записати формулу обчислення диферен-
цiала другого порядку

d2f(M0) =
∂2f(M0)

∂x2
dx2 + 2

∂2f(M0)

∂x∂y
dxdy +

∂2f(M0)

∂y2
dy2.

Нехай функцiя f(x, y, z) має усi частиннi похiднi другого по-
рядку. Частиннi похiднi вiд частинних похiдних другого поряд-
ку називають частинними похiдними третього порядку .
I так далi.

Приклад 6.4. Обчислити диференцiали першого та другого
порядкiв для функцiї f = ex

7y−y2 .
Розв’язування. Обчислимо частиннi похiднi першого поряд-

ку
∂ f

∂ x
= ex

7y−y2 · 7x6y,
∂ f

∂ y
= ex

7y−y2 · (x7 − 2y).

Тодi отримаємо диференцiал першого порядку

d f =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy =



136 Роздiл 6. Функцiї багатьох змiнних

= ex
7y−y2 · 7x6y dx+ ex

7y−y2 · (x7 − 2y)dy =

= ex
7y−y2(7x6y dx+ (x7 − 2y)dy).

Обчислимо частиннi похiднi другого порядку

∂2f

∂x2
=
∂(ex

7y−y27x6y)

∂x
= 7y

(
6x5ex

7y−y2 + x6ex
7y−y27x6y

)
=

= 7yx5ex
7y−y2 (6 + 7x7y

)
,

∂2f

∂y2
=
∂(ex

7y−y2(x7 − 2y))

∂y
=

= −2ex
7y−y2 + (x7 − 2y)ex

7y−y2(x7 − 2y) =

= ex
7y−y2((x7 − 2y)2 − 2),

∂2f

∂x∂y
=
∂(ex

7y−y27x6y)

∂y
= 7x6(ex

7y−y2 + yex
7y−y2(x7 − 2y)) =

= 7x6ex
7y−y2(1 + y(x7 − 2y)).

Тодi отримаємо диференцiал другого порядку

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2 =

= 7yx5ex
7y−y2 (6 + 7x7y

)
dx2+

+14x6ex
7y−y2(1 + y(x7 − 2y))dxdy + ex

7y−y2((x7 − 2y)2 − 2)dy2 =

= ex
7y−y2(7yx5

(
6 + 7x7y

)
dx2 + 14x6(1 + y(x7 − 2y))dxdy+

+((x7 − 2y)2 − 2)dy2).

Aудиторна робота 11

11.1. Знайти диференцiали функцiй :

1. z =
y3

x
.
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2. z = x5y4 − 6y2x.

3. u = xy + yz + zx.

11.2. Знайти диференцiали складених функцiй :

1. u = cos(4x− 3y).

2. u = ln(x2 + y2), x = 4t, y = t4.

3. u = sin(x+ 3y − 5z), x = t3, y = t2, z = 2t.

11.3. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiй :

1. z =
x+ y

1− xy
.

2. z =
cos y2

x
.

3. z = ylnx.

4. u =
√
x2 + y2 + z2.

11.4. Знайти диференцiали другого порядку функцiй :

1. z =
y

x
− x

y
.

2. z = x sin2 y.

3. u = exyz.

Домашня робота 11

11.1. Знайти диференцiали функцiй :

1. z = cosxy.

2. z = arctg
y

x
+ arctg

x

y
.

3. z = e
−
x

y .

4. u =
z

x2 + y2
.

5. u = x3y2z.

6. u =
x

y
+
y

z
+
z

x
.
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11.2. Знайти диференцiали складених функцiй :

1. u = ln(
x2

y2
).

2. u =
√
x3 + y3.

3. u = sin(3x+ yz).

4. u = (x2 − y2)(x5 − 6y)4.

5. u =

√
x

z
+
z

y
.

6. u = ln(3x+ 5y), x = 2t− 4, y = t3.

11.3. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiй :

1. z = xe−xy.

2. z = ln
√
x2 + y2.

3. z = xy.

4. z = exe
y
.

5. z = arcsin(xy).

6. z = arcsin
y√

x2 + y2
.

7. z = ln(x+
√
x2 + y2).

8. u = exyz.

11.4. Знайти диференцiали другого порядку функцiй :

1. z =
y√

x2 + y2
.

2. z = (x+ y)exy.

3. z = x ln
y

x
.

4. z = ln(x− y).

5. u = xyz.

6. u = xy + yz + zx.

6.3. Екстремум функцiї двох змiнних

Нехай функцiя f(x, y) визначена в деякому околi точки
M0(x0, y0). Функцiя f(M) має в точцiM0(x0, y0) локальний ма-
ксимум (мiнiмум), якщо iснує такий окiл точки M0(x0, y0),
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що для всiх точок M з цього околу виконується f(M) 6 f(M0)
(f(M) > f(M0)). Якщо функцiя f(M) має в точцiM0 локальний
мiнiмум чи локальний максимум, то кажуть, що M0 є точкою
локального екстремуму функцiї f(M).

Якщо ∆f(M0) = f(M) − f(M0) 6 0, то в точцi M0 функцiя
має локальний максимум; якщо в околi точки M0

∆f(M0) = f(M)−f(M0) > 0, то в точцiM0 функцiя має локаль-
ний мiнiмум. Якщо ж в околi точки M0 прирiст функцiї ∆f(M0)
змiнює знак, то ця точка не є точкою екстремуму функцiї f .

Необхiдна умова iснування точки екстремуму. Якщо
функцiя f(M) має в точцi M0 локальний екстремум i частиннi
похiднi ∂f(M0)

∂x , ∂f(M0)
∂y iснують, то цi похiднi дорiвнюють нулевi

∂f(M0)

∂x
= 0,

∂f(M0)

∂y
= 0.

Точки, в яких усi першi частиннi похiднi функцiї f(M) дорiвню-
ють нулевi, називають стацiонарними точками функцiї f(M).

Достатнi умови iснування точки екстремуму. Нехай
функцiя f(M) має в точцi M0 усi частиннi похiднi другого по-
рядку. Якщо d2f(M0) 6 0, тодi функцiя f(M) має в точцi M0

локальний максимум, якщо ж d2f(M0) > 0, тодi функцiя f(M)
має в точцi M0 локальний мiнiмум. Якщо d2f(M0) змiнює знак,
тодi функцiя f(M) не має в точцi M0 локального екстремуму.

Для функцiї f(x, y) позначимо

A =
∂2f(M0)

∂x2
, C =

∂2f(M0)

∂y2
, B =

∂2f(M0)

∂x ∂y
,

∆ =

∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣ = AC −B2.

Якщо ∆ > 0, то M0 точка екстремуму функцiї f(M), причому
при A < 0 – точка локального максимуму, а при A > 0 – точка
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локального мiнiмуму. Якщо ж ∆ < 0, то в точцi M0 функцiя
f(M) екстремуму не має.

Приклад 6.5. Знайти точки екстремуму функцiї
f = 5x2 + y2 + 4y.
Розв’язування. Обчислимо частиннi похiднi першого порядку
∂ f
∂ x = 10x, ∂ f

∂ y = 2y + 4.
Для знаходження стацiонарних точок запишемо необхiдну умову
iснування екстремуму{

∂f
∂x = 10x = 0,

∂f
∂y = 2y + 4 = 0,

⇒
{

x = 0,
y = −2.

Отож, функцiя має єдину стацiонарну точкуM0(0; −2). Знайде-
мо частиннi похiднi другого порядку

∂2f

∂x2
= 10,

∂2f

∂x∂y
= 0,

∂2f

∂y2
= 2.

Обчислимо ∆ = AC − B2 = 20 > 0 (A = 10, B = 0, C = 2).
Отож, M0(0;−2) є точкою екстремуму функцiї. Оскiльки A =
10 > 0, тоM0(0;−2) є точкою мiнiмуму функцiї. Обчислимо зна-
чення локального мiнiмуму fmin = f(0;−2) = −4.

Приклад 6.6. Знайти точки екстремуму функцiї
f = x3 + y3 − 3x− 12y + 8.
Розв’язування. Обчислимо частиннi похiднi першого порядку
∂f
∂x = 3x2 − 3, ∂f

∂y = 3y2 − 12.
Для знаходження стацiонарних точок запишемо необхiдну умову
iснування екстремуму{

∂f
∂x = 3x2 − 3 = 0,
∂f
∂y = 3y2 − 12 = 0,

⇒
{
x2 − 1 = 0,
y2 − 4 = 0,

⇒
{
x = ±1,
y = ±2.

Отож, функцiя має чотири стацiонарнi точкиM1(1; 2),M2(1;−2),
M3(−1; 2), M4(−1;−2). Знайдемо частиннi похiднi другого по-
рядку

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂x∂y
= 0,

∂2f

∂y2
= 6y.
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Обчислимо значення ∆ у кожнiй стацiонарнiй точцi:
для M1(1; 2): A = 6, B = 0, C = 12; ∆ = AC −B2 = 72 > 0;
дляM2(1;−2): A = 6, B = 0, C = −12; ∆ = AC−B2 = −72 < 0;
дляM3(−1; 2): A = −6, B = 0, C = 12; ∆ = AC−B2 = −72 < 0;
дляM4(−1;−2): A = −6, B = 0, C = −12; ∆ = AC−B2 = 72 > 0.

Отже, M2(1;−2), M3(−1; 2) не є точками екстремуму фун-
кцiї. Точки M1(1; 2), M4(−1;−2) є точками екстремуму функцiї.
Оскiльки в M1(1; 2) A = 6 > 0, то M1(1; 2) є точкою мiнiмуму
функцiї. Оскiльки вM4(−1;−2) A = −6 < 0, тоM4(−1;−2) є то-
чкою максимуму функцiї. Обчислимо значення функцiї в точках
екстремуму

fmin = f(1; 2) = 13 + 23 − 3 · 1− 12 · 2 + 8 = −10,

fmax = f(−1;−2) = (−1)3 + (−2)3 − 3(−1)− 12(−2) + 8 = 26.

Приклад 6.7. Знайти екстремум функцiї
f = x3 − 3x2y + y4 + 7.
Розв’язування. Обчислимо частиннi похiднi першого порядку
∂f
∂x = 3x2 − 6xy, ∂f

∂y = −3x2 + 4y3.
Для знаходження стацiонарних точок запишемо необхiдну умову
iснування екстремуму{

∂f
∂x = 3x2 − 6xy = 0,
∂f
∂y = −3x2 + 4y3 = 0,

⇒
{
x2 − 2xy = 0,

4y3 = 3x2,
⇒
{
x = 0, x = 2y,

4y3 = 3x2.{
x = 0,
y = 0,

або

{
x = 2y,

4y3 = 3(2y)2,
⇒
{

x = 2y,
y3 − 3y2 = 0,

⇒

⇒
{

x = 2y,
y = 0, y = 3,

⇒
{
x = 6,
y = 3.

Отож, функцiя має двi стацiонарнi точки M1(6; 3), M2(0; 0).
Знайдемо частиннi похiднi другого порядку
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∂2f

∂x2
= 6x− 6y,

∂2f

∂x∂y
= −6x,

∂2f

∂y2
= 12y2.

Обчислимо значення ∆ у кожнiй стацiонарнiй точцi
для M1(6; 3): A = 18, B = −36, C = 108; ∆ = AC −B2 = 648 > 0;
для M2(0; 0): A = 0, B = 0, C = 0; ∆ = AC −B2 = 0.
Отож,M1(6; 3) є точкою екстремуму функцiї, оскiльки вM1(6; 3)
A = 18 > 0, то M1(6; 3) є точкою мiнiмуму функцiї.
Оскiльки в M2(0; 0) ∆ = 0 (df(0; 0) = 0 i d2f(0; 0) = 0), тому в
цiй точцi функцiя потребує додаткових дослiджень.

Найбiльше та найменше значення функцiї двох змiн-
них. Розглянемо функцiю f(x, y) визначену та неперервну в
деякiй замкненiй та обмеженiй областi D̄ ⊂ R2. Така функцiя
в областi D̄ досягає свого найбiльшого та найменшого значення,
тобто iснують точки M1 ∈ D̄ i M2 ∈ D̄, що для довiльної точки
M ∈ D̄ виконуються нерiвностi

f(M1) 6 f(M) 6 f(M2).

Використовуючи поняття екстремуму функцiї, наведемо правило
знаходження найбiльшого i найменшого значення функцiї непе-
рервної в обмеженiй областi D̄ i диференцiйовної в областi D.
Спочатку треба знайти усi стацiонарнi точки функцiї, якi нале-
жать областi D та обчислити значення функцiї в цих точках.
Потiм дослiджуємо функцiю на екстремум на межi областi D̄.

Приклад 6.8. Знайти найбiльше i найменше значення фун-
кцiї f = x2 + y2 − x y − x+ 5 в областi

D̄ = {(x; y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}.
Розв’язування. Обчислимо частиннi похiднi першого порядку
∂f
∂x = 2x− y − 1, ∂f

∂y = 2y − x.
Для знаходження стацiонарних точок запишемо необхiдну умову
iснування екстремуму{

∂f
∂x = 2x− y − 1 = 0,
∂f
∂y = 2y − x = 0,

⇒
{

2x− y − 1 = 0,
x = 2y,

⇒
{
y = 1

3 ,
x = 2

3 .



6.3. Екстремум функцiї двох змiнних 143

Отримали, що M0

(
2
3 ; 1

3

)
є стацiонарною точкою функцiї. Обчи-

слимо значення функцiї f(M0) = f
(

2
3 ; 1

3

)
=
(

2
3

)2
+
(

1
3

)2− 2
3 ·

1
3 −

2
3 + 5 = 42

3 .
Тепер дослiдимо функцiю на межi областi D̄. Як бачимо, область
D̄ є квадратом. Розглянемо функцiю на кожнiй сторонi цього
квадрата.

I. y = 0, 0 6 x 6 1: f1 = x2 − x + 5, f
′
1 = 2x − 1, f

′
1 = 0

⇒ x = 0, 5. Тобто f1(0, 5) = (0, 5)2 − 0, 5 + 5 = 4, 75. На краях
промiжку отримаємо f1(0) = 5, f1(1) = 5.

II. x = 1, 0 6 y 6 1: f2 = y2 − y + 5, f
′
2 = 2y − 1, f

′
2 = 0

⇒ y = 0, 5. Тобто f2(0, 5) = (0, 5)2 − 0, 5 + 5 = 4, 75. На краях
промiжку одержимо f2(0) = 5, f2(1) = 5.

III. y = 1, 0 6 x 6 1: f3 = x2 − 2x + 6, f
′
3 = 2x − 2, f

′
3 = 0

⇒ x = 1. Тобто f3(1) = 12 − 2 · 1 + 6 = 5. На краях промiжку
отримаємо f3(0) = 6.

IV. x = 0, 0 6 y 6 1: f4 = y2 + 5, f
′
4 = 2y, f

′
4 = 0 ⇒ y = 0.

Тобто f4(0) = 02+5 = 5. На краях промiжку одержимо f4(1) = 6.
Порiвнюючи отриманi значення функцiї, можемо зробити ви-

сновок, що в заданiй областi f
(

2
3 ; 1

3

)
= 42

3 – найменше значення
функцiї, f(0, 1) = 6 – найбiльше значення функцiї.

Умовнi екстремуми функцiї двох змiнних. У багатьох
економiчних дослiдженнях трапляються задачi про знаходжен-
ня екстремумiв функцiї двох змiнних за додаткових умов на її
аргументи. Такi екстремуми називають умовними.

Нехай функцiя z = f(x, y) визначена в областi D, у якiй та-
кож задано деяку лiнiю L iз рiвнянням ϕ(x, y) = 0. Якщо зада-
тись питанням про визначення екстремуму функцiї z на лiнiї L,
то таку задачу називають задачею про умовний екстремум фун-
кцiї z. Така назва пов’язана з тим, що на змiннi x i y накладаємо
додаткову умову ϕ(x, y) = 0 (умова зв’язку).

Дослiдити функцiю на умовний екстремум можна двома ме-
тодами:
метод зведення до задачi на безумовний екстремум;
метод невизначених множникiв Лагранжа.
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У першому випадку безумовний екстремум можна застосу-
вати, якщо рiвняння ϕ(x, y) = 0 розв’язане, наприклад, стосов-
но y = ψ(x). Тодi, пiдставляючи y = ψ(x) у вираз функцiї z =
f(x, y), одержимо складену функцiю однiєї змiнної
z = f(x, ψ(x)), яку дослiджуємо на екстремум.

Приклад 6.9. Знайти екстремуми функцiї z = x2 +y2, якщо
її аргументи задовольняють умову зв’язку x+ y − 2 = 0.
Розв’язування. Екстремуми функцiї z шукаємо не на всiй пло-
щинi D, а лише на прямiй y = 2 − x, тобто задачу про умовний
екстремум зведемо до задачi на безумовний екстремум для фун-
кцiї z = x2 + (2− x)2.

Ця функцiя має екстремум в точцi x = 1, тобто функцiя
z = x2 +y2 за наявностi цього зв’язку має умовний мiнiмум z = 2
у точцi (1, 1), який не збiгається з безумовним мiнiмумом у точцi
(0, 0).

Розглянемо метод невизначених множникiв Лагранжа.
Для дослiдження функцiї z = f(x, y) на умовний екстремум за
умови ϕ(x, y) = 0, де ϕ(x, y) – диференцiйовна функцiя двох
аргументiв x i y, обчислимо повнi диференцiали цих функцiй

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy, dϕ =

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy.

У стацiонарних точках dz = 0, тому

∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = 0, або

∂z

∂x
+
∂z

∂y

dy

dx
= 0.

Додамо останнє рiвняння до виразу dϕ
dx , помноженого на ста-

лий множник λ, тодi

∂z

∂x
+
∂z

∂y

dy

dx
+ λ

(
∂ϕ

∂x
+
∂ϕ

∂y

dy

dx

)
= 0.

Або
∂z

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
+

(
∂z

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y

)
dy

dx
= 0.
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Iз останнього рiвняння визначимо стацiонарнi точки, вибравши
параметр λ так, щоб

∂z

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0.

Тодi одержимо
∂z

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0.

Отож, стацiонарнi точки умовного екстремуму визначають зi
системи рiвнянь 

∂z

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0,

∂z

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0,

ϕ(x, y) = 0.

Якщо розглянути функцiю Лагранжа

L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y),

то знаходження умовного екстремуму функцiї z = f(x, y) зводи-
ться до вiдшукання безумовного екстремуму функцiї L(x, y, λ),
оскiльки остання система трьох рiвнянь рiвносильна системi

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂λ
= 0

ця система виражає необхiднi умови iснування умовного екстре-
муму функцiї z = f(x, y).

Достатнi умови умовного екстремуму функцiї двох
змiнних сформулюємо у виглядi теореми.

Теорема 8.1. Нехай виконуються такi умови:
1. Точка M0(x0, y0) критична точка функцiї Лагранжа для

деякого λ.
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2. Функцiї z = f(x, y) i ϕ = ϕ(x, y) у деякому околi точки
M0(x0, y0) мають неперервнi похiднi другого порядку, причому
L′′xx(x0, y0) = A, L′′xy(x0, y0) = B, L′′yy(x0, y0) = C i повний
диференцiал

d2L(M0) = A (dx)2 + 2B dxdy + C (dy)2,

у якому dx i dy задовольняють умову зв’язку

ϕ′x(x0, y0) dx+ ϕ′y(x0, y0) dy = 0.

Тодi:
а) якщо d2L(M0) > 0, то функцiя z = f(x, y) у точцiM0(x0, y0)

має умовний мiнiмум;
б) якщо d2L(M0) < 0, то функцiя z = f(x, y) у точцiM0(x0, y0)

має умовний максимум.
Приклад 6.10. Знайти умовний екстремум функцiї z = x+y

за умови x2 + y2 = 1.
Розв’язування. Складемо функцiю Лагранжа

L(x, y, λ) = x+ y + λ (x2 + y2 − 1).

Знайдемо її частиннi похiднi та прирiвняємо до нуля
∂L

∂x
= 1 + 2λx = 0,

∂L

∂y
= 1 + 2λ y = 0,

∂L

∂λ
= x2 + y2 − 1 = 0.

Iз першого рiвняння одержимо x = − 1

2λ
, iз другого –

y = − 1

2λ
. Пiдставивши цi вирази у третє рiвняння, отримає-

мо
1

4λ2
+

1

4λ2
− 1 = 0, звiдки матимемо λ = ±

√
2

2
. Знайшовши

вiдповiднi значення x i y, одержимо точки M1

(
−
√

2

2
,−
√

2

2

)
,
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M2

(√
2

2
,

√
2

2

)
. Далi з’ясуємо чи є зазначенi точки точками екс-

тремуму. Для цього обчислимо значення другого диференцiала
функцiї Лагранжа у цих точках, вважаючи λ параметром. Зна-
ходимо частиннi похiднi та диференцiал другого порядку

∂2L

∂x2
= 2λ,

∂2L

∂y2
= 2λ,

∂2L

∂x∂y
= 0,

d2L =
∂2L

∂x2
(dx)2 + 2

∂2L

∂x∂y
dx dy +

∂2L

∂y2
(dy)2 = 2λ(dx2 + dy2).

Оскiльки при λ =

√
2

2
другий диференцiал d2L > 0, то в

точцi M1 матимемо умовний мiнiмум

z

(
−
√

2

2
,−
√

2

2

)
= −
√

2

2
−
√

2

2
= −
√

2.

Вiдповiдно, якщо λ = −
√

2

2
другий диференцiал d2L < 0, то

в точцi M2 маємо умовний максимум

z

(√
2

2
,

√
2

2

)
=

√
2

2
+

√
2

2
=
√

2.

У разi визначення умовного екстремуму функцiї багатьох змiн-
них обмеження можуть бути також у виглядi нерiвностей. Тодi
метод множникiв Лагранжа можна узагальнити на випадок за-
дачi з обмеженнями у виглядi нерiвностей, застосувавши необхi-
днi та достатнi умови Куна-Таккера.

Нехай маємо задачу про знаходження максимуму функцiї
z = f(x, y) при обмеженнях g(x, y) ≤ 0. Обмеження-нерiвностi
можна перетворити у рiвностi за допомогою невiд’ємних дода-
ткових змiнних.

Нехай s ≥ 0 – додаткова змiнна, яку додаємо до лiвої части-
ни обмеження g(x, y) + s2 = 0. Тодi функцiя Лагранжа набуває
вигляду

L(x, y, s, λ) = f(x, y)− λ (g(x, y) + s2).
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З прикладних мiркувань у задачi максимiзацiї функцiї z,
λ ≥ 0, у мiнiмiзацiї цiєї ж функцiї z, λ ≤ 0. Розглянемо iншi
умови щодо функцiї Лагранжа

∂L

∂x
=
∂f

∂x
− λ ∂g

∂x
= 0,

∂L

∂y
=
∂f

∂y
− λ ∂g

∂y
= 0,

∂L

∂s
= −2sλ = 0,

∂L

∂λ
= −(g(x, y) + s2) = 0.

Iз останнiх двох рiвнянь системи одержуємо:
а) якщо λ 6= 0, то s2 = 0, це означає, що обмеження мають

вигляд рiвностей;
б) якщо s2 > 0, то λ = 0, тобто λ g(x, y) = 0.
Отже, тепер для задачi максимiзацiї можна сформулювати

умови, якi називають умовами Куна-Таккера

λ ≥ 0,
∂f

∂x
− λ ∂g

∂x
= 0,

∂f

∂y
− λ ∂g

∂y
= 0,

λ g(x, y) = 0,
g(x, y) ≤ 0.

Для задачi мiнiмiзацiї потрiбно в системi прийняти λ ≤ 0.
Приклад 6.11. Мiнiмiзувати функцiю z = x2

1 + x2
2 + x2

3 в
обмеженнях 

g1(x1, x2) = 2x1 + x2 − 5 ≤ 0,
g2(x1, x3) = x1 + x3 − 2 ≤ 0,

g3(x1) = 1− x1 ≤ 0,
g4(x2) = 2− x2 ≤ 0,
g5(x3) = −x3 ≤ 0.

Розв’язування. Оскiльки розглядаємо мiнiмiзацiю функцiї, то
λ ≤ 0, λ = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5). Тому умови Куна-Таккера запису-
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ємо у виглядi

(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) ≤ 0,

(2x1, 2x2, 2x3)− (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5)


2 1 0
1 0 1
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 = 0,

λ1g1 = λ2g2 = λ3g3 = λ4g4 = λ5g5 = 0.

Цi умови можна спростити i звести до вигляду

λ1 ≤ 0, λ2 ≤ 0, λ3 ≤ 0, λ4 ≤ 0, λ5 ≤ 0,
2x1 − 2λ1 − λ2 + λ3 = 0,

2x2 − λ1 + λ4 = 0,
2x3 − λ2 + λ5 = 0,
λ1(2x1 + x2 − 5) = 0,
λ2(x1 + x3 − 2) = 0,
λ3(1− x1) = 0,
λ4(2− x2) = 0,
λ5x3 = 0,

2x1 + x2 ≤ 5,
x1 + x3 ≤ 2,

x1 ≥ 1, x2 ≥ 2, x3 ≥ 0.

Звiдки й одержимо розв’язок

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 0, λ1 = λ2 = λ5 = 0, λ3 = −2, λ4 = −4.

Aудиторна робота 12

12.1. Дослiдити на екстремум такi функцiї двох змiнних:
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1. z = x2−xy+y2+3x−2y+1.

2. z =
√

36− x2 − y2.

3. z = 2xy − 3x2 − 2y2 + 10.

4. z = x2 + 3y2− 6x− 6y+ 2.

5. z = ex−y(x2 − y2).

6. z = −x2−y2 + 4x+ 2y−2.

12.2. Визначити екстремальне значення функцiї
z = 2x2

1 + x1x2 + x2
2 + 2x1 − 4x2, якщо x1 + x2 = 2.

12.3. Мiнiмiзувати функцiю z = x2
1 + x2

2 + x2
3 в обмеженнях

4x1 + x2
2 + 2x3 − 14 = 0.

12.4. Визначити екстремум функцiї u = x− 2y + 2z, якщо
x2 + y2 + z2 = 9.

12.5. Максимiзувати функцiю z = x3
1−x2

2 +x1x
2
3 в обмеженнях

x1 + x2
2 + x3 ≤ 5, 5x2

1 − x2
2 − x3 ≥ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Домашня робота 12

12.1. Дослiдити на екстремум такi функцiї двох змiнних:

1. z = x3 − y3 − 30xy.

2. z = x2 +xy+ y2− 3x− 3y.

3. z = (x− 1)2 + 2y2.

4. z = −x2 − xy− y2 + x+ y.

5. z = x3 + y3 − 9xy + 27.

6. z = 2x3 − xy2 + 5x2 + y.

7. z = ex+2y(x2 − y2).

8. z = x2 + xy + y2 − 2x− y.

12.2. Знайти умовний екстремум функцiї
z = x2 + 2xy + y2 − 4x+ 8y, якщо 2x− 3y = 6.

12.3. Визначити екстремум функцiї z = x y, якщо x2 + y2 = 1.

12.4.Мiнiмiзувати функцiю z = x4
1 +x2

2 +5x1x2x3 в обмеженнях
x2

1 − x2
2 + x2

3 ≤ 10, x3
1 + x2

2 + 4x2
3 ≥ 20.
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6.4. Економiчне застосування функцiї двох
змiнних

6.4.1. Еластичнiсть функцiї двох змiнних

Введемо поняття еластичностi для функцiї двох змiнних z =
f(x, y). Розглянемо її частиннi прирости

Mx z = f(x0+ M x, y0)− f(x0, y0),

My z = f(x0, y0+ M y)− f(x0, y0).

Еластичнiстю функцiї z = f(x, y) у точцi (x0, y0) за змiн-
ною x називають границю

lim
Mx→0

(Mx z
z

:
M x

x

)
= lim

Mx→0

(Mx z
M x

x

z

)
= Ex(z(x0, y0)).

Еластичнiстю функцiї z = f(x, y) у точцi (x0, y0) за змiн-
ною y називають границю

lim
My→0

(My z
z

:
M y

y

)
= lim

My→0

(My z
M y

y

z

)
= Ey(z(x0, y0)).

Приклад 6.12. Знайти коефiцiєнти еластичностi за x i за y
функцiї z = xy у точцi (4; 3).
Розв’язування. Обчислюємо коефiцiєнти еластичностi

Ex(z(x, y)) =
x

z

∂z

∂x
=

x

xy
yxy−1 = y,

Ey(z(x, y)) =
y

z

∂z

∂y
=

y

xy
xy lnx = y lnx.

Отож,
Ex(z(4, 3)) = 3; Ey(z(4, 3)) = 3 ln 4.

В економiчному аналiзi процесу виробництва за допомогою
виробничих функцiй використовують такi показники: частковi
еластичностi за факторами виробництва та еластичнiсть виро-
бництва.
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Вiдношення граничної продуктивностi i−го ресурсу Mi до
його середньої продуктивностi zi називають частинною еласти-
чнiстю випуску за i−м фактором виробництва й позна-
чають

Exi(f) =
Mi

zi
=

xi
f(x)

∂f(x)

∂xi
, i = 1, n.

Суму

E(x) =
n∑
i=1

Exi(f) =
n∑
i=1

xi
f(x)

∂f(x)

∂xi

називають еластичнiстю виробництва .
Приклад 6.13. Знайти еластичностi виробництва й частко-

вi еластичностi для двофакторної лiнiйної виробничої функцiї
y = a1x1 + a2x2, a1 > 0, a2 > 0.

Розв’язування.

Ex1(y) =
x1

y

∂y

∂x1
=

a1x1

a1x1 + a2x2
; Ex2(y) =

x2

y

∂y

∂x2
=

a2x2

a1x1 + a2x2
;

E(x) =

2∑
i=1

Exiy = Ex1(y)+Ex2(y) =
a1x1

a1x1 + a2x2
+

a2x2

a1x1 + a2x2
= 1.

Приклад 6.14. Знайти еластичнiсть виробництва й частковi
еластичностi для виробничої функцiї Кобба–Дугласа y = AKαLβ,
A > 0, α+ β = 1.

Розв’язування. Отримаємо

EK(y) =
K

y

∂y

∂K
=

K

AKαLβ
αAKα−1Lβ = α;

EL(y) =
L

y

∂y

∂L
=

L

AKαLβ
βAKαLβ−1 = β;

E(x) = EK(y) + EL(y) = α+ β = 1.
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6.4.2. Попит на конкурентнi товари

Розглянемо випадок двох товарiв x i y. Нехай px i py – цiни
за одиницю вiдповiдного товару, а qx i qy – кiлькiсний попит на
товари x i y, вiдповiдно.
Частиннi похiднi функцiї попиту виражають:
∂qx
∂px

– граничний попит на товар x стосовно цiни px;

∂qx
∂py

– граничний попит на товар x стосовно цiни py.

Товари x i y називають конкурентними , якщо
∂qx
∂px

> 0 i

∂qx
∂py

> 0.

Еластичнiсть попиту на товар x стосовно цiни px обчислює-
ться за формулою

Epx(qx) =
px
qx

∂qx
∂px

.

Еластичнiсть попиту на товар x стосовно цiни py обчислює-
ться за формулою

Epy(qx) =
py
qx

∂qx
∂py

.

Товари x i y називають взаємозамiнними , якщо Epy(qx) > 0. У
цьому разi збiльшення цiни одного товару спричиняє зростання
попиту на iнший товар.
Товари x i y називають взаємодоповняльними , якщоEpy(qx) <
0. У цьому разi збiльшення цiни будь-якого товару спричиняє
зменшення попиту на нього.

Приклад 6.15. Задано функцiю попиту qx = 500 + 3py −
6p2
x на товар x, де px i py– цiни товарiв x i y, вiдповiдно. Зна-

йти коефiцiєнти еластичностi попиту стосовно цiн px i py, якщо
px = 5, py = 30.

Розв’язування.

Epx(qx) =
px
qx

∂qx
∂px

=
px

500 + 3py − 6p2
x

(−12px) =
−12p2

x

500 + 3py − 6p2
x

.
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E5(qx) =
−12 · 25

500 + 3 · 30− 6 · 25
= −300

440
≈ −0, 68.

Epy(qx) =
py
qx

∂qx
∂py

=
3py

500 + 3py − 6p2
x

.

E30(qx) =
3 · 30

500 + 3 · 30− 6 · 25
=

90

440
≈ 0, 2.

6.4.3. Задача багаторесурсної фiрми

Нехай фiрма випускає один товар (його обсяг позначимо че-
рез q) i використовує для його виробництва певнi ресурси. По-
значимо через x1, x2, ..., xn обсяги рiзних ресурсiв, якi фiрма
використовує для випуску продукцiї, а через p1, p2, ..., pn – вiд-
повiдно їхнi цiни (всi pi–сталi величини). Витрати виробництва
однозначно пов’язанi з випуском продукцiї i цей зв’язок визна-
чає виробнича функцiя q = f(x1, x2, ..., xn), яка виражає обсяг q
продукцiї, що випускається, через обсяги x1, x2, ..., xn ресурсiв,
якi використовуються у виробництвi.

Доходом R фiрми за певний перiод часу називають добуток
загального обсягу продукцiї q, що випускається, на ринкову цiну
p0 цiєї продукцiї

R = p0q.

Витратами фiрми C називають її загальнi витрати за
певний перiод часу, тобто

C = p1x1 + p2x2 + . . .+ pnxn.

Прибутком P фiрми за певний перiод часу називають
рiзницю мiж одержаним нею доходом i витратами виробництва
P = R− C, тобто

P (x1, x2, ..., xn) = p0f(x1, x2, ..., xn)− (p1x1 + p2x2 + . . .+ pnxn).

Основна задача багаторесурсної фiрми полягає в тому, що
фiрма намагається одержати максимальний прибуток шляхом
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рацiонального розподiлу ресурсiв, якi використовують у виро-
бництвi.

Набiр ресурсiв (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n), який забезпечує фiрмi макси-

мальний прибуток, називають оптимальним .
Фiрма може вiльно вибирати вектор ресурсiв x = (x1, x2, ..., xn),
причому xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. Знайдемо оптимальну для фiр-
ми комбiнацiю ресурсiв (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n), тобто розв’яжемо основну

задачу багаторесурсної фiрми.
Прирiвнявши частиннi похiднi функцiї прибутку до нуля, отри-

маємо
∂P

∂x1
=
p1

p0
,

∂P

∂x2
=
p2

p0
, . . . ,

∂P

∂xn
=
pn
p0
.

Припустимо, що всi витрати ресурсiв строго додатнi. Тодi
точка (x∗1;x∗2; ...;x∗n) є критичною. Будемо вважати, що умови,
якi накладають на виробничу функцiю, гарантують, що це то-
чка максимуму. Тодi (x∗1;x∗2; ...;x∗n) називають оптимальним
розв’язком задачi багаторесурсної фiрми.

Приклад 6.16. Нехай задано виробничу функцiю фiрми
f(x, y) = x1/4y1/2 та ринковi цiни продукцiї p0 = 2 i факторiв
виробництва – вiдповiдно p1 = 1, p2 = 1/2. Знайти комбiнацiю
ресурсiв (x∗; y∗), за якої фiрма одержить максимальний прибу-
ток.
Розв’язування. Функцiя прибутку фiрми

P (x, y) = 2x1/4y1/2 − x− 1

2
y.

Запишемо необхiднi умови iснування локального екстремуму.
Для цього знайдемо частиннi похiднi функцiї прибутку й при-
рiвнюємо їх до нуля:

{
P ′x = 21

2x
− 3

4 y
1
2 − 1 = 1

2x
− 3

4 y
1
2 − 1 = 0,

P ′y = 21
2x

1
4 y−

1
2 − 1

2 = x
1
4 y−

1
2 − 1

2 = 0;


y

1
2 = 2x

3
4 ,

x
1
4

2x
3
4

= 1
2 ;

{
y = 4,
x = 1.

Отож, точка M(1, 4) є критичною. Перевiримо достатнi умови.
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Для цього знайдемо частиннi похiднi другого порядку й обчи-
слимо їхнi значення в точцi M(1, 4)

P ′′xx =
1

2
(−3

4
)x−

7
4 y

1
2 , P ′′xy =

1

2
(
1

2
)x−

3
4 y−

1
2 , P ′′yy = −1

2
x

1
4 y−

3
2 ;

A = −3

8
· 2 = −3

4
, B =

1

4

1

2
=

1

8
, C = −1

2

1

23
= − 1

16
.

Оскiльки

∆ =

∣∣∣∣ −3
4

1
8

1
8 − 1

16

∣∣∣∣ =
3

64
− 1

64
= − 1

32
> 0 i A = −3

8
< 0,

то точкаM(1, 4) – точка локального максимуму. Обчислимо ма-
ксимальний прибуток фiрми

Pmax = R(1; 4) = 2 · 1 · 2− 1− 1

2
4 = 1.

6.4.4. Задача оптимального розподiлу товарiв

Нехай x1, x2, ..., xn– обсяги випуску рiзних товарiв фiрмою,
p1, p2, ..., pn – вiдповiдно їхнi цiни (всi pi–сталi величини). Нехай
витрати виробництва цих товарiв задаються функцiєю витрат
C = C(x1, x2, ..., xn). Тодi функцiя прибутку набуває вигляду

P (x1, x2, ..., xn) = p1x1 + p2x2 + . . .+ pnxn − C(x1, x2, ..., xn).

Максимум прибутку природно шукати як локальний екстремум
функцiї багатьох змiнних P = P (x1, x2, ..., xn), де xi ≥ 0, i = 1, n.

Запишемо необхiднi умови iснування локального екстремуму
∂P

∂xi
= 0, якi приводять до системи алгебричних рiвнянь стосовно

змiнних xi : pi −
∂C

∂xi
= 0, i = 1, n, тобто

pi =
∂C

∂xi
, i = 1, n.

Ця система реалiзує вiдоме правило економiки: гранична цiна
товару дорiвнює граничним витратам на виробництво цього то-
вару.
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Приклад 6.17. Нехай фiрма випускає два види товарiв. По-
значимо їхнi обсяги через x i y. Нехай цiни на цi товари станов-
лять, вiдповiдно, px = 8, py = 10, а функцiя витрат C(x, y) =
x2 + xy + y2. Знайти максимальний прибуток, який може одер-
жати фiрма.
Розв’язування. Функцiя прибутку фiрми

P (x, y) = 8x+ 10y − x2 − xy − y2.

Запишемо необхiднi умови локального екстремуму
∂P

∂x
= 0,

∂P

∂y
= 0;

⇒


∂P

∂x
= 8− 2x− y = 0,

∂P

∂y
= 10− x− 2y = 0.

Розв’язком системи є критична точкаM(2, 4). Перевiримо до-
статнi умови локального екстремуму. Знайдемо значення частин-
них похiдних другого порядку в точцi M(2, 4)

A =
∂2P

∂x2
= −2, B =

∂2P

∂x∂y
= −1, C =

∂2P

∂y2
= −2.

Обчислимо визначник

∆ =

∣∣∣∣ −2 −1
−1 −2

∣∣∣∣ = 4− 1 = 3 > 0 i A = −2 < 0.

Отже,M(2, 4)– точка локального максимуму. Максимальний при-
буток, який одержить фiрма, Pmax = P (2; 4) = 28.

6.4.5. Задача визначення мiнiмальних витрат фiрми

Нехай x1, x2, ..., xn– обсяги рiзних ресурсiв, якi використовує
фiрма для виробництва своєї продукцiї, а p1, p2, ..., pn – вiдповiд-
но їхнi цiни (всi pi–сталi величини). Нехай загальнi витрати виро-
бництва фiрми задаються функцiєю витрат C = C(x1, x2, ..., xn).
Можна сформулювати задачу: визначити мiнiмально можливi
витрати ресурсiв на виробництво фiксованого обсягу продукцiї.



158 Роздiл 6. Функцiї багатьох змiнних

Цi мiнiмальнi витрати природно шукати як локальний мiнi-
мум функцiї багатьох змiнних C = C(x1, x2, ..., xn), де xi ≥ 0,
i = 1, n.

Приклад 6.18. Нехай задано виробничу функцiю Кобба–
Дугласа, що залежить вiд двох змiнних q = q(x, y) = Axαy1−α,
де A – стала конкретного виробництва; x – витрати капiталу; y –
витати людської працi. Знайти значення величин x i y, якi забез-
печують мiнiмальнi витрати виробництва за фiксованого обсягу
продукцiї, якщо задано вiдповiднi цiни на ресурси p1 i p2.
Розв’язування. Функцiя загальних витрат виражається форму-
лою

C(x, y) = p1x+ p2y.

Потрiбно знайти мiнiмальне значення функцiї витрат за умови,
що задано обсяг продукцiї q(x, y) = q0.

Запишемо функцiю Лагранжа
L = p1x+ p2y + λ(Axαy1−α − q0).
Необхiднi умови її умовного екстремуму виражаються рiвно-

стями
∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂λ
= 0.

Знайшовши частиннi похiднi й прирiвнявши їх до нуля, отри-
маємо систему трьох рiвнянь

p1 + αλAxα−1y1−α = 0,
p2 + (1− α)λAxαy1−α−1 = 0,

Axαy1−α − q0 = 0.

Розв’яжемо її
p1 + αλq0x

−1 = 0,
p2 + (1− α)λq0y

−1 = 0,
Axαy1−α = q0;

⇒


1

y
= − p2

1− α)λq0
,

Axαy1−α = q0,
1

x
= − p1

αλq0
.

Розв’язок системи – точка M0(x0; y0), координати якої

x0 =
q0

A

(
1− α
α

p1

p2

)α−1

, y0 =
q0

A

(
1− α
α

p1

p2

)α
.
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Оскiльки d2L(M0) > 0, то ця точка є точкою умовного мiнi-
муму функцiї витрат.

6.4.6. Функцiї попиту споживача

Нехай px – цiна товару X, а py – цiна товару Y, R – дохiд
споживача, а u = u(x, y) – функцiя корисностi. Вважатимемо,
що споживач може купувати лише такi набори товарiв (x; y),
вартiсть яких не перевищує його доходу R, тобто pxx+ pyy ≤ R.

Нехай функцiя корисностi u = u(x, y) у довiльних додатних
px, py i R на множинi D = {pxx + pyy ≤ R, x ≥ 0, y ≥ 0} має
єдину точку максимуму (x∗; y∗). Тодi функцiї x∗ = qx(px, py, R) i
y∗ = qy(px, py, R) називають функцiями попиту .

Отже, задача зводиться до знаходження умовного максимуму
функцiї корисностi за умов pxx+ pyy ≤ R, x ≥ 0, y ≥ 0.

Запишемо функцiю Лагранжа
L(x, y, λ1, λ2, λ3) = u(x, y) + λ1(R− pxx− pyy) + λ2x+ λ3y.
Перевiримо необхiднi умови умовного екстремуму. Для цього,

знайшовши частиннi похiднi та прирiвнявши їх до нуля

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂λ1
= 0,

∂L

∂λ2
= 0,

∂L

∂λ3
= 0,

одержимо систему

u′x(x, y)− λ1px + λ2 = 0,
u′y(x, y)− λ1py + λ3 = 0,

R− pxx− pyy = 0,
λ2x = 0,
λ3y = 0,
λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ3 ≥ 0.

Якщо вiдомо, що функцiя попиту не перетворюється в нуль, то
з четвертого i п’ятого рiвнянь випливає λ2 = λ3 = 0, i система
набуває вигляду 

u′x(x, y) = λ1px,
u′y(x, y) = λ1py,

R− pxx− pyy = 0,
λ1 ≥ 0.
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Приклад 6.19. Знайти функцiї попиту qx i qy, якщо функцiя
корисностi

u(x, y) = lnx+ ln y − ln(x+ y).

Розв’язування. Для заданої функцiї корисностi знаходимо ча-
стиннi похiднi першого порядку

u′x =
y

x(x+ y)
, u′y =

x

y(x+ y)
.

Отримаємо систему 
u′x
u′y

=
y2

x2
=
px
py
,

pxx+ pyy = R.

Знаходимо другi похiднi функцiї u = u(x, y) :

u′′xx = − 1

x2
+

1

(x+ y)2
, u′′yy = − 1

y2
+

1

(x+ y)2
, u′′xy =

1

(x+ y)2
.

Тодi визначник ∆ = u′′xxu
′′
yy − (u′′xy)

2 =
2

xy(x+ y)2
.

В областi x > 0, y > 0 маємо u′′xx < 0, u′′yy < 0, тому ∆ > 0,
крiм того, u′x > 0. Тому функцiї попиту будуть такими:

qx =
R

px +
√
pxpy

, qy =
R

py +
√
pxpy

.

Aудиторна робота 13

Розв’язати задачi:
13.1. Виробнича функцiя має вигляд f(x, y) = 30

√
x 3
√
y, де

x – обсяг першого ресурсу, а y – другого. Цiна одиницi першо-
го ресурсу px = 5, а другого – py = 10. Знайти максимальний
прибуток у разi використання ресурсiв.

13.2. Задано виробничу функцiю, що залежить вiд двох змiн-
них: q(x, y) = 5xy, де x – витрати основних фондiв; y – витра-
ти людської працi, а також задано вiдповiднi цiни на ресурси
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px = 10 i py = 8 умов. грош. од. Знайти значення величин x i y,
якi забезпечують мiнiмальнi витрати виробництва за фiксовано-
го обсягу продукцiї q0 = 1600.

13.3. Нехай фiрма випускає два види товарiв в обсязi x i y, на
якi встановлено цiну за одиницю px = 8 i py = 10 грн., вiдповiдно;
C(x, y) = x2 + xy + y2– функцiя витрат фiрми. Визначити її
максимальний прибуток.

13. 4. Сумарний прибуток пiдприємства залежить вiд ви-
трат двох ресурсiв x1 та x2 i виражається функцiєю P (x1;x2) =
8000−x2

1−x2
2 +40x1 +60x2. Кiлькiсть ресурсiв обмежена квотою

x1 +x2 = 100. Визначити витрати ресурсiв x1 i x2, що забезпечу-
ють максимальний прибуток пiдприємства, та обчислити його.

13. 5. Нехай фiрма випускає два види товарiв в обсязi x
i y, на якi встановлено цiну за одиницю px = 72 i py = 90 грн.,
вiдповiдно; C(x, y) = x2+xy+y2– функцiя витрат фiрми. Знайти
її максимальний прибуток.

13. 6. Виробнича функцiя фiрми має вигляд f(x, y) =
√
x 4
√
y,

де x – обсяг першого ресурсу, а y – другого. Цiна одиницi першого
ресурсу px = 50, а другого – py = 25 умов. грош. од. Знайти
максимальний прибуток, який може одержувати фiрма, якщо
цiна на її продукцiю становить p0 = 100 умов. грош. од.

13. 7. Виробнича функцiя фiрми має вигляд f(x, y) =
√
x 4
√
y,

де x – обсяг першого ресурсу, а y – другого. Цiна одиницi першого
ресурсу px = 60, а другого – py = 30 умов. грош. од. Знайти
максимальний прибуток, який може одержувати фiрма, якщо
цiна на її продукцiю становить p0 = 120 умов. грош. од.

13. 8. Сумарний прибуток пiдприємства залежить вiд ви-
трат двох ресурсiв x1 та x2 i виражається функцiєю P (x1;x2) =
10000 − 2x2

1 − 4x2
2 + 60x1 + 80x2. Кiлькiсть ресурсiв обмежена

квотою x1 + x2 = 100. Визначити витрати ресурсiв x1 i x2, що
забезпечують максимальний прибуток пiдприємства, обчислити
його.

13. 9. Обчислити еластичностi попиту за цiнами i доходом
для товару x, якщо задано функцiї попиту

x =
2w

3px + py
, y =

(px + py)w

py(3px + py)
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при px = 1, py = 2, w = 10. Переконатись, що сума еластичностей
дорiвнює нулю.

13. 10. Обчислити еластичностi попиту за цiнами i доходом
для товару y, якщо задано функцiї попиту

x =
(px + py)w

px(px + 2py)
, y =

w

px + 2py

при px = 2, py = 1, w = 8. Переконатись, що сума еластичностей
дорiвнює нулю.

13. 11. Обчислити еластичностi випуску продукцiї Y за ка-
пiталом K i працею L для виробничої функцiї Кобба – Дугласа
Y = AKαL1−α.

Домашня робота 13

Розв’язати задачi:
13.1. Виробнича функцiя має вигляд f(x, y) = 30

√
x 3
√
y, де

x – обсяг першого ресурсу, а y – другого. Цiна одиницi першого
ресурсу px = 5, а другого – py = 10 умов. грош. од. Через бю-
джетнi обмеження на ресурси можна витратити не бiльше, нiж
600 умов. грош. од. Знайти оптимальний для виробника набiр
обсягiв ресурсiв (x, y).

13. 2. Функцiя корисностi має вигляд u(x, y) = 2 ln(x− 1) +
3 ln(y − 1). Цiни одиницi товарiв x i y, вiдповiдно, становлять
px = 8 i py = 16 умов. грош. од. На придбання цих товарiв можна
витратити 1000 умов. грош. од. Визначити, як розподiлити цю
суму мiж двома товарами x i y, щоб кориснiсть їх придбання
була найбiльшою.

13. 3. Виробнича функцiя фiрми має вигляд f(x, y) =
√
x 4
√
y,

де x – обсяг першого ресурсу, а y – другого. Цiна одиницi першого
ресурсу px = 40, а другого – py = 20 умов. грош. од. Знайти
максимальний прибуток, який може одержувати фiрма, якщо
цiна на її продукцiю становить p0 = 80 умов. грош. од.

13. 4. Нехай фiрма випускає два види товарiв в обсязi x
i y, на якi встановлено цiну за одиницю px = 24 i py = 30 грн.,
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вiдповiдно; C(x, y) = x2+xy+y2– функцiя витрат фiрми. Знайти
її максимальний прибуток.

13 .5. Нехай фiрма випускає два види товарiв в обсязi x i
y, на якi встановлено цiну за одиницю px = 216 i py = 270 грн.,
вiдповiдно; C(x, y) = x2+xy+y2– функцiя витрат фiрми. Знайти
її максимальний прибуток.

13. 6. Виробнича функцiя фiрми має вигляд f(x, y) =
√
x 4
√
y,

де x – обсяг першого ресурсу, а y – другого. Цiна одиницi першого
ресурсу px = 10, а другого – py = 5 умов. грош. од. Знайти
максимальний прибуток, який може одержувати фiрма, якщо
цiна на її продукцiю становить p0 = 20 умов. грош. од.

13. 7. Сумарний прибуток пiдприємства залежить вiд ви-
трат двох ресурсiв x1 та x2 i виражається функцiєю P (x1;x2) =
90000 − x2

1 − 2x2
2 + 40x1 + 120x2. Кiлькiсть ресурсiв обмежена

квотою x1 + x2 = 200. Визначити витрати ресурсiв x1 i x2, що
забезпечують максимальний прибуток пiдприємства, обчислити
його.

13. 8. Сумарний прибуток пiдприємства залежить вiд ви-
трат двох ресурсiв x1 та x2 i виражається функцiєю P (x1;x2) =
25000−x2

1−x2
2+30x1+100x2. Кiлькiсть ресурсiв обмежена квотою

x1 + x2 = 155. Визначити витрати ресурсiв x1 i x2, що забезпе-
чують максимальний прибуток пiдприємства, обчислити його.

13. 9. Обчислити еластичностi попиту за цiнами i доходом
для товару x, якщо задано функцiї попиту

x =
3w

px + 4py
, y =

(4py − 2px)w

py(px + 4py)

при px = 1, py = 1, w = 8. Переконатись, що сума еластичностей
дорiвнює нулю.

13.10. Обчислити еластичностi попиту за цiнами i доходом
для товару y, якщо задано функцiї попиту

x =
2w

2px + py
, y =

w

2px + py

при px = 1, py = 3, w = 5. Переконатись, що сума еластичностей
дорiвнює нулю.
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Контрольнi запитання

1. Що називають функцiєю двох змiнних?
2. Як знаходять область визначення функцiї двох змiнних?
3. Якi лiнiї називають лiнiями рiвня функцiї двох змiнних?
4. Яке означення частинних похiдних функцiї двох змiнних?
5. Як обчислюють частиннi похiднi другого порядку функцiї двох
змiнних?
6. Що називають диференцiалом функцiї двох змiнних?
7. Яке означення похiдної за напрямком функцiї двох змiнних?
8. Як обчислюють градiєнт функцiї двох змiнних?
9. Яке означення екстремуму функцiї двох змiнних?
10. Як формулюють необхiднi умови iснування екстремуму фун-
кцiї двох змiнних?
11. Як формулюють достатнi умови iснування екстремуму фун-
кцiї двох змiнних?
12. Що називають умовним екстремумом функцiї двох змiнних?
13. У чому полягає суть методу невизначених множникiв Ла-
гранжа?
14. За якою формулою обчислюють еластичнiсть функцiї двох
змiнних?
15. Що називають еластичнiстю випуску за певним фактором?
16. Якi товари називають конкурентними?
17. Якi товари називають взаємозамiнними?
18. Якi товари називають взаємодоповняльними?
19. Що називають оптимальним набором ресурсiв у задачi бага-
торесурсної фiрми?
20. У чому полягає суть задачi оптимального розподiлу товарiв?
21. Як формулюють задачу мiнiмiзацiї витрат фiрми?
22. Що називають функцiєю попиту споживача?
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Контрольна робота (Модуль) 3

1. Знайти область визначення функцiї

z = ln(4− x2 − y) +
√
x2 + y2 − 1.

2. Знайти диференцiал першого порядку функцiї

u =
x2 − 3y2

sin(3x− 2y)
.

3. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї

z = ln (3x− 2y) + e5y + x2y3.

4. Знайти градiєнт функцiї u = sin 3y + e3x+z + 5xyz2 + x в
точцi M(1; 0;−3). Обчислити похiдну за напрямом
~l = (−1;−2; 2) в цiй точцi.

5. Дослiдити на екстремум функцiю z = x2+3y2−4x−6y+2.

6. Обчислити еластичностi попиту за цiнами i доходом для

товару x, якщо задано функцiї попиту x =
2w

3px + py
,

y =
(px + py)w

py(3px + py)
при px = 1, py = 2, w = 10. Переконатись,

що сума еластичностей дорiвнює нулевi.

7. На деякiй фiрмi виробляють два види товарiв, причому то-
вар першого виду реалiзують за цiною px = 40, а товар
другого виду – за цiною py = 60. Витрати виробництва
описуються функцiєю C(x, y) = 3x2 + 2y2 − 2xy. За яких
обсягiв x, y виробництва прибуток фiрми буде максималь-
ним? Знайти цей прибуток.



Роздiл 7

Невизначений iнтеграл

Функцiю F (x) називають первiсною функцiї f(x), якщо

F ′(x) = f(x).

Якщо F (x) – первiсна функцiї f(x), тодi функцiя Φ(x) = F (x)+C
теж є первiсною функцiї f(x), де C – довiльна дiйсна стала.

Множину усiх функцiй F (x) + C, де F (x) – первiсна фун-
кцiї f(x), а C– довiльна дiйсна стала називають невизначеним
iнтегралом вiд функцiї f(x) i позначають∫

f(x) d x = F (x) + C.

Властивостi невизначеного iнтеграла:

1.

∫
(f1(x) + f2(x)) dx =

∫
f1(x) dx+

∫
f2(x) dx.

2.

∫
C f(x) d x = C

∫
f(x) dx, C − const.

3. d

(∫
f(x) dx

)
= f(x) dx.

4.

∫
d(f(x)) = f(x) + C.
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Таблиця iнтегралiв.
Нехай u(x) – диференцiйовна функцiя:

1.

∫
um du =

um+1

m+ 1
+ C, (m− const, m 6= −1).

2.

∫
du

u
= ln |u|+ C.

3.

∫
au du =

au

ln a
+ C, (a− const, a > 0, a 6= 1)∫

eu du = eu + C.

4.

∫
cosu du = sinu+ C

(∫
cos(ax) dx =

1

a
sin(ax) + C

)
.

5.

∫
sinu du = − cosu+ C

(∫
sin(ax) dx = −1

a
cos(ax) + C

)
.

6.

∫
du

cos2 u
= tgu+ C

(∫
dx

cos2 ax
=

1

a
tg(ax) + C

)
.

7.

∫
du

sin2 u
= −ctgu+ C

(∫
dx

sin2 ax
= −1

a
ctg(ax) + C

)
.

8.

∫
du

a2 + u2
=

1

a
arctg

u

a
+ C, (a− const, a 6= 0).

9.

∫
du√
a2 − u2

= arcsin
u

a
+ C, (|u| < |a|, a− const, a 6= 0).

10.

∫
ctgu du = ln | sinu|+ C.

11.

∫
tgu du = − ln | cosu|+ C.

12.

∫
du

u2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣ u− au+ a

∣∣∣∣+ C,∫
du

a2 − u2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣ u+ a

u− a

∣∣∣∣+ C, (a− const, a 6= 0).

13.

∫
d u√
u2 ± a2

= ln |u+
√
u2 ± a2|, (a− const, a 6= 0).



168 Роздiл 7. Невизначений iнтеграл

Приклади 7.1. Обчислити iнтеграли, звiвши їх до табли-
чних iнтегралiв:

1.

∫
(x− 3)2

x3
dx =

∫
x2 − 6x+ 9

x3
dx =

=

∫ (
x2

x3
− 6

x

x3
+ 9

1

x3

)
dx =

∫ (
1

x
− 6x−2 + 9x−3

)
dx =

= lnx− 6x−1

−1
+

9x−2

−2
+ C = lnx+

6

x
− 9

2x2
+ C.

2.

∫
3
√
x− 4
√
x3

√
x

dx =

∫ (
x1/3

x1/2
− x3/4

x1/2

)
dx =

=

∫
(x−

1
6 − x

1
4 ) dx =

6x
5
6

5
− 4x

5
4

5
+ C.

3.

∫
cos 2x dx

cos2 x sin2 x
=

∫
cos2 x− sin2 x

cos2 x sin2 x
dx =

+

∫ (
1

sin2 x
− 1

cos2 x

)
dx = −ctgx− tgx+ C.

4.

∫
ctg2x dx =

∫
cos 2x

sin 2x
dx =

1

2

∫
d(sin 2x)

sin 2x
=

1

2
ln | sin 2x|+ C.

5.

∫
cos2 xdx =

[
cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x)

]
=

1

2

∫
(1 + cos 2x)dx =

=
1

2

∫
dx+

1

2

∫
cos 2xdx =

x

2
+

1

4
sin 2x+ C.

6.

∫
dx

6x2 + x− 2
.

Полiном 6x2 + x− 2 доповнимо до повного квадрата

6x2 + x− 2 = 6

(
x2 +

1

6
x− 1

3

)
=

= 6

((
x+

1

12

)2

− 1

144
− 1

3

)
= 6

((
x+

1

12

)2

−
(

7

12

)2
)
.
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Одержимо∫
dx

6x2 + x− 2
=

1

6

∫
dx(

x+ 1
12

)2 − ( 7
12

)2 =

=
1

6

∫
d
(
x+ 1

12

)(
x+ 1

12

)2 − ( 7
12

)2 =

=
1

7
ln

∣∣∣∣∣x+ 1
12 −

7
12

x+ 1
12 + 7

12

∣∣∣∣∣+ C =
1

7
ln

∣∣∣∣6x− 3

6x+ 4

∣∣∣∣+ C;

7.
∫ dx√

1− 4x− x2
. Перетворимо пiдкореневий тричлен, допов-

нюючи його до повного квадрата 1− 4x−x2 = 5− (x+ 2)2. Тодi
одержимо∫

dx√
1− 4x− x2

=

∫
d(x+ 2)√

5− (x+ 2)2
= arcsin

x+ 2√
5

+ C.

Метод замiни змiнної у невизначеному iнтегралi∫
f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt,

де x = ϕ(t) неперервно – диференцiйовна однозначна функцiя.

Приклад 7.2. Обчислити iнтеграли, застосовуючи метод за-
мiни змiнної:

1.

∫
x dx√

2x+ 1 + 1
=

[ √
2x+ 1 = t ; 2x+ 1 = t2;
x = 1

2(t2 − 1); dx = t dt

]
=

=
1

2

∫
(t2 − 1)t dt

t+ 1
=

1

2

∫
(t2 − t) dt =

=
t3

6
− t2

4
+ C =

1

6

√
(2x+ 1)3 − 1

4
(2x+ 1) + C.
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2.

∫ √
xdx√

x− 3
√
x

=
[
x = t6, dx = 6t5dt

]
=

∫
t36t5dt

t3 − t2
=

= 6

∫
t6dt

t− 1
= 6

∫
(t6 − 1) + 1

t− 1
dt =

=

 t6 − 1 = (t3)2 − 1 = (t3 − 1)(t3 + 1) =
= (t− 1)(t2 + t+ 1)(t3 + 1) =

= (t− 1)(t5 + t4 + t3 + t2 + t+ 1)

 =

= 6

∫ (
t5 + t4 + t3 + t2 + t+ 1 +

1

t− 1

)
dt =

= t6 +
6t5

5
+

3t4

2
+ 2t3 + 3t2 + 6t+ 6 ln |t− 1|+ C =

= x+
6

5
x

5
6 +

3

2
x

2
3 + 2x

1
2 + 3x

1
3 + 6x

1
6 + 6 ln |x

1
6 − 1|+ C.

3.

∫
sin5 x dx =

∫
sin4 x sinx dx =

[
sin4 x = (1− cos2 x)2

sinxdx = −d(cosx)

]
=

= −
∫

(1− cos2 x)2d(cosx) = [cosx = t] = −
∫

(1− t2)2d t =

= −
∫

(t4 − 2t2 + 1) dt = −1

5
t5 +

2

3
t3 − t+ C =

= −1

5
cos5 x+

2

3
cos3 x− cosx+ C.

4.

∫
dx√
ex − 1

=

[
ex − 1 = t2; x = ln(1 + t2); dx =

2t dt

1 + t2

]
=

=

∫
2t dt

t(1 + t2)
= 2

∫
dt

1 + t2
= 2 arctg t+ C= 2 arctg

√
ex − 1 + C.
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Aудиторна робота 14

14.1. Використовуючи табличнi iнтеграли, знайти iнтеграли:

1.
∫

(x3 + 2x2 + x+ 1)dx.

2.
∫

(2x4 − 3x+ 5)dx.

3.
∫

1

x4
dx.

4.
∫

(x2 + 2x+
4

x
)dx.

5.
∫

(x2 + 1)2

x3
dx.

6.
∫ ( 1

3
√
x2
− 1

x
√
x

)
dx.

7.
∫
ex(1− e−x

x2
)dx.

8.
∫

cos 2x

cos2 x sin2 x
dx.

9.
∫
ex
(
1 +

e−x

cos2 x

)
dx.

10.
∫ ( 2

1 + x2
− 3√

1− x2

)
dx.

14.2. Обчислити iнтеграли:

1.
∫

(2x+ 5)7dx.

2.
∫

(
2x

3
− 4)9dx.

3.
∫

dx

(2 + x)2
.

4.
∫

dx

(2x− 3)3
.

5.
∫

dx

(4− x)5
.

6.
∫

dx

7x+ 3
.

7.
∫ ( 5

x− 3
+

4

2x+ 1

)
dx.

8.
∫ (

cos(3x+2)−sin 2x
)
dx.

9.
∫ ( 5

sin2 7x
− 3

cos2 2x

)
dx.

10.
∫

−7 dx

cos2(2x+ 1)
.

11.
∫

dx

sin2(x− 10)
.

12.
∫

(e4x + e−2x+7)dx.

13.
∫

510x−4dx.

14.
∫

dx

1 + 64x2
.
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15.
∫
−3dx

1− 9x2
.

16.
∫

dx

4 + (2x− 1)2
.

17.
∫

dx

1 + (5 + x)2
.

18.
∫

dx√
1− 4x2

.

19.
∫

dx√
4− 9x2

.

20.
∫

dx√
1− (x+ 4)2

.

14.3. Знайти iнтеграли, використовуючи замiну змiнних або вне-
сення пiд знак диференцiала:

1.
∫

dx

1− 2x
.

2.
∫
xe−x

2
dx.

3.
∫

cosx√
1 + sin2 x

dx.

4.
∫

dx

x(1 + lnx)
.

5.
∫
x2ex

3
dx.

6.
∫ √

1 + lnx dx

x
.

7.
∫

x3 dx√
1− x8

.

8.
∫

ex dx√
1− e2x

.

9.
∫

(2x+ 1)dx

x2 + x+ 1
.

10.
∫

(4 + 2x)dx√
5− 4x− x2

.

11.
∫

xdx

1 + x2
.

12.
∫

(x2 + 4)5xdx.

13.
∫
x
√

1 + x2dx.

14.
∫

x3dx

cos2 x4
.

15.
∫

tg x dx

cos2 x
.

Домашня робота 14

14.1. Використовуючи табличнi iнтеграли, знайти iнтеграли:
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1.
∫

(4x3 − 5x4 + 8x)dx.

2.
∫

(7x6 + 10x5 − 3x2)dx.

3.
∫

(x3 + 4x+ 3)dx.

4.
∫

(x4 + 3x2 + 5)dx.

5.
∫ ( 5

x5
− 2

x7

)
dx.

6.
∫

(2
√
x− 3
√
x8 +

1
7
√
x

)dx.

7.
∫

( 3
√
x+

8
√
x5)dx.

14.2. Обчислити iнтеграли:

1.
∫

(6− 7x)5dx.

2.
∫

(5x− 4)3dx.

3.
∫

3dx

(x+ 4)7
.

4.
∫

7dx

(8x− 4)3
.

5.
∫

dx

(3x− 4)6
.

6.
∫

dx

(1− 7x)8
.

7.
∫

dx

7(x− 3)4
.

8.
∫

2dx

x+ 4
.

9.
∫

3dx

7− x
.

10.
∫

dx

4(1− x)
.

11.
∫

sin(20x− 3)dx.

12.
∫ (

6 sin 3x+ 9 cos 5x
)
dx.

13.
∫

2dx

sin2(x+ 4)
.

14.
∫

dx

cos2(x− 10)
.

15.
∫

(2x − 7 · 3x)dx.

16.
∫

(e−5x + e6x+1)dx.

17.
∫

dx

1 +
x2

16

.

18.
∫

dx

1 + 121x2
.

19.
∫

dx

1 + (8x− 1)2
.

20.
∫

dx

4 + x2
.
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21.
∫

dx

16 + x2
.

22.
∫

dx√
9− x2

.

23.
∫

7dx√
49− x2

.

24.
∫

10dx√
1− 64x2

.

25.
∫

dx√
1− (2x− 3)2

.

14.3. Знайти iнтеграли, використовуючи замiну змiнних або вне-
сення пiд знак диференцiала:

1.
∫

dx

4x+ 3
.

2.
∫

xdx

1 + x2
.

3.
∫

exdx

ex + 2
.

4.
∫
x2e2x3+1dx.

5.
∫

cosx dx

sin4 x
.

6.
∫
ecosx sinxdx.

7.
∫
e−x

2
xdx.

8.
∫

x dx√
1 + x2

.

9.
∫

3
√
x3 − 8x2dx.

10.
∫

sinxdx√
1 + 2 cosx

.

11.
∫

x2 dx

4 + x6
.

12.
∫

xdx

0, 25 + x4
.

13.
∫

(2x+ 2)dx√
x2 + 2x+ 3

.

14.
∫

(2x− 2)dx√
2− 2x+ x2

.

15.
∫

(3− 4x)dx√
2 + 3x− 2x2

.

16.
∫

(2x+ 3)dx

x2 + 3x+ 3
.

17.
∫

(2x− 2)dx

x2 − 2x+ 5
.

18.
∫

xdx

(x2 + 3)6
.

19.
∫

xdx
3
√

2x2 − 1
.

20.
∫

xdx√
x2 − 6

.
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21.
∫
esinx cosxdx.

22.
∫

x2dx

cos2(x3 + 1)
.

23.
∫

(lnx)2dx

x
.

24.
∫

exdx

2ex + 1
.

25.
∫

xdx

x2 + 3
.

26.
∫

x2dx√
1− x6

.

27.
∫
x ln(1 + x2)dx.

7.1. Обчислення невизначених iнтегралiв

Метод iнтегрування частинами у невизначеному iнте-
гралi. Нехай u(x) i v(x) – неперервно–диференцiйовнi функцiї та
iснує iнтеграл

∫
v du. Тодi справджується рiвнiсть∫

u dv = uv −
∫
v du

– формула iнтегрування частинами , яка використовується
для обчислення iнтегралiв типу:∫

xkeax dx,

∫
xk sin ax dx,

∫
xk cos ax dx,

∫
xk lnx dx,

∫
xk arcsinx dx,

∫
xk arccosx dx,

∫
xkarctgx dx,

∫
eax sin bx dx,

∫
eax cos bx dx,∫

sin(lnx) dx,

∫
cos(lnx) dx.

У цьому випадку для iнтегралiв перших трьох типiв за u(x) при-
ймають xk, а за dv – вiдповiднi вирази eax dx, sin ax dx, cos ax dx;



176 Роздiл 7. Невизначений iнтеграл

для iнтегралiв наступних трьох типiв за u(x) вибирають, вiдпо-
вiдно, функцiї lnx , arcsinx , arccosx, arctg x а за dv – xk dx.

Приклади 7.3. Обчислити iнтеграли, застосовуючи метод
iнтегрування частинами:

1.

∫
x3 lnx dx =

[
u = lnx; du = dx

x

dv = x3dx; v =
∫
dv =

∫
x3dx = x4

4

]
=

=
x4

4
lnx− 1

4

∫
x4dx

x
=
x4

4
lnx− 1

4

∫
x3 dx =

=
x4

4
lnx− 1

4

x4

4
+ C =

x4

4
(lnx− 1

4
) + C.

2.

∫
x cos 3xdx =

[
u = x; du = dx
dv = cos 3xdx; v = 1

3 sin 3x

]
=

=
x

3
sin 3x− 1

3

∫
sin 3xdx =

x

3
sin 3x+

1

9
cos 3x+ C.

Aудиторна робота 15

15.1. Iнтегруючи частинами, знайти iнтеграли:

1.
∫

ln(x2 +1)dx.

2.
∫

(lnx)2dx.

3.
∫
xe2xdx.

4.
∫
x cos 2xdx.

5.
∫

arctg xdx.

6.
∫
x5−xdx.

15.2. Обчислити iнтеграли вiд дробово-рацiональних функцiй:

1.
∫

xdx

(x+ 1)(2x+ 1)
.

2.
∫

2x2 + 41x− 91

(x− 1)(x+ 3)(x− 4)
dx.

3.
∫

2x+ 7

x2 + x− 2
dx.

4.
∫

dx

x(x2 + 1)
.
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5.
∫

dx

(x2 + 9)2
. 6.

∫
x3 + 1

x3 − x2
dx.

15.3. Обчислити iнтеграли вiд тригонометричних функцiй:

1.
∫

sin2 3xdx.

2.
∫

(1 + cos 2x)2dx.

3.
∫

cos5 xdx.

4.
∫

sin2 xcos3xdx.

5.
∫

dx

sinx
.

Домашня робота 15

15.1. Iнтегруючи частинами, знайти iнтеграли:

1.
∫
x ln(x− 1)dx.

2.
∫
x3 lnxdx.

3.
∫ √

x lnxdx.

4.
∫
x2e−xdx.

5.
∫
x sin 3xdx.

6.
∫
x2 cosxdx,

7.
∫

xdx

cos2 x
.

8.
∫
x arctg xdx.

9.
∫

(x− 7) sinxdx.

10.
∫
x2−xdx.

11.
∫

(2x− 1)exdx.

15.2. Обчислити iнтеграли вiд дробово-рацiональних функцiй:

1.
∫

x− 4

(x− 2)(x− 3)
dx.

2.
∫

(3x2 + 2x− 3)dx

x3 − x
.

3.
∫

2x− 1

(x− 1)(x− 2)
dx.

4.
∫

xdx

x3 − 1
.
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5.
∫

3x2 + x+ 3

(x− 1)3(x2 + 1)
dx.

6.
∫

xdx

(x− 1)2(x+ 1)3
.

7.
∫

dx

(x2 + 1)3
.

8.
∫

x3dx

x− 2
.

9.
∫

xdx

x3 + 8
.

10.
∫

x− 2

x2 − 7x+ 12
dx.

11.
∫
x3 + x− 1

(x2 + 2)2
dx.

12.
∫

x3dx

x2 − 4
.

15.3. Обчислити iнтеграли вiд тригонометричних функцiй:

1.
∫

(1− sin 2x)2dx.

2.
∫

(cosx)4dx.

3.
∫

(1 + 3 cos 2x)2dx.

4.
∫

sin4 xdx.

5.
∫

sin4 x cos4 xdx.

6.
∫

sin2 x cos4 xdx.

7.
∫

sin5 xdx.

8.
∫

sin3 x cos3 xdx.

9.
∫

dx

cosx
.

7.2. Обчислення та застосування
визначених iнтегралiв

Розглянемо неперервну невiд’ємну на вiдрiзку [a; b] функцiю
f(x). Визначеним iнтегралом вiд функцiї f(x) на вiдрiзку
[a; b] називають вираз ∫ b

a
f(x) dx,
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де a i b –, вiдповiдно, нижня i верхня межi iнтегрування .
Геометричний змiст визначеного iнтеграла – це площа

криволiнiйної трапецiї, яка обмежена графiком функцiї f(x)

S =

∫ b

a
f(x) dx.

Тут f(x) > 0, x ∈ [a; b]. У загальному випадку – S =
∫ b
a |f(x)| dx.

Функцiю f(x), для якої iснує визначений iнтеграл на вiдрiзку
[a; b], називають iнтегровною на вiдрiзку [a; b].

Властивостi визначеного iнтеграла :

1.

∫ a

a
f(x) dx = 0.

2.

∫ b

a
f(x) dx = −

∫ a

b
f(x) dx.

3.

∫ b

a
C f(x) dx = C

∫ b

a
f(x) dx, C − const.

4.

∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx.

5.

∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx, c ∈ [a; b].

6. Якщо f(x) 6 g(x) на вiдрiзку [a; b], то∫ b

a
f(x) dx 6

∫ b

a
g(x) dx.

7. Якщо a 6 b, то
∣∣∣∫ ba f(x) dx

∣∣∣ 6 ∫ ba |f(x)| dx.
8. Якщо f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b], то знайдеться точка
c ∈ [a; b] така, що ∫ b

a
f(x) dx = f(c) (b− a) .

Число f(c) називають середнiм значенням функцiї на вiдрiзку
[a; b].
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Формула Ньютона – Лейбнiца. Нехай f(x) – неперервна
на вiдрiзку [a; b] функцiя, F (x) – первiсна функцiї f(x) на [a; b].
Тодi ∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) = F (x)|ba .

Метод замiни змiнної у визначеному iнтегралi. Нехай f(x)
– неперервна на вiдрiзку [a; b], x = ϕ(t) – монотонна й неперервно
диференцiйовна на вiдрiзку [α;β] функцiї, причому
ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Тодi∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Метод iнтегрування частинами визначеного iнтеграла.
Нехай u(x) i v(x) – неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [a; b]

функцiї та iснує iнтеграл
∫ b
a v du. Тодi∫ b

a
u dv = (u v)|ba −

∫ b

a
v du.

Приклади 7.4. Обчислити iнтеграли:

1.

∫ π/4

0
sin 2x dx =

1

2

∫ π/4

0
sin 2x d(2x) = −1

2
cos(2x)|π/40 =

= −1

2

(
cos

π

2
− cos 0

)
= 1.

2.

∫ 1

0

x2

1 + x6
Rm dx =

[
x2dx =

1

3
d(x3)

]
=

1

3

∫ 1

0

d(x3)

1 + (x3)2
=

=
1

3
arctg x3 |10 =

1

3
(arctg 1− arctg 0) =

π

12
.

3.

∫ π/2

0

cosx

1 + sin2 x
dx =

 t = sinx, dt = cosxdx
x = 0→ t = sin 0 = 0
x = π

2 → t = sin π
2 = 1

 =
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=

∫ 1

0

dt

1 + t2
= arctg t |10 = arctg 1− arctg 0 =

π

4
.

4.

∫ √3

0
x arctg x dx =

[
u = arctg x, dv = xdx,

du = dx
1+x2

, v =
∫
xdx = x2

2

]
=

=
x2

2
arctg x

∣∣∣∣
√

3

0

− 1

2

∫ √3

0

x2dx

1 + x2
=

3

2

π

3
− 1

2

∫ √3

0

(
1− 1

1 + x2

)
dx =

=
π

2
− 1

2

(√
3− arctg

√
3 + arctg 0

)
=
π

2
−
√

3

2
+
π

6
=

=
2π

3
−
√

3

2
.

Застосування визначеного iнтеграла до задач геометрiї
Обчислення площi плоских фiгур. Визначений iнтеграл вiд
додатної неперервної функцiї f(x), заданої на вiдрiзку [a; b], чи-
сельно дорiвнює площi криволiнiйної трапецiї, обмеженої графi-
ком функцiї y = f(x), вiдрiзком [a; b] осi абсцис та вiдповiдними
вiдрiзками прямих х = а, х = b

S =

∫ b

a
f(x)dx.

Якщо криволiнiйна фiгура, яка утворена двома неперервними
на вiдрiзку [a; b] кривими y = f1(x) i y = f2(x) та, вiдповiдно,
прямими x = a, x = b, причому f2(x) > f1(x) на вiдрiзку [a; b],
то її площа (як рiзниця площ двох криволiнiйних трапецiй) об-
числюється за формулою

S =

∫ b

a
[f2(x)− f1(x)]dx.

Приклади 7.5. 1. Обчислити площу криволiнiйної трапецiї,
яка обмежена параболою y = x2 − 3x та прямою y + 3x− 4 = 0.

Розв’язування. Знайдемо межi iнтегрування, тобто точки пере-
тину лiнiй, розв’язавши систему рiвнянь
y = x2 − 3x та y + 3x− 4 = 0. Маємо x1 = −2, x2 = 2.
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Обчислимо площу

S =

∫ 2

−2
[(4−3x)− (x2−3x)]dx =

∫ 2

−2
(4−x2)dx =

(
4x− x3

3

)∣∣∣∣2
−2

=
32

3
.

2. Обчислити площу фiгури , яка обмежена лiнiями
100y = x2 i y2 = 100x.

Розв’язування. Знайдемо точки перетину лiнiй, розв’язавши си-
стему рiвнянь 100y = x2 i y2 = 100x. Виразивши з першого рiв-
няння y = x2

100 i пiдставивши в друге, отримаємо x4

10000 = 100x.
Звiдси, розклавши на множники, одержимо рiвняння

x
(

x3

10000 − 100
)

= 0.
Маємо коренi x1 = 0, x2 = 100. Зауважимо, що на промiжку

[0; 100] виконується нерiвнiсть
y = 10

√
x > y = x2

100 (y2 = 100x⇒ y = ±10
√
x).

Тому вибираємо f2(x) = 10
√
x i f1(x) = x2

100

S =

∫ 100

0

(
10
√
x− x2

100

)
dx =

(
10

2x3/2

3
− 1

100

x3

3

)∣∣∣∣∣
100

0

=

=
20

3
1003/2 − 1003

300
=

20000

3
− 10000

3
=

10000

3
= 333

1

3
.

Aудиторна робота 16

16.1. Обчислити:

1.
3∫
−1

x4dx.

2.
9∫

1

√
xdx.

3.
4∫

0

| 2− x | dx.

4.
1∫

0

dx√
9− x2

.
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5.
1∫

0

(2 + x− x3)dx.

6.

π/6∫
0

sin 6xdx.

7.
5∫

3

x dx

x2 − 4
.

8.
−2∫
−3

dx

(x2 + 2x+ 1)
.

9.
1∫

0

xe−xdx.

10.

π/4∫
0

sin(2x) dx

cos3 x
.

11.
0∫
−1

3dx

4x2 + 4x− 3
.

12.
e−1∫
0

ln(x+ 1)dx.

13.

π/6∫
π/12

ctg 3xdx.

14.

π/2∫
π/4

cos5 x sin 2xdx.

16.2. Обчислити площi фiгур, обмежених лiнiями, що заданi в
прямокутнiй системi координат:

1. y = 4− x2, y = 0.

2. y = x3, y = 8, x = 0.

3. xy = 6, x+ y − 7 = 0.

4. y = 4x+ x2, y = x+ 4.

5. y = x2, y =
1

2
x2, y = 3x.

6. Однiєю пiвхвилею синусоїди y = sinx, y = 0.

Домашня робота 16

16.1. Обчислити:
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1.
2∫

1

(x4 +
1

x3
)dx.

2.

1/2∫
−1/2

dx√
1− x2

.

3.
1∫

0

√
1 + xdx.

4.
−1∫
−2

dx

(11 + 5x)3
.

5.
5∫

0

ex/5dx.

6.

π/6∫
π/8

dx

cos22x
.

7.
2∫

0

exdx

1 + e2x
.

8.
−1∫
−2

x2e−2xdx.

9.
1∫

0

xdx

(x2 + 1)2
.

10.

4/5∫
2/5

dx

4 + 25x2
.

11.
1∫

0

dx

x2 + 4x+ 5
.

12.
2∫

1

dx

x+ x3
.

13.

π/2∫
0

sinx cos2 xdx.

14.
1∫

0

xe3xdx.

15.

π/2∫
0

x cosxdx.

16.

π/2∫
0

x2 sinxdx.

17.
e∫

1

ln2 xdx.

18.
e3∫
e

dx

x(lnx+ 1)
.

19.
e2∫
e

dx

x
.
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20.
e∫

1

(1 + lnx)dx

x
. 21.

2∫
0

2xdx.

16.2. Обчислити площi фiгур, обмежених лiнiями, що заданi в
прямокутнiй системi координат:

1. y = x2, x+ y = 0.

2. y = 6x− x2, y = 0.

3. y = x3, y = 4x.

4. y = x2, 2x− y + 3 = 0.

5. y = 2x− x2, y + x = 0.

6. y = x2, y = 2− x2.

7. xy = 4, x+ y = 5.

8. y = 3− 2x− x2, y = 0.

9. y = x2 + 2x, y = x+ 2.

10. y = x2 − x− 6, y = −x2 + 5x+ 14.

7.3. Невластивi iнтеграли

Невластивi iнтеграли першого роду. Нехай функцiя
f(x) визначена на промiжку [a; ∞) та iнтегровна на кожному
вiдрiзку [a; A], a < A. Невластивим iнтегралом першого
роду називають границю

lim
A→+∞

∫ A

a
f(x) dx =

∫ +∞

a
f(x) dx, a < A.

Якщо границя iснує i скiнченна, то невластивий iнтеграл першо-
го роду називають збiжним . Якщо ж границя не iснує або є
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нескiнченною, то невластивий iнтеграл першого роду називають
розбiжним .
Нехай функцiя f(x) визначена на промiжку (−∞; b] та iнтегров-
на на кожному вiдрiзку [B; b], B < b. Невластивим iнтегра-
лом першого роду називають границю

lim
B→−∞

∫ b

B
f(x) dx =

∫ b

−∞
f(x) dx, B < b.

Нехай функцiя f(x) визначена на множинi (−∞; +∞) та iн-
тегровна на кожному вiдрiзку [B; A], B < A. Невластивим
iнтегралом першого роду називають границю

lim
A→+∞

∫ A

c
f(x)dx+ lim

B→−∞

∫ c

B
f(x)dx =

∫ +∞

−∞
f(x)dx, B < c < A.

Приклади 7.6.Дослiдити невластивi iнтеграли на збiжнiсть:
1.
∫ +∞
a

dx
xα , a > 0.

Розв’язування. Розглянемо випадок α = 1. Тодi∫ +∞

a

dx

x
= lim

A→+∞

∫ A

a

dx

x
=

= lim
A→+∞

(lnA− ln a) = +∞– iнтеграл розбiжний.

Якщо ж α 6= 1, то∫ +∞

a

dx

xα
= lim

A→+∞

∫ A

a

dx

xα
= lim

A→+∞

x−α+1

(1− α)

∣∣∣A
a

=

=
1

1− α
lim

A→+∞

(
1

Aα−1
− 1

aα−1

)
=

{
1

(α−1)aα−1 , α > 1,

+∞, α < 1.

Отож, невластивий iнтеграл
∫ +∞
a

dx
xα при α > 1 – збiжний, а

при α 6 1 – розбiжний.

2.

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 2x+ 2
= lim

B → −∞
A→ +∞

∫ A

B

dx

(x+ 1)2 + 1
=
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= lim
B→−∞

∫ 0

B

dx

(x+ 1)2 + 1
+ lim
A→+∞

∫ A

0

dx

(x+ 1)2 + 1
=

= lim
B→−∞

arctg(x+ 1)

∣∣∣∣0
B

+ lim
A→+∞

arctg(x+ 1)

∣∣∣∣A
0

=

= lim
B→−∞

(arctg 1− arctgB) + lim
A→+∞

(arctgA− arctg 0) =

=
π

4
+
π

2
+
π

2
− π

4
= π.

Невластивий iнтеграл збiжний.

3.

∫ ∞
2

(1 + x4)dx

x5
=

∫ ∞
2

1

x5
dx+

∫ ∞
2

x4

x5
dx =

=

∫ ∞
2

1

x5
dx+

∫ ∞
2

1

x
dx

у першому доданку α = 5 > 1, тому невластивий iнтеграл
∫∞

2
1
x5
dx

збiжний, у другому доданку α = 1 6 1, тому невластивий iнте-
грал

∫∞
2

1
xdx розбiжний. Сума збiжного невластивого iнтеграла i

розбiжного невластивого iнтеграла буде розбiжним невластивим
iнтегралом.

4.

∫ ∞
4

dx

x+
√
x

=

 √x = t; x = t2; dx = 2t dt
x = 4→ t = 2

x = +∞→ t = +∞

 =

=

∫ ∞
2

2t dt

t2 + t
= 2

∫ ∞
2

dt

t+ 1
= 2 lim

A→+∞
ln(t+ 1)

∣∣∣∣A
2

=

= 2 lim
A→+∞

(ln(A+ 1)− ln 3) = +∞.

Невластивий iнтеграл розбiжний.

5.

∫ +∞

1

dx

x2
√

1 + 4x2
.
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Розглянемо пiдiнтегральну функцiю f(x) =
1

x2
√

1 + 4x2
. Оцiни-

мо її функцiєю 1
xα . Для всiх x ∈ [1; +∞) виконується

f(x) =
1

x2
√

1 + 4x2
6

1

x2
√

4x2
=

1

2

1

x3
.

Тодi зi збiжностi невластивого iнтеграла 1
2

∫ +∞
a

1
x3
dx (α = 3 > 1),

використовуючи другу ознаку збiжностi невластивих iнтегралiв
першого роду, випливає збiжнiсть заданого невластивого iнте-
грала першого роду.

Невластивi iнтеграли другого роду. Нехай функцiя f(x)
визначена на [a; b), iнтегровна на кожному вiдрiзку [a; b − r],
0 < r < b − a, i в точцi x = b функцiя f(x) має розрив дру-
гого роду. Тодi границя

lim
r→+0

∫ b−r

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx

називається невластивим iнтегралом другого роду фун-
кцiї f(x) на [a; b].
Якщо задана границя iснує i є скiнченною, то невластивий iн-
теграл називають збiжним ; якщо ж границя не iснує або є
нескiнченною, тодi невластивий iнтеграл – розбiжний .

Нехай функцiя f(x) визначена на (a; b], iнтегровна на кожно-
му промiжку [a + r; b], 0 < r < b − a, i в точцi x = a функцiя
f(x) має розрив другого роду. Тодi границя

lim
r→+0

∫ b

a+r
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx

називається невластивим iнтегралом другого роду фун-
кцiї f(x) на [a; b].

Якщо f(x) визначена на [a; c) ∪ (c; b], iнтегровна на кожному
промiжку [a; c− r1]∪ [c+ r2; b], де 0 < r1 < a− c, 0 < r2 < b− c, i
в точцi x = c функцiя f(x) має розрив другого роду, то границя
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lim
r1→+0

∫ c−r1

a
f(x)dx+ lim

r2→+0

∫ b

c+r2

f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx

називається невластивим iнтегралом другого роду фун-
кцiї f(x) на [a; b].

Приклади 7.7. Дослiдити невласнi iнтеграли на збiжнiсть:

1.

∫ b

a

dx

(b− x)α
, α > 0, a < b.

Розв’язування. lim
x→b−0

f(x) =∞. Нехай α = 1, тодi∫ b

a

dx

b− x
= lim

r→+0

∫ b−r

a

dx

b− x
= lim

r→+0
(ln(b− a)− ln r) =∞.

Якщо α 6= 1, то∫ b

a

dx

(b− x)α
= lim
r→+0

∫ b−r

a

dx

(b− x)α
= lim
r→+0

1

(α− 1)(b− x)α−1

∣∣∣b−r
a

=

=
1

α− 1
lim
r→+0

(
1

rα−1
− 1

(b− a)α−1

)
=

{
−1

(α−1)(b−a)α−1 , α < 1,

∞, α > 1.

Отже, заданий невласний iнтеграл
∫ b
a

dx

(b− x)α
при α < 1 –

збiжний, при α > 1 – розбiжний.

2.

∫ 1

0

dx
4
√
x3
.

Розглянемо пiдiнтегральну функцiю 1
4√
x3
, яка неперервна на вiд-

рiзку [0; 1], крiм точки x = 0. Використаємо результати попе-
реднього прикладу 1

4√
x3

= 1
x3/4

, де α = 3
4 < 1, тому заданий

невласний iнтеграл другого роду збiжний.

3.

∫ 0

−2

dx
3
√
x8
.
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Розглянемо пiдiнтегральну функцiю 1
3√
x8
, яка неперервна на вiд-

рiзку [−2; 0], крiм точки x = 0. Маємо, що 1
3√
x8

= 1
x8/3

, де
α = 8

3 > 1, тому заданий невласний iнтеграл другого роду –
розбiжний.

4.

∫ 1

0

(1 +
√
x3) dx

x2
.

Цей iнтеграл має особливiсть у точцi x = 0. Розкладемо його на
суму iнтегралiв∫ 1

0

(1 +
√
x3) dx

x2
=

∫ 1

0

dx

x2
+

∫ 1

0

√
x3 dx

x2
=

=

∫ 1

0

dx

x2
+

∫ 1

0

x3/2 dx

x2
=

∫ 1

0

dx

x2
+

∫ 1

0

dx

x1/2
.

У першому доданку α = 2 > 1, тому невласний iнтеграл
∫ 1

0
dx
x2

розбiжний, у другому доданку α = 1
2 < 1, тому невласний iн-

теграл
∫ 1

0
dx
x1/2

збiжний. Сума збiжного невласного iнтеграла i
розбiжного невласного iнтеграла буде розбiжним невласним iн-
тегралом.

5.

∫ 6

3

dx

x2 − 6x+ 9
.

Розглянемо пiдiнтегральну функцiю 1
x2−6x+9

= 1
(x−3)2

, яка непе-
рервна на вiдрiзку [3; 6], крiм точки x = 3. Маємо, що α = 2 > 1,
тому заданий невласний iнтеграл другого роду – розбiжний.

Aудиторна робота 17

17.1. Обчислити iнтеграли або довести, що вони розбiжнi:

1.
+∞∫
0

dx

1 + x2
. 2.

+∞∫
1

dx

xa
, a > 0.
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3.
+∞∫
−∞

(arctg x)2dx

1 + x2
.

4.
+∞∫
1

dx

x(x+ 1)
.

5.
+∞∫
0

e−axdx, a > 0.

6.
+∞∫
0

xe−x
2
dx.

7.
+∞∫
0

x dx

(1 + x)3
.

8.
2∫

0

dx
5
√
x4
.

9.
a∫

0

dx√
a2 − x2

, a > 0.

10.
3∫

2

x dx√
x2 − 4

.

11.

π/4∫
0

dx

cos2(2x)
.

12.
1∫

0

x lnxdx.

13.
+∞∫
2

dx

x
√
x2 − 1

.

14.
1∫

0

dx

lnx
.

Домашня робота 17

17.1. Обчислити iнтеграли або довести, що вони розбiжнi:

1.
0∫

−∞

dx

1 + x2
.

2.
+∞∫
√

3

dx

x2 + 9
.

3.
+∞∫
4

dx

(x− 3)2
.

4.
+∞∫
1

dx

2x2 + 4
.



192 Роздiл 7. Невизначений iнтеграл

5.
+∞∫
3

dx

x2
.

6.
+∞∫
1

dx√
x
.

7.
3∫

0

dx

xa
, a > 0.

8.
10∫

0

dx
4
√
x5
.

9.
1∫

0

dx
3
√
x
.

10.

√
2/3∫

0

x dx√
4− 9x4

.

11.
+∞∫
0

dx

1 + x3
.

12.
+∞∫
1

dx

x+ x2
.

13.
+∞∫
1

dx√
1 + x3

.

14.
10∫

0

lnxdx.

15.
∞∫

2

dx
3
√
x3 − 1

.

16.
5∫

1

dx

x lnx
.

7.4. Економiчнi застосування визначеного
iнтеграла

Задача про обсяг продукцiї. Нехай деяке пiдприємство ви-
робляє продукцiю з iнтенсивнiстю (продуктивнiсть працi)
f = f(t). Знайдемо обсяг продукцiї q, виробленої за iнтервал
часу [0;T ], тобто

q =

∫ T

0
f(t)dt.

Приклад 7.8. Продуктивнiсть працi виробничої бригади ви-
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ражається функцiєю f(t) = 8t − t2. Робiтники працюють 8 год,
тобто t ∈ [0, 8]. Обчислити обсяг виробленої продукцiї: а) за ро-
бочий день; б) за iнтервал часу [2; 6]; в) порiвняти цi обсяги в
процентному вiдношеннi.
Розв’язування.

а) q1 =

∫ 8

0
f(t)dt =

∫ 8

0
(8t− t2)dt =

(
4t2 − t3

3

)∣∣∣8
0

=
256

3
;

б) q2 =

∫ 6

2
f(t)dt =

∫ 6

2
(8t− t2)dt =

(
4t2 − t3

3

)∣∣∣6
2

=
176

3
;

в) r =
q2

q1
100% =

17600

256
= 68, 75%.

Приклад 7.9. Знайти обсяг продукцiї, виробленої фiрмою за
два роки, якщо виробнича функцiя Кобба–Дугласа має вигляд
f(t) = (1 + 2t)e5t.
Розв’язування. Отримаємо

q =

∫ 2

0
(1 + 2t)e5tdt =

[
u = 1 + 2t, du = 2dt
dv = e5tdt, v = 1

5e
5t

]
=

=
1 + 2t

5
e5t
∣∣∣2
0
− 1

2

∫ 2

0
e5tdt = e10 − 1

5
e0 − 1

10
e5t
∣∣∣2
0

=

= e10 − 1

5
− 1

10
(e10 − e0) = 0, 9e10 − 0, 1.

В економiчних задачах часто використовують теорему про
середнє значення. Якщо C = C(t), R = R(t), P = P (t) – вiдпо-
вiдно змiннi витрати, дохiд i прибуток пiдприємства (фiрми), то
їхнi середнi значення за час вiд t = t0 до t = t1 обчислюють за
формулами

Cсер =
1

t1 − t0

∫ t1

t0

C(t)dt, Rсер =
1

t1 − t0

∫ t1

t0

R(t)dt,

Pсер =
1

t1 − t0

∫ t1

t0

P (t)dt.
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Приклад 7.10. Знайти середнiй дохiд за 10 мiсяцiв поточно-
го року, якщо задано функцiю доходу фiрми R(t) = 3t2 +2t−1,
де t – час.
Розв’язування.

Rсер =
1

10

∫ 10

0
(3t2 + 2t− 1)dt =

1

10
(t3 + t2 − t)

∣∣∣10

0
=

=
1

10
(103 + 102 − 10) = 109 умов. грош. од.

Якщо C ′(x), R′(x), P ′(x) – вiдповiдно, функцiї граничних
витрат, доходу та прибутку пiдприємства (фiрми), то при реа-
лiзацiї x одиниць продукцiї змiни витрат, доходу й прибутку зi
збiльшенням реалiзацiї виробленої продукцiї вiд a до b одиниць
обчислюють за формулами

C(b)− C(a) =

∫ b

a
C ′(x)dx, R(b)−R(a) =

∫ b

a
R′(x)dx,

P (b)− P (a) =

∫ b

a
P ′(x)dx.

Приклад 7.11. Задано граничний прибуток фiрми
P ′(x) = 23, 5− 0, 01x. Визначити зростання прибутку, якщо реа-
лiзацiя продукцiї збiльшується з 1000 до 1500 одиниць.
Розв’язування.

P (1500)− P (1000) =

∫ 1500

1000
(23, 5− 0, 01x)dx =

= (23, 5x− 0, 01
x2

2
)
∣∣∣1500

1000
= 35350− 11250 + 5000 = 5500.

Отже, прибуток зросте на 5500 умов. грош. од.
Приклад 7.12. Задано граничний дохiд фiрми

R′(x) = 15 − 0, 01x. Знайти функцiю доходу й визначити спiв-
вiдношення мiж цiною одиницi продукцiї та обсягом проданої
продукцiї.
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Розв’язування. Знайдемо функцiю доходу

R(x) =

∫
R′(x)dx =

∫
(15− 0, 01x)dx = 15x− 0, 005x2 + C.

Щоб визначити C, використаємо, що дохiд дорiвнює нулю, якщо
не продано жодної одиницi продукцiї, тобто

R(0) = 0, 0 = 15 · 0− 0, 005 · 0 + C, C = 0.
Отже, функцiя доходу фiрми має вигляд R(x) = 15x−0, 005x2.

Якщо цiна кожної одиницi проданої фiрмою продукцiї p i прода-
но x одиниць, то її дохiд R(x) = px. Отже, px = 15x − 0, 005x2,
тому p = 15− 0, 005x.

Aудиторна робота 18

Розв’язати задачi:
18.1. Нехай гранична цiна проданої фiрмою продукцiї опису-

ється функцiєю p′(x) = 2x+120, де x – обсяг проданої продукцiї.
Визначити загальну функцiю цiни проданої продукцiї, якщо цiна
100 одиниць дорiвнює 50000 грн.

18.2. Продуктивнiсть працi впродовж робочого дня описує-
ться функцiєю f(t) = −t2 + 8t + 3. Обчислити обсяг продукцiї,
випущеної протягом робочого дня (0 ≤ t ≤ 8).

18.3. Продуктивнiсть працi впродовж робочого дня описує-
ться функцiєю

f(t) =


−t2 + 6t, 0 < t ≤ 4,
0, 4 < t < 5,
−t2 + 13t− 40, 5 ≤ t ≤ 8,

де t – час, що вiдлiчується вiд початку робочого дня. Визначити
обсяг продукцiї, випущеної впродовж робочого дня.

18.4. За функцiєю граничних витрат
C ′(x) = 3x2 − 48x + 202, 1 ≤ x ≤ 20 знайти функцiю витрат
C = C(x) i обчислити витрати у випадку виробництва 10 оди-
ниць продукцiї, якщо вiдомо, що витрати на виробництво першої
одиницi продукцiї становлять 50 грн.
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18.5. Знайти обсяг виробленої продукцiї за 5 рокiв, якщо ви-
робнича функцiя Кобба–Дугласа має вигляд
f(t) = AKα(t)Lβ(t)eλt, де t – час (рокiв), K(t) = (100 − 3t)2,
L(t) = (t+ 1)2, A = λ = 1, α = β = 0, 5.

Домашня робота 18

Розв’язати задачi:
18.1. Нехай гранична цiна проданої фiрмою продукцiї опису-

ється функцiєю p′(x) = x+ 100, де x – обсяг проданої продукцiї.
Визначити загальну функцiю цiни проданої продукцiї, якщо цiна
100 одиниць становить 40000 грн.

18.2. Продуктивнiсть працi протягом робочого дня описує-
ться функцiєю f(t) = −t2 + 10t+ 4. Обчислити обсяг продукцiї,
випущеної протягом робочого дня (0 ≤ t ≤ 10).

18.3. Знайти обсяг виробленої продукцiї за 5 рокiв, якщо ви-
робнича функцiя Кобба–Дугласа має вигляд
f(t) = AKα(t)Lβ(t)eλt, де t – час (рокiв), K(t) = (100 − 3t)2,
L(t) = (t+ 1)2, A = λ = 1, α = β = 0, 5.

18.4. Знайти середнє значення витрат виробництва, якщо во-
ни визначаються формулою C(x) = 3x2 + 4x + 1, де x – обсяг
виробленої продукцiї, 0 ≤ x ≤ 3, i обчислити обсяг виробництва,
за якого витрати набувають середнього значення.

Контрольнi запитання

1. Яку функцiю називають первiсною для заданої функцiї?
2. Що називають невизначеним iнтегралом вiд заданої функцiї?
3. Якi основнi властивостi невизначеного iнтеграла?
4. Як обчислюють основнi невизначенi iнтеграли вiд основних
елементарних функцiй?
5. Як записується формула замiни змiнної у невизначеному iнте-
гралi?
6. У чому полягає суть методу iнтегрування частинами?
7. Як записується формула Ньютона – Лейбнiца?
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8. Якi основнi властивостi визначеного iнтеграла?
9. Як здiйснюється замiни змiнної у визначеному iнтегралi?
10. Як записується формула iнтегрування частинами для визна-
ченого iнтеграла?
11. Якi основнi застосування визначеного iнтеграла до задач гео-
метрiї?
12. Що називають невластивим iнтегралом першого роду?
13. Що називають невластивим iнтегралом другого роду?
14. За якою формулою обчислюють обсяг виробленої продукцiї?
15. Як визначають функцiю доходу фiрми, якщо вiдомий її гра-
ничний дохiд?

Контрольна робота (Модуль) 4

Знайти iнтеграли:

1.
∫ (

6e3x +
1

sin2 x

)
dx.

2.
∫ π

0
sinx cos3 x dx.

3.
∫ (

cos 6x+
10

x− 1

)
.

4.
∫ 2

1
(3 + 2x)e5x.

5.
∫

3ex

7 + ex
dx.

6.
∫ 1

0

4x+ 1

x2 − 3x− 10
.

7.
∫

(3x2 + 5) lnx dx.

8.
∫

dx√
4− x2

.

9. Знайти площу фiгури, обмеженої кривими y = x2 − x − 6,
y = x+ 9.

10. Знайти обсяг продукцiї, що вироблена за 4 роки, якщо
виробнича функцiя має вигляд f(x) = 3x3 + 3x+ 2.



Роздiл 8

Диференцiальнi
рiвняння

8.1. Диференцiальне рiвняння першого
порядку

Диференцiальним рiвнянням першого порядку нази-
вають рiвняння вигляду

F (x, y, y′ ) = 0.

Якщо диференцiальне рiвняння можна звести до вигляду

f1(x) g1(y) dx+ f2(x) g2(y) dy = 0 або y′ = f(x)g(y),

то його називають рiвнянням з вiдокремленими змiнни-
ми . Щоб розв’язати таке рiвняння, вiдокремимо змiннi

g2(y) dy

g1(y)
= −f1(x) dx

f2(x)

та проiнтегруємо одержану рiвнiсть∫
g2(y)

g1(y)
dy = −

∫
f1(x)

f2(x)
dx+ C.
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Зауваження. Треба окремо дослiджувати значення x та y, за
яких функцiї g1(y) та f2(x) дорiвнюють нулю. Перевiрити, чи
коренi рiвнянь

g1(y) = 0, f2(x) = 0

задовольняють вихiдне рiвняння.
Розглянемо рiвняння вигляду

y′ = f(ax+ by + c),

де a, b, c – заданi сталi. Застосуємо замiну змiнних z = ax+by+c,
де z = z(x) – нова шукана функцiя

dz

dx
= a+ b y′ ⇒ y′ =

z′ − a
b

.

Пiдставляючи у вихiдне рiвняння, отримаємо

z′ = b f(z) + a

це рiвняння з вiдокремленими змiнними.
Приклади 8.1. Розв’язати диференцiальнi рiвняння:

1. (ex+1)y′ = yex.

Розв’язування. Це рiвняння з роздiленими змiнними. Запи-
шемо його у виглядi

(ex + 1)
dy

dx
= yex. Тодi

dy

y
=

exdx

ex + 1
.

Проiнтегрувавши це спiввiдношення,

∫
dy

y
=

∫
exdx

ex + 1
.

Тодi ∫
dy

y
= ln |y|,

∫
exdx

ex + 1
=

∫
d(ex + 1)

ex + 1
= ln |ex + 1|.
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Прирiвнюючи правi частини, одержимо

ln |y| = ln(ex + 1) + ln |C| ⇒ ln |y| = ln |C(ex + 1)|.
Отож, розв’язок рiвняння має вигляд y = C(ex + 1), який на-
зивають загальним.

2. x3y′ =
√
y2 − 5.

Розв’язування. Це рiвняння з вiдокремленими змiнними. Запи-
шемо його у виглядi

x3 dy

dx
=
√
y2 − 5.

Вiдокремлюючи змiннi, отримаємо
dy√
y2 − 5

=
dx

x3
.

Зiнтегрувавши це спiввiдношення, одержимо∫
dy√
y2 − 5

=

∫
dx

x3

.∫
dy√
y2 − 5

= ln |y+
√
y2 − 5|,

∫
dx

x3
=

∫
x−3dx =

x−2

−2
= − 1

2x2
.

Тодi отримаємо ln |y +
√
y2 − 5| =− 1

2x2
+ C.

Перевiримо чи не втратили розв’язкiв
√
y2 − 5 = 0, y =

√
5,

y = −
√

5. Пiдставимо в умову x3 · 0 =
√

(±
√

5)2 − 5⇒ 0 = 0.
Отож, отримали загальний розв’язок

ln |y +
√
y2 − 5| = − 1

2x2
+ C, y =

√
5, y = −

√
5.

3. y′ sin y (9+x2) = cos y.

Розв’язування. Це рiвняння з вiдокремленими змiнними. Запи-

шемо його у виглядi
dy

dx
sin y (9 + x2) = cos y. Вiдокремлюючи

змiннi, отримаємо
sin y dy

cos y
=

dx

9 + x2
.
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Проiнтегрувавши це спiввiдношення, одержимо∫
sin y dy

cos y
=

∫
dx

9 + x2

. ∫
sin y dy

cos y
=

∫
tg ydy = − ln | cos y|,

∫
dx

9 + x2
=

1

3
arctg

x

3
.

Прирiвнюючи правi частини, отримаємо

ln | cos y| = −1

3
arctg

x

3
+ ln |C|.

Отож, загальний розв’язок

cos y = C e−
1
3

arctg x
3 .

4. x2y′−6y3 = 0, y(3) = 2.

Розв’язування. Спочатку знайдемо загальний розв’язок зазначе-
ного рiвняння

x2 dy

dx
− 6y3 = 0⇒ x2 dy

dx
= 6y3 ⇒ dy

y3
= 6

dx

x2
⇒ −2

dy

y3
= −12

dx

x2
.

Проiнтегрувавши це спiввiдношення, отримаємо

−2

∫
dy

y3
= −12

∫
dx

x2
.

−2

∫
dy

y3
= −2

∫
y−3dy = −2

y−2

−2
=

1

y2
,

−12

∫
dx

x2
= −12

∫
x−2dx = −12

x−1

−1
=

12

x
.

Прирiвнюючи правi частини, одержимо
1

y2
=

12

x
+ C.

Перевiримо чи не втратили розв’язкiв y3 = 0 ⇒ y = 0. Пiдста-
вимо в умову x2 · 0 − 6 · 0 = 0. Задовольняє, тому дописуємо до
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вiдповiдi. Аналогiчно, x2 = 0 ⇒ x = 0. Пiдставимо в умову
02y′ − 6y3 = 0 – не задовольняє, тому не дописуємо до вiдповiдi.
Отож, отримали загальний розв’язок рiвняння

1

y2
=

12

x
+ C, y = 0.

З умови y(3) = 2 пiдставляємо y = 2, x = 3 у загальний розв’я-
зок, щоб визначити значення сталої C

1

22
=

12

3
+ C ⇒ C = −3, 75.

Отож, отримали шуканий розв’язок задачi Кошi

1

y2
=

12

x
− 3, 75.

5. y′ ctg x−y = 6, y(π/3) = 4.

Розв’язування. Спочатку знайдемо загальний розв’язок зазначе-
ного рiвняння

ctg x
dy

dx
= y + 6⇒ dy

y + 6
=

dx

ctg x
⇒ dy

y + 6
= tg x dx.

Проiнтегрувавши це спiввiдношення, отримаємо
∫ dy
y+6 =

∫
tg xdx,∫

dy

y + 6
= ln |y + 6|,

∫
tg x dx = − ln | cosx|.

Прирiвнюючи правi частини, одержимо загальний розв’язок рiв-
няння

ln |y + 6| = − ln | cosx|+ ln |C| ⇒ y + 6 =
C

cosx
.

З умови y(π/3) = 4 пiдставляємо y = 4, x = π/3 у загальний
розв’язок, щоб визначити значення сталої C

4 + 6 =
C

cos(π/3)
⇒ 10 = 2C ⇒ C = 5.
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Отож, отримали шуканий розв’язок

y =
5

cosx
− 6.

Диференцiальне рiвняння вигляду

y′ = f(x, y)

називають однорiдним , якщо f(x, y) задовольняє умову

f(tx, ty) = f(x, y),

для довiльного дiйсного ненульового t.
Таке рiвняння завжди можна звести до вигляду

y′ = ϕ
(y
x

)
.

Застосовуючи пiдстановку y = ux, де u = u(x) – нова невiдома
функцiя, а y′ = u+ xu′, отримаємо

u+ xu′ = ϕ
(xu
x

)
⇒ u′ =

1

x
(ϕ(u)− u)

рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, якi можна роздiлити.

Приклад 8.2. Знайти загальний розв’язок диференцiально-
го рiвняння

3y′ =
y2

x2
+

10y

x
+ 10.

Розв’язування. Це однорiдне диференцiальне рiвняння. Зробимо
замiну y = ux, де u = u(x) – невiдома функцiя (y′ = u′x + u,
y
x = u). Пiсля пiдстановки в умову одержимо

3(u′x+ u) = u2 + 10u+ 10⇒ 3u′x = u2 + 7u+ 10⇒

3xdu

dx
= u2 + 7u+ 10 −
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рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Тодi

3

∫
du

u2 + 7u+ 10
=

∫
dx

x
.

Розкладемо пiдiнтегральну функцiю в лiвiй частинi рiвняння на
простi дроби

1

u2 + 7u+ 10
=

1

(u+ 2)(u+ 5)
=

1

3

(
1

u+ 2
− 1

u+ 5

)
.

Прирiвнюючи правi частини, одержимо загальний розв’язок рiв-
няння ∫ (

1

u+ 2
− 1

u+ 5

)
du =

∫
dx

x

ln |u+ 2| − ln |u+ 5| = ln |x|+ ln |C|,

ln

∣∣∣∣u+ 2

u+ 5

∣∣∣∣ = ln |Cx| ⇒
∣∣∣∣ yx + 2
y
x + 5

∣∣∣∣ = |Cx| ⇒ y + 2x

y + 5x
= Cx.

Перевiркою переконуємось, що y = −5x є частинним розв’язком
рiвняння. Отож, отримали загальний розв’язок

y + 2x

y + 5x
= Cx, y = −5x.

Лiнiйним диференцiальним рiвнянням першого по-
рядку називають рiвняння вигляду

y′ + p(x) y = q(x), (8.1.1)

де p(x) та q(x) – заданi неперервнi функцiї. Якщо q(x) = 0, то
(8.1.1) називають лiнiйним однорiдним , якщо q(x) 6= 0, то
лiнiйним неоднорiдним рiвнянням.
Нехай y1(x) i y2(x) – розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння
y′ + p(x) y = 0. Тодi функцiя C1y1(x) +C2y2(x) також є розв’яз-
ком цього рiвняння за довiльних дiйсних значеннь сталих C1 i
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C2. Диференцiальне рiвняння (8.1.1) розв’язують за допомогою
методу варiацiї сталої .

Приклад 8.3. Знайти загальний розв’язок диференцiально-
го рiвняння y′ + y = e−x, який задовольняє умову y(0) = 2000.
Розв’язування. Це лiнiйне рiвняння першого порядку. Розв’яже-
мо його методом варiацiї сталої. Спочатку розглянемо вiдповiдне
однорiдне рiвняння y′ + y = 0. Тодi

dy

dx
= −y ⇒ dy

y
= −dx ⇒

∫
dy

y
= −

∫
dx ⇒

ln |y| = −x+ ln |C| ⇒ y = C e−x.

Розв’язок заданого рiвняння будемо шукати у виглядi
y = C(x) e−x, де C(x) – деяка невiдома функцiя. Пiдставивши
це спiввiдношення в умову, отримаємо

C ′(x)e−x − C(x)e−x + C(x)e−x = e−x ⇒ C ′(x) = 1.

Тодi знайдемо C(x) =
∫
dx = x + C й одержимо загальний

розв’язок y = C e−x+x e−x. Використовуючи умову y(0) = 2000
(x = 0, y = 2000), одержимо

2000 = C e0 + 0 e0 ⇒ C = 2000.

Отож, отримаємо шуканий розв’язок

y = 2000 e−x + x e−x.

Приклад 8.4. Знайти загальний розв’язок диференцiально-
го рiвняння

y′ + 2x y = xe−x
2
.

Розв’язування. Це лiнiйне рiвняння першого порядку. Розв’яже-
мо його методом варiацiї сталої. Спочатку розглянемо вiдповiдне
однорiдне рiвняння y′ + 2x y = 0 . Тодi

dy

dx
= −2x y ⇒ dy

y
= −2x dx ⇒

∫
dy

y
= −2

∫
x dx,
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ln |y| = −x2 + ln |C | ⇒ y = C e−x
2
.

Розв’язок заданого рiвняння будемо шукати у виглядi
y = C(x) e−x

2
, де C(x) – деяка невiдома функцiя. Пiдставляючи

це спiввiдношення в рiвняння, отримаємо

C ′(x)e−x
2

+C(x)e−x
2
(−2x) + 2xC(x)e−x

2
= x e−x

2 ⇒ C ′(x) = x.

Тодi

C(x) =

∫
x dx =

x2

2
+ C

i одержимо загальний розв’язок

y = C e−x
2

+
x2

2
e−x

2
.

Aудиторна робота 19

19.1. Розв’язати рiвняння з вiдокремленими змiнними:

1. xy′ + y = y2.

2. y′ ctg x+ y = 2.

3. y′ − xy2 = 2xy.

4. xy + (x+ 1)y′ = 0.

5.
√
y2 + 1 = xyy′.

6. exsin3y+(1+e2x)cos yy′= 0.

19.2. Розв’язати однорiднi рiвняння:

1. (2
√
xy − y)dx− xdy = 0.

2. xy′ − y = (x+ y) ln
x+ y

x
.

3. (3x+ 2y)dx+ xdy = 0.

4. (y +
√
xy)dx = xdy.

19.3. Розв’язати лiнiйнi рiвняння першого порядку:

1. xy′ − 2y = 2x4.

2. y′ + y tg x =
1

cosx
.

3. y = x(y′ − x cosx).

4. 2x(x2 + y) = y′.

5. xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x.

6. x2y′ + xy + 1 = 0.
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Домашня робота 19

19.1. Розв’язати рiвняння з вiдокремленими змiнними:

1. xy′ − 3y = 0.

2. x2y′ − cos 2y = 1.

3. x2y′ cos y + 1 = 0.

4. y′ = 3y
2
3 .

5. 2x2yy′ + y2 = 2.

6. x sin(y) = y′(1 + x2) cos y.

7. (xy2+x)dx=−(y − x2y)dy.

8. 3y2y′ + 16x = 2xy3.

19.2. Розв’язати однорiднi рiвняння:

1. (x ctg
y

x
− y)dx+ xdy = 0.

2. (2y − 2x)dx+ (y − 3x)dy = 0.

3. (3x2 − 6xy + y2)dx+ 2x2dy = 0.

4. (y2 + 4xy − 4x2)dx− 4x2dy = 0.

5. (3y − 2x)dx+ (y − 2x)dy = 0.

6. (5x+ 3y)dx+ (x+ y)dy = 0.

19.3. Розв’язати лiнiйнi рiвняння першого порядку:

1. (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y.

2. (x− 1)y′ = (x− 1)2 tg x+ y.

3. xy + ex − xy′ = 0.

4. (xy′ − 1) ln(x) = 2y.

5. ((x+ 2) + (x− 1)y)dx− xdy = 0.

6. (x+ 2)y′ = (x+ 1)y + sinx.

7. y′ − 4ex = 3y.
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8. 5ex − 4y = −y′.

9. y′ + 2y = 3ex.

10. y′ + y cos y = sinx.

11. y′ = 3
y

x
− x.

12. y′ = 2
y

x
+ 2x3.

8.2. Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння
другого порядку зi сталими
коефiцiєнтами

Рiвняння вигляду

a y′′ + b y′ + c y = f(x), (8.2.1)

де a, b, c – заданi сталi (a 6= 0), f(x) – задана функцiя, назива-
ють лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Рiвняння ви-
гляду

a y′′ + b y′ + c y = 0, (8.2.2)

де a, b, c – заданi сталi (a 6= 0), називають лiнiйним одно-
рiдним диференцiальним рiвнянням другого порядку зi
сталими коефiцiєнтами.
Загальний розв’язок рiвняння (8.2.1) має вигляд

y = y0 + ỹ,

де y0 – загальний розв’язок рiвняння (8.2.2), ỹ – будь–який ча-
стинний розв’язок рiвняння (8.2.1). Розв’язок y0 будемо шукати
у виглядi eλx, причому стала λ задовольняє таке рiвняння:

a λ2 + b λ+ c = 0.
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Його називають характеристичним рiвнянням, яке вiдповiдає
рiвнянню (8.2.2). Розглянемо три можливi випадки.

Якщо D = b2 − 4 a c > 0, то коренями характеристичного

рiвняння будуть числа λ1 =
−b−

√
D

2 a
i λ2 =

−b+
√
D

2 a
.

Отож, загальний розв’язок рiвняння (8.2.2) набуде вигляду

y0 = C1e
λ1 x + C2e

λ2 x.

Тут C1, C2 – довiльнi дiйснi незалежнi сталi.
Якщо ж D = b2 − 4 a c = 0, то коренями характеристичного

рiвняння будуть λ1 = λ2 =
−b
2 a

.

Отож, загальний розв’язок рiвняння (8.2.2) матиме вигляд

y0 = (C1 + C2x)eλ1 x,

де C1, C2 – довiльнi дiйснi незалежнi сталi.
Якщо ж D = b2 − 4 a c < 0, то коренями характеристичного

рiвняння буде λ1 =
−b− i

√
4ac− b2

2 a
i λ2 =

−b+ i
√

4ac− b2
2 a

.

Позначимо α =
−b
2 a

, β =

√
4ac− b2

2 a
.

Отож, загальний розв’язок рiвняння (8.2.2) виглядатиме так:

y0 = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx).

Тут C1, C2 – довiльнi дiйснi незалежнi сталi.

Метод варiацiї сталих.Лiнiйне неоднорiдне рiвняння (8.2.1)
з довiльною правою частиною розв’язують методом варiацiї ста-
лої. Якщо вiдомий розв’язок y0 = C1 y1 + C2 y2 вiдповiдного
однорiдного рiвняння (8.2.2), тодi загальний розв’язок рiвняння
(8.2.1) шукаємо у виглядi

y = C1(x)y1 + C2(x)y2,

де функцiї C1(x), C2(x) визначають iз системи умов{
C ′1(x)y1 + C ′2(x)y2 = 0,

a (C ′1(x)y1′ + C ′2(x)y′2) = f(x).
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Приклади 8.5. Знайти загальний розв’язок диференцiаль-
них рiвнянь:

1. y′′−36y = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 − 36 = 0 ⇒ λ1 = 6, λ2 = −6.

Отож, отримали загальний розв’язок y = C1e
6x + C2e

−6x.

2. y′′−5y′ = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 − 5λ = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = 5.

Отож, отримали загальний розв’язок y = C1 + C2e
5x.

3. y′′−8y′−9y = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 − 8λ− 9 = 0 ⇒ λ1 = 9, λ2 = −1.

Отже, отримали загальний розв’язок y = C1e
9x + C2e

−x.

4. y′′−4y′+4y = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 − 4λ+ 4 = 0 ⇒ (λ− 2)2 = 0 ⇒ λ1 = λ2 = 2.
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Отож, отримали загальний розв’язок y = C1e
2x + C2x e

2x.

5. y′′+10y′+25y = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 + 10λ+ 25 = 0 ⇒ (λ+ 5)2 = 0 ⇒ λ1 = λ2 = −5.

Отже, отримали загальний розв’язок y = C1e
−5x + C2x e

−5x.

6. y′′+16y = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 + 16 = 0 ⇒ λ2 = −16 ⇒ λ2 = (4i)2 ⇒ λ 1, 2 = 0± 4i.

Визначимо сталi α = 0, β = 4.
Тодi y = e0x(C1 cos(4x)+C2 sin(4x)). Отож, отримали загальний
розв’язок y = C1 cos(4x) + C2 sin(4x).

7. y′′+6y′+18y = 0.

Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 + 6λ+ 18 = 0 ⇒ D = 36− 72 = −36 = (6i)2.

λ1, 2 =
−6± 6i

2
= 3± 3i ⇒ α = −3, β = 3.

Отже, отримали загальний розв’язок
y = e−3x(C1 cos(3x) + C2 sin(3x)).

8. y′′−2y′+5y = 0.
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Розв’язування. Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо його хара-
ктеристичне рiвняння

λ2 − 2λ+ 5 = 0 ⇒ D = 4− 20 = −16 = (4i)2.

λ1, 2 =
2± 4i

2
= 1± 2i ⇒ α = 1, β = 2.

Отож, отримали загальний розв’язок
y = ex(C1 cos(2x) + C2 sin(2x)).

9. y′′−3y′+2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2.

Розв’язування. Це задача Кошi для лiнiйного однорiдного дифе-
ренцiального рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнта-
ми. Знайдемо спочатку загальний розв’язок. Для цього розв’я-
жемо характеристичне рiвняння

λ2 − 3λ+ 2 = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = 2.
Отже, отримали загальний розв’язок y = C1e

x + C2e
2x.

Пiдберемо значення сталих C1 i C2, щоб виконувались умови
y(0) = 1, y′(0) = 2. Спочатку обчислимо похiдну розв’язку
y′ = C1e

x + 2C2e
2x. Тодi

y(0) = C1e
0 + C2e

0 ⇒ 1 = C1 + C2,

y′(0) = C1e
0 + 2C2e

0 ⇒ 2 = C1 + 2C2.

Одержимо, що C2 = 1, C1 = 0. Тодi y = 0 · ex + 1 · e2x.
Отож, отримали розв’язок цiєї задачi Кошi y = e2x.

10. y′′−2y′ = e−x.

Розв’язування. Це лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Знайдемо спочатку
загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

y′′ − 2y′ = 0.

Для цього розв’яжемо характеристичне рiвняння
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λ2 − 2λ = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = 2. Тодi y = C1 + C2e
2x.

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y = C1(x) + C2(x)e2x,

де функцiї C1(x), C2(x) шукаємо з системи{
C ′1(x) + C ′2(x)e2x = 0,

C ′2(x)2e2x = e−x.

З другої умови одержимо

C ′2(x) =
1

2
e−3x ⇒ C2(x) = −1

6
e−3x + C2.

C ′1(x) +
1

2
e−3xe2x = 0⇒ C ′1(x) = −1

2
e−x ⇒ C1(x) =

1

2
e−x + C1.

Отож, отримаємо загальний розв’язок

y = −1

2
e−x+C1 +

(
−1

6
e−3x + C2

)
e2x ⇒ y = −2

3
e−x+C1 +C2e

2x.

11. y′′−6y′+9y = e3x, y(0) = 2, y′(0) = 1.

Розв’язування. Знайдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння

y′′ − 6y′ + 9y = 0.

Складемо характеристичне рiвняння
λ2 − 6λ+ 9 = 0 ⇒ (λ− 3)2 = 0 ⇒ λ1 = λ2 = 3.
Тодi y = C1e

3x+C2x e
3x. Загальний розв’язок неоднорiдного

рiвняння шукаємо у виглядi

y = C1(x)e3x + C2(x)xe3x,

де функцiї C1(x), C2(x) задовольняють систему{
C
′
1(x)e3x + C

′
2(x)xe3x = 0,

C
′
1(x)3e3x + C

′
2(x)(e3x + xe3x) = e3x.
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Розв’язуючи, одержимо{
C ′1(x) = −x,
C ′2(x) = 1,

⇒
{
C1(x) = −x2

2 + C1,
C2(x) = x+ C2,

де C1 i C2 – дiйснi сталi. Повертаючись до вигляду загального
розв’язку, отримаємо

y = (−x
2

2
+C1)e3x + (x+C2)xe3x ⇒ y = C1e

3x +C2xe
3x +

x2

2
e3x.

Пiдберемо значення сталих C1 i C2, щоб виконувались умови
y(0) = 2, y′(0) = 1. Тодi y(0) = C1e

0 + C2 · 0 ⇒ 2 = C1.
Обчислимо похiдну розв’язку

y′ = C13e3x + C2(e3x + x3e3x) + xe3x + 3x2

2 e3x. Тодi

y′(0) = C13e0 + C2e
0 ⇒ 1 = 3C1 + C2 ⇒ C2 = 1− 3C1 = −5.

Одержали, що C1 = 2, C2 = −5. Отже, отримали розв’язок цiєї
задачi

y = 2e3x − 5xe3x +
x2

2
e3x.

12. y′′+y = 2 cosx, y(0) = 5, y′(0) = 2.

Розв’язування. Знайдемо загальний розв’язок вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння y′′ + y = 0. Складемо його характеристичне
рiвняння

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ2 = −1 ⇒ λ2 = (i)2 ⇒ λ 1, 2 = 0± i.

Визначимо сталi α = 0, β = 1. Тодi отримаємо загальний розв’я-
зок вiдповiдного однорiдного рiвняння y = C1 cosx + C2 sinx.
Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у вигля-
дi y = C1(x) cosx + C2(x) sinx, де функцiї C1(x), C2(x), якi
задовольняють систему{

C
′
1(x) cosx+ C

′
2(x) sinx = 0,

C
′
1(x)(− sinx) + C

′
2(x) cosx = 2 cosx.
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Розв’язуючи її, одержимо
C ′1(x) = −C

′
2(x) sinx

cosx
,

C ′2(x) sin2 x

cosx
+ C ′2(x) cosx = 2 cosx,{

C ′1(x) = −2 cosx sinx = − sin 2x,
C ′2(x) = 2 cos2 x.

Iнтегруючи, отримаємо

C1(x) = −
∫

sin 2x dx =
1

2
cos 2x+ C1,

C2(x) =

∫
2 cos2 x dx = 2

∫
1 + cos 2x

2
dx = x+

1

2
sin 2x+ C2,

де C1 i C2 – дiйснi сталi. Повертаючись до вигляду загального
розв’язку, одержимо

y = (
1

2
cos 2x+ C1) cosx+ (x+

1

2
sin 2x+ C2) sinx,

y = C1 cosx+ C2 sinx+
1

2
cosx+ x sinx.

Пiдберемо значення сталих C1 i C2 так, щоб виконувались умови
y(0) = 5, y′(0) = 2. Тодi

y(0) = C1 cos 0 +C2 sin 0 +
1

2
cos 0 = C1 +

1

2
, 5 = C1 +

1

2
, C1 = 4, 5.

Обчислимо похiдну розв’язку
y′ = −C1 sinx+ C2 cosx− 1

2 sinx+ sinx+ x cosx. Тодi

y′(0) = −C1 sin 0 + C2 cos 0− 1

2
sin 0 + sin 0 = C2, 2 = C2.

Одержали, що C1 = 4, 5, C2 = 2. Отож, отримали розв’язок цiєї
задачi

y = 5 cosx+ (x+ 2) sinx.
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Aудиторна робота 20

20.1. Розв’язати однорiднi лiнiйнi рiвняння зi сталими коефiцi-
єнтами:

1. y′′ − 6y′ + 5y = 0.

2. y′′ + 4y′ + 4y = 0.

3. y′′ − 6y′ + 9y = 0.

4. y′′ + 2y′ + 10y = 0.

5. y′′′ + 2y′′ + y′ = 0.

6. y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.

7. y′′′′ − 5y′′ + 4y = 0.

8. y′′ − y′ − 6y = 0.

9. y′′′′ − y = 0.

10. y′′′′ + 25y′′ = 0.

20.2. Розв’язати неоднорiднi лiнiйнi рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами:

1. y′′ − 2y′ − 3y = e4x.

2. 2y′′ + y′ − 2y = 3xex.

3. y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x.

4. y′′−4y′+8y = e2x+sin 2x.

20.3. Знайти розв’язок задачi Кошi:

1. (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0; y(0) = 1.

2. y′ sinx− y cosx = 0; y(π/2) = 1.

3. y′′ − 2y′ + y = 0; y(2) = 1, y′(2) = −2.

4. y′′ + y = 4ex; y(0) = 4, y′(0) = −3.

Домашня робота 20

20.1. Розв’язати однорiднi лiнiйнi рiвняння зi сталими коефiцi-
єнтами:

1. y′′ − 4y′ = 0.

2. y′′ − 2y′ + y = 0.

3. y′′ + 10y′ + 25y = 0.

4. y′′ + y = 0.
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5. 2y′′ − y′ − y = 0.

6. y′′′ − 5y′′ + 4y′ = 0.

7. y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

8. y′′′ + y′ = 0.

9. y′′ − 4y′ + 8y = 0.

10. y′′ + 2y′ + 10y = 0.

20.2. Розв’язати неоднорiднi лiнiйнi рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами:

1. y′′ + 2y′ − 3y = x2ex.

2. y′′ − 4y = 9ex − 8.

3. y′′ + y = 4xex.

4. y′′ + y = 4 sinx.

5. y′′ − y = 2ex − x2.

6. y′′+3y′−4y = e−4x+xe−x.

20.3. Знайти розв’язок задачi Кошi:

1. y′′ + y = 0; y(0) = 4, y′(0) = −3.

2. y′′′ − y′ = 0; y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

3. y′′ − 2y′ = 0; y(1) = −1, y′(1) = 0.

4. y′′ + 2y′ + 2y = 0; y(0) = y′(0) = 0.

8.3. Застосування методiв диференцiальних
рiвнянь в економiчних моделях

Модель демографiчного процесу. Вiдомо, що для цього
регiону кiлькiсть новонароджених i померлих за одиницю часу
пропорцiйна кiлькостi населення з коефiцiєнтами k1 та k2, вiдпо-
вiдно. Знайдемо закон змiни чисельностi населення в часi, тобто
опишемо демографiчний процес у регiонi.

Нехай y = y(t) – кiлькiсть мешканцiв регiону в момент часу t.
Прирiст населення ∆y за час ∆t дорiвнює рiзницi мiж кiлькiстю
народжених i кiлькiстю померлих за цей час, тобто

∆y = k1y∆t− k2y∆t або
∆y

∆t
= ky,



218 Роздiл 8. Диференцiальнi рiвняння

де k = k1 − k2. Переходячи до границi при ∆t → 0, отримаємо
рiвняння

y′ = ky.

Це диференцiальне рiвняння першого порядку з вiдокремленими
змiнними.

Модель рiвноважного зростання випуску продукцiї.
Нехай продукцiя деякої фiрми продається за фiксованою цi-

ною p. Позначимо через q(t) обсяг продукцiї, реалiзованої в мо-
мент часу t. Тодi на цей момент отримаємо дохiд R(t) = pq(t).
Припустимо, що частина доходу використовується на iнвестицiї
у виробництво, тобто

I(t) = mpq(t).

Тут m – норма iнвестицiй (стале число), причому 0 < m < 1.

Якщо виходити з припущення про ненасичення ринку (тобто
про повну реалiзацiю продукцiї, що випускається), то на пiдставi
розширення виробництва буде одержано прирiст доходу, части-
ну якого знову використають для розширення випуску продукцiї.
Це приведе до зростання швидкостi випуску продукцiї (акселе-
рацiї), причому швидкiсть випуску пропорцiйна збiльшенню iн-
вестицiй, тобто

q′(t) = I(t),

де 1/l – норма акселерацiї. Тодi врахувавши цi рiвностi, отрима-
ємо

q′(t) = mpq(t), або q′(t) = kq(t).

Тут k = lmp.

Отримане рiвняння – це диференцiальне рiвняння першого
порядку з вiдокремленими змiнними, загальний розв’язок якого
q = Cekt, де C – довiльна стала.

Нехай у початковий момент часу t = t0 обсяг продукцiї стано-
вить q0. Тодi q0 = Cekt0 , звiдси C = q0e

−kt0 . Отримаємо розв’язок
задачi Кошi q = q0e

k(t−t0).
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Модель зв’язку iнфляцiї та безробiття. Залежнiсть мiж
зростанням оплати працi та безробiттям (залежнiсть Фiлiпа) опи-
сує функцiя

w = f(u), f ′(u) < 0,

де w =
1

W

dW

dt
– норма зростання оплати працi; W (t) – оплата

працi в момент часу t; u – норма безробiття. Позначимо p =
1

P

dP

dt
– темп iнфляцiї, T – ефективнiсть працi. Отримаємо залежнiсть

p = w − T.

Нехай функцiя f(u) лiнiйна, тобто w = f(u) = α − βu,
α > 0, β > 0. Тодi, пiдставивши в попереднє рiвняння, отримаємо
модифiковану залежнiсть Фiлiпа

p = α− T − βu, α > 0, β > 0.

Економiсти часто застосовують розширену версiю залежностi
Фiлiпа завдяки очiкуванням iнфляцiї

w = f(u) + hπ, 0 < h ≤ 1,

де π – значення очiкуваного темпу iнфляцiї. Згiдно з iдеєю Фрi-
дмана, якщо iнфляцiйний тренд триває досить довго, то люди
схильнi виробити собi певнi iнфляцiйнi очiкування, тому w має
бути зростаючою функцiєю вiд π. У цьому випадку

p = α− T − βu+ hπ, 0 < h ≤ 1.

Припустимо, що iнфляцiйнi очiкування можна описати залежнi-
стю

dπ

dt
= j(p− π), 0 < j ≤ 1.

Це диференцiальне рiвняння описує не величину π, а тенденцiю
її змiни з часом. Якщо реальний темп iнфляцiї p перевищує очi-
куваний темп π, то π буде зростати, якщо ж p < π, то π буде
спадати. Врахувавши останнi два рiвняння, одержимо

dπ

dt
= j(α− T − βu)− j(1− h)π.
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Aудиторна робота 21

21.1. Розв’язати задачi:
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

розширеного вiдтворення (змiна сукупного суспiльного проду-

кту в часi)
dP

dt
=
H − S
f

P, де H, S, f – сталi.

2. Повнi витрати виробництва є функцiєю y вiд обсягу виро-
бництва x. Граничнi та повнi витрати для всiх x задовольняють
рiвняння y′ − 4y + x = 0. Знайти функцiю повних витрат, якщо
y(0) = 0.

3. Граничний виторг вiд продажу x одиниць продукцiї описує
функцiя U ′(x) = x + 100. Знайти виторг як функцiю x, якщо
виторг вiд продажу 100 одиниць продукцiї дорiвнює 40000 грн.

4. Визначити виробничу функцiю y = f(x), якщо еласти-

чнiсть Ex(y) =
2x2 − x
x2 − x− 1

i ї ї графiк проходить через точку

M(1; 2).

5. Кiлькiсть населення деякого мiста описує диференцiальне

рiвняння
dy

dt
= 0, 2y(1 − 0, 0001y), де час t вимiрюють у роках.

У початковий момент часу в мiстi проживало 1000 людей. Через
скiльки рокiв населення цього мiста збiльшиться в 4 рази.

Домашня робота 21

21.1. Розв’язати задачi:
1. Знайти промiжок часу, через який подвоїться сукупний

суспiльний продукт P, якщо його змiну в часi описує диференцi-

альне рiвняння
dP

dt
=
H − S
f

P, де H = 0, 6, S = 0, 5, f = 1.

2. Повнi витрати виробництва є функцiєю y вiд обсягу ви-
робництва x. Знайти функцiю повних витрат, якщо граничнi
витрати для всiх x пропорцiйнi до середнiх витрат з коефiцiєн-
том пропорцiйностi k i y(0) = 1.

3. Сумарний прибуток фiрми є функцiєю y(x), де x – кiль-
кiсть виробленої продукцiї. Граничний прибуток описує функцiя
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y′(x) = 500−x. Знайти cумарний прибуток, якщо нульовий ви-
пуск продукцiї дає нульовий прибуток.

4. У селi, в якому проживає 3000 людей, епiдемiю грипу опи-

сує диференцiальне рiвняння
dy

dt
= 0, 001y(3000 − y), де y –

кiлькiсть хворих у момент часу t. Через який промiжок часу
захворiє 70 вiдсоткiв населення цього села, якщо в початковий
момент було троє хворих.

Контрольнi запитання

1. Якi рiвняння називають диференцiальними?
2. Що таке порядок диференцiального рiвняння?
3. Як формулюється означення загального роз’вязку диференцi-
ального рiвняння?
4. У чому полягає задача Кошi для диференцiального рiвняння?
5. Яке диференцiальне рiвняння першого порядку називають рiв-
нянням з вiдокремленими змiнними?
6. Яке диференцiальне рiвняння першого порядку називають одно-
рiдним?
7. Яке диференцiальне рiвняння першого порядку називають лi-
нiйним?
8. Яке диференцiальне рiвняння другого порядку називають лi-
нiйним диференцiальним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами?
9. У чому полягає метод варiацiї сталих для лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами?
10. Як формулюється модель демографiчного процесу?
11. У чому полягає задача рiвноважного зростання випуску про-
дукцiї?
12. Як формулюється модель зв’язку iнфляцiї та безробiття?



Роздiл 9

Ряди

9.1. Числовi ряди

Числовим рядом називають вираз

u1 + u2 + ...+ un + ... =
∞∑
n=1

un,

де числа u1, u2, ... , un називають членами ряду, а un –
загальним членом ряду.
Вважають, що ряд заданий, якщо заданий його загальний член,
який називає правило побудови ряду. Наприклад, загальний член
має вигляд

un =
(−1)n+1

n
(n = 1, 2, 3, ...)

визначає ряд

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ... +

(−1)n+1

n
+ ....

Суму n перших членiв ряду називають n-ю частковою сумою
ряду i позначають Sn

Sn = u1 + u2 + ...+ un =
n∑
k=1

uk.
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Якщо iснує скiнченна границя послiдовностi {Sn} часткових сум
ряду lim

n→∞
Sn = S, то ряд називають збiжним , а число S – його

сумою. В цьому випадку записують

∞∑
n=1

un = S.

Якщо ж послiдовнiсть {Sn} часткових сум ряду не є збiжною, то
ряд називають розбiжним .

Приклад 9.1. Знайти суму ряду

∞∑
n=1

3n + 2n

6n
.

Розв’язування. Обчислимо n-ту часткову суму ряду Sn

Sn =

n∑
k=1

3k + 2k

6k
=

n∑
k=1

(
3k

6k
+

2k

6k

)
=

n∑
k=1

(
1

2k
+

1

3k

)
.

Враховуючи формулу суми n перших членiв геометричної про-
гресiї Sn = b1(1−qn)

1−q , отримаємо

Sn =
1
2(1− 1

2n )

1− 1
2

+
1
3(1− 1

3n )

1− 1
3

= 1− 1

2n
+

1

2

(
1− 1

3n

)
=

3

2
− 1

2n
− 1

3n
.

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
3

2
− 1

2n
− 1

3n

)
= 1, 5.

Отож, ряд збiжний i його сума дорiвнює 1,5.
Приклад 9.2. Знайти суму ряду

∞∑
n=1

1

n2 + n
.

Розв’язування. Обчислимо n-ту часткову суму ряду Sn

Sn =
n∑
k=1

1

k2 + k
=

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=
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=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ ...+

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=

= 1− 1

n+ 1
.

Тодi

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

Приклад 9.3. Знайти суму ряду

∞∑
n=1

(1− (−1)n) .

Розв’язування. Пiдставляючи значення n = 1, 2, 3, ..., отрима-
ємо

∞∑
n=1

(1− (−1)n) = 2 + 0 + 2 + 0 + ... .

Обчислимо n-ту часткову суму ряду

Sn =
n∑
k=1

(
1− (−1)k

)
.

Якщо n = 2m – парне, то Sn = n, а якщо n = 2m + 1 –
непарне, то Sn = n + 1. Тодi границя lim

n→∞
Sn = +∞. Отже,

ряд розбiжний.
Необхiдна ознака збiжностi ряду. Якщо ряд збiжний, то

послiдовнiсть його членiв збiжна до нуля, тобто

lim
n→∞

un = 0.

З необхiдної умови збiжностi ряду випливає таке: якщо
lim
n→∞

un 6= 0, то ряд є розбiжним.
Приклад 9.4. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

n2

10n2 − 3
.
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Розв’язування. Перевiримо чи виконується необхiдна ознака збi-
жностi ряду

lim
n→∞

un = lim
n→∞

n2

10n2 − 3
=

1

10
= 0, 1 6= 0.

Отож, ряд розбiжний.
Приклад 9.5. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

2n

8n+ 5
.

Розв’язування. Перевiримо чи виконується необхiдна ознака збi-
жностi ряду

lim
n→∞

un = lim
n→∞

2n

8n+ 5
=

2

8
= 0, 25 6= 0.

Отож, ряд розбiжний.
Критерiй Кошi. Для того, щоб ряд був збiжним, необхiдно

i достатньо, щоб для будь-якого ε iснувало таке число N , що для
всiх номерiв n > N i будь-якого натурального p виконувалась
нерiвнiсть

|Sn+p − Sn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ < ε.

Приклад 9.6. Дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

1

n
.

Розв’язування. Застосуємо критерiй Кошi. Обчислимо n-ту i
n+ p -ту частиннi суми ряду

Sn =
n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+ . . .+

1

n
,

Sn+p =

n+p∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+ . . .+

1

n
+

1

n+ 1
+ . . .+

1

n+ p
.
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Приймемо ε = 1
2 . Розглянемо лiву частину нерiвностi критерiю

Кошi

|Sn+p − Sn| =
1

n+ 1
+ . . .+

1

n+ p
>

p∑
k=1

1

n+ p
=

p

n+ p
.

Позаяк p будь-яке натуральне число, то приймемо p = n, отри-
маємо

|Sn+p − Sn| >
n

2n
=

1

2
= ε.

Отож, критерiй Кошi не справджується, тому ряд
∞∑
n=1

1

n
розбi-

жний. Цей ряд називають гармонiйним рядом.

Iнтегральна ознака Кошi. Нехай f(x) – невiд’ємна, спадна
функцiя на промiжку [n0, +∞) (n0 > 1) i un = f(n) для n ∈N .

Тодi iнтеграл
+∞∫
n0

f(x) dx збiгається (чи розбiгається) одночасно

з рядом
∞∑
n=1

un.

Приклад 9.7. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

1

nα
, де α – деяка стала.

Розв’язування. Застосуємо iнтегральну ознаку Кошi. Визначимо

загальний член ряду un =
1

nα
. Функцiя f(x) =

1

xα
додатна i

спадна на промiжку [1, +∞). Невластивий iнтеграл
+∞∫
1

dx

xα
, як

вiдомо, збiжний, коли α > 1, i розбiжний, коли α 6 1. Отож, ряд

∞∑
n=1

1

nα
−
{

збiжний, якщо α > 1;
розбiжний, якщо α 6 1.

Цей ряд називають узагальненим гармонiйним рядом.
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Ознака порiвняння 1. Якщо, починаючи з деякого n0, ви-
конується нерiвнiсть 0 < un 6 vn, n > n0, то :

1. Зi збiжностi ряду
∞∑
n=1

vn випливає збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

un.

2. Зi розбiжностi ряду
∞∑
n=1

un випливає розбiжнiсть

ряду
∞∑
n=1

vn.

Ознака порiвняння 2. Якщо iснує скiнченна границя

lim
n→∞

un
vn

= k, k = const 6= 0,

то обидва ряди
∞∑
n=1

un i
∞∑
n=1

vn (un > 0, vn > 0) або

збiжнi, або розбiжнi одночасно.

Якщо k = 0, то зi збiжностi ряду
∞∑
n=1

vn випливає збiжнiсть

ряду
∞∑
n=1

un.

Приклад 9.8. Дослiдити за допомогою ознаки порiвняння
збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

1√
n2 + 4n

.

Розв’язування. Розглянемо загальний член ряду un =
1√

n2 + 4n
.

Очевидно, що un =
1√

n2 + 4n
> vn =

1

n
, ∀n ∈N . За ознакою

порiвняння 1 вихiдний ряд розбiжний.
Приклад 9.9. Дослiдити за допомогою ознаки порiвняння
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збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)
.

Розв’язування. Розглянемо загальний член ряду

un =
1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

1

9n2 − 3n− 2
.

Оцiнимо його, зберiгаючи найстарший степiнь n,

un =
1

9n2 − 3n− 2
6 vn =

1

n2
, ∀n ∈N .

Отож, за ознакою порiвняння 1 вихiдний ряд збiжний.
Приклад 9.10. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

1

n
(
√
n+ 1−

√
n− 1).

Розв’язування. Розглянемо загальний член ряду

un =
1

n
(
√
n+ 1−

√
n− 1)

=
(
√
n+ 1−

√
n− 1)(

√
n+ 1 +

√
n− 1)

n(
√
n+ 1 +

√
n− 1)

=
2

n(
√
n+ 1 +

√
n− 1)

.

Оскiльки

un =
2

n(
√
n+ 1 +

√
n− 1)

6
2

n
√
n+ 1

6 vn =
2

n
√
n

=
2

n3/2
,

∀n ∈N , то за ознакою порiвняння 1 вихiдний ряд збiжний.

Ознака Даламбера. Якщо iснує границя q = lim
n→∞

un+1

un
,

то при q < 1 – ряд збiжний, при q > 1 – розбiжний, а при q = 1
– ознака вiдповiдi не дає.

Приклад 9.11. Дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

4n

(n+ 1)5n
.
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Розв’язування. Застосуємо ознаку Даламбера . Для цього визна-
чимо

un =
4n

(n+ 1)5n
, un+1 =

4n+1

(n+ 2)5n+1
.

q = lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

4n+1

(n+2)5n+1

4n

(n+1)5n
=

= lim
n→∞

4n4

(n+ 2)5n5

(n+ 1)5n

4n
= lim

n→∞

4n+ 4

5n+ 10
=

4

5
< 1.

Отож, ряд є збiжним.
Приклад 9.12. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

3n

(2n)!
.

Розв’язування. За ознакою Даламбера маємо

un =
3n

(2n)!
, un+1 =

3n+1

(2(n+ 1))!
=

3n3

(2n+ 2)!
,

q = lim
n→∞

3n3
(2n+2)!

3n

(2n)!

= lim
n→∞

3n3

(2n+ 2)!

(2n)!

3n
=

= lim
n→∞

3(2n)!

(2n)!(2n+ 1)(2n+ 2)
= lim

n→∞

3

(2n+ 1)(2n+ 2)
= 0 < 1.

Отож, ряд – збiжний.
Приклад 9.13. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

2n−1

(5n− 1)
.

Розв’язування. Застосуємо ознаку Даламбера. Оскiльки

un =
2n−1

5n− 1
, un+1 =

2(n+1)−1

5(n+ 1)− 1
=

2n

5n+ 4
.
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q = lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

2n

5n+4

2n−1

5n−1

= lim
n→∞

2n

(5n+ 4)

(5n− 1)

2n2−1
=

= lim
n→∞

10n− 2

5n+ 4
=

10

5
= 2 > 1.

Отож, ряд є розбiжним.

Ознака Кошi. Якщо iснує границя q = lim
n→∞

n
√
un, то при

q < 1 – ряд збiжний, при q > 1 – розбiжний, а при q = 1 –
ознака вiдповiдi не дає.

Приклад 9.14. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)n
.

Розв’язування. Використаємо ознаку Кошi

q = lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√(
n

2n+ 1

)n
= lim

n→∞

n

2n+ 1
=

1

2
< 1.

Отже, ряд – збiжний.
Приклад 9.15. Дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

(
8n2

5n2 + 2n+ 1

)n
.

Розв’язування. Використаємо ознаку Кошi

q = lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√(
8n2

5n2 + 2n+ 1

)n
=

= lim
n→∞

8n2

5n2 + 2n+ 1
=

8

5
> 1.

Отже, ряд є розбiжним.
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Ряд
∞∑
n=1

un, (9.1.1)

де un – дiйснi числа довiльних знакiв, називають знакозмiн-
ним . Ряд (9.1.1) називають абсолютно збiжним , якщо ряд

∞∑
n=1

|un|, (9.1.2)

який складений з абсолютних величин членiв ряду (9.1.1) є збi-
жним. Якщо ж ряд (9.1.2) розбiжний, а ряд (9.1.1) збiжний, то
ряд (9.1.1) називають умовно збiжним.

Знакопочережним рядом називають ряд вигляду

u1 − u2 + u3 − u4...+ (−1)n−1un + ... =
∞∑
n=1

(−1)n−1un, (9.1.3)

де un > 0, ∀n ∈N .
Ознака Лейбнiца. Якщо lim

n→∞
un = 0 i, починаючи з деяко-

го номера n0, виконується нерiвнiсть un > un+1, n > n0, то ряд
(9.1.3) є збiжним i його сума не перевищує u1.
Зауважимо, що дослiдження збiжностi знакозмiнних рядiв почи-
наємо з дослiдження їх на абсолютну збiжнiсть.

Приклади 9.16. Дослiдити збiжнiсть рядiв:

1.

∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)2
.

Розв’язування. Це знакопочережний ряд. Дослiдимо його споча-
тку на абсолютну збiжнiсть

∞∑
n=1

∣∣∣∣ (−1)n

(2n+ 1)2

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)2
.
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Оскiльки
1

(2n+ 1)2
=

1

4n2 + 4n+ 1
6 vn =

1

4n2
,

то ряд
∞∑
n=1

vn =
1

4

∞∑
n=1

1

n2
збiжний (α = 2 > 1).

За ознакою порiвняння 1 ряд, який складений з абсолютних ве-
личин членiв вихiдного ряду, є збiжним. Отож, вихiдний ряд
абсолютно збiжний.

2.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n 5n
.

Розв’язування. Дослiдимо ряд на абсолютну збiжнiсть

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1

n 5n

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

1

n 5n
.

Застосуємо ознаку Кошi

q = lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√
1

n 5n
= lim

n→∞

1
n
√
n 5

=
1

5
< 1.

Ряд, який складений з абсолютних величин членiв вихiдного ря-
ду, є збiжним. Отож, вихiдний ряд є абсолютно збiжним.

3.

∞∑
n=1

(−1)n+1

8
√
n3

.

Розв’язування. Дослiдимо спочатку на абсолютну збiжнiсть

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1

8
√
n3

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

1
8
√
n3
, α =

3

8
6 1.

Ряд, який складений з абсолютних величин членiв вихiдного ря-
ду, є розбiжним. Перевiримо чи виконуються умови ознаки Лей-

бнiца. Маємо lim
n→∞

un = lim
n→∞

1
8
√
n3

= 0,
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un =
1

8
√
n3

> un+1 =
1

8
√

(n+ 1)3
, ∀n ∈ N . Тодi ряд збiжний.

Отож, вихiдний ряд умовно збiжний.

4.

∞∑
n=1

(−1)n+1n

6n+ 7
.

Розв’язування. Дослiдимо на абсолютну збiжнiсть

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1n

6n+ 7

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

n

6n+ 7
.

Перевiримо необхiдну ознаку збiжностi. Маємо

lim
n→∞

n

6n+ 7
=

1

6
6= 0, отож ряд, який складений з абсолю-

тних величин членiв вихiдного ряду, розбiжний. Легко бачити,

що lim
n→∞

(−1)nn

6n+ 7
не iснує. Отож, вихiдний ряд розбiжний.

9.2. Cтепеневi ряди

Ряд вигляду

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ... =
∞∑
n=0

anx
n

називають степеневим рядом , де a0, a1, a2, ..., an, ... – за-
данi числа, якi називають його коефiцiєнтами , а x – деяка
змiнна величина. Множину значень x, для яких степеневий ряд
збiжний, називають областю збiжностi степеневого ряду або iн-
тервалом його збiжностi.

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд збiжний у точцi x0

(x0 6= 0), то вiн збiжний, абсолютно для всiх значень x, якi задо-
вольняють нерiвнiсть −|x0| < x < |x0|. Якщо степеневий ряд
розбiжний у точцi x1, тодi вiн розбiжний для всiх значень x,
для яких |x| > |x1|.
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Iз теореми Абеля випливає, що iснує iнтервал (−R;R), в усiх
точках якого степеневий ряд збiжний, а за межами [−R;R] – роз-
бiжний. Число R називають радiусом збiжностi степеневого
ряду i його обчислюють за однiєю з формул

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ або R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

,

за умови, що границi iснують.

Приклади 9.17. Знайти область збiжностi степеневих рядiв:

1.
∞∑
n=1

xn

n · 3n−1
.

Розв’язування. Визначимо коефiцiєнти ряду

an =
1

n · 3n−1
, an+1 =

1

(n+ 1) · 3n
.

Знайдемо радiус збiжностi за формулою

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1) · 3n

n · 3n−1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

3n+ 3

n
= 3.

Отож, при |x| < 3 – ряд збiжний, при |x| > 3 – розбiжний.
Дослiдимо поведiнку ряду на кiнцях iнтервалу збiжностi:

а) x = 3 ⇒
∞∑
n=1

3n

n · 3n−1
=
∑∞

n=1

3

n
– числовий ряд розбiжний;

б) x = −3 ⇒
∞∑
n=1

(−3)n

n · 3n−1
=
∑∞

n=1

(−1)n3

n
– ряд збiжний за

ознакою Лейбнiца.
Отож, область збiжностi −3 6 x < 3;

2.
∞∑
n=1

2n xn.

Розв’язування. Визначимо коефiцiєнт ряду an = 2n. Обчислимо
радiус збiжностi за формулою

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1
n
√
|2n|

=
1

2
.
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Отож, при |x| < 1

2
– ряд збiжний, при |x| > 1

2
– розбiжний.

Дослiдимо поведiнку ряду на кiнцях iнтервалу збiжностi:

а) x =
1

2
⇒

∞∑
n=1

2n
(

1

2

)n
=
∞∑
n=1

1 = +∞ – числовий ряд розбi-

жний;

б) x = −1

2
⇒

∞∑
n=1

2n
(
−1

2

)n
=
∞∑
n=1

(−1)n – числовий ряд розбi-

жний.
Отож, область збiжностi −0, 5 < x < 0, 5.

3.

∞∑
n=1

(−1)nxn

n3
.

Розв’язування. Визначимо коефiцiєнти ряду

an =
(−1)n

n3
, an+1 =

(−1)n+1

(n+ 1)3
.

Знайдемо радiус збiжностi за формулою

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n(n+ 1)3

n3(−1)n+1

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

n3 + 3n2 + 3n+ 1

n3
= 1.

Отож, при |x| < 1 – ряд збiжний, при |x| > 1 – розбiжний.
Дослiдимо поведiнку ряду на кiнцях iнтервалу збiжностi:

а) x = 1 ⇒
∞∑
n=1

(−1)n

n3
. Отриманий числовий ряд абсолютно

збiжний;

б) x = −1 ⇒
∞∑
n=1

(−1)n(−1)n

n3
=
∞∑
n=1

(−1)2n

n3
=
∞∑
n=1

1

n3
. Ряд збi-

жний за iнтегральною ознакою Кошi.
Отож, область збiжностi −1 6 x 6 1.

4.

∞∑
n=1

4n xn

n!
.
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Розв’язування. Визначимо коефiцiєнти ряду

an =
4n

n!
, an+1 =

4n+1

(n+ 1)!
.

Знайдемо радiус збiжностi за формулою

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣4n(n+ 1)!

n! 4n+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n! (n+ 1)

4n!
=

= lim
n→∞

(n+ 1)

4
= +∞.

Отож, при x ∈ (−∞, +∞) – ряд збiжний.

5.
∞∑
n=1

(n+ 2)!xn

5n
.

Розв’язування. Визначимо коефiцiєнти ряду

an =
(n+ 2)!

5n
, an+1 =

(n+ 3)!

5n+1
.

Знайдемо радiус збiжностi за формулою

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣5n+1(n+ 2)!

(n+ 3)! 5n

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

5 (n+ 2)!

(n+ 2)! (n+ 3)
= lim

n→∞

5

(n+ 3)
= 0.

Отож, тiльки при x = 0 – ряд збiжний.

9.3. Ряд Тейлора

Розглянемо таку функцiю f(x), що має в точцi x0 похiднi усiх
порядкiв. Тодi ряд

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

+
f (n)(x0)

n !
(x− x0)n + ... =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n
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називають рядом Тейлора функцiї f(x) в точцi x0.
Якщо функцiя f(x) має в деякому околi точки x0 похiднi усiх
порядкiв, обмеженi деяким числом, то у цьому околi

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + ... =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Зокрема, якщо x0 = 0, то отримаємо

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn + ... =

=
∞∑
n=0

f (n)(0)

n !
xn,

який називають рядом Маклорена функцiї f(x).
Розвинення елементарних функцiй у ряд Маклорена

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ ... =

∞∑
n=0

xn

n!
, для x ∈ R;

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− ...+ (−1)n

x2n−1

(2n− 1)!
+ ... =

=

∞∑
n=1

(−1)n
x2n−1

(2n− 1)!
, для x ∈ R;

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ...+ (−1)n−1x

n

n
+ ... =

=
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
, для − 1 < x 6 1;

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 + ...+

+
m(m− 1)...(m− n+ 1)

n!
xn + ..., для − 1 < x < 1.
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Aудиторна робота 22

22.1. Застосовуючи необхiдну умову збiжностi, дослiдити ряди:

1.
+∞∑
n=1

4n+ 3

5n− 7
.

2.
+∞∑
n=1

3

n(n+ 1)
.

3.
+∞∑
n=1

(−1)nn7

7n6 + 3
.

4.
+∞∑
n=1

5n+ 6

100n− 1
.

5.
+∞∑
n=1

3n+ 5

4n2 − 1
.

6.
+∞∑
n=1

lg n

lg n+ 2
.

22.2. Дослiдити на збiжнiсть. Якщо ряд збiжний, то знайти су-
му:

1.
+∞∑
n=1

2

(
1

5

)n−1

.

2.
+∞∑
n=1

4

3n−1
.

3. 1+

(
1

2

)
+

(
1

2

)2

+

(
1

2

)3

+
. . . .

4. 1+3+9+27+. . .+3n+. . . .

22.3. Дослiдити на збiжнiсть узагальненi гармонiйнi ряди:

1.
+∞∑
n=1

1

n
.

2.
+∞∑
n=1

1

n3
.

3.
+∞∑
n=1

3√
n
.

4.
+∞∑
n=1

4

n2
.

22.4. Дослiдити на збiжнiсть за допомогою ознак порiвняння :

1.
+∞∑
n=1

sin
π

2n
.

2.
+∞∑
n=1

n+ 1√
n3

.

3.
+∞∑
n=1

tg
π

n+ 2
.

4.
+∞∑
n=1

2n2 + 5

n3
.

5.
1

1 · 2
+

1

3 · 23
+

1

5 · 25
+
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1

7 · 27
+ . . . . 6.

+∞∑
n=1

1√
n(1 + n2)

.

22.5. Застосовуючи ознаку д’Аламбера, дослiдити на збiжнiсть:

1.
+∞∑
n=1

n2

3n
.

2.
+∞∑
n=1

4nn!

nn
.

3.
+∞∑
n=1

nn

n!
.

4.
1

2
+
n

22
+ . . .+

n

2n
+ . . . .

5.
+∞∑
n=1

n(n+ 1)

6n
.

6.
+∞∑
n=1

n3

(n+ 1)!
.

22.6. Використовуючи ознаку Кошi, дослiдити на збiжнiсть :

1.
+∞∑
n=1

nn

(2 + 3n)n
.

2.
+∞∑
n=1

nn

(2n+ 1)n
.

3.
+∞∑
n=1

2

10n
.

4.
+∞∑
n=1

(
4n

6n+7

)n
.

22.7. За допомогою ознаки Лейбнiца, дослiдити на збiжнiсть:

1.
+∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n2n
.

2.
+∞∑
n=1

(−1)nn2

n3 + 2
.

3.
+∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 100
.

4.
+∞∑
n=1

(−1)n lnn

2n− 1
.

5.
+∞∑
n=1

(−1)n10n

nn + 2
.

6.
+∞∑
n=1

(−1)n+1n
3

2n
.

22.8. Знайти областi збiжностi степеневих рядiв:

1. 1 + x+ +
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . .

2. 1 + 2!x+ 3!x2 + 4!x3 + . . . .
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3. 1 +
2x

32
√

3
+ . . .+

2nxn

(2n+ 1)2
√

3n
+ . . . .

4.
+∞∑
n=1

3nxn√
2n
.

5.
+∞∑
n=1

(2x+ 3)n

5n
.

6.
+∞∑
n=0

2n(x+ 5)n.

22.9. Розкласти в степеневий ряд за степенями x функцiї:

1. y = cos2 x.

2. y =
ex − 1

x
.

3. y = x ln(1 + x2).

4. y =
x− ln(1 + 2x)

x2
.

Домашня робота 22

22.1. Застосовуючи необхiдну умову збiжностi, дослiдити ряди:

1.
+∞∑
n=1

6n+ 3

8n− 7
.

2.
+∞∑
n=1

5

n(n+ 4)
.

3.
+∞∑
n=1

(−1)nn4

n2 + 3
.

4.
+∞∑
n=1

2n+ 7

50n− 1
.

5.
+∞∑
n=1

n
3
4 − 25√
n+ 50

.

6.
+∞∑
n=1

lnn

lnn+ n2
.

22.2. Дослiдити на збiжнiсть. Якщо ряд збiжний, то знайти су-
му:
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1.
+∞∑
n=1

4n−1.

2.
+∞∑
n=1

5

7n−1
.

3. 1 +

(
1

3

)
+

(
1

3

)2

+ . . . .

4. 5 +
5

2
+

5

4
+

5

6
+ . . . .

22.3. Дослiдити на збiжнiсть узагальненi гармонiйнi ряди:

1.
+∞∑
n=1

1

n4
.

2.
+∞∑
n=1

1

n
1
4

.

3. 1+
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

n2
+ . . . .

4. 5 +
5√
23

+ . . .+
5√
n3

+ . . . .

22.4. Дослiдити на збiжнiсть за допомогою ознак порiвняння :

1.
+∞∑
n=1

3n3 + 1

n4
.

2.
+∞∑
n=1

sin
π

5n
.

3.
+∞∑
n=1

n+ 7√
n5

.

4.
+∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n3

)
.

5.
+∞∑
n=1

3n2 + 2n√
n3 + 2

.

6.
+∞∑
n=1

1√
n(n2 + 1)

.

22.5. Застосовуючи ознаку д’Аламбера, дослiдити на збiжнiсть
:

1.
+∞∑
n=1

n

(n+ 1)!
.

2.
1

4
+
n

42
+ . . .+

n

4n
+ . . . .

3.
+∞∑
n=1

n(n+ 2)

5n
.

4.
+∞∑
n=1

n!

10n
.

5.
+∞∑
n=1

1

(2n+ 1)!
.

6.
+∞∑
n=1

n tg
π

3n+1
.

22.6. Використовуючи ознаку Кошi, дослiдити на збiжнiсть:
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1.
+∞∑
n=1

nn

(2 + 5n)n
.

2.
+∞∑
n=1

2n

(2n+ 1)n
.

3.
+∞∑
n=1

7n

3
.

4.
+∞∑
n=1

4n

3n
.

5.
+∞∑
n=1

(
3n+2

2n2+5n+8

)n
.

6.
+∞∑
n=1

(
5n+3
2n+7

)n
.

22.7. Дослiдити на абсолютну й умовну збiжнiсть :

1.
+∞∑
n=1

(−1)n
n

n3 + 4
.

2.
+∞∑
n=1

(−1)n

n3
.

3.
+∞∑
n=1

(−1)n+1

2n− 1
.

4.
+∞∑
n=1

(−1)n√
n
.

5.
+∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n− 1)22n−1
.

6.
+∞∑
n=1

(−3)n

(4n+ 1)n
.

7.
+∞∑
n=1

(−1)n

np
.

8.
+∞∑
n=1

(−1)n+1

8n
.

22.8. Знайти областi збiжностi степеневих рядiв:

1. x+
x2

2
+
x3

3
+
x4

4
+ . . . .

2. 1 + x+ 22x2 + 33x3 + . . .+ nnxn + . . . .

3. 1 +
x√
5

+ . . .+
xn√
5n

+ . . . .

4.
+∞∑
n=1

n!2

(2n)!
xn.

5.
+∞∑
n=1

(8)nxn√
3n

.

6.
+∞∑
n=1

3n(x− 2)n.
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22.9. Розкласти в степеневий ряд за степенями x функцiї:

1. y = sin2 x.

2. y = (1 + x2)12.

3. y = e−x
2
.

4. y =
x+ ln(1− x)

x3
.

9.4. Застосування рядiв у економiцi

Сумарний видобуток корисних копалин. Нехай вiдо-
ма початкова величина видобутку d0 руди i план видобутку на
майбутнє, тобто через n днiв маємо видобувати по dn руди. Тодi
сумарний видобуток D можна визначити за формулою

D = d0 +
∞∑
n=1

dn.

Приклад 9.18. Нехай на деякiй штольнi спочатку видобу-
ли k0 руди i кожного наступного n–го дня мають видобувати
dn = k0

n(n+1) руди. Знайти сумарний видобуток.
Розв’язування. Використовуючи попередню формулу, обчислимо
сумарний видобуток

D = k0 +
∞∑
n=1

k0

n(n+ 1)
.

Обчислимо n-ну частинну суму ряду Sn

Sn = k0 +
n∑
k=1

k0

k(k + 1)
= k0 + k0

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

= k0

(
1 +

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ ...+

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

+

(
1

n
− 1

n+ 1

))
= k0

(
2− 1

n+ 1

)
.
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Тодi D = lim
n→∞

Sn = k0 lim
n→∞

(
2− 1

n+1

)
= 2k0. Отож, одер-

жали, що величина сумарного видобутку D – 2k0.

Сумарне забруднення. Якщо вiдома величина забруднен-
ня zn, яке надходить у певне середовище через n днiв (одиниць
часу) пiсля початку дослiдження, тодi сумарне забруднення
Z можна визначити за формулою

Z =

∞∑
n=1

zn.

Приклад 9.19. Злив вiдходiв деякого виробництва вiдбува-
ється за правилом zn = 1+2n

4n , де n – кiлькiсть днiв пiсля початку
спостереження. Знайти величину сумарного забруднення.
Розв’язування. Використовуючи попередню формулу, обчислимо
сумарне забруднення

Z =
∞∑
n=1

zn =
∞∑
n=1

1 + 2n

4n
.

Знайдемо суму цього ряду. Обчислимо n-ну частинну суму ряду
Sn

Sn =

n∑
k=1

1 + 2k

4k
=

n∑
k=1

(
1

4k
+

2k

4k

)
=

n∑
k=1

(
1

4k
+

1

2k

)
.

Враховуючи формулу суми n перших членiв геометричної про-
гресiї Sn = b1(1−qn)

1−q , отримаємо

Sn =
1
4(1− 1

4n )

1− 1
4

+
1
2(1− 1

2n )

1− 1
2

=
1

3

(
1− 1

4n

)
+1− 1

2n
=

4

3
−1

3

1

4n
− 1

2n
.

Тодi одержимо величину сумарного забруднення

Z = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
4

3
− 1

3

1

4n
− 1

2n

)
= 1

1

3
.
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Контрольнi запитання

1. Що називають числовим рядом?
2. Яке означення збiжностi числового ряду?
3. Як формулюється необхiдна умова збiжностi числового ряду?
4. Яке твердження називають критерiєм Кошi збiжностi число-
вого ряду?
5. Який ряд називають узагальненим гармонiйним рядом?
6. Як формулюється iнтегральна ознака Кошi?
7. У чому суть ознак порiвняння збiжностi числового ряду?
8. Як формулюється ознака Даламбера?
9. Як формулюється радикальна ознака Кошi?
10. Який ряд називають знакопочережним рядом?
11. Що називають степеневим рядом?
12. Яке означення радiусу збiжностi степеневого ряду?
13. Що називають рядом Маклорена?
14. Якi формули описують розвинення елементарних функцiй у
ряд Маклорена?
15. За якою формулою обчислюють сумарний видобуток кори-
сних копалин?

Контрольна робота (Модуль) 5

1. Розв’язати диференцiальнi рiвняння:

1. y′ = y cos 3x. 2. y′ =
y

x
+
y3

x3
.

3. y′′ − 4y′ + 20y = 0. 4. y′′ + y′ = (2x+ 1)ex.

2. Розв’язати задачу Кошi y′ + 2xy = xe−x
2
, y(0) = 1.

3. Дослiдити збiжнiсть ряду:

1.
+∞∑
n=1

10

n2 + 2
√
n
. 2.

∞∑
n=1

(
3

5

)n 1

n
. 3.

∞∑
n=1

3n

(n+ 2)!
.
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4. Дослiдити на абсолютну й умовну збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(−1)n

3
√

(2n− 1)2
.

5. Визначити радiус та iнтервал збiжностi ряду
∞∑
n=1

xn

3n(2n− 1)
.

Пiдсумкова контрольна робота (Пiдсумковий
Модуль)

1. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї, записати
повний диференцiал u = (3x4 − 2x)e2y−1.

2. Знайти похiдну функцiї u = 3x3y2z за напрямом вектора−→
l = (2;−3;−1) у точцi M0(1;−1; 1).

3. Дослiдити на екстремум функцiю
z = x2 − 2y2 + 2xy − 2x+ 3y − 10.

4. Знайти площу фiгури обмеженої кривими
y = x2 − 2x, y = 2x+ 9.

5. Обчислити iнтеграли:

1.

π/3∫
0

sin(2x) cos3(x) dx. 2.

∫
(3x− 7) ex−1 dx. 3.

∫
(7x− 4)dx

x2 + 2x− 35
.

6. Дослiдити на збiжнiсть ряди:

1.
∞∑
n=1

(
3

7

)n 1

5n− 1
. 2.

∞∑
n=1

5n

(n+ 1)!
. 3.

∞∑
n=1

5

3n−1
.

7. Дослiдити на умовну й абсолютну збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(−1)n

3n3 + 2
.
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8. Розв’язати диференцiальнi рiвняння:
1. y′ cos2(5x) = 4y. 2. xy′ = y + x sin2 y

x
.

3. y′′ − 4y′ = (5x+ 7)e2x. 4. y′′ − 4y′ + 8y = 0.

9. Розв’язати задачу Кошi xy′ + 7y = −x, y(1) = 2.

Зразок екзаменацiйного бiлета

1. Обчислити f(A), якщо

f(x) = 3x2 − 4x− 5, A =

 2 1 −2
−3 2 −1
1 1 2

 .

2. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах
−→a = (2; 3; 1),

−→
b = (−1; 0;−1).

3. Записати в тригонометричнiй формi комплексне число
z = 2 + 2i. Обчислити за формулою Муавра z12.

4. Задано трикутник з вершинами A(4;−4), B(1; 2), C(3; 4). На-
писати рiвняння сторони BC, висоти AD i медiани BM.

5. Знайти кут мiж векторами
−−→
AB i

−→
AC, якщо A(1;−2; 3),

B(2; 3;−2), C(−2; 4; 5).

6. Дослiдити на екстремум функцiю z = x2 + 3y2 − 4x− 6y + 2.

7. Розв’язати систему рiвнянь


2x+ 3y − 4z = 24,
3x− 2y + z = 48,
x+ 4y − z = 48.

8. Дослiдити на збiжнiсть ряди:

1.

∞∑
n=1

(
3

7

)n 1

5n− 1
. 2.

∞∑
n=1

5n

(n+ 1)!
. 3.

∞∑
n=1

5

3n−1
.

9. Знайти границi:
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1. lim
x→∞

2x2 − 3√
x4 + 2

. 2. lim
n→∞

(
3n− 7

3n+ 5

)2n+1

. 3. lim
x→0

3 tg(9x)√
x+ 81− 9

.

10. Знайти похiдну функцiї

y = (7x− 4)cos3(3x+ 2) +
e6x−7

√
x2 − 7x− 9

.

11. Знайти розв’язок задачi Кошi y′(x+ 1) = y, y(1) = 2.

12. Обчислити частиннi похiднi другого порядку
f(x, y) = x4y + 7xy7 − 5 ln(xy).

13. Обчислити iнтеграли:

1.

π/3∫
0

sinx cos5 xdx. 2.

∫
(3x− 1) ex−3dx. 3.

∫
(7x− 4)dx

x2 + 2x− 35
.

14. Знайти площу фiгури обмежену кривими:
y = x2 + 2x+ 1, y = −x+ 5.

15. Розв’язати диференцiальнi рiвняння:

1. y′′− 2y′+ y = 0. 2. y′′+ 2y′+ 10y = 0. 3. y′′− 4y′ = (2x− 3)e2x.

16. Знайти область збiжностi степеневого ряду
∞∑
n=1

xn

n
.

17. На деякiй фiрмi виробляють два види товарiв, де товар пер-
шого виду реалiзують за цiною px = 40, а товар другого ви-
ду – за цiною py = 60. Витрати виробництва описує функцiя
C(x, y) = 3x2 + 2y2 − 2xy. За яких обсягiв x, y виробництва при-
буток фiрми буде максимальним? Знайти цей прибуток.
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