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ПРАКТИЧНI ЗАНЯТТЯ 1 – 3.
ЕЛЕМЕНТИ КОМБIНАТОРИКИ ТА КЛАСИЧНЕ

ОЗНАЧЕННЯ ЙМОВIРНОСТI.

1.1. Елементи комбiнаторики

Позначатимемо множини великими буквами латинського алфавiту A, B,
C , . . . , їхнi елементи — малими буквами a, b, c, . . . . Об’єднання, перерiз i
рiзницю множин A i B позначатимемо вiдповiдно A ∪ B, A ∩ B та A \ B.
Нехай, крiм того, |A| означає потужнiсть множини A, що дорiвнює n для
n-елементної множини A. Нагадаємо, що n-елементна множина
називається впорядкованою, якщо кожному її елементу поставлено у
вiдповiднiсть одне з натуральних чисел вiд 1 до n (номер числа) включно,
причому рiзним елементам вiдповiдають рiзнi номери.
Oзначимо факторiал числа n рiвностями n! def= 1 · 2 · · · n при n ∈ N i 0! def= 1.
Розв’язуючи задачi з комбiнаторики, часто доводиться використовувати
таке елементарне правило.
Правило добутку. Якщо об’єкт ai можна вибрати mi способами,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, то вибiр упорядкованної послiдовностi об’єктiв (a1, . . . , an)
можна виконати m1 ·m2 · . . . ·mn способами.
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Приклад
В їдальнi є 3 першi, 5 других i 2 третiх страви. Скiлькома способами
можна скласти з них обiд?

За правилом добутку обiд можна скласти 30 = 3 · 5 · 2 способами.

Наведемо деякi поняття, якi використовуватимемо при розв’язуваннi
задач.
Нехай A = {a1, a2, . . . , an} — деяка n-елементна множина, а
N = {1, 2, . . . , n}.
Розмiщенням з n елементiв множини A по k елементiв називається
довiльний впорядкований набiр (ai1 , . . . , aik ), де im ∈ N , 1 6 m 6 k 6 n i
серед im немає однакових.
Кiлькiсть розмiщень з n елементiв по k позначаємо Ak

n .

Твердження
Ak

n = n(n − 1) · · · (n − k + 1) при k, n ∈ N, k 6 n.
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Доведення. Множину всiх впорядкованих наборiв вигляду (ai1 , ai2 , . . . , aik ),
де im 6= il при m 6= l , im, il ∈ N , розiб’ємо на пiдмножини вигляду (a1, ai2 ,
. . . , aik ), (a2, ai2 , . . . , aik ), . . . (an, ai2 , . . . , aik ). Оскiльки кiлькiсть елементiв у
кожнiй такiй пiдмножинi дорiвнює Ak−1

n−1, то одержуємо рекурентне
спiввiдношення Ak

n = nAk−1
n−1. Враховуючи, що A1

m = m для довiльного
натурального m, iндукцiєю за k отримуємо потрiбне твердження.

Для розмiщення з n елементiв по n елементiв вживають термiн
перестановка з n елементiв, а An

n ще позначають через Pn := An
n. За

твердженням Pn = n!.
Сполукою (комбiнацiєю) з n елементiв множини A по k елементiв
називається довiльна k-елементна пiдмножина A.
Кiлькiсть комбiнацiй з n елементiв по k (кiлькiсть k-елементних
пiдмножин множини з n-елементiв) позначаємо Ck

n .

Твердження

Для будь-яких натуральних чисел k i n (k 6 n) справджується

Ck
n = n!

(n − k)!k! .
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Доведення. Оскiльки з кожної сполуки з n елементiв по k перестановкою
елементiв можна утворити k! рiзних розмiщень з n елементiв по k, то

Ck
n = Ak

n
k! = n!

(n − k)!k! .

Приклад

Довести формулу бiнома Ньютона (C0
n

def= 1)
(a + b)n =

∑n
k=0 Ck

n akbn−k .

Маємо (a + b)n = (a + b)(a + b) · · · (a + b)︸ ︷︷ ︸
n раз

=
∑

xi∈{a,b}
16i6n

x1x2 · · · xn. Знайдемо

кiлькiсть тих мономiв x1x2 · · · xn, якi дорiвнюють akbn−k . Рiвнiсть
x1 · · · xn = akbn−k можлива, коли k множникiв xi дорiвнюють a i n − k —
дорiвнюють b. Вибрати k множникiв xi , якi дорiвнюють a, можна Ck

n
способами, при цьому решта множникiв обов’язково дорiвнюють b. Тобто,
в написанiй сумi є Ck

n мономiв вигляду akbn−k , що й потрiбно було довести.

Приклад
Студентовi потрiбно скласти три iспити протягом семи днiв. Скiлькома
способами це можна зробити, якщо одного дня не можна складати бiльше
одного iспиту?
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Кiлькiсть способiв дорiвнює кiлькостi рiзних варiантiв вибору
впорядкованої трiйки днiв з 7 днiв, тобто A3

7 = 210.

Приклад
Скiлькома способами можна розташувати n рiзних книг на полицi так,
щоб мiж книгами A i B було точно r книг?

Очевидно, що необхiдною умовою iснування принаймнi одного такого
способу є 0 6 r 6 n − 2. Занумеруємо книги числами вiд 1 до n. Тодi
розташування книг на полицi задається послiдовнiстю (i1, . . . , in), де ik —
номер книги, яка займає k-те мiсце. Нехай mA та mB номери A i B,
вiдповiдно. Всього iснує (n − 2)! рiзних послiдовностей вигляду
(i1, . . . , ik−1,mA, ik+1, . . . , ik+r ,mB , ik+r+2, . . . , in) при фiксованих k i r .
Перебираючи всi можливi k вiд 1 до n− r − 1 та переставляючи мiсцями A
та B, одержимо 2(n− r − 1)(n− 2)! розташувань, якi задовольняють умову
задачi.
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Приклад
На яку найбiльшу кiлькiсть частин можуть подiлити площину n прямих?

Якщо деякi три прямi проходять через одну точку, то зсувом однiєї прямої
можна збiльшити кiлькiсть частин, на якi подiлена площина. Подiбно,
якщо знайдеться пара паралельних прямих, то поворотом однiєї з них
можна також збiльшити кiлькiсть частин, на якi роздiлена площина.
Отже, нiякi три прямi не повиннi проходити через одну точку i будь-якi
двi прямi повиннi перетинатися.
Будемо послiдовно проводити прямi, дотримуючись цих вимог. Одна
пряма розбиває площину на двi частини. Кожна наступна пряма збiльшує
кiлькiсть частин площини на кiлькiсть точок перетину з вже проведеними
прямими плюс 1, тобто k-та пряма додає k частин. Отже, найбiльша
кiлькiсть частин площини, якi утворяться пiсля проведення n прямих,
дорiвнює 2 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n + 1)/2 + 1.
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Перестановкою з повторенням з n елементiв називається будь-яке
впорядкування n-елементної множини A, серед елементiв якої є однаковi.
Якщо серед елементiв A є ni елементiв i-го типу, i ∈ {1, 2, . . . , k}, при
цьому n1 + n2 + · · ·+ nk = n, то кiлькiсть всiх перестановок з повторенням
множини A позначається Pn(n1, . . . , nk).

Твердження

Pn(n1, n2, . . . , nk) = n!
n1!n2! · · · nk ! ,

де ni ∈ N, i ∈ {1, . . . , k}, n1 + n2 + · · ·+ nk = n.

Доведення. Для кожного номера вiд 1 до n треба зазначити тип елемента
з цим номером. Номери для елементiв першого типу можна вибрати Cn1

n
способом. Для елементiв другого типу залишається n − n1 номерiв, тобто
iснує Cn2

n−n1
способiв їхнього розташування. Продовжуючи цi мiркування,

одержуємо, що для елементiв (k − 1)-го типу є Cnk−1
n−n1−···−nk−2

способiв
розташування. Елементи k-го типу розмiщуємо эдиним способом на
мiсцях, що залишаються. Отже, за правилом добутку, оскiльки
n1 + · · ·+ nk = n,

Pn(n1, n2, . . . , nk) = Cn1
n Cn2

n−n1
· · ·Cnk−1

n−n1−···−nk−2
=

Dplaystyle = n!
n1!(n−n1)!

(n−n1)!
(n−n1−n2)!n2! · · ·

(n−n1−···−nk−2)!
(n−n1−···−nk−1)!nk−1! = n!

n1!n2!···nk !
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Приклад
Скiльки рiзних “слiв” можна отримати, переставляючи букви в словi
“математика”?

P10(2, 3, 2, 1, 1, 1) = 10!
2!3!2! = 151200.

Твердження
Кiлькiсть способiв, якими можна розкласти n рiзних предметiв по k
скриньках так, щоб до i-ої скринi потрапило ni предметiв, i ∈ {1, . . . , k},
n1 + n2 + · · ·+ nk = n, дорiвнює Pn(n1, n2, . . . , nk).

Доведення. Кожному предмету поставимо у вiдповiднiсть натуральне
число (номер) вiд 1 до k. Якщо предмет має номер i , то цей предмет
потрапляє в i-ту скриньку. Зазначимо, що кожнiй такiй нумерацiї
однозначно вiдповiдає впорядкування n предметiв k типiв. Рiзних таких
нумерацiй є Pn(n1, n2, . . . , nk).
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Приклад
Скiлькома способами можна розмiстити 7 рiзних кульок по 7 скриньках
так, щоб у двох скриньках було по 2 кульки, а 2 скриньки залишились
порожнiми?

При зазначеному розташуваннi отримуємо 3 групи скриньок залежно вiд
кiлькостi кульок, якi мiстяться в цих скриньках: 2 скриньки мiстять по 2
кульки, 3 — по 1 кульцi, 2 — жодної. Розбити скриньки на такi три групи
можна P7(2, 3, 2) способами. Кожному такому розбиттю за твердженням
вiдповiдає P7(2, 2, 1, 1, 1, 0, 0) способiв розмiщення 7 кульок по цих
скриньках. Отже, за правилом добутку, шукана кiлькiсть способiв
дорiвнює

P7(2, 3, 2)P7(2, 2, 1, 1, 1, 0, 0) = 7!
2!3!2!

7!
2!2! = (7!)2

96 .
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Сполукою з повторенням з n елементiв по k елементiв називається
будь-який k-елементний набiр вигляду {a1, a2, . . . , ak}, де кожен з
елементiв a1, a2, . . . , ak належить до одного з n типiв. Кiлькiсть всiх сполук
з повтореннями з n елементiв по k позначається Ck

n .

Твердження

Для будь-яких натуральних n i k справджується Ck
n = Ck

n+k−1.

Доведення. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй сполуцi з повторенням
впорядковану множину, складену з нулiв i одиниць за таким правилом:
пишемо стiльки разiв 1, скiльки елементiв першого типу входить у
сполуку (можливо жодної), потiм пишемо 0, пiсля цього — стiльки разiв 1,
скiльки елементiв другого типу входить у сполуку, потiм знову 0 i т.д.
Пiсля групи одиниць, що вiдповiдають n-му типу, нуль не пишемо. Мiж
цими впорядкованими множинами, складеними з нулiв i одиниць, з одного
боку, i сполуками з повтореннями — з iншого, є взаємно однозначна
вiдповiднiсть. Але кожна така впорядкована множина складається з k
одиниць та n − 1 нуля. Тому кiлькiсть всiх сполук з повтореннями з n
елементiв по k дорiвнює Ck

n = Pn+k−1(k, n − 1) = (n + k − 1)!
k!(n − 1)! = Ck

n+k−1.
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Приклад

Скiльки цiлих невiд’ємних розв’язкiв має рiвняння x1 + · · ·+ xn = m,
m ∈ N ∪ {0}?

Кожному розв’язку вiдповiдає сполука з повтореннями з n елементiв по
m, де взято xi елементiв i-го сорту, i ∈ N . Ця вiдповiднiсть
взаємнооднозначна, тому кiлькiсть розв’язкiв дорiвнює Cm

n+m−1.
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Нехай Ω — деяка скiнченна множина, Ai ⊂ Ω, i ∈ N , Ai = Ω \ Ai .

Твердження (Формула включень i виключень)
Правильна формула

|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An| = |Ω| −
n∑

i1=1
|Ai1 |+

∑
16i1<i26n

|Ai1 ∩ Ai2 | − . . .

+(−1)k
∑

16i1<i2<···<ik6n
|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik |+ · · ·+ (−1)n|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|.

Corollary

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| =
n∑

i1=1
|Ai1 | −

∑
16i1<i26n

|Ai1 ∩ Ai2 |+ . . .

+(−1)k−1
∑

16i1<i2<···<ik6n
|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik |+ . . .

+(−1)n−1|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|.
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Приклад
У вiддiлi науково-дослiдного iнституту кожен iз спiвробiтникiв цього
вiддiлу знає хоча б одну iноземну мову. Шестеро з них знають англiйську
мову, 6 — нiмецьку, 7 — французьку, 4 знають англiйську i нiмецьку, 3 —
нiмецьку та французьку, 2 — французьку й англiйську, 1 знає всi три
мови. Скiльки спiвробiтникiв працюють у вiддiлi? Скiльки з них знають
лише англiйську мову?

Позначимо лiтерою E множину працiвникiв, якi знають англiйську мову,
лiтерою D — тих, що знають нiмецьку мову, лiтерою F — тих, що знають
французьку мову. Тодi за умовою |E | = |D| = 6, |F | = 7, |E ∩ D| = 4,
|D ∩ F | = 3, |E ∩ F | = 2, |E ∩ D ∩ F | = 1. Звiдси за формулою включень та
виключень знаходимо

|E ∪ F ∪ D| = 6 + 6 + 7− 4− 3− 2 + 1 = 11

— кiлькiсть працiвникiв,

|E ∩ F ∩ D| = |E | − |F ∩ E | − |E ∩ D|+ |F ∩ D ∩ E | = 6− 2− 4 + 1 = 1.

Тобто, з 11 працiвникiв вiддiлу лише англiйську мову знає 1 працiвник.



15

1.1. Букви азбуки Морзе — це послiдовностi ” · ” i — ". Скiльки букв
можна скласти не бiльше нiж з 10 послiдовних символiв?
1.2. Нехай A i B множини, |A| = m, |B| = n. Скiльки iснує рiзних:
а) вiдображень f : A→ B? б) iн’єктивних вiдображень з A в B?
1.3. На шкiльному вечорi присутнi 12 дiвчат i 15 юнакiв. Скiлькома
способами можна вибрати з них 4 пари (юнак i дiвчина) для танцiв?
1.4. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, . . . , 2n} так,
щоб кожне парне число мало парний номер?

1.5. Скiлькома способами серед чисел 1,2, ... , 30 можна вибрати три
рiзних числа так, щоб їх сума була парною?
1.6. Скiльки iснує п’ятизначних натуральних чисел, якi:
1) мають всi рiзнi цифри;
2) кратнi 25;
3) у десятковому записi яких нема нулiв;
4) мають лише один нуль;
5) мають не бiльше двох нулiв;
6) якi можна утворити лише з двох цифр, "5"i "7";
7) якi можна утворити лише з двох цифр, "0"i "7";
8) якi можна утворити лише з двох цифр;
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9) однаково читаються злiва направо i справа налiво (наприклад, 67876,
17071)?

1.7. Яку найменшу кiлькiсть словникiв доведеться видати, щоб можна
було безпосередньо здiйснювати переклади з будь-якої з шести мов:
української, англiйської, росiйської, нiмецької, французької та iспанської
на будь-яку iншу з цих шести мов?
1.8. Скiлькома способами можуть сiсти за круглий стiл п’ятеро жiнок i
п’ятеро чоловiкiв так, щоб жоднi двi особи однiєї статi не сидiли поруч?
1.9. На яку найбiльшу кiлькiсть частин можуть подiлити простiр n
площин?
1.10. На яке найбiльше число частин можуть подiлити площину n кiл?
1.11. Скiльки дiагоналей можна провести в опуклому n-кутнику?
1.12. В опуклому n-кутнику проведено всi дiагоналi. Вiдомо, що жоднi 3 з
них не перетинаються в однiй точцi. На скiльки частин подiлиться
многокутник?
1.13. Якщо повернути аркуш паперу на 180◦, то цифри 0, 1 i 8 не
змiняться, 6 i 9 переходять одна в одну, iншi втрачають змiст. Скiльки
iснує семизначних чисел, величина яких не змiниться при поворотi паперу
на 180◦?
1.14. Скiлькома способами на шаховiй дошцi можна розставити двi тури
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рiзного кольору так, щоб вони: 1) не били одна одну; 2) били одна одну?
1.15. Нехай p1, . . . , pn — рiзнi простi числа. Скiльки рiзних дiльникiв має
число m = pα1

1 · · · pαn
n , де αj ∈ N?

1.16. У прямокутнiй таблицi з m рядкiв та n стовпчикiв треба записати
числа +1 i −1 так, щоб добуток чисел у кожному рядку i кожному
стовпчику дорiвнював 1. Скiлькома способами це можна зробити?
1.17. Розглянемо прямокутну цiлочисельну гратку на площинi з лiвою
нижньою вершиною (0, 0) i правою верхньою — (m, n), m, n ∈ N. Скiльки
рiзних найкоротших шляхiв, що складаються з вертикальних i
горизонтальних ланок гратки, сполучають точки (0, 0) i (m, n)?
1.18. Довести такi спiввiдношення:

1) Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n , 1 6 k < n;

2) 1− C1
n + C2

n + · · ·+ (−1)nCn
n = 0;

3) C1
n + 2C2

n + · · ·+ nCn
n = n2n−1;

4) (C0
n )2 + (C1

n )2 + · · ·+ (Cn
n )2 = Cn

2n;

5) Cm
n C0

k + Cm−1
n−1 C1

k+1 + · · ·+ C0
n−mCm

k+m = Cm
n+k+1.

1.19. Довести, що ap − a для довiльного a ∈ N дiлиться на p, якщо p —
просте число (мала теорема Ферма).
1.20. Скiльки пiдмножин має n-елементна множина?
1.21. Нехай Sn,p — кiлькiсть сюр’єктивних вiдображень множини
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{1, . . . , n} у множину {1, . . . , p}, n, p ∈ N, p 6 n. Довести формулу

Sn,p = pn − C1
p (p − 1)n + C2

p (p − 2)n + · · ·+ (−1)p−1Cp−1
p .

1.22. На зборах повиннi виступити 4 особи: A, B, C i D. Скiлькома
способами їх можна записати у список ораторiв, якщо B не може
виступати ранiше за A?
1.23. До мiжнародної комiсiї входить n осiб. Матерiали комiсiї зберiгають
у сейфi. Доступ до сейфа можливий тодi i тiльки тодi, коли збереться не
менше, нiж m членiв комiсiї. Скiльки замкiв повинен мати сейф та
скiльки ключiв до них треба виготовити i як розподiлити їх серед членiв
комiсiї, щоб виконати цю умову?
1.24. Довести формулу для n ∈ N

(a1 + a2 + · · ·+ ak)n =
∑

r1>0,...,rk>0
r1+r2+···+rk =n

n!
r1!r2! · · · rk !ar1

1 ar2
2 · · · a

rk
k .

1.25. Скiлькома способами можна подiлити колоду з 52 карт навпiл так,
щоб: а) в кожнiй частинi було по 2 тузи; б) в кожнiй частинi було порiвну
червоних i чорних карт?
1.26. Скiлькома способами можна з колоди в 36 карт взяти 10 карт так,
щоб серед них було точно 8 карт однiєї мастi?
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1.27. Скiлькома способами можна вибрати 6 карт з 52, щоб серед них були
карти всiх 4 мастей?

1.28. У кiмнатi є n ламп. Скiльки є способiв освiтлення кiмнати, при
якому ввiмкнено k ламп? Скiльки є всього способiв освiтлення кiмнати?
1.29. Скiлькома способами n рiзних кульок можна розмiстити по n рiзних
комiрках так, щоб тiльки одна комiрка залишилась порожньою?
1.30. Скiльки слiв з 5 лiтер можна утворити з лiтер a, b, c якщо вiдомо,
що лiтера a трапляється в словi не бiльше двох разiв, b — не бiльше
одного разу, c — не бiльше трьох разiв?
1.31. Запишiть усi сполуки з повтореннями з трьох елементiв a, b, c по три.

1.32. Скiльки натуральних розв’язкiв має рiвняння x1 + x2 + · · ·+ xn = m?

1.33. У лiфт 12-поверхового будинку на першому поверсi зайшло четверо
осiб. Скiлькома способами вони можуть вийти з лiфту?
1.34. У кiоску продаються листiвки 6 видiв. Скiлькома способами (щодо
видiв) можна придбати а) 4 рiзнi листiвки; б) 4 довiльнi листiвки?

1.35. Скiльки рiзних “слiв” можна утворити перестановкою лiтер у словi
"паралелепiпед"?
1.36. Поїзд, у якому з початкової станцiї їде n пасажирiв, робить k
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зупинок.
а) Скiлькома способами пасажири можуть вийти на цих зупинках?
б) Скiлькома способами вони можуть це зробити, якщо враховується лише
кiлькiсть пасажирiв, якi вийшли на кожнiй зупинцi?
1.37. Скiлькома способами можна роздiлити мiж 3 дiтьми 10 яблук (не
розрiзаючи яблук), щоб кожна дитина отримала принаймнi одне яблуко?
1.38. Скiлькома способами можна розмiстити 6 папок у 3 шухлядах
письмового столу (порядок папок у шухлядi неiстотний), якщо кожна
шухляда вмiщає всi папки i:
а) всi папки однаковi,
б) всi папки рiзнi,
в) всi папки однаковi, але в кожнiй шухлядi має бути хоча б одна папка,
г) всi папки рiзнi, але в першiй шухлядi має бути 1 папка, в другiй — 2

папки, в третiй — 3 папки,
д)∗ всi папки рiзнi, i в кожнiй шухлядi має бути принаймнi одна папка?
1.39. Скiльки рiзних часткових похiдних k-го порядку має аналiтична
функцiя f (z1, z2, . . . , zn)?
1.40. Протягом сесiї студенти складають 4 iспити, з яких 2 — з
математики. Скiлькома способами можна скласти розклад так, щоб
iспити з математики не стояли поруч?
1.41. Скiлькома способами можна групу з 15 осiб
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а) подiлити на 2 пiдгрупи з 10 i 5 осiб,
б) взагалi подiлити на 2 пiдгрупи?

1.42. Скiльки комiсiй у складi 3 осiб можна утворити, вибираючи з 4
подружнiх пар, якщо:
а) в комiсiю може входити будь-хто з них,
б) в комiсiю не можуть входити члени однiєї сiм’ї?
1.43. Скiлькома способами можна 10 бiлих i 6 чорних куль розташувати в
ряд так, щоб жоднi 2 чорнi кулi не були поруч?
1.44. На спiвбесiдi задають 10 запитань, з яких 3 — з математики.
Скiлькома способами можна їх впорядкувати, щоб не було задано пiдряд:
а) 3 запитання з математики, б) 2 запитання з математики?

1.45. Скiлькома способами можна розмiстити 20 рiзних книг у книжковiй
шафi з 5 полицями, якщо кожна полиця може вмiстити всi книги i
а) порядок розмiщення книг на кожнiй полицi несуттєвий?
б)* порядок iстотний?
1.46. Скiлькома способами можна одягнути 5 рiзних каблучок на пальцi
однiєї руки, враховуючи великий палець?
1.47. Скiльки кiсток домiно можна утворити, використовуючи числа
0, 1, . . . , r?
1.48. Нехай A,B,C — скiнченнi множини. Довести, що:
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1) |A ∩ B|+ |A ∩ C | − |B ∩ C | 6 |A|;

2)
|A ∩ B|
|B| >

|A ∩ B|
|B|

⇒ |A ∩ B|
|A| >

|A ∩ B|
|A|

,

де A,B ⊂ Ω, A = Ω \ A, B = Ω \ B.
1.49. Довести, що такi данi несумiснi: |Ω| = 1000, |A| = 525, |B| = 312,
|C | = 470, |A ∩ B| = 42, |A ∩ C | = 147, |B ∩ C | = 86, |A ∩ B ∩ C | = 25.
1.50. У звiтi наведено числовi данi як такi, що насправдi простежувались:
|Ω| = 1000, |A| = 510, |B| = 490, |C | = 427, |A ∩ B| = 189, |A ∩ C | = 140,
|B ∩ C | = 85. Довести, що в цих даних є помилка (Тут A,B,C ⊂ Ω).
1.51. Довести таке: якщо |Ω| = N, |A| = Nx , |B| = 2Nx , |C | = 3Nx ,
|A ∩ B| = |A ∩ C | = |B ∩ C | = Ny , то числа x та y не можуть перевищувати
1/4.
1.52. (Задача-жарт, Lewis Carrol). У жорстокому бою не менше 70%
воякiв втратили одне око, не менше 75% — одне вухо, не менше
80% — одну ногу i не менше 85% — одну руку. Яка мiнiмальна кiлькiсть
воякiв, якi втратили одночасно око, вухо, ногу i руку?
1.53. Проводиться 100 триразових пiдкидань монети; пiсля кожного
пiдкидання фiксується результат — герб чи цифра. У 69 випадках зi 100
герби випали при першому пiдкиданнi, в 49 — при другому, а в 53 — при
третьому. У 33 випадках герби випали при першому i другому
пiдкиданнях, а в 21 випадку — при другому i третьому. Довести, що є
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принаймнi 5 випадкiв, коли герби випали при всiх трьох пiдкиданнях, i не
може бути бiльше 15 випадкiв, коли при всiх трьох пiдкиданнях випала
цифра, хоча жоден з таких випадкiв не є обов’язковим.
1.54. Розглядаються всi перестановки n чисел 1, 2, . . . n. Знайти кiлькiсть
тих перестановок, в яких принаймнi одне число розташоване на своєму
мiсцi.
1.55. ∗ Двоє викладачiв одночасно опитують 12 студентiв з рiзних
предметiв, придiляючи кожному студенту по 5 хв. Встановлюючи черги
до викладачiв, студенти склали списки. Скiлькома способами можуть
бути складенi цi списки, щоб жодному студенту не довелось вiдповiдати
одночасно з двох предметiв?
1.56. Нехай a1, a2, . . . , an — взаємно простi натуральнi числа, а N ∈ N.
Знайти кiлькiсть натуральних чисел, якi не перевищують N i не дiляться
на жодне з чисел a1, a2, . . . , an.
1.57. Нехай n ∈ N i n = pα1

1 · · · p
αk
k , де p1, . . . , pk — простi числа, а ϕ(n) —

кiлькiсть натуральних чисел, що взаємно простi з n i не перевищують n
(функцiя Ейлера). Довести, що

ϕ(n) = n
(

1− 1
p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1
pk

)
.



ВКАЗIВКИ ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

До роздiлу 1
1.9. Нехай an шукане число. Використовуючи приклад 1.5, довести
рекурентну формулу an+1 = an + n(n+1)

2 + 1.
1.12. Якщо послiдовно проводити дiагоналi, то пiсля проведення чергової
дiагоналi кiлькiсть частин збiльшується на 1 плюс кiлькiсть точок
перетину з проведеними дiагоналями.
1.16. Показати, що розташування +1 i −1 задається довiльним
заповненням перших m − 1 рядка та n − 1 стовпчика.
1.18. 2) Записати бiном Ньютона для (1 + (−1))n. 3) Використати рiвнiсть
Ck

n = Cn−k
n , k 6 n; 4), 5) використати задачу 1.17.

1.19. Доведення можна провести iндукцiєю за a.
1.21. Довести рекурентне спiввiдношення Sn,p = p(Sn−1,p + Sn−1,p−1).
1.23. Для довiльних m − 1 членiв комiсiї повинен iснувати замок, який
вони не можуть вiдкрити, але ключ вiд якого є в кожного з n −m + 1 з
iнших членiв комiсiї.
1.24. Див. приклад 1.2.
1.32. Звести до прикладу 1.8.
1.38. д) Розглянути подiє Ak = {k-а шухляда непорожня}. Тодi задана в
задачi подiя A = A1 ∩ A2 ∩ A3, кiлькiсть елементiв якоє шукаємо за
формулою включень i виключень.
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1.45. Приєднати до 20 рiзних книг 4 однаковi перегородки i розглянути
перестановку усiх 24 елементiв.
1.48. Використати рiвностi |B| = |B ∩ A|+ |B ∩ A|, |B| = |B ∩ A|+ |B ∩ A|,
|A| = |B ∩ A|+ |B ∩ A|, |A| = |A ∩ B|+ |B ∩ A|.
1.51. Оцiнити |A ∩ B ∩ C | i |A ∩ B ∩ C |.
1.53. Нехай Ai вказує подiю, що герб випаде при i-му пiдкиданнi,
i ∈ {1, 2, 3}. Щоб довести, що |A1 ∩ A2 ∩ A3| > 5, оцiнити |A1 ∪ A2 ∪ A3|, а
щоб довести, що |A1 ∩ A2 ∩ A3| 6 15, оцiнити |A1 ∪ A2 ∪ A3|. Використати
|A1 ∪ A2 ∪ A3| > max{|A1 ∪ A2|, |A2 ∪ A3|}.
1.54. Знайти кiлькiсть перестановок, в яких k ∈ N стоїть на своєму мiсцi.
1.55. Розглянути протилежну подiю.
1.57. Використати задачу 1.56.



ВIДПОВIДI ДО ЗАДАЧ

До роздiлу 1

1.1.
10∑

i=1
2i = 2046. 1.2. а) nm; б) Am

n = n!
(n−m)! , якщо m 6 n.

1.3. C4
12 · A4

15 = 16216200. 1.4. (n!)2. 1.5. C3
15 + C2

15 · 15 = 2030.
1.6. 1) 9 · A4

9 = 27216; 2) 3600; 3) 95 = 59049; 4) 4 · 94 = 26244; 5)
95 + 4 · 94 + C2

4 · 93 = 89667; 6) 25 = 32; 7) 24 = 16; 8) 9 · 24 + C2
9 · 25 = 1296;

9) 9 · 102 = 900. 1.7. A2
6 = 30. 1.8. 4! · 5! = 2880. 1.9. n3+5n+6

6 .
1.10. n2 − n + 2. 1.11. n(n−3)

2 . 1.12. 1 + C4
n + n(n−3)

2 = (n−1)(n−2)(n2−3n+12)
24 . 1.13.

300. 1.14. 1) 64 · 49 = 3136; 2) 64 · 14 = 896. 1.15.
n∏

j=1
(αj + 1).

1.16. 2(n−1)(m−1). 1.17. (n+m)!
n!m! . 1.20. 2n. 1.22. 4!

2 = 12. 1.23. Cm−1
n замкiв,

n −m + 1 ключiв до кожного замка, тобто всього (n −m + 1) · Cm−1
n

ключiв. 1.25. а) C2
4 · C28

48 ; б)
(
C13

26
)2. 1.26. 4 · C8

9 · C2
27 = 12636. 1.27.

4 · 133 ·C3
13 + 6 · 132 · (C2

13)2 = 8682544. 1.28. а) Ck
n ; б) 2n − 1. 1.29. C2

n · n!. 1.30.
P5(2, 1, 2) + P5(2, 0, 3) + P5(1, 1, 3) = 60. 1.31. aaa, aab, aac, abb, acc, abc,
bbb, bbc, bcc, ccc. 1.32. Cm−n

n = Cm−n
m−1 , якщо m > n. 1.33. A4

11 = 114 = 14641.
1.34. а) C4

6 = 15; б) C4
6 = 126. 1.35. P13(3, 2, 1, 2, 3, 1, 1) = 43243200. 1.36. а)

An
k = kn; б) Cn

k = Cn
k+n−1. 1.37. C7

3 = 36. 1.38. а) C6
3 = 28; б) A6

3 = 729; в)
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C3
3 = 10; г) P6(1, 2, 3) = 60; д) A6

3 − 3 · A6
2 + 3 · A6

1 = 540. 1.39. Ck
n = Ck

n+k−1.

1.40. 2 · A2
3 = 12. 1.41. а) C10

15 = 3003; б)
7∑

k=1
Ck

15 = 214 − 1. 1.42. а) C3
8 = 56; б)

C3
4 · 23 = 32. 1.43. C6

11 = 462. 1.44. а) 10!− 8! · 3! = 3386880; б)
A3

8 · 7! = 1693440. 1.45. а) 520; б) 24!
4! = 23!. 1.46. 9!

4! = 15120. 1.47.
C2

r+1 = (r+1)(r+2)
2 . 1.49. Данi несумiснi, бо |A ∪ B ∪ C | = 1057 > 1000 = |Ω|.

1.50. Данi мiстять помилку, бо |A ∪ B ∪ C | > 1013 > 1000 = |Ω|. 1.52. 10%.

1.54.
n∑

k=1
(−1)k−1Ck

n (n − k)! =
n∑

k=1
(−1)k−1 n!

k! . 1.55.

12∑
k=2

(−1)k · Ck
12 · Ak

12 · ((12− k)!)2 = (12!)2 ·
12∑

k=2

(−1)k

k! . 1.56.

N −
n∑

i=1

[
N
ai

]
+

∑
16i1<i26n

[
N

ai1 ai2

]
−

∑
16i1<i2<i36n

[
N

ai1 ai2 ai3

]
+ · · ·+ (−1)n

[
N

a1a2...an

]
, де

[x ] — цiла частина x .
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1.2. Стохастичний експеримент. Випадковi подiї. Простiр
елементарних подiй. Класичне означення ймовiрностi

Теорiя ймовiрностей вивчає математичнi моделi стохастичних
експериментiв. Експеримент називається стохастичним, якщо його можна
повторити за тих самих умов довiльну кiлькiсть разiв, а результат точно
передбачити неможливо.
Результат стохастичного експерименту називається випадковою подiєю. З
кожним стохастичним експериментом пов’язується простiр елементарних
подiй. Це будь-яка множина Ω взаємовиключних випадкових подiй, якi
називаються елементарними, таких, що будь-яка випадкова подiя є
сукупнiстю елементарних подiй.
Нехай νn(A) — кiлькiсть експериментiв, у яких вiдбулась подiя A пiсля
проведення n експериментiв. Вiдношення νn(A)/n називається частотою
появи подiї A за n випробувань. Простiр елементарних подiй називається
дискретним, якщо Ω — скiнченна або злiченна множина. Далi, в цьому
роздiлi вважатимемо, що Ω — дискретний простiр елементарних подiй.
Тодi випадковi подiї — це довiльнi пiдмножини Ω.
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Подiя Ω називається вiрогiдною (достовiрною), а подiя ∅ — неможливою;
перша вiдбувається при кожному проведеннi експерименту, друга — при
жодному.
Для випадкових подiй A i B, як для пiдмножин Ω, визначається сума
подiй A ∪ B — подiя, яка полягає в тому, що вiдбувається принаймнi одна
з подiй A або B,
добуток подiй A ∩ B — подiя, яка полягає в тому, що вiдбуваються A i B
одночасно; рiзниця A \ B — вiдбувається A i не вiдбувається B;
протилежна до A подiя A, яка полягає в тому, що A не вiдбувається. Якщо
A ∩ B = ∅, то подiї A i B називаються несумiсними.

Приклад
Пiдкидаємо гральний кубик. Нехай ωi , i ∈ {1, 2, . . . , 6} означає, що випало
i очок. Тодi Ω = {ω1, ω2, . . . , ω6} — простiр елементарних подiй.
Випадковою подiєю є, наприклад, випадання парної кiлькостi очок —
{ω2, ω4, ω6} = A. Випадання додатної кiлькостi очок є вiрогiдною подiєю.
Випадання 7 очок — неможлива подiя. Яка подiя протилежна до A?
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Нехай Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} i елементарнi подiї ωi , i ∈ N рiвноможливi
(однаково можливi), тобто ми не можемо надати перевагу появi будь-якої
з подiй ωi . Якщо A — випадкова подiя, яка складається з k елементарних
подiй, то ймовiрнiстю A називається величина

P(A) = k
n = |A|

|Ω| .

Зокрема, P(ωi ) = 1
n , i ∈ N . Елементарнi подiї, що входять в A,

називаються сприятливими. Сформульоване означення має назву
класичного означення ймовiрностi.

Приклад
Пiдкинуто два гральнi кубики. Вважаючи, що всi елементарнi подiї
рiвноможливi, знайти ймовiрнiсть подiї A = {cума очок, що випали,
дiлиться на 6}.

Результат експерименту можна описати парою чисел (i , j), де i — кiлькiсть
очок на першому кубику, j — на другому. Тому
Ω =

{
(i , j) : i , j ∈ {1, 2, . . . , 6}

}
. Легко бачити, що |Ω| = 62 = 36. Подiя A

ототожнюється з пiдмножиною {(1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3), (6, 6)}
множини Ω. Оскiльки |A| = 6, то за класичним означенням ймовiрностi
одержуємо P(A) = |A|/|Ω| = 1/6.
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Нехай ω = (i1, . . . , ik) — впорядкований набiр з k елементiв множини
N = {1, 2, . . . , n}. Ймовiрнiсну схему, в якiй

Ω = {ω = (i1, i2, . . . , ik) : im ∈ N , 1 6 m 6 k} (1.1)

i всi елементарнi подiї ω рiвноможливi, називають схемою випадкового
вибору з поверненням. Схемою випадкового вибору без повернення
називають ймовiрнiсну схему, в якiй

Ω = {ω= (i1, i2, . . . , ik) : im ∈ N , 1 6 m 6 k, серед im немає однакових}.
(1.2)

Приклад
У скриньцi лежить п’ять карточок, занумерованих числами 1, 2, 3, 4, 5. За
схемою випадкового вибору з поверненням зi скриньки тричi виймають
карточку. Яка ймовiрнiсть того, що точно в двох випадках з трьох
виймуть карточки з непарними номерами?

Ймовiрнiсна схема визначається формулою (1.1) з n = 5, k = 3;
елементарна подiя ω = (i1, i2, i3) вiдповiдає номерам карточок, що
витягнутi. Оскiльки i1, i2, i3 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, то iснує точно 53 рiзних
елементарних подiй ω = (i1, i2, i3) ∈ Ω. Отже, |Ω| = 125.
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Далi, B = {точно в двох випадках з трьох виймають карточки з
непарними номерами} = {ω = (i1, i2, i3) ∈ Ω : лише одне з i1, i2, i3,
парне} = B1 ∪ B2 ∪ B3, де Bk = {ω = (i1, i2, i3) ∈ Ω : число ik — парне, решта
— непарнi}, k ∈ {1, 2, 3}, попарно не перетинаються. Для довiльного
k ∈ {1, 2, 3} кiлькiсть рiзних ω ∈ Bk дорiвнює 2 · 3 · 3 = 18. Тому

|B| = |B1 ∪ B2 ∪ B3| = |B1|+ |B2|+ |B3| = 54

i
P(B) = |B|

|Ω| = 54
125 = 0, 432.

Приклад

За схемою випадкового вибору з поверненням з множини цiлих чисел
{0, 1, 2, . . . , 10n − 1} вибирають числа ξ i η. Нехай pm — ймовiрнiсть того,
що сума ξ + η буде m-значним натуральним числом у десятковому записi.
Знайти pn−k+1 i qk = lim

n→+∞
pn−k+1, k ∈ N .

Простiр елементарних подiй Ω складається з усiх пар (ξ, η) :
Ω =

{
(ξ, η) : ξ, η ∈ {0, 1, . . . , 10n − 1}

}
, звiдки |Ω| = 102n.
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Для цiлого числа ξ + η бути m-значним натуральним числом у
десятковому записi є рiвносильним до виконання нерiвностей
10m−1 6 ξ + η 6 10m − 1. Нехай Am = {ξ + η не бiльше нiж m-значне цiле
число}. Оскiльки Am ⊃ Am−1, кiлькiсть сприятливих подiй для Am ∩ Am−1
дорiвнює рiзницi |Am| − |Am−1|, тому за формулою вiднiмання
ймовiрностей pm = P(Am ∩ Am−1) = P(Am \ Am−1) = P(Am)− P(Am−1). З
iншого боку, (ξ, η) ∈ Am тодi i тiльки тодi, коли 0 6 ξ, η i ξ + η 6 10m − 1,
тобто |Am| дорiвнює кiлькостi точок цiлочисельної гратки, якi мiстяться в
прямокутному трикутнику з вершинами в точках (0, 0), (0, 10m − 1),

(10m − 1, 0). При m 6 n таких точок
10m(10m + 1)

2 . Звiдси

pn−k+1 = |An−k+1| − |An−k |
|Ω| =

= 10n−k+1(10n−k+1 + 1)− 10n−k(10n−k + 1)
2 · 102n =

= 99
2 · 102k + 9

2 10−n−k → 99
2 · 102k , n→ +∞, k ∈ N .
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Приклад (Задача про черевики)
З n пар черевикiв однакового вигляду i розмiру випадково вибирають 2r
черевикiв (2r < n). Знайти ймовiрнiсть того, що серед вибраних черевикiв:
1) немає комплектної пари; 2) є k комплектних пар (k 6 r).

Елементарними подiями в цiй задачi треба вважати всi можливi способи
вибору 2r черевикiв з 2n штук, тому кiлькiсть елементарних подiй |Ω|
дорiвнює C2r

2n .
1. Будь-який вибiр некомплектних черевикiв можна провести так:
спочатку вибрати, наприклад, 2r правих черевикiв (це можна зробити C2r

n
способами), пiсля цього замiнити деякi з них на лiвi (це можна зробити 22r

способами). Тому за правилом добутку 2r некомплектних черевикiв
можна вибрати C2r

n 22r способами. Отже, P(A) = C2r
n 22r/C2r

2n .
2. Виберемо спочатку k комплектних пар черевикiв (це можна зробити Ck

n
способами). Тодi задача зведеться до вибору 2r − 2k некомплектних
черевикiв з n − k пар. За пунктом 1., це можна зробити C2r−2k

n−k 22r−2k

способами, тому

P(C) =
Ck

n C2r−2k
n−k 22r−2k

C2r
2n

.
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1.58. Монету пiдкидають двiчi. Описати простiр елементарних подiй.
Описати подiї: A — принаймнi один раз випаде герб, B — при другому
пiдкиданнi випаде герб. Знайти ймовiрностi подiй A i B.
Розв’язок. Ω = {ГГ, ЦЦ, ГЦ, ЦГ}, A = {ГГ, ГЦ, ЦГ}, B = {ГГ, ЦГ}.
За формулою класичних ймовiрностей P(A) = 3

4 ,P(B) = 2
4 = 1

2 .
1.59. Монету пiдкидають доти, доки не випаде герб. Описати простiр
елементарних подiй.
Вiдповiдь. Ω = {Г, ЦГ, ЦЦГ, ЦЦЦГ, . . .}.
1.60. Вказати подiї, протилежнi до таких:
A — поява герба при трьох пiдкиданнях монети,
B — три влучання при трьох пострiлах,
C — принаймнi одне влучання при трьох пострiлах,
D — випадання трьох рiзних граней при трьох пiдкиданнях грального
кубика,
E — випадання тричi однiєї i тiєї ж гранi при трьох пiдкиданнях
грального кубика.
1.61. Подiя A — принаймнi один з трьох приладiв бракований, подiя B —
усi прилади якiснi. Що означають подiї A ∪ B, A ∩ B, A, B?
Вiдповiдь. A ∪ B = Ω, A ∩ B = ∅, A – принаймнi один з приладiв якiсний,
B –всi прилади бракованi.
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1.62. Нехай A,B,C — випадковi подiї. Записати подiї, якi полягають в
тому, що з A,B,C :
а) вiдбулась тiльки подiя A, б) вiдбулись подiї A i B, а C не вiдбулась,
в) вiдбулись всi 3 подiї, г) вiдбулась точно одна подiя,
д) вiдбулась хоча б одна подiя, е) вiдбулось не бiльше двох подiй,
є) не вiдбулось жодної подiї.
1.63. Стержень довжиною ` навмання розламали на 2 частини. Описати:
простiр елементарних подiй, подiю A — стержень розламано навпiл, подiю
Â — довжина меншої частини не перевищує `/4.
Ω = {x : x ∈ [0; `]}, де x — це довжина першої частини стержня;

A =
{
`

2

}
; B = {x ∈ Ω : x 6

`

4 або x >
3`
4 }.

1.64. Монету пiдкидають доти, доки вона не впаде двiчi поспiль однiєю
стороною. Описати простiр елементарних подiй. Для кожної елементарної
подiї, яка вимагає n пiдкидань, приймаємо ймовiрнiсть 2−n. Обчислити
ймовiрностi таких подiй: 1) експеримент закiнчиться до шостого
пiдкидання; 2) буде зроблено парну кiлькiсть пiдкидань; 3) експеримент
триватиме нескiнченно довго.
1.65. Нехай експеримент полягає у вимiрюваннi двох величин, якi
набувають значення з вiдрiзку [0, 1]. Описати простiр елементарних подiй.
Вiдповiдь. Ω = {(x , y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, } = [0, 1]2.
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1.66. Серед студентiв, якi зiбралися на лекцiю з теорiї ймовiрностей,
навмання вибирають одного. Нехай подiя A полягає в тому, що обрано
юнака. Подiя B — в тому, що обрана особа не курить, а подiя C в тому, що
обрана особа проживає в гуртожитку: 1) описати подiю A ∩ B ∩ C ; 2) за
якої умови A ∩ B ∩ C = A? 3) коли справджується C ⊂ B? 4) коли
справджується A = B, i чи буде так, коли всi юнаки курять?
1.67. Робiтник виготовив n деталей. Нехай подiя Ai , i ∈ N полягає в тому,
що i-та деталь має дефект. Записати подiї: 1) жодна з деталей не має
дефектiв; 2) принаймнi одна деталь має дефект; 3) тiльки одна деталь має
дефект; 4) не бiльше нiж двi деталi мають дефект; 5) принаймнi 2 деталi
не мають дефектiв; 6) точно двi деталi дефектнi.
1.68. Пiдкинули 6 гральних кубикiв. Знайти ймовiрностi подiй:
а) на всiх кубиках випаде рiзне число очок, б) сума всiх очок дорiвнює 7.
Розв’язок. а) Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}6, |Ω| = 66; шукана подiя A = {}
1.69. В урнi мiститься a бiлих i b чорних куль (a > 2, b > 2). З цiєї урни
без повернення вибирають 2 кулi. Знайти ймовiрнiсть того, що:
а) витягнутi кулi однакового кольору, б) витягнутi кулi рiзного кольору.
Розв’язати цю задачу, якщо вибiр здiйснюється з поверненням.
1.70. Код складається з 5 цифр. Знайти ймовiрнiсть того, що в ньому: а)
всi цифри рiзнi, б) цифри можуть повторюватись, але кожна не бiльше
нiж двiчi, в) цифри можуть повторюватись, але немає нуля,
г) цифри можуть повторюватись, i є принаймнi 2 нулi.
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1.71. В колодi 36 карт. Пiсля того, як з колоди вийняли навмання, а потiм
повернули 1 карту, колоду перемiшали i знову вийняли 1 карту. Яка
ймовiрнiсть того, що обидвi карти, якi виймались, однакової мастi?
1.72. З колоди в 36 карт вийняли навмання 10 карт. Знайти ймовiрнiсть
того, що серед них: а) точно 1 туз; б) точно 3 тузи; в) хоча б 1 туз;
д) немає мастi “пiка”.
1.73. У лiфт семиповерхового будинку на першому поверсi зайшли 3
особи. Кожен з них з однаковою ймовiрнiстю може вийти на будь-якому
поверсi, починаючи з другого. Знайти ймовiрностi подiй:
А — всi пасажири вийдуть на 4-му поверсi,
В — всi пасажири вийдуть на одному й тому ж поверсi,
С — всi пасажири вийдуть на рiзних поверхах,
D — на 2-му i 3-му поверхах лiфт не зупинятиметься.
1.74. У лотереї є n бiлетiв, серед яких m виграшних. Обчислити
ймовiрнiсть виграшу для того, хто придбав k бiлетiв.
Розв’язок. Обчислимо ймовiрнiсть того, що серед k випадково вибраних
бiлетiв не буде виграшних. Загальна кiлькiсть способiв вибору з n бiлетiв
k бiлетiв дорiвнює Ck

n , а загальна кiлькiсть способiв вибору з n −m
невиграшних бiлетiв k бiлетiв дорiвнює Ck

n−m. Тому, ймовiрнiсть того, що

серед k бiлетiв не буде виграшних p =
Ck

n−m
Ck

n
, а шукана ймовiрнiсть є
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ймовiрнiсть протилежної подiї, тому, вона дорiвнює 1− p.
Зазначимо, що вказана вiдповiдь стосується випадку k ≤ n −m. Якщо ж
k > n −m, то вибрати не виграшних k бiлетiв серед n −m невиграшних
бiлетiв неможливо. Тобто, отримаємо, що p = 0, шукана ймовiрнiсть
виграшу 1− p = 1.
1.75. На iспитi може бути запропоновано N питань. Студент знає
вiдповiдi на n питань. Екзаменатор задає студентовi k питань, а для того,
щоб скласти iспит, необхiдно вiдповiсти не менш як на r питань
(r < k < n < N). Яка ймовiрнiсть того, що студент складе iспит?
Розв’язок. Загальна кiлькiсть способiв, якими викладач може з N питань
вибрати для студента k питань дорiвнює Ck

N . Якщо студент знає вiдповiдь
на m (r ≤ m ≤ k) питань, то за правилом добутку загальна кiлькiсть
таких варiантiв дорiвнює добутку кiлькостi варiiантiв, коли студент знає
питання Cm

n на кiлькiсть варiантiв питань, вiдповiдi на якi студент не знає
Ck−m

N−n . Тодi загальна кiлькiсть варiантiв, при яких студент здасть iспит

дорiвнює
k∑

m=r
Cm

n ·Ck−m
N−n . Тодi швукана ймовiрнiсть Dplaystylep =

k∑
m=r

Cm
n ·C

k−m
N−n

Ck
N

.

1.76. Для зменшення загальної кiлькостi iгор 2n команд розбивають на 2
пiдгрупи по n команд у кожнiй. Яка ймовiрнiсть того, що 2 найсильнiшi
команди виявляться в однiй пiдгрупi? В рiзних пiдгрупах?
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1.77. В ряд з 2n мiсць довiльним чином сiдають n студентiв i n студенток.
Знайти ймовiрнiсть того, що:
а) жоднi 2 студентки не сидiтимуть поруч;
б) всi студентки сидiтимуть поруч.
1.78. З урни, в якiй мiстяться кулi з номерами 1, 2, . . . , n, виймають
послiдовно k куль. Знайти ймовiрнiсть того, що номери вийнятих куль
утворять зростаючу послiдовнiсть, якщо вибiр здiйснюється:
а) з поверненням;
б) без повернення.
1.79. Колода з 36 карт добре перемiшана (тобто будь-якi можливi
розташування карт мають однакову ймовiрнiсть). Знайти ймовiрностi
подiй: A = {чотири тузи розташованi поруч}, B = {мiсця розташування
тузiв утворюють арифметичну прогресiю з кроком 7}.
1.80. З множини всiх послiдовностей довжини n, що складаються з цифр
0, 1, 2, випадково вибирають одну. Знайти ймовiрностi подiй:
A = {послiдовнiсть починається з 0}, B = {послiдовнiсть мiстить точно
m + 2 нулi, причому 2 з них розташованi на кiнцях послiдовностi},
C = {послiдовнiсть мiстить точно m одиниць}, D = {у послiдовностi точно
m0 нулiв, m1 одиниць i m2 двiйок}, m0 + m1 + m2 = n.
1.81. Яка ймовiрнiсть того, що чотиризначний номер випадково обраного
автомобiля: 1) має всi цифри рiзнi? 2) має лише двi однаковi цифри?
3) має двi пари однакових цифр? 4) має всi однаковi цифри?
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1.82. З множини N = {1, 2, . . . , n} випадково вибирають число a. Знайти
ймовiрнiсть pn того, що a при дiленнi на натуральне число r дає остачу q.
Знайти lim

n→+∞
pn.

1.83. За схемою випадкового вибору з поверненням з множини
N = {1, 2, . . . , n} вибирають числа ξ i η. Знайти ймовiрнiсть qn того, що ξ i
η взаємно простi. Знайти lim

n→+∞
qn.

1.84. За схемою випадкового вибору з поверненням з множини
N = {1, 2, . . . , n} вибирають числа ξ i η. Нехай pn — ймовiрнiсть подiї
ξ2 + η2 6 n2. Обчислити lim

n→+∞
pn.

1.85. За схемою випадкового вибору з поверненням з множини {0, 1, 2, . . . ,
10n − 1} вибирають числа ξ i η. Позначимо через pm ймовiрнiсть того, що
добуток ξη буде m-значним натуральним числом у десятковому записi.
Знайти qk = lim

n→+∞
p2n−k , k ∈ N ∪ {0}.

1.86. Iз сукупностi всiх пiдмножин множини N = {1, 2, . . . , n} за схемою
вибору з поверненням вибирають множини A1 i A2. Знайти ймовiрнiсть
того, що A1 ∩ A2 = ∅.
1.87. Iз сукупностi всiх пiдмножин множини N = {1, 2, . . . , n} за схемою
вибору з повернененням вибирають пiдмножини A1, A2, . . . , Ar . Знайти
ймовiрнiсть того, що множини A1,A2, . . . ,Ar попарно не перетинаються.
1.88. (Статистика Максвелла-Больцмана). Кожна з n рiзних частинок з
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однаковою ймовiрнiстю потрапляє в одну з N комiрок:
1) яка ймовiрнiсть того, що в першiй, другiй i т. д. N-й комiрцi буде

вiдповiдно n1, n2, . . . , nN , n1 + n2 + · · ·+ nN = n, частинок?
2) знайти ймовiрнiсть pk того, що фiксована комiрка мiстить точно k

частинок; для якого k ймовiрнiсть pk є максимальною?
3) довести, що pk → e−λλk/k!, якщо n ∼ λN при N →∞, λ > 0;
4) яка ймовiрнiсть того, що в кожнiй комiрцi є принаймнi одна частинка

(n > N)?
5) яка ймовiрнiсть того, що зайнято точно r комiрок?

1.89. (Статистика Бозе-Ейнштейна). Кожна з n однакових частинок
потрапляє в одну з N комiрок. Усi розташування, що вiдрiзняються
кiлькiстю частинок хоча б в однiй комiрцi, вважаємо рiвноможливими:
1) яка ймовiрнiсть того, що в першiй, другiй i т. д. N-й комiрцi буде

вiдповiдно n1, n2, . . . , nN , , n1 + n2 + · · ·+ nN = n, частинок?
2) довести, що ймовiрнiсть того, що у фiксованiй комiрцi буде k

частинок, дорiвнює qk =
Cn−k

N+n−k−2
Cn

N+n−1
;

3) довести, що qk → λk(1 + λ)−k−1 при n ∼ λN (N → +∞), λ > 0;
4) яка ймовiрнiсть того, що точно m комiрок будуть порожнiми?
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1.90. (Статистика Фермi-Дiрака). Кожна з n однакових частинок
потрапляє в одну з N комiрок (n < N). Рiвноможливими вважають всi
розмiщення, якi задовольняють заборону Паулi: в кожнiй комiрцi може
бути не бiльше однiєї частинки. Яка ймовiрнiсть того, що у заданi m(< n)
комiрок потрапить по частинцi?
1.91. (Розповсюдження чуток). У мiстi живе n + 1 особа. Одна з них
дiзналась про деяку новину i передала її послiдовно k iншим випадково
вибраним особам. Одна з цих осiб знов передає новину k особам, i так
повторюється r разiв. Знайти ймовiрнiсть того, що: 1) новина не дiйде
знов до того, хто перший про неї дiзнався; 2) нiхто не почує цю новину
бiльше одного разу.
1.92. (Ланцюг листiв). Одна з n + 1 осiб — “пращур” — пише 2 листи
випадковим людям, якi утворюють “перше поколiння". Кожна людина з
“першого поколiння” пише листа ще двом випадковим людям, в результатi
чого утворюється “друге поколiння”. Знайти ймовiрнiсть того, що
“пращур” не входить до жодного з 1, 2, . . . , r поколiнь.
1.93. З колоди в 36 карт навмання виймають 7 карт. Знайти ймовiрнiсть
того, що серед них будуть король i дама однiєї мастi.
1.94. Пiсля зносу двох карт у грi в преферанс (грається 32 картами, по 8
кожної мастi) у трьох гравцiв залишається на руках по 10 карт, при цьому
в основного гравця — 4 козирнi. У припущеннi, що знесено некозирнi
карти, обчислити ймовiрностi того, що розподiл козирiв у iнших гравцiв:
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а) 4:0; б) 3:1; в) 2:2.
Вiдповiдь. а) 2·C4

4 ·C
6
16

C10
20

= 28
323 ; б)

2·C3
4 ·C

7
16

C10
20

= 160
323 ; в)

C2
4 ·C

8
16

C10
20

= 135
323 .

1.95. Кожна з n паличок ламається на двi частини — довгу й коротку.
Потiм 2n отриманих уламкiв об’єднують у n пар, кожна з яких утворює
нову “паличку". Знайти ймовiрнiсть того, що: 1) уламки об’єднанi в
початковому порядку; 2) всi довгi частини з’єднанi з короткими.
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2. ГЕОМЕТРИЧНI ЙМОВIРНОСТI

Розглянемо такий клас експериментiв: з деякої множини Ω n-вимiрного
евклiдового простору навмання вибирається точка. Вважаємо, що
n-вимiрна лебегова мiра µ(Ω) додатна. Тодi для довiльної множини A ⊂ Ω,
для якої визначена величина µ(A), ймовiрнiсть P(A) того, що точку буде
вибрано з A, визначається рiвнiстю

P(A) = µ(A)
µ(Ω) . (1.3)

Якщо стохастичний експеримент полягає у виборi навмання точки з
деякої множини з евклiдового простору, то казатимемо, що випадкова
точка рiвномiрно розподiлена в (на) цiй множинi.

Приклад
(Задача про зустрiч) Микола i Петро домовились зустрiтись на зупинцi
автобуса мiж 9 i 10 годинами. Той, хто приходить першим, чекає 15
хвилин на iншого, а потiм йде геть. Знайти ймовiрнiсть того, що зустрiч
вiдбудеться, вважаючи, що моменти приходу Миколи i Петра рiвномiрно
розподiленi в квадратi [9, 10]× [9, 10].
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Нехай Микола приходить на зупинку о 9 год u хв, а Петро о 9 год v хв. За
простiр елементарних подiй виберемо Ω = {(u, v) : 0 6 u 6 60, 0 6 v 6 60}.
Тодi подiя A = { зустрiч Миколи i Петра вiдбудеться } вiдповiдає множинi
A = {(u, v) : |u − v | 6 15, 0 6 u 6 60, 0 6 v 6 60} ⊂ Ω, зображенiй на рис. 1.
Оскiльки µ(Ω) = 602, µ(A) = 602 − 452 = 7

16 602, то за формулою (1.3)
знаходимо P(A) = 7/16.
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Вiдповiдi до задач 47

Приклад
Вiдрiзок довжини l роздiлили на 3 частини, вибираючи точки подiлу
навмання. Знайти ймовiрнiсть того, що з утворених вiдрiзкiв можна
скласти трикутник.

Простiр елементарних подiй складається з точок (x1, x2) квадрата
[0, l ]× [0, l ], де x1, x2 — координати точок подiлу. Позначимо
x ′ = min{x1, x2}, x ′′ = max{x1, x2}. Умову утворення трикутника з вiдрiзкiв
довжини x ′, x ′′ − x ′, l − x ′′ можна записати так:

x ′ + (x ′′ − x ′) > l − x ′′,
x ′ + (l − x ′′) > x ′′ − x ′,
(x ′′ − x ′) + (l − x ′′) > x ′,

⇔


x ′′ > l/2,
x ′′ − x ′ < l/2,
x ′ < l/2.
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При x ′ = x1, x ′′ = x2 (x2 > x1) область
{(x1, x2) : x2 > l/2, x2 − x1 < l/2, x1 < l/2} є трикутником з площею l2/8
(див. рис. 2), а при x ′ = x2, x ′′ = x1 (x2 6 x1) отримуємо симетричний до
нього трикутник. Отже, за формулою (1.3) шукана ймовiрнiсть дорiвнює
1/4.
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1.96. [2.1] (Задача Бюфона). На площинi проведено нескiнченна кiлькiсть
паралельних прямих, кожнi двi сусiднi з яких розташованi одна вiд одної
на вiдстанi 2a. На площину навмання кидається голка завдовжки 2l
(l 6 a). Нехтуючи товщиною голки, знайти ймовiрнiсть того, що голка
перетне яку-небудь пряму.
Розв’язок див. текст лекцiй.
1.97. [2.2] В круг вписано квадрат. У круг навмання кидають точку.
Знайти ймовiрнiсть того, що вона виявиться всерединi квадрата.
1.98. [2.3] На нескiнченну шахову дошку зi стороною квадрата a випадково
кидають монету з дiаметром d < a. Знайти ймовiрнiсть того, що: а)
монета не перетне жодної зi сторiн квадратiв;
б) перетне не бiльше однiєї сторони.
1.99. [2.4] Два судна повиннi пiдiйти до одного причалу. Поява суден —
незалежнi подiї, рiвноможливi протягом доби. Знайти ймовiрнiсть того,
що одному з суден доведеться чекати звiльнення причалу, якщо час
стоянки першого судна — 1 год, а другого — 2 год.
1.100. [2.5] На вiдрiзку довжиною ` навмання взято 2 точки. Яка
ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж ними не перевищує `/3 ?
Розв’язок. Нехай x , y –координати цих точок на вiдрiзку [0, `]. Тодi за
простiр елементарних подiй можна взяти квадрат Ω = [0, `]× [0, `], а
шуканiй подiї в такому випадку вiдповiдатиме множина
A = {(x , y) : |x − y | ≤ `/3}. Залишається як i взадачi про зустрiч
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пiдрахувати ймовiрнiсть P(A) =
`2 − 2 · 1

2
( 2`

3
)2

`2 = 5
9 .

1.101. [2.6] На вiдрiзку AB навмання вибрано точки P i Q. Яка
ймовiрнiсть того, що |AP| < |AQ|? |AP| 6 |PQ| ?
1.102. [2.7] На колi навмання взято три точки A,B,C . Знайти ймовiрнiсть
того, що трикутник ABC гострокутний.
1.103. [2.8] Яка ймовiрнiсть того, що з трьох навмання вибраних вiдрiзкiв,
довжини яких не перевищують a, можна побудувати трикутник?
1.104. [2.9] На площинi проведено паралельнi прямi, вiдстанi мiж якими
дорiвнюють почережно 1,5 см та 8 см. На площину навмання кидають
круг радiуса 2,5 см. Яка ймовiрнiсть того, що цей круг не перетне жодної
з прямих?
1.105. [2.10] У квадратi з вершинами (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) навмання
вибирають точку з координатами (ξ, η). Нехай 0 6 x , y 6 1. Довести, що
P{ξ < x , η < y} = xy = P{ξ < x}P{η < y}. При z ∈ (0, 1), знайти:
1) P{|ξ − η| < z}; 2) P{ξη < z}, 3) P{min{ξ, η} < z}; 4) P{max{ξ, η} < z};
5) P{ξ + η < 2z}.
1.106. [2.11] Випадкова точка A рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0, 1] i
дiлить цей вiдрiзок на двi частини. Нехай η1 — довжина бiльшої частини,
а η2 — довжина меншої. Знайти P{η1 6 x}, P{η2 6 x} для довiльного x .
1.107. [2.12] Випадкова точка A має рiвномiрний розподiл у прямокутнику
зi сторонами 1 i 2. Знайти ймовiрностi таких подiй: 1) вiдстань вiд A до
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найближчої сторони прямокутника не перевищує x ; 2) вiдстань вiд A до
будь-якої сторони прямокутника не перевищує x ; 3) вiдстань вiд A до
будь-якої дiагоналi прямокутника не перевищує x .
1.108. [2.13] Випадкова точка X рiвномiрно розподiлена у правильному
трикутнику з вершинами (a, 0), (−a, 0), (0, a

√
3). Знайти ймовiрнiсть того,

що квадрат з центром X i сторонами довжини b, паралельними до осей
координат, мiститься в цьому трикутнику.
1.109. [2.14] Випадкова точка A рiвномiрно розподiлена в правильному
n-кутнику. Знайти ймовiрнiсть Pn того, що A розташована ближче до межi
многокутника, нiж до його дiагоналей. Знайти такi числа C i a, що
Pn = Cna(1 + o(1)), n→ +∞.
1.110. [2.15] Знайти ймовiрнiсть того, що коренi квадратного рiвняння
x2 + 2ax + b = 0 дiйснi (подiя A), якщо значення коефiцiєнтiв у
прямокутнику |a| 6 n, |b| 6 n рiвноможливi. Яка ймовiрнiсть того, що цi
коренi додатнi (подiя B)?
Розв’язок. Зрозумiло, що Ω = [−n, n]2, площа |Ω| = 4n2.
A = {(a, b) : a2 − b ≥ 0}. Шукана ймовiрнiсть

P(A) = |A|
|Ω| =

4n2 −
∫√n
−
√

n(n − a2)da
4n2 = 4n2 − 2n

√
n + 2(

√
n)3/3

4n2 = ...

1.111. [2.16] Випадкова точка (ξ1, ξ2) рiвномiрно розподiлена в одиничному
квадратi K = {(u, v) : 0 6 u 6 1, 0 6 v 6 1}. Позначимо через η кiлькiсть
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дiйсних коренiв полiнома fξ(x) = 1
3 x3 − ξ2

1x + ξ2. Знайти ймовiрностi
P{η = k}, k ∈ {1, 3}.
1.112. [2.17] На паркет, складений з правильних k-кутникiв зi стороною a,
випадково кинули монету радiуса r . Знайти ймовiрнiсть того, що монета
не зачепить межу жодного з k-кутникiв паркету для: 1) k = 3; 2) k = 4; 3)
k = 6.
1.113. [2.18](Парадокс Бертрана) У крузi радiуса R випадково проводиться
хорда. Позначимо через ξ її довжину. Знайти ймовiрнiсть Qx = P{ξ > x},
якщо: 1) середина хорди рiвномiрно розподiлена в крузi; 2) напрям хорди
задано, а її середина рiвномiрно розподiлена на дiаметрi,
перпендикулярному до цього напряму; 3) один кiнець хорди закрiплений,
а iнший рiвномiрно розподiлений на колi.
1.114. [2.19] На iнтервалi часу [0,T ] у випадковий момент часу u
з’являється сигнал тривалостi ∆. Приймач вмикається у випадковий
момент v ∈ [0,T ] на час t. Припускаючи, що точка (u, v) рiвномiрно
розподiлена в квадратi [0,T ]× [0,T ], знайти ймовiрнiсть виявлення
сигналу.
1.115. [2.20] Однорiдний прямий круговий цилiндр випадково кинули на
горизонтальну площину. Знайти ймовiрнiсть того, що цилiндр впаде на
бiчну поверхню, якщо його висота h, а радiус основи r . При яких h i r
ймовiрностi впасти на основу i бiчну поверхню однаковi?
1.116. [2.21] Вiдрiзок завдовжки l роздiлили на три частини, вибираючи
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навмання точки подiлу. Знайти ймовiрнiсть того, що довжина кожної з
частин не перевищує заданої величини a (l/3 6 a 6 l).

Вказiвки До роздiлу 1 1.83. Розглянути такi подiї: Ak = {ξ|k},
Bk = {η|k}, Cn = {ξ i η взаємно простi}. Тодi Cn =

⋃
26p6n

(Ap ∩ Bp), де

об’єднання береться по всiх простих числах p, якi не перевищують n.
Використати задачу 1.56 i формулу включень i виключень.
1.84. Довести, що кiлькiсть точок (ξ, η) цiлочисельної гратки, яка
мiститься в крузi {ξ2 + η2 6 n2}, дорiвнює πn2 + O(n), n→ +∞.
1.85. Див. приклад 1.13.
1.86. Множинi Ai ⊂ N взаємно однозначно вiдповiдає складений з нулiв i

одиниць рядок xAi = (xAi
1 , . . . , xAi

n ), де xAi
j =

{
1, j ∈ Ai ,
0, j 6∈ Ai .

. Тодi

{A1 ∩ A2 = ∅} = {xA1
i + xA2

i 6 1,∀i ∈ N}.
1.87. Див. вказiвку до задачi 1.86.
1.88. 4) Нехай Ai , i ∈ {1, 2, . . . ,N} — способи розмiщення, за яких i-та
комiрка залишається порожньою. Тодi шукане p = P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ AN).
5) Використати результат пункту 4).
1.89. 2) Решту n − k частинок розкинути по N − 1 комiрцi. Використати
результат пункту 1).
1.93. Застосувати формулу включень-виключень стосовно пар
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дама-король кожноє мастi.
1.94. На руках у двох гравцiв 20 карт, з яких 4 козирнi.

Вказiвки До роздiлу 2
1.96. Розглянути величини: x — вiдстань вiд середини голки до
найближчої з прямих, ϕ — кут мiж напрямом голки i прямими. Записати
необхiднi i достатнi умови перетину голкою однiєї з прямих у термiнах x
i ϕ.
1.102. Використати приклад 1.16.
1.103. За простiр елементарних подiй взяти куб в R3.
1.111. Розглянути значення в екстремальних точках.
1.115. Розглянути положення центра ваги цилiндра в момент дотику
поверхнi.

Вiдповiдi До роздiлу 1
1.58. Ω = {ГГ,ГЦ,ЦГ,ЦЦ}, A = {ГГ,ГЦ,ЦГ}, B = {ГГ,ЦГ}; P(A) = 0, 75;
P(B) = 0, 5. 1.59. Ω = {Г,ЦГ,ЦЦГ,ЦЦЦГ, . . . }. 1.60. A — герб при трьох
пiдкиданнях монети жодного разу не випав, B — при трьох пострiлах є
хоча б 1 промах, C — жодного влучання при трьох пострiлах, D — одна й
та сама грань випала хоча б двiчi при трьох пiдкиданнях грального
кубика, E — при трьох пiдкиданнях грального кубика випало принаймнi 2
рiзнi гранi. 1.61. A ∪ B = Ω; A ∩ B = ∅; A = B; B = A. 1.62. а) A ∩ B ∩ C ; б)
A ∩ B ∩ C ; в) A ∩ B ∩ C ; г) (A ∩ B ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ C); д)
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A ∪ B ∪ C ; е) A ∩ B ∩ C ; є) A ∩ B ∩ C . 1.63. Ω = {x : x ∈ [0; l ]}, де x — це
довжина першої частини стержня; A =

{ l
2
}
; B = {x ∈ Ω : x 6 l

4 ∨ x > 3l
4 }.

1.64. Ω = {ГГ,ЦЦ,ЦГГ,ГЦЦ,ЦГЦЦ,ГЦГГ, . . . }, 1) 15
16 ; 2)

2
3 ; 3) 0. 1.65.

Ω = [0, 1]× [0, 1]. 1.66. 1) обрана особа — це юнак, який не курить i не
живе в гуртожитку; 2) коли всi юнаки не курять i живуть в гуртожитку;
3) всi, хто курять, живуть в гуртожитку; 4) коли всi дiвчата не курять, а
всi хлопцi курять. Нi, оскiльки дiвчата за цiєї умови теж можуть курити.

1.67. 1) A =
n⋂

i=1
Ai , 2)

n⋃
i=1

Ai , 3)

C = (A1∩A2∩· · ·∩An)∪ (A1∩A2∩A3 · · ·∩An)∪· · ·∪ (A1∩A2∩· · ·∩An−1∩An),
4) D = A ∪ C ∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3 · · · ∩ An) ∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 ∩ · · · ∩ An) ∪ · · · ∪
(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An−2 ∩ An−1 ∩ An), 5) (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ∩ (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪
An)∩ (A1 ∪A2 ∪A3 ∪ · · · ∪An)∩ · · · ∩ (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An−1 ∪An), 5) D\(A∪C).
1.68. а) 6!

66 = 5
324 ; б)

6
66 = 1

7776 . 1.69. а)
C2

a +C2
b

C2
a+b

; б) ab
C2

a+b
; у випадку вибору з

поверненням: а) a2+b2

(a+b)2 ; б) 2ab
(a+b)2 . 1.70. а)

A5
10

105 = 0, 3024; б)
A5

10+P10(1,3,6)·P5(2,1,1,1)+P10(2,1,7)·P5(2,2,1)
105 = 0, 9144; в) 0, 95 = 0, 59049; г)

1− 95+5·94

105 = 0, 08146. 1.71. 0, 25. 1.72. а) 4·C9
32

C10
36

= 5200
11781 ; б)

C3
4 ·C

7
32

C10
36

= 208
3927 ; в)

1− C10
32

C10
36

= 8791
11781 ; г)

C10
27

C10
36

= 28405
855848 . 1.73. P(A) = 1

63 = 1
216 ; P(B) = 6

63 = 1
36 ;
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P(C) = A3
6

63 = 5
9 ; P(D) = 43

63 = 8
27 . 1.74. 1− Ck

n−m
Ck

n
. 1.75.

∑k
m=r

Cm
n ·C

k−m
N−n

Ck
N

. 1.76.
2·Cn−2

2n−2
Cn

2n
= n−1

2n−1 i
C1

2 ·C
n−1
2n−2

Cn
2n

= n
2n−1 . 1.77. а)

(n+1)!n!
(2n)! ; б) (n+1)!n!

(2n)! . 1.78. а) Ck
n

nk ; б)
Ck

n
Ak

n
= 1

k! . 1.79. P(A) = 33!·4!
36! = 1

1785 , P(B) = 15·4!·32!
36! = 1

3927 . 1.80.

P(A) = 3n−1

3n = 1
3 ; P(B) = Cm

n−2·2
n−m−2

3n (0 6 m 6 n − 2); P(C) = Cm
n ·2

n−m

3n

(0 6 m 6 n); P(D) = Pn(m0,m1,m2)
3n = n!

m0!m1!m2!3n . 1.81. 1) A4
10

104 = 0, 504;

2)C2
4 ·C

1
10·A

2
9

104 = 0, 432; 3)C2
4 ·C

2
10

104 = 0, 027; 4) C1
10

104 = 0, 001. 1.82. pN = [ N−q
r ]+1
N , якщо

q = 1,N i pN = [ N
r ]
N , якщо q = 0; lim

N→+∞
pN = 1

r . 1.83.

qn = 1 +
∞∑

k=1
(−1)k ∑

p1<p2<···<pk

1
n2

[
n

p1p2...pk

]2
, де сумування здiйснюється по

всiх простих числах pk , pk 6 n; lim
n→∞

qn =
∏
p

(
1− 1

p2

)
= 6

π2 , де добуток

беремо по всiх простих p. 1.84. π4 . 1.85.
qk = 9 · 10−k−1 + (9k − 1) · 10−k−1 ln 10, k ∈ N ∪ {0}. 1.86.

( 3
4
)n. 1.87.

( r+1
2r

)n.

1.88. 1) Pn(n1,n2,...,nN )
Nn = n!

n1!n2!...nN ! ·
1

Nn ; 2) pk = Ck
n ·(N−1)n−k

Nn , pk буде

максимальною, якщо k ∈
[ n−N+1

N , n+1
N
]
∩ N; 4) 1−

N−1∑
i=1

(−1)i−1C i
N ·
(N−i

N
)n
; 5)
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C r
N

(
rn−

r−1∑
i=1

(−1)i−1C i
r ·(r−i)n

)
Nn . 1.89. 1) 1

Cn
N+n−1

= n!(N−1)!
(N+n−1)! ; 4)

Cm
N ·C

n−N+m
n−1

Cn
N+n−1

. 1.90.
Cn−m

N−m
Cn

N
.

1.91. 1) Ak
n ·(A

k
n−1)r−1

(Ak
n)r =

(
1− k

n
)r−1

;

2)
Ak

n ·A
k
n−k ·A

k
n−2k ...A

k
n−(r−1)k

(Ak
n)r = Ark

n
(Ak

n)r , якщо rk 6 n.

1.92. C2
n ·(C

2
n−1)2·(C2

n−1)4...(C2
n−1)2r−1

C2
n ·(C2

n )2·(C2
n )4...(C2

n )2r−1 =
(
1− 2

n
)2r−2. 1.93. (4 · C5

34 − C2
4 · C3

32

+C3
4 · C1

30)/C7
36 ≈ 0, 1298. 1.94. а) 2·C4

4 ·C
6
16

C10
20

= 28
323 ; б)

2·C3
4 ·C

7
16

C10
20

= 160
323 ; в)

C2
4 ·C

8
16

C10
20

= 135
323 . 1.95. 1)

2nn!
(2n)! ; 2)

2n(n!)2

(2n)! .

До роздiлу 2
1.96. 2l

πa . 1.97.
2
π . 1.98. а)

(a−d)2

a2 ; б) 1− d2

a2 . 1.99. 1− 232+222

2·242 . 1.100. 5
9 . 1.101.

0, 5 i 0, 25. 1.102. 1
4 . 1.103.

1
2 . 1.104.

6
19 . 1.105. 1) 2z − z2; 2) z − z ln z ; 3)

2z − z2; 4) z2; 5) 2z2, якщо z ∈
(
0, 1

2
]
i −1 + 4z − 2z2, якщо z ∈

( 1
2 , 1
)
. 1.106.

P{η1 6 x} =

 0, якщо x 6 1
2 ,

2x − 1, якщо 1
2 < x 6 1,

1, якщо x > 1;

P{η2 6 x} =


0, якщо x 6 0,
2x , якщо 0 < x 6 1

2 ,
1, якщо x > 1

2 .
1.107. 1)
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0, якщо x 6 0,
3x − 2x2, якщо 0 < x 6 1

2 ,
1, якщо x > 1

2 ;

2)

 0, якщо x < 1,
x − 1, якщо 1 6 x 6 2,
1, якщо x > 2;

3)
0, якщо x 6 0,
2, 5x2, якщо 0 < x 6 1√

5 ,

1− 2
(

1−
√

5x
2

)2
, якщо 1√

5 < x 6 2√
5 ,

1, якщо x > 2√
5 .

1.108.
(

1−
√

3+2
2
√

3 ·
b
a

)2
, якщо

0 6 b 6 2
√

3(2−
√

3)a. 1.109. Pn = tg π
2n · tg π

n ; C = π2

2 , a = −2. 1.110. 1){
1− 1

3
√

n , якщо n > 1,
n+3

6 , якщо 0 6 n < 1;

2)
{ 1

4 −
1

6
√

n , якщо n > 1,
n
12 , якщо 0 6 n < 1. 1.111. P{η = 1} = 5

6 ; P{η = 3} = 1
6 . 1.112.

1)


(

1− 2
√

3r
a

)2
, якщо r < a

2
√

3 ,

0, якщо r > a
2
√

3 ;
2)
{ (

1− 2r
a
)2
, якщо r < a

2 ,
0, якщо r > a

2 ;
3)
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(

1− 2r
a
√

3

)2
, якщо r < a

√
3

2 ,

0, якщо r > a
√

3
2 .

1.113. 1) 1− x2

4R2 , якщо 0 6 x 6 2R; 2)√
1− x2

4R2 , якщо 0 6 x 6 2R; 3) 1− 2
π arcsin x

2R , якщо 0 6 x 6 2R. 1.114.

1− 1
2
(
1− ∆

T
)2 − 1

2
(
1− t

T
)2, якщо 0 6 ∆ 6 T , 0 6 t 6 T . 1.115. h√

4r2+h2 ; при

h = 2√
3 r . 1.116.

{ (
1− 3a

l
)2
, якщо l

3 6 a 6 l
2 ,

1− 3
(
1− a

l
)2
, якщо l

2 < a 6 l .
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АКСIОМАТИЧНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ЙМОВIРНОСТI

Ми розглядали такi моделi, в яких множина елементарних
виходiв (результатiв) експерименту скiнченна, а також, без
достатнього на те обґрунтування, — геометричнi ймовiрностi.
Якщо в першому випадку будь-яка сукупнiсть результатiв
експерименту трактувалась як подiя, то у випадку
геометричних ймовiрностей ми були вимушенi вважати
подiями лише вимiрнi за Лебегом множини.
В основу всього подальшого викладу покладено поняття
ймовiрнiсного простору (Ω,A,P), де Ω — простiр елементарних
подiй,
A — σ-алгебра пiдмножин з Ω, P — ймовiрнiсть (ймовiрнiсна
злiченно-адитивна мiра).
Нехай простiр елементарних подiй (елементарних результатiв
експерименту) Ω є довiльною множиною, 2Ω — множина всiх
пiдмножин множини Ω, а A ⊂ 2Ω — деяка система пiдмножин
множини Ω. Для A ⊂ Ω позначатимемо A = Ω \ A.
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Означення

Сiм’я A ⊂ 2Ω називається алгеброю, якщо: 1) Ω ∈ A; 2)
A,B ∈ A ⇒ A ∪ B ∈ A; 3) A ∈ A ⇒ A ∈ A.

Легко бачити, що якщо виконується умова 3) з цього
означення, то умова 2) виконується тодi i лише тодi, коли
виконується умова A,B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A. Справдi, досить
пригадати, що A ∪ B = A ∩ B та A ∩ B = A ∪ B.

Означення

Клас множин A ⊂ 2Ω називається σ-алгеброю, якщо у
попередньому означеннi замiсть умови 2) виконується умова:
якщо (An)+∞

n=1 — довiльна послiдовнiсть множин з A, то
+∞⋃
n=1

An ∈ A.
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Приклад
Довести, що не iснує σ-алгебри, яка складається з нескiнченної кiлькостi
пiдмножин злiченної сукупностi елементiв.

Розв’язування.
Нехай Ω — основна множина, а A — σ-алгебра, яка утворена злiченною
кiлькiстю пiдмножин множини Ω з множиною Ω включно. Для ω ∈ Ω
нехай A (ω) перетин всiх елементiв σ-алгебри A, якi мiстять ω. За
означенням множин A (ω), якщо {ω1, ω2} ⊂ Ω i ω1 6= ω2, то або
A (ω1) = A (ω2), або A (ω1) ∩ A (ω2) = ∅. Нехай (An)N

n=1 всi попарно рiзнi
множини з сiм’ї {A (ω) : ω ∈ Ω}. Якщо N < +∞, то A — множина
скiнченна. Якщо ж N = +∞, то потужнiсть A не менша за потужнiсть
множини всiх пiдмножин множини натуральних чисел. В обидвох
випадках отримуємо суперечнiсть з твердженням, що σ-алгебра мiстить
злiченну i нескiнченну кiлькiсть елементiв.

Означення

Найменша σ-алгебра σ (K ), яка мiстить сiм’ю K множин з Ω називається
σ-алгеброю, породженою сiм’єю K (мiнiмальною σ-алгеброю).
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п.з. Алгебри i σ-алгебри.

2.1. [3.1] Нехай Ω = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 3, 4}, B = {4, 6}.
Описати:
а) σ-алгебру, породжену множиною A;
b) σ-алгебру, породжену множинами A та B;
c) всi σ-алгебри, якi мiстять множину A.
Скiльки елементiв мiстить кожна σ-алгебра?
Розв’язування.
a) В шукану σ-алгебру, за означенням, повиннi входити
Ω,∅,A,A. Зрозумiло, що
σ (A) =

{
Ω,∅,A,A

}
= {Ω,∅, {2, 3, 4}, {0, 1, 5, 6}},

|σ(A)| = 22 = 4.
Iнакше! σ(A) — це множина всеможливих пiдмножин множини
{A, A}, σ(A) = {∅, {2, 3, 4}, {0, 1, 5, 6},Ω}, |σ(A)| = 22 = 4
b) Позначимо e1 = {0, 1, 5} = Ω\(A ∪ B), e2 = {2, 3} = A\B,
e3 = {4} = A ∩ B, e4 = {6} = B\A. σ(A,B) — це множина
всеможливих пiдмножин множини {e1, e2, e3, e4},
|σ(A,B)| = 24 = 16.
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Iнакше!
В шукану σ-алгебру, за означенням, провиннi входити
Ω,∅,A,A,B,B,A ∪ B,A ∪ B = A ∩ B,A ∪ B,A ∪ B =
A ∩ B,B ∪ A,A ∪ B = A ∩ B, A ∪ B,A ∪ B = A ∩ B, A \ B, B \ A.
Зрозумiло, що σ (A) ={

Ω,∅,A,A,B,B,A ∪ B,A ∩ B,A ∪ B,A ∩ B,B ∪ A,A ∩ B, ...
}

= ...

Зауважимо лише, що A ∩ B = {0, 1, 5}.
в) довiльну σ-алгебру, яка мiстить множину A отримуємо,
якщо замiсть множини {A,A} розглядатимемо усiлякi її
подрiбнення, якi утворюються замiною одного з елементiв A, A
сукупнiстю його неперетинних пiдмножин. Наприклад,
Ω′ = {{2, 3}, {4}, {0, 1, 5, 6}}, σ-алгеброю буде A′ = 2Ω′ . Кожна
така σ-алгебра буде мати 2k елементiв, де k = 2, 7.
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2.2. [3.2] Ω = [0; 3], A = [0; 2], B = [2; 3]. Описати:
а) σ-алгебру, породжену множиною A;
б) σ-алгебру, породжену множинами A та B;
в) σ-алгебру, породжену множиною C = A ∩ B.
Скiльки елементiв мiстить кожна σ-алгебра?
а) σ(A) = {∅, [0; 2], (2; 3], [0; 3]}, |σ(A)| = 22 = 4;
б) позначимо e1 = [0; 2) = Ω\B, e2 = {2} = A ∩ B,
e3 = (2; 3] = Ω\A. σ(A,B) — це множина всеможливих
пiдмножин множини {e1, e2, e3}, |σ(A,B)| = 23 = 8;
в) σ(C) = {∅, {2}, [0; 2) ∪ (2; 3], [0; 3]}, |σ(C)| = 22 = 4.
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2.3. [3.3] Нехай A i B — довiльнi пiдмножини Ω. Описати
σ-алгебру, породжену множинами A та B. Скiльки елементiв
вона може мiстити?
2.4. [3.4] Нехай Ω = [0; 1) i A система пiдмножин iз Ω, кожна з
яких утворена об’єднанням скiнченної кiлькостi iнтервалiв
вигляду [a; b). Довести, що A — алгебра. Чому A не σ-алгебра?

Розв’язування.
У випадку, якщо би A була σ-алгеброю, то

(0, 1) =
+∞
∪

n=3
[ 1

n , 1−
1
n ) ∈ A. Але, тодi (0, 1) =

N⋃
n=1

[an, bn), N < +∞.

Нехай a = min{an : 1 ≤ n ≤ N}, b = max{bn : 1 ≤ n ≤ N}. Тодi
(0, 1) =

N⋃
n=1

[an, bn) = [a, b) 6= (0, 1). Суперечнiсть, тобто,
(0, 1) /∈ A.



Вiдповiдi до задач 67

2.5. [3.5] Довести, що клас всiх вимiрних за Жорданом на
Ω = [0; 1)× (0; 1] множин: 1) утворює алгебру; 2) не утворює
σ-алгебру.
2.6. [3.6] Перевiрити, чи класи 2X (сiм’я всiх пiдмножин
множини X ) i {∅,X} є σ-алгебрами.
2.7. [3.7] Множина A ⊂ R2 називається симетричною, якщо
(x1, x2) ∈ A⇒ (−x1,−x2) ∈ A. Порожня множина симетрична.
Довести, що клас всiх симетричних пiдмножин з R2 —
σ-алгебра.
2.8. [3.8] Довести, що для кожного класу множин K iснує
мiнiмальна σ-алгебра σ (K ), що мiстить цей клас.
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Означення
Клас множин M називається монотонним класом, якщо
об’єднання кожної монотонно зростаючої послiдовностi множин
з M, а також перетин кожної монотонно спадної послiдовностi
множин з M належить до M, тобто: 1) для кожної
послiдовностi множин (An)+∞

n=1 такої, що An ⊂ An+1 (n > 1),

An ∈ M (n > 1)⇒ lim
n→∞

An
def=

+∞⋃
n=1

An ∈ M;

2) для кожної послiдовностi множин (An)+∞
n=1 такої, що

An ⊃ An+1 (n > 1),

An ∈ M (n > 1)⇒ lim
n→∞

An
def=

+∞⋂
n=1

An ∈ M.
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2.9. [3.9] Перевiрити, чи
lim

n→+∞
[0, n) = [0,+∞) ; lim

n→+∞
[n,+∞) = ∅.

Розв’язок. [0, n) ⊂ [0, n + 1), lim
n→+∞

[0, n) =
+∞⋃
n=1

[0, n) = [0,+∞).
Iнша рiвнiсть встановлюється подiбно.
2.10. [3.10] Для того, щоб алгебра була σ-алгеброю необхiдно i
достатньо, щоб вона була монотонним класом. Довести.
Розв’язок. Нехай алгебраM — сiм’я пiдмножин Ω. Якщо вона
є σ-алгеброю, а (An)+∞

n=1 така, що An ⊂ An+1 (n > 1), то за

означенням σ-алгебри
+∞⋃
n=1

An =
+∞⋃
N=1

( N⋃
n=1

An

)
∈M, позаяк

N⋃
n=1

An ∈M.

Далi, якщо Bn ⊃ Bn+1 (n > 1), то An = Bn, An ⊂ An+1 (n > 1),
звiдки
+∞⋂
n=1

Bn =
+∞⋃
n=1

Bn =
+∞⋃
n=1

An ∈M.

Отже,M – монотонний клас.
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Навпаки, нехайM – монотонний клас. Тодi,
N⋃

n=1
An ⊂

N+1⋃
n=1

An i за
означенням монотонного класу маємо
+∞⋃
n=1

An =
+∞⋃
N=1

( N⋃
n=1

An

)
∈M.

2.11. [3.11] Нехай M (K ) — найменший монотонний клас, який
мiстить сiм’ю множин K . Довести, що мiнiмальна σ-алгебра,
яка мiстить сiм’ю множин K , збiгається з M(K ), тобто
σ (K ) = M(K ).
2.12. [3.12] Нехай Ω = (−∞,+∞) i
M = {[m, n] : m, n ∈ Z,m < n} ∪ {(−∞, n] :
n ∈ Z} ∪ {[n,+∞) : n ∈ Z} ∪ {(−∞,+∞)} . Чи M — монотонний
клас?
Означення

Нехай A ⊂ 2Ω — деяка алгебра пiдмножин Ω, а P : A → [0, 1] —
невiд’ємна функцiя множин P (A), яка визначена на A. P
називається скiнченно-адитивною ймовiрнiсною мiрою, якщо:
1) P (Ω) = 1; 2) ∀A,B ∈ A, A∩B =∅⇒ P (A ∪ B) = P (A) +P (B).
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2.13. [3.13] Довести, що у випадку, коли для функцiї множини
P (A) виконується умова 2) з означення 2.5, то

Ai ∈ A (1 6 i 6 n), Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j) ⇒ P
( n⋃

i=1
Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai).
2.14. [3.14] Нехай P (A) — скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра.
Довести, що: 1) P

(
A
)

= 1− P (A); 2) P (∅) = 0; 3)
A ⊂ B ⇒ P (A) 6 P (B) (монотоннiсть мiри); 4)
A ⊂ B ⇒ P (B\A) = P (B)− P (A); 5)
P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B).
2.15. [3.15] Нехай P — скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра.
Довести, що: An ∈ A (n > 1),
Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j) ,

+∞⋃
i=1

Ai ∈ A ⇒ P
(+∞⋃

i=1
Ai

)
>

+∞∑
i=1

P (Ai).
2.16. [3.16] Вiдомi ймовiрностi подiй A,B,A ∩ B. Знайти
ймовiрностi подiй A ∪ B, (A ∪ B), A ∩ (A ∪ B).
P(A ∪ B) = P(A ∩ B) = 1− P(A ∩ B).
P((A ∪ B)) = 1− P(A ∪ B) = 1− P(A)− P(B) + P(A ∩ B).
A∩ (A∪B) = (A∩A)∪ (A∩B) = ∅∪ (A∩B) = A∩B = B \ (A∩B),
тому, P(A ∩ (A ∪ B)) = P(B \ (A ∩ B)) = P(B)− P(A ∩ B).
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2.17. [3.17] Нехай Pn — ймовiрнicть того, що вiдбулось n подiй з
подiй A,B,C . Виразити Pn (n = 0, 1, 2, 3) через P(A), P(B), P(C),
P(A ∩ B), P(A ∩ C), P(B ∩ C) та P(A ∩ B ∩ C).
2.18. [3.18] Довести, що для будь-яких двох подiй A i B
виконується спiввiдношення

|P(A ∩ B)− P(A)P(B)| 6 1/4.

Нехай P(A) ≥ P(B). Оскiльки P(A∪B) = P(A) +P(B)−P(A∩B),
то P(A ∩ B)− P(A)P(B) = P(A) + P(B)− P(A ∪ B)− P(A)P(B) ≤
P(B)− P(A)P(B) = P(B)(1− P(A)) ≤ P(A)(1− P(A)), бо
P(A)− P(A ∪ B) ≤ 0. Якщо пригадати, що максимальне

значення виразу x(1− x) = 1
4 при x = 1

2 , то отримаємо
потрiбну нерiвнiсть. Бо у випадку P(A) ≤ P(B) потрiбно лише
скористатися нерiвнiстю P(B)− P(A ∪ B) ≤ 0.
Протилежну оцiнку можна одержати, якщо позначити
x = P(A ∩ B), a = P(A ∩ B), b = P(B ∩ A). Тодi
P(A∩B)− P(A)P(B) = x − (a + x)(b + x) > −ab > −1

4 подiбними
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мiркуваннями.
2.19. [3.19] Довести, що для будь-яких двох подiй A i B
виконується спiввiдношення

P2(A ∩ B) + P2(A ∩ B) + P2(A ∩ B) + P2(A ∩ B) > 1/4,

причому рiвнiсть досягається тодi i лише тодi, коли
P(A) = P(B) = 1/2, P(A ∩ B) = 1/4.
2.20. [3.20] Нехай Ω = [0, 1]× [0, 1]. A — алгебра всiх вимiрних
за Жорданом пiдмножин Ω i P — “мiра Жордана” на A.
Довести, що P — скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра на A.
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Означення
Нехай A ⊂ 2Ω — деяка алгебра пiдмножин Ω.
Скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра P (A), задана на A,
називається ймовiрнiстю (злiченно-адитивною ймовiрнiсною
мiрою), якщо для будь-якої послiдовностi (An)+∞

n=1 такої, що
An ∈ A (n > 1) i An ∩ Ak = ∅ (n 6= k),

+∞⋃
n=1

An ∈ A ⇒ P
(+∞⋃

n=1
An

)
=

+∞∑
n=1

P (An).

2.21. [3.21] Нехай Ω = {ω1, ω2, ..., ωn, ...}, A = 2Ω, pi > 0 (i > 1),
+∞∑
i=1

pi = 1 та P (A) = ∑
ωn∈A

pn, A ∈ A. Довести, що P(A) —

ймовiрнiсть.
2.22. [3.22] Нехай P(A) — скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра
на алгебрi A. Наступнi твердження рiвносильнi: 1) P(A) —
ймовiрнiсть; 2) якщо (An)+∞

n=1 — монотонно зростаюча

послiдовнiсть множин i
+∞⋃
n=1

An ∈ A, то P
(+∞⋃

n=1
An

)
= lim

n→+∞
P (An);
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3) якщо (An)+∞
n=1 — монотонно спадна послiдовнiсть множин i

+∞⋂
n=1

An ∈ A, то P
(+∞⋂

n=1
An

)
= lim

n→+∞
P (An).

2.23. [3.23] Навести приклад алгебри i скiнченно-адитивної
ймовiрнiсної мiри на нiй, яка не є злiченно-адитивною мiрою.
2.24. [3.24] Нехай Ω = Q ∩ [0, 1] — множина рацiональних точок
з [0, 1], A — алгебра множин, кожна з яких є скiнченним
об’єднанням множин вигляду A = Q ∩ 〈a, b〉, де 〈a, b〉 позначає
будь-який з iнтервалiв (a, b), [a, b], [a, b), (a, b] i для кожної
такої множини означимо P (A) = b − a. На алгебрi A функцiю
множини P визначаємо природним способом. Перевiрити, що P
— скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра, але не ймовiрнiсть.
Розв’язок. Нехай q ∈ Q. Тодi за означенням
P({q}) = P([q, q]) = q − q = 0. Далi Ω = ⋃

q∈Q
{q} i отримуємо

суперечнiсть 1 = P(Ω) = ∑
q∈Q

P({q}) = 0.

2.25. [3.25] Нехай Ω = (−∞,+∞), A — клас всiх iнтервалiв
вигляду [a, b) i скiнченних об’єднань таких iнтервалiв



Умовнi ймовiрностi. Незалежнiсть 76

(зокрема, вважаються допустимими значення a = −∞ i
b = +∞), а F (x) — неспадна неперервна злiва функцiя така,
що F (−∞) = 0, F (+∞) = 1. Визначимо на A функцiю
множини P(A). Якщо A ∈ A, то A можна подати у виглядi
A =

n⋃
i=1

[ai , bi), де iнтервали попарно не перетинаються.

Означимо P(A) =
n∑

i=1
(F (bi)− F (ai)). Довести, що P(A) —

ймовiрнiсть на A.
4. УМОВНI ЙМОВIРНОСТI. НЕЗАЛЕЖНIСТЬ ПОДIЙ

4.1. Умовнi ймовiрностi. Незалежнiсть.

Нехай (Ω,S,P) — ймовiрнiсний простiр. Кожна подiя B ∈ S
породжує пiдпростiр з мiрою (B,A,P

∣∣∣
B

), де
A = {B ∩ A : A ∈ S} — звуження σ-алгебри S на B, P

∣∣∣
B
—

звуження мiри P на B. Якщо вiдкинути тривiальний випадок
P(B) = 0, то, пронормувавши P

∣∣∣
B
, отримаємо умовний

ймовiрнiсний простiр (B,A,PB), де PB(C) def= P(C)
P(B) для C ∈ A.
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Доозначимо тепер PB на всьому S, прийнявши PB(A) = 0 при
A ∈ S \ A. В результатi приходимо до поняття умовної
ймовiрностi подiї A за умови, що подiя B вiдбулась

P(A|B) def= PB(A) = P(B ∩ A)
P(B) , A,B ∈ S, P(B) > 0. (3.1)

Рiвнiсть (3.1) можна переписати у виглядi

P(B ∩ A) = P(B)P(A|B). (3.2)

Узагальненням (3.2) є формула

P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1)P(A2|A1)×
× P(A3|A1 ∩ A2) · · ·P(An|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An−1), (3.3)

де Ai ∈ S, i ∈ N .
Подiї A i B називаються незалежними, якщо
P(B ∩ A) = P(B) · P(A). Подiї A1,A2, . . . , An називаються
незалежними в сукупностi, якщо для довiльного набору
iндексiв 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 n, k ∈ {2, 3, . . . , n},



Умовнi ймовiрностi. Незалежнiсть 78

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik ) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik ). Якщо попередня
рiвнiсть виконується при k = 2, то подiї A1, . . . , An називаються
попарно незалежними.

Приклад
З ящика, що мiстить 3 бiлих i 2 чорнi кулi, за схемою
випадкового вибору без повернення послiдовно виймають кулi.
Знайти ймовiрнiсть pk того, що чорна куля вперше з’явиться
при k-му випробуваннi.

Нехай Ci , i ∈ {1, 2, 3, 4}, подiя, яка полягає в тому, що в i-му
випробуваннi з’явилась чорна куля, Bk = {чорна куля вперше
з’явилась при k-му випробуваннi}, k ∈ {1, 2, 3, 4}. Тодi B1 = C1,
B2 = C 1 ∩ C2, B3 = C 1 ∩ C 2 ∩ C3, B4 = C 1 ∩ C 2 ∩ C 3 ∩ C4. За
формулою (3.3)

P(B1) = P(C1), P(B2) = P(C 1)P(C2|C 1),

P(B3) = P(C 1)P(C 2|C 1)P(C3|C 1 ∩ C 2),
P(B4) = P(C 1)P(C 2|C 1)P(C 3|C 1 ∩ C 2)P(C4|C 1 ∩ C 2 ∩ C 3).
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За класичним означенням ймовiрностi

P(C1) = 2
5 , P(C 1) = 3

5 , P(C i+1|C 1 ∩ · · · ∩ C i) = 3− i
5− i ,

P(Ci+1|C 1 ∩ · · · ∩ C i) = 2
5− i .

У результатi p1 = P(B1) = 0, 4, p2 = P(B2) = 0, 3,
p3 = P(B3) = 0, 2, p4 = P(B4) = 0, 1.

Приклад

Ймовiрнiсть того, що в результатi чотирьох незалежних
випробувань подiя A настане принаймнi один раз, дорiвнює
0,59. Знайти ймовiрнiсть настання подiї A при одному
випробуваннi, якщо вона однакова пiд час всiх випробувань.

Нехай Ai = {подiя A настала при i-му випробуваннi},
i ∈ {1, 2, 3, 4}, тодi треба знайти p = P(Ai). За умовою
P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4) = 1− 0, 59 = 0, 41. Оскiльки подiї Ai
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незалежнi, то (див. задачу 3.19) подiї Ai також незалежнi,
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Тому

P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4) = P(A1)P(A2)P(A3)P(A4) = (1− p)4,

звiдки p = 1− 4
√

0, 41.

4.2. Формула повної ймовiрностi. Формула Байєса

Сукупнiсть попарно несумiсних подiй H1, . . . ,Hn називається
повною групою подiй, якщо

⋃n
i=1 Hi = Ω i P(Hi) > 0 при

1 6 i 6 n. Якщо {Hi}n
i=1 — повна група подiй, то для довiльної

подiї A є правильною формула повної ймовiрностi

P(A) =
n∑

i=1
P(Hi)P(A|Hi) (3.4)

i формула Байєса

P(Hk |A) = P(Hk)P(A|Hk)∑n
i=1 P(Hi)P(A|Hi)

, P(A) > 0, 1 6 k 6 n. (3.5)
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Формулу (3.5) можна тлумачити так. Нехай Hi , i ∈ N , деякi
гiпотези, ймовiрностi яких вiдомi, та якi дають змогу
обчислити умовнi ймовiрностi P(A|Hi). Пiсля проведення
експерименту, що полягає у появi або не появi подiї A, можна
оцiнити ймовiрностi гiпотез за формулою (3.5), знайшовши
P(Hk |A). Цi ймовiрностi називаються апостерiорними
ймовiрностями гiпотез, тодi як початковi ймовiрностi P(Hi)
називаються апрiорними.

Приклад
У скриньку, що мiстить 8 стандартних виробiв, додають 2
вироби зi складу; вiдомо, що частка бракованих виробiв на
складi дорiвнює 5%. Знайти ймовiрнiсть того, що навмання
взятий з поповненої скриньки вирiб не буде бракованим.

Означимо подiї A, H0, H1, H2: A = {вирiб, взятий з поповненої
скриньки, стандартний}, Hk = {з двох виробiв, доданих у
скриньку, k бракованих}, k ∈ {0, 1, 2}.
Зрозумiло, що H0 ∪ H1 ∪ H2 = Ω i Hk ∩ Hl = ∅ (k 6= l), тобто цi
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подiї утворюють повну групу подiй. Скористаємось формулою
повної ймовiрностi (3.4)

P(A) = P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2).

Якщо вiдбулась подiя Hk , то в ящику з 10 виробiв k
бракованих, отже, P(A | Hk) = 10−k

10 , k ∈ {0, 1, 2}.
При виборi малої кiлькостi виробiв з великої партiї схеми
вибору з поверненням i без повернення мають близькi
ймовiрностi результатiв. Тому вважаємо, що кожен з доданих
виробiв незалежно один вiд одного може бути бракованим з
ймовiрнiстю 0,05. Отже, P(H0) = 0, 952, P(H1) = 2 · 0, 95 · 0, 05,
P(H2) = 0, 052. Остаточно,

P(A) = 0, 952 · 1 + 2 · 0, 95 · 0, 05 · 0, 9 + 0, 052 · 0, 8 = 0, 99.
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Приклад
Зi скриньки, в якiй було 7 бiлих i 5 червоних куль, випадково
загубили 2 кулi. Пiсля цього зi скриньки навмання вийняли
одну кулю, яка виявилась червоною. Знайти ймовiрнiсть того,
що загублено 2 бiлi кулi.

Розглянемо гiпотези Hi — серед загублених куль i бiлих,
i ∈ {0, 1, 2} та подiю A — пiсля втрат куль зi скриньки вийняли
червону кулю. {H0,H1,H2} — повна група подiй, тому можемо
за формулою Байєса знайти шукану апостерiорну ймовiрнiсть

P(H2|A) = P(H2)P(A|H2)
P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) = 21

55 ,

де за класичним означенням ймовiрностi

P(H0) = C 2
5

C 2
12

= 20
132 , P(H1) = C 1

5 C 1
7

C 2
12

= 70
132 , P(H2) = C 2

7
C 2

12
= 42

132 ,

P(A|H0) = 3
10 — ймовiрнiсть того, що у скриньцi залишилось 7
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бiлих i 3 червонi кулi,
P(A|H1) = 4

10 — ймовiрнiсть того, що у скриньцi залишилось 6
бiлих i 4 червонi кулi,
P(A|H2) = 5

10 — ймовiрнiсть того, що у скриньцi залишилось 5
бiлих i 5 червоних куль.

Приклад
У скриньцi розташована куля, про яку вiдомо, що вона чорна
або бiла. В урну поклали бiлу кулю, а потiм пiсля ретельного
перемiшування вийняли кулю, яка виявилась бiлою. Яка
ймовiрнiсть того, що пiсля цього виймуть з урни бiлу кулю?
(Льюис Кэррол. История с узелками. М., Мир, 1973)

На перший погляд здається, що нiчого i не вiдбулось, вiдповiдь
— 1/2. Але насправдi перший раз бiла куля була вийнята
випадково, тому задача потребує глибшого ймовiрнiсного
аналiзу, який приводить до iншої вiдповiдi.
Експеримент складається з двох частин — перше виймання
кулi i друге виймання кулi. Подiї: A — перша вийнята куля
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виявилась бiлою, B — друга вийнята куля виявилась бiлою.
Нехай P(Hi) — апрiорнi ймовiрностi гiпотез H1 — в урнi була
бiла куля, H2 — в урнi була чорна куля. За результатом першої
частини експерименту ми можемо переоцiнити цi ймовiрностi
— отримаємо апостерiорнi ймовiрностi P(Hi |A), якi вiдiграють
роль апрiорних для другої частини експерименту. Тому,
застосувавши формули Байєса до першої частини i формулу
повної ймовiрностi до другої, маємо

P(Hi) = 1
2 , i ∈ {1, 2},

P(H1|A) =
1
2 · 1

1
2 · 1 + 1

2 ·
1
2

= 2
3 , P(H2|A) =

1
2 ·

1
2

1
2 · 1 + 1

2 ·
1
2

= 1
3 ,

P(B) =
2∑

i=1
P(Hi |A)P(B|(Hi |A)) = 2

3 · 1 + 1
3 · 0 = 2

3 .

3.1. [4.1] З множини чисел {1, 2, . . . ,N} за схемою випадкового
вибору без повернення вибирається 3 числа. Знайти умовну
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ймовiрнiсть того, що третє число потрапить в iнтервал,
утворений першими двома, якщо вiдомо, що перше менше за
друге.
3.2. [4.2] Зi 100 карточок з числами 00, 01, . . . , 98, 99
випадково вибирається одна. Нехай η1 i η2 — вiдповiдно сума й
добуток цифр на вибранiй карточцi. Знайти P{η1 = i |η2 = 0},
i ∈ {0, 1, . . . , 18}.
Розв’язок. Нехай подiя
B = {η2 = 0} = {00, 01, . . . , 09, 10, 20, . . . , 90}, |B| = 19,
Ai = {η1 = i}. Тодi за формулою умовної ймовiрностi

P{η1 = i |η2 = 0} = P(Ai ∩ B)
P(B) . Але, |Ai ∩ B| = 2 для 1 ≤ i ≤ 9,

|Ai ∩ B| = 0 для 10 ≤ i ≤ 18, |A0 ∩ B| = 1. Залишається тричi
виконати дiлення, пригадуючи, що за класичними

ймовiрностями P(Ai ∩ B) = |Ai ∩ B|
100 ,P(B) = |B|100 .

3.3. [4.3] З сукупностi сiмей, якi мають по двоє дiтей, вибрано
одну. Всi елементарнi подiї рiвноможливi. Яка ймовiрнiсть
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того, що в сiм’ї 2 хлопчики, якщо вiдомо, що в нiй: а) є один
хлопчик; б) старша дитина — хлопчик?
Розв’язок. а) Нехай подiя B – у вибранiй сiм’ї є один хлопчик,
а подiя A – в сiм’ї є два хлопчики. Потрiбно вiдшукати умовну

ймовiрнiсть P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B) . Нехай N – кiлькiсть рiзних

варiантiв двох дiтей у такiй сiм’ї. Тодi, кiлькiсть варiантiв
сприятливих для подiї B дорiвнює |B| = 3, бо є лише такi
можливостi: два хлопчики, старша – дiвчинка, молодша –
дiвчинка. Кiлькiсть варiантiв сприятливих для подiї A ∩ B
дорiвнює |A ∩ B| = 1. Звiдси, P(A ∩ B) = 1/N , P(B) = 3/N .

Тому, P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B) = 1

3 .

3.4. [4.4] Пiдкидають 3 гральнi кубики. Яка ймовiрнiсть того,
що принаймнi один раз випаде "шiстка”, якщо на всiх кубиках
випала рiзна кiлькiсть очок?
Розв’язок. Нехай подiя B – на всiх кубиках випала парна
кiлькiсть очок, а подiя A – випала одна шiстка. Розглянемо
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умовний ймовiрнiсний простiр

Ω = B,PB(A) = P(A ∩ B)
P(B) = |A ∩ B|

|B| . Зрозумiло, що

|B| = 6 · 5 · 4 = 120, |A ∩ B| = 3 · (5 · 4) = 60.
3.5. [4.5] Нехай P(A|B) = 0, 7, P(A|B) = 0, 3, P(B|A) = 0, 6.
Знайти P(A).
3.6. [4.6] Вiдомо, що при пiдкиданнi 10 гральних кубикiв
випала принаймнi одна "одиниця". Знайти ймовiрнiсть того,
що випало двi або бiльше "одиниць".
3.7. [4.7] Гравцi А i В по черзi стрiляють в цiль. Виграє той,
хто влучить перший. Ймовiрнiсть влучання в цiль для гравця
А — p1, для В — p2. Першим стрiляє А. Обчислити ймовiрнiсть
виграшу для кожного гравця.
Розв’язок. Нехай A i B – подiї, що означають влучання
вiдповiдного гравця. Тодi, для гравця A сприятливими є такi
ланцюжки подiй A,A · BA,A · B · A · BA, а ймовiрнiсть виграшу
для першого гравця це сума ймовiрностей
P(A)+P(A·BA)+P(A·B ·A·BA)+. . . = p1(1+p1·p2+(p1·p2)2+. . .) =
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p1

1− p1 · p2
= p1

1− (1− p1)(1− p2) = p1

p1 + p2 − p1p2
.

Для другого гравця ймовiрнiсть виграшу обчислюється
подiбно.
3.8. [4.8] В електричне коло ввiмкненi послiдовно опори
R1,R2,R3,R4, якi можуть вийти з ладу незалежно один вiд
одного з ймовiрностями pj (j ∈ {1, 2, 3, 4}) вiдповiдно.
Визначити ймовiрнiсть подiй: А — коло вийшло з ладу; В —
вийшли з ладу всi опори.
Розв’язок. Нехай Rj – подiя, що означає вихiд з ладу j-го опору.
Оскiльки B = R1 · R2 · R3 · R4, то з незалежностi вiдповiдних
подiй отримуємо P(B) = P(R1) · P(R2) · P(R3) · P(R4) = p1p2p3p4.
Зазначимо, що A – подiя: електричне коло справне. Тодi
A = R1R2R3R4,
P(A) = P(R1)P(R2)P(R3)P(R4) = (1− p1)(1− p2)(1− p3)(1− p4),
P(A) = 1− P(A) = ...
3.9. [4.9] Три мисливцi одночасно вистрiлили в оленя, який був
убитий однiєю кулею. Знайти ймовiрнiсть того, що оленя вбив
перший мисливець, якщо ймовiрностi влучання для мисливцiв
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дорiвнюють p1, p2 та p3 вiдповiдно.
Розв’язок. Нехай Hj – подiя, що означає влучання j-го
мисливця: тодi pj = P(Hj); A – подiя: оленя вбито однiєю кулею.

Потрiбно знайти ймовiрнiсть P(H1|A) = P(A⋂H1)
P(A) . Але,

A = (H1H2H3)⋃(H1H2H3)⋃(H1H2H3), тому,
P(A) = P(H1H2H3) + P(H1H2H3) + P(H1H2H3) =
p1(1− p2)(1− p3) + (1− p1)p2(1− p3) + (1− p1)(1− p2)p3;
подiбно, A⋂H1 = H1H2H3, P(A⋂H1) = p1(1− p2)(1− p3).
3.10. [4.10] Зроблено три пострiли в мiшень. Ймовiрнiсть
влучання при першому пострiлi — 0,4, при другому — 0,5, при
третьому — 0,7. Вiдомо, що є принаймнi два влучання. Яка
ймовiрнiсть того, що при другому пострiлi було влучання?
Розв’язок. Задача цiлком подiбна до опопередньої!
3.11. [4.11] За схемою випадкового вибору з поверненням з
множини S = {1, 2, . . . ,N} вибираються двi пiдмножини A1 i A2.
Знайти умовну ймовiрнiсть P{|A1| = l1, |A2| = l2|A1 ∩ A2 = ∅}.
3.12. [4.12] Серед 25 екзаменацiйних бiлетiв 5 “хороших”. Два
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студенти по черзi беруть по одному бiлету. Знайти ймовiрнiсть
того, що: 1) перший студент взяв “хороший” бiлет; 2) другий
студент взяв “хороший” бiлет; 3) обидва студенти взяли
“хорошi” бiлети.
3.13. [4.13] З урни, що мiстить 3 бiлi кулi, 5 чорних i 2 червонi,
два гравцi по черзi виймають по однiй кулi без повернення.
Виграє той, хто перший вийме бiлу кулю. Якщо з’явиться
червона куля, то оголошується нiчия. Нехай A1 = {виграє
гравець, що почав гру}, A2 = {виграє другий гравець},
C = {гра закiнчилась внiчию}. Знайти P(A1), P(A2), P(C).
Розв’язок. Нехай подiї W ,R ,B – подiї, якi означають, що
витягнуто бiлу W , червонуR i чорнуB кулю, вiдповiдно. Тодi,
A1 = W ⋃BBW ⋃BBBBW , A2 = BW ⋃BBBW ⋃BBBBBW ,
P(A1) = P(W ) + P(BBW ) + P(BBBBW ) = 3

10 + 5
10

4
9

3
8 + 5

10
4
9

3
8

2
7

3
6 =

3
10 + 1

12 + 1
84 = 126+35+5

420 = 166
420 = 83

210 ,
P(A2) = P(BW ) + P(BBBW ) + P(BBBBBW ) =
5

10
3
9 + 5

10
4
9

3
8

3
7 + 5

10
4
9

3
8

2
7

1
6

3
5 = 1

6 + 1
28 + 1

420 = 70+15+1
420 = 86

420 = 43
210 .

3.14. [4.14] З урни, що мiстить N1 бiлих, N2 чорних та N3
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червоних куль, послiдовно без повернення виймають кулi доти,
доки не з’явиться червона куля. Знайти ймовiрностi таких
подiй: 1) вийняли n1 бiлих i n2 чорних куль; 2) не з’явилось
жодної бiлої кулi; 3) витягнуто точно k куль.
3.15. [4.15] З урни, яка мiстить a бiлих i b чорних куль, два
гравцi по черзi виймають кулi. Виграє той, хто ранiше витягне
бiлу кулю. Знайти ймовiрнiсть виграшу першого гравця у
випадках, коли кулi виймаються: 1) за схемою випадкового
вибору з поверненням; 2) за схемою випадкового вибору без
повернення.
3.16. [4.16] Пiдкинуто два гральнi кубики. Приймемо
Al = {кiлькiсть очок, що випала на першому кубику, дiлиться
на l}, Bl = {кiлькiсть очок, що випала на другому кубику,
дiлиться на l}, Cl = {сума очок, що випали на першому i
другому кубику, дiлиться на l}. Використовуючи класичне
означення ймовiрностi, з’ясувати, чи є незалежними такi пари
подiй: 1) Al , Bk для довiльних l , k ; 2) A2 i C2; 3) A4 i C4.
3.17. [4.17] Гральний кубик пiдкидають два рази. Нехай X1 та
X2 — кiлькiсть очок, що випали у цих випробуваннях.
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Розглянемо подiї:
A1 = {X1 дiлиться на 2, X2 дiлиться на 3},
A2 = {X1 дiлиться на 3, X2 дiлиться на 2}, A3 = {X1 дiлиться
на X2}, A4 = {X2 дiлиться на X1}, A5 = {X1 + X2 дiлиться на 2},
A6 = {X1 + X2 дiлиться на 3}. Знайти всi пари {Ai ,Aj} i трiйки
{Ai ,Aj ,Ak} взаємно незалежних подiй.

Розв’язок. P(A1) = P(A2) = 3 · 2
62 = 1

6 , P(A1 ∩ A2) = 1
36 ; A1,A2 –

незалежнi. P(A3) = P(A4) = 4 + 2 + 3 + 2 + 2 + 1
62 = 7

18 ,

P(A3 ∩ A4) = 6
62 = 1

6 6= P(A3)P(A4);

P(A5) = 18
62 = 1

2 , P(A6) = 12
62 = 1

3 ,

P(A5 ∩ A6) = 6
62 = 1

6 = P(A5)P(A6). . .
3.18. [4.18] Подiї A i B незалежнi. Чи є незалежними подiї:
1) A i B; 2) A i B?
Розв’язок. 1) Потрiбно перевiрити рiвнiсть
P(A ∩ B) = P(A)P(B). Маємо A ∩ B = A \ (A ∩ B),
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P(A ∩ B) = P(A)− P(A ∩ B) = P(A)− P(A)P(B) =
P(A)(1− P(B)) = P(A)P(B).
3.19. [4.19] Випадкова точка ξ = (ξ1, ξ2) рiвномiрно розподiлена
у квадратi [0, 1]× [0, 1]. Нехай A1 = {ξ1 6 1

2}, A2 = {ξ2 6 1
2},

A3 = {(ξ1 − 1
2 )(ξ2 − 1

2 ) < 0}. Довести, що довiльнi двi подiї серед
A1, A2, A3 незалежнi, проте всi три подiї A1, A2, A3 залежнi. Чи
є залежними подiї A1 ∩ A2 i A3?
3.20. [4.20] Довести, що для довiльного натурального n > 4
iснує сiм’я {A1, . . . ,An} подiй з такими властивостями: 1) подiї
A1, . . . ,An не є незалежними в сукупностi; 2) при видаленнi з
A1, . . . ,An довiльної подiї сукупнiсть, яка залишається,
складається з незалежних подiй, тобто, для довiльного набору
iндексiв 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in−1 ≤ n

P
(n−1⋂

s=1
Ais

)
= P(Ai1)P(Ai2) · · ·P(Ain−1).

3.21. [4.21] Спрощена система контролю виробiв складається з
двох незалежних перевiрок. У результатi k-ої перевiрки
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(k ∈ {1, 2}) вирiб, який задовольняє стандарт, забраковується з
ймовiрнiстю βk , а бракований вирiб приймається з ймовiрнiстю
αk . Вирiб приймається, якщо вiн пройшов обидвi перевiрки.
Знайти ймовiрностi подiй: 1) бракований вирiб буде прийнято;
2) вирiб, який задовольняє стандарт, буде вiдкинуто.
3.22. [4.22] По цiлi проводиться n незалежних пострiлiв.
Ймовiрнiсть влучання при i-му пострiлi дорiвнює pi , i ∈ N .
Знайти ймовiрнiсть того, що при n пострiлах буде принаймнi
два влучання.
Розв’язок. Нехай Pn(k) ймовiрнiсть того, що при n пострiлах
буде точно влучань k ≤ n. Тодi шукана ймовiрнiсть дорiвнює
1− Pn(0)− Pn(1). Але, Pn(0) = (1− p1)(1− p2) · · · (1− pn),
Pn(1) = p1(1− p2) · · · (1− pn) + (1− p1)p2(1− p3) · · · (1− pn) +
(1− p1)(1− p2) · · · (1− pn−1)pn.
3.23. [4.23] Електричний ланцюг складено з елементiв Ak ,
k ∈ {1, 2, . . . , 5} за такою схемою.
Якщо довiльний елемент ланцюга виходить з ладу, то ланцюг у
мiсцi його з’єднання розривається. Ймовiрнiсть виходу з ладу
елемента Ak за даний фiксований промiжок часу дорiвнює pk ,
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k ∈ {1, . . . , 5}. Вважається, що елементи виходять або не
виходять з ладу незалежно один вiд одного. Знайти
ймовiрнiсть того, що за даний фiксований промiжок часу по
ланцюгу проходитиме струм.
3.24. [4.24] У першiй скриньцi є 1 бiла й 9 чорних кульок, а в
другiй — 1 чорна i 5 бiлих кульок. З кожної скриньки за
схемою випадкового вибору без повернення вийняли по однiй
кулi, а кулi, що залишилися, висипали в третю скриньку.
Знайти ймовiрнiсть того, що куля, яку вийняли з третьої
скриньки, бiла.
Розв’язок. Нехай Aj – подiя: вийнята куля з j-тої скриньки –
бiла. Тодi, H1 = A1

⋂A2,H2 = A1
⋂A2,H3 = A1

⋂A2,H4 = A1
⋂A2

– повна група подiй i за формулою повної ймовiрностi маємо
P(A3) = P(H1)P(A3|H1) + P(H2)P(A3|H2) + P(H3)P(A3|H3) +
P(H4)P(A3|H4) = 1

10
5
6

4
14 + 9

10
5
6

5
14 + 1

10
1
6

5
14 + 9

10
1
6

6
14 = . . . .

3.25. [4.25] У першiй скриньцi є 1 бiла та 4 червоних кульки, в
другiй — 1 бiла та 7 червоних кульок. У першу скриньку
додають двi кульки, випадково вибранi з другої. Знайти
ймовiрнiсть того, що куля, яку беруть з поповненої першої
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скриньки, бiла. Нехай з поповненої першої скриньки за схемою
випадкового вибору з поверненням виймають k куль. Знайти
ймовiрнiсть того, що всi вони будуть бiлими.
3.26. [4.26] Зi скриньки, що мiстить 2 бiлих i 3 чорних кульки,
навмання виймають двi кульки i додають в скриньку одну бiлу
кульку. Знайти ймовiрнiсть того, що пiсля цього навмання
вибрана зi скриньки кулька виявиться бiлою. Нехай зi
скриньки за схемою випадкового вибору з поверненням
виймають k кульок. Знайти ймовiрнiсть того, що всi вони бiлi.
Знайти ймовiрнiсть цiєї ж подiї для схеми вибору без
повернення.
3.27. [4.27] Зi скриньки, що мiстить M бiлих i N −M чорних
куль, загублено r куль. Порiвняти ймовiрностi того, що буде
витягнуто бiлу кулю: 1) до втрати кульок; 2) пiсля втрати
r = 1; 3) пiсля втрати r > 1.
3.28. [4.28] Припустимо, що ймовiрнiсть влучання в цiль при
одному пострiлi дорiвнює p, а ймовiрнiсть знищення цiлi при k
влучаннях — 1− qk . Яка ймовiрнiсть того, що цiль знищено
пiсля n пострiлiв?
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Розв’язок. Нехай Hk – подiя: k – влучань; A – подiя: цiль
знищено. Маємо P(Hk) = C k

n pk(1− p)n−k ,P(A|Hk) = 1− qk . За
формулою повної ймовiрностi
P(A) = P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + . . . + P(Hk)P(A|Hk) +
. . . + P(Hn)P(A|Hn) = C 0

n p0(1− p)n(1− q)0 + C 1
n p1(1− p)n−1(1−

q)1 + . . .+ C k
n pk(1− p)n−k(1− q)k + . . .+ Cn

n pn(1− p)0(1− qn) = .

IНАКШЕ! Розглянемо ймовiрнiсть подiї A – цiль не знищено.
Тодi P(A|Hk) = 1− P(A|Hk) = qk . За формулою повної
ймовiрностi
P(A) = P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + . . . + P(Hk)P(A|Hk) +
. . . + P(Hn)P(A|Hn) = C 0

n p0(1− p)nq0 + C 1
n p1(1− p)n−1q1 + . . . +

C k
n pk(1− p)n−kqk + . . . + Cn

n pn(1− p)0qn =
(
pq + (1− p)

)n
.

3.29. [4.29] Вiдрiзок [0, a] випадковою точкою дiлиться на двi
частини, з яких випадково вибирається одна. Позначимо через
η довжину обраної частини. Знайти P{η 6 x}, 0 6 x 6 a,
вважаючи, що ймовiрностi вибору будь-якої з частин однаковi.
3.30. [4.30] При переливаннi кровi треба враховувати групи
кровi донора та хворого. Людинi, яка має четверту групу кровi
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можна перелити кров будь-якої групи; людинi з другою або
третьою групою кровi можна перелити кров або тiєї ж групи
або першої; людинi з першою групою кровi можна перелити
лише кров першої групи. Серед населення 33,7% мають першу,
37,5% – другу, 20,9% – третю та 7,9% – четверту групу кровi.
Знайти: 1) ймовiрнiсть того, що випадково вибраному хворому
можна перелити кров випадково вибраного донора;
2) ймовiрнiсть того, що переливання можна виконати, якщо є 2
донори; 3 донори.
3.31. [4.31] Пiд час випробувань виявлено, що ймовiрнiсть
безвiдмовної роботи реле за вiдсутностi негативних впливiв
дорiвнює 0,99, за перегрiву — 0,95, за вiбрацiї — 0,9, за вiбрацiї
i перегрiву — 0,8. Знайти ймовiрнiсть P1 вiдмови цього реле,
якщо ймовiрнiсть перегрiву дорiвнює 0,2, а ймовiрнiсть вiбрацiї
0,3, припускаючи, що перегрiв i вiбрацiя — незалежнi подiї.
3.32. [4.32] Маємо 5 скриньок. У першiй, другiй i третiй є по 2
бiлих i 3 чорних кулi, в четвертiй i п’ятiй — по 1 бiлiй i 1
чорнiй кулi. Випадково вибирають скриньку i з неї виймають
кулю. Яка умовна ймовiрнiсть того, що вибрано четверту або
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п’яту скриньку, якщо витягли бiлу кулю?
3.33. [4.33] В N урнах є k1, k2, . . . , kN куль, з яких m1,m2, . . . ,mN
бiлих вiдповiдно. Навмання вибирають урну, а з неї — кулю.
а) Яка ймовiрнiсть того, що вийнята куля — бiла?
б) Вийнята куля виявилась бiлою. Яка ймовiрнiсть того, що
вона була вийнята з першої урни?
3.34. [4.34] В урнi мiститься n куль. Усi припущення щодо
кiлькостi бiлих куль серед них рiвноможливi. Навмання з урни
беруть одну кулю.
а) Яка ймовiрнiсть того, що вийнята куля — бiла?
б) Вийнята куля виявилась бiлою. Обчислити ймовiрностi всiх
припущень про склад куль в урнi. Яке з них має найбiльшу
ймовiрнiсть?
Розв’язок. Нехай Hj – подiя: в урнi j бiлих куль; A – подiя:

вийнята куля – бiла. За умовою P(Hj) = 1
n + 1 . P(A|Hj) = j

n . А
за формулою повної ймовiрностi
P(A) = P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + . . . +
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P(Hn)P(A|Hn) = 1
n + 1

(1
n + 2

n + . . . + n
n
)

= 1
n + 1

n(n + 1)
2 = 1

2 .

За формулою Баєса P(Hj |A) = P(Hj)P(A|Hj)
P(A) = 2 j

n(n + 1) .

3.35. [4.35] З урни, яка мiстила m (m > 3) бiлих та n чорних
куль, загублено одну. Пiсля цього з цiєї урни взяли навмання 2
кулi, якi виявились бiлими. Обчислити ймовiрнiсть того, що
загублена куля — бiла.
3.36. [4.36] Вiдомо, що 5% чоловiкiв i 0,25% жiнок —
дальтонiки. Випадково вiдiбрана особа виявилась дальтонiком.
Яка ймовiрнiсть того, що це — чоловiк?
3.37. [4.37] У будiвельному загонi 70% першокурсникiв i 30%
студентiв другого курсу. Серед першокурсникiв 10% дiвчат, а
серед студентiв другого курсу — 5% дiвчат. Усi дiвчата по черзi
чергують на кухнi. Знайти ймовiрнiсть того, що у випадково
вибраний день на кухнi чергує першокурсниця.
3.38. [4.38] Через канал зв’язку передається одна з
послiдовностей букв AAAA, BBBB, CCCC з ймовiрностями p1,
p2, p3, (p1 + p2 + p3 = 1). Кожна буква, що передається,
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приймається правильно з ймовiрнiстю α та з ймовiрностями
(1− α)/2 i (1− α)/2 приймається за кожну з iнших двох букв.
Знайти ймовiрнiсть того, що передано AAAA, якщо прийнято
ABCA.
Розв’язок. Нехай H1 = AAAA,H2 = BBBB,H3 = CCCC ,
D = ABCA, P(Hj) = pj ;
P(D|H1) = α2

(
1−α

2

)2
,P(D|H2) = α

(
1−α

2

)3
,P(D|H3) = α

(
1−α

2

)3
.

Тодi за формулою Баєса

P(H1|D) = P(H1)P(D|H1)
P(H1)P(D|H1) + P(H2)P(D|H2) + P(H3)P(D|H3) =

= 2p1α

2p1α + (1− α)(p2 + p3) .

3.39. [4.39] Стрiлець A влучає в мiшень з ймовiрнiстю p1 = 0, 6,
стрiлець B — з ймовiрнiстю p2 = 0, 5, стрiлець C з ймовiрнiстю
p3 = 0, 4. Стрiльцi роблять залп по мiшенi. Вiдомо, що є два
влучання. Що бiльш ймовiрно: влучив C в мiшень чи нi?
3.40. [4.40] Пiд час рентгенiвського обстеження ймовiрнiсть
виявити захворювання на туберкульоз у хворого туберкульозом
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дорiвнює 1−β. Ймовiрнiсть прийняти здорову людину за хвору
дорiвнює α. Нехай частка хворих на туберкульоз дорiвнює γ.
Знайти умовну ймовiрнiсть того, що людина здорова, якщо її
визнали хворою. Обчислити ту ж умовну ймовiрнiсть для
таких числових значень: 1− β = 0, 9, α = 0, 01, γ = 0, 001.
3.41. [4.41] Вiддiл технiчного контролю (ВТК) проводить
сортування пристроїв, якi випускає завод. Кожен пристрiй
незалежно вiд решти має дефект з ймовiрнiстю p. При
перевiрцi у ВТК наявнiсть дефектiв виявляється з ймовiрнiстю
α; крiм того, з ймовiрнiстю β якiсний пристрiй поводить себе
як дефектний. Всi пристрої, в яких при перевiрцi виявлено
вiдхилення вiд стандарту, бракуються. Знайти ймовiрнiсть q0
того, що незабракований пристрiй має дефекти, i ймовiрнiсть
q1 того, що забракований пристрiй має дефекти. За яких умов
q0 > q1?
3.42. [4.42] Зi скриньки, що мiстить 3 бiлих i 2 чорних кулi, за
схемою вибору без повернення вiдiбрали 2 кулi. Куля, взята
навмання з цих двох, виявилась бiлою. Яка ймовiрнiсть того,
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що друга куля також бiла?
3.43. [4.43] У скриньцi є 3 чорнi i 2 бiлi кульки. Перший
гравець за схемою випадкового вибору без повернення виймає
3 кулi. Назад вiн повертає чорну кулю, якщо серед витягнутих
куль було бiльше чорних; в iншому випадку повертається бiла
куля. Другий гравець пiсля цього виймає одну кулю i за її
кольором повинен вiдгадати кiлькiсть бiлих куль серед тих, якi
вийняв перший гравець. Знайти умовну ймовiрнiсть того, що в
першого гравця було: 1) 0 бiлих; 2) 1 бiла; 3) 2 бiлi кулi, —
якщо другий гравець витягнув бiлу кулю.
3.44. [4.44] З урни, яка мiстить n куль (всi можливi
припущення про число бiлих куль серед них рiвноможливi),
навмання вийняли одну, яка виявилась бiлою. Пiсля цього
знову виймають кулю. Яка ймовiрнiсть того, що вона теж бiла?

Вказiвки до роздiлу 4
3.11. Використати означення умовної ймовiрностi та задачу
1.86.
3.13. Ланцюгом з лiтер R ,B,W позначатимемо появу червоної,
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чорної, бiлої куль у випробуваннi на кроцi, що вiдповiдають
мiсцю в ланцюжку. Використати рiвностi:
A1 = W ∪ BBW ∪ BBBBW , A2 = BW ∪ BBBW ∪ BBBBBW ,
C = R ∪ BR ∪ BBR ∪ BBBR ∪ BBBBR ∪ BBBBBR .
3.20. Узагальнити приклад iз задачi 3.19 на n − 1 вимiр.
3.23. Нехай Bi = {Ai не вийде з ладу}. Тодi P(Bi) = 1− pi ,
C = B5 ∩ (B3 ∪ (B4 ∩ (B1 ∪ B2))).
3.28. Розглянути протилежнi подiї.
3.29. Нехай ξ — координата точки подiлу. Тодi ξ — рiвномiрно
розподiлена на [0, a], а P{η = ξ} = P{η = a − ξ} = 1/2.
3.30. Введемо подiї C = {переливання кровi можливе},
Ai = {донор має i-ту групу кровi}, Bi = {хворий має i-ту групу
кровi}, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Знайти P(Ai), P(Bi), P(C |Bi) у
припущеннi, що групи кровi хворого та донора незалежнi i
розподiленi вiдповiдно до наведеної статистики.
3.31. Нехай C означає вiбрацiю, B — перегрiв. Знайти
ймовiрностi CB, CB, CB, CB.
3.37. Прийняти Hi = {черговий навчається на i-му курсi},
i ∈ {1, 2}, A = {чергує дiвчина}. Знайти P(H1|A).
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3.44. Експеримент складається з двох частин - щодо першої
див. результати задачi 3.34, щодо другої - див. приклад 3.5.

Розв’язки до роздiлу 4

3.1. 1
3 . 3.2. P{η1 = i |η2 = 0} =


1

19 , якщо i = 0,
2

19 , якщо i ∈ {1, 2, . . . , 9},
0, якщо i ∈ {10, 11, . . . , 18}.

3.3. а) 1
3 ; б)

1
2 . 3.4. 0, 5. 3.5. 21

46 . 3.6. 1− 10·59

610−510 ≈ 0, 6148. 3.7.
Ймовiрнiсть виграшу гравця A дорiвнює p1

p1+p2−p1p2
, гравця B —

(1−p1)p2
p1+p2−p1p2

. 3.8. P(A) = 1− (1− p1)(1− p2)(1− p3)(1− p4),
P(B) = p1p2p3p4. 3.9. p1(1−p2)(1−p3)

p1(1−p2)(1−p3)+p2(1−p1)(1−p3)+p3(1−p1)(1−p2) . 3.10.
0,41
0,55 ≈ 0, 75. 3.11. N!

l1!l2!(N−l1−l2)! ·
1

3N , якщо l1 + l2 6 N . 3.12. 1) 1
5 ; 2)

1
5 ; 3)

1
30 . 3.13. P(A1) = 83

210 ; P(A2) = 43
210 ; P(C) = 2

5 . 3.14. 1)

Cn1
n1+n2A

n1
N1

An2
N2
· N3

An1+n2+1
N1+N2+N3

; 2)
N2∑

k=0
Ak

N2 ·
N3

Ak+1
N1+N2+N3

; 3) Ak−1
N1+N2

· N3
Ak

N1+N2+N3
.

3.15. 1) a+b
a+2b ; 2)

a
a+b

[b/2]∑
k=0

A2k
b

A2k
a+b−1

. 3.16. 1) незалежнi при довiльних
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l i k ; 2) незалежнi; 3) залежнi. 3.17. Незалежнi пари {Ai ,Aj},
для яких i , j ∈ {1, 2, 5, 6}, i трiйки {A1,A5,A6}, {A2,A5,A6}. 3.18.
1) i 2) так. 3.19. Так. 3.21. 1)α1α2; 2) 1− (1− β1)(1− β2). 3.22.
1−

n∏
j=1

(1− pj)
(

1 +
n∑

i=1

pi
1−pi

)
. 3.23. q5(q3 + p3q4(q2 + q1p2)), де

qk = 1− pk , k ∈ {1, 2, . . . , 5}. 3.24. 38
105 . 3.25.

5
28 ;

1
4

(
2
7

)k
+ 3

4

(
1
7

)k
.

3.26. 11
20 ; 0, 1

(
1
4

)k
+ 0, 6

(
1
2

)k
+ 0, 3

(
3
4

)k
, якщо k ∈ N;

0, 1 · Ak
1

Ak
4

+ 0, 6 · Ak
2

Ak
4

+ 0, 3 · Ak
3

Ak
4
, якщо k ∈ {1, 2, 3}, де Ak

m = 0 при
k > m. 3.27. В усiх трьох випадках M

N (r < N). 3.28.
1− (1− p(1− q))n. 3.29. x

a . 3.30. 1) 0, 573683; 2) ≈ 0, 77768;

≈ 0, 87327. 3.31. 0, 0486. 3.32. 5
11 . 3.33. а)

1
N ·

N∑
i=1

mi
ki
; б)

m1
k1
·
(

N∑
i=1

mi
ki

)−1

. 3.34. а) 1
2 ; б) P(Hi |A) = 2i

n(n+1) , де

Hi = {в урнi з n куль було i бiлих}, i = 0, n,
A = {вийнята куля виявилася бiлою}; найiмовiрнiше в урнi
були всi бiлi кулi. 3.35. m−2

m+n−2 . 3.36.
20
21 . 3.37.

14
17 . 3.38.
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2p1α

2p1α+(1−α)(p2+p3) . 3.39. Бiльш ймовiрно, що C влучив. 3.40.
α(1−γ)

(1−β)γ+α(1−γ) ; ≈ 0, 9174. 3.41. q0 = (1−α)p
1−αp−β(1−p) ; q1 = αp

αp+β(1−p) ;
q0 > q1 ⇔ β > α. 3.42. 1

2 . 3.43. 1)
2

11 ; 2)
6

11 ; 3)
3

11 . 3.44.
2
3 .
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5. ПОСЛIДОВНОСТI НЕЗАЛЕЖНИХ ВИПРОБУВАНЬ:
СХЕМА БЕРНУЛЛI, ПОЛIНОМНА СХЕМА, ГРАНИЧНI

ТЕОРЕМИ

п.з. 5.1. Cхема Бернуллi та полiномна схема
Нехай проводиться серiя з n ∈ N незалежних випробувань,
результатом кожного з яких є одна з подiй Ai , i ∈ {1, 2, . . . ,m},
m ∈ N. Простiр елементарних подiй у цьому випадку

Ωn = {(Ai1 ,Ai2 , . . . ,Ain) : ik ∈ {1, 2, . . . ,m}, k ∈ N}.

Нехай P(Aj) = p(k)
j — ймовiрнiсть того, що на k-му кроцi

настане подiя Aj , j ∈ {1, . . . ,m}. Зрозумiло, що
p(k)

1 + p(k)
2 + · · ·+ p(k)

m = 1 для довiльного k ∈ N . Якщо p(k)
j = pj ,

j ∈ {1, . . . ,m}, не залежить вiд k , то випробування називаються
однорiдними. В цьому випадку побудовану модель називають
полiномною схемою. Оскiльки випробування незалежнi, то для
A = (Ai1 , . . . ,Ain) маємо P(A) = P(Ai1) · · ·P(Ain) = pi1pi2 · · · pin ,
ik ∈ {1, . . . ,m}, k ∈ N .



Формула повної ймовiрностi. Формула Байєса 110

Ймовiрнiсть того, що наслiдком проведення n випробувань за
полiномною схемою буде поява подiї A1 — k1 разiв, подiї A2 —
k2 разiв, i т. д., подiї Am — km разiв дорiвнює
(k1 + k2 + · · ·+ km = n)

Pn(k1, . . . , km) = n!
k1!k2! · · · km!pk1

1 · · · pkm
m . (3.6)

Частковий випадок полiномної схеми з m = 2 називають
схемою Бернуллi. Якщо P(A1) = p, то P(A2) = P(A1) = 1− p i
ймовiрнiсть того, що подiя A1 настане точно k разiв, дорiвнює

Pn(k) = C k
n pk(1− p)n−k , k ∈ {0, 1, . . . , n}. (3.7)
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Приклад
Проводиться n незалежних випробувань, якi полягають в
одночасному пiдкиданнi k монет. Обчислити ймовiрностi подiй:
A = {принаймнi один раз всi k монет випадуть гербами},
B = {точно m разiв всi k монет випадуть гербами}.

Появу k гербiв в одному випробуваннi назвемо успiхом,
ймовiрнiсть успiху p = 2−k . Якщо означити Cl = {l-те
випробування завершилось успiхом}, то A = C 1 ∩ C 2 ∩ · · · ∩ Cn,
звiдки

P(A) = P(C 1)P(C 2) · · ·P(Cn) = (1− p)n.

Отже, P(A) = 1− P(A) = 1− (1− 2−k)n. Ймовiрнiсть подiї B
обчислюється за формулою (3.7)
P(B) = Pn(m) = Cm

n 2−km(1− 2−k)n−m.
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Приклад
У скриньцi є 3 кулi: чорна, червона i бiла. Зi скриньки за
схемою випадкового вибору з поверненням виймають 5 куль.
Визначити ймовiрнiсть того, що чорну i бiлу кулi витягнуто
принаймнi по 2 рази кожну.

Нехай p1, p2, p3 — ймовiрностi витягнути за одну спробу чорну,
червону, бiлу кулю вiдповiдно. Очевидно, p1 = p2 = p3 = 1/3.
Чорна i бiла кулi будуть витягнутi принаймнi двiчi тодi, коли
настане одна з подiй: B1 = {3 рази витягли бiлу кулю, 2 рази —
чорну}, B2 = {3 рази витягли чорну кулю, 2 рази — бiлу},
B3 = { 2 рази витягли бiлу кулю, 2 рази — чорну, 1 раз —
червону}. Ймовiрнiсть подiй Bj , j ∈ {1, 2, 3} обчислюємо за
формулою (3.6). Тодi шукана ймовiрнiсть

p = P(B1 ∪ B2 ∪ B3) = P(B1) + P(B2) + P(B3) =

= 5!
3!2!

(1
3

)5
+ 5!

3!2!

(1
3

)5
+ 5!

2!2!1!

(1
3

)5
= 50

35 .
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Приклад
При кожному випробуваннi ймовiрнiсть появи деякої подiї
дорiвнює p. З якою ймовiрнiстю ця подiя настане парну
кiлькiсть разiв при n випробуваннях?

Позначимо через pk ймовiрнiсть того, що пiсля k випробувань
подiя вiдбудеться парну кiлькiсть разiв. Про результати k − 1
випробування можна зробити двi гiпотези: при k − 1
випробуваннi подiя вiдбулась парну або непарну кiлькiсть
разiв. Ймовiрностi цих гiпотез дорiвнюють вiдповiдно pk−1 i
1− pk−1. Тодi за формулою повної ймовiрностi
pk = pk−1(1− p) + (1− pk−1)p = p + pk−1(1− 2p). Це можна
переписати у виглядi pk − 1

2 = (pk−1 − 1
2 )(1− 2p), k ∈ N . З

останньої формули знаходимо pn − 1
2 = (1− 2p)n(p0 − 1

2 ).
Оскiльки p0 = 1, то pn = 1

2 (1 + (1− 2p)n).
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Твердження
Якщо у схемi Бернуллi ймовiрнiсть появи подiї A при одному
випробуваннi дорiвнює p, то найбiльш ймовiрна кiлькiсть k0
появ подiї A за n випробувань, тобто
max{Pn(k) : k ∈ {0, 1, . . . , n}} = Pn(k0), задовольняє нерiвнiсть

np − q 6 k0 6 np + p, q = 1− p.

Доведення. При 0 6 k 6 n − 1 маємо

Pn(k + 1)
Pn(k) = C k+1

n pk+1qn−k−1

C k
n pkqn−k = (n − k)p

(k + 1)q .

Отже, умова Pn(k + 1)/Pn(k) > 1 рiвносильна до нерiвностi
(n − k)p > q(k + 1), або np − q > k . Якщо np − q 6∈ Z, то iснує
єдине k0 ∈ (np − q, np + p)∩Z i Pn(k0) > Pn(k0 − 1) > · · · > Pn(0)
i Pn(k0) > Pn(k0 + 1) > · · · > Pn(n). Отже, число k0 має потрiбну
властивiсть. Якщо k1 = np − q — цiле число, то
Pn(k1) = Pn(k1 + 1) i Pn(k) < Pn(k1) при k < k1 або k > k1 + 1. У
цьому випадку є два значення числа появи подiї A: np − q i
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np + p, з найбiльшою ймовiрнiстю.

Ймовiрнiсть появи подiї при n випробуваннях iнодi може бути
обчислена за допомогою рекурентних формул вигляду
pk = akpk−1 + bkpk−2, де ak i bk — сталi, що обчислюються, pk —
ймовiрнiсть деякої подiї пiсля k випробувань.

п.з. 5.2. Граничнi теореми

При великiй серiї незалежних випробувань формула (3.7)
незручна для обчислень. У таких випадках застосовуються так
званi граничнi теореми.
Розглянемо послiдовнiсть серiй випробувань Бернуллi: n-та
серiя складається з n послiдовних незалежних випробувань,
при кожному з яких ймовiрнiсть успiху дорiвнює pn. Нехай µn
— кiлькiсть успiхiв в n-й серiї, Pn(k) = P{µn = k}.

Нагадаємо, що за теоремою Пуассона, якщо iснує C > 0 таке,
що у кожнiй серiї з n незалежних випробувань Бернуллi для
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ймовiрностi успiху pn виконується λn := npn 6 C , то

lim
n→+∞

Pn(k)
λk

n
k! e−λn

= 1, k ∈ Z+.

Отже, для великих n i малих значень pn для наближенного
обчислення Pn(k) можна використовувати формулу

Pn(k) ≈ λk
n

k! e−λn , λn = npn. (3.8)

Абсолютна похибка наближення не перевищує np2
n ([1], c.123,

теор. 8).

Приклад
За одну годину на комутатор диспетчерського вiддiлення
швидкої допомоги надходить у середньому 60 викликiв. Знайти
ймовiрнiсть того, що за 30 с, протягом яких диспетчера не
буде, не надiйде жодного виклику.
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Нехай всього є n абонентiв. Успiхом з ймовiрнiстю p (вiдповiдно
невдачею з ймовiрнiстю 1− p) вважатимемо здiйснення
(нездiйснення) дзвiнка абонентом на комутатор за 30 с. Тодi np
— середнє число викликiв за 30 с, вiдповiдно 120np = 60 —
середнє число викликiв за 1 год. Отже, маємо n випробувань,
λ = np = 1/2. За наближеною формулою (3.8) Pn(0) ≈ e−1/2.

Наведемо ще два приклади застосування теорем
Муавра-Лапласа.
Введемо функцiї

ϕ(x) = 1√
2π

e− x2
2 , Φ0(x) = 1√

2π

∫ x

0
e− u2

2 du.

Перша з них є щiльнiстю стандартного нормально розподiлу, а
iнша з нормальним розподiлом пов’язана рiвнiстю
Φ(x) = 1

2 + Φ0(x). За теоремами Муавра-Лапласа для
обчислення Pn(k) при великих n i k , p = const можна
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використовувати формули наближення

Pn(k) ≈
ϕ
(

k−np√npq

)
√npq , P

{
a < µn − np

√npq < b
}
≈ Φ0(b)−Φ0(a). (3.9)

Формули (3.9) дають добрi наближення при великих значеннях
npq (npq > 20).
Значення функцiй ϕ(x) i Φ0(x) можна знайти з таблиць у
будь-якому збiрнику задач з теорiї ймовiрностей або у
математичному пакетi для комп’ютера. Зазначимо деякi
елементарнi властивостi функцiй ϕ(x) i Φ0(x): ϕ(x) гладка
парна додатна функцiя, що спадає при x > 0, ϕ(0) = 1√

2π ,
ϕ(∞) = 0; Φ′0(x) = ϕ(x), отже, Φ0(x) — зростаюча непарна
функцiя, Φ0(0) = 0, Φ0(+∞) = 1

2 .
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Приклад
Деяке пiдприємство випускає 99,2% стандарних виробiв. Яка
ймовiрнiсть того, що серед 5000 навмання вибраних виробiв
цього пiдприємства кiлькiсть нестандартних менша за 60?

Вибiр окремих виробiв можна розглядати як послiдовнi
незалежнi випробування. Ймовiрнiсть вибору нестандартного
виробу дорiвнює p = 0, 008, кiлькiсть випробувань n = 5000,
q = 0, 992. Якщо через µ позначити кiлькiсть нестандартних
виробiв серед 5000 вибраних, то за iнтегральною теоремою
Муавра-Лапласа у формi наближеної рiвностi (3.9) маємо

P{0 6 µ < 60} ≈

≈Φ
( 60− 5000 · 0, 008√

5000 · 0, 008 · 0, 992

)
−Φ

( 0− 5000 · 0, 008√
5000 · 0, 008 · 0, 992

)
≈

≈ Φ
( 20

6, 3

)
− Φ

(
− 40

6, 3

)
≈ 0, 9992.
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Приклад
Скiльки разiв треба пiдкинути гральний кубик, щоб з
ймовiрнiстю β = 0, 997 частота появи 1 вiдрiзнялась вiд
ймовiрностi появи 1 при одному випробуваннi не бiльше, нiж
на 0, 01?

Нехай µ — кiлькiсть появ 1 при n пiдкиданнях. Треба знайти
таке n, щоб P{|µn − p| 6 0, 01} = 0, 997, де p = 1

6 — ймовiрнiсть
появи 1 при одному пiдкиданнi. Тодi √pq =

√
5

6 ,

P
{∣∣∣µn − p

∣∣∣ 6 0, 01
}

= P
{ |µ− np|
√npq 6 0, 01

√
n
pq

}
=

= Φ
(

0, 01
√

n
pq

)
− Φ

(
−0, 01

√
n
pq

)
= 2Φ(0, 06

√
n/5).

З умови 2Φ(0, 06
√

n/5) = 0, 997 знаходимо n

n = 5
(Φ−1(0, 4985)

0, 06

)2
≈ 5

(297
6

)2
≈ 12251.



Граничнi теореми 121

3.45. [5.1] При передачi повiдомлення ймовiрнiсть спотворення
одного знака дорiвнює 1/10. Яка ймовiрнiсть того, що
повiдомлення з 10 знакiв: 1) не буде спотворено; 2) мiстить 3
спотворення; 3) мiстить не бiльше трьох спотворень.
Розв’язок. Ймовiрнiсть (У) спотворення одного знаку p = 0, 1.
Тодi в рамках схеми Бернуллi n = 10. 1) Не буде спотвореного
жодного знаку (k = 0) Pn(0) = C 0

n p0(1− p)n = (0, 9)10. 2)
Мiстить точно два спотворення (k = 3)
Pn(k) = C k

n pk(1− p)n−k = C 2
n (0, 1)3(0, 9)7. 3) Не бiльше трьох

спотворень P10(0) + P10(1) + P10(2) + P10(3).
3.46. [5.2] Знайти ймовiрнiсть того, що у 2n випробуваннях
схеми Бернуллi з ймовiрнiстю успiху p i невдачi q = 1− p
з’явиться m + n успiхiв i всi випробування з парними номерами
завершаться успiшно.
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3.47. [5.3] Проводяться чотири незалежнi дослiди, в кожному з
яких подiя A вiдбувається з ймовiрнiстю 0,3. Подiя B
вiдбувається з ймовiрнiстю, що дорiвнює 1, якщо подiя A
вiдбулася не менше двох разiв; не вiдбувається, якщо подiя A
не вiдбулась, i вiдбувається з ймовiрнiстю 0,6, якщо подiя A
вiдбулась один раз. Визначити ймовiрнiсть подiї B.
Розв’язок. Нехай Pn(k) ймовiрностi в схемi Бернуллi для подiї
A, Ak = A – вiдбулась k разiв. Тодi, за формулою повної
ймовiрностi
P(B) = P(B|A2 ∪ A3 ∪ A4)P(A2 ∪ A3 ∪ A4) + P(B|A0)P(A0) +
P(B|A1)P(A1) = 1 · (1− P4(0)− P4(1)) + 0 + 0, 6 · P4(1).
3.48. [5.4] Два баскетболiсти роблять по 3 кидки м’ячем у
корзину. Ймовiрностi влучання м’яча при кожному кидку
дорiвнюють вiдповiдно 0,6 i 0,7. Знайти ймовiрностi того, що:
1) в обидвох буде однакова кiлькiсть влучань; 2) у першого
баскетболiста влучань буде бiльше.
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3.49. [5.5] У деякому регiонi 20% населення — брюнети, 30% —
шатени, 40% — блондини i 10% — рудi. Вибирається навмання
група з 6 осiб. Знайти ймовiрностi подiй:
А — у групi не менше 4-х блондинiв,
В — у групi хоча б 1 рудий,
С — у групi однакова кiлькiсть блондинiв i шатенiв.
Розв’язок. Нехай p1, p2, p3, p4 –ймовiрностi подiй A1,A2,A3,A4 за
одну спробу вибрати брюнета, шатена, блондина i рудого,
вiдповiдно. Тодi, p1 = 0, 2, p2 = 0, 3, p3 = 0, 4, p4 = 0, 1.
Використовуючи полiномну схему, маємо

P(A) = 6!
4!1!1!p4

3p1p2 + 6!
4!1!1!p4

3p1p4 + 6!
4!1!1!p4

3p2p2 + 6!
5!1p5

3p1 +
6!

5!1!p5
3p2 + 6!

5!1p5
3p4 + p6

3 = ...

P(B) = 1− P(B), P(B) =
Для того, що обчислити останню ймовiрнiсть зауважимо, що
B = A1A1A1A1A1A1 + A2A2A2A2A2A2 + A3A3A3A3A3A3 +
A1A1A1A1A1A2 + A2A2A2A2A2A3 + A3A3A3A3A3A1 +
A1A1A1A1A1A3 + A2A2A2A2A2A1 + A3A3A3A3A3A2 + ...
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i далi знову скористатися полiномною схемою.

P(B) = p6
1 + p6

2 + p6
3 + 6!

5!1!(p5
1p2 + p5

1p3 + p5
2p1 + p5

2p3 + p5
3p2 +

p5
3p1) + 6!

4!1!1!(p4
1p2p3 + p4

2p1p3 + p1p2p4
3) + 6!

4!2!(p4
1p2

2 + p4
1p2

3 +
p4

2p2
1 + p4

2p2
3 + p4

3p2
2 + p4

3p2
1) + ...

3.50. [5.6] У круг вписано квадрат. Знайти ймовiрнiсть того, що
з 10 точок, кинутих навмання в круг, 4 потраплять в квадрат,
3 — в деякий фiксований сегмент i по 1 — в решта 3 сегменти.
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3.51. [5.7] Ймовiрнiсть перегорання першої, другої i третьої
ламп дорiвнюють вiдповiдно 0, 1; 0, 2 i 0, 3. Ймовiрностi виходу
з ладу приладу при перегораннi однiєї, двох i трьох ламп
дорiвнюють вiдповiдно 0, 25; 0, 6 i 0, 9. Визначити ймовiрнiсть
виходу приладу з ладу.
Розв’язок. Нехай Bj – подiя: перегорання j-ої лампи; за умовою
P(B1) = 0, 1;P(B2) = 0, 2;P(B3) = 0, 3. A – подiя: вихiд з ладу
приладу; Hj – подiя: перегорання j ламп; за умовою
P(A|H1) = 0, 25;P(A|H2) = 0, 6;P(A|H3) = 0, 9. Зауважимо, що
H1 = B1B2B3 + B2B1B3 + B3B1B2, P(H1) = P(B1)P(B2)P(B3)+
+P(B2)P(B1)P(B3) + P(B3)P(B1)P(B2) = ... = 0, 398,
H2 = B1B2B3 + B1B2B3 + B1B2B3,
P(H2) = P(B1)P(B2)P(B3)+P(B1)P(B2)P(B3)+P(B1)P(B2)P(B3) =,
= ... = 0, 092,
H3 = B1B2B3, P(H3) = P(B1)P(B2)P(B3) = ... = 0, 006. Тодi за
формулою повної ймовiрностi
P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + P(H3)P(A|H3) =
= 0, 398·0, 25+0, 092·0, 6+0, 006·0, 9 = 0, 0995+0, 0552+0, 0054 =
= 0, 1601.
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3.52. [5.8] З множини S = {1, 2, . . . ,N} випадково вибирають
пiдмножини A1 i A2 так, що кожен елемент з S незалежно вiд
iнших елементiв з ймовiрнiстю p включається у пiдмножину
Ai , i ∈ {1, 2}, i з ймовiрнiстю 1− p не включається. Знайти
ймовiрнiсть того, що A1 ∩ A2 = ∅.
3.53. [5.9] З множини S = {1, 2, . . . ,N} незалежно вибирають r
пiдмножин A1,A2, . . . , Ar . Механiзм вибору такий: довiльний
елемент множини S незалежно вiд iнших елементiв з
ймовiрнiстю pi включається до множини Ai i з ймовiрнiстю
qi = 1− pi не включається, i ∈ {1, 2, . . . , r}. Знайти ймовiрнiсть
того, що вибранi множини попарно не перетинаються.
3.54. [5.10] За схемою задачi 3.52 випадково i незалежно
вибирають r пiдмножин A1,A2, . . . , Ar , r > 2. Знайти: 1)
P{|A1 ∩ · · · ∩ Ar | = k}; 2) P{|A1 ∪ · · · ∪ Ar | = k}.



Граничнi теореми 127

3.55. [5.11] Настя i Потап, шахiсти однакового рiвня, грають
матч, в якому нiчиї не зараховуються. Що ймовiрнiше для
Настi: виграти 1 партiю з 2-х, чи 2 з 4-х, . . . , чи n з 2n?
Розв’язок. Зауважимо, що ймовiрнсть виграти k партiй з 2k
дорiвнює pk = C k

2k(0, 5)2k . Тодi,
pk+1

pk
= k + 1/2

k + 1 < 1.
3.56. [5.12] В одному матчi на першiсть свiту з шахiв нiчиї не
враховували, i гра йшла доти, доки один з учасникiв матчу не
набирав 6 очок (виграш — 1 очко, програш або нiчия — 0
очок). Вважаючи учасникiв матчу однаковими за силою, а
результати окремих iгор незалежними, знайти ймовiрнiсть
того, що за таких правил у момент закiнчення матчу той, хто
програв, набирає k очок, k ∈ {0, 1, . . . , 5}.
3.57. [5.13] (Задача С. Банаха). Один математик носить з собою
2 коробки сiрникiв. Щоразу, коли йому потрiбен сiрник, вiн
навмання вибирає одну з коробок. Знайти ймовiрнiсть того, що
математик вперше вiзьме порожню коробку, тодi, к в iншiй
залишиться точно r сiрникiв, r ∈ {0, 1, . . . , n}, n — вихiдна
кiлькiсть сiрникiв у кожнiй коробцi.
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3.58. [5.14] Ймовiрнiсть вiдмови кожного приладу при одному
випробуваннi дорiвнює p = 0, 2. Скiльки таких приладiв треба
випробувати, щоб з ймовiрнiстю не меншою за 0, 9 отримати не
менше 2-х вiдмов?
Розв’язок. Нехай k – кiлькiсть вiдмов, n – кiлькiсть
випробувань. За умовою k ≥ 2, а також ймовiрнiсть
p2 :=

n∑
k=2

Pn(k) = 1− Pn(0)− Pn(1) ≥ 0, 9. Отже,

Pn(0) + Pn(1) ≤ 0, 1⇐⇒ (1− p)n + np(1− p)n−1 ≤ 0, 1⇐⇒
0, 8n−1(0, 8 + 0, 2n) ≤ 0, 1. При
n = 17 : 0, 8n−1(0, 8 + 0, 2n) � 0, 1182 > 0, 1, а при
n = 18 : 0, 8n−1(0, 8 + 0, 2n) � 0, 0991 < 0, 1. Крiм цього
елементарно перевiряємо, що 0, 8n−1(0, 8 + 0, 2n) строго спадає,

бо
0, 8n(0, 8 + (n + 1)0, 2)

0, 8n−1(0, 8 + 0, 2n) = 0, 8 + 0, 16
0, 8 + 0, 2n < 1. Отже, для

того, щоб з ймовiрнiстю не меншою за 0, 9 отримати не менше
2-х вiдмов, потрiбно провести не менш, нiж n = 18 випробувань
приладiв.
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3.59. [5.15] За один цикл автомат виготовляє 10 деталей. За яку
кiлькiсть циклiв ймовiрнiсть виготовлення хоча б однiєї
бракованої деталi буде не меншою за 0, 8, якщо ймовiрнiсть
того, що довiльна деталь бракована дорiвнює 0, 01?
3.60. [5.16] Зi скриньки, в якiй 20 бiлих i 2 чорнi кулi за схемою
випадкового вибору з поверненням n раз виймають кулi.
Визначити найменшу кiлькiсть випробувань, за якого
ймовiрнiсть витягнути хоча б одну чорну кулю бiльша за 0, 5.
Розв’язок. Ймовiрнiсть витягнути чорну кулю p = 2

20 = 0, 1.
Як i упопереднiй задачi маємо ймовiрнiсть
p1 :=

n∑
k=1

Pn(k) = 1− Pn(0) = 1− (1− p)n > 0, 5⇐⇒ 0, 9n < 0, 5;

0, 96 � 0, 5314, 0, 9n ≤ 0, 97 � 0, 4783 < 0, 5 (n ≥ 7).
3.61. [5.17] Для одного баскетболiста ймовiрнiсть закинути м’яч
у корзину при одному закидуваннi дорiвнює 0, 4. Зроблено 10
закидувань. Знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть влучань i
вiдповiдну ймовiрнiсть.
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3.62. [5.18] Знайти кiлькiсть n незалежних випробувань, якi
треба зробити для того, щоб найбiльш ймовiрна кiлькiсть появ
подiї дорiвнювала 20, якщо ймовiрнiсть настання цiєї подiї при
одному випробуваннi дорiвнює p = 0, 8.
Розв’язок. Найбiльш ймовiрна кiлькiсть k0(n) появ подiї A за n
випробувань, тобто max{Pn(k) : k ∈ {0, 1, . . . , n}} = Pn(k0),
задовольняє нерiвнiсть

np − q 6 k0 6 np + p, q = 1− p.
Якщо k1 = np − q — цiле число, то уцьому випадку є два
значення числа появи подiї A: np − q i np + p, з найбiльшою
ймовiрнiстю.
Отже, за умовою повинно виконуватися k0(n) = 20. Зауважимо,

що n ∈
[k0 − p

p ,
k0 + q

p
]

= [24, 25.25]. Звiдси, n ∈ {24, 25}.

3.63. [5.19] Ймовiрнiсть виготовлення стандартної деталi
дорiвнює 0, 95. Скiльки деталей повинно бути в партiї, щоб
найбiльш ймовiрна кiлькiсть нестандартних деталей у нiй
дорiвнювала 55?
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3.64. [5.20] Через канал зв’язку передають повiдомлення, що
скадається з нулiв i одиниць. Через перешкоди ймовiрнiсть
правильної передачi знака дорiвнює 0, 55. Для пiдвищення
ймовiрностi передачi кожен знак повiдомлення повторюють n
разiв. Вважають, що послiдовностi з n знакiв, якi приймають,
вiдповiдає знак, що становить у нiй бiльшiсть. Знайти
ймовiрнiсть правильної передачi при n = 5.
Розв’язок. Шукана ймовiрнiсть

5∑
k=3

P5(k) =
5∑

k=3
C k

5 · 0, 55k · 0, 455−k ≈ 0, 593127.
3.65. [5.21] Знайти ймовiрнiсть того, що серед 10 однозначних
випадкових чисел точно 4 парних i 3 непарних, кратних 3.
Розв’язок. Ймовiрнiсть того, що одне з десяти одноцифрових
чисел парне p1 = 0, 5, а непарних кратних 3 дорiвнює p2 = 0, 2;
будь-яке iнше p3 = 0, 3. Тодi за полiномною схемою, шукана
ймовiрнiсть

P10(4, 3, 3) = 10!
4!3!3!p4

1p3
2p3

3 = 0, 0567.
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3.66. [5.22] Робiтник виробляє з ймовiрнiстю 0, 9 придатний
вирiб, з ймовiрнiстю 0, 09 — вирiб з усувним браком, 0, 01 —
вирiб з неусувним браком. Вироблено 3 вироби. Знайти
ймовiрнiсть того, що серед них хоча б один придатний i хоча б
один з усувним браком.
3.67. [5.23] В електропоїзд, що складається з 6 вагонiв, сiдає 12
осiб. Вибiр вагону кожною людиною рiвноможливий.
Визначити ймовiрнiсть того, що: 1) у кожен вагон зайшло по
двi особи; 2) в один вагон нiхто не зайшов, в другий — зайшла
одна особа, у два вагони — по двоє осiб, у два вагони, що
залишились вiдповiдно 3 i 4 особи.
3.68. [5.24] На вiдрiзок AB довжини a навмання одна за одною
кинуто 5 точок. Ймовiрнiсть потрапляння точки на довiльну
частину вiдрiзка пропорцiйна довжинi цiєї частини. Знайти
ймовiрнiсть того, що: 1) двi точки знаходитимуться вiд точки
A на вiдстанi меншiй за b, а три — на вiдстанi, бiльшiй за b
(b < a); 2) двi точки знаходитимуться вiд точки A на вiдстанi
меншiй за c , а одна — на вiдстанi c < r < b, а двi — на вiдстанi
бiльшiй за b.
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3.69. [5.25] Вiдрiзок [0, 10] точками 1, 2, 3, 4, 7 роздiлено на 4
вiдрiзки довжини 1 i 2 вiдрiзки довжини 3. Нехай A1, . . . , A8 —
незалежнi випадковi точки вiдрiзка [0, 10]. Яка ймовiрнiсть
того, що серед цих точок, у два яких-небудь вiдрiзки довжини
1 потрапить по 2 точки, а в кожен з вiдрiзкiв, що залишились
— по 1 точцi?
3.70. [5.26] Повiдомлення, якi передають через канал зв’язку,
складаються з трьох знакiв A,B,C . Кожен знак приймається
правильно з ймовiрнiстю 0,6 i помилково приймається за
довiльний з двох iнших знакiв з ймовiрнiстю 0,2. Для
пiдвищення ймовiрностi правильного прийому кожен знак
передається 5 разiв. За переданий знак приймається той, який
найчастiше трапляється у прийнятiй п’ятiрцi знакiв. Якщо
таких є два, то серед них з однаковою ймовiрнiстю вибирають
один. Знайти ймовiрнiсть правильного прийому знака за такого
способу передачi.
3.71. [5.27] Визначити ймовiрнiсть того, що при n пiдкиданнях
монети герб випаде непарну кiлькiсть разiв.
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3.72. [5.28] Два однакових за силою партнери грають у шахи
доти, доки один з них не виграє на 2 партiї бiльше, нiж iнший.
Яка ймовiрнiсть того, що буде зiграно точно 2n результативнi
партiї?
3.73. [5.29] Двоє гравцiв грають доти, доки один не виграє всi
грошi в iншого. Визначити ймовiрнiсть того, що буде зiграно
точно n партiй, якщо всi ставки однаковi, кожен гравець має 3
ставки, а ймовiрнiсть виграшу в будь-якiй партiї однакова i
дорiвнює 1

2 для кожного гравця.
3.74. [5.30] Для кожного абонента ймовiрнiсть подзвонити на
комутатор протягом однiєї години дорiвнює p = 0, 01.
Комутатор обслуговує n = 300 абонентiв. Знайти ймовiрнiсть
того, що протягом однiєї години подзвонять: 1) 4 абоненти; 2)
не бiльше 4 абонентiв.
Розв’язок. 1) В рамках схеми Бернуллi (λ = np = 3) за
теоремою Пуассона маємо

P300(4) = C 4
300p4(1− p)96 ≈ λ4

4! e−λ = 34

4! e−3 = 9
8e−3.
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2)
4∑

k=0
P300(k) =

4∑
k=0

C k
300pk(1− p)300−k ≈

4∑
k=0

λk

k! e−λ ≈ ....

Наближене значення цих ймовiрностей можна знайти з

таблиць значень виразу
λk

k! e−λ у збiрнику задач.
3.75. [5.31] Книга в 500 сторiнок мiстить 500 помилок. Знайти
ймовiрнiсть того, що на випадково вибранiй сторiнцi виявиться
не менше трьох помилок.
3.76. [5.32] Вiдомо, що при набираннi книги є стала ймовiрнiсть
p = 0, 0001 того, що будь-яку букву буде набрано неправильно.
Пiсля набору гранки читає коректор, який виявляє кожну
помилку з ймовiрнiстю q = 0, 9. Пiсля коректора їх читає
автор, який виявляє кожну помилку, що залишилась, з
ймовiрнiстю r = 0, 5. Знайти ймовiрнiсть того, що в книзi з
100000 друкованих знакiв залишиться пiсля цього не бiльше 5
помилок.
Розв’язок. Ймовiрнiсть того, що пiсля набору i вичитки
коректором i автором залишиться одна помилка дорiвнює
p1 = p(1− q) · 0, 5 = 5 · 10−6, n = 105, k ≤ 5, λ = np1 = 0, 5. Тодi,
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шукана ймовiрнiсть
5∑

k=0
Pn(k) =

5∑
k=0

C k
105pk

1 (1− p1)105−k ≈
5∑

k=0

λk

k! e
−λ ≈ ....

Для знаходження цiєї ймовiрностi можна скористатися
локальною теоремою Муавра-Лапласа
(bn = np1(1− p1) = 0, 5(1− 5 · 10−6))

5∑
k=0

Pn(k) ≈
5∑

k=0
ϕ(xn,k) ≈ ..., xn,k = k − λn√

bn
.

3.77. [5.33] Деяка машина складається з 10000 деталей. Кожна
деталь незалежно вiд iнших може вiдмовити з ймовiрнiстю pi ,
причому для n1 = 1000 деталей p1 = 0, 0003, для n2 = 2000
деталей p2 = 0, 0002 i для n3 = 7000 деталей p3 = 0, 001.
Машина не працює, якщо в нiй вiдмовили 2 деталi. Знайти
ймовiрнiсть того, що машина не працюватиме.
3.78. [5.34] Ймовiрнiсть виходу з ладу за час t одного
конденсатора дорiвнює 0,2. Знайти ймовiрнiсть того, що за цей
час зi 100 працюючих конденсаторiв вийдуть з ладу:
а) рiвно 20 конденсаторiв;
б) вiд 14 до 26 конденсаторiв.
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3.79. [5.35] У деякому мiстi в середньому за 1 год надходить 1
виклик швидкої допомоги. Знайти ймовiрнiсть того, що з 16 до
17 год надiйде:
а) 3 виклики;
б) жодного виклику.
3.80. [5.36] У спостереженнях Резерфорда i Гейгера
радiоактивна речовина за 7,5 с випромiнювала в середньому
7,5 α-частинок. Знайти ймовiрнiсть того, що за 1 с ця речовина
випромiнює хоча б одну α-частинку.
3.81. [5.37] Є деяка кiлькiсть тiста V , з якого випiкаються
булочки з родзинками. У тiсто засипається n родзинок, пiсля
чого маса ретельно перемiшується i розрiзається на рiвнi
частини. Нехай витрата тiста на одну булочку становить v .
Знайти ймовiрнiсть того, що в окремо взятiй булочцi виявиться
хоча б одна родзинка.
3.82. [5.38] Скiльки родзинок в середньому повиннi мiстити
булки, щоб ймовiрнiсть знайти в булцi хоча б одну родзинку
була не меншою за 0,99?
3.83. [5.39] Середня щiльнiсть хвороботворних мiкробiв в 1м3
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повiтря становить 100. Береться на пробу 2 дм3 повiтря. Знайти
ймовiрнiсть того, що в ньому буде виявлено хоча б 1 мiкроб.
3.84. [5.40] Довести, що для полiномного розподiлу
Pn(k1, . . . , km, km+1) = n!

k1!...km+1!p
k1
1 · · · p

km+1
m+1 , де p1 + · · ·+ pm+1 = 1,

k1 + · · ·+ km+1 = n, для довiльних фiксованих k1, . . . , km

lim
n→+∞

Pn(k1, . . . , km+1) = λk1
1 · · ·λkm

m
k1! · · · km! e−(λ1+···λm),

якщо npi → λi ∈ (0,+∞) при n→∞, i ∈ {1, . . . ,m}.
3.85. [5.41] У скриньцi є однакова кiлькiсть бiлих i чорних
куль. В одному з експериментiв при 10000 витягуваннях з
поверненням було витягнуто 5011 бiлих i 4989 чорних куль; 1)
яка ймовiрнiсть такого результату експерименту? 2) якщо
повторити цей експеримент, то яка ймовiрнiсть того, що
дiстанемо бiльше за модулем вiдхилення кiлькостi витягнутих
бiлих куль вiд найбiльш ймовiрної кiлькостi?
3.86. [5.42] Монету пiдкидають 2N разiв (N — досить велике
число). Знайти ймовiрнiсть того, що: 1) герб випаде точно N
разiв; 2) герб випаде на 2m разiв бiльше, нiж цифра.
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3.87. [5.43] Вiзуальне спостереження штучного супутника Землi
можливе в заданому пунктi з ймовiрнiстю p = 0, 2 щоразу,
коли вiн пролiтає над цим пунктом. Скiльки разiв повинен
пролетiти супутник над пунктом спостереження, щоб з
ймовiрнiстю, не меншою вiд 0,997, його можна було
спостерiгати не менше, нiж 5 разiв?
3.88. [5.44] Ймовiрнiсть успiху у кожному випробуваннi
дорiвнює 0, 9. Скiльки треба зробити випробувань, щоб з
ймовiрнiстю 0, 98 можна було очiкувати не менше за 150
успiхiв?
Розв’язок. Отже, кiлькiсть успiхiв k ≥ 150, p = 0, 9. Потрiбно
вiдшукати кiлькiсть випробувань n. np = n · 0, 9, npq = n · 0, 09.
Використовуємо iнтегральну теорему Муавра-Лапласа
0, 98 ≤ P{k ≥ 150} = P{150−np√npq ≤

k−np√npq} ≈ Φ(+∞)− Φ
(

150−np√npq

)
⇐

Φ
(

150−np√npq

)
≤ 0, 02⇔ 1− Φ

(
np−150√npq

)
≤ 0, 02⇔ Φ

(
np−150√npq

)
≥ 0, 98. З

таблиць np−150√npq > 2, 05⇔ 3n − 2, 05
√

n − 500 > 0. Залишається
оцiнити коренi цiєї нерiвностi.
D ≈ 6004, 2,

√
D ≈ 77, 58,

√
n > 2,05+77,58

6 ≈ 13, 27⇐ n > 176, 1.
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Можна тепер спробувати перевiрити значення n = 176.
Зауважимо, що

√
n =
√

176 = 4
√

11. Перепишемо нашу
нерiвнiсть у виглядi 3

√
n − 500√

n > 2, 05, 3
√

n − 500√
n =

√
11(12− 125

11 ) =
√

11 7
11 =

√
49
11 =

√
4, 4... >

√
2, 052 =

√
4, 2025.

3.89. [5.45] Вiддiл технiчного контролю перевiряє 475 виробiв.
Ймовiрнiсть того, що вирiб бракований, дорiвнює 0,05. Знайти
межi, мiж якими з ймовiрнiстю 0,95 мiститься кiлькiсть
бракованих виробiв серед перевiрених.
3.90. [5.46] У селищi 2500 мешканцiв. Кожен з них приблизно 6
разiв на мiсяць їздить на поїздi до мiста, обираючи днi для
подорожей випадково i незалежно вiд iнших мешканцiв. Яку
найменшу ємнiсть повинен мати поїзд, щоб вiн переповнювався
в середньому не частiше одного разу на 100 днiв (поїзд ходить
1 раз на добу)?
Розв’язок. Потрiбно визначити k – шукана найменша ємнiсть
поїзда, щоб ймовiрнiсть переповнення була не бiльшою за 0, 01.
Застосуємо схему Бернуллi, успiхом в якiй вважатимемо
поїздку одного пасажира в даному рейсi поїзда; за умовую
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задачi ймовiрнiсть успiху дорiвнює p = 6
30 = 0, 2. Ймовiрнiсть

того, що в одному рейсi буде менше за k пасажирiв оцiнюємо
за iнтегральною теоремою Муавра-Лапласа P{µ < k} =
P{ µ−np√

np(1−p)
< k−np√

np(1−p)
} ≈ Φ

(
k−np√
np(1−p)

)
= Φ

(
k−500

20

)
=≈. А

ймовiрнiсть переповнення тодi
P{µ ≥ k} = 1− P{µ < k} ≤ 0, 001, звiдки отримуємо. що
потрiбний висновок отримаємо якщо Φ

(
k−500

20

)
> 0, 99. З

таблиць знаходимо, що k−500
20 > 2, 32 =⇒ k > 546, 4. Тобто,

k = 547.
3.91. [5.47] Театр, який вмiщує 1000 осiб, має два рiзнi входи.
Бiля кожного з входiв є свiй гардероб. Скiльки мiсць повинно
бути в кожному з гардеробiв для того, щоб в середньому в 99
випадках зi 100 всi глядачi могли роздягнутися в гардеробi
бiля того входу, через який вони зайшли? Розглянути 2
випадки: 1) глядачi приходять парами; 2) глядачi приходять
поодинцi. Припустити, що входи глядачi обирають з
однаковими ймовiрностями.
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Вказiвки до роздiлу 5

3.53. [5.9] Множини A1,A2, . . . ,Ar попарно не перетинаються,
якщо кожний елемент x ∈ S або не належить жоднiй з r
множин, або належить тiльки однiй.
3.54.[5.10] 2. Звести задачу до п. 1.
3.57.[5.13] Занумеруємо коробки числами 1 i 2. Нехай ξk —
кiлькiсть витягань першої коробки сiрникiв при сукупнiй
кiлькостi витягань обидвох коробок k . Тодi ймовiрнiсть того,
що математик, коли вперше витягне порожню коробку — це
буде перша коробка, а в другiй буде точно r сiрникiв (це
необхiдно станеться на 2n − r -му витяганнi) дорiвнює
P{ξ2n−r = n, ξ2n−r+1 = n + 1}.
3.58.[5.14] Оцiнити ймовiрнiсть протилежної подiї.
3.70.[5.26] Обчислити ймовiрностi того, що знак, який
передається, з’явився 5, 4, 3 i 2 рази вiдповiдно.
3.71.[5.27] Рекурентна формула, яка дозволяє обчислити
шукану ймовiрнiсть: pk = 1

2pk−1 + 1
2 (1− pk−1) = 1

2 , p = pn = 1
2 .

3.72.[5.28] Використовуючи рекурентну формулу, знайти q2k —
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ймовiрнiсть того, що зiграно 2k результативних партiй i
результат нiчийний.
3.73.[5.29] Використовуючи рекурентнi спiввiдношення, знайти
ймовiрностi qk того, що пiсля k партiй гра не закiнчилась,
k ∈ N.
3.82.[5.38] Нехай у нас є велика кiлькiсть булок N ∈ N i λN ∈ N
родзинок, що рiвномiрно розмiщенi по булках. Знайти для яких
λ правильно 1− e−λ > 0, 99.
3.84.[5.40] Використати iдею доведення теореми Пуасона для
полiномiального розподiлу.
3.85.[5.41] Застосувати локальну теорему Муавра-Лапласа.
3.87.[5.43] Шукане число n знаходимо з нерiвностi

Φ(+∞)− Φ
(

5−np√
np(1−p)

)
> 0, 997.

3.89.[5.45] Застосувати iнтегральну теорему Муавра-Лапласа i
розв’язати вiдповiдне рiвняння.
3.90.[5.46] Використати iнтегральну теорему Муавра-Лапласа з
n = 2500, p = 6/30.
3.91.[5.47] 1. Нехай у гардеробах по x мiсць; позначимо через µ
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кiлькiсть пар, якi обрали гардероб першого входу, тодi 500− µ
— кiлькiсть пар, якi обрали iнший гардероб. Використовуючи
теорему Муавра-Лапласа, пiдiбрати x так, щоб
P{2µ 6 x , 1000− 2µ 6 x} ≈ 0, 99.

Вiдповiдi до роздiлу п.з. 5
3.45. [5.1] 1) P10(0) = 0, 910 ≈ 0, 348678; 2)
P10(3) = C 3

10 · 0, 13 · 0, 97 ≈ 0, 057396; 3)
3∑

k=0
P10(k) =

3∑
k=0

C k
10 · 0, 1k · 0, 910−k ≈ 0, 987205.

3.46. [5.2] Pn(n) · Pn(m) = Cm
n · pn+m · qn−m.

3.47. [5.3] 1− 0, 74 − 4 · 0, 3 · 0, 73 ≈ 0, 59526.
3.48. [5.4] 1)

3∑
k=0

P(1)
3 (k) · P(2)

3 (k) ≈ 0, 32076; 2)
3∑

k=1
P(1)

3 (k) ·P(2)
3 (0) +

3∑
k=2

P(1)
3 (k) ·P(2)

3 (1) + P(1)
3 (3) ·P(2)

3 (2) ≈ 0, 243.
3.49. [5.5] P(A) = 0, 1792, P(B) = 0, 468559, P(C) = 0, 181089.
3.50. [5.6] 10!

4!3! ·
(

2
π

)4
·
(
π−2
4π

)6
.

3.51 [5.7]. ≈ 0, 1601.
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3.52. [5.8] (1− p2)N .

3.53. [5.9]
(

q1q2 . . . qr

(
1 +

r∑
k=1

pk
qk

))N
.

3.54. [5.10] 1) C k
Nprk(1− pr )N−k ; 2) C k

N (1− (1− p)r )k (1− p)r(N−k).
3.55. [5.11] Найiмовiрнiше виграти 1 партiю з 2-х.
3.56. [5.12] C k

5+k · 2−5−k , k ∈ {0, 1, . . . , 5}.
3.57. [5.13] Cn

2n−r · 2−2n+r−1.
3.58. [5.14] n > 18.
3.59. [5.15] n >

[ log0,99 0,2
10

]
+ 1 = 17.

3.60. [5.16] 8.
3.61. [5.17] 4 i ≈ 0, 251.
3.62. [5.18] n = 24 або n = 25.
3.63. [5.19] n — натуральне число, для якого виконується умова
1099 6 n 6 1119.
3.64. [5.20]

5∑
k=3

P5(k) =
5∑

k=3
C k

5 · 0, 55k · 0, 455−k ≈ 0, 593127.

3.65. [5.21] P10(4, 3, 3) = 10!
4!3!3! ·

(
1
2

)4
·
(

1
5

)3
·
(

3
10

)3
≈ 0, 0567.

3.66. [5.22] P3(1, 1, 1) + P3(2, 1, 0) + P3(1, 2, 0) ≈ 0, 24543.
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3.67. [5.23] 1) 12!
26·612 ≈ 0, 003438; 2) 6!

2 ·
12!

2!2!3!4!·612 ≈ 0, 1375.
3.68. [5.24] 1) 5!

2!3! ·
(

b
a

)2
·
(

a−b
a

)3
; 2) 5!

2!2! ·
(

c
a

)2
· b−c

a ·
(

a−b
a

)2
.

3.69. [5.25] C 2
4 · 8!

2!2! · 0, 3
2 · 0, 16 ≈ 0, 0054432.

3.70. [5.26] ≈ 0, 76896. 3.71. [5.27] p = 1
2 . 3.72. [5.28]

1
2n .

3.73. [5.29] 1
4 ·
(

3
4

) n−3
2 , n є обов’язково непарним.

3.74. [5.30] 1) ≈ 0, 168031; 2) ≈ 0, 815263.
3.75. [5.31] ≈

+∞∑
k=3

1
k!e
−1 ≈ 0, 080301.

3.76. [5.32] ≈ 1−
+∞∑

k=11

5k

k! e
−5 ≈ 0, 986305.

3.77. [5.33] ≈ 0, 9192.
3.78. [5.34] а) ≈ 0, 0997; б) ≈ 0, 8664.
3.79. [5.35] а) ≈ 0, 0613; б) ≈ 0, 3679.
3.80. [5.36] 1− e−1 ≈ 0, 6321.
3.81. [5.37] ≈ 1− e− vn

V .
3.82. [5.38] > 5.
3.83. [5.39] ≈ 0, 1813.



3.85. [5.40] 1) ≈ 0, 007788; 2) ≈ 0, 82588.
3.86. [5.41] 1) P2N(N) ≈ 0,5641√

N ; 2) P2N(N + m) ≈
√

2
N · ϕ

(√
2
N m

)
.

3.87. [5.42] > 72.
3.88. [5.44] 176.
3.89. [5.45] 15 6 k 6 33.
3.90. [5.46] 547.
3.91. [5.47] 1) 558; 2) 541.
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6. ВИПАДКОВI ВЕЛИЧИНИ

6.1. Функцiя розподiлу, iнтеграли вiд випадкових величин

Нехай задано ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P). Випадковою
величиною називаємо функцiю ξ : Ω→ R, вимiрну щодо
σ-алгебри A, тобто таку функцiю, що для кожного x ∈ R
виконується {ω : ξ(ω) < x} ∈ A.

Означення
Функцiєю розподiлу випадкової величини ξ (ω) називаємо
функцiю Fξ (x) = P {ω : ξ (ω) < x} , x ∈ (−∞,+∞].

Якщо множина значень ξ не бiльш нiж злiченна, то таку
випадкову величину називатимемо дискретною. Це означає, що
для кожного її значення xk виконується {ω : ξ(ω) = xk} ∈ A, i
тому визначена ймовiрнiсть P{ω : ξ(ω) = xk} = pk . Набiр
чисел P{ω : ξ(ω) = xk} = pk (k = 1, 2, . . . ) називається
розподiлом випадкової величини ξ.



Граничнi теореми 149

Зрозумiло, що pk > 0, ∑k pk = 1. Функцiя розподiлу дискретної
випадкової величини дорiвнюватиме
Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} = ∑

xk<x pk . Розподiл P{ξ = c} = 1,
називається виродженим.
Скажемо, що для випадкової величини ξ (ω) iснує щiльнiсть
розподiлу ймовiрностей fξ (x), якщо для кожної борелевої
множини Â на прямiй P {ω : ξ (ω) ∈ B} =

∫
B fξ (x)dx , де fξ (x) —

невiд’ємна iнтегровна на R функцiя. У цьому випадку∫+∞
−∞ pξ (x)dx = 1, а випадкову величину називають абсолютно
неперервною випадковою величиною.
Зрозумiло, що для функцiї розподiлу випадкової величини ξ
Fξ (x) =

x∫
−∞

fξ (t)dt.
З теореми Радона-Никодима випливає, що щiльнiсть функцiї
розподiлу визначається однозначно з точнiстю до її значень на
множинi лебегової мiри нуль, при цьому майже скрiзь за мiрою
Лебега правильна рiвнiсть fξ (x) = d

dx F (x).
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Отже, ми ознайомились з двома типами розподiлiв —
дискретним та абсолютно неперервним. Проте iснують
розподiли, якi не належать до жодного зi згаданих видiв
функцiй розподiлу, а також не можуть бути поданi у виглядi
суми дискретного та абсолютно неперервного розподiлiв.
Неперервнi розподiли (тобто такi, що функцiя розподiлу
неперервна) з описаними властивостями називають
сингулярними розподiлами. Такий розподiл можна
охарактеризувати тим, що функцiя розподiлу F (x) неперервна,
але множина точок зростання F (x) є множиною мiри нуль.
Отже, F (x) — неперервна, d

dx F (x) = 0 майже скрiзь та
F (+∞) = 1, F (−∞) = 0. Сингулярнi розподiли утворюють
непорожню множину. Прикладом сингулярного розподiлу є
канторова драбина, все зростання якої зосереджено на вiдрiзку
[0; 1]. За теоремою Лебега кожну функцiю розподiлу F (x)
можна подати єдиним способом у такому виглядi
F (x) = a1F1 (x) + a2F2 (x) + a3F3 (x), де a1, a2, a3 > 0,
a1 + a2 + a3 = 1, а F1 (x), F2 (x), F3 (x) — вiдповiдно дискретна,
абсолютно неперервна i сингулярна функцiї розподiлу.
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4.1. [6.1] Випадкова величина ξ набуває значення x1 = 0, x2 = 1,
x3 = 2, x4 = 3 з ймовiрностями, що дорiвнюють вiдповiдно
p1 = 0, 1; p2 = 0, 2; p3 = 0, 3; p4 = 0, 4. Записати вираз i
побудувати графiк функцiї розподiлу величини ξ.

Розв’язок. F (x) =



0, x 6 0,
0, 1 0 < x 6 1,
0, 3, 1 < x 6 2,
0, 6, 2 < x 6 3,
1, x > 3.

4.2. [6.2] Знайти P{ξ = 4}, P{1 6 ξ 6 3}, P{1 < ξ < 3}, якщо
функцiя розподiлу випадкової величини ξ має вигляд

F (x) =


0, x 6 2,
0, 3, 2 < x 6 3,
0, 5, 3 < x 6 4,
1, x > 4.

Записати таблицю розподiлу ξ.

Розв’язок. P{ξ = 4} = F (4 + 0)− F (4) = 1− 0, 5 = 0, 5; P{1 <
ξ < 3} = F (3)− F (1 + 0) = 0, 3;P{1 6 ξ 6 3} = F (3 + 0)− F (1)
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4.3. [6.3] З колоди в 36 каpт навмання виймають 7. Нехай ξ –
число каpт мастi "пiк" сеpед них. Знайти pозподiл ξ.

Розв’язок. P{ξ = k} = C k
9 · C 7−k

27
C 7

36
, k = 0, 7

4.4. [6.4] Два баскетболiсти почергово кидають м’яч у корзину
до тих пiр, поки один з них не влучить. Знайти розподiл
випадкового числа кидкiв, якi здiйснює кожен з баскетболiстiв,
якщо ймовiрнiсть влучання для першого дорiвнює 0,4, а для
другого 0,6.
4.5. [6.5] Нехай ξn — кiлькiсть успiхiв при n випробуваннях

Бернуллi, η =

1, ξn — парне число,
0, ξn — непарне число.

Знайти розподiл η.

Розв’язок.

P{η = 1} =
[ n

2 ]∑
k=0

C 2k
n · p2k · qn−2k ; P{η = 0} = 1− P{η = 1}.
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4.6. [6.6] З 5-ти ключiв — один пiдходить до замка. Вказати
закон розподiлу випадкової величини ξ, яка дорiвнює числу
спроб при вiдкриваннi замка, якщо ключ, який не пiдiйшов,
надалi не використовують.
4.7. [6.7] З партiї, яка складається зi 100 виробiв, серед яких є
10 бракованих, вибрано випадковим чином 5 виробiв для
перевiрки їх якостi. Скласти таблицю розподiлу випадкової
величини ξ бракованих виробiв, якi мiстяться у вибiрцi.
4.8. [6.8] Скласти таблицю розподiлу ξ – кiлькостi сторiнок з
друкарськими помилками, якщо рукопис мiстить n = 100
сторiнок, а ймовiрнiсть того, що на сторiнцi виявиться
друкарська помилка, дорiвнює p = 0, 02.
Розв’язок. P{ξ = k} = C k

100(0, 02)k(0, 98)n−k , 0 ≤ k ≤ 100.
4.9. [6.9] У скриньцi знаходиться 10 бiлих i 5 чорних куль.
Навмання вибирають 4 кулi. Випадкова величина ξ – кiлькiсть
бiлих куль серед вибраних. Знайти розподiл ξ.
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4.10. [6.10] Проводять послiдовнi незалежнi випробування, при
кожному з яких ймовiрнiсть успiху дорiвнює p. Нехай ξ —
кiлькiсть випробувань, проведених до першого успiху. Знайти
розподiл ξ, P{ξ < 2}.
Розв’язок. Це геометричний розподiл P{ξ = k} = (1− p)kp,
k ≥ 0; P{ξ < 2} = P{ξ = 0}+ P{ξ = 1} = p + (1− p)p = p(2− p).
4.11. [6.11] Стрiлець на змаганнях має 4 набої i стрiляє в цiль
до першого влучання. Ймовiрнiсть влучання при одному
пострiлi дорiвнює 0,7. Описати простiр елементарних подiй Ω.
Нехай ξ(ω) — кiлькiсть промахiв. Знайти розподiл випадкової
величини ξ. Обчислити P{ξ 6 3}, P{2 < ξ 6 4}. Записати вираз
для функцiї розподiлу та побудувати її графiк.
4.12. [6.12] Є n заготовок для певної деталi. Ймовiрнiсть
виготовлення стандартної деталi iз заготовки дорiвнює p.
Знайти закон розподiлу кiлькостi ξ заготовок, якi залишаються
пiсля виготовлення першої стандартної деталi. Записати вираз
для функцiї розподiлу.
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4.13. [6.13] Розподiл випадкової величини ξ визначається
формулами P{ξ = k} = C/(k(k + 1)), k ∈ N. Знайти: 1) сталу C ;
2) P{ξ 6 3}; 3) P{n1 6 ξ 6 n2}, n1, n2 ∈ N.
Розв’язок. За означенням розподiлу

1 =
+∞∑
k=1

P{ξ = k} = C
+∞∑
k=1

(
1
k −

1
k+1

)
= C . Далi зрозумiло.

4.14. [6.14] Розподiл випадкової величини ξ визначається
формулами P{ξ = k} = C/(k(k + 1)(k + 2)), k ∈ N. Знайти: 1)
сталу C ; 2) P{ξ 6 3}; 3) P{n1 6 ξ 6 n2}, n1, n2 ∈ N.
Розв’язок. Слiд зауважити, що

1
k(k + 1)(k + 2) = 1

2
(1

k −
1

k + 1
)
− 1

2
( 1

k + 1 −
1

k + 2
)
. Далi

зрозумiло.
4.15. [6.15] Нехай F (x) — функцiя розподiлу дискретної
випадкової величини ξ з множиною значень{xn : n > 1}.
Довести, що F (xn + 0)− F (xn) = P {ω : ξ (ω) = xn}.
4.16. [6.16] Двiчi пiдкидають симетричну монету. Знайти
функцiю розподiлу випадкової величини, що дорiвнює
кiлькостi випадань герба.
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4.17. [6.17] Нехай F (x) — функцiя розподiлу випадкової
величини ξ. Довести, що

P{ω : ξ(ω) 6 x} = F (x + 0); P{ω : ξ(ω) > x} = 1− F (x + 0);
P{ω : ξ(ω) > x} = 1− F (x); P{ω : ξ(ω) = x} = F (x + 0)− F (x);

P{ω : a 6 ξ(ω) < b} = F (b)− F (a)
P{ω : a < ξ(ω) < b} = F (b)− F (a + 0);
P{ω : a 6 ξ(ω) 6 b} = F (b + 0)− F (a);

P{ω : a < ξ(ω) 6 b} = F (b + 0)− F (a + 0).

4.18. [6.18] На вiдрiзку [a; b] з числової прямої випадково
вибирають точку, при цьому вважається, що всi положення
точки рiвноможливi. Нехай значення випадкової величини ξ
дорiвнює координатi вибраної точки. Знайти функцiю
розподiлу цiєї випадкової величини (рiвномiрний на вiдрiзку
розподiл).
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4.19. [6.19] Двоє дiлових партнерiв домовились про зустрiч на
часовому iнтервалi [0; T ]. Знайти функцiю розподiлу
випадкової величини, що дорiвнює часу очiкування першого з
партнерiв приходу iншого.
4.20. [6.20] Знайти функцiю розподiлу випадкової величини
χA (ω), де A — подiя.
Розв’язок. Iндикатор подiї χA (ω) набуває двох значень 0; 1.
Тому, Fχ(x) = P{ω : χA(ω) < x} = 0, x ≤ 0,
Fχ(x) = P{ω : χA(ω) < x} = 1, x > 1,
Fχ(x) = P{ω : χA(ω) < x} = 1− P(A), 0 < x ≤ 1.
4.21. [6.21] Нехай функцiя розподiлу випадкової величини ξ
дорiвнює F (x). Знайти функцiю розподiлу випадкової
величини: 1) η = ξ2; 2)

√
|ξ|; 3) ln |ξ|; 4) ξ+; 5) eξ; 6) g (ξ), g —

строго монотонна на множинi значень ξ функцiя.
Розв’язок. 1) Fη(x) = 0, x ≤ 0; для x > 0 маємо
Fη(x) = P{η < x} = P{ξ2 < x} = P{−

√
x < ξ <

√
x} =

F (
√

x)− F (−
√

x + 0).
4) η+ = sup{ξ, 0}, тому,Fη(x) = 0, x ≤ 0; для x > 0 маємо
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Fξ+(x) = P{sup{ξ, 0} < x} = P{ξ < 0, 0 < x}+ P{0 ≤ ξ < x} =
F (0) + F (x)− F (0) = F (x).
4.22. [6.22] Нехай ξ — рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0; 1].
Знайти функцiю розподiлу випадкової величини η = ln

(
1/ξ

)
.

Розв’язок. Зауважимо, що Fξ(x) =


0, x ≤ 0,
x , x ∈ (0, 1],
1, x > 1.

. Тодi,

Fη(x) = P{ω : ln(1/ξ) < x} = P({ω : ξ(ω) < 0} ∪ {ω : ξ(ω) >
e−x}) = P{ω : ξ(ω) < 0}+ P{ω : ξ(ω) > e−x} =

Fξ(0) + 1− Fξ(e−x + 0) =

1− e−x , x > 0,
0, x ≤ 1.

4.23. [6.23] Нехай ξ — випадкова величина з неперервною
функцiєю розподiлу F (x). Знайти функцiю розподiлу
випадкової величини η = F (ξ).
Розв’язок. За означенням Fη(x) = P{ω : F (ξ(ω)) < x} =
P{ω : ξ(ω) < F−1(x)} = F

(
F−1(x)

)
= x для x ∈ (0, 1). Власне, η

має рiвномiрний розподiл на промiжку [0, 1].
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4.24. [6.24] Функцiя розподiлу випадкової величини має вигляд
F (x) = a + b arcsin x при x ∈ [−1; 1], F (x) = 0 при x < −1 та
F (x) = 1 при x > 1. Якi значення можуть приймати сталi a, b?
4.25. [6.25] У p-вимiрнiй кулi одиничного радiуса (p > 1)
випадково вибирають точку. Знайти функцiю розподiлу
випадкової величини, що дорiвнює вiдстанi вiд вибраної точки
до початку координат.
4.26. [6.26] Якi з поданих функцiй є функцiями розподiлу:

1) F (x) = 3
4 + 1

2πarctg x ; 2) F (x) =


0, x 6 0,
[x ]
2 , 0 < x 6 2,

1, x > 2;

3) F (x) =

0, x 6 0,
x

1+x , x > 0;
4) F (x) = e−ex ;

5) F (x) =

0, x 6 0,
1− 1−e−x

x , x > 0.
4.27. [6.27] Щiльнiсть розподiлу випадкової величини ξ задана
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формулами: fξ(x) =

0, x 6 1
C
x4 , x > 1.

. Знайти: 1) сталу C ;

2) щiльнiсть розподiлу η = 1/ξ, 3) P{0, 1 < η < 0, 3}.
Розв’язок. Сталу знайдемо з умови

1 =
+∞∫
−∞

fξ(x)dx = C
+∞∫
1

x−4dx = C/3 =⇒ C = 3.
Для 0 < x < 1
Fη(x) = P{ω : 1/ξ < x} = P({ω : ξ(ω) < 0} ∪ {ω : ξ(ω) > 1/x}) =
P{ω : ξ(ω) < 0}+ P{ω : ξ(ω) > 1/x} = Fξ(0) + 1− Fξ(1/x + 0),
звiдки для 0 < x < 1
fη(x) = F ′η(x) = F ′ξ(1/x)x−2 = 3x2, а для x /∈ [0, 1]: fη(x) = 0.

Тому, P{0, 1 < η < 0, 3} =
0,3∫
0,1

3x2dx = (0, 3)3 − (0, 1)3 = 0, 026.

4.28. [6.28] Щiльнiсть розподiлу випадкової величини ξ
дорiвнює fξ(x) = ae−λ|x | (λ > 0). Обчислити: 1) коефiцiєнт a; 2)
функцiю розподiл ξ.

Розв’язок. Сталу знайдемо з умови 1 =
+∞∫
−∞

fξ(x)dx =
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a
+∞∫
−∞

e−λ|x |dx = 2a
+∞∫
0

e−λxdx = 2a/λ =⇒ a = λ/2.

Fξ(x) =
x∫
−∞

fξ(t)dt = λ
2

x∫
−∞

e−λ|t|dt = (2− e−xλ)/2.

4.29. [6.29] Випадкова величина ξ має показниковий розподiл з
параметром α: P{ξ < x} = 1− e−αx (x > 0). Знайти щiльностi
розподiлу випадкових величин: 1) η1 =

√
ξ; 2) η2 = ξ2;

3) η3 = 1
α

ln ξ.
Розв’язок. 1) Зауважимо, що для x ≤ 0: Fξ(x) = 0, бо
Fξ(+0) = lim

x→+0
Fξ(x) = lim

x→+0
(1− e−αx ) = 0. Тодi, для x ≤ 0:

Fη1(x) = 0, а для x > 0: Fη1(x) = P{ξ < x2} = 1− e−αx2
. Звiдси,

для x > 0: fη1(x) = F ′η1(x) = (1− e−αx2)′ = 2αxe−αx2
.

3) Для x > 0:
fη3(x) = F ′η3(x) = (P{ξ < eαx})′ = (1− e−αeαx )′ = α2eαxe−αeαx

.
4.30. [6.30] Нехай g (x) — борелева функцiя на прямiй, ξ i
η = g (ξ) — випадковi величини. Довести рiвностi:
1) Fη(x) = P{ω : ξ(ω) ∈ g−1((−∞; x))};
2) якщо g (x) неспадна, то Fη (x) = Fξ (g−1 (x));
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3) якщо g (x) зростаюча функцiя i диференцiйовна, то
pη (x) = pξ (g−1 (x)) (g−1)′ (x), якщо ж g (x) спадна, то
pη (x) = pξ (g−1 (x)) |(g−1)′ (x)|;

4) якщо g (x) = bx + a, то Fη (x) = Fξ
(

x−a
b

)
, якщо b > 0 i

Fη(x) = 1− Fξ
(

x−a
b + 0

)
, якщо b < 0, pη (x) = 1

|b|pξ
(

x−a
b

)
.

4.31. [6.31] Довести, що функцiя p (x) = 1/(b − a) у випадку
x ∈ [a; b] i p (x) = 0 у iнших випадках — щiльнiсть рiвномiрного
розподiлу на [a; b].
4.32. [6.32] Нехай η — рiвномiрно розподiлена на [0,1] випадкова
величина, а F — задана неперервна функцiя розподiлу.
Довести, що випадкова величина
ξ = F−1 (η) def= sup{x : F (x) 6 η} має функцiю розподiлу F (x).
4.33. [6.33] Щiльнiсть випадкової величини ξ задана рiвнiстю
f (x) = a cos2 x при |x | 6 π

2 та f (x) = 0 у iнших випадках.
Обчислити сталу a i ймовiрнiсть того, що випадкова величина
буде бiльша за π/4. Знайти функцiю розподiлу випадкової
величини ξ2.
Розв’язок. Маємо
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1 =
π/2∫
−π/2

a cos2 xdx = a
2

π/2∫
−π/2

(1 + cos 2x)dx = aπ/2 =⇒ a = 2/π.

P{ξ > π/4} = 1− Fξ(π/4 + 0) = 1− 1
π

π/4∫
−π/2

(1 + cos 2x)dx =

= 1− 3
4 −

1
2π = 1

4 −
1

2π .
4.34. [6.34] Знайти функцiю розподiлу випадкової величини,
якщо її щiльнiсть:
1) p (x) = a/(1 + x2);
2) p (x) = ax2, x ∈ [0; 2], p (x) = 0, x /∈ [0; 2];
3) p (x) = x

σ2 exp {−x2/2σ2}, x > 0 (σ > 0) — щiльнiсть
розподiлу Релея;

4) p (x) = 4h3/
√
πx2 exp {−h2x2}, x > 0 — щiльнiсть розподiлу

Максвелла вектора швидкостi молекули газу;
5) p (x) = 1

σ
√

2e− 1
σ
|x−m|

√
2 (σ> 0) — щiльнiсть розподiлу

Лапласа;
6) p (x) = a xa

0
xa+1 , x > x0, a > 0, — щiльнiсть розподiлу Парето;
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7) p (x) = n
b

(
x−a

b

)n−1
e−( x−a

b )n

, x > a, a > 0, n ∈ N, — щiльнiсть
розподiлу Вейбулла.

4.35. [6.35] Випадкова величина може набувати вiдмiннi вiд
нуля значення лише на вiдрiзку [−1; 1]. Щiльнiсть розподiлу є
лiнiйною на зазначеному вiдрiзку. Знайти функцiю розподiлу i
щiльнiсть розподiлу випадкової величини.
4.36. [6.36] Двiчi пiдкидають монету. Побудувати вiдповiдний
ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P) та σ-алгебру σ(ξ), породжену
випадковою величиною ξ – числом випадань герба. Чи A та
σ(ξ) збiгаються?
4.37. [6.37] Пiдкидають гральний кубик. Побудувати
ймовiрнiсний простiр так, щоб стосовно нього функцiя ξ(ω) –
число очок, що випали на верхнiй гранi – не була випадковою
величиною.
4.38. [6.38] У квадpат Ω = [0; 1]× [0; 1] навмання кидають точку
M(x , y). Знайти функцiю pозподiлу i щiльнiсть pозподiлу
випадкових величин: ξ1 = x + y , ξ2 = x − y , ξ3 = xy , ξ4 = x/y ,
ξ5 = y−1

x , ξ6 = x2y , ξ7 = max{x , y}, ξ8 = min{x , y} та побудувати
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їх гpафiки.
4.39. [6.39] Випадкова величина ξ має показниковий розподiл з
параметром λ = 1/3. Обчислити ймовiрностi: а) P{ξ > 3}; б)
P{ξ > 6|ξ > 3}; в) P{ξ > t + 3|ξ > t}.
Розв’язок. Щiльнiсть показникового розподiлу f (x) = λe−xλ,
x > 0, а функцiя розподiлу F (x) = 1− e−xλ, x > 0, F (x) = 0,

x ≤ 0. P{ξ > t + 3|ξ > t} = P({ξ > t + 3} ∩ {ξ > t})
P{ξ > t} =

P{ξ > t + 3}
P{ξ > t} = 1− F (t + 3)

1− F (t) = e−(t+3)λ

e−tλ = e−3λ = 1/e, t > 0.

4.40. [6.40] Випадкова величина ξ має функцiю pозподiлу

F (x) =


0, x 6 0,
x2, 0 < x 6 1,
1, x > 1.

Знайти ймовiрнiсть того, що в результатi чотирьох
незалежних випробувань випадкова величина ξ три рази
прийме значення з промiжку (0, 25; 0, 75).
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Розв’язок. Нехай A = {ω : ξ(ω) ∈ (0, 25; 0, 75)},
p = P(A) = F (0, 75)− F (0, 25 + 0) = (0, 75)2 − (0, 25)2 = 0, 5. Тодi
за схемою Бернуллi шукана ймовiрнiсть дорiвнює
P4(3) = C 3

4 p3(1− p) = 4 · 0, 54 = 0, 25.

6.2. Iнтеграл вiд випадкової величини

Вимiрну функцiю називаємо простою, якщо її множина
значень скiнченна. Iндикатором подiї A ∈ A називаємо просту
функцiю χA(ω) = 1, якщо ω ∈ A, i χA (ω) = 0 у протилежному
випадку. Очевидно, що будь-яку просту функцiю ξ (ω) можна
подати у виглядi

ξ (ω) =
n∑

k=1
xkχAk (ω),

де xk — значення, якi набуває ξ (ω), а Ak = {ω : ξ (ω) = xk} —
попарно неперетиннi множини такi, що

n⋃
k=1

Ak = Ω. Iнтегралом
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вiд простої випадкової величини ξ (ω) називаємо число
∫

Ω
ξ (ω)P (dω) =

n∑
k=1

xkP (Ak) .

У випадку, коли ξ (ω) > 0, iснує послiдовнiсть ξn (ω) > 0
вимiрних простих функцiй така, що ξn (ω) ↑ ξ (ω) при n→ +∞
для кожного ω. Iнтегралом вiд невiд’ємної випадкової
величини ξ (ω) називається число∫

Ω
ξ (ω)P (dω) = lim

n→+∞

∫
Ω
ξn (ω)P (dω) .

Вiдомо, що остання границя не залежить вiд вибору
монотонної послiдовностi простих випадкових величин збiжної
до ξ (ω) .
Якщо тепер ξ (ω) — довiльна випадкова величина, то
ξ = ξ+ − ξ−, де ξ± (ω) = max {0,±ξ (ω)} > 0, тому можна
визначити iнтеграл вiд ξ (ω) за допомогою рiвностi∫

Ω ξ (ω)P (dω) =
∫

Ω ξ
+ (ω)P (dω)−

∫
Ω ξ
− (ω)P (dω), а також для
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довiльної подiї A

∫
A
ξ (ω)P (dω) def=

∫
Ω
ξ (ω)χA (ω)P (dω) .
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Приклад
Нехай ξ (ω) > 0, а ξn (ω) ↑ ξ (ω) i ηn (ω) ↑ ξ (ω) — двi
послiдовностi невiд’ємних простих випадкових величин.
Довести, що

lim
n→+∞

∫
Ω
ξn (ω)P (dω) = lim

n→+∞

∫
Ω
ηn (ω)P (dω) .

Нехай an — стала така, що P {ω : ξn (ω) 6 an} = 1. Тодi для
кожного ε > 0, враховуючи, що
{ω : ξn − ηm > ε} ⊂ {ω : ξ − ηm > ε}, маємо

ξn − ηm 6 (ξn − ηm)χ{ω:ξn−ηm>ε} + ε 6 (ξn − ηm)χ{ω:ξ−ηm>ε} + ε 6

6 anχ{ω:ξ−ηm>ε} + ε,

звiдки∫
Ω
ξnP (dω)−

∫
Ω
ηmP (dω) 6 anP {ω : ξ − ηm > ε}+ ε.

Враховуючи, що ηm (ω) ↑ ξ (ω), отримуємо
P {ω : ξ − ηm > ε} → 0 (m→ +∞). Завершує справу
послiдовний граничний перехiд спочатку при m→ +∞, потiм
при n→ +∞ та ε→ +0; отримуємо

lim
n→+∞

∫
Ω
ξn (ω)P (dω) 6 lim

n→+∞

∫
Ω
ηn (ω)P (dω) .

Переставляючи мiсцями ξn i ηn, одержуємо протилежну
нерiвнiсть.
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4.41. [6.41] Нехай
∫

Ω ξ (ω)P (dω) iснує i скiнченний, а An
послiдовнiсть подiй така, що P (An)→ 0 (n→ +∞). Довести,
що

∫
An ξ (ω)P (dω)→ 0 (n→ +∞).

4.42. [6.42] Нехай An — послiдовнiсть подiй така, що An ⊂ An+1,
+∞⋃
n=1

An = Ω. Довести, що

lim
n→+∞

∫
An
ξ (ω)P (dω) =

∫
Ω
ξ (ω)P (dω) .

4.43. [6.43] Нехай
∫

Ω ξ (ω)P (dω) iснує i скiнченний, An —

послiдовнiсть подiй така, що An ⊃ An+1,
+∞⋂
n=1

An = ∅. Довести, що

lim
n→+∞

∫
An
ξ (ω)P (dω) = 0.

4.44. [6.44] Нехай Ω = [0; 1], A — σ-алгебра вимiрних за
Лебегом множин з [0; 1], P — мiра Лебега. Визначимо при n
непарному fn (ω) = χ[0;1/3] (ω) та при n парному
fn (ω) = χ(1/3;1] (ω). Обчислити:
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∫
Ω

lim
n→+∞

fn (ω) P (dω) ,
∫

Ω
lim

n→+∞
fn (ω) P (dω) ,

lim
n→+∞

∫
Ω

fn (ω) P (dω) , lim
n→+∞

∫
Ω

fn (ω) P (dω) .

4.45. [6.45] Нехай
∫

Ω ξ (ω)P (dω) = 0 i ξ (ω) > 0, то
P {ω : ξ (ω) = 0} = 1. Довести.
4.46. [6.46] Нехай для кожної подiї A справджується∫

A ξ (ω)P (dω) = 0. Довести, що

P {ω : ξ (ω) = 0} = 1.
4.47. [6.47] Нехай B — подiя така, що P(B) = 0. Довести, що∫
A\B

ξ (ω)P (dω) =
∫

A ξ (ω)P (dω).

4.48. [6.48] Довести, що iнтеграл
∫

A ξ (ω)P (dω) iснує тодi i
тiльки тодi, коли iснує

∫
A |ξ (ω)|P (dω). Тут A — подiя, ξ (ω) —

випадкова величина.
4.49. [6.49] Нехай X = (−∞; +∞) i A0 — сiм’я всiх пiвiнтервалiв
[a; b), a, b ∈ X , i скiнченних об’єднань таких пiвiнтервалiв, та ν
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— адитивна мiра, що задається формулою
ν ([a; b)) = F (b)− F (a), де F — деяка функцiя розподiлу.
Довести, що ν — злiченно-адитивна ймовiрнiсна мiра на A0.
4.50. [6.50] Враховуючи попередню задачу, довести, що
визначена там мiра допускає єдине продовження на мiнiмальну
σ-алгебру, породжену A0, а отже, на σ-алгебру борельових
множин на прямiй.

Назвемо описане продовження мiри ν мiрою Лебега-Стiльтьєса
асоцiйованою з функцiєю розподiлу F ; вживаємо позначення
νF . Iнтеграл вiд борельової функцiї g (x) за цiєю мiрою
називатимемо iнтегралом Лебега-Стiльтьєса i позначатимемо

+∞∫
−∞

g (x)dF (x) def=
+∞∫
−∞

g (x)νF (dx) .

4.51. [6.51] Нехай F (x) — функцiя розподiлу дискретної
випадкової величини з множиною значень {xn : n > 1}, а g (x)



Iнтеграл вiд випадкової величини 173

— вимiрна на дiйснiй прямiй функцiя. Довести, що

∫
Ω

g (ξ (ω))P (dω) =
+∞∫
−∞

g (x)dF (x) =
∑

n
g (xn) (F (xn + 0)− F (xn)) .

Вказiвки до роздiлу 6
4.15.[6.15] Для довiльного n ∈ N, використовуючи задачу 2.22,
пункт 3),
P{ω : ξ(ω) = xn} = P{ ⋂

ε>0
{ω : xn 6 ξ(ω) < xn + ε}} = lim

ε→+0
P{ω :

xn 6 ξ(ω) < xn + ε} = lim
ε→+0

(F (xn + ε)− F (xn)) = F (xn + 0)− F (xn).
4.17.[6.17] 1) Нехай xn ↓ x (n→∞). Тодi
{ω : ξ(ω) 6 x} =

∞⋂
n=1
{ω : ξ(ω) < xn} ∈ A i

{ω : ξ(ω) < xn+1} ⊂ {ω : ξ(ω) < xn}. Далi використати
властивiсть неперервностi ймовiрностi (див. наприклад задачу
2.22); 2) i 3) подати через протилежну подiю; 4)
P{ω : ξ(ω) = x} = P{ω : ξ(ω) 6 x} − P{ω : ξ(ω) < x}; 5)-8)
подати через рiзницю подiй.
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4.30.[6.30] 3) Якщо g — зростаюча

Fη(x) = P{ω : g(ξ) < x} = P
{
ω : ξ(ω) ∈ g−1

(
(−∞, x)

)}
=

P
{
ω : ξ(ω) < g−1(x)

}
= Fξ(g−1(x)),

pη(x) = d
dx Fξ(g−1(x)) = pξ(g−1(x)) d

dx g−1(x).

4.31.[6.31] Для рiвномiрного розподiлу

F (x) = P{ω : ω < x , ω ∈ [a, b]} = x − a
b − a , a 6 x 6 b.

4.32.[6.32] Для зростаючої F маємо

Fξ(x) = P
{
ω : F−1(η) < x

}
= P{ω : η < F (x)

}
= Fη(F (x)).

4.33.[6.33] 1. Використати рiвнiсть
∫ π/2
−π/2 p(x) dx = 1 ⇒ a = 2/π;

2. P{ω : ξ > π
4} = 1− F (π/4);
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3. Fξ2(x) = P{ω : ξ2 < x} = P{ω : −
√

x < ξ <
√

x} =
Fξ(
√

x)− Fξ(−
√

x), x > 0;
pξ2(x) = 1

2
√

x pξ(
√

x) + 1
2
√

x pξ(−
√

x) = 2
π
√

x cos2(
√

x), 0 < x < π2

4 .
4.35.[6.35] p(x) = ax + b, F (x) = 0 (x 6 −1) i F (x) = 1 (x > 1) ⇒
p(x) = 0 (x 6∈ [−1, 1]). Далi використати рiвнiсть

∫ 1
−1 p(x) dx = 1.

4.36.[6.36] Оскiльки {ξ = 1} = {ГЦ, ЦГ}, то σ(ξ) мiстить 23

елементiв, в той час як A (в даному випадку це σ-алгебра всiх
пiдмножин) мiстить 24 елементiв.
4.37.[6.37] За A можна взяти будь-яку σ-алгебру, вiдмiнну вiд
σ-алгебри всiх пiдмножин Ω.
4.41.[6.41] Нехай спочатку ξ(ω) > 0, а (ξm(ω)) неспадна
послiдовнiсть простих невiд’ємних випадкових величин така,
що ξm(ω) ↑ ξ(ω) (m→∞), ω ∈ Ω. Тодi∫

Ω ξ(ω)P(dω) = limm→∞
∫

Ω ξm(ω)P(dω), тобто
(∀ε > 0)(∃m0 ∈ N)(∀m > m0)
0 6

∫
Ω ξ(ω)P(dω)−

∫
Ω ξm(ω)P(dω) < ε. Нехай am вибрано так,
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що P{ω : ξm(ω) 6 am} = 1. Тодi для довiльних m > m0 i n ∈ N

0 6
∫

An
ξ(ω)P(dω) =

∫
An

(ξ(ω)− ξm(ω))P(dω) +
∫

An
ξm(ω)P(dω) 6

6
∫

Ω
(ξ(ω)− ξm(ω))P(dω) +

∫
An

amP(dω) 6 ε + amP(An).

Переходячи до границi при n→∞, отримуємо

0 6 lim
n→∞

∫
An
ξ(ω)P(dω) 6 ε.

Потрiбне твердження випливає з довiльностi ε. Загалом
чинимо стандартно, ξ = ξ+ − ξ− i т. д.
4.42.[6.42] Вважаючи, що iнтеграл

∫
Ω ξ(ω)P(dω) iснує i ξ(ω) > 0

визначимо fn(ω) = ξ(ω)χAn(ω); fn(ω) 6 fn+1(ω) (n > 1);∫
An
ξ(ω)P(dω) =

∫
Ω

fn(ω)P(dω), lim
n→+∞

fn(ω) = ξ(ω).

Скористатись теоремою про iнтегрування монотонної
послiдовностi lim

n→+∞

∫
An ξ(ω)P(dω) =

∫
Ω lim

n→+∞
fn(ω)P(dω).
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Загалом чинимо стандартно, ξ = ξ+ − ξ− i т. д.
4.43.[6.43] Застосувати задачу 4.42, прийнявши Bn = An. Тодi∫

An ξ(ω)P(dω) =
∫

Ω ξ(ω)P(dω)−
∫

Bn ξ(ω)P(dω).
4.44.[6.44] Використати, що lim

k→+∞
fk(ω) = 0, lim

k→+∞
fk(ω) = 1.

4.45.[6.45] An = {ω : ξ(ω) > 1
n} ⇒

0 =
∫

Ω
ξ(ω)P(dω) >

∫
An
ξ(ω)P(dω) > 1

nP(An)

⇒ P(An) = 0. Проте
A = {ω : ξ(ω) > 0} ⊂ ⋃∞n=1 An ⇒ P(A) 6 ∑∞

n=1 P(An) = 0.
4.46.[6.46] Використати задачу 6.45, довiвши спочатку, що∫

Ω ξ
+(ω)P(dω) =

∫
Ω ξ
−(ω)P(dω) = 0, де ξ(ω) = ξ+(ω)− ξ−(ω).

4.47.[6.47] P(B) = 0 ⇒
∫

B∩A ξ(ω)P(dω) = 0.
4.48.[6.48] Використати, що ξ = ξ+ − ξ−, а |ξ| = ξ+ + ξ−.
4.49.[6.49] Перевiрити виконання аксiом ймовiрностi.
4.50.[6.50] Див. теорему Каратеодорi з курсу функцiонального
аналiзу.
4.51.[6.51] Використати задачу 6.15.
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Вiдповiдi до роздiлу 6

4.1.[6.1] Fξ(x) =



0, якщо x 6 0,
0, 1, якщо 0 < x 6 1,
0, 3, якщо 1 < x 6 2,
0, 6, якщо 2 < x 6 3,
1, якщо x > 3.

4.2.[6.2]

P{ξ = 4} = 0, 5; P{1 6 ξ 6 3} = 0, 5; P{1 < ξ < 3} = 0, 3;
розподiл ξ: P{ξ = 2} = 0, 3, P{ξ = 3} = 0, 2, P{ξ = 4} = 0, 5.
4.3.[6.3] P{ξ = k} = Ck

9 ·C
7−k
27

C7
36

, k = 0, 7.
4.4.[6.4] Якщо ξi — це число кидкiв, якi здiйснює i-ий гравець,
то P{ξ1 = k} = 0, 6k−1 · 0, 4k−1 · 0, 76,
P{ξ2 = k} = 0, 6k · 0, 4k−1 · 0, 76, k ∈ N, P{ξ2 = 0} = 0, 4.

4.5.[6.5] P{η = 1} =
[ n

2 ]∑
k=0

C 2k
n · p2k · qn−2k ; P{η = 0} = 1− P{η = 1}.

4.6.[6.6] P{ξ = k} = 1
5 , k = 1, 5.

4.7.[6.7] P{ξ = k} = Ck
10·C

5−k
90

C5
100

, k = 0, 5.
4.8.[6.8] P{ξ = k} ≈ 2k

k! · e
−2, k = 0, 100.



Iнтеграл вiд випадкової величини 179

4.9.[6.9] P{ξ = k} = Ck
10·C

4−k
5

C4
15

, k = 0, 4.
4.10.[6.10] 1) P{ξ = k} = (1− p)k · p, k ∈ N ∪ {0}, 2)
P{ξ < 2} = p(2− p).
4.11.[6.11] 1) Ω = {У,НУ,ННУ,НННУ,НННН}, де У — успiх,
Н — невдача; 2) P{ξ = 0} = 0, 7; P{ξ = 1} = 0, 3 · 0, 7 = 0, 21;
P{ξ = 2} = 0, 32 · 0, 7 = 0, 063; P{ξ = 3} = 0, 33 · 0, 7 = 0, 0189;
P{ξ = 4} = 0, 34 = 0, 0081; 3) P{ξ 6 3} = 0, 9919,

P{2 < ξ 6 4} = 0, 027; 4) Fξ(x) =



0, якщо x 6 0,
0, 7, якщо 0 < x 6 1,
0, 91, якщо 1 < x 6 2,
0, 973, якщо 2 < x 6 3,
0, 9919, якщо 3 < x 6 4,
1, якщо x > 4.

4.12.[6.12] 1) P{ξ = 0} = (1− p)n−1; P{ξ = k} = (1− p)n−1−k · p,
k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}; 2) Fξ(x) = 0, якщо x 6 0;
Fξ(x) = (1− p)n−k , якщо k − 1 < x 6 k , k ∈ {1, 2, . . . , n − 1};
Fξ(x) = 1, якщо x > n − 1.
4.13.[6.13] 1) C = 1; 2) 0, 75; 3) n2+1−n1

n1(n2+1) , якщо n1 6 n2.
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4.14.[6.14] 1) C = 4; 2) 0, 9; 3) 2 ·
(

1
n1(n1+1) −

1
(n2+1)(n2+2)

)
, якщо

n1 6 n2.

4.16.[6.16] Fξ(x) =


0, якщо x 6 0,
0, 25, якщо 0 < x 6 1,
0, 75, якщо 1 < x 6 2,
1, якщо x > 2.

4.18.[6.18] Fξ(x) =


0, якщо x 6 a,
x−a
b−a , якщо a < x 6 b,
1, якщо x > b.

4.19.[6.19] Fξ(x) =


0, якщо x 6 0,
1−

(
1− x

T

)2
, якщо 0 < x 6 T ,

1, якщо x > T .

4.20.[6.20] Fξ(x) =


0, якщо x 6 0,
P(A), якщо 0 < x 6 1,
1, якщо x > 1.

4.21.[6.21] 1) Fξ2(x) =
{

0, якщо x 6 0,
F (
√

x)− F (−
√

x + 0), якщо x > 0;
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2) F√|ξ|(x) =
{

0, якщо x 6 0,
F (x2)− F (−x2 + 0), якщо x > 0; 3)

Fln |ξ|(x) = F (ex )− F (−ex + 0); 4) Fξ+(x) =
{

0, якщо x 6 0,
F (x), якщо x > 0;

5) Feξ(x) =
{

0, якщо x 6 0,
F (ln x), якщо x > 0; 6) Fg(ξ)(x) = F (g−1(x)),

якщо g — зростаюча i Fg(ξ)(x) = 1− F (g−1(x) + 0), якщо g —
спадна.

4.22.[6.22] Fη(x) =
{

0, якщо x < 0,
1− e−x , якщо x > 0.

4.23.[6.23] Fη(x) =


0, якщо x 6 0,
x , якщо 0 < x 6 1,
1, якщо x > 1.

4.24.[6.24] a = 1
2 ; b = 1

π
.

4.25.[6.25] F (x) =


0, якщо x 6 0,
π

p
2

Γ( p
2 +1) · x

p, якщо 0 < x 6 1,
1, якщо x > 1.
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4.26.[6.26] 3) i 5) є функцiями розподiлу; 1), 2) i 4) не є
функцiями розподiлу.
4.27.[6.27] 1) C = 3; 2) pη(x) = 3x2, якщо 0 < x < 1; 3) 0, 026.

4.28.[6.28] 1) a = λ
2 ; 2) Fξ(x) =

{
1
2eλx , якщо x 6 0,
1− 1

2e−λx , якщо x > 0.
4.29.[6.29] 1) pη1(x) = 2αxe−αx2 , якщо x > 0; 2)
pη2(x) = α

2
√

x e−α
√

x , якщо x > 0; 3) pη3(x) = α2eαxe−αeαx , якщо
x ∈ R.
4.33.[6.33] 1) a = 2

π
; 2) P{ξ > π

4} = 1
4 −

1
2π ;

3)Fξ2(x) =


0, якщо x 6 0,
2
π

(√
x + sin(2

√
x)

2

)
, якщо 0 < x 6 π2

4 ,

1, якщо x > π2

4 .

4.34.[6.34] 1) F (x) = 1
2 + 1

π
arctg x ; 2)

F (x) =


0, якщо x 6 0,
x3

8 , якщо 0 < x 6 2,
1, якщо x > 2;

3) F (x) = 1− e−
x2

2σ2 , якщо
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x > 0; 4) F (x) =
{

0, якщо x 6 0,
− 2h√

π
xe−h2x2 + 2Φ0(

√
2hx), якщо x > 0, де

Φ0(x) = 1√
2π

x∫
0

e− t2
2 dt; 5)

F (x) =

 1
2e
√

2
σ

(x−m), якщо x 6 m,
1− 1

2e−
√

2
σ

(x−m), якщо x > m;
6)

F (x) =
{ 0, якщо x 6 x0,

1−
(

x0
x

)a
, якщо x > x0; 7) F (x) = 1− e−( x−a

b )n

,

x > a.

4.35.[6.35] Fξ(x) =


0, якщо x 6 −1,
ax2

2 + x
2 −

a
2 + 1

2 , якщо − 1 < x 6 1,
1, якщо x > 1;

pξ(x) =
{

ax + 1
2 , якщо x ∈ [−1; 1],

0, якщо x 6∈ [−1; 1], де a ∈ [−1
2 ,

1
2 ].
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4.38.[6.38] Fξ1(t) =


0, t 6 0,
t2

2 , 0 < t 6 1,
1− (2−t)2

2 , 1 < t 6 2,
1, t > 2,

pξ1(t) =


0, t 6∈ [0; 2],
t, t ∈ (0; 1],
2− t, t ∈ (1; 2];

Fξ2(t) =


0, t 6 −1,
(1+t)2

2 , −1 < t 6 0,
1− (1−t)2

2 , 0 < t 6 1,
1, t > 1,

pξ2(t) =


0, t 6∈ [−1; 1],
1 + t, t ∈ (−1; 0],
1− t, t ∈ (0; 1];

Fξ3(t) =


0, t 6 0,
t − t ln t, 0 < t 6 1,
1, t > 1,

pξ3(t) =
{

0, t 6∈ (0; 1),
− ln t, t ∈ (0; 1);

Fξ4(t) =


0, t 6 0,
t
2 , 0 < t 6 1,
1− 1

2t , t > 1,
pξ4(t) =


0, t < 0,
1
2 , 0 < t 6 1,
1

2t2 , t > 1;
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Fξ5(t) =


− 1

2t , t 6 −1,
1 + t

2 , −1 < t 6 0,
1, t > 0,

pξ5(t) =


1

2t2 , t 6 −1,
1
2 , −1 < t < 0,
0, t > 0;

Fξ6(t) =


0, t 6 0,
2
√

t − t, 0 < t 6 1,
1, t > 1,

pξ6(t) =
{

0, t 6∈ (0; 1),
1√
t − 1, t ∈ (0; 1);

Fξ7(t) =


0, t 6 0,
t2, 0 < t 6 1,
1, t > 1,

pξ7(t) =
{

0, t 6∈ [0; 1],
2t, t ∈ [0; 1);

Fξ8(t) =


0, t 6 0,
2t − t2, 0 < t 6 1,
1, t > 1,

pξ8(t) =
{

0, t 6∈ [0; 1],
2− 2t, t ∈ (0; 1].

4.39.[6.39] У випадках а) i б) 1
e ; в)

P{ξ > t + 3|ξ > t} =


1
e , якщо t > 0,
e− t

3−1, якщо − 3 < t 6 0,
1, якщо t < −3.

4.40.[6.40] 0, 25.
4.44.[6.44]

∫
Ω

lim
n→+∞

fn(ω)P (dω) = 0,
∫
Ω

lim
n→+∞

fn(ω)P (dω) = 1,
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lim
n→+∞

∫
Ω

fn(ω)P (dω) = 2
3 , lim

n→+∞

∫
Ω

fn(ω)P (dω) = 1
3 .

7. ЧИСЛОВI ХАРАКТЕРИСТИКИ ВИПАДКОВИХ
ВЕЛИЧИН

Розподiл ймовiрностей випадкової величини може бути досить
складним для опису, тому доцiльним є використання деяких
iнтегральних характеристик, якi зберiгають тi чи iншi риси
розподiлу.
Нехай (Ω, S,P) — ймовiрнiсний простiр. Математичним
сподiванням випадкової величини ξ називається число

Mξ =
∫ +∞

−∞
x dFξ(x),

якщо iнтеграл Лебега-Стiльтьєса, що стоїть у правiй частинi
цiєї рiвностi, за мiрою, асоцiйованою з функцiєю розподiлу
Fξ(x), iснує.
Зауваження 7.1. Нагадаємо, що iнтеграл Лебега вiд функцiї
g(x) за деякою мiрою ν iснує тодi i лише тодi, коли iснує
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iнтеграл Лебега вiд функцiї |g(x)| за мiрою ν.
Зауваження 7.2. У термiнах iнтеграла за ймовiрнiсною мiрою
математичне сподiвання може бути записане у виглядi

Mξ =
∫

Ω
ξ(ω)P(dω).

Якщо ξ — абсолютно неперервна випадкова величина, то Fξ(x)
— абсолютно неперервна на R, а, отже, має щiльнiсть pξ(x), то
рiвнiсть (??) може бути переписана у виглядi

Mξ =
∫ +∞

−∞
xpξ(x) dx . (5.1)

Якщо ξ — дискретна випадкова величина ξ(ω) ∈ ⋃k{xk},
xk ∈ R, то (див. задачi 4.46, 4.47)

Mξ =
∑

k
xkP{ξ = xk}. (5.2)

Загалом, якщо η = g(ξ), де g — вимiрна функцiя, то

Mη = Mg(ξ) =
∫ +∞

−∞
g(x) dFξ(x), (5.3)
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у випадку, коли iнтеграл Лебега-Стiльтьєса у правiй частинi
iснує.
З означення математичного сподiвання випливає його
лiнiйнiсть. Отже, якщо ξ, η — деякi випадковi величини, для
яких iснують Mξ, Mη, то (∀a, b ∈ R) : M(aξ+ bη) = aMξ+ bMη.
Величина Mξk називається моментом k-го порядку, випадкової
величини ξ, M|ξ|k — абсолютним моментом k-го порядку,
M(ξ − c)k називається моментом k-го порядку щодо точки
c ∈ R, M|ξ − c|k — абсолютним моментом k-го порядку щодо
точки c ∈ R, моменти щодо математичного сподiвання
називаються центральними моментами.
Другий центральний момент називається дисперсiєю i
позначається Dξ = M(ξ −Mξ)2; квадратний корiнь з дисперсiї
називається середнiм квадратичним вiдхиленням. Для
обчислення дисперсiї iнодi зручно використовувати формулу
Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.
Медiаною розподiлу випадкової величини ξ називається
довiльне число µ, що задовольняє нерiвностi
Fξ(µ) 6 1

2 6 Fξ(µ + 0). Медiана, взагалi кажучи, визначається
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неоднозначно, проте завжди iснує. Якщо випадкова величина ξ
неперервна i має неперервну щiльнiсть розподiлу pξ(x), то
модою називається довiльна точка глобального максимуму
pξ(x). Для дискретної випадкової величини, яка зосереджена в
точках xk , а вiдповiднi ймовiрностi дорiвнюють pk > 0, модою
називається довiльна точка xν , для якої pν > pk при k 6= ν.

Приклад
Випадкова величина ξ рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку
[−π, π]. Знайти: 1) M sin ξ, D sin ξ; 2) M sink ξ при k ∈ N i
асимптотику M sink ξ при k → +∞.

Маємо pξ(x) = 1
2π , x ∈ [−π, π], i pξ(x) = 0, x 6∈ [−π, π]. За

формулою (5.3)

M sin ξ = 1
2π

∫ π

−π
sin x dx = 0.

Зрозумiло, що для довiльного непарного k також M sink ξ = 0.
Нехай тепер k = 2n, n ∈ N. Iнтегруючи частинами i
використовуючи основну тригонометричну тотожнiсть,
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одержуємо

M sin2n ξ = 1
2π

∫ π

−π
sin2n x dx =

= − 1
2π sin2n−1 x cos x

∣∣∣π
−π

+ 1
2π

∫ π

−π
(2n − 1) sin2n−2 x cos2 x dx =

= 2n − 1
2π

∫ π

−π
sin2n−2 x dx − 2n − 1

2π

∫ π

−π
sin2n x dx .

Звiдси

M sin2n ξ = 2n − 1
2n M sin2n−2 ξ = (2n − 1)!!

(2n)!! ,

де (2n − 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n − 1), (2n)!! = 2 · 4 · · · (2n).
За формулою Стiрлiнга n! ∼

√
2πn

(n
e

)n
(n→ +∞) знаходимо

асимптотику для M sin2n ξ:

(2n − 1)!!
(2n)!! = (2n)!

4n(n!)2 ∼
(2n/e)2n

√
4πn

4n(n/e)2n2πn = 1√
πn , n→ +∞.

Нарештi, D sin ξ = M sin2 ξ − (M sin ξ)2 = 1
2 .
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Один з прийомiв, який допомагає спростити обчислення
математичного сподiвання випадкових величин — це введення
сум iндикаторiв [Розд. 6, с. 166]. Часто виявляється, що можна
зазначити такi подiї A1, . . . ,An, що розглядувана випадкова
величина ξ зображається у виглядi ξ = χA1 + · · ·+ χAn . Тодi

Mξ =
n∑

k=1
MχAk =

n∑
k=1

P(Ak).

Приклад
Зi скриньки, що мiстить M бiлих i N −M чорних куль, за
схемою випадкового вибору без повернення виймають вибiрку з
n куль. Нехай ξ — кiлькiсть бiлих куль у вибiрцi. Знайти Mξ i
Dξ.

Випадкова величина ξ має гiпергеометричний розподiл

P{ξ = k} = C k
MCn−k

N−M
Cn

N
. Для обчислення Mξ використаємо
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послiдовно (5.2), рiвностi Cp
m = m

p Cp−1
m−1 (1 6 p 6 m) i те, що

n∑
k=1

C k−1
µ−1 C (n−1)−(k−1)

(N−1)−(µ−1) =
n−1∑
j=0

C j
µ−1Cn−1−j

(N−1)−(µ−1)

— це коефiцiєнт при xn−1 у добутку
(1 + x)µ−1(1 + x)(N−1)−(µ−1) = (1 + x)N−1, тобто вiн дорiвнює
Cn−1

N−1.

Mξ =
n∑

k=1

kC k
MCn−k

N−M
Cn

N
= M

n∑
k=1

C k−1
M−1C (n−1)−(k−1)

(N−1)−(M−1)

Cn−1
N−1

N
n

= M n
N .

Проте обчислити таким способом Dξ не так просто.
Занумеруємо кулi у вибiрцi в порядку витягання. Нехай подiя
Ai = {i-та куля бiла }, ηi — iндикатор подiї Ai , тобто ηi = 1,
якщо Ai вiдбулась, i ηi = 0 у протилежному випадку. Тодi
ξ = η1 + η2 + · · ·+ ηn. За класичним означенням ймовiрностi
P{ηi = 1} = P(Ai) = M

N , P{ηiηj = 1} = P(Ai ∩ Aj) = M(M−1)
N(N−1)

(i 6= j). Знову знаходимо Mξ = ∑n
i=1 Mηi = n M

N .
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Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = M(η1 + · · ·+ ηn)2 − (Mξ)2 =

=
n∑

i=1
Mη2

i + 2
∑

16i<j6n
M(ηiηj)− n2 M2

N2 . (5.4)

Отже, треба обчислити Mη2
i i M(ηiηj) (i 6= j), i , j ∈ N .

Mη2
i = Mηi = M

N , M(ηiηj) = P(Ai ∩ Aj) = M − 1
N − 1

M
N .

Пiдставляючи цi значення в (5.4), отримуємо

Dξ = nM
N + 2C 2

n
M − 1
N − 1

M
N − n2 M2

N2 =

= nM
N

(
1 + (n − 1)M − 1

N − 1 − nM
N

)
= nM

N
(N −M)(N − n)

N(N − 1) .

5.1. [7.1] Знайти математичне сподiвання i дисперсiю для таких
розподiлiв:
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1) P{ξ = k} = C k
n pkqn−k , k ∈ {0, . . . , n}, q = 1− p (бiномний

розподiл);
2) P{ξ = k} = λk

k! e
−λ, k ∈ Z+, λ > 0 (розподiл Пуассона);

3) P{ξ = k} = pqk−1, q = 1− p, k ∈ Z+ (гiпергеометричний
розподiл);

4) P{ξ = k} = Cn−1
n+k−1pnqk , k ∈ Z+ (вiд’ємний геометричний

розподiл);
5) P{ξ = a} = 1, a ∈ R (вироджений розподiл);
6) f (x) = 1

b−a , якщо x ∈ [a, b], p(x) = 0, якщо x 6∈ [a, b]
(рiвномiрний розподiл);

7) f (x) = λe−λx , якщо x > 0, p(x) = 0, якщо x < 0, λ > 0
(показниковий розподiл);

8) f (x) = 1√
2πσe−

(x−a)2

2σ2 , x ∈ R, σ > 0 (нормальний розподiл
N (a, σ2)).

5.2. [7.2] Випадкова величина ξ набуває лише цiлi невiд’ємнi
значення. Довести, що Mξ = ∑+∞

m=1 P{ξ > m}.
Розв’язок. Маємо
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Mξ =
+∞∑
k=1

k · P{ξ = k} =
+∞∑
k=1
·P{ξ = k}

k∑
m=1

1 =

=
+∞∑
m=1

+∞∑
k=m

P{ξ = k} =
+∞∑
m=1

P{ξ > m}.
5.3. [7.3] Розподiл дискретної випадкової величини ξ задається
формулою P{ξ = i} = 1

5 , i ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. Обчислити
математичне сподiвання величин η1 = −ξ, η2 = |ξ|.
Розв’язок. За означенням
Mη1 = ∑ xkpk = 1

5 (−2− 1 + 0 + 1 + 2) = 0,
Mη2 = M|ξ| = 2 · 2

5 + 1 · 2
5 + 0 · 1

5 = 6
5 .

5.4. [7.4] У послiдовностi незалежних випробувань ймовiрнiсть
появи подiї A при одному випробуваннi дорiвнює p. Нехай ξ —
кiлькiсть випробувань до r -ї появи подiї A. Знайти
P{ξ = n + r − 1}, n ∈ Z+. Нехай η = ξ − r + 1 (вiд’ємний
геометричний розподiл). Знайти Mη.
5.5. [7.5] Щiльнiсть розподiлу випадкової величини ξ задається

формулою fξ(x) =

0, x < 1,
3x−4, x > 1.

Знайти математичнi
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сподiвання та дисперсiї випадкових величин ξ i η = 1/ξ,
P{−3 < ξ 6

√
0.7}.

Розв’язок.

P{−3 < ξ 6
√

0.7} = Fξ(
√

0.7 + 0)− Fξ(−3) =
√

0.7∫
−3

fξ(t)dt = 0.

Mξ =
+∞∫
−∞

xfξ(x)dx =
+∞∫
1

3x−3dx = 3/2,

Mξ2 =
+∞∫
−∞

x2fξ(x)dx =
+∞∫
1

3x−2dx = 3,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = 3− (3/2)2 = 0.75.
5.6. [7.6] Випадкова величина ξ має функцiю pозподiлу

F (x) =


0, x 6 0,
1− e−λx , 0 < x 6 5,
1, x > 5.

Знайти Mξ, Dξ.
Розв’язок. Маємо
f (x) = F ′(x) = λe−λx , x ∈ (0, 5), f (x) = 0, x /∈ [0, 5].
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Mξ =
+∞∫
−∞

xf (x)dx = λ
5∫
0

xe−λxdx = −xe−λx
∣∣∣5
0

+
5∫
0

e−λxdx =

= −5e−5λ − 1
λ
e−λx

∣∣∣5
0

= −5e−5λ − 1
λ
e−5λ + 1

λ
.

5.7. [7.7] Тpи стpiльцi, ймовipностi влучань для яких
доpiвнюють p1, p2 i p3 вiдповiдно, зpобили по одному постpiлу
по тiй самiй мiшенi. Знайти pозподiл випадкової величини ξ –
загального числа влучань та Mξ.
Розв’язок. Маємо
P{ξ = 0} = (1− p1)(1− p2)(1− p3),
P{ξ = 1} = p1(1−p2)(1−p3)+(1−p1)p2(1−p3)+(1−p1)(1−p2)p3 =
p1 + p2 + p3 − 2p1p2 − 2p1p3 − 2p2p3 + 3p1p2p3,
P{ξ = 2} = p1p2(1− p3) + (1− p1)p2p3 + p1(1− p2)p3 =
p1p2 + p1p3 + p2p3 − 3p1p2p3, P{ξ = 3} = p1p2p3.
Mξ = 0P{ξ = 0}+ 1P{ξ = 1}+ 2P{ξ = 0}+ 3P{ξ = 3} =
= (p1 + p2 + p3 − 2p1p2 − 2p1p3 − 2p2p3 + 3p1p2p3) + 2(p1p2 +
p1p3 + p2p3 − 3p1p2p3) + 3p1p2p3 = p1 + p2 + p3.
Iнший спосiб. Нехай χi – iндикатор успiху i-го стрiльця. Тодi
Mχi = 0 · (1− pi) + 1pi = pi ,
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ξ = χ1 + χ2 + χ3 =⇒Mξ = Mχ1 + Mχ2 + Mχ3 = p1 + p2 + p3.
5.8. [7.8] Два стpiльцi, А i В, ймовipностi влучання для яких
доpiвнюють 2/3 i 3/4 вiдповiдно, cтpiляють по чеpзi в мiшень,
пpичому починає А. Кожен має пpаво на 5 постpiлiв, а гpа
пpипиняється пiсля пеpшого влучання. Нехай ξ – число
пpоведених постpiлiв. Знайти pозподiл ξ та Mξ.
5.9. [7.9] Урна мiстить N куль, позначених номерами вiд 1 до
N . Послiдовно з поверненням виймають n куль. Нехай ξ –
найбiльший номер, який було одержано при цьому. Знайти
розподiл ξ i Mξ.
5.10. [7.10] Випадкова величина ξ рiвномiрно розподiлена на
вiдрiзку [0, π]. Знайти: 1) M sin ξ, M cos ξ, D sin ξ, D cos ξ;
2) M sink ξ, M cosk ξ при k ∈ N та головний член їх асимптотики
при k → +∞.
Розв’язок. 1) Маємо

M sin ξ =
+∞∫
−∞

sin xf (x)dx = 1
π

π∫
0

sin xdx , бо f (x) = 1
π
, x ∈ (0, π).

M sin ξ = − 1
π

cos x
∣∣∣π
0

= 2
π
.
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M sin2 ξ =
+∞∫
−∞

sin2 xf (x)dx = 1
π

π∫
0

sin2 xdx =

= 1
2π

π∫
0

(1− cos 2x)dx = 1
2 =⇒

D sin ξ = M sin2 ξ − (M sin ξ)2 = 1
2 −

4
π2 .

5.11. [7.11] Випадкова величина ξ має показниковий розподiл
P{ξ > x} = e−x при x > 0. Знайти M(ξ(1− e−αξ)).
5.12. [7.12] Випадкова точка A має рiвномiрний розподiл у
крузi радiуса R . Знайти математичне сподiвання i дисперсiю
вiдстанi ξ вiд точки A до центра круга.
Розв’язок. Маємо
Fξ(x) = x2

R2 , 0 ≤ x ≤ R , fξ(x) = 2x
R2 , 0 ≤ x ≤ R , fξ(x) = 0, x /∈ [0,R].

Mξ =
R∫

0

xfξ(x)dx =
R∫

0

2x2

R2 dx = 2R
3 ,

Mξ2 =
R∫

0

x2fξ(x)dx =
R∫

0

2x3

R2 dx = R2

2 ,
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Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = R2

2 −
4R2

9 = R2

18 .
5.13. [7.13] Функцiя розподiлу неперервної випадкової величини
ξ має вигляд

Fξ(x) =


0, x 6 −1,
a + b arcsin x , −1 < x < 1,
1, x > 1

(закон арксинуса). Визначити сталi a i b. Знайти Mξ, Dξ.
5.14. [7.14] Випадкова величина ξ має piвномipний pозподiл на
вiдpiзку [1/e, e]. Знайти щiльнiсть pозподiлу випадкової
величини η = ln ξ, а також Mη, P{η > 0}. А якщо б ξ мала
piвномipний pозподiл на вiдpiзку [0, e]?
5.15. [7.15] Знайти щiльнiсть pозподiлу випадкової величини
η = |ξ|, Mη, якщо випадкова величина ξ має piвномipний
pозподiл на вiдpiзку: а) [−1, 1]; б) [−1, 5].
5.16. [7.16] Випадкова величина ξ має piвномipний pозподiл на
вiдpiзку [1; 4]. Знайти щiльнiсть pозподiлу випадкової величини
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η =
√
ξ, Mη, P{η > 1, 5}.

5.17. [7.17] Нехай ξ — випадкова величина з рiвномiрним
розподiлом на вiдрiзку [0, 1]. Знайти щiльнiсть розподiлу
випадкової величини η = 1

ξ
, Mη.

5.18. [7.18] Випадкова величина ξ piвномipно pозподiлена на
вiдpiзку [−π

2 ; π
2 ]. Знайти щiльнiсть pозподiлу випадкової

величини η = cos ξ, Mη.
5.19. [7.19] Нехай ξ — рiвномiрно розподiлена на [0, 1]
випадкова величина. Знайти функцiю розподiлу випадкової
величини η = − 1

λ
ln (1− ξ), λ > 0, Mη.

5.20. [7.20] Випадкова величина ξ має розподiл Кошi.
Обчислити а) P{ξ2 + ξ > 0}; б) M(arctg ξ)2; в) M(min {|ξ|, 1}).
Розв’язок. Маємо

P{ξ2 + ξ > 0} =
∫

{ξ2+ξ>0}

P(dω) = 1
π

∫
{x2+x>0}

dx
1 + x2 =

= 1
π

( −1∫
−∞

+
+∞∫
0

) dx
1 + x2 = 1

π

(
arctgx

∣∣∣−1

−∞
+ arctgx

∣∣∣+∞
0

)
= 3

4 .
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M(arctg ξ)2 = 1
π

+∞∫
−∞

(arctgx)2dx
1 + x2 = 1

3π

+∞∫
−∞

d(arctgx)3 = π32
233π = π2

12 .

5.21. [7.21] Знайти M|ξ|, якщо ξ має нормальний розподiл
N (0, σ2).
Розв’язок. Маємо

M|ξ| =
+∞∫
−∞

|x |fξ(x)dx = 1√
2π

+∞∫
−∞

|x |e−x2/2dx =

= 2√
2π

+∞∫
0

e−x2/2d(x2/2) =
√

2
π
.

5.22. [7.22] Випадкова величина ξ має показниковий pозподiл з
паpаметpом λ = 2. Знайти щiльнiсть pозподiлу випадкової
величини η = eξ, Mη.
5.23. [7.23] Випадкова величина має показниковий розподiл з
параметром λ. Знайти розподiл випадкової величини η = [ξ] i
Mη.
5.24. [7.24] Нехай F (x) — функцiя розподiлу випадкової
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величини ξ. Знайти розподiл η та Mη, якщо

η = sign ξ =


1, ξ > 0,
−1, ξ < 0,
0, ξ = 0

. Розглянути в загальному випадку та

у випадку, коли ξ має розподiл N (4, 4).
Розв’язок. Власне η – дискретна випадкова величина. Маємо
P{η = −1} = P{ξ < 0} = Fξ(0),P{η = 0} = P{ξ = 0} =
Fξ(+0)− Fξ(0),P{η = 1} = P{ξ > 0} = 1− Fξ(+0).
Для конкретного нормального розподiлу залишається в
отриманi формули для ймовiрностей пiдставити його функцiю
розподiлу. Зауважимо лише, що у цьому випадку
P{η = 0} = P{ξ = 0} = Fξ(+0)− Fξ(0) = 0, бо нормальний
розподiл є неперервним розподiлом.
5.25. [7.25] Щiльнiсть розподiлу випадкової величини ξ
дорiвнює

pξ(x) =

0, 5 · cos x , |x | 6 π
2 ,

0, |x | > π
2 .
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Знайти медiану, моду, математичне сподiвання та дисперсiю ξ.
5.26. [7.26] Нехай ξ — випадкова величина. Довести, що
M(ξ − a)2 набуває найменшого значення при a = Mξ, а M|ξ − a|
— при a = µ, де µ — медiана розподiлу ξ.
5.27. [7.27] Випадкова величина ξ розподiлена рiвномiрно на
деякому вiдрiзку, причому Mξ = 4, Dξ = 3. Знайти щiльнiсть
розподiлу ξ.
5.28. [7.28] Дискретнi випадковi величини ξ1, ξ2, . . . незалежнi й
однаково розподiленi за законом, що задається таблицею

xi −1 0 1
pi

1
4

1
2

1
4
.

Нехай sn = ξ1 + · · ·+ ξn. Знайти Msn, Dsn.
5.29. [7.29] З 30 чисел (1, 2, . . . , 29, 30) за схемою випадкового
вибору без повернення вiдбирається 10 чисел. Знайти
математичне сподiвання суми вибраних чисел.
5.30. [7.30] У групi навчається 25 студентiв. Припускаючи, що
днi народження студентiв незалежнi i рiвномiрно розподiленi
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по 12 мiсяцях року, знайти математичне сподiвання числа µr
тих мiсяцiв, на якi припадає r днiв народження.
5.31. [7.31] Довести таке: якщо M|ξ| < +∞, то

lim
x→+∞

P{|ξ| > x} = 0.
5.32. [7.32] Випадкова величина ξ має функцiю розподiлу Fξ(x).
Довести таке: якщо M|ξ| < +∞, то

Mξ =
∫ +∞

0
(1− Fξ(x)) dx −

∫ 0

−∞
Fξ(x) dx .

5.33. [7.33] Невiд’ємна випадкова величина ξ має функцiю
розподiлу Fξ(x). Довести, що ∀α ∈ R \ {0}

Mξα = |α|
∫ +∞

0
xα−1(1− Fξ(x)) dx .

5.34. [7.34] Нехай ηn — кiлькiсть переходiв вiд успiху до
неуспiху або навпаки за n випробувань схеми Бернуллi, в якiй
ймовiрнiсть успiху в окремому випробуваннi дорiвнює p.
Знайти Mηn i Dηn.
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5.35. [7.35] Виразити центральний момент µk через моменти
порядку 6 k .
5.36. [7.36] Виразити момент k-го порядку через центральнi
моменти i математичне сподiвання.
5.37. [7.37] Довести таке: якщо M|ξ|α < +∞, α > 1, то
M|ξ − a|α < +∞ для довiльного a ∈ R.
5.38. [7.38] Якщо F — функцiя розподiлу випадкової величини з
математичним сподiванням 0 i середнiм квадратичним
вiдхиленням σ, то F (x) 6 σ2/(σ2 + x2) (x < 0),
F (x) > x2/(σ2 + x2) (x > 0). Довести.
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Вказiвки до роздiлу 7

5.2. Довести рiвнiсть Mξ =
+∞∑
k=1

k · P{ξ = k} =
+∞∑
k=1

+∞∑
m=k

P{ξ = m} =
+∞∑
k=1

P{ξ > k}.
5.6. За властивостями iнтеграла Лебега-Стiльтьєса

Mξ =
+∞∫
−∞

x dF (x) =
5∫
0

x dF (x) + 5 · (F (5 + 0)− F (5)).

5.10. а) Див. приклад 5.1.
5.26. Розглянути моменти, записавши їх у виглядi

M(ξ−a)2 =
+∞∫
−∞

(x−a)2 dFξ(x) =
+∞∫
−∞

((x −Mξ) + (Mξ − a))2 dFξ(x)

i M|ξ − a| =


M|ξ − µ|+ 2

a∫
µ

(a − x) dFξ(x), якщо a > µ,

M|ξ − µ|+ 2
µ∫
a

(x − a) dFξ(x), якщо a < µ.
.
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5.30. Використати метод сум iндикаторiв, тобто µr =
12∑

i=1
θi , де

θi = 1, якщо на i-ий мiсяць припадає рiвно r днiв народження i
θi = 0 в iншому випадку.

5.31. Якщо F (x) = P{|ξ| < x}, то M|ξ| =
+∞∫
0

x dF (x) =
+∞∑
k=0

k+1∫
k

x dF (x) >
+∞∑
k=1

kP{k 6 |ξ| < k + 1} =
+∞∑
k=1

P{|ξ| > k}.
5.32. З iснування M|ξ| вивести, що Fξ(x)x → 0 (x → −∞),
(1− Fξ(x))x → 0 (x → +∞). Застосувати формулу
Ньютона-Лейбнiца.
5.33. Застосувати результат задачi 5.32 для η = ξα.
5.37. Довести, що (a + b)n 6 2n−1(|a|n + |b|n).
5.38. При x < 0 маємо

−x =
∫ +∞

−∞
(y − x) dF (y) 6

∫ +∞

x
(y − x) dF (y).

Пiднести останню нерiвнiсть до квадрата.
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Вiдповiдi до роздiлу 7
5.1. 1) Mξ = np, Dξ = npq; 2) Mξ = Dξ = λ; 3) Mξ = q

p ,
Dξ = q

p2 ; 4) Mξ = rq
p , Dξ = rq

p2 ; 5) Mξ = a, Dξ = 0; 6) Mξ = a+b
2 ,

Dξ = (a−b)2

12 ; 7) Mξ = 1
λ
, Dξ = 1

λ2 ; 8) Mξ = a, Dξ = σ2. 5.3.
Mη1 = 0, Mη2 = 6

5 . 5.4. P{ξ = n + r − 1} = C r−1
n+r−1prqn, Mη = rq

p .
5.5. Mξ = 3

2 , Mη = 3
4 , Dξ = 3

4 , Dη = 3
80 , P{−3 < ξ 6

√
0, 7} = 0.

5.6. Mξ = 1
λ

(1− e−5λ), Dξ = 2
λ
− 1

λ2 − e−5λ
(

10 + 2
λ
− 2

λ2

)
− 1

λ2 e−10λ.
5.7. Розподiл ξ: P{ξ = 0} = (1− p1)(1− p2)(1− p3),
P{ξ = 1} = p1 + p2 + p3 − 2(p1p2 + p1p3 + p2p3) + 3p1p2p3,
P{ξ = 2} = p1p2 + p1p3 + p2p3 − 3p1p2p3, P{ξ = 3} = p1p2p3;
Mξ = p1 + p2 + p3. 5.8. Розподiл ξ: P{ξ = 2k + 1} = 2

3 ·
1

12k , якщо
k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, P{ξ = 2k} = 1

4 ·
1

12k−1 , якщо k ∈ {1, 2, 3, 4},
P{ξ = 10} = 1

3·124 ; Mξ = 22621
15552 ≈ 1, 45454.



Числовi характеристики випадкових величин 210

5.9. P{ξ = k} =
n∑

i=1
(−1)i−1C i

n ·
(

1
N

)i
·
(

k
N

)n−i
= kn−(k−1)n

Nn , k = 1,N ;

Mξ =
(

Nn+1 −
N∑

k=1
(k − 1)n

)
/Nn.

5.10. а) M sin ξ = 2
π
, M cos ξ = 0, D sin ξ = 1

2 −
4
π2 , D cos ξ = 1

2 ; б)
M sin2k+1 ξ = 22k ·(k!)2

(2k+1)! ·
2
π
∼ 1√

πk , k →∞,
M cos2k ξ = M sin2k ξ = (2k)!

22k (k!)2 ∼ 1√
πk , k →∞, M cos2k+1 ξ = 0.

5.11. 1− 1
(1+α)2 при α > −1; не iснує при α 6 −1. 5.12. Mξ = 2R

3 ,
Dξ = R2

18 . 5.13. a = 1
2 , b = 1

π
, Mξ = 0, Dξ = 1

2 . 5.14. 1)
pη(x) = ex

e−e−1 , якщо x ∈ (−1; 1), Mη = 2
e2−1 , P{η > 0} = e

e+1 ; 2)
pη(x) = ex−1, якщо x ∈ (−∞; 1), Mη = 0, P{η > 0} = 1− e−1.
5.15. 1) pη(x) = 1, якщо x ∈ (0; 1), Mη = 1

2 ; 2)

pη(x) =


1
3 , x ∈ (0; 1),
1
6 , x ∈ (1; 5),
0, x 6∈ [0; 5],

Mη = 13
6 . 5.16. pη(x) = 2

3x , якщо

x ∈ (1; 2), Mη = 14
9 , P{η > 1, 5} = 7

12 . 5.17. pη(x) = 1
x2 , якщо

x > 1; Mη не iснує.
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5.18. pη(x) = 2
π
√

1−x2 , якщо x ∈ (0; 1); Mη = 2
π
. 5.19.

Fη(x) =
{

0, x 6 0,
1− e−λx , x > 0; Mη = 1

λ
. 5.20. а)

P{ξ2 + ξ > 0} = 0, 75; б) M(arctg ξ)2 = π2

12 ; в)
M (min{|ξ|, 1}) = ln 2

π
. 5.21. M|ξ| =

√
2
π
· σ. 5.22. pη(x) = 2

x3 , якщо
x > 1; Mη = 2. 5.23. P{η = k} = e−λk(1− e−λ), k ∈ {0, 1, 2, . . . },
Mη = 1

eλ−1 . 5.24. 1) P{η = 1} = 1− F (+0),
P{η = 0} = F (+0)− F (0), P{η = −1} = F (0);
Mη = 1− F (+0)− F (0); 2) P{η = 1} = 0, 5 + Φ0(2) ≈ 0, 97725,
P{η = −1} = 0, 5− Φ0(2) ≈ 0, 02275; Mη = 2Φ0(2) ≈ 0, 9545.
5.25. Медiана, мода i Mξ = 0, Dξ = π2

4 − 2.
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5.27. pξ(x) = 1
6 , якщо x ∈ [1, 7], pξ(x) = 0, якщо x 6∈ [1, 7]; 5.28.

Msn = 0, Dsn = n
2 . 5.29. 155. 5.30. Mµr = 12 · C r

25 ·
(

1
12

)r
·
(

11
12

)25−r
,

r ∈ {0, 1, . . . , 25}. 5.34. Mηn = 2(n − 1)pq,
Dηn = 4pq(1− 3pq)n − 2pq(3− 10pq), де q = 1− p. 5.35.
µk =

k∑
i=0

(−1)k−iC i
k ·Mξi · (Mξ)k−i . 5.36. Mξk =

k∑
i=0

C i
k · µi · (Mξ)k−i ,

де µi = M(ξ −Mξ)i .


