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ЛЕКЦIЯ 1. ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ

1.1. Випадкове явище (випадковий експеримент)

У подальшому ми розрiзнятимемо експерименти (чи явища)
детермiнованi та стохастичнi= випадковi.
Детермiнованими, експериментами (чи явищами)
називатимемо експерименти (чи явища), для яких при
вiдтвореннi одного i того ж комплексу умов, що забезпечують
проходження експерименту, достовiрно (точно) можна
передбачити результат експерименту.
Стохастичним або випадковим експериментом називають
експерименти (явища), перебiг яких i їхнi результати не
пiддаються точному прогнозуванню. Такi експерименти або
явища, якi називають стохастичними (випадковими)
експериментами або явищами, i є предметом розгляду теорiї
ймовiрностей.
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До стохастичних явищ (експериментiв) на початковому етапi
моделювання їхнього перебiгу вiдносять також недостатньо
вивченi явища, внаслiдок чого у нас немає всiєї повноти
iнформацiї про характеристики, що описують їх перебiг. До
явищ (експериментiв) такого ж типу вiдносяться явища
(експерименти), всю iнформацiю про перебiг яких з рiзних
мотивiв неможливо (або й недоцiльно) збирати.
Отже, початковими поняттями у нас виступають поняття
випадкового явища (експерименту), тобто явища
(експерименту), результат перебiгу якого при вiдтвореннi
одного i того ж комплексу умов, що забезпечують його
“проведення”, неможливо точно передбачити.
З кожним експериментом (явищем) пов’язуємо простiр Ω всiх,
якi тiльки собi можна уявити, результатiв експерименту.
Точки ω ∈ Ω цього простору називаються елементарними
подiями, сам простiр називають простiр елементарних подiй.
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Розглянемо спочатку приклади просторiв елементарних подiй
для кiлькох модельних експериментiв. Важливою обставиною
при цьому є точне описання умов (обставин), що забезпечують
проведення (вiдтворення) експерименту.

Пiдкидання монети
1. Так, для експерименту з пiдкидання симетричної плоскої
(без товщини) монети на iдеально рiвну горизонтальну
поверхню простiр елементарних подiй Ω = {Г,Ц}, тобто, Г —
“падiння монети гербом догори”, Ц — “падiння монети цифрою
догори”.
2. Разом з цим пiдкидання монети номiналом 1 гривня чи 1
фунт (стерлiнгiв) дає, як нескладно перевiрити, ще одну
можливiсть “падiння на ребро” — Р, i простiр елементарних
подiй у цьому випадку має три точки Ω = {Г,Ц,Р}.
Зазначимо, що ми не пояснили, що ж ми розумiємо, коли
говоримо “пiдкидання”, а поклалися на iнтуїтивне розумiння
того, що це пiдкидання повинно здiйснюватися довiльно, без
контролю з боку експериментатора.
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Пiдкидання грального кубика

При пiдкиданнi симетричного грального кубика на iдеально
рiвну горизонтальну поверхню простiр елементарних подiй
можна описати у виглядi

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
де цифри означають кiлькiсть очок на гранi кубика, яка
виявилась згори. Можливий, наприклад, такий результат цього
експерименту: A — “випадання парної кiлькостi очок”. Цю
подiю можна описати, як таку множину

A = {2, 4, 6}.
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Пiдкидання (повторне) монети i грального кубика

Якщо пiдкидаємо двiчi симетричну монету, то простiр
елементарних подiй описуємо як множину пар
Ω = {ГГ,ЦЦ,ЦГ,ГЦ}, а якщо гральний кубик пiдкидаємо
двiчi, то отримуємо простiр елементарних подiй

Ω = {(i , j) : 1 ≤ i ≤ 6, 1 ≤ j ≤ 6},
тобто, як множину впорядкованих пар кiлькостi очок, що
виявились на верхнiй гранi кубика першого i другого разу,
вiдповiдно.
Якщо пiдкидаємо тричi симетричну монету, то простiр
елементарних подiй описуємо як множину

Ω = {ГГГ,ЦЦЦ,ЦГГ,ГГЦ,ГЦГ,ЦГЦ,ЦЦГ,ГЦЦ},
а якщо гральний кубик пiдкидаємо тричi, то отримуємо
простiр елементарних подiй

Ω = {(i , j , k) : 1 ≤ i , j , k ≤ 6}.
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Стрiльба по круглiй мiшенi.
У цьому експериментi (Стрiльба по круглiй мiшенi) за простiр
елементарних подiй можна вибрати

Ω = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y 2 ≤ R2},
де R — радiус мiшенi. Цей експеримент у загальнiшiй формi
можна ще описати як вибiр “навмання точки” з "тiла" Ω в
Евклiдовому просторi Rd (d ≥ 1).
У перших чотирьох описаних прикладах природно будь-яку
пiдмножину A ⊂ Ω називати подiєю. У останнiх двох
прикладах подiя — не кожна пiдмножина. Подiями тут можна
вважати лише у деякому сенсi вимiрнi пiдмножини Ω
(наприклад, борелевi). В загальному ж “подiями” в даному
експериментi, якому вiдповiдає простiр елементарних подiй Ω,
природно вважати такi пiдмножини A ⊂ Ω, для яких за умов,
що забезпечують перебiг експерименту, є можлива лише одна з
вiдповiдей такого типу: ω ∈ A або ω /∈ A. Зрозумiло, що тодi
Ω, ∅ — подiї у даному експериментi, перша з яких Ω —
”достовiрна подiя”, тобто така подiя, що вiдбувається при
кожному вiдтвореннi експерименту, i подiя, яка визначається
порожною множиною ∅ — ”неможлива подiя”, тобто така
подiя, що нiколи не може вiдбутися у даному експериментi.
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1.2. Операцiї над подiями
Отже, попереднiй i дуже початковий iнтуїтивний аналiз
випадкових явищ привiв нас до розумiння того, що весь
простiр Ω i порожню множину ∅ обов’язково слiд внести у
перелiк пiдмножин Ω, якi ми розглядатимемо, як подiї.
Водночас, якщо пiдмножина A ⊂ Ω є подiєю, то подiю повинна
визначати i множина A def= {ω ∈ Ω: ω /∈ A} = Ω \ A —
протилежна подiя до A, тобто, A це подiя, яка полягає в тому,
що подiя A не вiдбувається. Наступнi операцiї над подiями
також є елементарними вимогами до сiм’ї множин, лише якi ми
розглядатимемо як подiї, що випливають iз загальних
властивостей класiв множин.
A + B def= A ∪ B — сума подiй, тобто, подiя, яка полягає у тому,
що вiдбувається подiя A або подiя B.
A ·B = A∩B — добуток подiй, тобто, подiя, яка полягає в тому,
що одночасно вiдбуваються подiї A та B.
A \ B — рiзниця подiй, тобто, подiя яка полягає у тому, що
перша подiя вiдбувається i друга подiя не вiдбувається.
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Ще крiм цього, подiї A i B називатимемо несумiсними подiями,
якщо A · B = A ∩ B = ∅ (тобто якщо добуток цих двох подiй —
неможлива подiя).

Повернемось до того, як можна пiдiйти до оцiнювання шансiв
(ймовiрностей) появи тих або iнших подiй у даному
експериментi. Нехай A — деяка подiя, за появою якої
проводиться спостереження у експериментi. Шансовi появи
подiї хочемо спiвставляти число з промiжку [0, 1] так, що шанс
появи достовiрної подiї дорiвнює одиницi, а шанс появи
неможливої подiї дорiвнює нулю. Якщо n ∈ N — кiлькiсть
повторень даного експерименту, а mn(A) — кiлькiсть появ подiї
A, то природною характеристикою подiї A є частота її появи

νn(A) = mn(A)
n — частота появи подiї A.
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Гiпотетично можна припустити, що є подiї для яких iснує
границя

lim
n→∞

νn(A) = P(A).
Тодi цю границю природно оголосити ймовiрнiстю подiї A. Це
класичний пiдхiд до означення ймовiрностi. Однак, при цьому
виникає проблема опису можливих результатiв експерименту,
для яких така границя iснує. Ми не будемо розвивати далi цей,
iсторично перший пiдхiд, до побудови моделей випадкових
явищ. У даний момент вважається природним вводити поняття
ймовiрностi дещо iнакше. Перш, нiж перейдемо до побудови
системи аксiом теорiї ймовiрностей, вiдзначимо деякi
властивостi ймовiрностi P(A), якi випливають з даного щойно
”статистичного” означення i, якi бажано, щоб ймовiрнiсть
початково задовольняла при її аксiоматичному запровадженнi.
Власне, спробуємо з’ясувати, чому ймовiрнiсть P(A) повинна
бути мiрою?
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Вiдзначимо такi властивостi P(A):
1 0 ≤ νn(A) ≤ 1⇒ 0 ≤ P(A) ≤ 1.
2 νn(Ω) = 1⇒ P(Ω) = 1. Отже, ймовiрнiсть достовiрної подiї

дорiвнює 1.
3 A · B = ∅⇒ mn(A + B) = mn(A) + mn(B)⇒
νn(A + B) = νn(A) + νn(B)⇒ P(A + B) = lim

n→+∞
νn(A + B) =

= lim
n→+∞

νn(A) + lim
n→+∞

νn(B) = P(A) + P(B).
Висновок, який напрошується з щойно наведених простих
iмплiкацiй такий — ймовiрнiсть P(A) при аксiоматичному її
визначеннi повинна бути адитивною функцiєю (адитивною
мiрою) подiї з ймовiрнiстю всього простору, що дорiвнює 1,
тобто, так званою, ймовiрнiсною мiрою.
Власне, ми з’ясували, що мiнiмальнi умови, якi повинна
задовольняти сiм’я подiй зводиться до виконання аксiом
алгебри сiм’ї пiдмножин простору елементарних подiй, а
ймовiрнiсть, як числова функцiя подiї, яка набуває значення з
промiжку [0, 1], повинна бути ймовiрнiсною адитивною мiрою.
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АКСIОМАТИЧНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ЙМОВIРНОСТI

Ми розглядали такi моделi, в яких множина елементарних
виходiв (результатiв) експерименту скiнченна, а також, без
достатнього на те обґрунтування, — геометричнi ймовiрностi.
Якщо в першому випадку будь-яка сукупнiсть результатiв
експерименту трактувалась як подiя, то у випадку
геометричних ймовiрностей ми були вимушенi вважати
подiями лише вимiрнi за Лебегом множини.
В основу всього подальшого викладу покладено поняття
ймовiрнiсного простору (Ω,A,P), де Ω — простiр елементарних
подiй,
A — σ-алгебра пiдмножин з Ω, P — ймовiрнiсть (ймовiрнiсна
злiченно-адитивна мiра).
Нехай простiр елементарних подiй (елементарних результатiв
експерименту) Ω є довiльною множиною, 2Ω — множина всiх
пiдмножин множини Ω, а A ⊂ 2Ω — деяка система пiдмножин
множини Ω. Для A ⊂ Ω позначатимемо A = Ω \ A.
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Означення (алгебри пiдмножин)
Сiм’я A ⊂ 2Ω називається алгеброю, якщо для її елементiв виконуються
такi аксiоми: 1. Ω ∈ A; 2. (∀A) : A ∈ A ⇒ A ∈ A;
3. (∀A,B) : A,B ∈ A ⇒ A + B ∈ A.

Означення (σ-алгебри пiдмножин)
Сiм’я A ⊂ 2Ω називається σ-алгеброю, якщо виконуються такi умови:

1. Ω ∈ A; 2. A ∈ A ⇒ A ∈ A; 3. (∀(Aj)) : Aj ∈ A (j ≥ 1)⇒
+∞⋃
j=1

Aj ∈ A.

Означення (скiнченно-адитивної ймовiрнiсної мiри)
Нехай A0 — алгебра. Вiдображення P0 : A0 → R називається
скiнченно-адитивною ймовiрнiсною мiрою на A0, якщо виконуються такi
умови: 1. (∀A ∈ A0) : P0(A) ≥ 0; 2.
(∀n ∈ N)(∀(Aj)n

j=1,Aj ∈ A0, Aj ∩ Ak = ∅ (j 6= k)) : P0(
n⋃

j=1
Aj) =

n∑
j=1

P0(Aj);

3. P(Ω) = 1.
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Означення (злiченно-адитивної мiри)
Нехай A0 — алгебра. Вiдображення P0 : A0 → R називається
злiченно-адитивною мiрою на A0, якщо виконуються такi умови:
1. (∀A ∈ A0) : P0(A) ≥ 0;
2. (∀(Aj),Aj ∈ A0, Aj ∩ Ak = ∅ (j 6= k)) :

+∞⋃
j=1

Aj ∈ A0 ⇒ P0(
+∞⋃
j=1

Aj) =
∑+∞

j=1 P0(Aj).

Означення
Нехай A0 — алгебра. Вiдображення P : A0 → R називається
злiченно-адитивною ймовiрнiсною мiрою на алгебрi A0, якщо:
1. P — злiченно-адитивна мiра на A0; 2. P(Ω) = 1.

Злiченно-адитивну ймовiрнiсну мiру P, визначену на σ-алгебрi
називатимемо ймовiрнiстю.
Нехай Ω — простiр елементарних подiй, A — σ-алгебра пiдмножин Ω, P —
ймовiрнiсть, визначена на A. Пару (Ω,A) називатимемо ймовiрнiсною
моделлю експерименту.
Трiйка (Ω,A,P) називається ймовiрнiсним простором.
В багатьох задачах досить, щоб A була алгеброю.
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Деякi ймовiрнiснi моделi

1. Ймовiрнiсна модель експерименту з не бiльш, нiж злiченною
кiлькiстю подiй чи результатiв.
У цьому випадку Ω = {ωj : 1 ≤ j ≤ N}, N ≤ +∞, A = 2Ω — σ-алгебра.
Тодi ∀A ∈ A : A = ∪ωj∈A{ωj} i, тому, P(A) =

∑
ωj∈A P({ωj}).

Зрозумiло, що для того, щоб обчислити ймовiрнiсть довiльної подiї,
достатньо знати лише ймовiрностi елементарних подiй 0 ≤ pj

def= P({ωj}),
при цьому, оскiльки Ω =

⋃N
j=1 ωj i P(Ω) = 1, то повинна виконуватись

рiвнiсть
∑N

j=1 pj = 1.

2. Класичнi ймовiрностi. Класичну модель отримаємо, коли N < +∞ i
pj = p (1 ≤ j ≤ N), тобто, всi елементарнi подiї є однаково можливими. У
цьому випадку 1 =

∑N
j=1 pj = p · N. Тому, p = 1

N . Звiдси, для знаходження
ймовiрностi довiльної подiї A ∈ 2Ω отримуємо формулу класичних
ймовiрностей

P(A) =
∑

ωj∈A
pj =

∑
ωj∈A

1
N = |A|

|Ω| = m
N ,

де m — кiлькiсть елементарних подiй, сприятливих для A, тобто
A = {ωj1 , ωj2 , . . . , ωjm}, ωjs 6= ωjk (s 6= k).
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Приклад. Двiчi пiдкидаємо гральний кубик. Обчислимо ймовiрнiсть того,
що при цьому випаде парна сума очок.
Ω = {(i , j) : 1 ≤ i , j ≤ 6}, A = {(i , j) : i + j ∈ {2, 4, 6, 8, 10, 12}} — подiя,
ймовiрнiсть якої потрiбно знайти. За формулою класичних ймовiрностей

P(A) = |A|
|Ω| = 18

36 = 1
2 .

Приклад. Монета пiдкидається до першої появи герба. Опишемо
ймовiрнiсний простiр. Простiр елементарних подiй

Ω = {Г,ЦГ,ЦЦГ, . . . , ωj , . . .}, ωj = ЦЦЦ . . .Ц︸ ︷︷ ︸
j−1

Г,

Для знаходження ймовiрностi pj = P(ωj) (j ≥ 2) розглянемо простiр
елементарних однаково можливих подiй

Ωj = {Ц . . .Ц︸ ︷︷ ︸
j

, Ц . . .Ц︸ ︷︷ ︸
j−1

Г, . . . , Г . . .Г︸ ︷︷ ︸
j

}.

Тодi |Ωj | = 2j i за формулою класичних ймовiрностей pj = P(ωj) = 2−j

(j ≥ 2). Зрозумiло, що
∑∞

j=1 pj = 1.
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3. Геометричнi ймовiрностi.
Нехай Ω — обмежена вимiрна за Лебегом множина в Rp, p ≥ 1,
A — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин Ω, зокрема,
лише борелевих B(R). Тодi для A ∈ A : P(A) def= measp(A)

measp(Ω) ,

де measp — лебегова мiра в Rp. Неважко переконатись, що P —
справдi ймовiрнiсть на A.
Приклад (стрiльба по круговiй мiшенi).

P({10}) = πr 2

πR2 =
( r

R

)2
— ймовiрнiсть попадання в "десятку де

r ,R — радiуси "десятки" i мiшенi, вiдповiдно.
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Задача Бюффона. На площину, розлiновану паралельними
прямими, вiдстань мiж двома сусiднiми з яких дорiвнює 2a
навмання кидаємо голку довжиною 2`, ` < a. Знайти
ймовiрнiсть того, що голка перетне одну з паралельних лiнiй.

Нехай ϕ — кут, що утворює голка з деяким фiксованим
напрямком на прямих, 0 ≤ ϕ ≤ π, x — вiдстань вiд центру
голки до найближчої з паралельних прямих, 0 ≤ x ≤ a.
Пара чисел (ϕ, x) повнiстю визначає положення голки мiж
двома сусiднiми прямими стосовно найближчої прямої.
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Отже,

[ o=  & ,  U
t ,

I
1 r
I
i l

V ,
\ l

\
\ r
i
, ' l
{ t
U

1, ft

&f'z
/

k{p. II
I

C
[,

/v

C / V : X

&sinv
r'/'

x 4 fl{u'P

a

/

ма-
є-
мо
Ω =
{(ϕ, x) :
0 ≤
ϕ ≤
π, 0 ≤
x ≤
a}
—

основ-
ний
про-
стiр
(про-
стiр
еле-
мен-

тарних подiй). Опишемо множину тих пар (ϕ, x), якi вiдповiдають подiї A



20

— голка перетинає одну з прямих. Очевидно, що лише, коли x ≤ ` sinϕ —
голка перетинає одну з прямих. Тому,
A = {(ϕ, x) : 0 ≤ x ≤ ` sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π}. Шукана ймовiрнiсть того, що голка
перетинає лiнiю

P(A) = S(A)
πa = `

πa

∫ π

0
sinϕdϕ = 2`

πa .

Неважко помiтити, що при складаннi моделi даного експерименту ми
зробили декiлька припущень, що спростили нашi мiркування. Зокрема,
при побудовi простору елементарних подiй ми нiяк не обгрунтували
переходу вiд розгляду розлiнованої паралельними прямими площини до
двох сусiднiх паралельних прямих, а також того, що у нашому розглядi
ми не розрiзняємо цих прямих. З останньою обставиною все доволi просто
вирiшується, позаяк у наших мiркуваннях цi двi прямi є цiлком
рiвноправними, то розгляд вiдстанi "до найближчої з паралельних
прямих" замiсть пари вiдстаней до прямих, очевидно, що нiяк не змiнює
числове значення ймовiрностi (Вправа. Обгрунтувати це твердження!). З
першою ж обставиною все значно складнiше.
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Чи адекватна побудована модель до експерименту, який розглядається,
можна перевiрити, як би це не звучало парадоксально, лише
екcпериментально. Власне, здiйснивши нескiнченну кiлькiсть його
повторень (що, звичайно ж, є неможливим). Якщо тепер припустити, що
провели n — пiдкидань голки, а через mn позначити кiлькiсть перетинiв
голкою прямих при цьому, то для частоти появи подiї νn = mn/n повинна
виконуватись рiвнiсть

P(A) = lim
n→+∞

νn = 2`
πa , де νn = mn

n .

Звiдси, для всiх достатньо великих n з наближеної рiвностi 2l
πa ≈ νn

отримуємо наближену рiвнiсть

π ≈ 2`n
amn

,

яку можна використати для перевiрки адекватностi моделi. Зауважимо,
що якщо повiрити в те, що побудована модель адекватно вiдображає
експеримент, то на останню формулу можна подивитись i з точки зору
джерела для вiдшукання числа π. Власне, таких експериментiв для
знаходження числа π за цiєю формулою рiзними дослiдниками було
проведено багато (див., наприклад, перелiк на с. 36 у кн. [1]).
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Вправа.
1. На круглий стiл радiуса a навмання кидаємо голку
довжиною 2`, ` < a. Знайти ймовiрнiсть того, що: a) голка
перетне край столу; b) голка впаде зi столу (тобто, центр ваги
голки — її середина, — потрапить за край столу); c) розглянути
попереднi двi вправи, а також задачу Бюффона за умови ` ≥ a.
2. (задача про зустрiч). Микола i Петро домовились зустрiтись
на зупинцi автобуса мiж 9 i 10 годинами. Той, хто приходить
першим, чекає 15 хвилин на iншого, а потiм йде геть. Знайти
ймовiрнiсть того, що зустрiч вiдбудеться, вважаючи, що
моменти приходу Миколи i Петра рiвномiрно розподiленi в
квадратi Ω := [9, 10]× [9, 10].
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Нехай A = {(u, v) ∈ Ω: |u − v | ≤ 0, 25} – подiя, яка полягає в тому, що
зустрiч вiдбудеться. Тодi, P(A) = S(A)

S(Ω) = S(Ω)−2S(∆)
S(Ω) , ∆ – рiвнобедрений

прямокутний трикутник з катетами, що дорiвнюють 0, 75. Звiдки,
P(A) = 1−0,752

1 = 0, 4375.

-

6
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v

0
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15 60
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A

Рис. 1
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Нагадаємо означення злiченно-адитивної ймовiрнiсної мiри.

Означення
Нехай A ⊂ 2Ω — деяка алгебра пiдмножин Ω.
Скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра P (A), задана на A,
називається ймовiрнiстю (злiченно-адитивною ймовiрнiсною
мiрою), якщо для будь-якої послiдовностi (An)+∞

n=1 такої, що
An ∈ A (n > 1) i An ∩ Ak = ∅ (n 6= k),

+∞⋃
n=1

An ∈ A ⇒ P
(+∞⋃

n=1
An

)
=

+∞∑
n=1

P (An).

Тепер нагадаємо означення ймовiрностi.

Означення
Злiченно-адитивну ймовiрнiсну мiру, задану на σ-алгебрi
називаємо ймовiрнiстю.
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1.5. Властивостi ймовiрностi

1. Якщо A ∈ A ⇒ P(A) = 1− P(A).

Доведення.
A ∪ A = Ω, A ∩ A = ∅, 1 = P(Ω) = P(A) + P(A).

2. Нехай A,B ∈ A такi, що B ⊂ A. Тодi P(A \ B) = P(A)− P(B).

Доведення.

A \ B = A ∩ B = (A ∪ B) (за формулою де Морґана). A ∩ B = ∅.
P(A \ B) = 1− P(A ∪ B) = 1− (P(A) + P(B)) = P(A)− P(B).

3. (монотоннiсть ймовiрностi). B ⊂ A⇒ P(B) ≤ P(A).

Доведення.
0 ≤ P(A \ B) = P(A)− P(B).
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4. (напiвадитивнiсть ймовiрностi (узагальнена монотоннiсть)).
(∀(Aj), Aj ∈ A (j ∈ N)) :

P
(+∞⋃

j=1
Aj

)
≤
∞∑

j=1
P(Aj).

Доведення.
Позначимо B1 = A1,B2 = A2 ∩ A1, . . . , Bn = An ∩ An−1 ∩ An−2 ∩ . . . ∩ A1.
Очевидно, що

Bj ∩ Bk = ∅ (j 6= k),
+∞⋃
j=1

Bj =
+∞⋃
j=1

Aj , Bj ⊂ Aj (j ∈ N).

Тому, за адитивнiстю i монотоннiстю ймовiрностi отримуємо

P(
+∞⋃
j=1

Aj) = P(
+∞⋃
j=1

Bj) =
+∞∑
j=1

P(Bj) ≤
+∞∑
j=1

P(Aj).
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5. (теорема додавання). (∀N ∈ N)(∀ (Aj)N
j=1, Aj ∈ A (1 ≤ j ≤ N)) :

P
( N⋃

j=1
Aj

)
=

N∑
j=1

P(Aj)−
∑

1≤j1<j2≤N
P(Aj1 ∩ Aj2 ) + . . .+

+(−1)k−1
∑

1≤j1<j2<...<jk≤N
P(Aj1 ∩ Aj2 ∩ . . . ∩ Ajk ) + . . .+

+(−1)N−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1 ∩ An).

Доведення. Проведемо доведення за iндукцiєю. Оскiльки
A ∪ B = A \ (A ∩ B) + B \ (A ∩ B) + A ∩ B,

то для n = 2 маємо
P(A \ (A ∩ B)) + P(B \ (A ∩ B)) + P(A ∩ B) =

= P(A)− P(A ∩ B) + P(B)− P(A ∩ B) + P(A ∩ B) =
P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).
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Доведемо, що можна зробити крок iндукцiї. Нехай формула
справджується для n = m ≥ 2. Доведемо її для n = m + 1

P
(m+1⋃

i=1
Ai
)

= P
(( m⋃

i=1
Ai
)
∪ Am+1

)
= P

( m⋃
i=1

Ai
)

+ P(Am+1)−

− P
( m⋃

i=1
(Ai ∩ Am+1)

)
=
{ m∑

i=1
P(Ai )−

∑
1≤i<j≤m

P(Ai ∩ Aj)+

+
∑

1≤i<j<k≤m
P(Ai ∩ Aj ∩ Ak)− . . .+ (−1)m−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am)

}
+

+ P(Am+1)−
{ m∑

i=1
P(Ai ∩ Am+1)−

∑
1≤i<j≤m

P(Ai ∩ Aj ∩ Am+1) + . . .

+ (−1)m−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am+1)
}

=
m+1∑
i=1

P(Ai )−
∑

1≤i<j≤m+1
P(Ai ∩ Aj)+

+
∑

1≤i<j<k≤m+1
P(Ai ∩ Aj ∩ Ak)− . . .+ (−1)mP(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am+1).
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Теорема (теорема неперервностi ймовiрностi)
Нехай P — скiнченно-адитивна ймовiрнiсна мiра на A, A — σ-алгебра.
Наступнi три твердження еквiвалентнi:
1. P — σ-адитивна мiра, тобто, ймовiрнiсть.

2.
(
∀(An), An ∈ A, An ⊂ An+1 (n ≥ 1)

)
: P(

+∞⋃
n=1

An) = lim
n→+∞

P(An).

3.
(
∀(Bn), Bn ∈ A,Bn ⊃ Bn+1 (n ≥ 1)

)
: P(

+∞⋂
n=1

Bn) = lim
n→+∞

P(Bn).

Доведення. Еквiвалентнiсть 2.⇔ 3. випливає з того, що
An ⊂ An+1 (n ≥ 1) ⇔ Bn+1 ⊂ Bn (n ≥ 1), де Bn = An (n ≥ 1),

+∞⋂
n=1

Bn =
+∞⋂
n=1

An =
(+∞⋃

n=1
An
)
, P

(+∞⋂
n=1

Bn
)

= 1− P
(+∞⋃

n=1
An
)
,

lim
n→+∞

P(Bn) = 1− lim
n→+∞

P(An).
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1.⇒ 2. Нехай An ⊂ An+1 (n ≥ 1). Розглянемо послiдовнiсть попарно
неперетинних множин

C1 = A1, Cn = An \ An−1 (n ≥ 2).

Зрозумiло, що
+∞⋃
n=1

Cn =
+∞⋃
n=1

An. Тому, з огляду на злiченну адитивнiсть P

P
(+∞⋃

n=1
An

)
= P

(+∞⋃
n=1

Cn

)
=

+∞∑
k=1

P(Ck) =

= P(A1) +
+∞∑
k=2

(P(Ak)− P(Ak−1)) = lim
n→+∞

P(An).

2.⇒ 1. Нехай (Cn) послiдовнiсть попарно неперетинних множин.
Розглянемо монотонно зростаючу послiдовнiсть множин A1 = C1,

An =
n⋃

k=1
Cn (n ≥ 2). Оскiльки

+∞⋃
n=1

Cn =
+∞⋃
n=1

An, то зi скiнченної адитивностi

P маємо

P
(+∞⋃

n=1
Cn
)

= P
(+∞⋃

n=1
An
)

= lim
n→+∞

P(An) = lim
n→+∞

P
( n⋃

k=1
Ck
)
⇐⇒

= lim
n→+∞

n∑
k=1

P(Ck) =
+∞∑
k=1

P(Ck).
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1.7. Умовнi ймовiрностi
Розглянемо спочатку такий
Приклад. Пiдкидаємо двiчi кубик. Ω = {(i , j) : 1 ≤ i , j ≤ 6}. Подiя
A = {(i , j) : i + j ≤ 4} — сума очок, яка випала, не бiльша за 4. Подiя B —
при першому пiдкиданнi випала одиничка B = {(1, j) : 1 ≤ j ≤ 6}.
Ймовiрностi цих подiй P(A) = 6

36 = 1
6 , P(B) = 6

36 = 1
6 .

Через P(A|B) позначимо ймовiрнiсть подiї A за умови, що подiя B
вiдбулася. У даному експериментi — це ймовiрнiсть того, що сума очок,
якi випали при двох пiдкиданнях, не перевищить 4, за умови, що при
першому пiдкиданнi випала одиниця. Очевидно, що
P(A|B) = P(C) = 3

6 = 1
2 , де C = {(1, j) : 1 ≤ j ≤ 3}.

Зауважимо, що ймовiрнiсть добутку подiй P(A ∩ B) = 3
36 = 1

12 , де

A ∩ B = {(i , j) : i = 1 ∧ i + j ≤ 4}. Тому, P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B) .

Твердження
Нехай в рамках класичної схеми B — подiя з додатною ймовiрнiстю
P(B) > 0. Тодi, ймовiрнiсть подiї A за умови, що подiя B вiдбулася
дорiвнює

P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B) .
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Вправа. Довести це твердження.
Iнтуїтивно зрозумiло, що для геометричних ймовiрностей ця формула
також повинна бути правильною. В загальному, умовну ймовiрнiсть подiї
A за умови, що подiя B з ймовiрнiстю P(B) > 0 вiдбулася, визначимо за
цiєю формулою. Пiзнiше, розглядаючи умовнi розподiли, ми повернемось
до поняття умовної ймовiрностi у загальнiй ситуацiї.

Означення (умовної ймовiрностi)
Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, а B ∈ A — подiя з додатною
ймовiрнiстю P(B) > 0. Умовною ймовiрнiстю подiї A за умови, що подiя B
вiдбулася, називається число

P(A|B) def= P(A ∩ B)
P(B) .

Введемо новий (умовний) ймовiрнiсний простiр. Нехай B ∈ A — фiксована
подiя з додатною ймовiрнiстю P(B) > 0. Через AB = {A ∩ B : A ∈ A}
позначимо σ-алгебру, яку отримаємо з A, перетнувши кожен її елемент з
B. Умовна ймовiрнiсть PB(A) def= P(A|B).
Вправа. Перевiрити, що трiйка (B,AB ,PB) — ймовiрнiсний простiр (це й
буде умовний ймовiрнiсний простiр).
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1.9. Формула множення ймовiрностей

Твердження
Нехай (Aj)n

j=1, Aj ∈ A, P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1) > 0. Тодi

P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2)× . . .
. . .× P(An|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1) — формула множення.

Доведення. При n = 2 з означення умовної ймовiрностi маємо
P(A1 ∩ A2) = P(A2)P(A1|A2).

Припущення iндукцiї. Формула правильна для числа подiй не бiльшого за
n − 1. Доведемо, що вона правильна для кiлькостi подiй, що дорiвнює n.
Тодi за методом математичної iндукцiї отримаємо, що формула правильна
для всiх n ∈ N.
Крок iндукцiї. Виберемо A = An,B =

⋂n−1
j=1 Aj i застосуємо для цих двох

подiй формулу множення

P(
n⋂

j=1
Aj) = P(A ∩ B) = P(

n−1⋂
j=1

Aj) · P(An|
n−1⋂
j=1

Aj).
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Але за припущенням iндукцiї

P(
n−1⋂
j=1

Aj) = P(A1)P(A2|A1) . . .P(An−1|A1 ∩ A2 ∩ . . .An−2).

Ще слiд пояснити, чому всi записанi умовнi ймовiрностi iснують. Справдi,
за умовою i монотоннiстю ймовiрностi, оскiльки

A1 ⊃ A1 ∩ A2 ⊃ (A1 ∩ A2 ∩ A3) ⊃ . . . ⊃ (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1).

то P(
n−1⋂
j=1

Aj) > 0 ⇒ P(
n−2⋂
j=1

Aj) > 0, . . . ,P(A1 ∩ A2) > 0, P(A1) > 0. Отже, все

визначено коректно.
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Приклад
З ящика, що мiстить 3 бiлих i 2 чорнi кулi, за схемою випадкового вибору
без повернення послiдовно виймають кулi. Знайти ймовiрнiсть pk того, що
чорна куля вперше з’явиться при k-му випробуваннi.

Нехай Ci , i ∈ {1, 2, 3, 4}, подiя, яка полягає в тому, що в i-му випробуваннi
з’явилась чорна куля, Bk = {чорна куля вперше з’явилась при k-му
випробуваннi}, k ∈ {1, 2, 3, 4}. Тодi B1 = C1, B2 = C1 ∩C2, B3 = C1 ∩C2 ∩C3,
B4 = C1 ∩ C2 ∩ C3 ∩ C4. За формулою множення ймовiрностей

P(B1) = P(C1), P(B2) = P(C1)P(C2|C1),

P(B3) = P(C1)P(C2|C1)P(C3|C1 ∩ C2),
P(B4) = P(C1)P(C2|C1)P(C3|C1 ∩ C2)P(C4|C1 ∩ C2 ∩ C3).

За класичним означенням ймовiрностi

P(C1) = 2
5 , P(C1) = 3

5 , P(C i+1|C1 ∩ · · · ∩ C i ) = 3− i
5− i ,

P(Ci+1|C1 ∩ · · · ∩ C i ) = 2
5− i .

У результатi p1 = P(B1) = 0, 4, p2 = P(B2) = 0, 3, p3 = P(B3) = 0, 2,
p4 = P(B4) = 0, 1.



36

1.10. Повна група гiпотез та формула повної ймовiрностi

Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P). Нехай (Hj)N
j=1 (N ≤ +∞) —

скiнченний або злiченний набiр подiй. Система (Hj) називається повною
групою подiй (повною групою гiпотез), якщо виконуються такi умови:
1) {Hj}N

j=1 — попарно несумiснi подiї, тобто (∀j 6= k) : Hj ∩ Hk = ∅;

2)
N⋃

j=1
Hj = Ω; 3) P(Hj) > 0 (j ≥ 1).

Для довiльної подiї A ∈ A, скориставшись означенням повної групи подiй,
можемо записати

A = A ∩ Ω = A ∩ (
N⋃

j=1
Hj) =

N⋃
j=1

(A ∩ Hj).

Звiдси, оскiльки, (∀j 6= k) : (A ∪ Hj) ∩ (A ∪ Hk) = ∅, за злiченною
адитивнiстю ймовiрностi, скориставшись формулою для ймовiрностi
добутку подiй, отримуємо формулу повної ймовiрностi

P(A) =
∑N

j=1
P(A ∩ Hj) =

∑N

j=1
P(Hj)P(A|Hj).

Всi записанi ймовiрностi гiпотез P(Hj) — апрiорнi ймовiрностi, тобто,
ймовiрностi до початку експерименту.
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Приклад
У скриньку, що мiстить 8 стандартних виробiв, додають 2 вироби зi
складу; вiдомо, що частка бракованих виробiв на складi дорiвнює 5%.
Знайти ймовiрнiсть того, що навмання взятий з поповненої скриньки
вирiб не буде бракованим.

Означимо подiї A, H0, H1, H2: A = {вирiб, взятий з поповненої скриньки,
стандартний}, Hk = {з двох виробiв, доданих у скриньку, k бракованих},
k ∈ {0, 1, 2}.
Зрозумiло, що H0 ∪ H1 ∪ H2 = Ω i Hk ∩ Hl = ∅ (k 6= l), тобто цi подiї
утворюють повну групу подiй. Скористаємось формулою повної
ймовiрностi P(A) = P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2).
Якщо вiдбулась подiя Hk , то в ящику з 10 виробiв k бракованих, отже,
P(A | Hk) = 10−k

10 , k ∈ {0, 1, 2}.
При виборi малої кiлькостi виробiв з великої партiї схеми вибору з
поверненням i без повернення мають близькi ймовiрностi результатiв.
Тому вважаємо, що кожен з доданих виробiв незалежно один вiд одного
може бути бракованим з ймовiрнiстю 0,05. Отже, P(H0) = 0, 952,
P(H1) = 2 · 0, 95 · 0, 05, P(H2) = 0, 052. Остаточно,

P(A) = 0, 952 · 1 + 2 · 0, 95 · 0, 05 · 0, 9 + 0, 052 · 0, 8 = 0, 99.
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1.11. Приклад (кульки i скриньки) та формула Баєса
Маємо N скриньок з однаковими за розмiром кульками. В j-тiй скринцi nj
кульок, з яких mj бiлих кульок. Експеримент полягає у випадковому
виборi з навмання вибраної скриньки кульки. Подiя A — вийнята кулька
виявилася бiлою. Знайдемо ймовiрнiсть цiєї подiї.
Через Hj позначимо подiю — навмання вибрано j-ту скриньку. Якщо
припустити, що вибiр скриньок — однаково можливi подiї, то P(Hj) = 1

N ;
P(A|Hj) = mj

nj
— умовна ймовiрнiсть подiї "вийняти бiлу кульку з j-тої

скриньки". Тодi, за формулою повної ймовiрностi

P(A) = 1
N
∑N

j=1

mj
nj
.

Припустимо тепер, що пiсля проведення експерименту виявилось, що
вийнята куля — бiлого кольору. Тодi, спочатку застосовуючи формулу для
умовної ймовiрностi, а потiм формулу повної ймовiрностi, отримаємо

P(Hj |A) = P(Hj ∩ A)
P(A) = P(Hj)P(A|Hj)∑k

j=1 P(Hj)P(A|Hj)
.

P(Hj |A) = P(Hj)P(A|Hj)∑k
j=1 P(Hj)P(A|Hj)

— формула Баєса.

P(Hj |A) — це апостерiорнi ймовiрностi гiпотез, тобто ймовiрностi знайденi
пiсля проведення експерименту.
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Остання формула є правильною для довiльної повної групи подiй i
довiльної подiї A з P(A) > 0. Для нашого експерименту з кульками
ймовiрнiсть того, що бiлу кульку вийнято з j-тої скриньки дорiвнює

P(Hj |A) =
1
N

mj
nj

1
N
∑N

k=1
mk
nk

= mj

nj
∑N

k=1
mk
nk

.

Зрозумiло, як змiняться знайденi формули у випадку, коли вибiр
скриньок не є однаково можливим, тобто, P(Hj) = pj ,

∑N
j=1 pj = 1. Тодi

P(A) =
∑N

j=1

mj
nj

pj , P(Hj |A) = mjpj

nj
∑N

k=1
mk
nk

pk
.

Звiдси, зокрема, випливає, що з найбiльшою ймовiрнiстю бiлу кульку
вийнято зi скриньки для якої вiдносна “вага” бiлих кульок mj

nj
є

найбiльшою.
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Приклад (щасливi бiлети)
На iспит викладач пiдготував n екзаменацiйних бiлетiв, серед яких є
m ≤ n — "щасливих". Двоє студентiв один за одним навмання вибирають
бiлети. У кого з них бiльше шансiв вийняти “щасливий” бiлетї

Розглянемо подiї Aj — j-тий студент вийняв щасливий бiлет, j ∈ {1, 2}.
Зрозумiло, що P(A1) = m

n . Для знаходження такої ж ймовiрностi для
студента, який зайшов другим розглянемо таку повну групу гiпотез:
H1 = A1 — перший студент витягнув щасливий бiлет, H2 = H1 — перший
студент не витягнув щасливий бiлет. Тодi, за формулою повної
ймовiрностi для 1 ≤ m ≤ n отримаємо

P(A2) = P(H1) · P(A2|H1) + P(H2)P(A2|H2) =

= m
n

m − 1
n − 1 + n −m

n
m

n − 1 = m(n − 1)
n(n − 1) = m

n .

Тобто, перед початком iспиту в обидвох студентiв шанси вибрати
щасливий бiлет однаковi.
Вправа. Обчислити ймовiрнiсть вийняти “щасливий” бiлет для: a)
третього студента; б) k-того (k ≤ m) студента.
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Приклад
Зi скриньки, в якiй було 7 бiлих i 5 червоних куль, випадково загубили 2
кулi. Пiсля цього зi скриньки навмання вийняли одну кулю, яка
виявилась червоною. Знайти ймовiрнiсть того, що загублено 2 бiлi кулi.

Розглянемо гiпотези Hi — серед загублених куль i бiлих, i ∈ {0, 1, 2} та
подiю A — пiсля втрат куль зi скриньки вийняли червону кулю.
{H0,H1,H2} — повна група подiй, тому можемо за формулою Баєса знайти
шукану апостерiорну ймовiрнiсть

P(H2|A) = P(H2)P(A|H2)
P(H0)P(A|H0) + P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) = 21

55 ,

де за класичним означенням ймовiрностi

P(H0) = C2
5

C2
12

= 20
132 , P(H1) = C1

5 C1
7

C2
12

= 70
132 , P(H2) = C2

7
C2

12
= 42

132 ,

P(A|H0) = 3
10 — ймовiрнiсть того, що у скриньцi залишилось 7 бiлих i 3

червонi кулi,
P(A|H1) = 4

10 — ймовiрнiсть того, що у скриньцi залишилось 6 бiлих i 4
червонi кулi,
P(A|H2) = 5

10 — ймовiрнiсть того, що у скриньцi залишилось 5 бiлих i 5
червоних куль.
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Приклад
У скриньцi розташована куля, про яку вiдомо, що вона чорна або бiла. В
урну поклали бiлу кулю, а потiм пiсля ретельного перемiшування вийняли
кулю, яка виявилась бiлою. Яка ймовiрнiсть того, що пiсля цього виймуть
з урни бiлу кулю? (Льюис Кэррол. История с узелками. М., Мир, 1973)

На перший погляд здається, що нiчого i не вiдбулось, вiдповiдь — 1/2. Але
насправдi перший раз бiла куля була вийнята випадково, тому задача
потребує глибшого ймовiрнiсного аналiзу, який приводить до iншої
вiдповiдi.
Експеримент складається з двох частин — перше виймання кулi i друге
виймання кулi. Подiї: A — перша вийнята куля виявилась бiлою, B —
друга вийнята куля виявилась бiлою. Нехай P(Hi ) — апрiорнi ймовiрностi
гiпотез H1 — в урнi була бiла куля, H2 — в урнi була чорна куля. За
результатом першої частини експерименту ми можемо переоцiнити цi
ймовiрностi — отримаємо апостерiорнi ймовiрностi P(Hi |A), якi вiдiграють
роль апрiорних для другої частини експерименту.
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Застосовуючи формули Баєса до першої частини i формулу повної
ймовiрностi до другої, маємо

P(Hi ) = 1
2 , i ∈ {1, 2}, P(H1|A) =

1
2 · 1

1
2 · 1 + 1

2 ·
1
2

= 2
3 ,

P(H2|A) =
1
2 ·

1
2

1
2 · 1 + 1

2 ·
1
2

= 1
3 ,

P(B) =
2∑

i=1
P(Hi |A)P(B|(Hi |A)) = 2

3 · 1 + 1
3 · 0 = 2

3 .
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1.12. Незалежнi подiї

Означення (незалежних подiй)
Подiї A,B ∈ A називають незалежними, якщо

P(A ∩ B) = P(A)P(B).

Твердження
Нехай A,B ∈ A, P(B) > 0. Подiї A i B — незалежнi ⇐⇒ P(A|B) = P(A).

Вправа. Довести це твердження самостiйно.

Кажуть, що (Aj)N
j=1 (N ≤ +∞) — послiдовнiсть попарно незалежних подiй,

якщо Aj i Ak — незалежнi (∀j 6= k).

Означення (незалежностi в сукупностi)
Подiї (Aj)N

j=1,N ≤ +∞ — незалежнi в сукупностi, якщо

(∀n ∈ N)(∀1 ≤ i1 < i2 ≤ . . . in ≤ N) : P(
n⋂

k=1
Aik ) =

n∏
k=1

P(Aik ).

Надалi, пiд незалежнiстю скрiзь розумiємо незалежнiсть в сукупностi.
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Приклад (С. Н. Бернштейна). Пiдкидають правильну трикутну
пiрамiду (тетраедр), кожна з граней якої розфарбована вiдповiдно у один
iз кольорiв: синiй, жовтий, зелений, а основа — у всi три кольори.
Скажемо, що при пiдкиданнi пiрамiди випав певний колiр, якщо вона
впала на грань, у розфарбуваннi якої використано цей колiр.
Подiю, що означає випадання певного кольору позначаємо першою
лiтерою з назви кольору: ж – жовтий, з – зелений, с – синiй. Тодi,

P(ж) = P(c) = P(з) = 2
4 = 1

2 , P(ж ∩ c) = 1
4 = P(ж)P(c),

P(ж ∩ з) = 1
4 = P(ж)P(з), P(c ∩ з) = 1

4 = P(c)P(з) =,

P(c ∩ з ∩ж) = 1
4 6=

1
8 = P(ж)P(c)P(з),

тобто, подiї ж, c, з незалежнi попарно, але не є незалежнi в сукупностi.
Очевидно, що правильне таке твердження.

Твердження
Якщо подiї (An) незалежнi в сукупностi, то вони — незалежнi попарно.

Як показує приклад С.Н. Бернштейна, зворотна iмплiкацiя —
неправильна.
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Вправа. Для кожного n ∈ N, n ≥ 5, побудувати приклад послiдовностi
подiй A1,A2, . . . ,An таких, що

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Ain−1 ) = P(Ai1 )P(Ai2 ) · · ·P(Ain−1 )
для кожного набору iндексiв 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in−1 ≤ n, але

P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) 6= P(A1)P(A2) · · ·P(An).
1.13. Незалежнiсть σ-алгебр та експериментiв

Нехай є набiр ймовiрнiсних просторiв: (Ω,Aj ,P), де Aj ⊂ A — σ-алгебри.

Означення (незалежностi σ-алгебр)
Скажемо, що (Aj) — послiдовнiсть незалежних σ-алгебр, якщо

(∀(Aj), Aj ∈ Aj) : (Aj) — послiдовнiсть незалежних в сукупностi подiй.

Оскiльки з кожним експериментом ми пов’язуємо, взагалi кажучи, свiй
ймовiрнiсний простiр, зокрема, свою σ-алгебру, то поняття незалежностi
σ-алгебр природно породжує поняття незалежностi послiдовностi
експериментiв.

Означення
Скажемо, що послiдовнiсть експериментiв є послiдовнiстю незалежних
експериментiв, якщо незалежнi їхнi σ-алгебри.
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Приклад
Ймовiрнiсть того, що в результатi чотирьох незалежних випробувань
подiя A настане принаймнi один раз, дорiвнює 0,59. Знайти ймовiрнiсть
настання подiї A при одному випробуваннi, якщо вона однакова пiд час
всiх випробувань.

Нехай Ai = {подiя A настала при i-му випробуваннi}, i ∈ {1, 2, 3, 4}, тодi
треба знайти p = P(Ai ). За умовою P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4) = 1− 0, 59 = 0, 41.
Оскiльки подiї Ai незалежнi, то Ai також незалежнi, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Тому,

P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4) = P(A1)P(A2)P(A3)P(A4) = (1− p)4,
звiдки p = 1− 4

√
0, 41. Залишається зауважити, що наприклад для двох

подiй маємо P(A1 ∩ A2) = P(A1 ∪ A2) = 1− P(A1 ∪ A2) =
= 1−

(
P(A1) + P(A2)− P(A1)P(A2)

)
= (1− P(A1))(1− P(A2)) = P(A1)P(A2).

I, подiбно, в загальному

P(A1 ∩ . . . ∩ An) = P(A1 ∪ . . . ∪ An) = 1− P(A1 ∪ . . . ∪ An) =

= 1−
(∑

P(Ak)−
∑
k<l

P(Ak)P(Al ) +
∑

k<l<m
P(Ak)P(Al )P(Am)− . . .

)
=

=
∏(

1− P(Ak)
)

=
∏

P(Ak),

тобто, (Ak) – незалежнi подiї як тiльки (Ak) – незалежнi подiї.



РОЗДIЛ 2. ВИПАДКОВI ВЕЛИЧИНИ I ФУНКЦIЇ РОЗПОДIЛУ

2.1. Випадковi величини i випадковi вектори, незалежнiсть
випадкових величин

Пригадаємо, що функцiя f : Rm → Rn (m, n ∈ N) називається борелевою,
якщо прообраз будь-якої борелевої множини на Rn є борелевою множиною
в Rm, тобто,

(∀B ∈ B(Rn)) : f −1(B) def= {ω : f (ω) ∈ B} ∈ B(Rm).
Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр. Функцiю g : Ω→ R називатимемо
вимiрною (вiдносно пари σ-алгебр (B(R),A) ), якщо для кожної борелевої
множини її прообраз є подiєю (елементом з A), тобто
(∀B ∈ B(Rn)) : g−1(B) ∈ A

Означення (випадкової величини)
Кожну вимiрну функцiю вiдносно пари σ-алгебр (B(R),A) називають
випадковою величиною.

Власне, ξ – випадкова величина, якщо для будь-якої борелевої множини
B ∈ B(R) її прообраз

ξ−1(B) def= {ω ∈ Ω: ξ(ω) ∈ B} ∈ A,
тобто, є подiєю.
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Приклад
1. Нехай A ⊂ Ω, A /∈ A. Тодi, характеристична функцiя

(iндикатор) множини A, χA(ω) =

1 ω ∈ A,
0 ω /∈ A,

— не вимiрна

вiдносно пари σ-алгебр (B(R),A), а, отже, не випадкова
величина.

Справдi, множина B = {1} – борелева, а χ−1
A (B) = A /∈ A.

2. Нехай A∞ = 2Ω. Тодi кожна функцiя f : Ω→ R — випадкова
величина.
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Скрiзь надалi будемо використовувати такi загальнi
властивостi операцiї ”взяття прообразу”.

Твердження (взяття прообразу зберiгає теоретико-множиннi
операцiї)
Нехай ξ : B1 → B2 — деяке вiдображення з простору B1 у
простiр B2. Тодi (∀(Bα)α∈I , Bα ⊂ B2) :
1) ξ−1( ⋃

α∈I
Bα) = ⋃

α∈I
ξ−1(Bα),

2) ξ−1( ⋂
α∈I

Bα) = ⋂
α∈I

ξ−1(Bα),

3) ξ−1(Bα1 \ Bα2) = ξ−1(Bα1) \ ξ−1(Bα2) (αj ∈ I),
4) ξ−1(B2) = B1,
5) ξ−1(∅) = ∅.

Доведемо, наприклад, п. 1). Маємо, ω ∈ ξ−1( ⋃
α∈I

Bα)⇐⇒
ξ(ω) ∈ ⋃

α∈I
Bα ⇐⇒ (∃α ∈ I) : ξ(ω) ∈ Bα ⇐⇒

(∃α ∈ I) : ω ∈ ξ−1
(
Bα

)
⇐⇒ ω ∈ ⋃

α∈I
ξ−1(Bα),

Вправа. Довести п.п. 2)–5) цього твердження.
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Розглянемо (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр i функцiю
ξ = ξ(ω) : Ω→ R. Наступне твердження дає простий критерiй
випадкової величини.

Твердження (критерiй випадкової величини)
Функцiя ξ : Ω→ R є випадковою величиною тодi i тiльки тодi,
коли

(∀x ∈ R) : ξ−1((−∞, x)) def= {ω ∈ Ω: ξ(ω) < x} ∈ A.

Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки, нескiнченний iнтервал

(−∞, x) =
+∞⋃
n=1

[−n, x), x ∈ R є борелевою множиною, то,

вибираючи B = (−∞, x), необхiднiсть умови отримуємо за
означенням.
Достатнiсть. Розглянемо сiм’ю множин
M = {B ⊂ R : ξ−1(B) ∈ A}.
Якщо ми доведемо, щоM — σ-алгебра, яка мiстить всi
пiвiнтервали вигляду [a, b), то з того, що σ-алгебра борелевих
множин на прямiй є мiнiмальною σ-алгеброю, породженою
пiвiнтервалами зазначеного вигляду, отримаємо, що
B(R) ⊂M. Звiдси, за означенням випливатиме, що ξ —
випадкова величина.



52

Отже, оскiльки за умовою ξ−1((−∞, x)) ∈ A для кожного x , а
A — σ-алгебра, то для a < b послiдовно маємо

ξ−1([a, b)) = ξ−1((−∞, b) \ (−∞, a)) =
= ξ−1((−∞, b)) \ ξ−1((−∞, a)) ∈ A,

Тому [a, b) ∈M.
Зауважимо тепер, що ξ−1(R) = Ω ∈ A, звiдки R ∈M.
Тодi, оскiльки для кожної B ∈M також

ξ−1(R \ B) = ξ−1(R) \ ξ−1(B) = Ω \ ξ−1(B) ∈ A,

то R \ B ∈M.
I, нарештi, для кожної послiдовностi (Bj), Bj ∈M (j ≥ 1) маємо

ξ−1(
+∞⋃
n=1

Bn) =
+∞⋃
n=1

ξ−1(Bn) ∈ A, тобто,
+∞⋃
n=1

Bn ∈M.
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Означення (випадкового вектора)
Функцiю ξ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω→ Rn називатимемо випадковим
вектором, якщо всi ξj (1 ≤ j ≤ n) — випадковi величини.

Надалi випадковi величини i випадковi вектори позначатимемо
лiтерами грецького алфавiту ξ, η, ζ, . . ..
Через

Aξ = ξ−1(B(R)) = {ξ−1(B) : B ∈ B(R)}
позначимо σ-алгебру, породжену випадковою величиною ξ.

Вправа. Переконатись, що Aξ справдi — σ-алгебра.

Означення (незалежних випадкових величин)
Випадковi величини ξ1, ξ2 називаються незалежними, якщо
σ-алгебри Aξ1 ,Aξ2 , породженi цими випадковими величинами, є
незалежними.
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Означення (послiдовностi незалежних випадкових величин)
Послiдовнiсть випадкових величин (ξj) є послiдовнiстю
незалежних випадкових величин, якщо (Aξj ) — послiдовнiсть
незалежних σ-алгебр.

Означення (вектора з незалежними компонентами)
Вектор ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) називається вектором з незалежними
компонентами, якщо (ξj)n

j=1 — послiдовнiсть незалежних
випадкових величин.

Вправи.
1. Нехай g : Rm → R — борелева функцiя, а ξ = (ξ1, . . . , ξm) —
випадковий вектор. Тодi безпосередньо з означень випливає,
що η def= g(ξ) — випадкова величина. Довести.
2. Нехай g : Rm → Rn — борелева функцiя, а ξ = (ξ1, . . . , ξm) —
випадковий вектор. Чи вiрно, що тодi η def= g(ξ) — випадковий
вектор?



55

3. Нехай (ηj) — послiдовнiсть випадкових величин. Довести, що
функцiя η : Ω→ R, визначена однiєю з наступних рiвностей:
(a) η(ω) = ∑n

j=1 ηj(ω), (b) η(ω) = ∏n
j=1 ηj(ω), (c)

η(ω) = lim
j→+∞

ηj(ω), (d) η(ω) = ∑+∞
j=1 ηj(ω), (e) η(ω) = lim

j→+∞
ηj(ω),

(f) η(ω) = lim
j→+∞

ηj(ω), (g) η(ω) = sup{ηj(ω) : j ∈ N}, (h)

η(ω) = inf{ηj(ω) : j ∈ N}, — є випадковою величиною.
4. Якщо (Aj)n

j=1 — послiдовнiсть незалежних σ-алгебр i
(∀j , 1 ≤ j ≤ n) : Ãj ⊂ Aj , Ãj — σ-алгебри, то (Ãj)n

j=1 —
послiдовнiсть незалежних σ-алгебр.
5. Для випадкової величини ξ позначимо ξ+ = sup{0, ξ},
ξ− = sup{0,−ξ}, Якщо (ξj) — послiдовнiсть незалежних
випадкових величин, то (ξ±j ) — також послiдовнiсть
незалежних випадкових величин для будь-якого фiксованого
вибору послiдовностi плюсiв i мiнусiв у верхньому iндексi.
Довести.



56

2.2. Функцiї розподiлу випадкових величин та їхнi властивостi

Оскiльки, множина (−∞, x), x ∈ R є борелевою, то можна
означити поняття функцiї розподiлу випадкової величини.

Означення (функцiї розподiлу випадкової величини)
Функцiєю розподiлу випадкової величини ξ називається
функцiя Fξ : Ω→ R, визначена для кожного x ∈ R формулою

Fξ(x) def= P{ω : ξ(ω) < x}.

Теорема (про характеристичнi властивостi)

Нехай ξ — випадкова величина. Функцiя розподiлу Fξ(x) має
такi властивостi: 1. Fξ(+∞) = 1; 2. F (−∞) = 0; 3. Fξ(x) —
неспадна;
4. Fξ(x) — неперервна злiва тобто (∀x0) : lim

x→x0−0
Fξ(x) = Fξ(x0).
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Доведення Доведемо спочатку властивiсть 3., позаяк з неї,
зокрема, випливає, що граничнi значення функцiї розподiлу з
iнших трьох властивостей iснують.
Нехай a < b. Тодi Fξ(b)− Fξ(a) = P{ω : ξ(ω) < b} − P{ω : ξ(ω) <
a} = P{ω : a ≤ ξ(ω) < b} ≥ 0. Отже, Fξ(x) — неспадна.
Доведемо властивiсть 1. Досить довести, що ∀(xn) монотонно
зростаючої до +∞ : Fξ(xn)→ 1 при n→ +∞.
Розглянемо послiдовнiсть множин An = {ω : ξ(ω) < xn};
An ⊂ An+1 (n ≥ 1), тобто, (An) — монотонно зростаюча

послiдовнiсть. Оскiльки
+∞⋃
n=1

An = ξ−1(R) = Ω, то за
неперервнiстю ймовiрностi

lim
n→+∞

Fξ(xn) = lim
n→+∞

P(An) = P(
+∞⋃
n=1

An) = P(Ω) = 1.
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Для того, щоб довести властивiсть 2., досить довести, що
(∀(yn), yn ↓ −∞ (n→ +∞)) : Fξ(−∞) def= lim

n→+∞
Fξ(yn) = 0.

Розглянемо монотонно спадну послiдовнiсть множин

Bn = {ω : ξ(ω) < yn}, Bn+1 ⊂ Bn (n ≥ 1). Оскiльки,
+∞⋂
n=1

Bn = ∅,
то за неперервнiстю ймовiрностi маємо

lim
n→+∞

Fξ(yn) = lim
n→+∞

P(Bn) = P(
+∞⋂
n=1

Bn) = P(∅) = 0.

Для того, щоб довести властивiсть 4., досить довести, що
(∀x0)(∀(zn), zn ↑ x0 (n→ +∞)) : lim

n→+∞
Fξ(zn) = Fξ(x0).

Знову розглянемо монотонно зростаючу послiдовнiсть множин

Cn = {ω : ξ(ω) < zn}. Оскiльки
+∞⋃
n=1

Cn = {ω : ξ(ω) < x0},
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то за неперервнiстю ймовiрностi отримуємо

Fξ(x0) = P{ω : ξ(ω) < x0} = P(
+∞⋃
n=1

Cn) = lim
n→+∞

P(Cn) = lim
n→+∞

Fξ(zn).

Властивостi 1. — 4. з теореми 2 ще називають
характеристичними властивостями функцiй розподiлу, позаяк
вони видiляють з класу всiх дiйсних функцiй, заданих на всiй
числовiй прямiй, функцiї, кожна з яких є функцiєю розподiлу
для деякої випадкової величини. Власне, справджується така
обернена теорема.

Теорема (обернена до теореми про характеристичнi
властивостi)
Нехай F (x) — функцiя з R→ R+, яка має властивостi 1.–4. з
теореми про характеристичнi властивостi. Тодi iснує
ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P) i iснує ξ — випадкова величина
на ньому така, що Fξ(x) ≡ F (x).
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Доведення. Нехай P = νF мiра Лебега-Стiлт’єса, породжена
функцiєю F . Мiра Лебега-Стiльтєса νF на σ-алгебрi борелевих
множин на прямiй νF запроваджується за такою схемою. Мiра
пiвiнтервалу νF ([a, b)) def= F (b)− F (a).
На A0 — алгебрi, породженiй скiнченними об’єднаннями
пiвiнтервалiв вводиться природно, наприклад,
νF
(⊔n

k=1[ak , bk)
) def= ∑n

k=1 νF ([ak , bk)).
Далi, перевiряється, що νF — злiченно-адитивна ймовiрнiсна
мiра на A0.
I, нарештi, тепер вже можна скористатись теоремою
Каратеодорi-Лебега, яку ми сформулюємо у такому виглядi.

Теорема (Каратеодорi-Лебега про продовження мiри)
Якщо Q — ймовiрнiсна злiченно-адитивна мiра на алгебрi A0,
то iснує єдина P — ймовiрнiсна злiченно-адитивна мiра на σA0 (
σA0 — мiнiмальна σ-алгебра, породжена алгеброю A0) така, що

(∀A ∈ A0) : P(A) = Q(A).
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Тодi, за теоремою Каратеодорi-Лебега про продовження мiри,
iснує єдине продовження ν̃F мiри νF на мiнiмальну σ-алгебру,
породжену σ-алгеброю A0, тобто iснує єдине продовження νF
на σ-алгебру борелевих множин B(R) на прямiй таке, що

(∀A ∈ A0) : ν̃F (A) = νF (A).
Скрiзь нижче у позначеннi ν̃F хвильку пропускатимемо. Отже,
за побудовою P = νF ймовiрнiсть, визначена на σ-алгебрi
борелевих множин на прямiй.
(R,B(R), νF ) розглянемо тепер випадкову величину ξ(ω) = ω.
Тодi,

Fξ(x) = P{ω : ω < x} = νF ((−∞, x)) = F (x)− F (−∞) = F (x).
Вправа. Довести злiченну адитивнiсть νF на A0, використавши
теорему про неперервнiсть злiченно-адитивної ймовiрнiсної
мiри.

Вважають, що випадкову величину описано, якщо задано її
функцiю розподiлу.
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2.3. Властивостi функцiї розподiлу (продовження)

5. P{ω : a ≤ ξ(ω) < b} = Fξ(b)− Fξ(a).
Доведення цього факту знаходимо у доведеннi властивостi 3. з
теореми про характеристичнi властиворстi функцiї розподiлу.
Справдi, Fξ(b)− Fξ(a) = P{ω : ξ(ω) < b} − P{ω : ξ(ω) < a} =
P
(
{ω : ξ(ω) < b} \ {ω : ξ(ω) < a}

)
= P{ω : a ≤ ξ(ω) < b}.

6. P{ω : ξ(ω) = b} = Fξ(b + 0)− Fξ(b).
Для доведення досить для довiльної послiдовностi (yn) такої,
що yn ↑ b (n→ +∞) розглянути монотонно спадну
послiдовнiсть множин Bn = {ω : b ≤ ξ(ω) < yn}. Оскiльки,

B def=
+∞⋂
n=1

Bn = {ω : ξ(ω) = b}, то використовуючи властивiсть 5. i
знову теорему неперервностi ймовiрностi, отримуємо

P({ω : ξ(ω) = b}) = P(B) = P
( +∞⋂

n=1
Bn
)

=

= lim
n→+∞

P(Bn) = lim
n→+∞

(Fξ(yn)− Fξ(b)) = Fξ(b + 0)− Fξ(b).
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З властивостi 6. негайно отримуємо таке твердження.
7. Якщо b – точка неперервностi Fξ, то P{ω : ξ(ω) = b} = 0.
Справдi, P{ω : ξ(ω) = b} = Fξ(b + 0)− Fξ(b) = 0.
З властивостей 5. i 6. негайно отримуємо таке твердження.
8. P{ω : a ≤ ξ(ω) ≤ b} = Fξ(b + 0)− Fξ(a).
Справдi, P{ω : a ≤ ξ(ω) ≤ b} = P{ω : a ≤ ξ(ω) < b}+ P{ω :
ξ(ω) = b} = Fξ(b)− Fξ(a) + Fξ(b + 0)− Fξ(b) = Fξ(b + 0)− Fξ(a).
Вправа. Якщо ω = ω0 — точка неперервностi випадкової
величини ξ, то чи твердження 7. залишиться правильним при
b = ξ(ω0)? Тобто, чи правильно, що P{ω : ξ(ω) = ξ(ω0)} = 0 у
випадку, коли ω = ω0 — точка неперервностi випадкової
величини ξ?
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Example (рiвномiрний розподiл)
Розглянемо ймовiрнiсний простiр Ω = R, P – мiра Лебега
(довжина). Нехай випадкова величина ξ(ω) : [a, b]→ R така, що
ξ(ω) = ω. Тодi, Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} =

=


P(∅) = 0, x ≤ a,
P([a, x)) = x − a

b − a , a < x ≤ b,

P([a, b)) = b − a
b − a = 1, x > b.
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2.5. Дискретнi випадковi величини

Нехай (Ω,A,P) — фiксований ймовiрнiсний простiр.

Означення (дискретної випадкової величини)
Випадкову величину ξ(ω) називатимемо дискретною, якщо її
множина значеньX =

{
xk : (∃ω)[ξ(ω) = xk ]

}
не бiльш, нiж

злiченна.

Твердження (критерiй дискретної випадкової величини)
Функцiя ξ = ξ(ω) : Ω→ X з не бiльш, нiж злiченною
множиною значень X = {xn : 1 ≤ n < N} (N ≤ +∞) є
дискретною випадковою величиною тодi i тiльки тодi, коли
(∀n, 1 ≤ n < N) : {ω : ξ(ω) = xn} ∈ A.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай n ∈ N, n < N , — довiльне
фiксоване число. Оскiльки одноточкова множина {xn} ∈ B —
борелева, то за означенням випадкової величини ξ−1({xn}) ∈ A.
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Достатнiсть. За критерiєм випадкової величини досить
перевiрити, що (∀x ∈ R) {ω : ξ(ω) < x} ∈ A. Але
{ω : ξ(ω) < x} = ⋃

xn<x
{ω : ξ(ω) = xn}, а кожна така множина

{ω : ξ(ω) = xn} ∈ A. За означенням σ-алгебри, не бiльш, нiж
злiченнi об’єднання множин з σ-алгебри належать до
σ-алгебри. Отже, {ω : ξ(ω) < x} ∈ A.
Нехай ξ — дискретна випадкова величина, а {xn : n ≥ 1} —
множина її значень. Позначимо pk = P{ω : ξ(ω) = xk}. Тодi,
враховуючи попарну несумiснiсть подiй ({ω : ξ(ω) = xn}) та
злiченну адитивнiсть ймовiрностi, отримаємо

(∀x ∈ R) : Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} =

= P
( ⋃

xk<x
{ω : ξ(ω) = xk}

)
=
∑

xk<x pk .
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Вправа. Довести, що випадкова величина ξ є дискретною
випадковою величиною тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченна
або злiченна послiдовнiсть (xn) така, що її функцiя розподiлу
має вигляд

Fξ(x) =
∑

xk<x pk ,

при pk = P({ω : ξ(ω) = xk}),
∑

k≥1 pk = 1.
Дискретна випадкова величина часто записується табличкою:
задається послiдовнiсть значень випадкової величини i
вiдповiдна послiдовнiсть значень її ймовiрностей.

Зауважимо, що Fξ(x + 0)− Fξ(x) =

pk , якщо x = xk ,

0, x /∈ {xk}.
У випадку, коли (xk) — монотонно зростаюча послiдовнiсть, то
Fξ(x) — функцiя стрибкiв ( кусково стала), тобто

Fξ(x) =
∑n

k=1 pk , для x ∈ [xn, xn+1).
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Означення (простої випадкової величини)
Випадкову величину ξ(ω) називатимемо простою, якщо її
множина значеньX =

{
xk : (∃ω)[ξ(ω) = xk ]

}
мiстить скiнченну

кiлькiсть елементiв.

Кожна проста випадкова величина є дискретною.
Нехай ξ – проста випадкова величина на ймовiрнiсному
просторi (Ω,A,P), а X = {xn : 1 ≤ n ≤ N}, N < +∞ – її
множина значень; pn = P{ξ(ω) = xn}.
Нехай також g : R→ R – борелева функцiя. Тодi, за
означенням∫

Ω

g(ξ(ω))P(dω) def=
N∑

n=1
g(xn) · pn =

N∑
n=1

g(xn) · P{ξ(ω) = xn}.

Вiдзначимо також, що для дискретної випадкової величини,
якщо A ∈ A, то за означенням iнтеграла∫

A
g(ξ(ω))P(dω) =

∫
Ω
χA(ω)g(ξ(ω))P(dω) =

∑
xn∈ξ(A) g(xn) · pn.
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2.4. Iнтеграли, що зустрiчаються в теорiї ймовiрностей

Розглянемо тепер означення деяких iнтегралiв, якi
використовуються в теорiї ймовiрностей.
Якщо ξ(ω) — випадкова величина на ймовiрнiсному просторi
(Ω,A,P), а g(x) — борелева функцiя на дiйснiй прямiй, то∫

Ω
g(ξ(ω))P(d(ω))

— абстрактний iнтеграл Лебега за ймовiрнiсною мiрою P,∫ +∞

−∞
g(x)dF (x) def=

∫ +∞

−∞
g(x)νF (dx)

— iнтеграл Лебега-Стiлт’єса, тобто, абстрактний iнтеграл
Лебега за ймовiрнiсною мiрою Лебега-Стiлт’єса νF ,
породженою функцiєю розподiлу F . За формулою замiни
змiнної iнтегрування∫

Ω
g(ξ(ω))P(d(ω)) =

∫ +∞

−∞
g(x)dFξ(x).
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1. Якщо F (x) — неперервно диференцiйовна на R за винятком
послiдовностi точок (cn), то∫+∞
−∞ g(x)dF (x) =

∫+∞
−∞ g(x)F ′(x)dx +∑

n
g(cn)(F (cn + 0)− F (cn)).

2. F (x) — кусково-стала функцiя, для якої (cn) — послiдовнiсть
точок стрибка. Тодi∫ +∞

−∞
g(x)dF (x) =

∑
n

g(cn)(F (cn + 0)− F (cn)).

3. Нехай A ∈ A i χA — її характеристична функцiя. Тодi∫
A

g(ξ(ω))P(dω) def=
∫

Ω
g(ξ(ω))χA(ω)P(dω).

Отже перейдемо до означення записаних iнтегралiв.
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Абстрактний iнтеграл Лебега
I. Нехай η(ω) – невiд’ємна випадкова величина, тобто, η(ω) ≥ 0.
Тодi iснує монотонно неспадна послiдовнiсть простих
невiд’ємних випадкових величин (ηn(ω)) таких, що

lim
n→+∞

ηn(ω) = η(ω). Власне,
1) (∀n)(∀ω) : ηn(ω) ≥ 0,
2) (∀n) : ηn(ω) – проста випадкова величина,
3) (∀ω) : ηn(ω) ↑ η(ω) (n→ +∞).
Iнтеграли In :=

∫
Ω
ηn(ω)dω вже визначенi, бо ηn(ω) – проста

випадкова величина, i цi iнтеграли є фактично сумами
невiд’ємних величин, а тому In ≥ 0. З iншого боку
послiдовнiсть (ηn(ω)) є неспадна. Тому числова послiдовнiсть
(In) також неспадна.
Вправа. Довести цей факт!
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Тодi, у випадку, якщо числова послiдовнiсть (In) є обмеженою,
то iснує скiнченна границя lim

n→+∞
In = I ∈ [0,+∞), а якщо ця

послiдовнiсть необмежена, то границя iснує i дорiвнює I = +∞.
в обидвох випадках покладаємо∫

Ω

η(ω)P(dω) := I .

II. Нехай η(ω) – довiльна випадкова величина.
Означимо η+(ω) = sup{0, η(ω)}, η−(ω) := (−η(ω))+ або iнакше
η−(ω) := sup{0,−η(ω)}. Тодi, η±(ω) ≥ 0 i за I. iснують iнтеграли
I+ =

∫
Ω

η+(ω)P(dω), I− =
∫
Ω

η−(ω)P(dω).

У випадку, коли один з iнтегралiв I± < +∞ за означенням
приймемо ∫

Ω

η(ω)P(dω) := I+ − I−.

А також, для довiльної A ∈ A приймемо∫
A

η(ω)P(dω) :=
∫
Ω

χA(ω)η(ω)P(dω).
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III. Властивостi iнтеграла.
1. Якщо випадкова величина η(ω) ≥ 0, то iнтеграл визначений
(тобто, випадкова величина iнтегровна) i

∫
Ω

η(ω)P(dω) ≥ 0.

2. Нехай для випадкових величин η1, η2 їхнi iнтеграли є
скiнченнi, а α, β ∈ R. Тодi,∫

Ω

(αη1(ω) + βη2(ω))P(dω) = α
∫
Ω

η1(ω)P(dω) + β
∫
Ω

η2(ω)P(dω).

Оскiльки цi двi властивостi для iнтегралiв вiд простих
випадкових величин (нагадаємо, що вони є скiнченними
сумами) очевидно, що виконуються, а iнтеграли за означенням
отримуються з таких самих рiвностей для простих випадкових
величин граничним переходом, а границi числових
послiдовностей мають такi самi властивостi, то на цьому
шляху отримаємо цi двi властивостi.

Вправа. Довести цi двi властивостi.
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З цих двох властивостей випливає така властивiсть
монотонностi iнтеграла.
3. (∀ω) : η1(ω) ≤ η2(ω) =⇒

∫
Ω
η1(ω)P(dω) ≤

∫
Ω
η2(ω)P(dω).

Справдi, досить розглянути випадкову величину
η = η2 − η1 ≥ 0. Тодi, послiдовно маємо
0 ≤

∫
Ω ηP(dω) =

∫
Ω η2P(dω)−

∫
Ω η1P(dω) ≥ 0.

4. Нехай A1,A2 ∈ A, A1 ∩ A2 = ∅ =⇒∫
A1∪A2

ηP(dω) =
∫

A1

ηP(dω) +
∫

A2

ηP(dω).

Справдi, χA1∪A2 = χA1 + χA2 , тому∫
A1∪A2

ηP(dω) =
∫

Ω χA1∪A2ηP(dω) =
∫

Ω(χA1 + χA2)ηP(dω) =

=
∫

Ω χA1ηP(dω) +
∫

Ω χA2ηP(dω) =
∫

A1

ηP(dω) +
∫

A2

ηP(dω).
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5.
∣∣∣ ∫Ω ηP(dω)

∣∣∣ ≤ ∫Ω |η|P(dω). При цьому, якщо iснує iнтеграл вiд
|η|, то iснує iнтеграл вiд η.
Справдi, η = η+ − η−, |η| = η+ + η−. Далi, зрозумiло, що за
означенням, iнтеграл вiд |η| iснує у випадку, коли iснують
iнтеграли вiд η+ i η−, бо η± ≥ 0. Але тодi за означенням iснує
iнтеграл вiд η.
6.
∫

A P(dω) = P(A).
За означенням

∫
A
P(dω) =

∫
Ω
χAP(dω). Але, χA – проста

функцiя, що набуває двох значень 0, 1. Тодi, за означенням∫
Ω χAP(dω) = 1 · P(A) + 0 · P(A) = P(A).

Iнтеграл Лебега-Стiлт’єса:∫ +∞

−∞
g(x)dF (x) def=

∫ +∞

−∞
g(x)νF (dx).

Вище ми побудували мiру Лебега-Стiлт’єса νF на σ-алгебрi
B(R) борелевих множин на прямiй, породжену функцiєю
розподiлу F . Вона виявилася ймовiрнiстю. Тодi, iнтеграл∫+∞
−∞ g(x)νF (dx) є абстрактним iнтегралом вiд g(x) на прямiй R
за ймовiрнiстю νF .
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Iнтеграл Лебега на прямiй R.
Означимо iнтеграл

b∫
a

g(x)dx =
∫

[a,b]
g(x)dx . Означимо спочатку

iнтеграл
1∫
0

g(x)dx =
∫

[0,1]
g(x)dx .Для цього розглянемо функцiю

розподiлу F (x) =


0, x ≤ 0,
1, x > 1,
x , 0 < x ≤ 1

та мiру Лебега-Стiлт’єса,

породжену нею. Мiра Лебега-Стiлт’єса, породжена нею
називається мiрою Лебега µ[0,1], визначеною на σ-алгебрi
борелевих множин на промiжку [0, 1].
За означенням, для [a, b] ⊂ [0, 1] маємо
b∫
a

g(x)dx =
∫

[a,b]
g(x)dx =

1∫
0
χ[a,b]g(x)νF (dx).

Зокрема,
b∫
a

dx =
1∫
0
χ[a,b]νF (dx) = F (b)− F (a) = b − a.
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Для довiльної борелевої множини B ⊂ [a, b] розглянемо її образ

B∗ nри вiдображеннi x = x(t) = t − a
b − a : B → B∗ ⊂ [0, 1]. При

цьому x([a, b]) = [0, 1]. Тодi, мiрою Лебега
µ(B) := (b − a)µ[0,1](B∗).
Вiдзначимо, що у випадку, коли функцiя g(x) iнтегровна за
Рiманом, то її iнтеграл Лебега дорiвнює її iнтегралу Рiмана.
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2.6. Неперервнi випадковi величини: абсолютно неперервнi та
сингулярнi

Означення (абсолютно неперервної випадкової величини)
Випадкова величина ξ називається абсолютно неперервною,
або випадковою величиною зi щiльнiстю, якщо iснує така
невiд’ємна вимiрна (за Лебегом) функцiя fξ : R→ R+ така, що
(∀B ∈ B(R)) :

P{ω : ξ(ω) ∈ B} =
∫

B
fξ(t)dt.

Функцiю fξ(x) називатимемо щiльнiстю або густиною
розподiлу. Також у цьому контекстi вживатимемо термiн
абсолютно неперервний розподiл.
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Безпосередньо з означення випливають такi властивостi
щiльностi розподiлу:
1. Fξ(x) =

∫ x
−∞ fξ(t)dt (досить вибрати в означеннi

B = (−∞, x)),
звiдки, зокрема, маємо, що
2. F ′ξ(x) = fξ(x) м.с. (майже скрiзь за мiрою Лебега),
3.
∫+∞
−∞ fξ(t)dt = 1.
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Теорема (Лебега)
Довiльну функцiю розподiлу F однозначно можна зобразити у
виглядi

F (x) = ∑3
j=1 ajFj(x),

де сталi a1, a2, a3 ≥ 0 такi, що a1 + a2 + a3 = 1, а F1 —
дискретний розподiл (функцiя стрибкiв), F2 — абсолютно
неперервний розподiл, F3 — сингулярна функцiя розподiлу
(тобто, неперервна функцiя розподiлу без щiльностi).

Вправи. 1. Нехай ξ випадкова величина, а h : R→ R+ вимiрна
за Лебегом функцiя така, що

(∀x ∈ R) : Fξ(x) =
∫ x

−∞
h(t)dt.

Довести, що випадкова величина ξ має щiльнiсть i h(t) = fξ(t)
м.с.
2. Нехай ξ — абсолютно неперервна випадкова величина. Чи
(∀x ∈ R) : P{ω : ξ(ω) = x} = 0?
3. Нехай K : [0, 1]→ [0, 1] — канторова "драбина". Визначимо
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F (x) = 0 для x < 0, F (x) = K(x) для x ∈ [0, 1], F (x) = 1 для
x > 1. Довести, що розподiл F — сингулярний.

4. Для абсолютно неперервного розподiлу Fξ i борелевої
функцiї g ∫

Ω
g(ξ(ω))P(dω) =

∫ +∞

−∞
g(x)fξ(x)dx .

Вказiвка. Для доведення цiєї рiвностi досить переконатись, що
dFξ(x) = fξ(x)dx , тобто, що

∫
B dFξ(x) =

∫
B fξ(x)dx для кожної

борелевої множини B.

2.7. Рiвномiрний розподiл

На вiдрiзку [a, b] на прямiй навмання вибирають точку.
Вважаючи вибiр будь-якої точки на вiдрiзку однаково
можливим, розглядаємо ймовiрнiсний простiр ([a, b],A,P), де
A — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин вiдрiзка, а за

формулою геометричних ймовiрностей P(A) = meas1A
b − a .

Розглянемо випадкову величину ξ(ω) = ω, ω ∈ [a, b]. Тодi її
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функцiя розподiлу

Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} =


meas1(∅)

b−a = 0, якщо x ≤ a
meas1([a,x))

b−a = x−a
b−a , якщо a < x ≤ b

meas1([a,b])
b−a = 1, якщо x > b.

Даний розподiл називається рiвномiрним розподiлом на
вiдрiзку [a, b]. Очевидно, що рiвномiрний розподiл має
щiльнiсть

fξ(x) = F ′ξ(x) =


0, якщо x < a

1
b−a , якщо a < x < b

0, якщо x > b.
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2.8. Розподiл Кошi

В точцi на площинi з координатами (a, b), b > 0, розташоване
джерело радiоактивних частинок, з якого у напрямку осi Ox
(горизонтальна мiшень) вилiтають α-частинки, якi рухаються
прямолiнiйно. Нехай ξ(ω) — означає випадкову абсцису точки
мiшенi, у яку потрапляє α-частинка. Припустимо, що
випадковi значення кутiв ϕ = ϕ(ω), якi утворюють напрямки
руху α-частинок з напрямком "вниз" на вертикальнiй прямiй,
що проходить через точку (a, b), — випадкова величина з
рiвномiрним розподiлом на

(
−π

2 ; π2
)
. Тодi, оскiльки щiльнiсть

fϕ(t) = 1
π
, для −π

2 < t < π
2 , fϕ(t) = 0, для t /∈ [−π

2 ; π2 ], i
(∀u ∈ R) : Fξ(u) = P{ω : ξ(ω) < u} = P{ω : a + b tgϕ(ω) < u} =

= P
{
ω : ϕ(ω) < arctg u − a

b

}
= Fϕ

(
arctg u − a

b
)
,
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то щiльнiсть розподiлу випадкової величини ξ
(∀u ∈ R) : fξ(u) = F ′ξ(u) =

= F ′ϕ
(

arctg u − a
b

) 1/b
1 +

(
u−a

b

)2 = b
π
· 1

b2 + (u − a)2 .

Розподiл з даною щiльнiстю називається
розподiлом Кошi K(a, b);

K(0, 1) — стандартний розподiл Кошi зi щiльнiстю:

f (x) = 1
π
· 1

1 + x2 .
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2.9. Схема Бернуллi

Здiйснюється послiдовнiсть з n ∈ N послiдовних незалежних
експериментiв (випробувань), у кожному з яких може
появитися подiя A з ймовiрнiстю P(A) = p = p(n), та не
появитися з ймовiрнiстю P(A) = q = 1− p. При цьому появу
подiї A стандартно вважають успiхом (позначення — У), а
появу A вважають неуспiхом (позначення — Н).
З кожним з випробувань пов’язуємо свою σ-алгебру Aj,n. За
означенням незалежностi експериментiв (Aj,n)n

j=1 —
послiдовнiсть незалежних σ-алгебр.
Це класична схема Бернуллi.
Нехай mn — кiлькiсть У в n ∈ N послiдовних випробуваннях.
Введемо у розгляд випадковi величини ξj,n — iндикатори появи
подiї A ∈ Aj,n, тобто, в j-тому випробуваннi у серiї з n
випробувань.
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Оскiльки Aξj,n ⊂ Aj,n, то (ξj,n)n
j=1 — послiдовнiсть незалежних

випадкових величин. Крiм цього зауважимо, що оскiльки
mn =

∑n
j=1 ξj,n,

то mn — дискретна випадкова величина з множиною значень
{0, 1, . . . , n}.
1. Бiномний розподiл. Знайдемо розподiл випадкової величини
mn. Для цього потрiбно вiдшукати ймовiрностi

Pn(k) def= P{ω : mn(ω) = k} (k ∈ {0, 1, . . . , n}).
З незалежностi послiдовних випробувань випливає, що
ймовiрнiсть появи точно k У в n послiдовних випробуваннях не
залежить вiд того, у яких з послiдовних випробувань У
появиться. Опишемо цей факт точнiше. Через Aj,n позначимо
подiю A, як елемент σ-алгебри Aj,n. А через U , V позначимо
доповняльнi множини iндексiв, тобто
U ∪ V = {1, 2, . . . , n}, U ∩ V = ∅, |U | = k .
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Тодi, з незалежностi випробувань випливає, що для будь-яких
таких множин iндексiв

P
( ⋂

j∈U
Aj,n

⋂
i∈V

Ai ,n

)
= pkqn−k .

Залишилось пригадати, що число рiзних k-елементних
пiджмножин U ⊂ {1, 2, . . . , n} дорiвнює бiномному коефiцiєнту
C k

n . Отже,
Pn(k) = C k

n pkqn−k (k ∈ {0, 1, . . . , n}).
Зауважимо, що∑n

k=0 Pn(k) =
∑n

k=0 C k
n pkqn−k = (p + q)n = 1.

Власне, тому розподiл випадкової величини mn i називається
бiномним розподiлом.
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2. Геометричний розподiл. Нехай ξ — кiлькiсть неуспiхiв (Н) до
першої появи успiхiв (У). Отримуємо добуток послiдовних
результатiв експерименту, який символiчно записуємо у виглядi
Н...Н︸ ︷︷ ︸

k

У. З незалежностi випробувань, як i вище отримуємо,

P{ω : ξ(ω) = k} = P{Н...Н︸ ︷︷ ︸
k

У} = qkp (k ∈ Z+).

Це так званий геометричний розподiл.
Вправа. Знайти k0 таке, що max{Pn(k) : 0 ≤ k ≤ n} = Pn(k0).

Вказiвка. Розглянути частку
Pn(k)

Pn(k + 1) i подивитися, для яких

k послiдовнiсть Pn(k) спадає i для яких k зростає. Довести, що
значення [(n + 1)p] має найбiльшу ймовiрнiсть.
Доведемо тепер таке твердження, яке мiстить характеристичну
властивiсть геометричного розподiлу.
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Твердження (вiдсутнiсть пiслядiї)
Для випадкової величини ξ з геометричним розподiлом

(∀n ≥ 0, m ≥ 0) : P({ω : ξ(ω) = n + m}|{ω : ξ(ω) ≥ n}) =
= P{ω : ξ(ω) = m}.

Доведення. За формулою умовної ймовiрностi
P({ω : ξ(ω) = n + m}|{ω : ξ(ω) ≥ n}) =

= P({ω : ξ(ω) = n + m} ∩ {ω : ξ(ω) ≥ n})
P{ω : ξ(ω) ≥ n} =

= P{ω : ξ(ω) = n + m}
P{ω : ξ(ω) ≥ n} = pqn+m∑+∞

k=n pqk = pqm = P{ω : ξ(ω) = m}.
Якщо для випадкової величини, що набуває лише цiлочисельнi
невiд’ємнi значення позначити pk = P{ω : ξ(ω) = k}, то в
загальному властивiсть вiдсутностi пiслядiї з останнього
твердження можна описати за допомогою рiвностi

pm = pn+m
+∞∑
k=n

pk

(n,m ≥ 0) — властивiсть вiдсутностi пiслядiї.
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Нескладно тепер переконатись, що єдиний розподiл, який
визначає ця рiвнiсть — геометричний.

Твердження
Якщо розподiл P{ξ = k} = pk (k ≥ 0) цiлочисельної невiд’ємної
випадкової величини задовольняє умову вiдсутностi пiслядiї, то
розподiл геометричний.

Доведення. Справдi, виберемо n = 1. Тодi, pm+1 = pm(1− p0),
оскiльки

∑+∞
k=1 pk = 1− p0. Ввiвши позначення q = 1− p0, звiдси

отримаємо pk = p0 · qk (k ≥ 0).
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2.10. Граничнi теореми у схемi Бернуллi: закон подiй,
що трапляються рiдко

Теорема (Пуасcона)
В рамках схеми Бернуллi p = p(n), якщо послiдовнiсть (an),
an = np, — обмежена, то для кожного k ≥ 0

lim
n→+∞

Pn(k)
ak

n
k! e−an

= 1,

де Pn(k) = P{ω : mn(ω) = k} — ймовiрнiсть того, що при n
випробуваннях кiлькiсть успiхiв mn дорiвнює k .

З теореми Пуассона нескладно отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок

Якщо lim
n→∞

an = a, то (∀k ≥ 0) : lim
n→+∞

Pn(k) = ak

k! e−a.



2.7. Рiвномiрний розподiл 92

В наслiдку фiгурує розподiл Пуассона. Власне, скажемо, що
цiлочисельна невiд’ємна випадкова величина ξ має розподiл
Пуассона з параметром λ > 0 (ξ ∈ Poiss(λ)), якщо

P{ω : ξ(ω) = k} = λk

k! e−λ (k ≥ 0).
Доведення теореми Пуассона. Пригадаємо, що

Pn(k) = C k
n pkqn−k = n!

k!(n − k)!pkqn−k .

Застосовуючи для n! i (n − k)! формулу Стiрлiнга

s! =
√

2πs
( s

e

)s
e
θs
12s , де 0 < |θs | < 1, отримаємо

Pn(k) = (an)ke−an

k! · un,k , де un,k =
enpqn−k

√
2πn

(
n
e

)n
e
θn
12n−

θn−k
12(n−k)

nk
√

2π(n − k)
(

n−k
e

)n−k .

Все буде доведено, якщо доведемо, що lim
n→+∞

un,k = 1.
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Але an = np — обмежена величина, тому p → 0 (n→ +∞) i,
отже,

q = 1− p → 1, np2 → 0 (n→ +∞).
При n→ +∞ маємо n − k → +∞, тому для фiксованого k ≥ 0

un,k ∼
enpqn−ke−k

(1− k
n )n

(
1− k

n

)k

∼ enpqn (n→ +∞).

Покажемо, що np + n ln q → 0 (n→ +∞). Запишемо для
y = ln(1− t) формулу Тейлора з залишковим членом у формi
Пеано: ln(1− t) = −t + O(t2) (t → 0). Тодi

np + n ln q = np + n
(
−p + O(p2)

)
= O(n · p2) = o(1) (n→ +∞).
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В рамках наслiдку з теореми Пуассона Ю.В. Прохоров довiв,
що для всiх k ≥ 0 при n→ +∞

n∑
k=0
|Pn(k)− ak

k! e−a| ≤ 2a
n min{2, a}.

2.11. Граничнi теореми у схемi Бернуллi: локальна Лапласа,
iнтегральна Муавра-Лапласа. Нормальний (гаусiв) розподiл

Теорема (локальна Лапласа)
Якщо в рамках схеми Бернуллi bn = npq → +∞, то для кожної
фiксованої сталої c ∈ (0,+∞) при (n→ +∞) для всiх k ∈ Z+
таких, що |xn,k | ≤ c , де xnk = k−an√

bn
, an = np,

Pn(k) = (1 + o(1)) 1√
2πbn

e−
1
2 x2

n,k .
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Доведення. Позначимо α = αn,k = k
n , β = 1− α. Тодi, для всiх

n ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n, як i вище, за формулою Стiрлiнга отримуємо

Pn(k) = 1√
2παβn

(p
α

)αn(q
β

)βn
· eθ = 1√

2παβn
· eθ+n·h(α),

де θ = 1
12·n (θn − θαn

α
− θβn

β
), h(α) = α(ln p − lnα) + β(ln q − ln β).

Розглянемо тепер функцiю
h(t) = t(ln p − ln t) + (1− t)(ln q − ln(1− t)) як функцiю вiд
t ∈ (0, 1). Зауважимо, що h(p) = h′(p) = 0,
h′′(t) = − 1

t(1− t) < 0 (t ∈ (0, 1)). Записуючи для функцiї h(t)
формулу Тейлора в околi точки t = p з залишковим членом у
формi Лагранжа, отримаємо

h(α) = (α− p)2

2 h′′(α∗) = − (α− p)2

2α∗(1− α∗) ,

де α∗ — деяка промiжна точка мiж p i α.
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Зауважимо тепер, що α = p + xn,k
√

pq
n , тому для всiх n, k таких

що |xn,k | ≤ c , з умови bn → +∞ отримуємо, що
α = p + pxn,k

q√
bn

= p + o(1), β = q + qxn,k
p√
bn

= q + o(1)
(n→ +∞), а, отже, α∗(1− α∗) = pq + o(1) (n→ +∞). Звiдси,
αβn ∼ bn,

nh(α) = −n · (α− p)2

2α∗(1− α∗) = −
x2

n,k

2 + o(1) (n→ +∞).

Оскiльки для всiх k , що задовольняють умову |xn,k | ≤ c , маємо

k ≥ an − c
√

bn ≥ bn − c
√

bn → +∞ (n→ +∞),
а також

n − k ≥ nq − c
√

bn ≥ bn − c
√

bn → +∞ (n→ +∞),
то θ = o(1) (n→ +∞) i, отже, остаточно отримаємо потрiбне
асимптотичне спiввiдношення.

Pn(k) = (1 + o(1)) 1√
2πbn

e−
x2
n,k
2 (n→ +∞).
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Зауважимо, що для функцiї h з доведення локальної теореми

Лапласа h(p) = h′(p) = 0, h′′(t) = − 1
t(1− t) < 0 (t ∈ (0, 1)).

Тому, точка t = p — єдина точка, у якiй h′ перетворюється в
нуль, а також h′ — спадна функцiя на (0, 1). Звiдси, h′(t) > 0
(t ∈ (0, p)), h′(t) < 0 (t ∈ (p, 1)). Крiм цього, t = p — точка
максимуму функцiї h(t).
Вправа. Провiвши попереднi мiркування дещо акуратнiше,
довести, що еквiвалетнiсть в останньому спiввiдношення
рiвномiрна за всiма k такими, що |xn,k | ≤ c , для кожної
фiксованої сталої c < +∞, тобто

lim
n→+∞

sup
{∣∣∣∣Pn(k)− 1√

2πbn
e−

1
2 x2

n,k

∣∣∣∣ : k ∈ Z+, |xn,k | ≤ c
}

= 0.
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Наступну теорему отримаємо пiзнiше у виглядi наслiдку з
центральної граничної теореми.

Теорема (iнтегральна Муавра-Лапласа)
Нехай у рамках схеми Бернуллi mn — кiлькiсть успiхiв в n
незалежних випробуваннях i bn = npq → +∞ (n→ +∞). Тодi

(∀a, b, a < b) : lim
n→+∞

P
{
ω : a ≤ mn − an√

bn
< b

}
= Φ(b)− Φ(a),

де Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞
e− t2

2 dt.

Вiдзначимо, що оскiльки

xn,k+1 − xn,k = 1√
bn

i P
{
ω : a ≤ mn − an√

bn
< b

}
=

∑
a≤xn,k<b

Pn(k),

то за допомогою твердження з щойно сформульованої вправи,
вибираючи c = max{|a|, |b|}, неважко за означенням iнтеграла
Рiмана отримати доведення цiєї теореми.
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У iнтегральнiй теоремi Муавра-Лапласа Φ(x) — стандартний
нормальний (або гаусiв) розподiл.
Скажемо, що випадкова величина ξ ∈ N (0, 1), тобто має
стандартний нормальний розподiл, якщо Fξ(x) ≡ Φ(x).
Скажемо, що випадкова величина η має нормальний розподiл з
параметрами a 6= 0, σ2 > 0 (η ∈ N (a, σ2)), якщо випадкова

величина ξ = η − a
σ

має гаусiв розподiл.

Вправи. Переконатись, що: 1. Φ(x), справдi, функцiя розподiлу.
2. Якщо η ∈ N (a, σ2), то, вiдповiдно, її функцiя розподiлу i
щiльнiсть

Fη(x) = Φ
(x − a

σ

)
= 1√

2πσ2

∫ x

−∞
e−

(t−a)2

2σ2 dt,

fη(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−a)2

2σ2 .

3. Якщо ξ ∈ N (0, 1), то −ξ ∈ N (0, 1). Довести. Такi випадковi
величини називаються симетричними.
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2.12. Числовi характеристики випадкових величин:
математичне сподiвання i дисперсiя

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, ξ(ω) — випадкова
величина.
Математичним сподiванням випадкової величини ξ(ω)
називають

Mξ
def=

∫
Ω
ξ(ω)P(dω),

дисперсiєю випадкової величини ξ(ω) називають

Dξ def= M(ξ −Mξ)2,

стандартом або середньоквадратичним вiдхиленням називають

σ
def=

√
Dξ.
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Зауважимо, що з властивостей iнтеграла випливає, що якщо ξ
— невiд’ємна випадкова величина, то її математичне
сподiвання завжди iснує, при цьому Mξ ∈ [0,+∞]. Зокрема,
якщо у довiльної випадкової величини iснує скiнченне
математичне сподiвання, то у неї iснує дисперсiя Dξ ∈ [0,+∞],
позаяк (ξ −Mξ)2 — невiд’ємна випадкова величина.
Якщо розподiл ξ має щiльнiсть fξ, то

Mξ =
∫ +∞

−∞
xfξ(x)dx , Dξ =

∫ +∞

−∞
(x −Mξ)2fξ(x)dx .

У випадку, коли ξ — дискретна випадкова величина з
розподiлом pn = P{ω : ξ(ω) = xn}, то

Mξ =
∑

n xnpn, Dξ =
∑

n(xn −Mξ)2pn.
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2.13. Властивостi математичного сподiвання
Наступнi три властивостi математичного сподiвання,
насправдi, є властивостями вiдповiдного iнтеграла
1. Якщо випадкова величина ξ є майже напевно (м.н.) стала,
тобто, P{ω : ξ(ω) = a} = 1, то Mξ = a.
Нехай B = {ω : ξ(ω) 6= a}. Тодi P(B) = 0 i, отже,

Mξ =
∫

Ω\B
ξ(ω)P(dω) +

∫
B
ξ(ω)P(dω) = a · P(B) = a.

Означення
Скрiзь надалi, якщо ймовiрнiсть подiї A дорiвнює 1, то ми
кажемо, що подiя A вiдбувається майже напевно (м.н.).

2. (адитивнiсть). Нехай (ξn)N
n=1,N < +∞ — послiдовнiсть

випадкових величин. Тодi

M
(∑N

n=1 ξn

)
=
∑N

n=1 Mξn.

3. (лiнiйнiсть). Нехай ξ — випадкова величина. Тодi (∀α ∈ R) :
M(αξ) = αMξ.
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4. (монотоннiсть). Для будь-яких двох випадкових величин
ξ, η з того, що ξ ≥ η (м.н.) (тобто, P{ω : ξ(ω) ≥ η(ω)} = 1)
випливає, що Mξ ≥ Mη.
Справдi, оскiльки ξ − η ≥ 0 (м.н.), то залишається
скористатись невiд’ємнiстю iнтеграла вiд невiд’ємної
випадкової величини i лiнiйнiстю.
5. Якщо випадкова величина ξ така, що Mξ 6=∞, то
|Mξ| ≤ M|ξ|.
Справдi, −|ξ| ≤ ξ ≤ |ξ|. тому за попередньою властивiстю
отримуємо потрiбну нерiвнiсть.

6. Якщо A ∈ A, то MχA = P(A), де χA(ω) =

1, якщо ω ∈ A,
0, якщо ω /∈ A

— характеристична функцiя подiї A.
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7. (Нерiвнiсть Маркова). Нехай ξ — невiд’ємна випадкова
величина. Тодi

(∀a > 0) : P{ω : ξ(ω) ≥ a} ≤ Mξ

a
Доведення. Позначимо A = {ω : ξ(ω) ≥ a}. Тодi,

P(A) =
∫

A
P(dω) ≤

∫
A

ξ(ω)
a P(dω) ≤ 1

a

∫
Ω
ξ(ω)P(dω) = 1

aMξ.
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2.14. Властивостi дисперсiї

1. Для кожної випадкової величини зi скiнченним
математичним сподiванням Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.

Доведення.
Використовуємо адитивнiсть i лiнiйнiсть математичного
сподiвання

Dξ = M(ξ2 − 2ξMξ + (Mξ)2) = Mξ2 + M(−2ξMξ) + M(Mξ)2 =
= Mξ2 − 2MξMξ + (Mξ)2 = Mξ2 − (Mξ)2.

Звiдси, в часткових випадках дискретної i абсолютно
неперервної випадкової величин отримуємо такi формули для
обчислення їхньої дисперсiї: ξ — дискретна випадкова
величина, тодi

Dξ =
∑

n x2
n pn −

(∑
n xnpn

)2
, pn = P{ω : ξ(ω) = xn},

∑
n pn = 1,
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ξ — абсолютно неперервна з щiльнiстю розподiлу fξ, тодi

Dξ =
∫ +∞

−∞
x2fξ(x)dx −

( ∫ +∞

−∞
xfξ(x)dx

)2
.

2. Для довiльної випадкової величини зi скiнченною дисперсiєю

|Mξ| ≤
√

Mξ2.

Справдi, 0 ≤ Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 . Звiдси отримуємо потрiбну
нерiвнiсть.
3. Випадкова величина ξ є м.н. сталою (тобто, ξ(ω) = c м.н.)
⇐⇒ Dξ = 0.

Доведення.
Послiдовно маємо ξ2(ω) = c2 (м.н.) =⇒ Mξ2 = c2. Тому
Dξ = c2 − (c)2 = 0.
Навпаки, Dξ = M(ξ −Mξ)2 = 0. Тодi (ξ −Mξ)2 = 0 м.н.
Остаточно, ξ = Mξ м.н.
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З означення дисперсiї i властивостi лiнiйностi математичного
сподiвання замiсть лiнiйностi, для дисперсiї отримуємо
властивiсть однорiдностi порядку 2.
4. (∀α ∈ R) : D(αξ) = α2Dξ.
На вiдмiну вiд математичного сподiвання, для того, щоб
дисперсiя стала адитивною, вiд випадкових величин потрiбно
вимагати деяких властивостей, якi вони повиннi задовольняти
"колективно". Зокрема, виконується таке твердження.
5. D(ξ + η) = Dξ + Dη ⇐⇒ M(ξη) = MξMη.

Доведення.
Розписуючи детально D(ξ + η), отримуємо
D(ξ + η) = M(ξ + η −M(ξ + η))2 = M((ξ −Mξ) + (η −Mη))2 =

= M(ξ −Mξ)2 + M(η −Mη)2 + 2M((ξ −Mξ)(η −Mη)) =
= Dξ + Dη + 2(M(ξη)−MξMη).
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Звiдси, зокрема, безпосередньо випливає таке твердження.
6. Якщо η = c м.н., то D(ξ + η) = Dξ для кожної випадкової
величини ξ.
Справдi, M(ηξ) =

∫
Ω ηξP(dω) = M(cξ) = cMξ = MηMξ, тому за

властивiстю 5. D(ξ + η) = Dξ + Dη, але за властивiстю 3.
Dη = 0.

Означення (коварiацiї i некорельованих випадкових величин)
Коварiацiєю випадкових величин ξ, η називають величину

cov(ξ, η) def= M((ξ −Mξ)(η −Mη)).
Випадковi величини ξ, η називаються некорельованими, якщо

cov(ξ, η) = 0.
Якщо ж cov(ξ, η) 6= 0, то випадковi величини ξ, η називаються
корельованими.
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Зауважимо, що поняття коварiацiї та корельованостi
(некорельованостi) має змiст лише для випадкових величин ξ, η
iнтегровних з квадратом на Ω, тобто, лише у випадку, коли
iснують скiнченнi дисперсiї Dξ,Dη.
З доведення вправи 5. отримуємо такi твердження.
7. D(ξ + η) = Dξ + Dη ⇐⇒ випадковi величини ξ, η
некорельованi, тобто cov(ξ, η) = 0.
8. Випадковi величини ξ, η некорельованi ⇐⇒ M(ξη) = MξMη.

9. Якщо (ξj) — послiдовнiсть попарно некорельованих
випадкових величин, тобто, cov(ξj , ξk) = 0 (j 6= k), то
D
(∑n

k=1 ξk

)
=
∑n

k=1 Dξk .
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Доведення.
Доведення проведемо з використанням методу математичної
iндукцiї. Базою iндукцiї є властивiсть 7. Для того, щоб можна
було провести крок iндукцiї, залишається перевiрити
некорельованiсть випадкових величин ξn та η = ∑n−1

j=1 ξj у
випадку, коли (ξj)n

j=1 — попарно некорельованi, за властивiстю
8. досить перевiрити, що M(ξnη) = MξnMη. Остання ж рiвнiсть
виконується. Справдi,

M(ξnη) = M
(∑n−1

j=1 (ξjξn)
)

=

=
∑n−1

j=1 M(ξjξn) = Mξn

(∑n−1
j=1 Mξj

)
= MξnMη.

Оскiльки ξn та η = ∑n−1
j=1 ξj — некорельованi, то, скориставшись

властивiстю 7. i припущенням iндукцiї, остаточно отримуємо

D
(∑n

j=1 ξj

)
= D(ξn + η) = Dξn + Dη =

∑n
j=1 Dξj .
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2.15. Приклади обчислення дисперсiї деяких розподiлiв

1. Схема Бернуллi: геометричний розподiл. Нехай випадкова
величина ξ має геометричний розподiл, тобто
pn = P{ω : ξ(ω) = n} = pqn (n ∈ Z+). Тодi

Mξ =
∑+∞

n=0 npn =
∑+∞

n=0 nqnp = q
∑+∞

n=1 nqn−1p =

= q
(∑+∞

n=0 qn
)′

p = qp
( 1

1− q
)′

= qp
(1− q)2 = qp

p2 = q
p .

Подiбно

Mξ2 =
∑+∞

n=0 n2qnp = pq
(

q
( 1

1− q
)′)′

= (1− p)(2− p)
p2 .

Тому Dξ = qp−2.
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2. Схема Бернуллi: бiномний розподiл. Оскiльки випадкова
величина mn — кiлькiсть У в n незалежних випробуваннях
записується у виглядi mn = ∑n

j=1 ξj,n, то зауважуючи, що
Mξj,n = 1 · p + 0 · q = p, отримаємо

Mmn =
∑n

j=1 Mξj,n = np = an.

Якщо доведемо, що (ξj,n)n
j=1 — попарно некорельованi, то,

обчислюючи дисперсiю
Dηj,n = Mη2

j,n − (Mηj,n)2 = 1 · P{η2
j,n = 1}+ 0 · P{η2

j,n = 0} − p2 =
= 1 · p − p2 = pq, отримаємо

Dmn =
∑n

j=1 Dξj,n = npq = bn.

Для, того, щоб встановити некорельованiсть ξk,n, ξj,n (k 6= j)
досить перевiрити, що Mη = Mξk,nMξj,n, де η = ξk,nξj,n.
Зауважимо, що P{ω : η(ω) = 1} = P(У)P(У) = p2 (тут ми
скористались незалежнiстю випробовувань, оскiльки з неї
випливає незалежнiсть вiдповiдних випадкових величин
ξk,n, ξj,n ) та P{ω : η(ω) = 0} = 1− p2. Тому, Mη = p2. Але, вище
ми обчислили, що Mξk,n = Mξj,n = p.
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Вправи. 1. Переконатись, що випадковi величини ξk,n, ξj,n
(k 6= j) — незалежнi. Вище було доведено, що звiдси випливає
некорельованiсть цих випадкових величин.
2. Переконатись, що правильною є загальнiша iмплiкацiя:
якщо дискретнi випадковi величини ξ1, ξ2 — незалежнi, то вони
й некорельованi (насправдi, те, що це твердження правильне в
загальному — для довiльної пари незалежних випадкових
величин, ми доведемо далi).
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3. Розподiл Пуассона. Нехай ξ ∈ Poiss(λ), тобто, має розподiл
Пуасcона з параметром λ > 0: P{ω : ξ(ω) = n} = λn

n! e−λ, n ∈ Z+.
Тодi

Mξ =
∑∞

n=0 nλ
n

n! e−λ = λ
∑+∞

n=1 nλ
n−1

n! e−λ = λe−λ
∞∑

n=1

λn−1

(n − 1)! = λ.

Обчислимо дисперсiю Dξ в розподiлi Пуассона. Оскiльки

Mξ2 =
∑+∞

n=0 n2λ
n

n! e−λ = λ
∑+∞

n=1 n2λ
n−1

n! e−λ =

λe−λ
(∑+∞

n=1
λn

(n − 1)!

)′
=

= λe−λ
(
λeλ

)′
= λ(λ + 1).

Тому Dξ = M(ξ2)− (Mξ)2 = λ(λ + 1)− λ2 = λ.
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4. Рiвномiрний розподiл. Нехай випадкова величина ξ має
рiвномiрний розподiл на промiжку [a, b]. Тодi

Mξ =
∫ +∞

−∞
xfξ(x)dx = 1

b − a

∫ b

a
xdx = a + b

2 .

А, оскiльки,

Mξ2 =
∫ +∞

−∞
x2fξ(x)dx = 1

b − a

∫ b

a
x2dx = a2 + b2 + ab

3 ,

то Dξ = M(ξ)2 − (Mξ)2 = (b − a)2

12 .
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5. Нормальний розподiл. Обчислимо спочатку математичне
сподiвання i дисперсiю для стандартного нормального
розподiлу N (0, 1). Нехай ξ ∈ N (0, 1). Тодi,

Mξ = 1√
2π

∫ +∞

−∞
xe− x2

2 dx = 0,

позаяк пiдiнтегральна функцiя непарна. Тому, для обчислення
дисперсiї маємо

Dξ = M(ξ)2 = 1√
2π

∫ +∞

−∞
x2e− x2

2 dx =;

− x√
2π

e− x2
2

∣∣∣∣∣
+∞

−∞
+ 1√

2π

∫ +∞

−∞
e− x2

2 dx = 1.

Для випадкової величини η ∈ N (a, σ2), оскiльки η = a + ξσ, де
ξ ∈ N (0, 1), з властивостей математичного сподiвання i
дисперсiї отримаємо

Mη = a + σMξ = a, Dη = σ2Dξ = σ2.
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6. Розподiл Кошi. Чи iснує математичне сподiвання Mξ для
випадкової величини ξ ∈ K(0, 1), тобто, з розподiлом Кошi?
(Переконайтесь, що у звичайному сенсi воно не iснує. Чи
можна Mξ визначити в сенсi головного значення iнтеграла?)
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Твердження

Нехай χ1, χ2, . . . , χn — iндикатори незалежних подiй
A1,A2, . . . ,An, вiдповiдно. Тодi

M(χ1χ2 · · ·χn) = Mχ1Mχ2 · · ·Mχn.

Доведення.

Розглянемо iндикатор подiї A def=
n⋂

j=1
Aj . Тодi χA = χ1χ2 · · ·χn i,

отже,
M(χ1χ2 . . . χn) = MχA = P(A) =

[
з незалежностi подiй (Aj)

]
=

=
n∏

j=1
P(Aj) =

n∏
j=1

∫
Aj
χjP(dω) =

n∏
j=1

∫
Ω
χjP(dω) =

n∏
j=1

Mχj .

Означення (простої випадкової величини)
Випадкову величину, множина значень якої — скiнченна,
називатимемо простою випадковою величиною.
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Вправа. Довести, що випадкова величина ξ — проста, тодi i
тiльки тодi, коли її можна подати у виглядi

ξ =
∑m

s=1 asχs , 1 ≤ m < +∞, as ∈ R,
де χs — iндикатор подiї As = {ω : ξ(ω) = as}.
Твердження

Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn — незалежнi простi випадковi величини. Тодi
M(ξ1ξ2 · · · ξn) = Mξ1Mξ2 · · ·Mξn,

зокрема, (ξj) — послiдовнiсть попарно некорельованих
випадкових величин.

Доведення. Нехай ξj = ∑mj
s=1 as,jχs,j , де {as,j : 1 ≤ s ≤ mj} —

множина значень ξj , χs,j — iндикатор подiї
As,j = {ω : ξj(ω) = as,j}. Тодi

M(ξ1ξ2 . . . ξn) = M
( n∏

j=1

(∑mj

sj =1 asj ,jχsj ,j

))
=

=
∑m1,...,mn

s1=1,...,sn=1 M
( n∏

j=1
asj ,jχsj ,j

)
=
∑m1,...,mn

s1=1,...,sn=1

n∏
j=1

asj ,jM
( n∏

j=1
χsj ,j

)
.
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Але незалежнiсть послiдовностi випадкових величин (ξj)
еквiвалентна до незалежностi послiдовностi σ-алгебр (Aξj ),
породжених цими випадковими величина. Враховуючи тепер,
що (∀j , 1 ≤ j ≤ n)(∀s, 1 ≤ s ≤ mj) : As,j ∈ Aξj , звiдси негайно
отримаємо, що iндикатори (χsj ,j)n

j=1 — незалежнi випадковi
величини для будь-яких наборiв (s1, . . . , sn), 1 ≤ sj ≤ mj
(1 ≤ j ≤ n). Тому, за твердженням математичне сподiвання
iндикаторiв незалежних подiй отримуємо, що
M
( n∏

j=1
χsj ,j

)
=

n∏
j=1

Mχsj ,j . Отже, остаточно,

M(ξ1ξ2 . . . ξn) =
∑m1

s1=1 . . .
∑mn

sn=1

( n∏
j=1

asj ,j

n∏
j=1

M
(
χsj ,j

))
=

=
∑m1,...,mn

s1=1,...,sn=1

( n∏
j=1

asj ,jMχsj ,j

)
=

n∏
j=1

(∑mj

sj =1 asj ,jMχsj ,j

)
=

n∏
j=1

Mξj .
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2.16. Нерiвнiсть Чебишова i Закон великих чисел (ЗВЧ)

Почнемо з наступного важливого доведеного П.Л. Чебишовим
твердження, яке, як це часто у таких випадках буває, має
нескладне доведення.

Твердження (Нерiвнiсть Чебишова)
Нехай ξ — випадкова величина, що має скiнченне математичне
сподiвання Mξ 6=∞. Тодi,

(∀ε > 0) : P{ω : |ξ(ω)−Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ
ε2 .

Доведення.
Застостосовуючи нерiвнiсть Маркова до невiд’ємної випадкової
величини η(ω) = (ξ(ω)−Mξ)2, оскiльки Mη = Dξ, отримаємо

P{ω : |ξ(ω)−Mξ| ≥ ε} = P{ω : (ξ(ω)−Mξ)2 ≥ ε2} ≤ Mη

ε2 = Dξ
ε2 .
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Твердження (узагальнена нерiвнiсть Чебишова)
Нехай X ∈ B(R) — множина значень випадкової величини ξ, а
функцiя h : X → R+ монотонно неспадна. Тодi

(∀a ∈ X ) : P{ω : ξ(ω) ≥ a} ≤ Mh(ξ)
h(a) — загальна нерiвнiсть Чебишова.

Доведення.
З монотонностi h(x)↗ отримуємо

{ω : ξ(ω) ≥ a} ⊂ {ω : h(ξ(ω)) ≥ h(a)}.
Залишається застосувати нерiвнiсть Маркова.

Тепер у нас вже є увесь набiр допомiжних фактiв для того, щоб
довести таку граничну теорему — закон великих чисел (ЗВЧ).
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Теорема (Чебишова)
Нехай (ξn) — послiдовнiсть попарно некорельованих
випадкових величин таких, що

(∃C ∈ (0,+∞))(∀n ≥ 1) : Dξn ≤ C .
Тодi

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P
{
ω :

∣∣∣∣1n
n∑

k=1
ξk −

1
n

n∑
k=1

Mξk

∣∣∣∣ ≥ ε
}

= 0.

Доведення.
Оскiльки (ξn) — послiдовнiсть попарно некорельованих
випадкових величин, то D(∑n

k=1 ξk) = ∑n
k=1 Dξk . Тому,

застосовуючи нерiвнiсть Чебишова, отримуємо

0 ≤ 1
n2 D

( n∑
k=1

ξk

)
= 1

n2

n∑
k=1

Dξk ≤
1
n2

n∑
k=1

C = C
n → 0 (n→∞).

Практично дослiвне повторення попереднiх мiркувань дає
змогу отримати таке твердження.



2.7. Рiвномiрний розподiл 124

Теорема

Нехай (sn) — довiльна послiдовнiсть натуральних чисел така,
що limn→+∞ sn = +∞, а (ξj,n)sn

j=1 — послiдовнiсть випадкових
величин таких, що ξj,n i ξk,n некорельованi для кожних j 6= k та
будь-якого n. Якщо виконується умова

(∃C ∈ (0,+∞))(∀n ≥ 1)(∀j , 1 ≤ j ≤ sn) : Dξj,n ≤ C ,
то

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P
{
ω :

∣∣∣∣ 1
sn

sn∑
k=1

ξk,n −
1
sn

sn∑
k=1

Mξk,n

∣∣∣∣ ≥ ε
}

= 0.

Вправа. Довести цю теорему.
Якщо у цiй теоремi перейти до протилежних подiй, то
отримаємо такий наслiдок.

Наслiдок

Нехай (ξj,n)n
j=1 — послiдовнiсть випадкових величин таких, що

ξj,n i ξk,n некорельованi для кожних j 6= k та будь-якого n. Якщо
виконується умова
(∃C ∈ (0,+∞))(∀n ≥ 1)(∀j , 1 ≤ j ≤ n) : Dξj,n ≤ C , то

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P
{
ω :

∣∣∣∣1n
n∑

k=1
ξk,n −

1
n

n∑
k=1

Mξk,n

∣∣∣∣ < ε
}

= 1.
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Безпосередньо з цього наслiдку отримуємо таку теорему
Бернуллi.

Наслiдок (теорема Бернуллi)

В рамках схеми Бернуллi виконується
(∀ε > 0) : lim

n→+∞
P{ω : |νn − p| < ε} = 1,

де νn = mn
n — частота успiхiв (частота появи подiї A) i p = P(У)

в n послiдовних незалежних випробуваннях.

Доведення.
Досить пригадати, що mn = ∑n

k=1 ξk,n, де ξk,n — iндикатор появи
У в k-тому випробуваннi у серiї з n послiдовних випробувань,
та, що послiдовнiсть (ξk,n) задовольняє умови наслiдку 2. При
цьому Mξk,n = p (1 ≤ k ≤ n).
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Введемо тепер поняття збiжностi послiдовностi випадкових
величин за ймовiрнiстю, як тотожне з поняттям збiжностi за
мiрою P.

Означення (збiжностi за ймовiрнiстю)
Послiдовнiсть випадкових величин (ηn) називається збiжною
за ймовiрнiстю до випадкової величини η, ηn

P→ η (n→ +∞),
якщо

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| ≥ ε} = 0(
рiвносильна умова: (∀ε > 0) : lim

n→+∞
P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| < ε} = 1

)
.

Наслiдок (класична теорема Бернуллi)
Якщо в рамках схеми Бернуллi ймовiрнiсть успiху p(n) ≡ p
(n ≥ 0), тобто — стала, то

νn
P→ p (n→ +∞).
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Подiбно можна переформулювати решту iнших, наведених тут
ЗВЧ. На цьому зупинятись не будемо, а сформулюємо ще одне
твердження типу ЗВЧ, схема доведення якого у нас по-сутi
вже є.

Теорема

Нехай (ξj,n)n
j=1 — послiдовнiсть випадкових величин таких, що

ξj,n i ξk,n некорельованi для кожних j 6= k та будь-якого n. Якщо

виконується умова lim
n→+∞

1
n
∑n

j=1 Dξj,n = 0, то
1
n
∑n

k=1 ξk,n −
1
n
∑n

k=1 Mξk,n
P→ 0 (n→ +∞).

Вправа. Довести цю теорему.
Вiдзначимо, ще деякi цiкавi i кориснi факти, якi безпосередньо
випливають з нерiвностей Чебишова i Маркова.
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Вправи. 1. (закон трьох сигм). Нехай ξ — випадкова величина i
σ2 = Dξ. Тодi

P{ω : |ξ −Mξ| ≥ 3σ} ≤ 1
9 = 0, (1).

2. Нехай послiдовнiсть випадкових величин (ξn) збiжна до
випадкової величини ξ в середньому, тобто, M|ξn − ξ| → 0
(n→ +∞). Довести, що тодi:
a) ξn

P→ ξ (n→ +∞); b) якщо Mξn 6=∞,Mξ 6=∞, то Mξn → Mξ
(n→ +∞). Вказiвка. a) Застосувати нерiвнiсть Маркова до
|ξn − ξ|.
3. Нехай послiдовнiсть випадкових величин (ξn) збiжна до
випадкової величини ξ в середньоквадратичному, тобто,
M|ξn − ξ|2 → 0 (n→ +∞). Довести, що тодi: a) послiдовнiсть
(ξn) збiжна в середньому, а, отже, i ξn

P→ ξ (n→ +∞); b) якщо
Mξ2

n < +∞,Mξ2 < +∞, то Mξn → Mξ, M(ξnξ)→ M(ξ)2,
M(ξn)2 → M(ξ)2, Dξn → Dξ, (n→ +∞).



2.7. Рiвномiрний розподiл 129

Вказiвки. a) Застосувати нерiвнiсть
(Mη)2 ≤ M(η)2 до |ξn − ξ|.

b) |M(ξnξ)−M(ξ)2| ≤ M|(ξn − ξ)ξ| ≤ (M|(ξn − ξ)2)1/2(M(ξ)2)1/2,
|M(ξn)2 −M(ξ)2| = |M(ξn − ξ)(ξn + ξ)| ≤
(M(ξn − ξ)2)1/2(M(ξn + ξ)2)1/2,
M(ξn + ξ)2 = M((ξn − ξ) + ξ)2 = M(ξn − ξ)2 + 2M(ξnξ)−M(ξ2).
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2.17. Незалежнi випадковi величини

Нехай (Ω,A,P) — фiксований ймовiрнiсний простiр.
Повернемось до незалежних випадкових величин. Нагадаємо,
що послiдовнiсть незалежних випадкових величин це така
послiдовнiсть, що вiдповiдна послiдовнiсть σ-алгебр,
породжених елементами послiдовностi випадкових величин, є
послiдовнiстю незалежних σ-алгебр.
Доведемо такий критерiй незалежностi випадкових величин.

Теорема (критерiй незалежностi)

(ξn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величини ⇐⇒
(∀n ∈ N)(∀xj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n) :

P(
n⋂

j=1
{ω : ξj(ω) < xj}) =

n∏
j=1

P({ω : ξj(ω) < xj}).
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Доведення.Необхiднiсть. (ξn) — послiдовнiсть незалежних
випадкових величин, якщо Aξj = ξ−1

j (B(R)) — послiдовнiсть
незалежних σ-алгебр, тобто

(∀n ∈ N)(∀Aj ∈ Aξj ) : P
( n⋂

j=1
Aj

)
=

n∏
j=1

P(Aj).

Але, Aj = ξ−1
j (Bj), Bj ∈ B(R). Залишається вибрати

Bj = (−∞, xj) i зауважити, що у цьому випадку
Aj = ξ−1

j (Bj) = {ω : ξj(ω) < xj}.
Достатнiсть. Доведемо спочатку таке твердження.

Твердження

Нехай ξ — випадкова величина, подiя A ∈ A така, що
P(ξ−1(−∞, x) ∩ A) = P(ξ−1(−∞, x))P(A) для кожного x ∈ R.
ЧерезM0 позначимо сiм’ю множин B ⊂ R, для яких
виконується рiвнiсть

P(ξ−1(B) ∩ A) = P(ξ−1(B))P(A).
ТодiM0 — σ-алгебра, а, отже, B(R) ⊂M0.
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Перевiримо спочатку,що якщо B1,B2 ∈M0, B1 ∩ B2 = ∅, то
B1 ∪ B2 ∈M0. Справдi, використовуючи властивостi операцiї
взяття прообразу та несумiснiсть ξ−1(B1), ξ−1(B2), послiдовно
отримуємо

P(ξ−1(B1 ∪ B2) ∩ A) = P
(

(ξ−1(B1) ∪ ξ−1(B2)) ∩ A
)

=

= P
(

(ξ−1(B1) ∩ A) ∪ (ξ−1(B2) ∩ A)
)

= P
(
ξ−1(B1) ∩ A

)
+ P

(
ξ−1(B2) ∩ A

)
=

=
(
P(ξ−1(B1)) + P(ξ−1(B2))

)
P(A) = P

(
ξ−1(B1) ∪ ξ−1(B2)

)
P(A) =

= P
(
ξ−1(B1 ∪ B2)

)
P(A),

а це i означає, що B1 ∪ B2 ∈M0.
Зауважимо, що за неперервнiстю ймовiрностi R ∈M0, позаяк

P(ξ−1(R) ∩ A) = P
(
ξ−1

( +∞⋃
n=1

(−∞, n)
)
∩ A

)
=

= P
( +∞⋃

n=1
ξ−1

(
(−∞, n)

)
∩ A

)
= lim

n→+∞
P
(
ξ−1

(
(−∞, n)

)
∩ A

)
=
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= P(A) lim
n→+∞

P
(
ξ−1

(
(−∞, n)

))
= P(A)P

( +∞⋃
n=1

ξ−1
(

(−∞, n)
))

=

= P(ξ−1(R))P(A).
Нехай тепер B ∈M0. Переконаємось, що B = R \ B ∈M0.
Справдi,
P(ξ−1(B) ∩ A) = P(ξ−1(R \ B) ∩ A) = P

(
(ξ−1(R) \ ξ−1(B)) ∩ A

)
=

= P
(

(ξ−1(R) ∩ A) \ (ξ−1(B) ∩ A)
)

= P
(
ξ−1(R) ∩ A

)
− P

(
ξ−1(B) ∩ A

)
=

=
(
P(ξ−1(R))− P(ξ−1(B))

)
P(A) = P

(
ξ−1(R) \ ξ−1(B)

)
P(A) =

= P(ξ−1(B))P(A).
Тепер вже нескладно переконуємось, що B1,B2 ∈M0 =⇒
B1 ∪ B2 ∈M0. Справдi,

P(ξ−1(B1 ∪ B2) ∩ A) = P
(

(ξ−1(B1) ∩ A) ∪ (ξ−1(B2) ∩ A)
)

=

= P
(
ξ−1(B1) ∩ A

)
+ P

(
ξ−1(B2) ∩ A

)
− P

(
ξ−1(B1) ∩ ξ−1(B2) ∩ A

)
.
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Але,
P
(
ξ−1(B1) ∩ ξ−1(B2) ∩ A

)
= P

(
ξ−1(B1 ∩ B2) ∩ A

)
=

P
(
ξ−1(B1 ∩ B2)

)
P(A),

тому остаточно
P(ξ−1(B1 ∪ B2) ∩ A) =

(
P(ξ−1(B1)) + P(ξ−1(B2))−

−P(ξ−1(B1) ∩ ξ−1(B2))
)
P(A) =

= P(ξ−1(B1) ∪ ξ−1(B2))P(A) = P(ξ−1(B1 ∪ B2))P(A),
а це i означає знову, що B1 ∪ B2 ∈M0. Отже, за доведенимM0
— алгебра, яка мiстить всi скiнченнi об’єднання пiвiнтервалiв
вигляду [a, b), позаяк [a, b) = (−∞, b) \ (−∞, a).
Якщо ми тепер доведемо, щоM0 — монотонний клас множин,
то за критерiєм σ-алгебри це означатиме, щоM0 — σ-алгебра.
Достатньо перевiрити, що для довiльної послiдовностi
(Bj), Bj ∈M0,

Bj ⊂ Bj+1 (j ≥ 1) =⇒ B def=
+∞⋃
n=1

Bn ∈M0.
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За неперервнiстю ймовiрностi знову маємо

P(ξ−1(B) ∩ A) = P
(
ξ−1

( +∞⋃
n=1

Bn
)
∩ A

)
=

= P
( +∞⋃

n=1
ξ−1

(
Bn
)
∩ A

)
= lim

n→+∞
P
(
ξ−1

(
Bn
)
∩ A

)
=

= P(A) lim
n→+∞

P
(
ξ−1

(
Bn
))

= P(A)P
( +∞⋃

n=1
ξ−1

(
Bn
))

=

= P(ξ−1(B))P(A),

тобто, B def=
+∞⋃
n=1

Bn ∈M0. Отже, твердження доведене повнiстю.

Використовуючи тепер метод математичної iндукцiї за
кiлькiстю випадкових величин, за допомогою цього
твердження вже нескладно завершити доведення теореми.

Вправа. Завершити доведення теореми.
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2.18. Випадковi вектори з незалежними компонентами

Розглянемо випадковий вектор ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), тобто,
вектор, компоненти якого ξj — випадковi величини.

Означення (функцiї спiльного розподiлу)
Функцiєю розподiлу випадкового вектора ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
(функцiєю спiльного розподiлу випадкових величин
ξ1, ξ2, . . . , ξn) називається функцiя Fξ : Rn → [0, 1], яка для
кожного x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn визначається формулою

Fξ(x) = P{ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξn(ω) < xn} = P
( n⋂

j=1
{ω : ξj(ω) < xj}

)
.

Вправа. Довести, що:
1. F(ξ1,ξ2,...,ξn)(+∞,+∞, . . . ,+∞) = 1.
2. F(ξ1,ξ2,...,ξn)(+∞, x2, . . . , xn) = F(ξ2,...,ξn)(x2, . . . , xn).
3. F(ξ1,ξ2,...,ξn)(−∞,−∞, . . . ,−∞) = F(ξ1,ξ2,...,ξn)(−∞, x2, . . . , xn) = 0.
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Пригадаємо, що випадковий вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn) є вектором з
незалежними компонентами, якщо (ξj)n

j=1 — послiдовнiсть
незалежних випадкових величин. Тодi критерiй незалежностi
випадкових величин можна переписати у такому виглядi:
випадковий вектор є вектором з незалежними компонентами
тодi i тiльки тодi, коли його функцiя розподiлу є добутком
функцiй розподiлу його компонент. Власне, маємо таку
теорему.

Теорема (критерiй незалежностi випадкових величин)
Послiдовнiсть випадкових величин (ξj)n

j=1 є послiдовнiстю
незалежних випадкових величин тодi i тiльки тодi, коли

(∀x ∈ Rn) : Fξ(x) =
n∏

j=1
Fξj (xj), де ξ = (ξ1, . . . , ξn).
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Теорема (незалежнiсть борелевих функцiй вiд випадкових
величин)
1. Нехай g : Rn → R, h : Rm → R — борелевi функцiї. Якщо
(ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηm) — вектор з незалежними компонентами,
то випадковi величини ξ = g(ξ1, . . . , ξn) i η = h(η1, . . . , ηm) —
незалежнi.
2. Якщо (ξn)N

n=1 — послiдовнiсть незалежних випадкових
величин, а (gn)N

n=1 — борелевi функцiї на R. Тодi (ηn)N
n=1,

ηn = gn(ξn), — послiдовнiсть незалежних випадкових величин.

Доведення Доведемо п.2 теореми при N = 2 (п.1 при
n = 1, m = 1). Повне доведення обидвох пунктiв теореми
здiйснюється за цiєю ж схемою. Отже, нехай ξ1, ξ2 — незалежнi
випадковi величини, а g1, g2 — борелевi функцiї на R.
Розглянемо довiльнi борелевi множини B1,B2 на дiйснiй
прямiй.
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Оскiльки
η−1

j (Bj) = {ω : gj(ξj(ω)) ∈ Bj} = ξ−1
j (g−1

j (Bj)),
а за означенням борелевої функцiї, g−1

j (Bj) — борелевi
множини, то з незалежностi випадкових величин ξj отримуємо

P(η−1
1 (B1) ∩ η−1

2 (B2)) = P(ξ−1
1 (g−1

1 (B1)))P(ξ−1
2 (g−1

2 (B2))) =
= P(η−1

1 (B1))P(η−1
2 (B2)),

звiдки, η1, η2 — незалежнi.
Для доведення п.2 в загальному, для будь-яких борелевих
множин (Bj) на дiйснiй прямiй, з незалежностi (ξj), позаяк
g−1

j (Bj) — борелевi множини, маємо

P
( N⋂

j=1
η−1

j (Bj)
)

=
N∏

j=1
P
(
ξ−1

j (g−1
j (Bj))

)
=

N∏
j=1

P
(
η−1

j (Bj)
)
,

що й означає незалежнiсть (ηj)N
j=1.
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Вправа. Довести п.1 теореми у повному обсязi.

Теорема
Якщо (ξj)k

j=1 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
то

M
( k∏

j=1
ξj

)
=

k∏
j=1

Mξj ,

зокрема, (ξj)k
j=1 — послiдовнiсть попарно некорельованих

випадкових величин.

Доведення Утворимо ξ+
j = sup{ξj , 0}, ξ−j = (−ξj)+; тодi

ξj = ξ+
j − ξ−j , ξ±j ≥ 0. Вище вже вiдзначалось, що якщо (ξj) —

послiдовнiсть незалежних випадкових величин, то (ξ±j ) —
також послiдовнiсть незалежних випадкових величин для
будь-якого фiксованого вибору послiдовностi плюсiв i мiнусiв у
верхньому iндексi.
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Якщо твердження теореми буде доведено для невiд’ємних
випадкових величин, то з рiвностi

k∏
j=1

ξj =
k∏

j=1
(ξ+

j − ξ−j ) =
∑

(−1)sξ±1 ξ
±
2 . . . ξ

±
k ,

де в останнiй сумi комбiнацiї знакiв ± у верхньому iндексi є
рiзними для рiзних доданкiв, а для кожного множника
кожного разу вибрано лише один знак "+"або "−"; s дорiвнює
кiлькостi знакiв "−"у верхнiх iндексах в даному доданку. Тодi
за незалежнiстю елементiв послiдовностi (ξ±j )

M
( k∏

j=1
ξj

)
=
∑

(−1)sM(ξ±1 ξ±2 . . . ξ±k ) =

=
∑

(−1)sMξ±1 Mξ±2 . . .Mξ±k =
k∏

j=1
(Mξ+

j −Mξ−j ) =
k∏

j=1
Mξj .
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Залишається розглянути випадок, коли (ξj) — послiдовнiсть
невiд’ємних незалежних випадкових величин. Для кожного
j , 1 ≤ j ≤ k , побудуємо неспаднi послiдовностi (ξ(n)

j )+∞
n=1 простих

невiд’ємних випадкових величин такi, що ξ(n)
j → ξj(n→ +∞) i

для кожного n послiдовнiсть (ξ(n)
j )k

j=1 є послiдовнiстю
незалежних випадкових величин:
10. (ξ(n)

j )k
j=1 — послiдовнiсть невiд’ємних незалежних

випадкових величин для кожного фiксованого n ≥ 1.
20. (∀j , 1 ≤ j ≤ k)(∀ω ∈ Ω)(∀n ≥ 1) : ξ(n)

j (ω) ≤ ξ
(n+1)
j (ω).

30. lim
n→+∞

ξ
(n)
j (ω) = ξj(ω).
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Тодi з невiд’ємностi (ξ(n)
j ) i монотонностi за n, випливає, що

η(n) def= ξ
(n)
1 ξ

(n)
2 . . . ξ

(n)
k ↗, η(n) ≥ 0 (n ≥ 1), lim

n→+∞
η(n) = ξ1ξ2 . . . ξk .

Вище було доведено (твердження 11), що для незалежних
простих випадкових величин (ξ(n)

j )k
j=1

Mη(n) = M
( k∏

j=1
ξ

(n)
j

)
=

k∏
j=1

Mξ
(n)
j

Граничний перехiд при n→ +∞ в останнiй рiвностi завершує
справу. Перевiримо його законнiсть, тобто обгрунтуємо, що
lim

n→+∞
Mη(n) = M lim

n→+∞
η(n), а також, що lim

n→+∞
Mξ

(n)
j = M lim

n→+∞
ξ

(n)
j .

Справдi, за означенням iнтеграла lim
n→+∞

Mη(n) = M(ξ1ξ2 · · · ξk),
але
M lim

n→+∞
η(n) = M(ξ1ξ2 · · · ξk). Подiбно мiркуємо з iншою рiвнiстю

lim
n→+∞

Mξ
(n)
j = Mξj та M lim

n→+∞
ξ

(n)
j = Mξj .
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Залишається побудувати послiдовностi (ξ(n)
j ) з потрiбними

властивостями. Виберемо

ξ
(n)
j (ω) def=


i

2n ,
i

2n ≤ ξj(ω) < i+1
2n (0 ≤ i ≤ n · 2n − 1),

0, ξj(ω) ≥ n.

Вправа. Нехай (ξj) — простi випадковi величини, а X (j) = {x (j)
k }

їхнi множини значень, вiдповiдно. (ξj) — послiдовнiсть
незалежних випадкових величин тодi i тiльки тодi, коли

(∀(kj)) : P
( n⋂

j=1
ξ−1

j ({x (j)
kj
})
)

= ∏n
j=1 P(ξ−1

j ({x (j)
kj
}).

Вказiвка. В бiк необхiдностi це звичайна iнтерпретацiя
означення незалежностi. В бiк достатностi, зауважимо, що для
кожної борелевої множини Bj виконується
ξ−1

j (Bj) = ⋃
k : x (j)

k ∈Bj
ξ−1

j ({x (j)
k }) i, отже,

n⋂
j=1

ξ−1
j (Bj{x (j)

kj
}) = ⋃

kj : x (j)
kj
∈Bj

n⋂
j=1

ξ−1
j ({x (j)

kj
}).

Залишається послiдовно скористатись адитивнiстю ймовiрностi
й умовою.
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Для побудованої послiдовностi для всiх (sj), 0 ≤ sj ≤ n · 2n − 1
маємо

P

 k⋂
j=1

(ξ(n)
j )−1

({ sj

2n

}) = P

 k⋂
j=1

ξ−1
j

([ sj

2n ,
sj + 1

2n

)) =

=
k∏

j=1
P
(
ξ−1

j

[ sj

2n ,
sj + 1

2n

))
=

k∏
j=1

P
(

(ξ(n)
j )−1

({ sj

2n

}))
.

За вправою, це й означає потрiбну незалежнiсть. Перевiримо
монотоннiсть. Оскiльки[ i

2n ,
i + 1

2n

]
=
[ 2i

2n+1 ,
2i + 1
2n+1

)⋃[2i + 1
2n+1 ,

2i + 2
2n+1

)
, то

ξj(ω) ∈
[ 2i

2n+1 ,
2i + 1
2n+1

)
=⇒ ξ

(n+1)
j (ω) = 2i

2n+1 = i
2n = ξ

(n)
j (ω),

ξj(ω) ∈
[2i + 1

2n+1 ,
2i + 2
2n+1

)
=⇒ ξ

(n+1)
j (ω) = 2i + 1

2n+1 >
2i

2n+1 = i
2n = ξ

(n)
j (ω).

Вправа. Переконатись, що lim
n→+∞

ξ
(n)
j (ω) = ξj(ω).
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2.19. Збiжнiсть майже напевно i збiжнiсть за ймовiрнiстю

Означення (збiжностi майже напевно м.н.)
Послiдовнiсть випадкових величин (ηn) називається збiжною
майже напевно (м.н) до випадкової величини η (ηn → η м.н.),
якщо

P{ω : lim
n→+∞

ηn(ω) = η(ω)} = 1.

З курсу "Теорiї мiри та iнтегралу"добре вiдомо, що якщо
послiдовнiсть вимiрних функцiй збiжна майже скрiзь, то вона
збiжна за мiрою.

Твердження (15)

Якщо ηn → η (м.н.) ⇒ ηn
P−→ η.
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Навпаки, взагалi кажучи, не правильно. Але правильне таке
твердження.

Твердження (16)

Якщо ηn
P→ η, то (∃nk ↑ +∞) : ηnk → η (м.н.).

Для повноти викладу наводимо доведення тверджень 15 i 16.
Доведення твердження 15. Нехай A def= {ω : lim

n→+∞
ηn(ω) = η(ω)}.

Спочатку зауважимо, що ω ∈ A ⇔ limn→+∞ ηn(ω) = η(ω) ⇔
(∀ε > 0)(∃N)
(∀n ≥ N) : |ηn(ω)− η(ω)| < ε ⇔ (∀k ∈ N)(∃N)(∀n ≥ N) :
|ηk(ω)− η(ω)| < 1

k .
Позначимо тепер

An,k = {ω : |ηn(ω)− η(ω)| < 1
k }.
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Тодi, з щойно записаного ланцюжка еквiвалентностей
випливає, що

A =
+∞⋂
k=1

+∞⋃
N=1

+∞⋂
n=N

An,k .

За умовою P(A) = 1, A =
+∞⋂
k=1

Ak , Ak =
+∞⋃
N=1

+∞⋂
n=N

An,k .

Скористаємось тепер таким загальним твердженням.

Твердження (17)

P(
n⋂

k=1
Ak) = 1 ⇔ (∀k , 1 ≤ k ≤ n) : P(Ak) = 1.

Вправа. Довести твердження 17.

Позначимо BN,k
def=

+∞⋂
n=N

An,k . Оскiльки BN,k ⊂ BN+1,k (N ≥ 1) для

кожного фiксованого k , то з твердження 17 за теоремою
неперервностi ймовiрностi випливає, що

P(A) = 1 ⇐⇒ (∀k ≥ 1) : lim
N→+∞

P(BN,k) = P(Ak) = 1.
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Тобто, ми встановили такий критерiй збiжностi м.н.

Твердження (критерiй збiжностi майже напевно)
Для послiдовностi випадкових величин (ηn) i випадкової
величини η

ηn→η м.н. ⇐⇒ (∀k ≥ 1) : lim
N→+∞

P(
∞⋂

n=N
{|ηn(ω)− η(ω)| < 1

k }) = 1

або у рiвносильному виглядi

ηn → η м.н. ⇐⇒ (∀ε > 0) : lim
N→+∞

P(
∞⋂

n=N
{|ηn(ω)− η(ω)| < ε}) = 1.

Оскiльки
∞⋂

n=N
{|ηn(ω)− η(ω)| < ε} ⊂ {|ηN(ω)− η(ω)| < ε}, то з

критерiю збiжностi м.н. випливає, що
(∀ε > 0) : lim

N→+∞
P({|ηN(ω)− η(ω)| < ε}) = 1.

Iншими словами ми довели, що ηn
P→ η (n→ +∞).
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З критерiю збiжностi м.н. отримуємо таку зручну у
застосуваннях достатню умову збiжностi м.н.

Твердження (достатня умова збiжностi майже напевно)
Якщо для кожного ε > 0 збiжний ряд∑∞

n=1 P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| ≥ ε} < +∞
то ηn → η м.н.

Справдi, для кожного ε > 0 за монотоннiстю ймовiрностi при
N → +∞

P(
∞⋃

n=N
{ω : |ηn(ω)− η(ω)| ≥ ε}) ≤

∑+∞
n=N P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| ≥ ε} → 0

як залишок збiжного ряду. Отже, за критерiєм збiжностi
майже напевно ηn → η м.н.
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2.20. Лема Бореля-Кантеллi

Теорема (лема Бореля-Кантеллi)
Нехай (An) — послiдовнiсть подiй.
1. Якщо

∑∞
n=1 P(An) < +∞, то серед подiй (An) з ймовiрнiстю,

що дорiвнює одиницi, вiдбувається скiнченна кiлькiсть подiй.
2. Якщо (An) — послiдовнiсть незалежних в сукупностi подiй
таких, що з ймовiрнiстю, яка дорiвнює одиницi, серед (An)
вiдбувається скiнченна кiлькiсть подiй, то

∑∞
n=1 P(An) < +∞.

Доведення. Через C позначимо подiю "серед (An) вiдбувається
нескiнченна кiлькiсть подiй". Зауважимо, що

C =
+∞⋂
n=1

+∞⋃
s=n

As .

Справдi, ω ∈ C ⇔ (∃nk ↑ +∞ (k → +∞)) (∀k ≥ 1) : ω ∈ Ank .

Останнє є рiвносильним з тим, що (∀n ≥ 1) : ω ∈
+∞⋃
s=n

As , що

виконується ⇔ ω ∈
+∞⋂
n=1

+∞⋃
s=n

As .
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Доведемо спочатку п.1. Для цього досить довести, що
P(C) = 0. Оскiльки C ⊂

∞⋃
s=N

As , то, скориставшись

монотоннiстю ймовiрностi i збiжнiстю ряду, отримаємо

0 ≤ P(C) ≤
∞∑

s=N
P(As)→ 0 (n→ +∞).

Отже, P(C) = 0.
Доведемо тепер п.2. Оскiльки, подiї (An) — незалежнi в
сукупностi, то звiдси випливає, що (An) також незалежнi в
сукупностi.
Вправа. Довести цей факт.

За умовою P(C) = 0. Розглянемо Bn =
+∞⋃
s=n

As . Зауважимо, що

C =
+∞⋂
n=1

Bn, Bn ⊃ Bn+1 (n ≥ 1) — монотонно спадна
послiдовнiсть подiй.
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Тому, за теоремою неперервностi ймовiрностi
0 = P(C) = lim

n→+∞
P(Bn),

звiдки за означенням границi на мовi ε, вибираючи ε = 1
2 ,

зокрема, отримаємо (∃n0) : P(Bn0) < 1
2 . Звiдси, P(Bn0) > 1

2 . Але

Bn0 =
+∞⋂
s=n0

As ⊂
m⋂

s=n0
As для всiх m ≥ n0. Тому, знову

скориставшись монотоннiстю ймовiрностi, з незалежностi подiй
(Aj) отримаємо

1
2 < P(Bn0) ≤= P(

m⋂
s=n0

As) =

=
m∏

s=n0

P(As) =
m∏

s=n0

(1− P(As)) ≤ exp
{
−

m∑
s=n0

P(As)
}
,

при цьому ми скористались нерiвнiстю 1− x ≤ e−x (x ∈ R).
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Логарифмування початку i кiнця цього ланцюжка
перетворень, дає нерiвнiсть

m∑
s=n0

P(As) < ln 2 (m ≥ n0).

Останнє означає, що частковi суми ряду
∑∞

s=n0 P(As) з
невiд’ємними членами обмеженi в сукупностi, звiдки й
отримуємо збiжнiсть цього ряду.
Доведення твердження 16. Запишемо означення границi ηn

P→ η
на мовi ε

(∀ε > 0)(∀ε1 > 0)(∃n0)(∀n > n0(ε1)) : P{ω : |ηn(ω)−η(ω)| ≥ ε} < ε1.

Вибираючи для кожного k ∈ N : ε = 1
k , ε1 = 1

k2 , звiдси для
Ank = {ω : |ηnk (ω)− η(ω)| ≥ 1

k }, nk = n0(ε1), отримаємо
P(Ank ) < 1

k2 , тобто, ряд
∑∞

k=1 P(Ank ) — збiжний.
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За лемою Бореля-Кантеллi, серед елементiв послiдовностi
подiй (Ank ) з ймовiрнiстю, що дорiвнює 1, вiдбувається
скiнченна кiлькiсть подiй. Тому, iснує A ∈ A, P(A) = 1

(
за

доведенням леми Бореля-Кантеллi A =
+∞⋂
k=1

+∞⋃
s=k

Ans , а, отже

A =
+∞⋃
k=1

+∞⋂
s=k

Ans

)
така, що для всiх ω ∈ A

(∃k0 = k0(ω))(∀k ≥ k0) : ω ∈ Ank .

Тому з для всiх ω ∈ A i для всiх k ≥ k0 : |ηnk (ω)− η(ω)| < 1
k ,

тобто,
ηnk (ω)→ η(ω) (k → +∞).

Залишається пригадати, що P(A) = 1.
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2.21. Посилений закон великих чисел (ПЗВЧ)

Подальша наша мета — доведення посиленого закону великих
чисел (ПЗВЧ). Власне, наприклад, виявиться, що за умов
теореми Чебишова у випадку послiдовностi незалежних
випадкових величин збiжнiсть до нуля рiзницi середнiх
арифметичних випадкових величин i їхнiх математичних
сподiвань є збiжнiстю майже напевно i, отже, сильнiшою, нiж у
теоремi Чебишова.

Теорема (Колмогорова)
Нехай (ξn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин зi
скiнченними дисперсiями Dξn <∞ (n ≥ 1), таких, що∑+∞

n=1
Dξn

n2 < +∞.
Тодi

1
n
∑n

k=1(ξk −Mξk)→ 0 м.н.
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Зауваження. У теоремi Чебишова ми припускали, що всi
дисперсiї обмеженi в сукупностi: Dξn ≤ c < +∞ (n ≥ 1). З
цього, очевидно випливає, що

∑∞
n=1

Dξn
n2 < +∞.

У випадку, коли ξn — однаково розподiленi випадковi
величини, то у попередньому твердженнi можна вiдмовитись
навiть вiд умови iснування дисперсiй. Власне, це є змiстом
наступної теореми.

Теорема (Колмогорова-Хiнчiна)
Якщо (ξj) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з
однаковим розподiлом (Fξj = F (j ≥ 1)) i ∃Mξj = a 6=∞ (j ≥ 1),
то

1
n
∑n

j=1 ξj → a м.н. .
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Для доведення теореми Колмогорова нам потрiбна така лема.

Лема (нерiвнiсть Колмогорова)
Нехай (ξn) — незалежнi випадковi величини, ηn = ∑n

k=1 ξk .
Якщо Mξn = 0 (n ≥ 1) i Dξn < +∞(n ≥ 1), то

(∀N ≥ 1) (∀a > 0) : P{ω : sup1≤n≤N |ηn| ≥ a} ≤ 1
a2
∑N

k=1 Dξk .

Доведення нерiвностi Колмогорова. Для j ∈ N приймемо
Aj = {ω : |ηj | < a}; B1 = A1, B2 = A1 ∩ A2, . . . ,

Bj = A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Aj−1 ∩ Aj ; B =
N⋃

j=1
Bj .

1. Доведемо спочатку, що
A def= {ω : sup{|ηn(ω)| : 1 ≤ n ≤ N} ≥ a} = B.
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ω ∈ A ⇔ sup1≤n≤N |ηn(ω)| ≥ a ⇔ (∃n = n(ω)) : |ηn(ω)| ≥ a ⇔
ω ∈ An, ω ∈ Ak , 1 ≤ k ≤ n − 1 ⇔ ω ∈ Bn; |ηk(ω)| < a,
1 ≤ k ≤ n − 1; ⇔ ω ∈ B.
Mξk = 0, A = {ω : sup1≤k≤N |ηn(ω)| ≥ a}, N < +∞; ηn = ∑n

k=1 ξk .

2. Доведемо, що Bk ∩ Bj = ∅(k 6= j). Для визначеностi виберемо
k > j . Тодi, якщо ω ∈ Bk ∩ Bj , то ω ∈ Aj i ω ∈ Aj , тобто,
ω ∈ Aj ∩ Aj = ∅.
З попарної несумiсностi елементiв послiдовностi (Bj) негайно
отримуємо таку рiвнiсть для характеристичних функцiй

χB =
∑N

n=1 χBn .

3. Перевiримо тепер, що
∑N

k=1 Dξk = Mη2
N . Маємо

η2
N =

(∑N
k=1 ξn

)2
=

N∑
n=1

ξ2
n + 2

∑
1≤k<n≤N ξkξn.

Пригадаємо, що з незалежностi ξk , ξn (n 6= k) випливає, що
M(ξkξn) = MξkMξn = 0.
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Звiдки,

Mη2
N =

∑N
n=1 Mξ2

n + 2
∑

1≤k<n≤N M(ξkξn) =
∑N

n=1 Mξ2
n =

∑N
n=1 Dξn,

позаяк, Dξn = Mξ2
n − (Mξn)2 = M(ξn)2

4. Оскiльки∑N
k=1 Dξk = Mη2

N =
∫

Ω
η2

NP(dω) ≥
∫

Ω
η2

NχBP(dω),
то за п.2, записуючи
η2

N = η2
k + (ηN − ηk)2 + 2ηk(ηN − ηk) ≥ η2

k + 2ηk(ηN − ηk),
отримуємо ∑N

k=1 Dξk ≥
∑n

k=1

∫
Ω
η2

NχBkP(dω) ≥

≥
∑N

k=1

(∫
Ω
η2

kχBkP(dω) + +2
∫

Ω
(ηkχBk )(ηN − ηk)P(dω)

)
=

=
∑N

k=1

(∫
Bk
η2

kP(dω) + 2M((χBkηk)(ηN − ηk))
)
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Для кожного k , 1 ≤ k ≤ N визначимо

Gk =
{

(x1, . . . , xk) ∈ Rk : |x1| < a, |x1 + x2| < a, . . . ,

. . . ,
∣∣∣ k−1∑

s=1
xs
∣∣∣ < a,

∣∣∣ k∑
s=1

xs
∣∣∣ ≥ a

}
,

i розглянемо функцiю gk : Rk → R, gk(x) = χGk (x)
∑k

s=1 xs ,

де χGk — iндикатор множини Gk . Зрозумiло, що gk(x) борелева
функцiя на Rk , а також, що χBk (ω)ηk(ω) = gk(ξ1, ξ2, . . . , ξk).
Тому з теореми про незалежнiсть випадкових величин,
утворених суперпозицiями борелевих функцiй вiд незалежних
випадкових величин

(
Використовуємо теорему: якщо є двi

борелевi функцiї g(x1, . . . , xn), h(x1, . . . , xm), а
(ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηm) — вектор з незалежними компонентами,
то g = g(ξ1, . . . , ξn) i h = h(η1, . . . , ηm) — незалежнi випадковi
величини

)
, i з незалежностi (ξj) випливає, що для кожного

j ≥ k + 1 випадковi величини ξj i χBk (ω)ηk(ω) = gk(ξ1, ξ2, . . . , ξk)
— незалежнi.
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Тому некорельованi, звiдки M(ξj · (χBkηk)) = Mξj ·M(χBkηk) = 0.
Звiдси,

M((χBkηk)(ηN − ηk)) =
∑N

j=k+1 M((χBkηk)ξj) = 0.
Отже, пригадуючи означення Bk , остаточно отримуємо∑N

k=1 Dξk ≥

≥
∑N

k=1

∫
Bk
η2

kP(dω) ≥ a2 ∑N
k=1 P(Bk) = a2P(B) = a2P(A).
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Доведення теореми Колмогорова.
Оскiльки для послiдовностi ξ′k = ξk −Mξk маємо Dξ′k = Dξk ,
Mξ′k = 0, 1

n
∑n

k=1(ξk −Mξn) = 1
n
∑n

k=1 ξ
′
k , то теорему Колмогорова

досить довести для послiдовностi (ξk) з нульовими
математичними сподiваннями Mξk = 0. При цьому
доводитимемо, що 1

n
∑n

k=1 ξk → 0 м.н.
Позначимо ζn = sup{

∣∣∣∑s
k=1 ξk

∣∣∣ : s ≤ 2n}. Тодi, для 2n−1 ≤ s < 2n

1
s
∣∣∣∑s

k=1 ξk
∣∣∣ ≤ ζn

2n−1 .

Достатньо довести, що ζn
2n → 0 (м.н.). Для цього перевiримо

виконання достатньої умови збiжностi майже напевно

(∀ε > 0) :
∑+∞

n=1 P{ω : |θn(ω)| ≥ ε} < +∞ =⇒ θn → 0 м.н.
Вiдповiдно до цього, досить довести, що для кожного ε > 0:∑+∞

n=1 P{ω : ζn
2n ≥ ε} < +∞. За нерiвнiстю Колмогорова можемо

написати, що

(∀a > 0) : P{ω : ζn > a 2n} ≤ 1
a222n

∑2n

k=1 Dξk .
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Отже,

P{ω : ζn > a 2n} ≤ 1
a222n

2n∑
k=1

Dξk .

Нехай mk = min{n : 2n ≥ k}. Оскiльки, 2mk ≥ k i, тому,(
1
4

)mk ≤ 1
k2 , то∑

2n≥k

1
4n =

∑
n=mk

1
4n =

( 1
4 )mk

1− 1
4

= 4
3

(1
4

)mk

≤ 4
3

1
k2 ,

Тодi, для кожного ε > 0
+∞∑
n=1

P
{
ω : ζn

2n > ε
}

=
+∞∑
n=1

1
ε222n

2n∑
k=1

Dξk = 1
ε2

∞∑
k=1

Dξk
∑

k≤2n

1
22n ≤

≤ 4
3ε2

∞∑
k=1

Dξk

k2 .

Але останнiй ряд збiжний за умовою.
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Доведення теореми Колмогорова-Хiнчiна. Для n ∈ N приймемо
An = {ω : |ξn(ω)| ≤ n},

i визначимо такi випадковi величини ξ′n(ω) =

ξn(ω), ω ∈ An,

0, ω /∈ An,

ξ′′n = ξn − ξ′n. Очевидно, що ξn = ξ′n + ξ′′n . Наше доведення
складається з декiлькох частин. Спочатку за теоремою
Колмогорова доведемо, що

1. 1
n
∑n

k=1 ξ
′
k → a м.н.,

а потiм за лемою Бореля-Кантелi доведемо, що

2. 1
n
∑n

k=1 ξ
′′
k → 0 м.н.

1. Перевiримо, що для послiдовностi (ξ′k) виконуються умови
теореми Колмогорова. Доведемо, що∑+∞

k=1
Dξ′k
k2 < +∞.
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Оскiльки,

Dξ′k = M(ξ′k)2 − (Mξ′k)2 ≤ M(ξ′k)2 =
∫

Ω
(ξ′k)2P(dω) =

∫
Ak

(ξk)2P(dω) =

=
∫
|x |≤k

x2dF (x) =
∑k

s=1

∫
s−1<|x |≤s

x2dF (x),

то
∑+∞

k=1
Dξ′k
k2 =

∑+∞
k=1

1
k2

(∑k
s=1

∫
s−1<|x |≤s

x2dF (x)
)

=

=
∑+∞

s=1

(∑+∞
k=1

1
k2

∫
s−1<|x |≤s

x2dF (x)
)
≤

≤ 2
∑+∞

s=1

(∑+∞
k=s

(1
k −

1
k + 1

)) ∫
s−1<|x |≤s

x2dF (x) ≤

≤ 2
∑+∞

s=1
1
s

∫
s−1<|x |≤s

x2dF (x) ≤ 2
∑+∞

s=1

∫
s−1<|x |≤s

|x |dF (x) =

= 2
∫ +∞

−∞
|x |dF (x) = 2M|ξ1| < +∞.

При цьому ми врахували, що
1
k2 ≤

2
k(k + 1) = 1

k −
1

k + 1 i
+∞∑
k=s

(1
k −

1
k + 1

)
= 1

s .

Довели можливiсть застосування теореми Колмогорова. За
цiєю теоремою маємо

1
n
∑n

k=1(ξ′k −Mξ′k)→ 0 м.н.
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Зауважимо тепер, що

Mξ′k =
∫

Ω
ξ′kP(dω) =

∫
Ak
ξkP(dω) =

∫ k

−k
xdF (x), тому

lim
k→+∞

Mξ′k = Mξ1 = a, звiдки випливає, що

lim
n→+∞

1
n
∑n

k=1 Mξ′k = a.

Отже, м.н., тобто, для всiх ω ∈ C1, P(C1) = 1, при n→ +∞
1
n
∑n

k=1 ξ
′
k = 1

n
∑n

k=1(ξ′k −Mξ′k) + 1
n
∑n

k=1(Mξ′k − a) + a→ a.

Доведемо п.2. Нехай Bn = {ω : ξ′′n (ω) 6= 0}. Покажемо, що
Bn = An. Справдi, ω ∈ An ⇔ |ξn(ω)| > n ⇔ ξ′′n (ω) = ξn(ω) 6= 0
⇔ ω ∈ Bn.

Доведемо, що
∑+∞

k=1 P(Ak) =
∑+∞

k=1 P{ω : ξ′′k 6= 0} < +∞.
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Справдi, оскiльки P(Ak) =
∫
|x |>k dF (x), то

+∞∑
k=1

P(Ak) =
+∞∑
k=1

+∞∑
s=k

∫
s<|x |≤s+1

dF (x) =
+∞∑
s=1

( s∑
k=1

1
)∫

s<|x |≤s+1
dF (x) =

=
+∞∑
s=1

s
∫

s<|x |≤s+1
dF (x) ≤

+∞∑
s=1

∫
s<|x |≤s+1

|x |dF (x) =

=
∫

1<|x |<+∞
|x |dF (x) ≤

∫ +∞

−∞
|x |dF (x) = M|ξ1| < +∞.

Ряд
+∞∑
k=1

P{ω : ξ′′k (ω) = 0} < +∞,

тому за лемою Бореля-Кантеллi серед подiй
Ak = {ω : ξ′′k (ω) 6= 0} з ймовiрнiстю 1, вiдбувається скiнченна
кiлькiсть подiй, звiдки, iснує C2 ∈ A така, що P(C2) = 1 i для
всiх ω ∈ C2 iснує k0 = k0(ω) таке, що для всiх k ≥ k0 : ξ′′(ω) = 0.
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Звiдси випливає, що для всiх ω ∈ C2
1
n
∑n

k=1 ξ
′′
k = 1

n
∑k0−1

k=1 ξ
′′
k → 0 (n→ +∞).

Тодi, для всiх ω ∈ C1 ∩ C2, при n→ +∞
1
n
∑n

k=1 ξk = 1
n
∑n

k=1 ξ
′
k + 1

n
∑n

k=1 ξ
′′
k → a.

Залишається зауважити, що P(C1 ∩ C2) = 1. Теорема
Колмогорова-Хiнчiна повнiстю доведена.
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2.22. Згортка розподiлiв випадкових величин
Згорткою розподiлiв F1 i F2 називається функцiя
F1 ∗ F2 : R→ [0, 1], визначена для всiх x ∈ R за формулою

(F1 ∗ F2)(x) def=
∫ +∞

−∞
F1(x − y)dF2(y).

Вправа. Переконайтесь, що F1 ∗ F2 — функцiя розподiлу.

Теорема (теорема про згортку розподiлiв)
Нехай ξ1 i ξ2 — незалежнi випадковi величини. Тодi

(∀x ∈ R) : Fξ1+ξ2(x) = (F1 ∗ F2)(x) = (F2 ∗ F1)(x),
де Fj = Fξj (j ∈ {1, 2}).

Доведення. Нехай F = Fξ1+ξ2 . Тодi за формулою замiни змiнної
iнтегрування

F (x) = P{ω : ξ1 + ξ2 < x} =
∫

{ω : ξ1+ξ2<x}

P(dω) =
∫∫

{(t1,t2) : t1+t2<x}

dF (t1, t2),

де dF (t1, t2) = νF (dt1, dt2) — мiра Лебега-Стiлт’єса, породжена
функцiєю спiльного розподiлу випадкових величин ξ1, ξ2.
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Оскiльки, за означенням νF i за критерiєм незалежностi
випадкових величин, застосованим до ξ1, ξ2

νF ([a, b)× [c , d)) = F (b, d) + F (a, c)− F (b, c)− F (a, d) =
= F1(b)F2(d) + F1(a)F2(c)− F1(b)F2(c)− F1(a)F2(d) =

= (F1(b)− F1(a))(F2(d)− F2(c)) =
= νF1([a, b))νF2([c , d)) def= νF1,F2([a, b)× [c , d)),

то нескладно тепер переконатись, що природно означенi на
алгебрi A0, породженiй скiнченними об’єднаннями
прямокутникiв Π = ([a, b)× [c , d)), мiри νF та νF1,F2 , за
теоремою Каратеодорi-Лебега мають одне i те ж продовження
на мiнiмальну σ-алгебру породжену алгеброю A0. Але, з одного
боку, продовженням νF є мiра Лебега-Стiлт’єса, а з iншого,
продовженням νF1,F2 є прямий добуток мiр νF1 ⊗ νF2 = dF1 ⊗ dF2.
Тому за теоремою Фубiнi

F (x) =
∫∫
{(t1,t2) : t1+t2<x}

dF (t1, t2) =
∫ +∞

−∞

( ∫ x−t2

−∞
dF1(t1)

)
dF2(t2) =

=
∫ +∞

−∞
F1(x − t2)dF2(t2) = (F1 ∗ F2)(x).
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I, нарештi, з очевидної рiвностi Fξ1+ξ2 = Fξ2+ξ1 випливає, що
F1 ∗ F2 = F2 ∗ F1.

Якщо функцiя розподiлу F2 має щiльнiсть f2, то з теореми про
формулу згортки негайно отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок
Нехай ξ1 i ξ2 — незалежнi випадковi величини, а f2 — щiльнiсть
розподiлу ξ2. Тодi

(∀x ∈ R) : Fξ1+ξ2(x) =
∫ +∞

−∞
F1(x − y)f2(y)dy .

Наслiдок
Нехай ξ1 i ξ2 — незалежнi випадковi величини, а f1 — щiльнiсть
розподiлу ξ1. Тодi, сума випадкових величин ξ1 + ξ2 має
щiльнiсть fξ1+ξ2 i м.с. за мiрою Лебега

fξ1+ξ2(x) =
∫ +∞

−∞
f1(x − y)dF2(y).
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Доведення. Розглянемо функцiю

g(x) def=
∫ +∞

−∞
f1(x − y)dF2(y) (x ∈ R).

Для завершення доведення досить перевiрити, що для кожного
x ∈ R

F (x) =
∫ x

−∞
g(t)dt.

Звiдси, як вже вiдзначалось вище, випливатиме, що
g(x) = fξ1+ξ2(x) м.с. за мiрою Лебега. Отже, застосовуючи
теорему Фубiнi, послiдовно отримуємо∫ x

−∞
g(t)dt =

∫ x

−∞

∫ +∞

−∞
f1(t − y)dF2(y)dt =

=
∫ +∞

−∞

( ∫ x

−∞
f1(t − y)dt

)
dF2(y) =

∫ +∞

−∞
F1(x − y)dF2(y) = F (x).

При цьому останню рiвнiсть ми записали за формулою згортки
розподiлiв.
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З попереднiх наслiдкiв негайно маємо ще такий наслiдок про
згортку щiльностей.

Наслiдок (7, згортка щiльностей)

Нехай f1 i f2 — щiльностi розподiлiв випадкових величин ξ1 i ξ2.
Тодi для щiльностi розподiлу суми ξ1 + ξ2 м.с. за мiрою Лебега
виконується рiвнiсть

fξ1+ξ2(x) =
∫ +∞

−∞
f1(x − y)f2(y)dy .

Згорткою щiльностей f1 та f2 називають

(f1 ∗ f2)(x) def=
∫ +∞

−∞
f1(x − y)f2(y)dy .

Приклад (Згортка рiвномiрних розподiлiв). Розглянемо
незалежнi випадковi величини ξ i η, що мають рiвномiрний

розподiл на промiжку [a, b] f (x) =
{ 1

b−a , x ∈ (a, b),
0, x /∈ [a, b].
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З незалежностi ξ i η за наслiдком 7 про згортку щiльностей
отримуємо

fξ+η(x) = (f ∗ f )(x) =
∫ +∞

−∞
f (x − y)f (y)dy = 1

b − a

∫ b

a
f (x − y)dy =

=
[

x − y = t
dy = −dt

]
= 1

b − a

∫ x−a

x−b
f (t)dt =


0, x < 2a,

x−2a
(b−a)2 , 2a < x < a + b,
2b−x

(b−a)2 , a + b < x < 2b,
0, x > 2b.

Подiбно знаходимо згортку незалежних рiвномiрних розподiлiв
на рiзних промiжках.
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2.23. Гамма-розподiл

Гамма-розподiл Γ(α, β) з параметрами α > 0, β > 0 — це
розподiл випадкової величини з такою щiльнiстю

f (x) =
{

βαxα−1

Γ(α) · e
−βx , x > 0,

0, x < 0,

де Γ(α) — Γ-функцiя Ойлера Γ(α) =
∫ +∞

0
xα−1e−xdx .

Вправа. Перевiрити, що це справдi щiльнiсть розподiлу, тобто,
що f (x) ≥ 0 м.с. i

∫+∞
0 f (x)dx = 1.

Розподiл exp(β) def= Γ(1, β) називається показниковим
(експоненцiйним) розподiлом, тобто, це розподiл зi щiльнiстю

f (x) = βe−βx (x > 0), f (x) = 0 (x < 0).
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Твердження (теорема додавання Γ-розподiлiв)
Нехай ξ1, ξ2 — незалежнi випадковi величини, ξj ∈ Γ(αj , β). Тодi
ξ = ξ1 + ξ2 ∈ Γ(α1 + α2, β).

Доведення. За формулою згортки для щiльностей

fξ1+ξ2(x) =
∫ +∞

−∞
f1(x − y)f2(y)dy =

=
∫ x

0
f1(x − y)f2(y)dy = βα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)

∫ x

0
e−β(x−y)−βy (x − y)α1−1yα2−1dy =

= βα1+α2e−βx

Γ(α1)Γ(α2)

x∫
0

(x − y)α1−1yα2−1dy =
[
y = tx , dy = xdt

]
=

= βα1+α2xα1+α2−1e−βx

Γ(α1)Γ(α2) · B(α1, α2),

де B(α1, α2) =
∫ 1

0 tα1−1(1− t)α2−1dt — β-функцiя Ойлера.

Пригадуючи, що B(α1, α2) = Γ(α1)Γ(α2)
Γ(α1 + α2) , вже елементарно

завершуємо доведення.
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Приклад (Розподiл Ерланга). Розподiл Ерланга — це розподiл
випадкової величини

η = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn,

де (ξj) — незалежнi випадковi величини, що мають один i той
же показниковий розподiл ξj ∈ exp(β) def= Γ(1, β), β > 0. Тодi за
теоремою додавання розподiл Ерланга, це Γ-розподiл Γ(n, β).
Вправа (згортка показникових розподiлiв). Нехай ξ1, ξ2–
незалежнi випадковi величини з показниковими розподiлами
ξj ∈ exp(βj), 0 < β1 < β2. Довести, що щiльнiсть розподiлу суми
ξ1 + ξ2 дорiвнює

f (x) = β1β2
e−β1x − e−β2x

β2 − β1
(x > 0), f (x) = 0 (x < 0).
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2.24. Розподiл χ2

Розподiл χ2 з n-ступенями свободи — це розподiл такої
випадкової величини

χ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + . . . + ξ2
n,

де (ξj) — незалежнi випадковi величини, ξj ∈ N (0, 1)
(1 ≤ j ≤ n).
Твердження
Розподiл χ2 — це Γ-розподiл Γ(n

2 ,
1
2 ).

Доведення. Досить перевiрити, що якщо ξ є N (0, 1), то
ξ2 ∈ Γ( 1

2 ,
1
2 ). Справдi, F (x) = 0 для x ≤ 0, а для x > 0

Fξ2(x) = P{ω : ξ2(ω) < x} = P{−
√

x < ξ <
√

x} = Φ(
√

x)− Φ(−
√

x),
звiдки, для x > 0

fξ2(x) = F ′ξ2(x) = 1
2
√

x Φ′(
√

x) + 1
2
√

x Φ′(−
√

x) = x−1/2
√

2π
e− x

2 .

Звiдси, ξ2 ∈ Γ( 1
2 ,

1
2 ). Застосування теореми додавання для

Γ-розподiлiв завершує доведення.
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Розподiл η = ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 , де ξj ∈ N (0, 1) i незалежнi, у фiзицi

називають розподiлом Максвела. З щойно доведеного
випливає, що розподiл Максвела це розподiл Γ( 3

2 ,
1
2 ).
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2.25. Згортка дискретних розподiлiв

Нехай ξ1, ξ2 — незалежнi дискретнi цiлочисельнi випадковi
величини з розподiлами pj(n) = P{ω : ξj(ω) = n} (n ∈ Z),
j ∈ {1, 2}.
Пригадаємо спочатку, що для довiльної випадкової величини η

P{ω : η(ω) = a} = Fη(a + 0)− Fη(a),
а за теоремою про згортку

Fξ1+ξ2(x) =
∫ +∞

−∞
F1(x − y)dF2(y) =

=
∑+∞

m=−∞ F1(x −m)(F2(m + 0)− F2(m)) =
∑+∞

m=−∞ F1(x −m)p2(m).
Тому, для кожного n ∈ Z

p(n) def= P{ω : ξ1(ω) + ξ2(ω) = n} = Fξ1+ξ2(n + 0)− Fξ1+ξ2(n) =
=
∑+∞

m=−∞(F1(n −m + 0)− F1(n −m))p2(m) =

=
∑+∞

m=−∞ p1(n −m)p2(m) def= (p1 ∗ p2)(n).
p1 ∗ p2 — згортка дискретних розподiлiв.
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Отже, довели таке твердження.

Твердження (згортка цiлочисельних розподiлiв)
Нехай
ξ1, ξ2 — незалежнi цiлочисельнi випадковi величини з
розподiлами p1, p2, вiдповiдно. Тодi розподiл суми ξ1 + ξ2 є
згорткою розподiлiв доданкiв

(∀n ∈ Z : ) P{ω : ξ1(ω) + ξ2(ω) = n} = (p1 ∗ p2)(n).

Твердження (теорема додавання розподiлiв Пуассона)
Нехай ξ1, ξ2 — незалежнi випадковi величини, ξj ∈ Poiss(λj).
Тодi

ξ = ξ1 + ξ2 ∈ Poiss(λ1 + λ2).

Доведення. Оскiльки pj(k) = P{ω : ξj(ω) = k} =
λk

j

k! e−λj , то за
формулою згортки для цiлочисельних дискретних розподiлiв

p(n) = 1
n!

n∑
m=0

n!
(n −m)!m!λ

n−m
1 λm

2 · e−(λ1+λ2) = 1
n!(λ1 + λ2)ne−(λ1+λ2).


