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1. Çàäà÷à íà ðóõ äëÿ ðîçìèíêè

Iç ïóíêòó À â ïóíêò Á âè¨õàâ ëåãêîâèé àâòîìîáiëü. Ïåðøi 30 õâ âií
ðóõàâñÿ çi øâèäêiñòþ 60 êì/ãîä, ïîòiì 40 õâ - 90 êì/ãîä, ïîòiì çðîáèâ
çóïèíêó íà 5 õâèëèí, ïîòiì 20 õâèëèí ðóõàâñÿ çi øâèäêiñòþ 30 êì/ãîä,
à âåñü iíøèé ÷àñ ðóõàâñÿ çi øâèäêiñòþ 90 êì/ãîä.

Iç ïóíêòó Á îäíî÷àñíî íàçóñòði÷ âè¨õàëà âàíòàæíà ìàøèíà. Ïåðøi
10 õâ âîíà ðóõàëàñÿ çi øâèäêiñòþ 60 êì/ãîä, ïîòiì 20 õâ - 30 êì/ãîä,
ïîòiì çóïèíèëàñÿ íà 10 õâ, ïiñëÿ öüîãî ¨õàëà çi øâèäêiñòþ 60 êì/ãîä.

Ñêiëüêè êiëîìåòðiâ äî çóñòði÷i ïðî¨õàëà êîæíà ìàøèíà, ÿêùî âiä-
ñòàíü âiä ïóíêòó À äî ïóíêò Á ñòàíîâèòü 205 êì?

2. Çàäà÷à ïðî òåòðàåäð

Íåõàé ABCD - ïðàâèëüíèé òåòðàåäð.M - ñåðåäèíà AB, N - ñåðåäèíà
CD, P - ñåðåäèíàMC, Q - ñåðåäèíà AN , R - ñåðåäèíà DM , S - ñåðåäèíà
NB. Äîâåñòè, ùî PQRS - ïàðàëåëîãðàì.



3. Çàäà÷à ïðî êóòè òðèêóòíèêà

Ðîçâ'ÿçêè íàäiñëàòè íà å-ìåéë taras.kudryk@lnu.edu.ua



Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî ðóõ

Ïîêàæåìî "ðîçêëàä ðóõó", à ïîòiì ïîÿñíåííÿ äî öüîãî ðèñóíêà:

Ðîçãëÿíåìî ðóõ ëåãêîâîãî àâòîìîáiëÿ. Âií ïðî¨õàâ, íå âðàõîâóþ÷è
îñòàííié ïðîìiæîê ðóõó,

60 · 1
2
+ 90 · 2

3
+ 30 · 1

3
= 30 + 60 + 10 = 100 (êì)

çà 95õâ (30+40+5+20).
Çà òîé ñàìèé ÷àñ âàíòàæíèé àâòîìîáiëü ïðî¨õàâ

60 · 1
6
+ 30 · 1

3
+ 60 · 55

60
= 10 + 10 + 55 = 75(êì).

(Òóò âðàõîâàíî ðiçíèöþ 95-40=55(õâ) äëÿ òîãî, ùîá ÷àñ ðóõó áóâ îäíà-
êîâèé.)

Ïiñëÿ öüîãî àâòîìîáiëÿì çàëèøèëîñÿ ïðî¨õàòè äî çóñòði÷i

205− 100− 75 = 30(êì).

Òîìó çóñòði÷ âiäáóëàñÿ çà

30

60 + 90
=

1

5
(ãîä) = 12(õâ).

Çà öåé ÷àñ ëåãêîâèé ïðî¨õàâ ùå 90 · 15 = 18, à âàíòàæíèé - 60 · 15 = 12(êì).

Îòæå, ëåãêîâèé ïðî¨õàâ âñüîãî 100+18=118 êì, à âàíòàæíèé - 75+12=87
êì.



Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî òåòðàåäð

Íåõàé ó ïðàâèëüíîìó òåòðàåäði âñi ðåáðà ðiâíi 1. Çàñòîñó¹ìî
êîîðäèíàòíî-âåêòîðíèé ìåòîä. Ðîçìiñòèìî îñi êîîðäèíàò ó òðèâèìiðíî-
ìó ïðîñòîði òàê. ÿê ïîêàçàíî íà ðèñóíêó. Íåõàé òî÷êà C ìà¹ êîîðäèíàòè
(1, 0, 0), A(0, 0, 0). Òîäi ëåãêî îá÷èñëèòè, ùî òî÷êè B i D ìàþòü òàêi êî-

îðäèíàòè: B(12 ,
√
3
2 , 0), D(12 ,

√
3
6 ,
√
2√
3
).

Òåïåð ëåãêî çíàéòè êîîðäèíàòè iíøèõ òî÷îê ÿê ñåðåäèí âiäïîâiäíèõ
âiäðiçêiâ:

M(14 ,
√
3
4 , 0), N(34 ,

√
3

12 ,
1√
6
), P (58 ,

√
3
8 , 0),

Q(38 ,
√
3

24 ,
1

2
√
6
), R(38 ,

5
√
3

24 ,
1√
6
), S(58 ,

7
√
3

24 ,
1

2
√
6
).

Òîìó ~PS = (0,
√
3
6 ,

1
2
√
6
), ~QR = (0,

√
3
6 ,

1
2
√
6
).



Îñêiëüêè öi âåêòîðè ðiâíi, òî ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ÷îòèðèêóòíèêà
PQRS ïàðàëåëüíi i ðiâíi. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî PQRS - ïàðàëåëîãðàì.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îá÷èñëèòè

~PQ = (−1
4 ,−

√
3

12 ,
1

2
√
6
), ~SR = (−2

8 ,−
√
3

12 ,
1

2
√
6
).

Öi âåêòîðè òàêîæ ðiâíi.

Ñàìîñòiéíî âñòàíîâèòè, ÷è ìîæíà äîâåñòè òâåðäæåííÿ çàäà÷i äëÿ
äîâiëüíîãî òåòðàåäðà.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî êóòè òðèêóòíèêà

Öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè.

1) Êîîðäèíàòíèé ìåòîä. Ââåñòè ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò iç ïî-
÷àòêîì, íàïðèêëàä, â ëiâié íèæíié âåðøèíi B òðèêóòíèêà. Íåõàé BC=1.

Òîäi A ìà¹ êîîðäèíàòè (12 ,
√
3
2 ).

Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìèõ BA, BD, CD. Çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè D
ïåðåòèíó BD i CD. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ AD. Çíàéòè êóò ìiæ ïðÿ-
ìèìè AB i AD. Ïðîòå öå âèãëÿäà¹ äåùî íåðàöiîíàëüíî. Ìîæíà îáiéòèñÿ
åëåìåíòàðíiøèìè çíàííÿìè ç ñåðåäíiõ êëàñiâ øêîëè.



2)

Çàäàíî ðiâíîñòîðîííèé 4ABC
i êóòè 42◦, 54◦. Çíàéòè êóò x.

Î÷åâèäíî, ∠ABD = 18, ∠ACD = 6,

∠CAD = 60− x.
Âðàõîâóþ÷è, ùî çàäàíî êóò 54,

ïîáóäó¹ìî ïðàâèëüíèé 5-êóòíèê

íà ñòîðîíi BC.

Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè A i F , A i G, F i C.

Òåïåð çíàõîäèìî êóòè.

∠AFG = 54 iç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ (òîìó ùî òî÷êè A i F ïðî¹êòóþòüñÿ
òî÷íî â ñåðåäèíó BC; ïðè öüîìó òî÷êà A íå ¹ öåíòðîì 5-êóòíèêà!).

4FGC ðiâíîáåäðåíèé i ∠FGC = 108, òîìó ∠CFG = ∠FCG = 36.

∠ACG = 54− 6 = 48, ∠ACF = 48− 36 = 12, ∠AFC = 54− 36 = 18.

4ACG ðiâíîáåäðåíèé i ∠ACG = 48, òîìó ∠CAG = ∠CGA = 66.

∠FGA = 108− 66 = 42.

Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè BCD i GFA. Âîíè ðiâíi çà ñòîðîíîþ i äâîìà
ïðèëåãëèìè êóòàìè. Òîìó AF = CD.

∠FAG = 180− 54− 42 = 84.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ÷îòèðèêóòíèê AFCD. Êóòè AFC i ACF ðiâíi 18◦

i âiäðiçêè AF i CD ðiâíi. Òîìó öå ¹ ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ. (Ðèñóíîê ñïî-
òâîðåíèé!)

Îòæå, ∠DAF = ∠ADC. Öÿ ðiâíiñòü äà¹ ðiâíÿííÿ

84 + 66 + 60− x = 180− (60− x)− 6.

Çâiäñè

2x = 96,

x = 48◦.



3) Ùå îäèí ñïîñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ çíà÷íî êîðîòøèé, ÿêùî çíà¹òå òåî-
ðåìó ×åâè:

sinx sin 42 sin 6 = sin(60− x) sin 18 sin 54.

(Çàóâàæåííÿ. Öå ñïiââiäíîøåííÿ ëåãêî äîâåñòè, çàñòîñóâàâøè òåîðå-
ìó ñèíóñiâ äî òðèêóòíèêiâ ABD, BCD, ACD.)

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî x = 48◦ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ.

(Ñàìîñòiéíî!).

Çàëèøà¹òüñÿ ïîÿñíèòè, ùî öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ
0 < x < 60.



Ïåðåâiðêà çàëèøêiâ çíàíü

1. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x4 + 2x3 − 2x2 − 3x+ 2 = 0.

2. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî

| sin(x1 + x2 + · · ·+ xn)| ≤
n∑

k=1

sinxk

(0 ≤ xk ≤ π, k = 1, 2, . . . , n).

3. Ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðàïåöi¨ äîðiâíþ¹ 10 ñì i äiëèòü ïëîùó òðàïåöi¨ ó
âiäíîøåííi 3:5. Çíàéòè äîâæèíè îñíîâ öi¹¨ òðàïåöi¨.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàïèñàòè, ñôîòîãðàôóâàòè i íàäiñëàòè íà e-mail:
taras.kudryk@lnu.edu.ua
Â îäíîìó pdf-ôàéëi àáî â îäíié ïàïöi.
Êðiì öüîãî, çàïèñàòè äàâíî âiäîìi äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïiôàãîðà. Õî÷à

áè äåêiëüêà ðiçíèõ åëåìåíòàðíèõ ñïîñîáiâ äîâåäåííÿ, äîñòóïíèõ ó÷íÿì,
ÿêi òiëüêè ïî÷èíàþòü âèâ÷àòè ãåîìåòðiþ i ìàþòü ïîíÿòòÿ ïðî ïëîùó
ïðÿìîêóòíèêiâ, êâàäðàòiâ, òðèêóòíèêiâ. Ìîæíà çíàéòè é iíøi äîâåäåííÿ
çi çíàííÿì ïðî iíøi ãåîìåòðè÷íi ïîíÿòòÿ. I òàêîæ íàäiñëàòè.



Ðiçíi äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïiôàãîðà

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âæå âiäîìå ïîíÿòòÿ ïëîùi ïðîñòèõ ôiãóð.
1. Äàâíüîãðåöüêå äîâåäåííÿ òîãî, ùî ñóìà ïëîù êâàäðàòiâ, ïîáó-

äîâàíèõ íà êàòåòàõ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, äîðiâíþ¹ ïëîùi êâàäðàòà,
ïîáóäîâàíîãî íà ãiïîòåíóçi.

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

∠BAC = 90◦.
Ìà¹ìî, ùî ∠DBC = ∠FBA,
òîìó ∠DBC + ∠ABC =

= ∠FBA+ ∠ABC,
Îòæå, ∠DBA = ∠FBC.
Òîìó ∆ABD = ∆FBC
(çà äâîìà ñòîðîíàìè i
êóòîì ìiæ íèìè).
Àëå ∆ABD ðiâíèé ïîëîâèíi
ïðÿìîêóòíèêà BDLJ
(BD - ñïiëüíà îñíîâà,
LD - âèñîòà),
à ∆FBC ðiâíèé
ïîëîâèíi �HFBA, áî
FB - ñïiëüíà îñíîâà,
AB - âèñîòà.

Îòæå, �HFBA ðiâíîâåëèêèé ïðÿìîêóòíèêó BDLJ . Àíàëîãi÷íî
äîâîäèìî, ùî �GKCA ðiâíîâåëèêèé ïðÿìîêóòíèêó CELJ . Çâiäñè i
âèïëèâà¹, ùî ñóìà ïëîù êâàäðàòiâ, ïîáóäîâàíèõ íà êàòåòàõ ïðÿìîêóòíî-
ãî òðèêóòíèêà, äîðiâíþ¹ ïëîùi êâàäðàòà, ïîáóäîâàíîãî íà ãiïîòåíóçi.

Ñàìå öå äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïiôàãîðà ìàþòü íà óâàçi, êîëè êàæóòü
"Ïiôàãîðîâi øòàíè íà âñi ñòîðîíè ðiâíi". Ó ñåðåäíüîâi÷íèõ øêîëàõ öå
ââàæàëè äóæå ñêëàäíèì i íàçèâàëè éîãî "îñëÿ÷èì ïåðåõîäîì" àáî "âòå-
÷åþ óáîãèõ". Äëÿ "îñëiâ" öå áóëî íåïðîõiäíå äîâåäåííÿ i âiä ãåîìåòði¨
âòiêàëè òi, õòî íå ìàâ äîñòàòíüî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ïiäãîòîâêè.

Íà ñàéòi http://etudes.ru ìîæíà ïîáà÷èòè àíiìîâàíèé âàðiàíò öüîãî
äîâåäåííÿ.
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2 ãåîìåòðè÷íå äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ABC ç êàòåòàìè a, b i ñòîðî-
íîþ c. Ïîáóäó¹ìî êâàäðàò çi ñòîðîíîþ c i íà êîæíié ñòîðîíi êâàäðàòà
ïîáóäó¹ìî òàêèé ñàìèé òðèêóòíèê:

Óòâîðèâñÿ êâàäðàò çi ñòîðîíîþ a+ b
i ÷îòèðè ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè
ç êàòåòàìè a i b. Ç îäíîãî áîêó,
ïëîùà âåëèêîãî êâàäðàòà äîðiâíþ¹
(a+ b)2, à ç äðóãîãî 4 · ab

2
+ c2.

Òîìó (a + b)2 = 4 · ab
2

+ c2 àáî

a2 + 2ab+ b2 = 2ab+ c2, çâiäêè
a2 + b2 = c2.

3 äàâíüîêèòàéñüêå äîâåäåííÿ

Áà÷èìî, ùî
(a+ b)2 = 8 · ab

2
+ (a− b)2 = 4ab

2
+ c2,

a2 + 2ab+ b2 = 2ab+ c2,
a2 + b2 = c2.

2



4 äîâåäåííÿ Áõàñêàðè

Íåõàé ó ∆ABC AB = c,BC = a,
AC = b. Ïîáóäó¹ìî �ABDE
ÿê ïîêàçàíî. Óòâîðèâñÿ�CKLM
çi ñòîðîíàìè a− b. Áà÷èìî, ùî

c2 = 4 · ab
2

+ (a− b)2,
c2 = 2ab+ a2 − 2ab+ b2,

c2 = a2 + b2.

5 äîâåäåííÿ çà âëàñòèâiñòþ ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ

Ó ∆ABC ∠C = 90◦, ∠A = α, ∠B = β. Ïðîâåäåìî CD ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî AB. Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè ABC i ACD ïîäiáíi çà òðüîìà
êóòàìè. Çà âëàñòèâiñòþ ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ ¨õ ñòîðîíè ïðîïîðöiéíi,
òîáòî

AB : AC = AC : AD,
çâiäêè

AC2 = AB · AD. (1)

Òðèêóòíèêè ABC i CBD òàêîæ ïîäiáíi. Òîìó

AB : CB = CB : DB,
çâiäêè

CB2 = AB ·DB. (2)

3



Äîäàìî ðiâíîñòi (1) i (2):

AC2 +BC2 = AB · AD + AB ·DB =

= AB(AD +DB) = AB · AB = AB2.

6 äîâåäåííÿ çà âëàñòèâiñòþ ñi÷íî¨ òà äîòè÷íî¨ äî êîëà, ïðî-

âåäåíèõ ç îäíî¨ òî÷êè

Íåõàé çàäàíî òðèêóòíèê ABC, ∠C = 90◦.

Ïîáóäó¹ìî êîëî ç öåíòðîì ó òî÷öi A
i ðàäióñîì AC. Âîíî ïåðåòíå ãiïîòå-
íóçó AB ó òî÷öi N , à ¨¨ ïðîäîâæåííÿ
ó òî÷öiM . Îñêiëüêè êàòåò AC ⊥ CB,
òî CB - äîòè÷íà äî êîëà, AB - ñi÷íà.
Çà âëàñòèâiñòþ ñi÷íî¨ òà äîòè÷íî¨,
ïðîâåäåíèõ äî êîëà ç îäíî¨ òî÷êè

(çàóâàæåííÿ: çãàäàòè äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi; ÿêùî ó íüîìó âèêîðèñòàíî òåîðåìó Ïiôàãîðà, òî

÷îãî âàðòå íàøå äîâåäåííÿ?), ìà¹ìî, ùî

CB2 = BN ·BM = (AB − AN)(AB + AN).

Àëå AN = AM = AC ÿê ðàäióñ êîëà. Òîìó

CB2 = (AB − AC)(AB + AC) = AB2 − AC2.

7 äîâåäåííÿ óçàãàëüíþþ÷å-ñïîãëÿäàëüíå

Ïîãëÿíåìî íà çàäà÷ó äîâåäåííÿ òåîðåìè
Ïiôàãîðà ç øèðøî¨ ïåðñïåêòèâè.
Ïîìiðêó¹ìî, ÷è íå ìîæíà óçàãàëüíèòè
òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íà äîâiëüíi
ïîäiáíi ìíîãîêóòíèêè, ïîáóäîâàíi íà
ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà.
ßêùî âäàñòüñÿ äîâåñòè òå çàãàëüíiøå
òâåðäæåííÿ, òî îäåðæèìî i äîâåäåííÿ
òåîðåìè Ïiôàãîðà ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä çîâñiì íåçðîçóìiëî, ÿê ïiäiéòè äî öi¹¨ ñêëàäíiøî¨
ïðîáëåìè.
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Âèíèêà¹ òàêå çàïèòàííÿ: ÷è ìè íå çíà¹ìî õî÷à áè îäèí ïðîñòèé ÷àñ-
òêîâèé âèïàäîê, ÿêèé ëåãêî äîâåñòè? (Òóò ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïîâîðóøèòè
ìiçêàìè.)

Òàêèé î÷åâèäíèé âèïàäîê iñíó¹! Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê
ABC i îïóñòèìî ç âåðøèíè C âèñîòó CD íà ãiïîòåíóçó AB:

×àñòêîâèé âèïàäîê äîâåäåíî! Ïîÿñíåííÿ: íà öüîìó ðèñóíêó áà÷èìî,
ùî òðèêóòíèêè ABC (ïîáóäîâàíèé íà ãiïîòåíóçi AB), ACD (ïîáóäîâà-
íèé íà êàòåòi AC) i BCD (ïîáóäîâàíèé íà êàòåòi BC) ïîäiáíi çà òðüîìà
êóòàìè i ùî ïëîùà ∆ABC äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù ∆ACD i ∆BCD.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîÿñíèòè, ÿê äîâåäåííÿ çàãàëüíîãî òâåðäæåííÿ âèïëè-
âà¹ iç öüîãî ÷àñòêîâîãî âèïàäêó äëÿ òðèêóòíèêiâ. À öå çàëèøåíî äëÿ
ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Ó ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði âiäîìi ñîòíi iíøèõ äîâåäåíü òåîðåìè Ïiôà-
ãîðà ðiçíîãî ðiâíÿ ñêëàäíîñòi. Òèì ñàìèì çíàéäåíî áàãàòî åêâiâàëåíòíèõ
òâåðäæåíü.

5



Ïðî iððàöiîíàëüíiñòü ÷èñëà
√
2

Ïðàêòè÷íî âñi ñòóäåíòè-ìàòåìàòèêè ÷óëè òàêå äîâåäåííÿ iððàöiîíàëü-
íîñòi ÷èñëà

√
2: ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî

√
2 = m

n
, òî òîäi 2n2 = m2; àëå

îñòàííÿ ðiâíiñòü íåìîæëèâà, áî ¨¨ ëiâà ÷àñòèíà äiëèòüñÿ íà 2 â íåïàðíî-
ìó ñòåïåíi, à ïðàâà ÷àñòèíà - íà 2 â ïàðíîìó ñòåïåíi. Ïðîòå òàêó áóêâåííó
ñèìâîëiêó ïðèäóìàëè ëèøå äåêiëüêà ñîòåíü ðîêiâ òîìó ó 16-17 ñòîëiòòÿõ.
Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: à ÿê äàâíi ãðåêè ïðèéøëè äî öüîãî ôàêòó?

1. Äàâíüîãðåöüêå äîâåäåííÿ íåñïiâìiðíîñòi ñòîðîíè

i äiàãîíàëi êâàäðàòà

Íåõàé ABCD - êâàäðàò çi ñòîðîíîþ 1. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âiäðiçîê
äîâæèíè e, ÿêèé âêëàäà¹òüñÿ äåÿêå öiëå ÷èñëî ðàçiâ (m) â éîãî ñòîðîíó
i äåÿêå öiëå ÷èñëî ðàçiâ (n) â éîãî äiàãîíàëü.

Íà äiàãîíàëi AC âiäêëàäåìî âiäðiçîê CE, ðiâíèé CD. Ïîáóäó¹ìî ïåð-
ïåíäèêóëÿð EF äî ïåðåòèíó ç AD. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè F i C.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè FDC i FEC. Âîíè ïðÿìîêóòíi, ìàþòü
ñïiëüíó ãiïîòåíóçó i îäíàêîâi êàòåòè CD i CE. Òîìó öi òðèêóòíèêè ðiâíi
i, îòæå, DF = FE.

Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê AEF . Âií ¹ ïðÿìîêóòíèé ç êóòîì DAE = 45◦,
òîìó ðiâíîáåäðåíèé. Îòæå, FE = AE.

Îñêiëüêè âiäðiçîê e âêëàäà¹òüñÿ öiëå ÷èñëî ðàçiâ ó âiäðiçêè AC i
CE = CD, òî âií âêëàäà¹òüñÿ öiëå ÷èñëî ðàçiâ i â AE = DF , à òîìó i â
AF .

Ïðîâåäåìî FG ïåðïåíäèêóëÿðíî äî FE i AG ïåðïåíäèêóëÿðíî äî
AE. Òîäi AEFG - êâàäðàò. Ìè äîâåëè, ùî âiäðiçîê e âêëàäà¹òüñÿ öiëå
÷èñëî ðàçiâ â ñòîðîíó i äiàãîíàëü öüîãî êâàäðàòà.

Òàêó ñàìó ïîáóäîâó i ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïîâòîðèòè i ïîáóäóâàòè ùå
ìåíøèé êâàäðàò i ùå ðàç, i òàê äàëi äî íåñêií÷åííîñòi. Íåñêií÷åííiñòü
ïðîöåñó ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî ñêií÷åííiñòü ÷èñåë m i n.

(*)

*)  синонім -  несумірності



2. Ñó÷àñíiøi àëãåáðà¨÷íi äîâåäåííÿ

2à. Íåõàé
√
2 = p

q
, äå p i q - âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi i ÷èñëà, ïðè÷îìó

q 6= 1. Òîäi çà îçíà÷åííÿì êîðåíÿ p2

q2
= 2. Çà ïðèïóùåííÿì p i q - âçà¹ìíî

ïðîñòi öiëi ÷èñëà, òîìó ðiâíiñòü p2

q2
= 2 ñóïåðå÷ëèâà.

2á. Íåõàé iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r = m
n
, äëÿ ÿêîãî r2 = m2

n2 = 2,
ïðè÷îìó äðiá íåñêîðîòíèé. Òîäi m2 = 2n2 i òîìó ÷èñëî m2 ¹ ïàðíèì. Àëå
òîäi áóäå ïàðíèì i ÷èñëîm, òîìó ùî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêóm = 2k+1
i m2 = 4k2 + 4k + 1 - íåïàðíå ÷èñëî. Îñêiëüêè m - ïàðíå ÷èñëî, òîáòî
m = 2k, òî 4k2 = 2n2, çâiäêè n2 = 2k2. À öå îçíà÷à¹, ùî é ÷èñëî n ïàðíå.
Îòæå, ÷èñëà m i n ¹ ïàðíèìè. Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.

2â. Íåõàé
√
2 = p

q
, äå p i q - âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ïî-

çíà÷èìî k - íàéìåíøå ç ÷èñåë q òàêèõ, ùî q
√
2 - íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Òîäi k(
√
2 − 1)

√
2 = 2k − k

√
2 - òàêîæ íàòóðàëüíå ÷èñëî. Îñêiëüêè

k(
√
2 − 1) = k

√
2 − k - íàòóðàëüíå ÷èñëî i k(

√
2 − 1) < k, òî îäåðæà-

ëè ñóïåðå÷íiñòü ç âèáîðîì k.



3. Ñó÷àñíå ñïðîùåíå ãåîìåòðè÷íå äîâåäåííÿ

Íåõàé n i m - òàêi íàéìåíøi öiëi ÷èñëà, ùî n2 = 2m2.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò çi ñòîðîíîþ n i äâà êâàäðàòè çi ñòîðîíàìè m:

Ðîçìiñòèìî ìåíøi êâàäðàòè íà áiëüøîìó òàê:

Ñóïåðå÷íiñòü!

Ó ÷îìó ñóïåðå÷íiñòü?

(Ñóìà ïëîù öèõ äâîõ êâàäðàòiâ äîðiâíþ¹ ïëîùi âåëèêîãî êâàäðàòà.
Êâàäðàòè ÷àñòêîâî ïåðåêðèâàþòüñÿ, à äâà ìàëåíüêi êâàäðàòè çàëèøè-
ëèñÿ íåïîêðèòi. Îäåðæàëè êâàäðàò çi ñòîðîíîþ 2m−n, ïëîùà ÿêîãî äî-
ðiâíþ¹ ñóìi ïëîù äâîõ êâàäðàòiâ çi ñòîðîíîþ n−m. Àëå áà÷èìî, ùî öi
÷èñëà ìåíøi âiä ÷èñåë n i m. Öå ñóïåðå÷èòü ïî÷àòêîâîìó ïðèïóùåííþ.)



4. Êîíñòðóêòèâíèé ñïîñiá äîâåäåííÿ

Êîíñòðóêòèâíèé íàïðÿì ó ìàòåìàòèöi íå âèçíà¹ çàêîíó âèêëþ÷åíîãî
òðåòüîãî, à òîìó i äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî ââàæàþòü íåäiéñíèìè.
Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó âèùå ó ïîïåðåäíiõ "äîâåäåííÿõ" ìè äîâåëè, ùî äîâ-
æèíà äiàãîíàëi êâàäðàòà (òîáòî

√
2) íå ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, à íå òå,

ùî öÿ äîâæèíà ìà¹ iððàöiîíàëüíó äîâæèíó. Ðîçãëÿíåìî êîíñòðóêòèâíå
äîâåäåííÿ.

Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà m
n
÷èñëî 2n2 ïîäiëüíå íà 2 â íå-

ïàðíîìó ñòåïåíi, à m2 - íà 2 â ïàðíîìó ñòåïåíi. Òîìó |2n2−m2| ≥ 1 (òóò
ìè çàñòîñóâàëè çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî äî åôåêòèâíî âèðiøóâàíî-
ãî ïðåäèêàòà íà ìíîæèíi Z). Îñêiëüêè äåñÿòêîâå ðîçâèíåííÿ ÷èñëà

√
2

ïî÷èíà¹òüñÿ ç 1, 41, òî ââàæà¹ìî, ùî m
n
≤ 1, 5. Òîìó

|
√
2− m

n
| =
|
√
2− m

n
||
√
2 + m

n
|

|
√
2 + m

n
|

=

∣∣∣∣∣ 2n2 −m2

n2(
√
2 + m

n
)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

n2(
√
2 + m

n
)
>

1

3n2
,

ùî äà¹ ÷èñåëüíî çìiñòîâíå äîâåäåííÿ iððàöiîíàëüíîñòi ÷èñëà
√
2.

(Öå ¹ ÷àñòêîâèé âèïàäîê òåîðåìè Ëióâiëëÿ ïðî äiîôàíòîâi íàáëèæå-
ííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë.)

5. Ïðî iððàöiîíàëüíå ÷èñëî
√
2
2
ìîâîþ ïîêðèòòiâ

Òóò ââàæà¹ìî ôàêò iððàöiîíàëüíîñòi
√
2 âæå âiäîìèì. Ðîçãëÿíåìî

âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ç [0; 1], çà âèíÿòêîì íóëÿ. Êîæíå ÷èñëî ìîæíà
çàïèñàòè ÿê äðiá a

b
, äå a i b íå ñêîðî÷óþòüñÿ. Òåïåð óÿâèìî ÷èñëî a

b

ÿê öåíòð iíòåðâàëó äîâæèíè 1
2b2

, òîáòî ïîêðè¹ìî a
b

iíòåðâàëîì
(a
b
− 1

4b2
; a
b
+ 1

4b2
). Îñêiëüêè ðàöiîíàëüíi ÷èñëà óòâîðþþòü ùiëüíó ìíîæèíó

(òîáòî â äîâiëüíîìó iíòåðâàëi ÿê çàâãîäíî ìàëî¨ äîâæèíè ¹ ðàöiîíàëüíi
÷èñëà) i îñêiëüêè ñóìà äîâæèí âñiõ ïîêðèâàþ÷èõ iíòåðâàëiâ ¹ íåñêií-

÷åííà (áî ðÿä
∞∑
n=1

n · 1
2(n+1)2

ðîçáiæíèé), òî âèäà¹òüñÿ, ùî òàêå ùåäðå

ïîêðèòòÿ ìiñòèòü âñi ÷èñëà ç [0; 1].



Ïðîòå ìè äîâåäåìî, ùî ÷èñëî
√
2
2

çàëèøèòüñÿ íåïîêðèòèì. Ñïðàâäi,
÷èñëî |b2 − 2a2|, áóäó÷è öiëèì, ìóñèòü áóòè ïðèíàéìíi 1 àáî áiëüøå (áî√
2 - iððàöiîíàëüíå). Çâiäñè ìà¹ìî

|b2 − 2a2|
2b2

≥ 1

2b2
⇒ |

√
2

2
− a

b
| · |
√
2

2
+

a

b
| ≥ 1

2b2
⇒

|
√
2

2
− a

b
| ≥ 1

2b2|
√
2
2
+ a

b
|
≥ 1

2b2
· 1
2

(áî
√
2
2
+ a

b
< 2). Îòæå, îäåðæàëè, ùî

|
√
2

2
− a

b
| ≥ 1

4b2
.

Òîìó ÷èñëî
√
2
2
íå ïîêðèòå æîäíèì iíòåðâàëîì âêàçàíîãî âèùå âèãëÿäó.

6. Ùå îäíå äîâåäåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì áiíîìà

Çíîâó ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî
âiäîìèì áiíîì Íüþòîíà i ïîíÿòòÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.

Íåõàé
√
2 = a

b
, ïðè÷îìó a, b ∈ N. Îñêiëüêè 1 < 2 < 4, òî çðîçóìiëî,

øî 1 <
√
2 < 2. Iç öüîãî âèïëèâà¹, øî

√
2 − 1 < 1, ùî çíàäîáèòüñÿ íàì

íèæ÷å.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî 2n-é ñòåïiíü ðiçíèöi

√
2− 1 < 1 iç äîâiëüíèì íàòó-

ðàëüíèì n:

(
√
2− 1)2n =

2n∑
k=0

Ck
2n(
√
2)k(−1)2n−k =

(ðîçiá'¹ìî ñóìó íà äâi ñóìè ïî ïàðíèõ i íåïàðíèõ k)

=
n∑

k=0

C2k
2n2

k −
√
2

n∑
k=1

C2k−1
2n 2k−1 =

(çàïèñàíi ñóìè ÿâëÿþòü ñîáîþ íàòóðàëüíi ÷èñëà)

= A+B
√
2, äå A,B ∈ Z.



Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî çðîáëåíå ïðèïóùåííÿ, ùî
√
2 = a

b
, i îäåðæèìî

(
√
2− 1)2n = A+

Ba

b
=

Ab+Ba

b
,

ïðè÷îìó çðîçóìiëî, ùî Ab+Ba ∈ Z+ i ùî Ab+Ba ≥ 1.
Iç öüîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

(
√
2− 1)2n ≥ 1

b
> 0.

Â îäåðæàíié íåðiâíîñòi ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè n, ùî ïðÿìó¹ äî íå-
ñêií÷åííîñòi. Ïðè öüîìó ÷èñëî

√
2− 1 < 1. Òîìó

0 <
1

b
≤ lim

n→∞
(
√
2− 1)2n = 0.

Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü 0 < 1
b
≤ 0.



Ìàòåìàòè÷íèé ïðàêòèêóì

3 çàäà÷i

1. Ñêiëüêè ïîòðiáíî âçÿòè äîäàíêiâ ñóìè 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + · · · , ùîá
îäåðæàòè òðèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíàêîâèõ öèôð?

2. Êîëî ðàäióñà r = 13 ñì äîòèêà¹òüñÿ äî äâîõ ñóìiæíèõ ñòîðií êâà-
äðàòà, äîâæèíà ñòîðîíè ÿêîãî äîðiâíþ¹ a = 18 ñì. Íà ÿêi äâà âiäðiçêè
êîëî äiëèòü äâi iíøi ñòîðîíè êâàäðàòà?

3. Â îñíîâi ïiðàìiäè ëåæèòü ðiâíîáåäðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê
iç êàòåòàìè, ÿêi äîðiâíþþòü 1. Çíàéòè îá'¹ì ïiðàìiäè, ÿêùî âiäîìî, ùî
¨¨ ái÷íi ðåáðà ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à ái÷íi ãðàíi ðiâíîâåëèêi (çà ïëîùåþ).



Ä.ç.

1. Ñêiëüêè íåîáõiäíî âçÿòè äîäàíêiâ ñóìè 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + · · · , ùîá
îäåðæàòè òðèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíàêîâèõ öèôð?

2. Êîëî ðàäióñà r = 13 ñì äîòèêà¹òüñÿ äî äâîõ ñóìiæíèõ ñòîðií êâà-

äðàòà, äîâæèíà ñòîðîíè ÿêîãî äîðiâíþ¹ a = 18 ñì. Íà ÿêi äâà âiäðiçêè

äiëèòü êîëî iíøi äâi ñòîðîíè êâàäðàòà?

3. Â îñíîâi ïiðàìiäè ëåæèòü ðiâíîáåäðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê

iç êàòåòàìè, ÿêi äîðiâíþþòü 1. Çíàéòè îá'¹ì ïiðàìiäè,ÿêùî âiäîìî, ùî

¨¨ ái÷íi ðåáðà ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à ái÷íi ãðàíi ðiâíîâåëèêi.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1. Íåõàé

1 + 2 + 3 + · · ·+ n = aaa = 100a + 10a + a = 111a,

äå a ∈ {1, 2, . . . , 9}. Òîäi çà ôîðìóëîþ ñóìè n ÷ëåíiâ àðèôìåòè÷íî¨ ïðî-

ãðåñi¨
n(n + 1)

2
= 111 · a = 3 · 37 · a,

ïðè÷îìó ÷èñëà 3 i 37 ïðîñòi. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

n(n + 1) = 2 · 3 · 37 · a.

(Çàóâàæåííÿ. Íåðàöiîíàëüíî ïåðåáèðàòè âñi ìîæëèâi âàðiàíòè äëÿ

÷èñëà n âiä 14 äî 44 àáî âñi âàðiàíòè äëÿ öèôðè a âiä 1 äî 9. Çìåíøè-

ìî êiëüêiñòü ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäiëüíiñòü äîáóòêó

ëiâîðó÷.)

×èñëî ïðàâîðó÷ ïîäiëüíå íà 2, 3, à, 37. Äîáóòîê n(n+ 1) îáîâ'ÿçêîâî
äiëèòüñÿ íà 2. ×èñëî n ìà¹ áóòè òàêèì, ùîá öåé äîáóòîê áóâ ïîäiëüíèé

íà 3 i íà à, ùî íå äà¹ êîðèñíî¨ iíôîðìàöi¨. Êðiì öüîãî, n àáî n+1 ïîâèííî
äiëèòèñÿ íà 37.

ßêùî n = 37, òî ñóìà 1 + · · ·+ 37 = 19 · 37 = 703 6= aaa.
ßêùî n = 36, òî 1 + · · ·+ 36 = 18 · 37 = 666 = aaa.
Ïðè n ≥ 73 ñóìà ïðîãðåñi¨ âæå íå áóäå òðèöèôðîâîþ.

Âiäïîâiäü: n = 36.
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 2. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò KEFG i êîëî ç öåíòðîì

â òî÷öi Î, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií KE (ó òî÷öi B) i GK, ïðè÷îìó

KE = 18, OB = 13.

OC = AD = 18− 13 = 5,

OD = 13 çà óìîâîþ,

çà ò.Ïiôàãîðà

OA =
√

132 − 52 = 12.

Òîìó AB = DE = OB −OA =

= 13− 12 = 1,

FD = FE −DE = 18− 1 = 17.

Âiäïîâiäü: 17 i 1.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3. Íåõàé SABC - ïiðàìiäà, AC = BC = 1, ∠C =
90◦, SA = SB = SC, S∆SAC = S∆SBC = S∆SAB. Âèìàãà¹òüñÿ çíàéòè

îá'¹ì ïiðàìiäè V .

ßê âiäîìî, îá'¹ì ïiðàìiäè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ V = 1
3 ·Sîñí. ·h.

Âñòàíîâèìî, äå ðîçìiùåíà òî÷êà S -

âåðøèíà ïiðàìiäè. Îñêiëüêè

SA = SB = SC, òî òî÷êà S ðîçìiùåíà

â òî÷öi ïåðåòèíó ñåðåäèííèõ ïëîùèí

äî ðåáåð AB, AC i BC.

Òîìó çðîçóìiëî, ùî òî÷êà S ðîçìiùåíà òî÷íî íàä òî÷êîþ D, ÿêà ¹

ñåðåäèíîþ AB. Òî÷êà S ïðî¹êòó¹òüñÿ â öåíòð êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî

òðèêóòíèêà ABC.

Òåïåð ìà¹ìî, ùî

AB2 = AC2 + BC2 = 1 + 1 = 2 ⇒ AB =
√

2.
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Ïëîùà îñíîâè:

Sîñí. =
AC ·BC

2
=

1 · 1
2

=
1

2
.

Âèðàçèìî ïëîùi òðèêóòíèêiâ SAB i SAC ÷åðåç âèñîòó h = SD:

S∆SAB =
AB · h

2
=

√
2 · h
2

.

Íåõàé FD - ñåðåäíÿ ëiíiÿ ∆ABC. Òîäi ç ∆FSD ìà¹ìî

SD2 + FD2 = h2 +

(
1

2

)2

= FS2 ⇒ FS =

√
h2 +

1

4
.

Òîìó

S∆SAC =
AC · FS

2
=

√
h2 + 1

4

2
.

Îñêiëüêè ïëîùi ðiâíi, òî îäåðæó¹ìî, ùî

√
2 · h =

√
h2 +

1

4
⇒ 2h2 = h2 +

1

4
⇒ h =

1

2
.

Îòæå,

V =
1

3
· 1

2
· 1

2
=

1

12
.
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Ïðî íàî÷íi (ãåîìåòðè÷íi) äîâåäåííÿ

Òîòîæíiñòü (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 ïðè a > 0 i b > 0 ìà¹ ïðîñòèé
ãåîìåòðè÷íèé çìiñò. Ðîçiá'¹ìî êâàäðàò çi ñòîðîíîþ a+ b íà 2 êâàäðàòè i
2 ïðÿìîêóòíèêè:

Ç òîãî, ùî ïëîùà âåëèêîãî
êâàäðàòà ðiâíà ñóìi ïëîù
âñiõ öèõ ôiãóð, âèïëèâà¹
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

Òèì ñàìèì ñïîñîáîì ìîæíà ïîÿñíèòè òîòîæíiñòü (a+b)3 = a3+3a2b+
3ab2 + b3:

Ïðè ðîçáèòòi êóáà, êðiì 2 êóáiâ,
âèíèêëè 6 ïàðàëåëåïiïåäiâ.

Iòàëiéñüêèé ìàòåìàòèê Êàðäàíî, âèâîäÿ÷è ñâî¨ çíàìåíèòi ôîðìóëè,
ìiðêóâàâ òàê: "... ÿêùî êóá çi ñòîðîíîþ b = δ + x ðîçðiçàòè ïëîùèíà-
ìè, ïàðàëåëüíèìè äî ãðàíåé, íà êóá çi ñòîðîíîþ δ i êóá çi ñòîðîíîþ x,
îäåðæó¹ìî, êðiì äâîõ êóáiâ, òðè ïðÿìîêóòíi ïàðàëåëåïiïåäè çi ñòîðîíà-
ìè δ, δ, x i òðè çi ñòîðîíàìè δ, x, x; òîäi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îá'¹ìàìè äà¹
x3 + 3x2δ + 3xδ2 + δ3 = b3; äëÿ ïåðåõîäó äî x3 + 3δbx = b3 − δ3 ïàðàëåëå-
ïiïåäè ðiçíèõ òèïiâ ïîïàðíî îá'¹äíóþòüñÿ".

Òàê âèãëÿäàëà çâè÷íà äëÿ íàñ âèêëàäêà 3x2δ + 3xδ2 = 3xδ(x + δ) =
3xδb (ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî x + δ = b). Ïåðåõiä íà àëãåáðà¨÷íó ñèìâî-
ëiêó, çîêðåìà âiäêðèòòÿ àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, ñóòò¹âî ñïðîñòèëè ìiðêó-
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âàííÿ. Òåïåð ñòóäåíòè-ïåðøîêóðñíèêè ïðîñòî ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷i (÷àñòî
ìåõàíi÷íî, íå ðîçóìiþ÷è ãåîìåòðè÷íîãî çìiñòó), áàãàòî ç ÿêèõ âèìàãàëè
áè çíà÷íèõ çóñèëü ó âèäàòíèõ ìàòåìàòèêiâ ìèíóëîãî.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè íàî÷íîãî äîâåäåííÿ äåÿêèõ ïðîñòèõ (i íå äóæå
ïðîñòèõ) íåðiâíîñòåé.

1) ×îìó
√
a+ b <

√
a+
√
b äëÿ âñiõ a, b > 0?

Åëåìåíòàðíî!

(ßêùî òåîðåìà Ïiôàãîðà i îáåðíåíà äî íå¨ âæå âiäîìi.)

2) ×îìó
√

(x+ y)2 + (u+ v)2 ≤
√
x2 + u2 +

√
y2 + v2 äëÿ âñiõ

x, y, u, v > 0?
Åëåìåíòàðíî:
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3) Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî ñïåöiàëüíèé âèïàäîê íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêî-
ãî: √√√√( n∑

i=1

ai

)2

+

(
n∑

i=1

bi

)2

≤
n∑

i=1

√
a2i + b2i :

4) Äîâåäåìî íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà ñåðåäíiì êâà-
äðàòè÷íèì äâîõ ÷èñåë.

√
2(a+ b) ≤ 2

√
a2 + b2 ≤ 2(a+ b)

àáî a+b
2
≤
√

a2+b2

2
≤ a+b√

2
.

5) Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå íå ìåíøå, íiæ ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå.
Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè
a+ b, |a− b| i 2

√
ab.

Îñêiëüêè (2
√
ab)2 + (a− b)2 = (a+ b)2,

òî öåé òðèêóòíèê ïðÿìîêóòíèé.
Îòæå, a+ b ≥ 2

√
ab.
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6) Iíøèé ñïîñiá ïðî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå òà ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå.

Íåõàé äîâæèíà äiàìåòðà êîëà x+y. Òîäi äîâæèíà ðàäióñà x+y
2
. Ïðîâå-

äåìî õîðäó äîâæèíè 2g ïåðïåíäèêóëÿðíî äî äiàìåòðà. Çà òåîðåìîþ ïðî
õîðäè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ìà¹ìî g2 = xy.

7) Ùå ðàç ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñåðåäíiìè.

Âiäêëàäåìî äâà âiäðiçêè äîâæèíè a i b i íåõàé a < b:

Ïîáóäó¹ìî êîëî äiàìåòðà a+ b:

Ðàäióñ öüîãî êîëà r = a+b
2

= ñ.àðèôì.(a, b). Ç'¹äíà¹ìî òî÷êó äîòè-
êó âiäðiçêiâ ç êiíöåì ðàäióñà, ïåðïåðäèêóëÿðíîãî äî äiàìåòðà. Óòâî-
ðèâñÿ ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç êàòåòàìè a+b

2
, b−a

2
. Éîãî ãiïîòåíóçà çà

ò.Ïiôàãîðà
√

(a+b
2
)2 + ( b−a

2
)2 =

√
a2+b2

2
= ñ.êâàäð.(a, b).
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Òåïåð iç òî÷êè äîòèêó âiäðiçêiâ ïðîâåäåìî ïåðïåíäèêóëÿð äî äiàìåòðà
i ç'¹äíà¹ìî òî÷êó ïåðåòèíó öüîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ç êîëîì ç öåíòðîì
êîëà. Óòâîðèâñÿ ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç êàòåòîì b−a

2
i ãiïîòåíóçîþ r =

a+b
2
. Äðóãèé êàòåò çà ò.Ïiôàãîðà

√
(a+b

2
)2 + ( b−a

2
)2 =

√
ab = ñ.ãåîì.(a, b).

Iç âåðøèíè ïðÿìîãî êóòà öüîãî òðèêóòíèêà ïðîâåäåìî ïåðïåíäèêóëÿð
äî ãiïîòåíóçè i ïîçíà÷èìî x äîâæèíó êàòåòà óòâîðåíîãî ïðÿìîêóòíîãî
òðèêóòíèêà.

Iç ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ
√
ab

a+b
2

= x√
ab
, çâiäêè

x = 2ab
a+b

= 2
1
a
+ 1

b

= ñ.ãàðì.(a, b).

Âèñíîâîê: √
a2 + b2

2
≥ a+ b

2
≥
√
ab ≥ 2

1
a
+ 1

b

,

ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi ìîæëèâèé òiëüêè ïðè a = b.
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8) ßêùî 0 < a ≤ b i 0 < c ≤ d, òî ad+ bc ≤ ac+ bd.
Ñïðàâäi:

Ç öüîãî âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü ×åáèøîâà.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè. Çãàäàòè, çíàéòè àáî ïðèäó-
ìàòè ïðèêëàäè òàêèõ ãåîìåòðè÷íèõ íàî÷íèõ äîâåäåíü, â ÿêèõ íàäìiðíà
äîâiðà äî ìàëþíêà ïðèçâîäèòü äî ïîìèëêè. Íàäiñëàòè òàêi ïðèêëàäè äî
íàñòóïíîãî ïîíåäiëêà, 19.00.
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Ïðî ïîìèëêè â íàî÷íèõ äîâåäåííÿõ

Íàäìiðíå ïîêëàäàííÿ íà ðèñóíîê ìîæå ïðèçâåñòè äî ïîìèëêè â ãåî-
ìåòðè÷íèõ äîâåäåííÿõ.

1. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé òðèêóòíèê ABC.

Ïðîâåäåìî áiñåêòðèñó AO êóòà A i ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð DO äî
ñòîðîíè BC. Iç òî÷êè O îïóñòèìî ïåðïåíäèêóëÿðè íà ñòîðîíè AB i AC
i ç'¹äíà¹ìî ¨¨ ç òî÷êàìè B i C. Òîäi ∆AFO = ∆AEO, çâiäêè AF = AE i
FO = EO; ∆BOD = ∆COD i BO = CO. Iç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ BFO i
CEO âèïëèâà¹, ùî BF = CE. Çâiäñè AB = AF +BF = AE+CE = AC.
Îòæå, òðèêóòíèê ABC ðiâíîáåäðåíèé.

Äå ïîìèëêà ó öüîìó ìiðêóâàííi?

Íàñïðàâäi òî÷êà O ëåæèòü çîâíi òðèêóòíèêà íà îïèñàíîìó êîëi.
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Ïðîòå ðèñóíîê (òóò ïðÿìi êóòè ñïîòâîðåíi, ïðîòå òàê ÷àñòî áóâà¹ íà
ðèñóíêàõ)

çíîâó ïðèçâîäèòü äî ïîìèëêè!

Íàñïðàâäi îäíà ç òî÷îê E i F ëåæèòü çîâíi, à äðóãà âñåðåäèíi âiäïî-
âiäíî¨ ñòîðîíè òðèêóòíèêà.
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2. Íåõàé ABCD - ÷îòèðèêóòíèê, AB = DC, ∠ADC = 90◦, AD 6‖ BC,
∠BAD òóïèé:

Ïðîâåäåìî îñi ñèìåòði¨ ñòîðií AD i BC. Íåõàé N - òî÷êà ¨õ ïåðåòèíó.
Âèïàäîê 1. Íåõàé ò.N ðîçìiùåíà âèùå AD. Ç'¹äíà¹ìîN ç âåðøèíàìè

÷îòèðèêóòíèêà. Òî÷êà N îäíàêîâî âiääàëåíà âiä êiíöiâ âiäðiçêiâ AD i
BC, òîìó ∆NAB i ∆NDC ðiâíi çà òðüîìà ñòîðîíàìè. Òîìó ∠NAB =
∠NDC. Êðiì öüîãî, AN = DN i AO = OD, òîìó ∆NAO = ∆NDO,
çâiäêè ∠NAO = ∠NDO. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ∠BAD = ∠CDA = 90◦.

Äå ïîìèëêà?
Âèïàäîê 2. Òî÷êà N ðîçìiùåíà íèæ÷å AD:

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó 1, äîâîäèìî, ùî ∠BAD = 90◦.
Äå ïîìèëêà?
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Íåðiâíîñòi, íàî÷íi äîâåäåííÿ i ìàòåìàòè÷íà iíäóêöiÿ

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ áàãàòüîõ çàäà÷ iç ðiçíèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè íàä-
çâè÷àéíî âàæëèâèìè ¹ íåðiâíîñòi Áåðíóëëi, Êîøi, Ãåëüäåðà, Ìiíêîâñüêî-
ãî, �íñåíà.

1. Íåðiâíiñòü Áåðíóëëi. Äëÿ äîâiëüíèõ n ÷èñåë x1, x2, ..., xn,
áiëüøèõ âiä −1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xn.

Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî ÷èñëà x ≥ −1 âèêîíó¹òüñÿ

(1 + x)n ≥ 1 + nx,

ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi ìîæëèâèé òiëüêè ïðè x = 0. Ïðîïîíó¹òüñÿ äî-
âåñòè öþ íåðiâíiñòü ñàìîñòiéíî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ëåãêî
äîâåñòè òàêîæ óçàãàëüíåíó íåðiâíiñòü Áåðíóëëi

(1 + x)α ≥ 1 + αx

äëÿ äîâiëüíèõ x ≥ −1 i α ≥ 1, α ∈ Q. (Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ìîíîòîí-
íiñòü ïîñëiäîâíîñòi (1 + x

n
)n.)

Ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ:
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2. Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà. ßêùî xi, yi - äî-
âiëüíi äiéñíi ÷èñëà (i = 1, . . . , n), òî(

n∑
i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑
i=1

x2i

)
·

(
n∑
i=1

y2i

)
.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ïðîñòèé äâîâèìiðíèé âàðiàíò öi¹¨ íåðiâíîñòi:

(a2 + b2)(c2 + d2) ≥ (ac+ bd)2.

Ñïðàâäi,
(a2 + b2)(c2 + d2) = a2c2 + a2d2 + b2c2 + b2d2 =

= (ac+ bd)2 + (ad− bc)2 ≥ (ac+ bd)2.

Iñíó¹ ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi. Äèâ. ðèñóíîê:

Çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ ìà¹ìî

cos2 Θ =
(ac+ bd)2

(a2 + b2)(c2 + d2)
≤ 1.

Ãåîìåòðè÷íå äîâåäåííÿ äâîâèìiðíîãî âàðiàíòà çà äîïîìîãîþ ñïðÿì-
ëåííÿ ïàðàëåëîãðàìà:

(a+ y)(b+ x) = ab+ xy + ax+ by ≤

≤ ab+ xy +
√
a2 + b2 ·

√
x2 + y2 ⇒

ax+ by ≤
√
a2 + b2 ·

√
x2 + y2.
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Òåïåð äîâåäåìî íåðiâíiñòü Êîøi ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çà äîïîìîãîþ
çàïðîâàäæåííÿ ïåâíîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà. Íåõàé t - äiéñíèé ïàðà-
ìåòð. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ çíà÷åíü t âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâ-
íiñòü:

n∑
i=1

(xit+ yi)
2 ≥ 0.

Ðîçêðèâøè äóæêè i çìiíèâøè ïîðÿäîê äîäàíêiâ, ìà¹ìî íåâiä'¹ìíèé êâà-
äðàòíèé òðè÷ëåí ùîäî çìiííî¨ t:

t2
n∑
i=1

x2i + 2t
n∑
i=1

xiyi +
n∑
i=1

y2i ≥ 0.

Òîìó äèñêðèìiíàíò D öüîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà íåäîäàòíèé:

D =

(
n∑
i=1

xiyi

)2

−

(
n∑
i=1

x2i

)
·

(
n∑
i=1

y2i

)
≤ 0,

ùî é ò.á.ä.
Çàóâàæèìî, ùî çíàê ðiâíîñòi ó öié íåðiâíîñòi ìîæëèâèé òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ êîæíîãî i xit + yi = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî λ 6= 0,
ùî yi = λxi äëÿ êîæíîãî i, òîáòî âñi ÷èñëà yi òà xi ïðîïîðöiéíi.

2à. Äîâåñòè çàãàëüíèé âèïàäîê çà äîïîìîãîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó n-
âèìiðíèõ âåêòîðiâ i ïðî¹êöi¨.

2á. Äîâåñòè öþ íåðiâíiñòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

3. Íåðiâíiñòü Êîøi ìiæ ñåðåäíiìè àðèôìåòè÷íèì, ãåîìåòðè-

÷íèì òà ãàðìîíiéíèì.
Íåõàé xi > 0, i = 1, . . . , n. Òîäi

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn ≥

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

.

Äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n ëiâó ÷àñòèíó öi¹¨ íåðiâíîñòi.
Áàçà iíäóêöi¨. Ïðè n = 1 íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü:

x1 = x1, à ïðè n = 2 ìà¹ìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü: x1+x2
2
≥ √x1x2, áî

x1+x2
2
−√x1x2 =

(
√
x1−
√
x2)2

2
≥ 0.
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Êðîê iíäóêöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n i
äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë x1, . . . , xn âèêîíó¹òüñÿ çàïèñàíà âèùå íåðiâ-
íiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì. Ðîçãëÿíåìî
ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå äëÿ äîâiëüíèõ n + 1 ÷èñåë i âèêîðèñòà¹ìî ïðèïó-
ùåííÿ iíäóêöi¨:

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1

n+ 1
=
n · x1+x2+···+xn

n
+ xn+1

n+ 1
≥

≥
n · n
√
x1x2 · · ·xn + xn+1

n+ 1
.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1

n+ 1
− n+1
√
x1x2 · · ·xnxn+1

i îöiíèìî ¨¨ çíèçó çãiäíî iç çàïèñàíîþ ùîéíî íåðiâíiñòþ:

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1

n+ 1
− n+1
√
x1x2 · · ·xnxn+1 ≥

≥
n · n
√
x1x2 · · ·xn + xn+1

n+ 1
− n+1
√
x1x2 · · ·xnxn+1 =

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ïîçíà÷èìî x1x2 · · ·xn = an(n+1), xn+1 = bn+1,
äå a, b > 0. Òîäi ìà¹ìî

=
nan+1 + bn+1

n+ 1
− anb =

(ïåðåòâîðþ¹ìî âèðàç)

=
nan+1 + bn+1 − nanb− anb

n+ 1
=
nan(a− b)− b(an − bn)

n+ 1
=

=
a− b
n+ 1

[nan − ban−1 − b2an−2 − · · · − bn] =

=
a− b
n+ 1

[(an − ban−1) + (an − b2an−2) + · · · (an − bn)] =

(âèêîðèñòà¹ìî òîòîæíiñòü an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ bn−1))
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=
(a− b)2

n+ 1
[an−1+an−2(a+b)+an−3(a2+ab+b2)+· · ·+(an−1+an−2b+· · ·+bn−1)] ≥ 0

(ó âñiõ äóæêàõ ñóìè äîäàòíèõ ÷èñåë, òîìó äîáóòîê íåâiä'¹ìíèé), ùî é
äîâîäèòü êðîê iíäóêöi¨. Çàóâàæèìî, ùî çíàê ðiâíîñòi ìîæëèâèé òiëüêè
òîäi, êîëè a = b, òîáòî çà óìîâè x1 = x2 = . . . = xn.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi ìiæ ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì òà ñåðåäíiì
ãàðìîíiéíèì çàñòîñóâàòè âæå äîâåäåíó íåðiâíiñòü äî ÷èñåë 1

x1
, 1
x2
, ... ,

1
xn
.

3a. Iñíó¹ áàãàòî iíøèõ ñïîñîáiâ äîâåäåííÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi. Çîêðåìà,
çãàäà¹ìî ùå äâà ñïîñîáè.

1. Íåðiâíiñòü Êîøi ìîæíà äîâåñòè ÿê íàñëiäîê òàêîãî òâåðäæåííÿ:
ÿêùî xi > 0 (i = 1, . . . , n) i x1x2 · · ·xn = 1, òî x1 + x2 + · · · + xn ≥ n.
Äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ çà iíäóêöi¹þ i âèñíóâàòè ç íüîãî íåðiâíiñòü Êîøi.

Ïiäêàçêà äëÿ òèõ, õòî íå çóìiâ äîâåñòè.

1) Ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ òðèâiàëüíå: ÿêùî x1 = 1, òî x1 ≥ 1.

2) Ïðèïóñòèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó
n ÷èñåë, äå n - äåÿêå íàòóðàëüíå.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé íàáið ç n + 1 ÷èñåë x1, x2, . . . , xn, xn+1,
ïðè÷îìó x1 · x2 · x3 · · ·xn · xn+1 = 1.

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1 ≥ n+ 1.

ßêùî äîáóòîê n+ 1 ÷èñåë äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî
ñåðåä íèõ ¹ n ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ äîáóòîê äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Òîìó íà ïåðøèé
ïîãëÿä íåçðîçóìiëî, ÿê äîâîäèòè êðîê iíäóêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâi âèïàäêè äëÿ n+ 1 ÷èñåë.

1) Âñi öi ÷èñëà ðiâíi 1. Òîäi ¨õ ñóìà äîðiâíþ¹ n+ 1. Ó öüîìó âèïàäêó
òâåðäæåííÿ òðèâiàëüíå.
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2) Íå âñi ÷èñëà ðiâíi 1. Òîäi ñåðåä íèõ îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïðèíàéìíi îäíå
ìåíøå âiä îäèíèöi i ïðèíàéìíi îäíå áiëüøå, òîìó ùî â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó äîáóòîê íå ìiã äîðiâíþâàòè îäèíèöi.

Ïåðåíóìåðó¹ìî öi ÷èñëà i ïðèïóñòèìî, ùî xn < 1, à xn+1 > 1.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òàêèé íàáið ÷èñåë:

x1, x2, x3, . . . , xn−1, xn · xn+1.

Öå n ÷èñåë i ¨õ äîáóòîê çà ïðèïóùåííÿì äîðiâíþ¹ 1. Òîìó çãiäíî ç ïðè-
ïóùåííÿì iíäóêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xnxn+1 ≥ n.

Äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ íåðiâíîñòi ñóìó ÷èñåë xn i xn+1:

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xn + xn+1 + xnxn+1 ≥ n+ xn + xn+1.

Ïåðåíåñåìî äîäàíîê â ïðàâó ñòîðîíó:

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xn + xn+1 ≥ n+ xn + xn+1 − xnxn+1.

Ïåðåòâîðèìî âèðàç ïðàâîðó÷:

n+ xn + xn+1 − xnxn+1 = n+ 1 + xn + xn+1 − xnxn+1 − 1 =

= n+ 1 + xn(1− xn+1) + xn+1 − 1 = n+ 1 + (xn − 1)(1− xn+1).

Çà ïðèïóùåííÿì xn − 1 < 0, 1 − xn+1 < 0. Òîìó äîáóòîê öèõ ÷èñåë
äîäàòíèé.

Îòæå, îäåðæó¹ìî, ùî

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xn + xn+1 > n+ 1, ùî é ò.á.ä.

9



Òåïåð ïiäêàçêà, ÿê iç öüîãî òâåðäæåííÿ âèñíóâàòè íåðiâíiñòü Êîøi.
Íåõàé x1, x2, . . . , xn - äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà ç äîâiëüíèì äîáóòêîì. Ïî-
çíà÷èìî

Ai =
xi

n
√
x1x2 . . . xn

, i = 1, n.

Òîäi ìà¹ìî, ùî A1A2 . . . An = 1 i ìîæåìî âèêîðèñòàòè äîâåäåíå âèùå
òâåðäæåííÿ äëÿ ÷èñåë A1, . . . , An:

A1 + · · ·+ An ≥ n.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî

x1 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn.

2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y = log x íà ìíîæèíi âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ
÷èñåë. ßê âiäîìî, öÿ ôóíêöiÿ îïóêëà âãîðó (àáî æ óãíóòà, óâiãíóòà). Öå
îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ R+ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

log(
x1 + x2

2
) ≥ log x1 + log x2

2

i (ùî íåñêëàäíî äîâåñòè) äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

log(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
) ≥ log x1 + log x2 + · · ·+ log xn

n

(öå íåðiâíiñòü �íñåíà äëÿ ëîãàðèôìi÷íî¨ ôóíêöi¨). Âèêîðèñòîâóþ÷è âëà-
ñòèâîñòi ëîãàðèôìi÷íî¨ ôóíêöi¨, iç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn.
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4. Ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ íåðiâíîñòi Êîøi äëÿ òðàïåöi¨

Íà íàñòóïíîìó ðèñóíêó çîáðàæåíî òðàïåöiþ ABDC iç îñíîâàìè
AB = a i CD = b. Íåõàé O - òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé.

Ïîêàæiòü, ùî:
à) Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå a+b

2
äâîõ ÷èñåë a i b ìîæíà çîáðàçèòè âiäðiç-

êîì GH, ïàðàëåëüíèì äî îñíîâ òðàïåöi¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó ¨¨
âèñîòè.

á) Ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå
√
ab öèõ ÷èñåë çîáðàæåíå âiäðiçêîì KL, ïà-

ðàëåëüíèì äî îñíîâ i ðîçòàùîâàíèì òàê, ùî òðàïåöi¨ ABLK i KLDC
ïîäiáíi.

â) Ñåðåäí¹ ãàðìîíiéíå çîáðàæåíå âiäðiçêîì EF , ÿêèé ïàðàëåëüíèé
äî îñíîâ i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O.

ã) Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå çîáðàæåíå âiäðiçêîìMN , ÿêèé ïàðàëåëüíèé
äî îñíîâ i ðîçáèâà¹ òðàïåöiþ ABDC íà äâi ðiâíîâåëèêi òðàïåöi¨.

5. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë Ãàóñ âèçíà÷èâ àðèôìåòèêî-
ãåîìåòðè÷íå ñåðåäí¹ ÿê ãðàíèöþ äâîõ ïîñëiäîâíîñòåé ñåðåäíiõ àðè-
ôìåòè÷íèõ i ñåðåäíiõ ãåîìåòðè÷íèõ, ùî ïîñëiäîâíî áóäóþòüñÿ, âèõîäÿ÷è
ç äâîõ çàäàíèõ ÷èñåë.
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6. Íåñêëàäíî äîâåñòè íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì
íåðiâíîñòi Êîøi:

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑
i=1

api

)1/p

·

(
n∑
i=1

bqi

)1/q

,

äå ai, bi - äîâiëüíi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà i
1
p

+ 1
q

= 1, p > 1.

7. Óçàãàëüíåííÿì âiäîìî¨ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ¹ íåðiâíiñòü Ìií-

êîâñüêîãî äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë x1, . . . , xn, y1, . . . , yn:(
n∑
i=1

(xi + yi)
p

)1/p

≤

(
n∑
i=1

xpi

)1/p

+

(
n∑
i=1

ypi

)1/p

,

äå p ≥ 1. Ïðè p < 1 çíàê íåðiâíîñòi ïðîòèëåæíèé.
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3 çàäà÷i äîì.çàâä.

1. Àíäðié i Áîðèñ âèêîíóþòü ïåâíó ðîáîòó ðàçîì çà 2 ãîäèíè, Àíäðié
i Âiêòîð - çà 3 ãîäèíè, à Áîðèñ i Âiêòîð - çà 4 ãîäèíè. Çà ÿêèé ÷àñ âîíè
âèêîíàþòü öþ ðîáîòó âñi ðàçîì?

2. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó x15 + 2x10 + x5, ÿêùî

x(1− x) =
1

x2 + 1
.

3. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ãiïîòåíóçà ðiâíà 10 ñì, à âèñîòà, îïó-
ùåíà íà ãiïîòåíóçó - 6 ñì. Çíàéòè ïëîùó öüîãî òðèêóòíèêà.
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Ïðî åëåìåíòàðíó ãåîìåòðiþ i òðèãîíîìåòðiþ

1. Òåîðåìà Ôàëåñà.

Òåîðåìà ïðî ïðîïîðöiéíi âiäðiçêè.

Òåîðåìà Ôàëåñà. ßêùî ïàðàëåëüíi ïðÿìi, ùî ïåðåòèíàþòü ñòîðîíè
êóòà, âiäñiêàþòü íà îäíié éîãî ñòîðîíi ðiâíi âiäðiçêè, òî âîíè âiäñiêàþòü
ðiâíi âiäðiçêè i íà äðóãié ñòîðîíi êóòà.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 1. Òðè ïàðàëåëüíi ïðÿìi
âiäñiêàþòü íà ñòîðîíi OA êóòà AOB ðiâíi âiäðiçêè A1A2 i A2A3. Òîäi íà
ñòîðîíi OB öi ïðÿìi òàêîæ âiäñiêàþþòü ðiâíi âiäðiçêè B1B2 i B2B3.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïàðàëåëüíi ïðÿìi A1B1, A2B2 i A3B3 ïåðåòèíàþòü
ñòîðîíè êóòà AOB, ïðè÷îìó A1A2 = A2A3 (ðèñ. 2). Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî
B1B2 = B2B3.
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Ïðîâåäåìî B1L i B2M ïàðàëåëüíî äî OA (B1L ïåðåòèíà¹ A2B2 â òî÷öi
K). ×îòèðèêóòíèêè A1A2KB1 i A2A3MB2 � ïàðàëåëîãðàìè, òîìó B1K =
A1A2 i B2M = A2A3. Îòæå, B1K = B2M . Êðiì öüîãî, êóòè B1KB2, KLM
i B2MB3 ðiâíi ÿê âiäïîâiäíi ïðè ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ. Ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè
ðiâíi êóòè KB1B2 i MB2B3. Òîìó òðèêóòíèêè B1KB2 i B2MB3 ðiâíi
çà ñòîðîíîþ i äâîìà ïðèëåãëèìè äî íå¨ êóòàìè. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî
B1B2 = B2B3. Òåîðåìà Ôàëåñà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà ïðî ñåðåäíþ ëiíiþ òðèêóòíèêà ¹ ïðîñòèì íà-
ñëiäêîì öi¹¨ òåîðåìû.

Íàéâàæëèâiøèì íàñëiäêîì òåîðåìè Ôàëåñà ¹ òåîðåìà ïðî ïðîïîðöié-
íi âiäðiçêè.

Òåîðåìà ïðî ïðîïîðöiéíi âiäðiçêè. Ïàðàëåëüíi ïðÿìi, ùî ïåðå-
òèíàþòü ñòîðîíè êóòà, âiäñiêàþòü âiä éîãî ñòîðií ïðîïîðöiéíi âiäðiçêè.

Òàê, íà ðèñ. 3 ïðÿìi AC è BD ïàðàëåëüíi. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïî-
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ëÿãà¹ â òîìó, ùî
OA

OB
=
OC

OD
(1)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü (1) íå âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé, íà-
ïðèêëàä,

OA

OB
<
OC

OD
,

òîáòî

OC >
OA ·OD
OB

.

Âiäêëàäåìî íà ïðîìåíi OD âiäðiçîê

OE =
OA ·OD
OB

(2)

Òî÷êà E ëåæèòü ìiæ O i C, îñêiëüêè OE < OC (ðèñ. 4).

Âiçüìåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî n i ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê OD íà n ðiâíèõ âiä-
ðiçêiâ. Íåõàé äîâæèíà îäíîãî âiäðiçêà ðiâíà y; òîäi OD = ny. ×åðåç
êiíöi öèõ ðiâíèõ âiäðiçêiâ ïðîâåäåìî ïðÿìi, ïàðàëåëüíi äî BD. Çà òåîðå-
ìîþ Ôàëåñà âîíè ðîçiá'þòü âiäðiçîê OB íà n ðiâíèõ âiäðiçêiâ. Ïîçíà÷èìî
x äîâæèíó êîæíîãî ç îäåðæàíèõ âiäðiçêiâ; òîäi OB = nx. ßêùî âçÿòè
÷èñëî n äîñòàòíüî âåëèêèì, âñåðåäèíi âiäðiçêà EC çíàéäóòüñÿ òî÷êè ðîç-
áèòòÿ âiäðiçêà OD. Íåõàé M � òàêà òî÷êà i OM = my. Âiäïîâiäíà ïðÿìà
ïåðåòèíà¹ OB â òî÷öi K; òîäi OK = mx Ìà¹ìî òàêå:

OM

OD
=
my

ny
=
m

n
=
mx

nx
=
OK

OB
.
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Îñêiëüêè OE < OM i OK < OA, îäåðæó¹ìî:

OE

OD
<
OM

OD
=
OK

OB
<
OA

OB
,

çâiäêè

OE <
OA ·OD
OB

âñóïåðå÷ ðiâíîñòi (2). Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òåîðåìó.
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2. Ïðî òåîðåìè ñèíóñiâ i êîñèíóñiâ

Ñàìî ñîáîþ çðîçóìiëî, ùî â÷èòåëü ìàòåìàòèêè â áóäü-ÿêèé ìîìåíò
ïîâèíåí âìiòè ïîÿñíèòè ó÷íÿì äîâåäåííÿ òàêèõ òâåðäæåíü ÿê òåîðåìà
ñèíóñiâ àáî òåîðåìà êîñèíóñiâ.

Ó çâ'ÿçêó ç òåîðåìîþ êîñèíóñiâ ÿ õî÷ó íàãàäàòè, ùî â ñòàðøèõ êëàñàõ
äîâîäÿòü öþ òåîðåìó çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ âåêòîðà i ñêàëÿðíîãî äîáó-
òêó âåêòîðiâ. Ïðîòå òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iäåéíî íååëåìåíòàðíå ïîíÿòòÿ
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, äî ÿêîãî â ñåðåäíiõ êëàñàõ íå äîðîñëè. Áàæàíî,
ùîá ó÷íi çàñâîþâàëè îñíîâè òðèãîíîìåòði¨ i îñíîâíi òåîðåìè áåç òàêèõ
ïîíÿòü. Òåîðåìó êîñèíóñiâ i òåîðåìó ñèíóñiâ ëåãêî äîâåñòè ó÷íÿì, ÿêi
çíàþòü òåîðåìó Ïiôàãîðà, ìàþòü ïîíÿòòÿ ïðî ïëîùó, âiääàëü ìiæ òî-
÷êàìè i îçíà÷åííÿ êîñèíóñà i ñèíóñà êóòà. Àáî âîëîäiþòü êîîðäèíàòíèì
ìåòîäîì.

I ùå îäíå çàóâàæåííÿ ïðî àíàëîã òåîðåìè êîñèíóñiâ ó Åâêëiäà.
Ðîçãëÿíüòå ìàëþíîê

i òàêå òâåðäæåííÿ:
Ó ïàðàëåëîãðàìi äîïîâíåííÿ ïàðàëåëîãðàìiâ íàâêîëî äiàãîíàëi ¹ ðiâ-

íi: (ïë.)BK = DK, áî ABC = ADC, AEK = AHK, KGC = KFC.

×îìó öå òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíå äî òåîðåìè êîñèíóñiâ?
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3. Ïðî êîñèíóñ i ñèíóñ ñóìè êóòiâ
.

Äîâåäåííÿ ôîðìóë ñóìè i ðiçíèöi ñèíóñiâ i êîñèíóñiâ äâîõ êóòiâ äàþòü,
íàñêiëüêè ÿ çíàþ, â ïiäðó÷íèêàõ ç àëãåáðè i îñíîâ àíàëiçó, à íå ãåîìåòði¨
÷è òðèãîíîìåòði¨, ùî áóëî áè ïðèðîäíiøå.

Êîðèñíî äàòè ó÷íÿì òàêå çàâäàííÿ: äîâåñòè öi ôîðìóëè êîîðäèíà-
òíèì ìåòîäîì, ïðèïóñêàþ÷è, ùî âæå âiäîìî, ÿê çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿ-
ìèõ ëiíié i ÿê çâ'ÿçàíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ
ïðÿìèõ.

Çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè B,

òîáòî cos(α + β) i sin(α + β)

(âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöi¨

êóòiâ α i β).

Ïðîòå òàêèé ìåòîä äîâåäåííÿ íå îõîïëþ¹ âñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ
ðîçìiùåííÿ òî÷îê A i B íà êîëi.
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4. Ïðî âëàñòèâîñòi áiñåêòðèñè òðèêóòíèêà

Äåêiëüêà ñïîñîáiâ äîâåñòè âëàñòèâiñòü áiñåêòðèñè òðèêóòíèêà.

1)

CC1 - áiñåêòðèñà êóòà C.
Îïóñòèìî ïåðïåíäèêóëÿðè BA1

i AB1 íà áiñåêòðèñó êóòà C.

∆BA1C1 ∼ ∆AB1C1:
BC1

AC1
= BA1

AB1
,

∆CBA1 ∼ ∆CAB1:
CB
CA

= BA1

AB1

⇒ x

y
=
a

b
.

2)

S1

S2

=
1
2
a` sinα

1
2
b` sinα

=
a

b
,

S1

S2

=
1
2
xh

1
2
yh

=
x

y

⇒ x

y
=
a

b
.

3)

Çà òåîðåìîþ ñèíóñiâ

a

sin β
=

x

sinα
.

b

sin(180− β)
=

y

sinα
.

⇒ x

y
=
a

b
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5. Òåîðåìà Ñòþàðòà òà íàñëiäêè

Íåõàé p - äîâiëüíà ÷åâiàíà,

x, y - äîâæèíè óòâîðåíèõ âiäðiçêiâ.

Äîâåäåìî, ùî

p2 =
a2y

c
+
b2x

c
− xy.

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè êîñèíóñiâ i çà äî-
ïîìîãîþ òåîðåìè Ïiôàãîðà. Ìîæíà äîâåñòè òàêîæ êîîðäèíàòíèì àáî
âåêòîðíèì ñïîñîáîì.

1-é ñïîñiá. Ïîçíà÷èìî êóò θ, ÿêèé ÷åâiàíà p óòâîðþ¹ çi ñòîðîíîþ c:

Çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ

a2 = p2 + x2 − 2px cos θ,

b2 = p2 + y2 − 2py cos(180− θ) =

= p2 + y2 + 2py cos θ.

Ïåðøó ðiâíiñòü äîìíîæèìî íà y, à äðóãó íà x i äîäàìî:

a2y + b2x = p2y + p2x+ x2y + y2x,

a2y + b2x = p2(y + x) + xy(x+ y),

p2c = a2y + b2x− xyc.
Åêâiâàëåíòíèé çàïèñ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ÷åðåç ïëîùi:

p2 = a2
S2

S
+ b2

S1

S
− xy.

8



2-é ñïîñiá. Îïóñòèìî âèñîòó h íà ñòîðîíó c i ïîçíà÷èìî t äîâæèíó
âiäðiçêà ìiæ îñíîâàìè âèñîòè i ÷åâiàíè.

Çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà

a2 = h2 + (x− t)2,

b2 = h2 + (y + t)2,

p2 = h2 + t2.

Òîìó
p2 = c2 − (x− t)2 + t2 = c2 − x2 + 2xt,

p2 = b2 − (y + t)2 + t2 = b2 − y2 − 2yt.

Ïåðøó ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé äîìíîæèìî íà y, à äðóãó íà x i
äîäàìî:

p2y = c2y − x2y + 2xty,

p2x = b2x− y2x− 2ytx,

p2(x+ y) = a2y + b2x− xy(x+ y),

p2c = a2y + b2x− xyc.
Íàñëiäîê äëÿ áiñåêòðèñè. ßêùî ÷åâiàíà p ¹ áiñåêòðèñîþ, òî çà

âëàñòèâiñòþ áiñåêòðèñè x = ay
b
i y = bx

a
. Òîìó çà ò.Ñòþàðòà

p2 =
a2y

c
+
b2x

c
− xy =

abx

c
+
aby

c
− xy =

ab(x+ y)

c
− xy = ab− xy,

Îòæå,
p2 = ab− xy.

Íàñëiäîê äëÿ ìåäiàíè. ßêùî ÷åâiàíà p ¹ ìåäiàíîþ, òî x = y = c
2
i

p2 =
a2

2
+
b2

2
− c2

4
.

Ñàìå öå ñòâåðäæó¹òüñÿ ó òåîðåìi Àïîëëîíiÿ (ÿêó ìîæíà äîâåñòè i çà
òåîðåìîþ êîñèíóñiâ):

a2 + b2 = 2(p2 +
c2

4
) = 2p2 + 2x2.
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Íàñëiäêîì òåîðåìè Ñòþàðòà ¹ i òåîðåìà Ïòîëåìåÿ � òåîðåìà åëå-
ìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî äîáóòîê äîâæèí äiàãîíàëåé âïè-
ñàíîãî â êîëî ÷îòèðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ äîâæèí éîãî ïðî-
òèëåæíèõ ñòîðií:

| AC | · | BD |=| AB | · | CD | + | BC | · | AD |

Âèêëàäåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïòîëåìåÿ: 1) ÿê íàñëiäêó òåîðåìè
Ñòþàðòà; 2) çà äîïîìîãîþ ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ.

1).

Íåõàé a, b, c, d - äîâæèíè ñòîðií
AB, BC, CD i DA âiäïîâiäíî, AC∩BD=Q,
AQ=m, QC=n, BQ=p, QD=q.
Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî
(m+ n)(p+ q) = ac+ bd
àáî, ùî ðiâíîñèëüíî,
(m+ n2)(p+ q)2 = (ac+ bd)2.

Ç ∆BAD i ∆BDC çà ò.Ñòþàðòà ìà¹ìî

m2 + pq = a2
q

p+ q
+ d2

p

p+ q
i n2 + pq = b2

q

p+ q
+ c2

p

p+ q
.

Îñêiëüêè nm = pq (çà òåîðåìîþ ïðî õîðäè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ), òî äî-
äàâøè îñòàííi ðiâíîñòi, ìà¹ìî

(m+ n)2 = (a2 + b2)
q

p+ q
+ (c2 + d2)

p

p+ q
.
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Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè

p

q
=
SCBA

SADC

=
ab sin(CBA)

cd sin(ADC)
=
ab

cd

(âðàõóâàëè, ùî CBA+ADC=180), òî

p

p+ q
=

p
q

p
q

+ 1
=

ab

ab+ cd
i àíàëîãi÷íî

q

p+ q
=

cd

ab+ cd
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(m+ n)2 = (a2 + b2)
cd

ab+ cd
+ (c2 + d2)

ab

ab+ cd
=

(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
. (∗)

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî

(p+ q)2 =
(ac+ bd)(ab+ cd)

ad+ bc
. (∗∗)

Òîìó iç (∗) i (∗∗) îäåðæó¹ìî

(m+ n2)(p+ q)2 =
(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
· (ac+ bd)(ab+ cd)

ad+ bc
= (ac+ bd)2.

2). Äîâåäåìî òåîðåìó Ïòîëåìåÿ çà äîïîìîãîþ ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ.
Íà äiàãîíàëi BD ðîçìiñòèìî òî÷êó M òàê, ùîá êóòè ACB i MCD áóëè
ðiâíi.

Îñêiëüêè êóòè BAC i BDC ñïèðàþòüñÿ íà òó
ñàìó äóãó, òî âîíè ðiâíi. Òîìó òðèêóòíèêè
ABC i DMC ïîäiáíi. Îäåðæó¹ìî CD/MD=AC/AB
àáî AB·CD=AC·MD. Êóòè BCM i ACD òàêîæ,
î÷åâèäíî, ðiâíi. Òîìó òðèêóòíèêè BCM i ACD
ïîäiáíi, ùî äà¹ ðiâíiñòü BC/BM=AC/AD
àáî BC·AD=AC·BM. Äîäàâøè äâi ðiâíîñòi,
îäåðæèìî

|AB| · |CD|+ |BC| · |AD| = |AC| · |MD|+ |AC| · |BM | = |AC| · |BD|.
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Ó òîìó âèïàäêó, êîëè AC � äiàìåòð êîëà, òåîðåìà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â ïðàâèëî ñèíóñà ñóìè. Ñàìå öåé íàñëiäîê Ïòîëåìåé âèêîðèñòàâ äëÿ
ñêëàäàííÿ òàáëèöi ñèíóñiâ.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî òåîðåìà Ïòîëåìåÿ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñïiâ-
âiäíîøåííÿ Áðåòøíàéäåðà äëÿ äîâiëüíîãî ÷îòèðèêóòíèêà.
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Çàäà÷i äîì.çàâä.

1. Ïðîâåäåíî äâi õîðäè êîëà AB i CD, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä ïðÿìèì
êóòîì. Çàäàíî äîâæèíè òðüîõ âiäðiçêiâ: 2, 3 i 6. Çíàéòè ðàäióñ êîëà.

2. Ó êâàäðàòi ABCD çi ñòîðîíîþ 1 âèáðàíî òî÷êó E íà ñòîðîíi CD
i òî÷êó F íà ñòîðîíi BC òàê, øî êóò EAF ðiâíèé 45◦, à êóò AFB - 70◦.
Çíàéòè: à) âåëè÷èíó êóòà AEF ; á) ïåðèìåòð òðèêóòíèêà EFC.

3. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ(
1 +

1

x

)x+1

=

(
1 +

1

2022

)2022

.
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Çàäà÷i äîì.çàâä.

2 ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i 1:

1) çàïðîâàäèòè êîîðäèíàòíó ñèñòåìó âçäîâæ öèõ äâîõ õîðä; çàïèñàòè
òðè ðiâíÿííÿ, ÿêi îçíà÷àþòü, ùî òðè òî÷êè iç çàäàíèìè êîîðäèíàòàìè
íàëåæàòü êîëó; iç öi¹¨ ñèñòåìè âèêëþ÷èòè çìiííi x i y i çíàéòè ðàäióñ;

2) âèêîðèñòàòè ðiâíîñòi xy = zw (äèâ. ðèñóíîê) i x2+y2+z2+w2 = 4r2,
ÿêi ëåãêî äîâåñòè.

ßêùî öi ðiâíîñòi íåâiäîìi âàì, òî äàþ âêàçiâêó. Ùîäî ïåðøî¨ - öå çà
òåîðåìîþ ïðî õîðäè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå ëåãêî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ
ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ. Òåîðåìà ïðî õîðäè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, i òåîðåìà
ïðî ñi÷íi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè çàãàëüíî¨ òåîðåìè
ïðî ñòåïiíü òî÷êè. � áåçëi÷ çàäà÷ íà öi òåìè, çîêðåìà íà ìàòåìàòè÷íèõ
îëiìïiàäàõ.

AO ·BO = CO ·DO,
ïðè÷îìó êóò ïåðåòèíó ìîæå áóòè
äîâiëüíèì.
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Iëþñòðàöiÿ äî òåìè ïðî ñi÷íi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ:

AB · AC = AD · AE AB · AC = AD2

Çíà÷åííÿ öèõ äîáóòêiâ íàçèâàþòü ñòåïåíåì òî÷êè A ùîäî äàíîãî êî-
ëà.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: çíàéòè ñòåïiíü òî÷êè ùîäî êîëà.
ßê öåé ñòåïiíü âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòè òî÷êè i ðàäióñ êîëà? Àáî
ÿê ñòåïiíü âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âiäñòàíü âiä òî÷êè äî öåíòðà êîëà i éîãî
ðàäióñ?
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Âêàçiâêà äî çàäà÷i 2:

Çâiñíî, ìîæíà âèêîðèñòàòè ãðîìiçäêó òðèãîíîìåòðiþ. Ïðîòå iñíó¹
ïðîñòå ãåîìåòðè÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Iäåÿ òàêà: âèéòè çà ìåæi êâàäðàòà,
ïîâåðíóòè òðèêóòíèê ABF íà 90◦ çà ðóõîì ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Óòâî-
ðèâñÿ òðèêóòíèê ADF ′.

Êóòè 20, 25 i 65 âæå âiäîìi çà óìîâîþ çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî DE = a,
BF = b. Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè AF ′E i AEF . Âîíè ðiâíi çà äâîìà ñòîðî-
íàìè i êóòîì ìiæ íèìè. Òîìó êóò AEF ðiâíèé êóòó AEF ′, òîáòî x = 65◦.

Êðiì öüîãî, ìà¹ìî ðiâíiñòü ñòîðií F ′E i EF :

F ′E = EF = a+ b.

Î÷åâèäíî, ùî EC = 1− a, FC = 1− b. Ìîæåìî çíàéòè ïåðèìåòð òðèêó-
òíèêà EFC:

p = EF + EC + FC = a+ b+ 1− a+ 1− b = 2.

Ùå ìîæíà ïðîâåñòè òàêèé óÿâíèé åêñïåðèìåíò: çàáóòè ïðî êóò 70
i ïîâåðòàòè êóò 45 íàâêîëî òî÷êè A. ßêèé áóäå ïåðèìåòð òðèêóòíèêà
EFC ó êðàéíiõ (ãðàíè÷íèõ) ïîçèöiÿõ, êîëè òðèêóòíèê âèðîäæó¹òüñÿ â
äâîêóòíèê?
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Âêàçiâêà äî çàäà÷i 3.

Ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ âèðàçèòè ÷åðåç x+ 1:(
1 +

1

x

)x+1

=

(
x+ 1

x

)x+1

=

(
x

x+ 1

)−(x+1)

=

=

(
x+ 1− 1

x+ 1

)−(x+1)

=

(
1 +

1

−(x+ 1)

)−(x+1)

.

Ïðèðiâíþþ÷è äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, áà÷èìî, ùî

−x− 1 = 2022,

çâiäêè
x = −2023.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè

1



Ïðèêëàä 5. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

3x2 − 6ax− a+ 2log2(x−a)

| cos(πx) + 1| − 1
= 0.

ÎÄÇ:

{
x− a > 0,

| cos(πx) + 1| − 1 6= 0
⇒

{
x > a,

cos(πx) 6= 0

⇒

{
x > a,

πx 6= π
2
+ πn, n ∈ Z,

⇒

{
x > a,

x 6= 1
2
+ n, n ∈ Z.

Äðiá äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî ÷èñåëüíèê äîðiâíþ¹ íóëþ:

3x2 − 6ax− a+ x− a = 0,

3x2 − x(6a− 1)− 2a = 0,

D = (6a−1)2−4·3·(−2a) = 36a2−12a+1+24a = 36a2+12a+1 = (6a+1)2.

ßêùî 6a + 1 6= 0, òîáòî a 6= −1
6
, òî x1 = 6a−1+6a+1

6
= 2a,

x2 = 6a−1−6a−1
6

= −1
3
. Ïðè öüîìó, âðàõîâóþ÷è ÎÄÇ, x1 = 2a > a, ÿêùî

a > 0 i, êðiì öüîãî, 2a 6= 1
2
+ n; x2 = −1

3
> a, ÿêùî a < −1

3
.

ßêùî 6a + 1 = 0, òî x = a − 1
6
= −1

6
− 1

6
= −1

3
. Ó öüîìó âèïàäêó

x = −1
3
< −1

6
= a.

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó âiñü äëÿ ïàðàìåòðà a. Iç ïîïåðåäíiõ ïîÿñíåíü çðî-
çóìiëî, ùî âiäïîâiäü çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêîìó ç iíòåðâàëiâ (−∞,−1

3
),

[−1
3
, 0], (0,+∞) çíàõîäèòüñÿ ïàðàìåòð a:

Âiäïîâiäü: ÿêùî a ∈ (−∞,−1
3
), òî iñíó¹ îäèí êîðiíü x = −1

3
;

ÿêùî a ∈ [−1
3
, 0] àáî a = 1

4
+ n

2
, n ∈ Z, òî êîðåíiâ íåìà¹;

ÿêùî a ∈ (0,+∞) i a 6= 1
4
+ n

2
, n ∈ Z+, òî ¹ êîðiíü x = 2a.
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Ïðèêëàä 6. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ

x4 + (2a− 1)x3 + (a2 + 1)x2 + (a2 − 2a)x+ a2 = 0

ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ÿê ðiâíÿííÿ ùîäî ïàðàìåòðà
a:

a2(x2 + x+ 1) + a(2x3 − 2x) + (x4 − x3 + x2) = 0.

Êîåôiöi¹íò x2+x+1 ïðè a2 çàâæäè äîäàòíèé, áî x2+x+1 = (x+ 1
2
)2+ 3

4
> 0

äëÿ âñiõ çíà÷åíü x (i, êðiì òîãî, äèñêðèìiíàíò öüîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëå-
íà D = −3 < 0). Òîìó çà (ñïðîùåíîþ) ôîðìóëîþ êîðåíiâ êâàäðàòíîãî
ðiâíÿííÿ ìà¹ìî:

a1,2 =
x− x3 ±

√
x2 + x6 − 2x4 − x6 + x5 − x4 − x5 + x4 − x3 − x4 + x3 − x2

x2 + x+ 1
=

=
x− x3 ±

√
−3x4

x2 + x+ 1
.

Òóò äèñêðèìiíàíò D = −3x4 íåâiä'¹ìíèé òiëüêè ïðè x = 0. Òîäi a1,2 = 0.
Îòæå, ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x = 0 òiëüêè ïðè a = 0.

Ïðèêëàä 7. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ñòåïåíÿ

x3 + 2
√
3x2 + 3x+

√
3− 1 = 0.

Çàñòîñó¹ìî ïðèéîì iç ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó ç ïàðàìå-
òðîì, õî÷à â çàäàíîìó ðiâíÿííi íåìà¹ ïàðàìåòðà. Çàïðîâàäèìî ïàðàìåòð,
ïîçíà÷èâøè a =

√
3. Òîäi ìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

x3 + 2ax2 + a2x+ a− 1 = 0.
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Ìîæåìî ââàæàòè, ùî öå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ùîäî ïàðàìåòðà a:

xa2 + (2x2 + 1)a+ (x3 − 1) = 0.

Çà ôîðìóëîþ äëÿ êîðåíiâ êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ îäåðæó¹ìî

a =
−(2x2 + 1)±

√
(2x2 + 1)2 − 4x(x3 − 1)

2x
=

=
−(2x2 + 1)±

√
4x2 + 4x+ 1− 4x4 + 4x

2x
=
−(2x2 + 1)± (2x+ 1)

2x
,

çâiäêè

a1 = 1− x, a2 = −
x2 + x+ 1

x
,

x1 = 1− a, x2 + (a+ 1)x+ 1 = 0,

x2,3 =
−(a+ 1)±

√
a2 + 2a− 3

2
.

Íàðåøòi, îäåðæó¹ìî

x1 = 1−
√
3, x2,3 =

1

2
(−
√
3− 1±

√
2
√
3).

Ïðèêëàä 8. ×è âèðàç
√
m+

√
m+ 7, äå m ∈ N, ìîæå ïðèéíÿòè

íàòóðàëüíå çíà÷åííÿ?

Ïîçíà÷èìî n :=
√
m+

√
m+ 7. Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíî-

ñòi äî êâàäðàòà:
n2 = m+

√
m+ 7,

çàëèøèìî êîðiíü ïðàâîðó÷ i çíîâó ïiäíåñåìî äî êâàäðàòà:

(n2 −m)2 = m+ 7,

n4 − 2n2m+m2 = m+ 7.
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Îñòàííþ ðiâíiñòü ïåðåïèøåìî ÿê ðiâíÿííÿ ùîäî íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè m:

m2 − (2n2 + 1)m+ n4 − 7 = 0.

Êîðåíi òàêi:

m1,2 =
2n2 + 1±

√
4n4 + 4n2 + 1− 4n4 + 28

2
=

2n2 + 1±
√
4n2 + 29

2
.

Âèðàç 2n2 + 1 ó ÷èñåëüíèêó çàâæäè íåïàðíèé. Ùîá äðiá áóâ öiëèì ÷è-
ñëîì, ïîòðiáíî ùîá âèðàç ç êîðåíåì áóâ íåïàðíèì ÷èñëîì. Òåïåð âèíè-
êà¹ òàêå çàïèòàííÿ: ÷è âèðàç ïiä çíàêîì êîðåíÿ ìîæå áóòè êâàäðàòîì
äåÿêîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà? Iíøèìè ñëîâàìè, ÷è iñíó¹ òàêå
íåïàðíå ÷èñëî p, ùî 4n2 + 29 = p2? Îñòàííþ ðiâíiñòü çàïèøåìî òàê:
(2n)2 + 29 = p2. Òåïåð âæå çðîçóìiëî, ùî âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ ïî-
çèòèâíà, ïðè÷îìó âiäïîâiäü îäíîçíà÷íà, òîáòî iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî p, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ öþ âèìîãó. Öå òîìó, ùî ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà êâàäðàòàìè íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæå äîðiâíþâàòè 29 òiëüêè ó âèïàäêó p = 15, 2n = 14,
òîáòî n = 7.

Ñïðàâäi, êâàäðàòè ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêi:

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, ...

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ çàïèñàíèõ òóò ÷èñåë ðiçíèöÿ ìîæå áóòè 29
òiëüêè â îäíîìó âèïàäêó, à äëÿ áiëüøèõ ÷èñåë ðiçíèöÿ 29 íåìîæëèâà.

Ïðè n = 7 çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ÷èñëà m:

m1,2 =
99±

√
196 + 29

2
=

99± 15

2
,

m1 =
99− 15

2
= 42, m2 =

99 + 15

2
= 57.

Äëÿ ÷èñëà m1 = 42 ìà¹ìî
√
42 +

√
42 + 7 = 7 ∈ N,

à äëÿ m2 = 57 ìà¹ìî
√
57 +

√
57 + 7 =

√
65 6∈ N.

Âiäïîâiäü: òiëüêè ïðè m = 42.
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Ïðî ôîðìóëó Ãåðîíà

Ðîçãëÿíåìî ðiçíi ïiäõîäè äî äîâåäåííÿ ôîðìóëè Ãåðîíà äëÿ ïëîùi
òðèêóòíèêà.

1. Åëåìåíòàðíå äîâåäåííÿ. Ââàæà¹ìî âiäîìîþ ôîðìóëó äëÿ ïëîùi
òðèêóòíèêà ÿê ïiâäîáóòêó îñíîâè íà âèñîòó i òåîðåìó Ïiôàãîðà.

Ó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåìî âèñîòó BH = h i ïîçíà÷èìî äîâæèíè
âiäðiçêiâ, óòâîðåíèõ íà ñòîðîíi AC, x i b− x.

Òîäi çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà ìà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ:

x2 + h2 = c2,

(b− x)2 + h2 = a2.

Âiäíiìåìî âiä äðóãîãî ðiâíÿííÿ ïåðøå:

b2 − 2bx = a2 − c2,

çâiäêè

x =
−a2 + b2 + c2

2b
.

Çíîâó çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà

h =
√
c2 − x2 =

√
c2 −

(
−a2 + b2 + c2

2b

)2

=

=

√
4b2c2 − (−a2 + b2 + c2)2

2b
=

√
(2bc− a2 + b2 + c2)(2bc+ a2 − b2 − c2)

2b
=

1



=

√
(b+ c)2 − a2)(a2 − (b− c)2)

2b
.

Òîìó

S =
1

2
· b · h =

1

4

√
(b+ c+ a)(b+ c− a)(a+ b− c)(a− b+ c) =

=

√
(b+ c+ a)(b+ c− a)(a+ b− c)(a− b+ c)

16
=

=

√
b+ c+ a

2
· b+ c− a

2
· a+ b− c

2
· a− b+ c

2
=

=
√
p(p− a)(p− b)(p− c),

äå

p =
a+ b+ c

2
.

2. Òðèãîíîìåòðè÷íå äîâåäåííÿ. Ââàæà¹ìî âiäîìîþ ôîðìóëó äëÿ
îá÷èñëåííÿ ïëîùi òðèêóòíèêà ÿê ïiâäîáóòêó äâîõ ñòîðií íà ñèíóñ êóòà
ìiæ íèìè i ôîðìóëó êîñèíóñiâ.

Íåõàé äâi ñòîðîíè òðèêóòíèêà a i b, à êóò ìiæ íèìè α. Òîäi

S =
1

2
ab sinα.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñèíóñà êóòà âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó êîñèíóñiâ

c2 = a2 + b2 − 2ab cosα.

Ìà¹ìî

cosα =
a2 + b2 − c2

2ab
,

çâiäêè

cos2 α =

(
a2 + b2 − c2

2ab

)2

.

2



Òîìó

S2 =
1

4
a2b2 sin2 α =

1

4
a2b2(1− cos2 α) =

=
a2b2

4

(
1−

(
a2 + b2 − c2

2ab

)2
)

=
1

16
(4a2b2 − (a2 + b2 − c2)2) =

=
1

16
(2ab−a2−b2+c2)(2ab+a2+b2−c2) = 1

16
(c2−(a−b)2)((a+b)2−c2) =

=
1

16
(c− a+ b)(c+ a− b)(a+ b− c)(a+ b+ c) =

=
1

16
(a+ b+ c− 2a)(a+ b+ c− 2b)(a+ b+ c− 2c)(a+ b+ c) =

=

(
a+ b+ c

2
− a
)(

a+ b+ c

2
− b
)(

a+ b+ c

2
− c
)
a+ b+ c

2
.

Ïîçíà÷èìî

p =
a+ b+ c

2
.

Òîäi

S2 = p(p− a)(p− b)(p− c).

3. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò. Âèíèêà¹ òàêå ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ó ÷îìó
ïîëÿãà¹ ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âåëè÷èí, çàäiÿíèõ ó ôîðìóëi Ãåðîíà? Çðî-
çóìiëî, ùî p - öå ïiâïåðèìåòð. À ùî îçíà÷àþòü âåëè÷èíè p − a, p − b,
p− c?

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè a, b, c i âïèñàíå â íüîãî
êîëî:
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Iç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ AOD òà AOE (çà ãiïîòåíóçîþ i êàòåòîì) âè-
ïëèâà¹, ùî ∠AOD = ∠AOE. Ïîçíà÷èìî öåé êóò α. Àíàëîãi÷íî ∠BOE =
∠BOF = β, ∠COD = ∠COF = γ.

Çðîçóìiëî, ùî 2α + 2β + 2γ = 360◦. Òîìó α + β + γ = 180◦.

Äîâåäåìî, ùî

tgα + tg β + tg γ = tgα · tg β · tg γ. (1)

Ñïðàâäi,

tg (α + β) = tg (180− γ) = −tg γ

çà ôîðìóëîþ çâåäåííÿ. Òåïåð çà ôîðìóëîþ òàíãåíñà ñóìè ìà¹ìî

tgα + tg β

1− tgαtg β
= −tg γ,

tgα + tg β = −tg γ + tgα · tg β · tg γ, ùî é ò.á.ä.

Çíàéäåìî ïëîùó òðèêóòíèêà ABC ÿê ñóìó ïëîù òðüîõ òðèêóòíèêiâ:

SABC = SAOC + SAOB + SBOC =
br

2
+
cr

2
+
ar

2
= pr, (2)

äå p - ïiâïåðèìåòð, à r - ðàäióñ âïèñàíîãî êîëà.

Òåïåð çíàéäåìî äîâæèíè âiäðiçêiâ AD i AE.
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Âîíè ðiâíi ÿê âiäðiçêè äîòè÷íèõ äî êîëà (ÿê êàòåòè ðiâíèõ òðèêóòíè-
êiâ). Àíàëîãi÷íî BE = BF , CD = CF . Êðiì öüîãî,

AD + AE = b+ c− a,

çâiäêè

AD = AE =
b+ c− a

2
= p− a.

Àíàëîãi÷íî BE = BF = p− b, CD = CF = p− c.
Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè (1) i (2) äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè Ãåðîíà.

Iç çîáðàæåíèõ ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ áà÷èìî, ùî

tgα =
p− a
r

, tg β =
p− b
r

, tg γ =
p− c
r

.

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ òàíãåíñiâ ó ôîðìóëó (1):

p− a
r

+
p− b
r

+
p− c
r

=
(p− a)(p− b)(p− c)

r3
,

3p− (a+ b+ c)

r
=

(p− a)(p− b)(p− c)
r3

,

3p− 2p

r
=

(p− a)(p− b)(p− c)
r3

,

pr2 = (p− a)(p− b)(p− c).
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Äîìíîæèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà p:

p2r2 = p(p− a)(p− b)(p− c).
Çãiäíî iç ôîðìóëîþ (2) p2r2 = S2. Òîìó

S2 = p(p− a)(p− b)(p− c).

Îòîæ, ôîðìóëà Ãåðîíà ¹ iíøîþ ôîðìîþ çàïèñó ôîðìóëè (1), ùî çâ'ÿ-
çó¹ òàíãåíñè òðüîõ êóòiâ.

4. Ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Ïîñòàâèìî çàâäàííÿ çíàéòè ôîðìóëó
äëÿ ïëîùi òðèêóòíèêà ÿê ôóíêöi¨ âiä äîâæèí éîãî ñòîðií, áî çðîçóìiëî,
ùî òðèêóòíèê îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé çà òðüîìà ñòîðîíàìè.

Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî øóêàòè êâàäðàò ïëîùi S2 = S2(a, b, c). Çðî-
çóìiëî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ïîâèííà áóòè ñèìåòðè÷íîþ, òîáòî íå çìiíþâàòè
çíà÷åííÿ ïðè çàìiíi a íà b, b íà c i c íà a àáî ïðè iíøié ïåðåñòàíîâ-
öi àðãóìåíòiâ. Êðiì öüîãî, êâàäðàò ïëîùi áóäå ìíîãî÷ëåíîì ÷åòâåðòîãî
ñòåïåíÿ.(×îìó? Äèâiòüñÿ ïåðøi ðÿäêè âèêëàäîê ó ÷àñòèíi 2.) Òàêîæ çðî-
çóìiëî, ùî ó âèïàäêó âèðîäæåíîãî òðèêóòíèêà (òîáòî ÿêùî ñóìà äâîõ
ñòîðií äîðiâíþ¹ òðåòié ñòîðîíi) ïëîùà ìà¹ áóòè 0. Òîìó ó âèðàçi äëÿ S2

îáîâ'ÿçêîâî áóäóòü ìíîæíèêè (a+ b− c)(b+ c− a)(a+ c− b). ßê áà÷èìî,
âæå îäåðæàëè ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí òðåòüîãî ñòåïåíÿ. Òóò ùå áðàêó¹
ñèìåòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà a+ b+ c âiä òðüîõ çìiííèõ.

Ìîæëèâî, ùî êâàäðàò ïëîùi âèðàæà¹òüñÿ ÿê äîáóòîê

S2 = C(a+ b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)(a+ c− b)

iç äåÿêîþ ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ C. Çíà÷åííÿ öi¹¨ êîíñòàíòè ìîæåìî óòî-
÷íèòè íà ïðîñòîìó ïðèêëàäi ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà çi ñòîðîíàìè a =
3, b = 4, c = 5. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

S2 =

(
3 · 4
2

)2

= 36,

a+ b− c = 2, b+ c− a = 6, a+ c− b = 4, a+ b+ c = 12,

2 · 12 · 2 · 6 · 4 = 576 = 36 · 16.
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Òîìó

C =
1

16
.

Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

S2 =
1

16
(a+ b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)(a+ c− b).

5. Ôîðìóëà Áðàõìàãóïòè. Ôîðìóëà Ãåðîíà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
çàãàëüíiøî¨ ôîðìóëè äëÿ ïëîùi ÷îòèðèêóòíèêà, âïèñàíîãî â êîëî. Ôîð-
ìóëà Áðàõìàãóïòè ìà¹ âèãëÿä

S2 = (p− a)(p− b)(p− c)(p− d),

äå

p =
a+ b+ c+ d

2
.

Çàóâàæèìî, ùî ñóìà ïðîòèëåæíèõ êóòiâ òàêîãî ÷îòèðèêóòíèêà ðiâíà
180◦, áî öi êóòè ñïèðàþòüñÿ íà îäíó õîðäó. Îòæå, (äèâ. ðèñóíîê) sin∠B =
sin∠D = sin(180−B), cosD = cos(180−B) = − cosB.

Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè ABC i ACD i çàïèøåìî ïëîùó ÷îòèðèêóòíè-
êà ÿê ñóìó ïëîù öèõ äâîõ òðèêóòíèêiâ:

S =
1

2
ab sinB +

1

2
cd sinD =

1

2
ab sinB +

1

2
cd sin(180−B) =

7



=
1

2
sinB(ab+ cd).

Çâiäñè

S2 =
1

4
sin2B(ab+ cd)2 =

1

4
(1− cos2B)(ab+ cd)2.

Êâàäðàò êîñèíóñà çíàéäåìî, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó êîñèíóñiâ äî òðèêó-
òíèêiâ ABC i ACD:

a2 + b2 − 2ab cosB = c2 + d2 − 2cd cosD = c2 + d2 + 2cd cosB,

çâiäêè

cosB =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)
.

Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ ïiäñòàâèòè çíàéäåíèé âèðàç çàìiñòü êîñèíóñà ó
âèðàç äëÿ êâàäðàòà ïëîùi i ïåðåòâîðèòè âèðàç ïðàâîðó÷:

S2 =
1

4

(
1− (a2 + b2 − c2 − d2)2

4(ab+ cd)2

)
(ab+ cd)2 =

=
1

16
(4(ab+ cd)2 − (a2 + b2 − c2 − d2)2) =

=
1

16
(2ab+ 2cd+ a2 + b2 − c2 − d2)(2ab+ 2cd− a2 − b2 + c2 + d2) =

=
1

16
((a+ b)2 − (c− d)2)((c+ d)2 − (a− b)2) =

=
1

16
(a+ b+ c− d)(a+ b− c+ d)(c+ d+ a− b)(c+ d− a+ b) =

=
a+ b+ c− d

2
· a+ b− c+ d

2
· c+ d+ a− b

2
· c+ d− a+ b

2
=

= (p− d)(p− c)(p− b)(p− a).

8



Äëÿ òèõ, õòî çíà¹ âèçíà÷íèêè, öiêàâî çàóâàæèòè, ùî

16S2 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c −d
b a −d c
c −d a b
−d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ó âèïàäêó, êîëè d = 0 (òîáòî êîëè ÷îòèðè-
êóòíèê âèðîäæó¹òüñÿ â òðèêóòíèê) ôîðìóëà Áðàõìàãóïòè çáiãà¹òüñÿ ç
ôîðìóëîþ Ãåðîíà.
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Çàâäàííÿ

1. Âåêòîðíèì ìåòîäîì äîâåñòè, ùî ìåäiàíè äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà

äiëÿòüñÿ òî÷êîþ ïåðåòèíó ó âiäíîøåííi 2;1, ðàõóþ÷è âiä âåðøèíè.

2. Íåõàé α, β, γ - âåëè÷èíè ïëîñêèõ êóòiâ òðèãðàííîãî êóòà. Äîâåñòè,

ùî

αβ + βγ + γα <
4

3
π2.

3. Çàäàíî 3 òî÷êè K,L,M ïåðåòèíó ïëîùèíè ç ðåáðàìè êóáà

ABCDA1B1C1D1, ïðè÷îìó K ∈ AA1, L ∈ B1C1, M ∈ CC1. Ïîáóäóâàòè

ïåðåðiç êóáà ïëîùèíîþ.



Çàäà÷à ïðî ìåäiàíè

Äîâåñòè âåêòîðíèì ìåòîäîì, ùî òðè ìåäiàíè äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà
ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi i äiëÿòüñÿ íåþ ó âiäíîøåííi 2:1, ðàõóþ÷è
âiä âåðøèíè.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé ~AB = ~c, ~AC = ~b.

Òîäi ~BC = ~b− ~c, ~AA1 = ~c+ 1
2
(~b− ~c) = 1

2
(~b+ ~c), ~BB1 =

1
2
~b− ~c.

Íåõàé O - òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí i ~AO = m · ~AA1 = m
2
(~b + ~c)

(äå 0 < m < 1), ~BO =n · ~BB1 = n(1
2
~b− ~c) (äå 0 < n < 1).

Îñêiëüêè ~AO + ~OB = ~AB, òî m
2
(~b+ ~c) + n(~c− 1

2
~b) = ~c.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

1

2
(m− n)~b+ (

m

2
+ n− 1)~c = ~0.

Âåêòîðè ~b ~c íåêîëiíåàðíi, òîìó öÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà òiëüêè çà óìîâè
m− n = 0 i m

2
+ n− 1 = 0. Çâiäñè çíàõîäèìî m = n = 2

3
.

Îòæå, AO : OA1 =
2
3
AA1 :

1
3
AA1 = 2 : 1.

Òàê ñàìî ìîæíà äîâåñòè, ùî iíøi ïàðè ìåäiàí äiëÿòüñÿ òî÷êîþ ¨õíüî-
ãî ïåðåòèíó ó âiäíîøåííi 2 : 1. Òîìó âñi ìåäiàíè ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi O.



Ïðî òðèãðàííèé êóò

Íåõàé α, β, γ - âåëè÷èíè ïëîñêèõ êóòiâ òðèãðàííîãî êóòà.

Äîâåñòè, ùî

αβ + βγ + γα <
4

3
π2.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Âiäîìî, ùî ñóìà ïëîñêèõ êóòiâ òðèãðàííîãî êóòà

ìåíøà çà 2π:
α + β + γ < 2π.

Òîìó

(α + β + γ)2 < 4π2

i

α2 + β2 + γ2 + 2(αβ + βγ + γα) < 4π2.

Çãàäà¹ìî âiäîìó íåðiâíiñòü

αβ + βγ + γα ≤ α2 + β2 + γ2.

Òåïåð äîäàìî äâi îñòàííi íåðiâíîñòi i îäåðæèìî, ùî

α2 + β2 + γ2 + 3(αβ + βγ + γα) < 4π2 + α2 + β2 + γ2.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî

αβ + βγ + γα <
4

3
π2,

ùî é ò.á.ä.
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Çàäà÷à ïðî ïåðåðiç êóáà

Ïëîùèíà ïåðåòèíà¹ êóá ABCDA1B1C1D1 ó òî÷êàõ K ∈ AA1, L ∈
B1C1, M ∈ CC1. Ïîáóäóâàòè ïåðåðiç êóáà öi¹þ ïëîùèíîþ

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çîáðàçèìî êóá i çàäàíi òî÷êè:

Òî÷êè L i M ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi BB1C1C. Ïðîâåäåìî ïðÿìó LM
äî ïåðåòèíó iç ïðÿìèìè BB1 i BC. Òî÷êè ïåðåòèíó ïîçíà÷èìî N i P :



Òî÷êè N i K ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi AA1B1BC. Ïðîâåäåìî ïðÿìó

NK äî ïåðåòèíó iç ïðÿìîþ AB. Òî÷êó ïåðåòèíó iç A1B1 ïîçíà÷èìî Q, à
òî÷êó ïåðåòèíó iç AB ïîçíà÷èìî R:

Øóêàíà ïëîùèíà ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó ABCD ïî ïðÿìié RP :

Òî÷êè ïåðåòèíó öi¹¨ ïðÿìî¨ ç ðåáðàìè íèæíüî¨ ãðàíi êóáà ïîçíà÷èìî

S i T .
Îäåðæàëè øiñòü òî÷îê K, Q, L, M , T , S ïåðåòèíó ïëîùèíè ç ðåáðà-

ìè êóáà, ïðè÷îìó êîæíi äâi ñóñiäíi òî÷êè íàëåæàòü îäíié ãðàíi êóáà.

Áóäó¹ìî øåñòèêóòíèê KQLMTS:

KQLMTS - øóêàíèé ïåðåðiç êóáà ïëîùèíîþ.



×èñëà Ôiáîíà÷÷i.

Çàäà÷à iç òåêñòó iòàëiéöÿ Ôiáîíà÷÷i 1228ð. (ñêîðî÷åíî): Õòîñü ïîìi-
ñòèâ ïàðó êðîëèêiâ â çàãîðîäü i õî÷å äiçíàòèñÿ, ñêiëüêè ïàð êðîëèêiâ
áóäå çà ðiê, ÿêùî çà ìiñÿöü ïàðà íàðîäæó¹ äðóãó ïàðó, à íàðîäæóþòü
êðîëèêè ç äðóãîãî ìiñÿöÿ ïiñëÿ ñâîãî íàðîäæåííÿ.

Çðîçóìiëî, ùî ó ïåðøèé ìiñÿöü ç'ÿâèòüñÿ ùå îäíà ïàðà i ñòàíå äâi
ïàðè, íà äðóãèé - äâi ïëþñ ùå îäíà, íàðîäæåíà ïåðøîþ ïàðîþ, íà òðåòié -
òðè ïëþñ ùå äâi, íàðîäæåíi äâîìà ïàðàìè ç ïåðøîãî ìiñÿöÿ, íà ÷åòâåðòèé
- ï'ÿòü i ùå òðè, íàðîäæåíi òðüîìà ïàðàìè ç äðóãîãî ìiñÿöÿ i ò.ä.

Îäåðæó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., ó ÿêié êîæíå ÷èñëî
ðiâíå ñóìi äâîõ ïîïåðåäíiõ.

Òåïåð ïðèéíÿòî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i çàäàâàòè ðåêóðåíòíîþ
ôîðìóëîþ òàê:

F1 = 1, F2 = 1, Fn = Fn−2 + Fn−1, n ≥ 2.

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ðiçíèõ ïiäõîäiâ äî çíàõîäæåííÿ ôîðìó-
ëè çàãàëüíîãî ÷ëåíà öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi.

I. Çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ âñiõ ÷èñåë Ôi-
áîíà÷÷i. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó äîñëiäèìî ðiçíi ïîñëiäîâíîñòi u1, u2, . . . , un, . . .,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

un = un−2 + un−1. (1)

Âñi òàêi ïîñëiäîâíîñòi íàçèâà¹ìî ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1).
Áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðàìè V , V ′, V ′′ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòi

v1, v2, v3, . . .
v′1, v′2, v′3, . . .
v′′1 , v′′2 , v′′3 , . . .

Äîâåäåìî äâi ïðîñòi ëåìè.
Ëåìà 1. ßêùî V - ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1), à c - äîâiëüíå ÷èñëî, òî

ïîñëiäîâíiñòü cV (òîáòî ïîñëiäîâíiñòü cv1, cv2, cv3, . . .) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (1).

Äîâåäåííÿ. Äîìíîæèìî ñïiââiäíîøåííÿ vn = vn−2+ vn−1 ïî÷ëåííî íà
c i îäåðæèìî cvn = cvn−2 + cvn−1, ùî é âèìàãàëîñÿ.

Ëåìà 2. ßêùî ïîñëiäîâíîñòi V ′ i V ′′ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1), òî i
¨õ ñóìà V ′ + V ′′ òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1).

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ ìè ìà¹ìî v′n = v′n−2 + v′n−1 i v
′′
n = v′′n−2 + v′′n−1.

Äîäàìî öi äâi ðiâíîñòi ïî÷ëåííî i îäåðæèìî v′n + v′′n = (v′n−2 + v′′n−2) +
(v′n−1 + v′′n−1), ùî é ò.á.ä.

Íåõàé òåïåð V ′ i V ′′ - äâà íåïðîïîðöiéíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) (òîáòî
äâà òàêi ðîçâ'ÿçêè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà c çíàéäåòüñÿ òàêèé íîìåð n,



äëÿ ÿêîãî v′n
v′′n
6= c). Äîâåäåìî, ùî êîæíó ïîñëiäîâíiñòü V , ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (1), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

c1V
′ + c2V

′′, (2)

äå c1 i c2 - äåÿêi ñòàëi. Òîìó ïðèéíÿòî ãîâîðèòè, ùî (2) ¹ çàãàëüíèì
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1).

Ïîïåðåäíüî ïîêàæåìî, ùî ÿêùî ðîçâ'ÿçêè V ′ i V ′′ íåïðîïîðöiéíi, òî

v′1
v′′1
6= v′2
v′′2
, (3)

òîáòî ùî öÿ íåïðîïîðöiéíiñòü âèÿâëÿ¹òüñÿ âæå ó ïåðøèõ äâîõ ÷ëåíàõ
ïîñëiäîâíîñòåé V ′ i V ′′.

Äîâåäåííÿ (3) ïðîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî. Íåõàé äëÿ íåïðîïîðöié-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ V ′ i V ′′

v′1
v′′1

=
v′2
v′′2
. (4)

Çàïèñàâøè ïîõiäíó ïðîïîðöiþ, îäåðæó¹ìî, ùî

v′1 + v′2
v′′1 + v′′2

=
v′2
v′′2

àáî, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî V ′ i V ′′ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè,

v′3
v′′3

=
v′2
v′′2
.

Àíàëîãi÷íî (çà iíäóêöi¹þ!) ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî

v′3
v′′3

=
v′4
v′′4

= . . . =
v′n
v′′n

= . . .

Îòæå, iç (4) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi V ′ i V ′′ ïðîïîðöiéíi, à öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òîìó âèêîíó¹òüñÿ (3).

Âiçüìåìî òåïåð äåÿêó ïîñëiäîâíiñòü V , ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1). Öÿ ïî-
ñëiäîâíiñòü ïîâíiñòþ âèçíà÷åíà, ÿêùî çàäàíi äâà ïåðøèõ ¨¨ ÷ëåíè v1 i
v2.



Çíàéäåìî òàêi ÷èñëà c1 i c2, ùîá ìàëè ìiñöå òàêi ðiâíîñòi:

c1v
′
1 + c2v

′′
1 = v1,

c1v
′
2 + c2v

′′
2 = v2.

(5)

Òîäi íà ïiäñòàâi ëåì 1 i 2 c1V ′ + c2V
′′ äàñòü íàì ïîñëiäîâíiñòü V .

Ç îãëÿäó íà óìîâó (3) ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) ðîçâ'ÿçíà ùîäî c1 i c2, ÿêi
áè íå áóëè ÷èñëà v1 i v2. Ëåãêî çíàéòè

c1 =
v1v
′′
2 − v2v′′1

v′1v
′′
2 − v′′1v′2

, c2 =
v′1v2 − v′2v1
v′1v
′′
2 − v′′1v′2

.

Ïiäñòàâèâøè îá÷èñëåíi çíà÷åííÿ c1 i c2 â (2), ìè é îäåðæèìî ïîòðiáíå
çîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi V .

Îòæå, äëÿ îïèñó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) äîñòàòíüî çíàéòè ÿêi-
íåáóäü äâà éîãî íåïðîïîðöiéíi ðîçâ'ÿçêè. Áóäåìî øóêàòè òàêi ðîçâ'ÿçêè
ñåðåä ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié. Çãiäíî ç ëåìîþ 1 äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ
ïðîãðåñiÿìè ç ïåðøèì ÷ëåíîì îäèíèöåþ. Âiçüìåìî ïðîãðåñiþ

1, q, q2, . . .

Ùîá âîíà áóëà ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1), íåîáõiäíî, ùîá ïðè êîæíîìó n
âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü

qn−2 + qn−1 = qn,

àáî, ñêîðîòèâøè íà qn−2,

1 + q = q2. (6)

Êîðåíi öüîãî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ òàêi: α = 1+
√
5

2
i β = 1−

√
5

2
. Öå i ¹

øóêàíi çíàìåííèêè ïðîãðåñié. Çàçíà÷èìî, ùî 1 + α = α2, 1 + β = β2 i
αβ = −1.

Ìà¹ìî äâi ïðîãðåñi¨, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè (1). Òîìó âñi ïîñëiäîâíîñòi
âèãëÿäó

c1 + c2, c1α + c2β , c1α
2 + c2β

2, . . . (7)

òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿêàìè ðiâíÿííÿ (1). Çíàéäåíi ïðîãðåñi¨ ìàþòü ðiçíi çíàìåí-
íèêè, òîìó ôîðìóëà (7) ïðè ðiçíèõ c1 i c2 äà¹ íàì âñi ðîçâ'ÿçêè (1).

Çîêðåìà, ïðè äåÿêèõ c1 i c2 ôîðìóëà (7) ïîâèííà äàòè ïîñëiäîâíiñòü
Ôiáîíà÷÷i. Äëÿ öüîãî, ÿê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ïîòðiáíî âèçíà÷èòè c1 i c2 iç
ñèñòåìè ðiâíÿíü

c1 + c2 = 1,

c1
1+
√
5

2
+ c2

1−
√
5

2
= 1.



Ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨, îäåðæèìî

c1 =
1 +
√
5

2
√
5
, c2 = −

1−
√
5

2
√
5
.

Çâiäñè ìîæåìî çíàéòè ôîðìóëó äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà Fn ïîñëiäîâíî-
ñòi Ôiáîíà÷÷i:

Fn = c1α
n−1 + c2β

n−1 =

= 1+
√
5

2
√
5

(
1+
√
5

2

)n−1
− 1−

√
5

2
√
5

(
1−
√
5

2

)n−1
,

òîáòî

Fn =

(
1+
√
5

2

)n
−
(

1−
√
5

2

)n
√
5

. (8)

Ôîðìóëó (8) íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Áiíå íà ÷åñòü ìàòåìàòèêà, ÿêèé
âèâiâ ¨¨. Ó íié ïðèñóòíié òàê çâàíèé "çîëîòèé ïåðåðiçi" - ÷èñëî 1+

√
5

2
.

II. Çíàéäåìî òàê çâàíó òâiðíó ôóíêöiþ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë Ôi-
áîíà÷÷i. (Öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü òàêîæ ãåíåðàòðèñîþ.) Äëÿ öüîãî ðîç-
ãëÿíåìî òàêèé ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

u1x+ u2x
2 + · · ·+ unx

n + · · · = s(x), (9)

ó ÿêîìó êîåôiöi¹íò ïðè xn ¹ åííå ÷èñëî Ôiáîíà÷÷i. Õî÷åìî çíàéòè ÿâíèé
âèðàç äëÿ ñóìè s(x) öüîãî ðÿäó. Ëåãêî äîâåñòè, ùî öåé ðÿä ìà¹ ñåíñ
òiëüêè ïðè |x| < 1

α
. Äîìíîæèìî ðiâíiñòü (9) ïî÷ëåííî íà x i íà x2:

u1x
2 + u2x

3 + · · ·+ unx
n+1 + · · · = xs(x), (10)

u1x
3 + u2x

4 + · · ·+ unx
n+2 + · · · = x2s(x). (11)

Âiäíiìåìî âiä ðiâíîñòi (9) îáèäâi ðiâíîñòi (10) i (11) i ïðèâåäåìî ïî-
äiáíi ÷ëåíè:

u1x+ (u2 − u1)x2 + (u3 − u2 − u1)x3+
+(u4 − u3 − u2)x4 + · · ·+ (un − un−1 − un−2)xn + · · · =
= (1− x− x2)s(x).

Ëiâîðó÷ âñi âèðàçè â äóæêàõ ðiâíi íóëþ. Òîìó öÿ ðiâíiñòü ñïðîùó¹òüñÿ
äî òàêîãî âèãëÿäó:

x = (1− x− x2)s(x).



Ôóíêöiþ
s(x) =

x

1− x− x2
íàçèâàþòü òâiðíîþ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i.

III. Ùå ðàç çíàéäåìî òâiðíó ôóíêöiþ i ç ¨¨ äîïîìîãîþ îäåðæèìî
ôîðìóëó äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i.

Òóò äëÿ çðó÷íîñòi ââàæà¹ìî, ùî F0 = 0. Çàïèøåìî ïåðøi äâà ÷ëåíè
i ðåêóðåíòíó ôîðìóëó ó ðÿäêàõ:

F0 = 0,
F1 = 1,
...............
Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

Äîìíîæèìî êîæíó ðiâíiñòü íà x0, x1, . . . , xn âiäïîâiäíî:

F0 = 0,
xF1 = x,
...............
xnFn = xnFn−1 + xnFn−2, n ≥ 2.

Ïiäñóìó¹ìî öi ðiâíîñòi:

F0 + xF1 +
∞∑
n=2

Fnx
n = x+

∞∑
n=2

Fn−1x
n +

∞∑
n=2

Fn−2x
n,

Ëiâó ÷àñòèíó ïîçíà÷èìî G(x) = F0 + xF1 +
∞∑
n=2

xnFn =
∞∑
n=0

xnFn. Äîäàíêè

ïðàâîðó÷ òàêi:

∞∑
n=2

Fn−1x
n = x

∞∑
n=2

Fn−1x
n−1 = xG(x),

∞∑
n=2

Fn−2x
n = x2

∞∑
n=2

Fn−2x
n−2 = x2G(x).

Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ
G(x) = x+ xG(x) + x2G(x),

ç ÿêîãî çíàõîäèìî
G(x) =

x

1− x− x2
.



Ðîçêëàäåìî öþ ôóíêöiþ íà ñóìó ïðîñòiøèõ äðîáiâ. Äëÿ öüîãî ðîç-
êëàäåìî çíàìåííèê íà ìíîæíèêè. Êîðåíi ðiâíÿííÿ 1 − x − x2 = 0 òàêi:
x1 =

−1+
√
5

2
, x2 = −1−

√
5

2
. Òîìó òâiðíó ôóíêöiþ ðîçêëàäåìî òàê:

x

1− x− x2
=

a

x1 − x
+

b

x2 − x
.

Ïðèðiâíÿ¹ìî ÷èñåëüíèêè:

−x = a(x2 − x) + b(x1 − x).

Ïiäñòàâèâøè x = x1 i x = x2, çíàéäåìî

a =
−1 +

√
5

2
√
5

, b =
1 +
√
5

2
√
5
.

Ïåðåòâîðèìî âèðàç äëÿ òâiðíî¨ ôóíêöi¨:

G(x) =
x

1− x− x2
=

a

x1 − x
+

b

x2 − x
=

a

x1

1

1− x
x1

+
b

x2

1

1− x
x2

.

Ïðè öüîìó ìà¹ìî, ùî a
x1

= − b
x2

= 1√
5
, à äâà äðîáè ÿâëÿþòü ñîáîþ ñóìè

ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié. Çà ôîðìóëîþ

1

1− αz
= 1 + αz + α2z2 + · · ·+ αnzn + · · ·

çíàõîäèìî, âðàõóâàâøè, ùî 1
x1

= 1+
√
5

2
, 1
x2

= 1−
√
5

2
,

G(z) =
∞∑
n=0

1√
5

((
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n)
xn.

Àëå G(x) =
∞∑
n=0

Fnx
n, òîìó

Fn =
1√
5

((
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n)
,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ Áiíå (8).



Öþ ôîðìóëó ìîæíà çàïèñàòè i áåç "çîëîòîãî ïåðåðiçó":

Fn =
1

2n
√
5

((
1 +
√
5
)n
−
(
1−
√
5
)n)

.

ßâíà ôîðìóëà äëÿ Fn äîñòàòíüî íåñïîäiâàíà i ìiñòèòü iððàöiîíàëüíi
÷èñëà, õî÷à ðåêóðåíòíà ôîðìóëà áóëà äóæå ïðîñòà.

IV. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ùå íå çíà¹ìî ÿâíî¨ ôîðìóëè Áiíå äëÿ çíàõî-
äæåííÿ ôîðìóëè çàãàëüíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i. Ïiäiéäåìî
äî çàäà÷i ç iíøîãî áîêó. Ðîçãëÿíåìî ãðàôiê ôóíêöi¨ Ôiáîíà÷÷i, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç îêðåìèõ òî÷îê:

Îðäèíàòè òî÷îê çðîñòàþòü åêñïîíåíöiéíî. Âèíèêà¹ iäåÿ ïiäiáðàòè êî-
åôiöi¹íòè c òà t òàê, ùîá êðèâà ëiíiÿ y = ctx ÿêîìîãà ìåíøå âiäõèëÿëàñÿ
âiä âêàçàíèõ òî÷îê ïðè x = n. Íàïðèêëàä, âiçüìåìî c = 0.5, t = 1.5.
Ãðàôiê âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä âêàçàíèõ òî÷îê. Ïiäáîðîì ÷èñåë ìîæíà ïåðåêî-
íàòèñÿ, ùî ïðè çìåíøåííi c äî ïðèáëèçíî 0,45 i çáiëüøåííi t äî ïðèáëèçíî
1,61 âiäõèëåííÿ áóäå âñå ìåíøå i ìåíøå.



Ïðè çíà÷åííi c = 0.45 i t = 1.61 ãðàôiêè áëèçüêi îäèí äî îäíîãî. Ïðîòå
çðîçóìiëî, ùî òàêèì ñïîñîáîì ìè íå äîá'¹ìîñÿ òî÷íîãî ñïiâïàäiííÿ. Êðiì
öüîãî, ìîæëèâî, ùî âiäõèëåííÿ áóäå äóæå âåëèêå ó òèõ òî÷êàõ x = n,
ÿêi íå çîáðàæåíi íà ãðàôiêó.

Ùîá óòî÷íèòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t, ïiäñòàâèìî âèðàç ctn çàìiñòü Fn



â ðåêóðåíòíå ðiâíÿííÿ Fn+2 = Fn+1 + Fn i îäåðæèìî ctn+2 = ctn+1 + ctn.
Çâiäñè, ñêîðîòèâøè c òà tn, âèïëèâà¹, ùî t - êîðiíü ðiâíÿííÿ
t2− t− 1 = 0. Ïîçíà÷èìî êîðåíi öüîãî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ ϕ = 1+

√
5

2
≈

1, 618, ψ = 1−
√
5

2
≈ −0, 618. ×èñëî ψ âiä'¹ìíå i òîìó íå ïiäõîäèòü íàì, áî

÷èñëà Ôiáîíà÷÷i äîäàòíi.
Ôóíêöiÿ cϕn çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî

÷èñëà c. Ïðîòå ëåãêî çðîçóìiòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ íå ìîæå çàäàòè âñþ ïî-
ñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., òîìó ùî ïðè n = 0 âèéäå
c = 0. Ñïðîáó¹ìî âèïðàâèòè ôîðìóëó, ââiâøè äîäàòêîâèé äîäàíîê drn i
âèáåðåìî çàìiñòü r ÷èñëî ψ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèðàç cϕn+dψn. Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïiäiáðàòè êîåôi-
öi¹íòè c i d òàê, ùîá äëÿ êîæíîãî n âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü Fn = cϕn+dψn.
Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü

c+ d = 0,
cϕ+ dψ = 1,

çâiäêè d = −c, c = 1
ϕ−ψ = 1√

5
≈ 0, 447.

Òîìó

Fn =
ϕn − ψn√

5
=
ϕn − (−1)n 1

ϕn√
5

,

ÿê i â îäåðæàíié âèùå ôîðìóëi (8) Áiíå.

V. Ïîñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i i ëiíiéíà àëãåáðà.
Ïðîäåìîíñòðó¹ìî ìàíiïóëÿöi¨ ç ìàòðèöÿìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ôîðìó-

ëè çàãàëüíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... Ïðè-
ïóñêà¹ìî, ùî ïîíÿòòÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü, âèçíà÷íèêà ìàòðèöi, âëàñíîãî
çíà÷åííÿ òà âëàñíîãî âåêòîðà âæå âiäîìi.

ßê âæå âiäîìî, ðåêóðåíòíà ôîðìóëà äëÿ âèçíà÷åííÿ êîæíîãî íàñòó-
ïíîãî ÷ëåíà öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi òàêà:

an+1 = an + an−1.

Çàïèøåìî ùå é òàêó òðèâiàëüíó ðiâíiñòü:

an = an,



ïðè÷îìó ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè i òàê:

an = an + 0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ñòîâï÷èê

(
an+1

an

)
i ïîäàìî éîãî ÿê äîáó-

òîê äåÿêî¨ ìàòðèöi 2× 2 íà âåêòîð-ñòîâï÷èê

(
an
an−1

)
:(

an+1

an

)
=

(
an + an−1
an + 0

)
= A

(
an
an−1

)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

A =

(
1 1
1 0

)
.

Îäåðæàíå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ çàñòîñó¹ìî äî âåêòîðà(
an
an−1

)
i ò.ä.:(

an+1

an

)
= A

(
A

(
an−1
an−2

))
= . . . = An

(
a1
a0

)
= An

(
1
0

)
.

Õî÷åìî çàïèñàòè âèðàçè äëÿ an+1 i an â îäèí ðÿäîê. Äëÿ öüîãî äiàãîíà-
ëiçó¹ìî ìàòðèöþ An, à äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äiàãîíàëiçóâàòè ìàòðèöþ A.
Ïîòðiáíî çíàéòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ T i äåÿêó ìàòðèöþ S òàêi, ùî

AS = ST, àáî S−1AS = T,

ïðè÷îìó detS 6= 0.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A ðîçãëÿíåìî õàðàêòå-

ðèñòè÷íèé ïîëiíîì A;

χλ(A) = det(A− λI) =
∣∣∣∣ 1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 1.

Éîãî êîðåíi òàêi: λ1 = ϕ =
1 +
√
5

2
i λ2 = ψ =

1−
√
5

2
.

Çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð v1 =

(
x
y

)
6=
(

0
0

)
, ùî âiäïîâiäà¹ âëà-

ñíîìó çíà÷åííþ ϕ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ

(A− ϕI)
(
x
y

)
=

(
0
0

)
,



òîáòî (
1− ϕ 1
1 −ϕ

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
,

çâiäêè (1 − ϕ)x + y = 0, x − ϕy = 0. ßêùî ïðèéíÿòè y = 1, òî x = ϕ,
ϕ − ϕ2 + 1 = 0, ïðè÷îìó îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çà îçíà÷åííÿì

÷èñëà ϕ. Òîìó

(
x
y

)
=

(
ϕ
1

)
.

Àíàëîãi÷íî çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð v2 6= 0, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ ψ:

(
x
y

)
=

(
ψ
1

)
.

Òåïåð ìîæåìî çíàéòè ìàòðèöþ S:

S = (v1, v2) =

(
ϕ ψ
1 1

)
.

Îáåðíåíà äî S ìàòðèöÿ:

S−1 =
1

detS

(
1 −ψ
−1 ϕ

)
=

1

ϕ− ψ

(
1 −ψ
−1 ϕ

)
,

ïðè÷îìó ϕ− ψ =
√
5.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ T = S−1AS:

T =
1√
5

(
1 −ψ
−1 ϕ

)
·
(

1 1
1 0

)
·
(
ϕ ψ
1 1

)
=

=
1√
5

(
1 −ψ
−1 ϕ

)
·
(
ϕ+ 1 ψ + 1
ϕ ψ

)
=

1√
5

(
ϕ+ 1− ϕψ ψ + 1− ψ2

ϕ2 − ϕ− 1 ϕψ − ψ − 1

)
=

(ïðè öüîìó ϕψ = −1, à åëåìåíòè íà íåãîëîâíié äiãîíàëi íóëüîâi)

=
1√
5

(
ϕ+ 2 0
0 −ψ − 2

)
=

1√
5

(
1+
√
5

2
+ 2 0

0 −1−
√
5

2
− 2

)
=

=
1√
5

(
5+
√
5

2
0

0 −5+
√
5

2

)
=

(
1+
√
5

2
0

0 1−
√
5

2

)
=

(
ϕ 0
0 ψ

)
.



Ìîæåìî çíàéòè An:

An =
(
STS−1

)n
= STS−1STS−1STS−1 · · ·STS−1 = ST nS−1.

Îñêiëüêè

T n =

(
ϕn 0
0 ψn

)
,

òî (
an+1

an

)
= An

(
1
0

)
= ST nS−1

(
1
0

)
=

=
1√
5
ST n

(
1 −ψ
−1 ϕ

)(
1
0

)
=

1√
5
ST n

(
1
−1

)
=

=
1√
5

(
ϕ ψ
1 1

)(
ϕn

−ψn
)

=
1√
5

(
ϕn+1 − ψn+1

ϕn − ψn
)
.

Îòæå, â äðóãîìó ðÿäêó îäåðæàëè, øî

an =
1√
5
(ϕn − ψn) = 1√

5

((
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n)
.



VI. Ìîæíà áóëî áè öiêàâî i äîñòóïíî äëÿ øêîëÿðiâ ðîçïîâiäàòè ïðî
çâ'ÿçîê ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i iç áiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íàïðèêëàä,
çíàéäåìî ñóìè áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïî äiàãîíàëÿõ ó òðèêóòíèêó
Ïàñêàëÿ.

Çàïèøiòü i äîâåäiòü âiäïîâiäíó âëàñòèâiñòü äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà Ôi-
áîíà÷÷i. Àáî äàéòå òàêå çàâäàííÿ ó÷íÿì.

Êðiì öüîãî, äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè òàêå çàâäàííÿ. Äîâåñòè òîòîæíî-
ñòi äëÿ ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i:

à) f0 + f1 + · · ·+ fn = fn+2 − 1;
á) f0 + f2 + · · ·+ f2n = f2n+1 − 1;
â) f1 + f3 + · · ·+ f2n−1 = f2n;
ã) f 2

0 + f 2
1 + · · ·+ f 2

n = fnfn+1.

Ìîæíà òàêîæ ðîçïîâiäàòè ïðî ¨õ òåîðåòèêî-÷èñëîâi âëàñòèâîñòi. À
òàêîæ ïðî òå, ÿê öi ÷èñëà âîíè ïðîÿâëÿþòüñÿ â ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷àõ.
Àáî ïðî ¨õ çâ'ÿçîê ç íåïåðåðâíèìè äðîáàìè. Àáî ïðî ¨õ ðîëü â òåîði¨
ïîøóêó.



×èñëà Êàòàëàíà

Ùå îäíà äóæå âiäîìà ïîñëiäîâíiñòü - öå ïîñëiäîâíiñòü Êàòàëàíà. �¨
ïåðøi ÷ëåíè òàêi: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ...

Öþ ïîñëiäîâíiñòü âèçíà÷àþòü ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

c0 = 1, cn+1 = c0cn + c1cn−1 + · · ·+ cnc0, n ≥ 0.

Íàïðèêëàä, ïðè n = 4 c4 = 14 = 1 · 5 + 1 · 2 + 2 · 1 + 5 · 1. Ðîçãëÿíåìî
òâiðíó ôóíêöiþ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà:

Cat(s) = c0 + c1s+ c2s
2 + · · · = 1 + s+ 2s2 + 5s3 + · · ·

Iç âèçíà÷àëüíîãî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ëåãêî âèïëèâà¹, ùî
òâiðíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ òàêå ðiâíÿííÿ:

Cat(s) = sCat(s)Cat(s) + 1.

Iç öüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî ñàìó ôóíêöiþ:

Cat(s) =
1−
√
1− 4s

2s

(êîðiíü çi çíàêîì ïëþñ ñòîðîííié). Òåïåð iç öüîãî âèãëÿäó òâiðíî¨ ôóíêöi¨
ëåãêî çíàéòè ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà. Çãiäíî iç çàãàëüíîþ ôîðìó-
ëîþ áiíîìà Íüþòîíà ìà¹ìî:

cn =
(1/2)(1/2)(3/2) . . . ((2n− 1)/2)4n+1

2(n+ 1)!
.

Äîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà n! i ñêîðîòèìî íà 2n+1:

cn =
(2n)!

n!(n+ 1)!
=

1

n+ 1
Cn

2n,

äå Cn
2n - áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò.
Öÿ ôîðìóëà äà¹ çìîãó çíàéòè ïðîñòiøå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà:

cn+1 = cn
4n+ 2

n+ 2
.



Ñïðàâäi,

cn+1 =
1

n+ 2
Cn+1

2n+2 =
1

n+ 2
· (2n+ 2)!

(n+ 1)!(n+ 1)!
=

=
(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 2)(n+ 1)2
· Cn

2n =
4n+ 2

n+ 2
· 1

n+ 1
· Cn

2n =
4n+ 2

n+ 2
· cn.

×èñëà Êàòàëàíà ïåðåëi÷óþòü äóæå áàãàòî ðiçíèõ êîìáiíàòîðíèõ îá'-
¹êòiâ. Âiäîìî áiëüøå ñîðîêà ðiçíèõ îçíà÷åíü öèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî îäíå
ç íèõ ïðî äiàãîíàëüíi òðèàíãóëÿöi¨ áàãàòîêóòíèêiâ.

Ðîçãëÿíåìî âèïóêëèé (n + 2)-êóòíèê. Äiàãîíàëüíîþ òðèàíãóëÿöi¹þ
íàçèâàþòü ðîçáèòòÿ áàãàòîêóòíèêà äiàãîíàëÿìè íà òðèêóòíèêè. Êîæíà
òàêà òðèàíãóëÿöiÿ ìiñòèòü n− 1 äiàãîíàëü. Íàïðèêëàä,

Íåõàé tn - ÷èñëî òðèàíãóëÿöié (n+2)-êóòíèêà, n ≥ 1, t0 = 1. Äîâåäåìî,
ùî tn = cn. Çàíóìåðó¹ìî âåðøèíè áàãàòîêóòíèêà ÷èñëàìè âiä 0 äî n+1.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òðèàíãóëÿöiþ i âèäiëèìî òðèêóòíèê, ùî ïðèìèêà¹
äî ñòîðîíè [0, 1]. Íåõàé k - íîìåð òðåòüî¨ âåðøèíè öüîãî òðèêóòíèêà.
Âèäiëåíèé òðèêóòíèê ðîçáèâà¹ (n+ 2)-êóòíèê íà k-êóòíèê i (n− k + 3)-
êóòíèê, êîæíèé ç ÿêèõ òðèàíãóëüîâàíèé äiàãîíàëÿìè. (Âèïàäêè k = 2
i k = n + 1 ðîçãëÿíüòå i îáìiðêóéòå îêðåìî!) I íàâïàêè, êîæíà òàêà
ïàðà òðèàíãóëÿöié çàäà¹ òðèàíãóëÿöiþ âèõiäíîãî áàãàòîêóòíèêà. Òîìó
(ïîäèâiòüñÿ íà iëþñòðàöiþ!)

tn = t0tn−1 + t1tn−2 + · · ·+ tn−1t0,



ùî ìîæíà çàïèñàòè i òàê:

tn+1 = t0tn + t1tn−1 + · · ·+ tnt0.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü tn çáiãà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ Êàòàëàíà.

Ðîçãëÿíåìî ùå òàêó çàäà÷ó. Çàäàíî êîëî i 2n òî÷îê íà íüîìó. Ç'¹ä-
íà¹ìî âñi öi òî÷êè ïîïàðíî n õîðäàìè òàê, ùîá õîðäè íå ïåðåòèíàëèñÿ.
Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?

Äîâåñòè, ùî âiäïîâiääþ ¹ åííå ÷èñëî Êàòàëàíà.

Ðîçãëÿíåìî ùå òàêó çàäà÷ó. ßêà êiëüêiñòü ïðàâèëüíèõ äóæêîâèõ ñòðó-
êòóð äîâæèíè 2n?

Íàïðèêëàä, äëÿ n = 3 iñíó¹ 5 òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé äóæîê:

((())), ()(()), ()()(), (())(), (()()).

Äîâåñòè, ùî âiäïîâiääþ ¹ åííå ÷èñëî Êàòàëàíà.



Òâiðíi ôóíêöi¨ äëÿ òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ

Òâiðíi ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ ïåðåëi÷óþòü ïîñëiäîâíîñòi, iíäåêñî-
âàíi äâîìà öiëî÷èñåëüíèìè çìiííèìè. Òàêi ïîñëiäîâíîñòi çðó÷íî çàïèñó-
âàòè ó âèãëÿäi òðèêóòíèêà.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ:

×èñëà, ÿêi ñòîÿòü ó òðèêóòíèêó Ïàñêàëÿ, âiäïîâiäàþòü êiëüêîñòi øëÿ-
õiâ, ÿêi âåäóòü iç âåðõíüî¨ âåðøèíè â äàíó ó âêàçàíèõ ñòðiëêàìè íàïðÿ-
ìàõ.

Òâiðíó ôóíêöiþ ìîæíà ñïiâñòàâèòè öüîìó òðèêóòíèêó äåêiëüêîìà
ñïîñîáàìè. Íåõàé n - íîìåð ðÿäêà â òðèêóòíèêó, k - íîìåð åëåìåíòà
â ðÿäêó. Òîäi îäåðæó¹ìî

∞∑
n,k=0

Ck
nx

kyn =
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

Ck
nx

k

)
yn =

∞∑
n=0

(1 + x)nyn =
1

1− y − xy
.

Äðóãèé ñïîñiá âiäïîâiäà¹ íóìåðàöi¨ âçäîâæ ñòðiëîê, ïîêàçàíèõ íà iëþ-
ñòðàöi¨. Ïîçíà÷èìî cn,m = Cm

n+m = Cn
n+m. Òîäi ìà¹ìî

∞∑
n,m=0

cn,mx
nym =

∞∑
n,m=0

Cn
n+mx

nym =
∞∑
k=0

∑
n+m=k

Cn
n+mx

nym =

=
∞∑
k=0

(x+ y)k =
1

1− x− y
.

Òðåòié ñïîñiá ñïiâñòàâëÿ¹ òðèêóòíèêó Ïàñêàëÿ åêñïîíåíöiéíó òâiðíó
ôóíêöiþ. Òàêà ôóíêöiÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çâè÷àéíî¨ òèì, ùî êîåôiöi¹í-
òàìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó ¹ íå åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi an, à an

n!
:



∞∑
n,m=0

1

(n+m)!
Cn
n+mx

nym =
∞∑
k=0

∑
n+m=k

Cn
n+mx

nym =

=
∞∑
k=0

1

k!
(x+ y)k = ex+y.



Äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâèòêó ïðèñóòíiõ äîäàì ùå êîðîòêó iíôîðìàöiþ
ïðî iíøi öiêàâi i âàæëèâi â çàñòîñóâàííÿõ òðèêóòíèêè.

Òðèêóòíèê Ëåéáíiöà

Ó öüîìó òðèêóòíèêó êîæíèé ïåðøèé åëåìåíò ó ðÿäêó ¹ îáåðíåíå ÷è-
ñëî äî íîìåðà ðÿäêà i êîæíèé âíóòðiøíié åëåìåíò ¹ ðiçíèöåþ ñóñiäíiõ
åëåìåíòiâ âèùå i ëiâîðó÷. Iíàêøå: êîæíèé åëåìåíò ¹ ñóìîþ äâîõ, ÿêi
ðîçìiùåíi ïiä íèì.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî íà òîìó ìiñöi, äå â òðèêóòíèêó Ïàñêàëÿ
ñòî¨òü ÷èñëî Ck

n, ó òðèêóòíèêó Ëåéáíiöà ñòî¨òü 1
(n+1)Ck

n
. À òàêîæ i ðåêó-

ðåíòíó ôîðìóëó

1

(n+ 1)Ck−1
n

+
1

(n+ 1)Ck
n

=
1

nCk−1
n−1

.



Òðèêóòíèê Áåðíóëëi-Åéëåðà

Ëiâó ñòîðîíó öüîãî òðèêóòíèêà íàçèâàþòü ñòîðîíîþ Áåðíóëëi, à ïðà-
âó - ñòîðîíîþ Åéëåðà. ×èñëà â òðèêóòíèêó òàêîæ îçíà÷àþòü êiëüêiñòü
øëÿõiâ ç âåðõíüî¨ âåðøèíè â äàíó. Àëå ðîçãëÿäà¹ìî ïðè öüîìó øëÿõè,
ùî éäóòü çèãçàãîì: íåïàðíi êðîêè ëiâîðó÷, ïàðíi - ïðàâîðó÷. Òîìó êî-
æíå ÷èñëî ó öüîìó òðèêóòíèêó ðiâíå ñóìi ÷èñåë, ùî ñòîÿòü ïåðåä íèì,
ðàõóþ÷è çëiâà íàïðàâî ó íåïàðíèõ ðÿäêàõ, i ñïðàâà íàëiâî ó ïàðíèõ.

Ïðî òâiðíi ôóíêöi¨ äëÿ ðîçãëÿíóòèõ òðèêóòíèêiâ àáî ïðî ¨õí¹ çíà÷å-
ííÿ ó çàñòîñóâàííÿõ ðîçãëÿíóòè ñàìîñòiéíî.



Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ

Ôóíêöiîíàëüíèì ðiâíÿííÿì íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó íåâiäîìà
ôóíêöiÿ ïîâ'ÿçàíà ç âiäîìèìè çà äîïîìîãîþ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié òà
îïåðàöi¨ óòâîðåííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨.

Ó øêiëüíié ïðîãðàìi ¨õ íå âèêëàäàþòü. Ïðîòå â îëiìïiàäíèõ çàâäàí-
íÿõ òàêi ðiâíÿííÿ ÷àñòî ïðîïîíóþòü ðîçâ'ÿçàòè.

Çàçâè÷àé íåâiäîìi ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿìè îäíi¹¨ çìiííî¨.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè òàêèõ ðiâíÿíü:
à) ðiâíÿííÿ Êîøi

f(x+ y) = f(x) + f(y) (1)

âèêîðèñòîâóþòü ó ïðî¹êòèâíié ãåîìåòði¨ i òåîði¨ éìîâiðíîñòåé;
á) ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y) (2)

ó ïðîáëåìi ïàðàëåëîãðàìà ñèë;
â) ðiâíÿííÿ Ëîáà÷åâñüêîãî

f 2(x) = f(x− y)f(x+ y) (3)

ïðè âèçíà÷åííi êóòà ïàðàëåëüíîñòi â éîãî ãåîìåòði¨;
ã)

f(x2 + f(y)) = (x− y)2f(x+ y); (4)

ä)
2f(x) + f(1− x) = x2; (5)

å)
f(x+ f(y)) = y2 + f(x). (6)

Êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ðiçíà.
Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ f(x) = cx, äå c - äî-
âiëüíà ñòàëà; ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: f(x) = 0 i f(x) = −x2;
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ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê f(x) = 1
3
(x2 + 2x− 1); ðiâíÿííÿ (6) íå

ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü i íàé-
ïðîñòiøi ìåòîäè.

1. Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨
f : R→ R, ÿêùî ðiâíiñòü

2f(x) + f(1− x) = x2 (5)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë x.
/ Îñêiëüêè â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ íàä íåçàëåæíîþ çìiííîþ x i çíà-

÷åííÿìè ôóíêöi¨ f âèêîíóþòü ëèøå ëiíiéíi îïåðàöi¨, à ïðàâîþ ÷àñòèíîþ
¹ êâàäðàòè÷íà ôóíêöiÿ, òî ëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî øóêàíà ôóíêöiÿ òà-
êîæ ¹ êâàäðàòè÷íîþ, òîáòî

f(x) = ax2 + bx+ c,

äå a, b, c -êîåôiöi¹íòè, ÿêi ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ. Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ áóòè
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5), òîìó

2(ax2 + bx+ c) + a(1− x)2 + b(1− x) + c ≡ x2.

Ðîçêðè¹ìî äóæêè:

3ax2 + (b− 2a)x+ (a+ b+ 3c) ≡ x2.

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ÷èñåë x ò.é ò.ò.,ê. êîåôiöi¹íòè áiëÿ îäíà-
êîâèõ ñòåïåíiâ çìiííî¨ x ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷ ðiâíi, òîáòî ìàþòü âèêîíó-
âàòèñÿ îäíî÷àñíî òðè òàêi ðiâíîñòi:

3a = 1,
b− 2a = 0,
a+ b+ 3c = 0,

çâiäêè çíàõîäèìî a = 1
3
, b = 2

3
, c = −1

3
. Òîìó ôóíêöiÿ f(x) = 1

3
(x2+2x−1)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5).
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Ïðîòå ùå íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà ïîâíiñòþ, áî
íå âèêëþ÷åíà ìîæëèâiñòü, ùî ¹ iíøi ðîçâ'ÿçêè. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî
ôóíêöiÿ g(x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5) i âiäìiííà âiä ôóíêöi¨ f(x), òîáòî
iñíó¹ òàêå ÷èñëî x0, ùî g(x0) 6= f(x0). Òîäi ïðè x = x0 i x = 1−x0 ïîâèííi
âèêîíóâàòèñÿ ðiâíîñòi

2g(x0) + g(1− x0) = x20

i
2g(1− x0) + g(x0) = (1− x0)2.

Iç öèõ ðiâíîñòåé îäåðæó¹ìî, ùî

g(x0) =
1

3
(x20 + 2x0 − 1) = f(x0).

Öÿ ðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òåïåð ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàâåðøåíå. I

Áàãàòî ïðîïîíîâàíèõ íà îëiìïiàäàõ çàäà÷ äîñòàòíüî ñêëàäíi.

2. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R òàêi, ùî

f(p+ x)− f(p− x) = 4px (7)

äå p - äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî.

/ Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹í-
òiâ, ùî êâàäðàòè÷íi ôóíêöi¨

g(x) = ax2 + 2(1− a)px+ c,

äå a, c - äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè.
Íåõàé òåïåð f(x) - äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ ϕ(x) = f(x) − g(x). Òîäi f(x) = g(x) + ϕ(x). Îñêiëüêè f(x) -
ðîçâ'ÿçîê, òî ðiâíiñòü f(p+ x)− f(p− x) = 4px ðiâíîñèëüíà ðiâíîñòi

(g(p+ x)− g(p− x)) + (ϕ(p+ x)− ϕ(p− x)) = 4px,

ç ÿêî¨ îäåðæó¹ìî, ùî ϕ(p+x)−ϕ(p−x) = 0. Îñòàííþ ðiâíiñòü çàäîâîëü-
íÿþòü ôóíêöi¨ ϕ(x) = ψ(x − p), äå ψ - äîâiëüíà íåïàðíà ôóíêöiÿ, òîìó
ùî

ϕ(p+ x)− ϕ(p− x) = ψ(p+ x− p)− ψ(p− x− p) = ψ(x)− ψ(−x) = 0.
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Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7) ìîæíà çàïèñàòè òàêîþ ôîðìó-
ëîþ:

f(x) = ax2 + 2(1− a)px+ c+ ψ(x− p),

äå a, c - äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, ψ - äîâiëüíà íåïàðíà ôóíêöiÿ. I

3. Ìåòîä ïiäñòàíîâîê. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R òàêi, ùî

x(f(x) + f(−x) + 2) + 2f(−x) = 0 (8)

äëÿ âñiõ x ∈ R.

/ Íåõàé f - äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8). Âèêîíà¹ìî çàìiíó x→
−x ó öüîìó ðiâíÿííi. Òîäi ìà¹ìî

−x(f(−x) + f(x) + 2) + 2f(x) = 0. (9)

Äîäàìî ðiâíîñòi (8) i (9) i îäåðæèìî

f(x) + f(−x) = 0,

òîáòî ôóíêöiÿ f(x) íåïàðíà. Òåïåð íàñëiäêîì ðiâíÿííÿ (9) i íåïàðíîñòi
ôóíêöi¨ ¹ ðiâíiñòü f(x) = x. Ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî öå ñïðàâäi
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8):

x(x+ (−x) + 2) + 2(−x) = 0.

Òîìó f(x) = x - ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. I

Çàóâàæåííÿ. Ïåðåâiðêà çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îáîâ'ÿçêîâà, ÿêùî êîðè-
ñòó¹ìîñÿ ìåòîäîì ïiäñòàíîâîê.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêå íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.
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4. ×è iñíó¹ ôóíêöiÿ f : R→ R, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äâi íàñòóïíi óìîâè:
1) ìíîæèíà çíà÷åíü f ñïiâïàäà¹ ç R;
2) äëÿ âñiõ x âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(f(x)) = (f(x) + 1)(x+ 1) ? (10)

/ Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà ôóíêöiÿ iñíó¹. Òîäi äëÿ x = −1 i x = 0 ç
óìîâè (10) ìà¹ìî

f(f(−1)) = 0 i f(f(0)) = f(0) + 1. (11)

Çãiäíî ç ïåðøîþ óìîâîþ çàäà÷i iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî a, ùî f(a) = −1.
Ç ðiâíîñòi (10) ïðè x = a çíàõîäèìî, ùî f(−1) = 0. Òåïåð iç ðiâíîñòåé
(11) îäåðæó¹ìî, ùî

f(0) = 0 i f(0) = 1,

òîáòî ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi. Òîìó òàêî¨ ôóíêöi¨ íå iñíó¹. I

5. Ìåòîä ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó. Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨
f : R→ R òàêi, ùî ðiâíiñòü

f(x) = f

(
x

1− x

)
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ x 6= 1.

/ Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (xn), ó ÿêié x1 6= 1 i xn+1 =
xn

1−xn
, äå n ∈ N.

Òîäi

x2 =
x1

1− x1
, x3 =

x2
1− x2

=
x1

1−x1

1− x1

1−x1

=
x1

1− 2x1

i äëÿ êîæíîãî n

xn =
x1

1− nx1
,

ÿêùî äîäàòêîâî âèìàãàòè, ùîá x1 6= 1
n
, n ∈ N. Î÷åâèäíî, ùî ïîáóäîâàíà

ïîñëiäîâíiñòü çáiæíà i ¨¨ ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ 0:

lim
n→∞

x1
1− nx1

= 0.
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Çàìiíþþ÷è â çàäàíîìó ðiâíÿííi ïî÷åðãîâî x íà x1, x2, ..., xn−1, îäåðæèìî
ñèñòåìó 

f(x1) = f(x2),
f(x2) = f(x3),
................
f(xn−1) = f(xn).

Öÿ ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç n− 1-ãî ðiâíÿííÿ i ìiñòèòü n íåâiäîìèõ f(x1),
f(x2), ..., f(xn). Ç öi¹¨ ñèñòåìè çíàõîäèìî, ùî f(xn) = f(x1).

Îñêiëüêè çà óìîâîþ çàäà÷i ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, à ïîñëiäîâíiñòü
(xn) çáiæíà i ¨¨ ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, òî

lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(0) = f(x1)

äëÿ âñiõ x1 6= 1
k
, k ∈ N. Îäåðæàëè, ùî f(x1) = f(0) äëÿ âñiõ x1 6= 1

n
,

n ∈ N.
ßêùî æ x1 = 1

k
(òóò n çàìiíåíî íà k, ùîá ââåñòè ùå îäíó çìiííó),

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóìà 1
k
+
√
2
n

¹ iððàöiîíàëüíèì

÷èñëîì. Òîìó f
(

1
k
+
√
2
n

)
= f(0). Îñêiëüêè

lim
n→∞

(
1

k
+

√
2

n

)
=

1

k
,

òî

f(x1) = f

(
1

k

)
= f

(
lim
n→∞

(
1

k
+

√
2

n

))
= lim

n→∞
f

(
1

k
+

√
2

n

)
= lim

n→∞
f(0) = f(0).

Îòæå, f(x1) = C = f(0) äëÿ âñiõ x1 6= 1.
Âiäïîâiäü: f(x) = C, äå C - äîâiëüíà ñòàëà. I

6. Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ ç âiëüíèìè çìiííèìè. Çíàéòè âñi
ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

xf(y)− yf(x) = f
(y
x

)
. (12)

/ Ðiâíiñòü (12) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ y ∈ R, çîêðåìà äëÿ y = 2:
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xf(2)− 2f(x) = f

(
2

x

)
.

Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ ç îäíi¹þ çìiííîþ. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè x→ 2
x
çâåäåìî

éîãî äî ñèñòåìè äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:{
xf(2)− 2f(x) = f

(
2
x

)
,

2
x
f(2)− 2f

(
2
x

)
= f (x) .

Ïiäñòàâèâøè f
(
2
x

)
ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â äðóãå, îäåðæèìî

2

x
− 2xf(3) + 4f(x) = f(x),

çâiäêè çíàõîäèìî

f(x) =
2f(2)

3

(
x− 1

x

)
= C

(
x− 1

x

)
.

Ïiäñòàâèìî âèðàç C
(
x− 1

x

)
ó ðiâíÿííÿ (12):

xC

(
y − 1

y

)
− yC

(
x− 1

x

)
= C

(
y

x
− x

y

)
i ñïðîñòèìî ¨¨:

Cxy − Cx

y
− Cyx+ Cy

x
=
Cy

x
− Cx

y
.

Öå òîòîæíiñòü äëÿ âñiõ x, y 6= 0. Òîìó ôóíêöiÿ f(x) = C
(
x− 1

x

)
¹ ðîçâ'ÿç-

êîì iç äîâiëüíîþ êîíñòàíòîþ C çà óìîâè x 6= 0. Ùîá çíàéòè çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ â òî÷öi 0, ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ x = 2, y = 0. Òîäi 2f(0) = f(0),
òîáòî f(0) = 0.

Âiäïîâiäü:

f(x) =

{
0, ÿêùî x = 0,

C
(
x− 1

x

)
, ÿêùî x 6= 0.

I

7. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi äëÿ âñiõ äiéñíèõ x i y çàäîâîëü-
íÿþòü ðiâíiñòü

f(x2 + y) = f(x) + f(y2). (13)
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/ Î÷åâèäíî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê f(x) ≡ 0.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê g(x) ðiâíÿííÿ (13).
Òîäi g(x0) 6= 0 äëÿ äåÿêîãî x0 i

g(x2 + y) = g(x) + g(y2) (14)

äëÿ âñiõ äiéñíèõ x i y.
Ïîðiâíÿ¹ìî â îñòàííié ðiâíîñòi ïåðøèé i òðåòié àðãóìåíòè, òîáòî x2+y

i y2. Íåõàé y0 - êîðiíü êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ y2 = y + x20. Òàêèé êîðiíü
iñíó¹, áî äèñêðèìiíàíò D = 1 + 4x20 äîäàòíèé äëÿ áóäü-ÿêîãî x0.

Çà óìîâè x = x0 i y = y0 ç ðiâíÿííÿ (14) îäåðæó¹ìî

g(x20 + y0) = g(x0) + g(y20),

çâiäêè
g(x0) = 0, òîìó ùî x20 + y0 = y20.

Ðiâíiñòü g(x0) ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. I

8. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f , ÿêi âèçíà÷åíi íà âñié ÷èñëîâié îñi òà îäíî÷à-
ñíî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi äâi óìîâè:

à) ðiâíÿííÿ f(x) = 0 ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü;
á) äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(y + f(x)) = f(x2 − y) + 4f(x)y. (15)

/ Âiçüìåìî äîâiëüíå ôiêñîâàíå çíà÷åííÿ x i ââàæà¹ìî âiäîìèì çíà÷å-
ííÿ f(x). Òåïåð âèáåðåìî çíà÷åííÿ y òàê, ùîá y + f(x) = x2 − y, çâiäêè
y = 0, 5(x2 − f(x)). Òîäi ç ðiâíÿííÿ (15) îäåðæèìî

2f(x)(x2 − f(x)) = 0.

Îñêiëüêè ìíîæíèê f(x) çà óìîâîþ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü òiëüêè ïðè
îäíîìó çíà÷åííi x, òî öÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà òiëüêè òîäi, êîëè f(x) = x2.
Öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ îáèäâi óìîâè çàäà÷i, òîìó ùî ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü
x = 0 i

(y + x2)2 = (x2 − y)2 + 4x2y.

Âiäïîâiäü: f(x) = x2. I
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9. Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Çíàéòè âñi ïàðè ÷èñëîâèõ ôóí-
êöié f(x) i g(x), âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë i òàêèõ, ùî
äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ x i y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) + f(y) + g(x)− g(y) = x3 + 3
√
y.

/ Âiäîêðåìèìî çìiííi ó ðiâíîñòi, çiáðàâøè âèðàçè, ùî çàëåæàòü âiä
y, ëiâîðó÷, à âiä x - ïðàâîðó÷:

f(y)− g(y)− 3
√
y = x3 − f(x)− g(x). (16)

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ äiéñíèõ çíà÷åíü x i y òiëüêè çà óìîâè,
ùî îáèäâi ¨¨ ÷àñòèíè ñòàëi, òîáòî{

x3 − f(x)− g(x) = c,
f(y)− g(y)− 3

√
y = c.

Çàìiíèâøè â äðóãîìó ðiâíÿííi y íà x, îäåðæó¹ìî òàêó ñèñòåìó:{
x3 − f(x)− g(x) = c,
f(x)− g(x)− 3

√
x = c.

Ç öi¹¨ ñèñòåìè çíàõîäèìî ôóíêöi¨ f(x) i g(x):

f(x) =
1

2
(x3 + 3

√
x), g(x) =

1

2
(x3 − 3

√
x)− c.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü çàäàíå ðiâíÿííÿ ïðè áóäü-
ÿêîìó çíà÷åííi c:

1

2
(x3+ 3

√
x)+

1

2
(y3+ 3

√
y)+

1

2
(x3− 3

√
x)− c−

(
1

2
(y3 − 3

√
x)− c

)
= x3+ 3

√
y,

0 = 0.

Âiäïîâiäü:

f(x) =
1

2
(x3 + 3

√
x), g(x) =

1

2
(x3 − 3

√
x)− c,

äå c - äîâiëüíà ñòàëà. I
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10. Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ íà äèñêðåòíèõ ìíîæèíàõ. Ôóí-
êöiÿ f âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë i íàáóâà¹ çíà÷åíü
â öié ñàìié ìíîæèíi. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(f(n)) + f(n) = 2n+ 3. (17)

Çíàéòè f(2022).

/ Äëÿ âiäøóêàííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì íåâèçíà-
÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ¹ ëiíiéíîþ ôóí-
êöi¹þ, à íàä íåâiäîìîþ f âèêîíóþòüñÿ òiëüêè äi¨ óòâîðåííÿ ñêëàäíî¨
ôóíêöi¨ i äîäàâàííÿ. òî ëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî f ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ,
òîáòî

f(n) = an+ b, . (18)

äå a i b - íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè. Äëÿ ¨õ âèçíà÷åííÿ ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ
(18) ó ðiâíiñòü (17):

a(an+ b) + b+ an+ b = 2n+ 3

àáî, çâiâøè ïîäiáíi äîäàíêè,

(a2 + a)n+ ab+ 2b = 2n+ 3.

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ÷èñåë n ≥ 0, òîìó a2 + a = 2, çâiäêè
a = 1 àáî a = −2. Ïðè a = −2 ôóíêöiÿ f(n) = −2n+ b íàáóâà¹ âiä'¹ìíèõ
çíà÷åíü, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i. Òîìó a = 1. Òåïåð iç ðiâíîñòi ab +
2b = 3 çíàõîäèìî b = 1.

Îòæå, f(n) = n+ 1, à f(2022) = 2023.
Íå âèêëþ÷åíî, ùî iñíó¹ iíøà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (17).

Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà ôóíêöiÿ g(n) iñíó¹. Òîäi ðiâíiñòü

g(g(n)) + g(n) = 2n+ 3 (19)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ n.
Ñïî÷àòêó ç ðiâíîñòi g(g(0)) + g(0) = 3 çíàéäåìî g(0). Çðîçóìiëî, ùî

g(0) ≤ 3.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè ìîæëèâi âèïàäêè äëÿ çíà÷åííÿ g(0).
1. Ïðèïóñòèâøè, ùî g(0) = 0, îäåðæèìî, ùî 0 = 3. Òîìó g(0) 6= 0.
2. ßêùî g(0) = 1, òî ç ðiâíîñòi (19) îäåðæèìî g(1) = 2.
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3. ßêùî g(0) = 2, òî g(2) + 2 = 3, g(2) = 1, g(1) + 1 = 7, g(1) = 6,
g(6) + 6 = 5, g(6) = −1, ùî íåìîæëèâî.

4. ßêùî g(0) = 3, òî g(3) + 3 = 3, g(3) = 0, g(0) + 3 = 9, g(0) = 6 -
ñóïåðå÷íiñòü.

Îòæå, ìîæëèâèé òiëüêè âèïàäîê 2 i ìà¹ìî, ùî g(0) = f(0).
Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü ïðèíöèïîì íàéìåíøîãî ÷èñëà: ñåðåä áóäü-ÿêî¨

ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ íàéìåíøå ÷èñëî.
Íåõàé n0 - íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî f(n0) 6= g(n0).

Ç ðiâíîñòåé (17) i (19) îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ öiëèõ
íåâiä'¹ìíèõ n:

f(f(n)) + f(n) = g(g(n)) + g(n).

ßêùî n = n0 − 1, òî ç ðiâíîñòi

f(f(n0 − 1)) + f(n0 − 1) = g(g(n0 − 1)) + g(n0 − 1),

âðàõîâóþ÷è, ùî g(n0 − 1) = f(n0 − 1) = n0, îäåðæó¹ìî f(n0) = g(n0). Öÿ
ðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òîìó f(n) = n + 1 - ¹äèíà ôóíêöiÿ,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (17).

Âiäïîâiäü: f(2022) = 2023.

11. Ìåòîä Êîøi. Öåé ìåòîä âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âiäøóêàííÿ íåïå-
ðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiëüíèìè çìiííèìè. Ïðî-
iëþñòðó¹ìî öåé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿì ðiâíÿííÿ Êîøi.

Çíàéäåìî âñi íåïåðåðâíi íà ïðîìiæêó (−∞,+∞) ôóíêöi¨ f , ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó

f(x+ y) = f(x) + f(y). (1)

/ Çàìiíþþ÷è ïî÷åðãîâî y íà x, 2x, ..., (n− 1)x, îäåðæó¹ìî

f(nx) = nf(x). (20)

ßêùî ïðèéìåìî x = 1 i ïîçíà÷èìî f(1) = c, òî îäåðæèìî ðiâíiñòü

f(n) = cn, (21)
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ÿêà âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïðèéìåìî x =
y = 0, òîäi ç (1) ìà¹ìî f(0) = 2f(0), çâiäêè f(0) = 0. ßêùî â (1) ïðèéíÿòè
x = n, à y = −n, òî f(−n) = −f(n) = −cn = c(−n). Òîìó ðiâíiñòü (21)
âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f íà ìíîæèíi âñiõ öiëèõ ÷èñåë.

Ïðèéìåìî â ðiâíîñòi (20) x = 1
n
. Òîäi

f

(
1

n

)
= c · 1

n
. (22)

ßêùî æ x = 1
k
, äå k ∈ N, òî ç ðiâíîñòi (20), âðàõîâóþ÷è óìîâó (22),

çíàõîäèìî

f
(n
k

)
= c · n

k
,

ÿêà çàäà¹ ôóíêöiþ f íà ìíîæèíi äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
ßêùî ó ðiâíîñòi (1) ïðèéíÿòè x = n

k
, à y = −n

k
, òî îäåðæèìî, ùî òà

ñàìà ðiâíiñòü çàäà¹ ôóíêöiþ f íà ìíîæèíi âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
Îòæå, íà ìíîæèíi Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ôóíêöiþ f âèçíà÷åíî òàê:

f(x) = c · x.
Íåõàé òåïåð x = α - iððàöiîíàëüíå ÷èñëî. Âiçüìåìî ïîñëiäîâíiñòü

(rn
−) äåñÿòêîâèõ íàáëèæåíü ÷èñëà α ç íåäîñòà÷åþ. Òîäi, ïî-ïåðøå,

lim
n→∞

rn
− = α, i, ïî-äðóãå, f(rn

−) = c · rn−. Îñêiëüêè çà óìîâîþ ôóíêöiÿ f
íåïåðåðâíà, òî

lim
n→∞

f(rn
−) = f

(
lim
n→∞

rn
−
)
.

Òîìó

f(α) = f
(
lim
n→∞

rn
−
)
= lim

n→∞
f(rn

−) = lim
n→∞

(c · rn−) = c · α.

Îäåðæàëè, ùî f(α) = c · α.
Ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ôóíêöi¨ f(x) = cx, äå c - äîâiëüíå

äiéñíå ÷èñëî, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Êîøi:

c(x+ y) = cx+ cy.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà

1. Âîðîíèé Î.Ì. Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ â îëiìïiàäíié ìàòåìàòèöi.
Ìåòîä.ïîñiáíèê. - Êiðîâîãðàä, 2010.

2. Ôåäàê I.Â. Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ. Íàâ÷.ïîñiáíèê. - Iâàíî-Ôðàí-
êiâñüê, 2018.
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Äîìàøí¹ çàâäàííÿ

1. Âñåðåäèíi òðàïåöi¨ ïðîâåäåíî âiäðiçîê ïàðàëåëüíî ¨¨ îñíîâàì, äîâ-

æèíè ÿêèõ a i b. Çíàéäiòü äîâæèíó öüîãî âiäðiçêà, ÿêùî âií äiëèòü ïëîùó

òðàïåöi¨ íàâïië.

2. Â êîëî ðàäióñà R âïèñàíà òðàïåöiÿ, ó ÿêî¨ íèæíÿ îñíîâà âäâi÷i

áiëüøà âiä êîæíî¨ ç iíøèõ ñòîðií. Çíàéòè ïëîùó òðàïåöi¨.

3. Íà êîæíié ìåäiàíi òðèêóòíèêà âçÿòà òî÷êà, ùî äiëèòü ìåäiàíó ó âiä-

íîøåííi 3:1, ðàõóþ÷è âiä âåðøèíè. Ó ñêiëüêè ðàçiâ ïëîùà òðèêóòíèêà ç

âåðøèíàìè ó öèõ òðüîõ òî÷êàõ ìåíøà âiä ïëîùi ïî÷àòêîâîãî òðèêóòíè-

êà?

4. Ïåâíèé òîâàð ïðèäáàíî âîñåíè i çà íüîãî ñïëà÷åíî 825 òèñ. ãðí.

Êiëîãðàì öüîãî òîâàðó âîñåíè íà 1 òèñ. ãðí. äåøåâøèé, íiæ âåñíîþ, i

òîìó íà òó ñàìó ñóìó âåñíîþ áóëî ïðèäáàíî íà 220 êã ìåíøå. Ñêiëüêè

êîøòó¹ 1 êã òîâàðó âåñíîþ i ñêiëüêè éîãî áóëî ïðèäáàíî âîñåíè?

1



Òðàïåöiÿ i ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå

1 ñïîñiá.

Íåõàé ABCD - òðàïåöiÿ. AB = a, CD = b, ïàðàëåëüíèé äî îñíîâ
âiäðiçîê EF äiëèòü òðàïåöiþ íà äâi ðiâíîâåëèêi òðàïåöi¨. Ïîçíà÷èìî
KL = x. Íåõàé SABFE = S, SEFCD = S. Ïðîäîâæèìî ái÷íi ñòîðîíè AD i
BC äî ïåðåòèíó â òî÷öi O. Ïîçíà÷èìî T - ïëîùà òðèêóòíèêà AOB.

Îñêiëüêè òðèêóòíèêè AOB, EOF òà DOC ïîäiáíi, òî ¨õ ïëîùi âiäíî-
ñÿòüñÿ îäíà äî îäíî¨ ÿê êâàäðàòè ñòîðií:

S + T

T
=
x2

a2
,

2S + T

T
=
b2

a2
.

Iç ïåðøî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî

S

T
=
x2

a2
− 1.

Òåïåð iç äðóãî¨ îäåðæó¹ìî

2
x2

a2
− 2 + 1 =

b2

a2
, 2x2 − a2 = b2,

x2 =
a2 + b2

2
, x =

√
a2 + b2

2
,

òîáòî x - ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå ÷èñåë a i b.



2 ñïîñiá. Ïîçíà÷èìî h1 - âèñîòà òðàïåöi¨ KBCL, à h2 - òðàïåöi¨
AKLD, x - äîâæèíà âiäðiçêà KL, ùî äiëèòü òðàïåöiþ íà äâi ðiâíîâå-
ëèêi òðàïåöi¨.

Çà óìîâîþ ïëîùi KBCL i AKLD, òîìó

a+ x

2
h1 =

b+ x

2
h2 =

1

2
· a+ b

2
(h1 + h2).

Ìà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ ç òðüîìà íåâiäîìèìè h1, h2, x. Ñïðîñòèìî:

2ah1 + 2xh1 = ah1 + bh1 + ah2 + bh2,

çâiäêè

2x = −a+ b+
(a+ b)h2

h1
, (∗)

i
2bh2 + 2xh2 = ah1 + bh1 + ah2 + bh2,

çâiäêè

2x = a− b+
(a+ b)h1

h2
(∗∗)

Iç ðiâíîñòåé (∗) i (∗∗) âèïëèâà¹, ùî

(a+ b)
h21 − h22
h1h2

= 2(b− a).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ h1
h2
:

(a+ b)

((
h1
h2

)2

− 1

)
=
h1
h2
· 2(b− a),

(a+ b)

(
h1
h2

)2

− 2(b− a)

(
h1
h2

)
− (a+ b) = 0,

h1
h2

=
b− a±

√
(b− a)2 + (a+ b)2

a+ b
=
b− a±

√
2
√
a2 + b2

a+ b
.



Î÷åâèäíî, ùî çíàê ìiíóñ òóò ñòîðîííié.
Òåïåð ç ðiâíÿííÿ (a+ x)h1

h2
= b+ x çíàéäåìî x:

x =
b− ah1

h2
h1
h2
− 1

=
ab+ b2 − ab+ a2 − a

√
2
√
a2 + b2

−2a+
√

2
√
a2 + b2

=

=

√
a2 + b2(

√
a2 + b2 − a

√
2)√

2(−a
√

2 +
√
a2 + b2)

=

√
a2 + b2

2
.



Âïèñàíà òðàïåöiÿ

Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî ïîëîæåííÿ öåíòðà êîëà ùîäî ñòîðîíè AD òðà-
ïåöi¨. Ïîçíà÷èìî R - ðàäióñ êîëà, 2x - äîâæèíà AD, α = ∠AOB.

Òðèêóòíèêè ABO, BCO, CDO ðiâíi çà òðüîìà ñòîðîíàìè. Òîìó çà
òåîðåìîþ êîñèíóñiâ äëÿ ∆ABO ìà¹ìî

x2 = 2R2 − 2R2 cosα = 2R2(1− cosα),

à äëÿ ∆ADO

4x2 = 2R2 − 2R2 cos 3α = 2R2(1− cos 3α).

Ïîäiëèìî äðóãó ðiâíiñòü íà ïåðøó:

4 =
1− cos 3α

1− cosα
,

4− 4 cosα = 1− cos 3α,

4− 4 cosα = 1− (4 cos3 α− 3 cosα),

4 cos3 α− 7 cosα + 3 = 0.

Ëåãêî çíàéòè êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ: cosα = 1, cosα = −3
2
, cosα = 1

2
.

Î÷åâèäíî, ùî ïåðøi äâà êîðåíi ñòîðîííi.

Iç ðiâíîñòi cosα = 1
2
çíàõîäèìî α = π

3
, 3α = π.

Ðiâíiñòü 3α = π îçíà÷à¹, ùî òî÷êà O ëåæèòü íà ñòîðîíi AD, ïðè÷îìó
ðiâíî ïîñåðåäèíi.

Òåïåð ëåãêî çíàéòè ïëîùó òðàïåöi¨:

SABCD = 3 · SAOB = 3 · 1

2
·R2 · sin π

3
=

3

2
R2 ·
√

3

2
=

3
√

3

4
R2.



Çàäà÷à ïðî òðèêóòíèê

Ïîçíà÷èìî O - òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí òðèêóòíèêà ABC. Òî÷êà K
äiëèòü ìåäiàíó AA1 ó âiäíîøåííi 3 : 1, òî÷êà L äiëèòü ìåäiàíó BB1 ó
âiäíîøåííi 3 : 1, òî÷êà M äiëèòü ìåäiàíó CC1 ó âiäíîøåííi 3 : 1.

Âiäðiçîê A1B1 - ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ñòîðîíè
AB i çà îáåðíåíîþ òåîðåìîþ Ôàëåñà

A1B1

AB
=

1

2
.

Îñêiëüêè òî÷êà O äiëèòü ìåäiàíó AA1 ó âiäíîøåííi 2 : 1, à òî÷êà K ó
âiäíîøåííi 3 : 1, òî

OK

AA1

=
3

4
− 2

3
=

1

12
.

Êðiì öüîãî,
OK

OA1

=
1
12
1
3

=
1

4
.

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî, ùî

OL

OB1

=
1

4
.

Îòæå, ∆OKL ∼ ∆OA1B1 i

KL

A1B1

=
1

4
.

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî KL ‖ AB i

KL

AB
=

1

2
· 1

4
=

1

8
.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî KM ‖ AC, LM ‖ BC.

Òîìó òðèêóòíèêèABC i KLM ïîäiáíi (çà òðüîìà êóòàìè) i

SKLM
SABC

=

(
1

8

)2

=
1

64
.



Р. Костогриз: як вчителю боротись із прогулами

Автор: Руслан Костогриз, студент.
Гадаю, що кожен класний керівник стикався із такою проблемою, як прогули учнів. Як правило,
такі проблеми виникають із учнями старших класів чи учнями професійно-технічних навчальних
закладів.

Чудово, якщо така проблема вирішується простим діалогом із їх батьками, але таке буває не
завжди. Іноді батьки встають на бік своєї дитини, вважаючи прогули нормою. Як же тоді з цим
боротись?  Ви  думаєте,  що  я  зараз  пораджу  вам  звернутись  до  адміністрації  навчального
закладу? Та ні, навіть адміністрація буде безсила проти впертих батьків. Тому хочу запропонувати
вам більш радикальний метод.

Давайте  звернемось  до  нормативно-правової  бази.  Сімейним  кодексом  України,  стаття  150,
передбачено, що батьки зобов'язані забезпечити здобуття дитиною повної загальної середньої
освіти,  готувати  її  до  самостійного  життя.  Стаття  29  Закону  України  «Про  загальну  середню
освіту» передбачає, що батьки або особи, які їх замінюють, зобов’язані забезпечувати умови для
здобуття  дитиною  повної  загальної  середньої  освіти  за  будь-якою  формою  навчання.  Таким
чином, якщо батьки допускають прогули своїх дітей, то вони не створюють їм належні умови для
здобуття  повної  загальної  середньої  освіти,  а  відповідно,  не  виконують  деякі  обов’язки  щодо
виховання  дітей,  зокрема,  обов’язки,  передбачені  статтею  150  Сімейного  кодексу  України  та
статтею 29 Закону України «Про загальну середню освіту»

Вищенаведені висновки вказують на те, що батьки вчиняють адміністративне правопорушення,
передбачене  статтею  184  Кодексу  України  про  адміністративні  правопорушення,  а  саме,
ухилення  батьків  або  осіб,  які  їх  замінюють,  від  виконання  передбачених  законодавством
обов’язків щодо забезпечення необхідних умов життя, навчання та виховання неповнолітніх дітей.
Санкція  даної  статті  передбачає  адміністративне стягнення  у  вигляді  накладення  штрафу від
п’ятдесяти до ста неоподатковуваних мінімумів доходів громадян, тобто від 850 до 1700 гривень.
У відповідності до статті 255 Кодексу України про адміністративні правопорушення протокол про
адміністративне  правопорушення,  передбачене  статтею  184,  складають  уповноважені  особи
органів внутрішніх справ України, тобто Національної поліції.

Тому алгоритм дій має бути наступним:

1) Класний керівник помічає, що деякий учень прогуляв значну частину уроків.

2) Класний керівник дзвонить за телефоном 102 і повідомляє про це (головне не треба боятись,
адже поліція – це не вороги, поліція покликана допомагати людям).

3) До навчального закладу приїжджає поліція і  на основі записів у класному журналі в розділі
«Облік  відвідування» складає адміністративний протокол на батьків того учня за статтею 184
КУпАП.

4) Поліція передає цей протокол до загального місцевого суду.

5) Загальний місцевий суд на основі протоколу призначає адміністративне стягнення батькам у
вигляді накладення штрафу в розмірі 1700 гривень.

Запропонований мною алгоритм дозволить класним керівникам вирішити цю проблему всього
лише одним дзвінком за номером 102, і їм не доведеться псувати свою нервову систему, постійно
переконуючи батьків у чомусь.

А якщо батьків це вдарить по гаманцю, все-таки 1700 - це немала сума, то, можливо, у свідомості
батьків, а потім і їх дітей щось зміниться.

А як вважаєте ви: чи можливо кардинально змінити обсяг прогулів, якщо діяти таким радикальним
методом?

https://www.facebook.com/profile.php?id=100025511565272


Р. Костогриз: про шкільну систему оцінювання

Давайте нарешті розберемось із нашою шкільною системою оцінювання через 19 років після її
впровадження. Нагадаю, 12-бальна система оцінювання, яка використовується зараз у школах
була введена наказом Міністерства освіти і науки №428/48 від 04.09.2000. Так давайте все ж таки
прочитаємо й детальніше проаналізуємо цей наказ.

Коли  читаєте  вищенаведений  наказ,  помічаєте,  що  постійно  повторюється  фраза
«оцінювання навчальних  досягнень».  Так,  саме навчальних  досягнень,  а  не  оцінювання
знань, не оцінювання швидкості засвоєння навчального матеріалу, не ніщо інше. Також в додатку
1 до цього наказу вказано і зокрема, що «з метою забезпечення ефективних вимірників якості
навчальних досягнень та об'єктивного їх оцінювання в основній та старшій школі вводиться 12-
бальна шкала оцінювання, побудована за принципом  сумування набутих знань, умінь і навичок
з  урахуванням зростання  рівня  особистих  досягнень  учня.  При  оцінюванні  вчитель  має
враховувати рівень досягнень учня, а не ступінь його невдач, до чого вчителя, як правило,
спонукала чотирибальна система.. Таким чином, виходячи з цього наказу, оцінювати треба саме
рівень навчальних досягнень учня, тобто оцінювати те, що учень урешті-решт досягнув, в цьому ж
і полягає суть 12-бальної системи оцінювання.
А тепер давайте розберемось, як вчителі оцінюють учнів зараз. Те що я зараз буду писати, це не
означає, що всі вчителі України так роблять, проте так робить більшість. Так ось, розберемось як
же виставляють тематичну. Відповідно до інструкції з ведення класного журналу учнів 5-11 класів
загальноосвітніх  навчальних  закладів,  затвердженої  наказом  МОН  №496  від  03.06.2008  при
виставленні  тематичної  оцінки  враховуються  всі  види  навчальної  діяльності,  що  підлягали
оцінюванню протягом вивчення  теми.  Як бачимо чіткої  формули  для  виставлення  тематичної
немає. Як же це роблять учителі? В учня під час теми є певна кількість оцінок, зокрема, оцінки «за
активність у класі» (деякі вчителі називають «за роботу в класі», чи «за роботу на уроці»), оцінки
за домашні  завдання,  оцінки за самостійні  та контрольні  роботи.  Вчителі,  як правило,  просто
рахують середнє арифметичне серед цих оцінок, округлюють до цілого і виставляють цю цифру,
як тематичну. Також нам відомо, що якщо учня не було в школі в день контрольної роботи, то він
її не пише, тематична ставиться на основі попередніх оцінок.

Тепер  давайте  розберемо ситуацію.  Учень  А  має  дві  оцінки  10  і  12  «за  активність  в  класі»,
контрольну роботу не писав, оскільки хворів. Вчитель йому ставить тематичну 11, як середнє 10 і
12.  Учень Б має одну оцінку 4  «за активність  в  класі»,  одну оцінку 4 за  домашнє завдання,
оскільки відразу не розібрався в темі, але перед контрольною роботою все опанував і отримав за
неї 10. Вчитель ставить йому тематичну 6, як середнє оцінок 4, 4, 10.

Тепер  давайте  розглянемо аналогію  попередньої  ситуації  із  реального  життя.  Працівнику  А  і
працівнику Б доручили зробити деякі проекти за деякий термін. Працівник А якісно зробив 20%
проекту,  а  потім  захворів,  тобто іншу частину проекту  за  нього  дороблював  інший працівник.
Працівник Б спочатку не поспішав робити проект, оскільки був занятий іншими справами, але за
день до кінця терміну зробив усе якісно на 100%. Звісно, роботодавець буде більше цінувати
працівника Б, оскільки йому важливий результат, що проект зроблений вчасно.

А  в  нашій  ситуації  вчитель  тематичною оцінкою цінує  учня  А.  Так  як  же  все-таки  правильно
виставляти тематичну? Як я вказував вище, суть 12-бальної системи оцінювання полягає в тому,
що оцінювати треба навчальні досягнення учнів. Так от, на рівень навчальних досягнень учня під
час теми вказує оцінка за контрольну роботу, оскільки саме контрольна робота містить усі типи
завдань,  які  вивчались протягом теми,  і  саме вона відображає  те,  що учні  досягли протягом
вивчення теми. Тому тематичну оцінку треба ставити таку саму, як за контрольну роботу. Такий
спосіб виставлення тематичної побудований за принципом сумування набутих знань, про який
ішлося вище. Якщо вчитель рахує середнє арифметичне, то він оцінює не рівень навчальних
досягнень, а процес засвоєння навчального матеріалу, що не є правильним.
Ви  напевно  запитаєте  мене:  якщо  на  тематичну  впливає  лише  контрольна,  тоді  проводити
самостійні роботи, задавати домашні завдання, опитувати учнів на уроці не потрібно? Відповідаю:
потрібно,  навіть  потрібно  ставити  за  це  оцінки.  Але  не  для  того,  щоб  урахувати  їх  під  час
виставлення тематичної, а з іншою метою. По-перше, дивлячись на ці оцінки вчитель аналізує



процес засвоєння матеріалу учнями, робити висновки щодо покращення процесу викладання,
аби до контрольної роботи учні засвоїли якомога більше. По-друге, поточні оцінки дають певний
стимул учневі, вказують на його слабкі місця, на те, що треба довчити учню до контрольної. Не
менш важливо те, що тоді, коли учня викликають до дошки відповідати, він це сприйматиме як
додаткову можливість потренуватися перед контрольною роботою, а не як ризик отримати низьку
оцінку.

Виходячи з цього, у вищенаведеній ситуації учень Б мав отримати тематичну 10 (як за контрольну
роботу). Учню А, який не писав контрольну через хворобу, вчитель має запропонувати її написати
і  поставити  тематичну,  аналогічну  контрольній,  а  якщо  учень  відмовляється  її  писати,  то
поставити «не атестований», оскільки на основі двох поточних оцінок неможливо визначити, якого
рівня досяг учень наприкінці теми.

Як же виставляти семестрову оцінку? Відповідно до інструкції з ведення класного журналу учнів
5-11  класів  загальноосвітніх  навчальних  закладів,  затвердженої  наказом  МОН  №496  від
03.06.2008 семестрове оцінювання здійснюється на підставі тематичних оцінок, при цьому мають
враховуватися  динаміка  особистих навчальних досягнень  учня  (учениці)  з  предмета протягом
семестру, важливість теми, тривалість її вивчення, складність змісту тощо. Як правило, учителі
знову ж таки просто рахують середнє арифметичне серед тематичних. Але це теж не є зовсім
правильним,  оскільки  в  кожній  темі  різна  кількість  годин.  Узагалі,  у  вас,  учителів  розмір
заробітньої плати пропорційно залежить від кількості годин, чи не так? То давайте зробимо, щоб
семестрова для учнів ставилась з урахуванням кількості годин на певну тему. Як це зробити? Тут
усе  дуже  просто.  Треба  кожну  тематичну  множити  на  коефіцієнт,  що  чисельно  дорівнює
відношенню кількості  годин на вивчення тієї  теми до кількості  годин у семестрі.  Наприклад у
семестрі було три теми. На кожну тему відводиться відповідно 14, 10 і 8 годин. Тоді семестрова
має обчислюватись за формулою С=Т1*14/32+Т2*10/32+Т3*8/32.

Спеціально  пишу  цей  блог  напередодні  першого  вересня,  щиро  сподіваючись,  що  вчителі
нарешті зрозуміють суть 12-бальної системи оцінювання через 19 років після її впровадження.

Руслан Костогриз: як учителю боротись зі 
списуванням

У системі загальної середньої освіти є низка проблем, із якими треба невідкладно боротися. Дві
найголовніші,  на  мою  думку,  проблеми  –  це  прогули  й  списування.  Як  боротись  із  першою
проблемою – прогулами, ми вже розібрались два місяці тому в одному з моїх попередніх блогів
(сподіваюсь що вчителі вже спробували діяти запропонованим мною методом).
Тепер  щодо  другої  проблеми.  Узагалі,  проблема  списування  набуває  достатньо  великого
масштабу: має місце плагіат у дисертаціях, дипломних, курсових роботах, студенти списують на
іспитах. Але давайте опустимось на найнижчий рівень, а саме - списування в школах. Саме там
учні звикають списувати, і як наслідок – списують і на наступних етапах навчання та життя. Тому,
аби викорінити списування взагалі, треба для початку унеможливити його в школах.

Учні стали дуже хитрими останнім часом. Вони обманюють учителів, щодня, зокрема, списують
домашні завдання в однокласників, списують на самостійних та контрольних, придумують різні
відмазки, коли не зробили д/з чи погано впорались із контрольною. Вони вважають, що вчителі, -
дурні, їх легко «обвести навколо пальця». Але прийшов час довести учням, що це не так. Тому
сьогодні пропоную розібратись, як же боротись зі списуванням у школі.

Звертаю вашу увагу, що ці нижченаведені правила треба застосовувати лише під час написання
контрольних  робіт,  оскільки  в  ідеалі  лише контрольна  має  впливати  на  тематичну  (я  про  це
писав раніше.
ПРАВИЛО №1 – КОЖНОМУ ІНДИВІДУАЛЬНИЙ ВАРІАНТ

Як правило, вчитель готує лише два варіанти для контрольної роботи, а буває й таке, що на весь
клас – один варіант. Але вчитель повинен готувати для кожного індивідуальний варіант. Більш
того, варіанти повинні змінюватись із року в рік, аби учні не могли взяти завдання у попередників,
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та,  відповідно,  не  могли  заздалегідь  підготувати  відповіді.  Таким  чином,  учні  не  зможуть
списувати один в одного.

ПРАВИЛО №2 – ЗАВДАННЯ НЕ З ПОСІБНИКІВ

Як правило, вчитель бере завдання для контрольної з посібників та збірників задач. Але ж для
усіх збірників існує ГДЗ (готові домашні завдання), із яких учні можуть легко списати. Тому вчитель
повинен придумувати всі завдання самостійно, щоб розв’язки цих завдань були лише в нього. У
крайньому разі, вчитель має брати завдання із якихось маловідомих посібників чи збірників задач
радянських часів (але такі завдання, щоб вони відповідали діючій програмі), щоб учні нізащо не
здогадались, звідки взяті ті завдання й, відповідно, не могли знайти відповіді.

ПРАВИЛО №3 – КІЛЬКІСТЬ ЗАВДАНЬ ІЗ НАДЛИШКОМ

Як правило, коли сильний учень справився з усіма завданнями, він допомагає слабшому. Тому
потрібно, щоб сильний учень був задіяний до кінця контрольної роботи. Для цього вчитель має
дати  обсяг  завдань  з  надлишком,  тобто  трішки  більше,  ніж  потенційно  може  розв’язати
найсильніший  учень  класу.  Тоді  найвищу  оцінку  отримує  не  той,  хто  розв’язав  усі  завдання
контрольної, а той, хто розв’язав найбільше завдань серед однокласників, а оцінка інших учнів
рахується відносно сильнішого. Наприклад, вчитель дав 9 завдань. Але кращий результат у класі
– учень розв’язав 6 завдань. Тоді цей учень отримає 12 балів і, як наслідок кожне завдання буде
оцінюватись у 2 бали. Відповідно, той, хто розв’язав 4 завдання, отримає 8 балів. Таким чином,
навіть  найсильніші  учні  класу будуть задіяні  до кінця контрольної  роботи,  бо намагатимуться
розв’язати всі завдання і в них не буде часу допомогти іншим.

ПРАВИЛО №4 – ЗАВДАННЯ З ПОПЕРЕДНІХ ТЕМ

Потрібно, щоб кілька завдань було з попередніх тем. Таких завдань має бути близько 30% обсягу
контрольної. Справа в тому, що коли контрольна дається за обмеженим обсягом матеріалу, то
легко зробити шпаргалки, а коли можуть бути завдання з попередніх тем, то обсяг матеріалу стає
фактично необмеженим, і шпаргалки зробити неможливо.

ПРАВИЛО №5 – ВЧИТЕЛЬ ЗА СПИНОЮ В УЧНІВ

Як  правило,  коли  вчитель  намагається  запобігти  списуванню,  він  ходить  по  класу.  Але  це  –
найрозповсюдженіша помилка.  Під  час  написання  контрольної  вчитель  завжди має стояти за
спиною в учнів. Коли учні знають, що вчитель за їх спиною, кожен із них постійно відчуває, що
саме за ним у цей момент спостерігають і буде боятись дістати шпаргалку. А коли вчитель ходить
по класу, то, очевидно, у будь-який момент часу він буде стояти спиною до певної кількості учнів,
що допоможе їм скористатися шпаргалкою у відповідний момент.

ПРАВИЛО №6 – МОБІЛЬНІ ТЕЛЕФОНИ

Потрібно забирати в учнів мобільні телефони. Це правило здається очевидним. Але ж якщо ми
передбачили  для  кожного  індивідуальний  варіант,  визначили,  що вчитель  стоїть  за  спиною в
учнів,  тоді  навіщо  ще  забирати  телефони?  Але  ж  існують  навушники.  Дівчата,  у  яких  довге
волосся можуть легко їх використати. І тоді, навіть якщо вчитель буде стояти за спиною в учнів,
він все одно не помітить навушників, які ховаються за довгим волоссям учениці.

ПРАВИЛО №7 – ЖОРСТОКЕ ПОКАРАННЯ

Чому люди не вбивають одне одного на вулицях? А тому, що за це загрожує жорстоке покарання,
а саме від 7 до 15 років позбавлення волі відповідно до ч.1 ст.115 Кримінального Кодексу України.
Напевно, можна за такою аналогією запобігти списуванню. Та ні, не хвилюйтесь, я не пропоную
саджати у в’язницю за списування, але все одно, карати потрібно.

Якщо вчитель помітив когось на списуванні, він ставить йому оцінку за контрольну, а відповідно, і
тематичну -3 бали (мінус три бали). Я маю на увазі не на три бали менше від реальної оцінки, а
взагалі -3 бали. Все-таки коли учень чесно визнав,  що нічого не знає й нічого не написав на
контрольній, це має більше цінуватись, аніж коли учень намагався обманути.



Якщо, наприклад, учень має тематичні 4, 7, 8, -3, то він отримує семестрову (4+7+8+(-3))/4 = 4
бали. Так, відповідно, до Інструкції ведення класних журналів, не можна ставити від’ємні оцінки,
але в  нашій  бюрократичній  системі  змінити будь-який наказ  чи інструкцію не складе значних
проблем. Так, коли учень отримає тематичну в -3 бали, для нього це буде значний стрес. Але
нехай звикають, у дорослому житті учнів ще скільки тих стресів буде. Батьки того учня, ймовірно,
з’їдять того вчителя живцем, якщо той поставить тематичну -3 бали, але останньому треба просто
спокійно  реагувати.  Треба  в  підростаючого  покоління  виховати  певну  дисципліну  та
відповідальність за свої вчинки. Таким чином, якщо учень усвідомить, яке жорстоке покарання
загрожує йому за списування, то в нього й думки не буде списати.

Згоден із тим, що дотримання цих семи правил вимагає від учителя значного часу та зусиль. Але,
друзі, без труда нема плода. Ефект буде миттєвим, учні відразу забудуть, що таке списування й
почнуть вчити всі дисципліни чесним шляхом.

Як вважаєте ви: чи є цей перелік правил вичерпним? Що б ви додали до нього?



Психологія педагогічної діяльності та психологія 
вчителя
Продовжуємо опрацьовувати разом із вами стислий курс педагогічної психології. Нагадуємо, що наші 
матеріали містять як інформацію теоретичного плану, так і деякі прикладні психологічні 
рекомендації

Контрольні запитання:

1. Специфіка, структура та психологічний зміст педагогічної діяльності.

2. Проблеми психологічної готовності до педагогічної діяльності.

3. Проблема педагогічних здібностей.

4. Вимоги до особистості педагога.

5. Критерії ефективності педагогічної діяльності, основні функції педагога.

6. Структура психологічного аналізу уроку.

7. Особливості психокорекційної роботи з учителями.

8. Специфіка педагогічного колективу.

9. Можливі проблеми взаємодії психолога з учительським колективом.

Психологія педагогічної діяльності
Педагогічна діяльність - це професійна активність учителя, в якій за допомогою різних засобів 
впливу на учнів реалізуються задачі навчання й виховання (А. Маркова). У загальному вигляді 
педагогічна діяльність - це особливий, багатогранний і багатоплановий вид діяльності, пов'язаний 
з навчанням і вихованням.

Види педагогічної діяльності: навчальна, виховна, організаторська, пропагандистська, 
управлінська, консультативна й самоосвітня.

Психологічна структура педагогічної діяльності включає:

Мотиваційно-орієнтовну ланку - готовність до діяльності та постановка вчителем цілей і задач.

Виконавську ланку - вибір і застосування засобів впливу на учнів.

Контрольно-оцінну ланку - контроль та оцінка своїх власних педагогічних впливів, тобто 
педагогічний самоаналіз.

Зауважимо, що педагогічна діяльність насправді починається не з мети, а з аналізу вихідної 
педагогічної ситуації.

Педагогічною ситуацією називають сукупність умов, у яких учитель ставить педагогічні цілі й 
задачі, приймає та реалізує педагогічні рішення. У принципі, будь-яка ситуація стає педагогічною, 
якщо в ній реалізуються педагогічні цілі й задачі.

Педагогічна задача (задача в даному випадку розуміється як система, що складається з предмета
задачі та моделі необхідного стану предмета) повинна:

включати характеристику психічного розвитку до впливу й бажані зміни у психічному розвитку 
після впливу;



ураховувати учня як активного співучасника процесу (у даному випадку має місце 
«довизначення» задачі з боку учня в залежності від його особистої мотивації, рівня домагань і т. 
п. або «перевизначення» - заміна задачі вчителю на свою власну).

«Довизначення» або «перевизначення» - це реальні процеси зміни, активного прийняття й 
переробки педагогічних задач у свідомості учня в залежності від його можливостей.

Рішення педагогічних задач включає кілька етапів: аналітичний, постановку цілей і 
конструктивний, на якому відбувається планування способів рішення задач.

Особливістю педагогічних задач є те, що їх рішення вимагає негайних дій, а результат буває 
відстрочений у часі, що ускладнює контроль. У педагогічному процесі завжди існує ієрархія задач:
глобальні, стратегічні, поетапні й тактичні.

Для реалізації педагогічної діяльності необхідні відповідні вміння.

У першу групу вмінь включають: уміння бачити в педагогічній ситуації проблему та формулювати 
її у вигляді педагогічної задачі; уміння бачити та вивчати педагогічну ситуацію.

Другу групу вмінь складають: уміння «чому учити» (робота зі змістом матеріалу) і «як учити» 
(ефективне сполучення прийомів і засобів навчання).

Третя група вмінь пов'язана з використанням психологічних знань: уміння хронометрувати процес
праці й аналізувати свою діяльність.

Психологія вчителя
Центральною ланкою в усій педагогічній діяльності є особистість учителя.

Одним із великих фахівців у галузі вивчення психології вчительської праці й особистості вчителя є
А. Маркова, на яку далі ми й будемо посилатись.

На наш погляд, базовою психологічною вимогою до особистості педагога є любов до дітей. Без 
цієї умови педагогічна діяльність як така не буде повноцінною. Діти дуже чуйні до того, як до них 
ставляться. Нелюбов з боку вчителя в остаточному підсумку породжує нелюбов з боку учнів, і тоді
не тільки виховання, а й нормальне навчання стане неможливим (за висловлюванням 
Ксенофонта, «ніхто не може нічому навчитись у людини, яка не подобається»).

Наступною найбільш важливою вимогою до особистості вчителя є наявність спеціальних знань у 
тій сфері, в якій він навчає дітей, і знань психолого-педагогічного характеру (закономірностей 
вікового розвитку організму й особистості дитини, володіння різноманітними педагогічними 
прийомами тощо).

Професійна компетентність педагога складається з багатьох параметрів. Нижче наведена 
психологічна карта оцінки педагогічної діяльності вчителя (за А. Марковою), в якій автор виділяє 
три основних блоки:

педагогічну діяльність;

педагогічне спілкування;

особистість учителя.

Необхідні характеристики, якими повинен володіти педагог:

Педагогічна ерудиція - загальний запас сучасних знань і способів, якими ці знання можна 
ефективно передати.

Педагогічне цілепокладання - потреба у плануванні своєї праці й уміння виробити сплав із цілей
суспільства та своїх особистих цілей.



Педагогічне мислення - виявлення посеред зовнішніх, незаданих, прихованих властивостей 
педагогічної дійсності в ході порівняння та класифікації ситуацій причинно-наслідкових зв'язків.

Практичне педагогічне мислення - аналіз конкретних ситуацій з використанням теоретичних 
закономірностей і прийняття на їх основі педагогічних рішень.

Педагогічна інтуїція - швидке, одномоментне ухвалення педагогічного рішення з урахуванням 
передбачення подальшого розвитку ситуації без розгорнутого усвідомленого аналізу.

Педагогічна імпровізація - знаходження несподіваного педагогічного рішення.

Педагогічний такт - почуття розумної міри на основі співвіднесення задач, умов, можливостей 
учасників спілкування. Такт - це вибір і здійснення такого заходу педагогічного впливу, що 
заснований на ставленні до особистості дитини як головної цінності. Педагогічний такт - це одна з
форм реалізації педагогічної етики.

Педагогічна емпатія - розуміння учня, що спирається на аналіз його особистості, емоційне 
співпереживання й відгук на його почуття.

Педагогічна творчість - пошук і знаходження нового в педагогічній діяльності.
У цілому ж до інтегральних характеристик особистості вчителя можна віднести: педагогічні 
здібності, характер і спрямованість особистості, психічні стани.

Ми вважаємо за можливе акцентувати увагу на такій характеристиці особистості вчителя, як 
уміння стати в рефлексивну позицію стосовно самого себе й до здійснюваної діяльності в цілому. 
Результатом виходу в таку позицію є здатність педагога зрозуміти, усвідомити свої справжні 
мотиви, труднощі, причини прояву тієї чи іншої поведінки та стосунків, що дозволяє вчасно 
скорегувати свою поведінкову програму з метою найбільш ефективного здійснення професійної 
діяльності.

Розрізняють перцептивно-рефлексивні (визначальну можливість проникнення в особистість учня 
й розуміння себе) та управлінські педагогічні здібності.

До більш виокремлених педагогічних здібностей відносять здатності:

бачити й відчувати, чи розуміє учень досліджуваний матеріал, установлювати ступінь і характер 
такого розуміння;

самостійно підбирати навчальний матеріал, визначати оптимальні засоби та методи навчання;

по-різному викладати, доступно пояснювати той самий матеріал, щоб забезпечити його 
розуміння та засвоєння всіма учнями;

будувати навчання з урахуванням індивідуальності учнів;

правильно будувати урок, удосконалюючи свою викладацьку майстерність;

передати свій досвід іншим учителям і вчитись на їхньому прикладі;

до самонавчання;

формувати в учнів потрібну мотивацію та структуру навчальної діяльності;

вселяти в людину впевненість, заспокоювати її, стимулювати до самовдосконалення;

знаходити потрібний стиль спілкування;

викликати до себе повагу з боку вихованців, користуватись неформальним визнанням з їхнього 
боку.

У літературі, присвяченій педагогічній діяльності, особливо виділяють таку характеристику в 
особистості вчителя, як педагогічна свідомість, що включає:



усвідомлення норм, правил і моделей своєї професії;

усвідомлення цих якостей в інших людях;

урахування оцінки себе як професіонала іншими людьми;

самооцінку окремих сторін своєї особистості.

Комунікативна сторона педагогічної діяльності
Величезне значення у процесі навчання й виховання має стиль взаємодії та спілкування вчителя 
з учнями. Тут можна виділити дві основні позиції:

«Закрита позиція» - це знеособлена, підкреслено об'єктивна манера викладання, відсутність 
власних суджень і думок.

«Відкрита позиція» характеризується відмовленням від власного педагогічного всевідання та 
непогрішності, відкриттям свого досвіду учням.

Вибір тієї чи іншої позиції багато в чому залежить від загального рівня особистої психологічної 
свободи вчителя. Перша позиція може використовуватись просто для маскування якогось 
«страху», наприклад, у починаючих учителів. Як правило, учителі, які мають достатній досвід 
роботи й високий ступінь особистісної самореалізації, прагнуть до другої позиції.

Серед необхідних комунікативних умінь учителя відзначають:

уміння управляти своєю поведінкою;

уміння спостерігати та переключати увагу;

уміння соціальної перцепції («читання по обличчю»);

емпатію - уміння не тільки бачити, а й розуміти, співпереживати;

хороші навички мовного спілкування.

Комунікативні здібності педагога піддаються розвитку. Добрі результати в їх формуванні дають 
соціально-психологічний тренінг і тренінг педагогічних умінь.

Висновки про взаємодію педагога з учнями можна будувати на основі аналізу:

результатів засвоєння знань (рівень засвоєння, перспективне й оперативне значення цього 
засвоєння);

результатів засвоєних способів і прийомів розумової діяльності;

характеристики ставлення учнів до предмета;

відносин між учнями й між учнями та педагогом;

загальної оцінки уроку з погляду навчання, розвитку й виховання учнів.

У цілому в діяльності педагога виділяють такі основні функції:

Інформаційну - точність, логічність подачі інформації, уміння виділяти головне, доступність 
інформації й опора на наявний досвід, зв'язок інформації із практикою й уміння прогнозувати 
засвоєння матеріалу учнями.

Перцептивну - уміння сприймати психічний стан учнів і «бачити» особистість учня.

Комунікативну - включає стиль спілкування, педагогічний такт, характеристики мови, експресивні
якості, контакт із класом.



Організаторську - організація учителем власної діяльності та пізнавальної діяльності учнів.

Розвивальну - робота з формування й розвитку прийомів і способів розумової діяльності учнів, 
їхньої особистості та колективу.

Контролюючу - різні способи контролю засвоєння інформації, об'єктивність оцінок, навчання 
самоконтролю.
Реалізація на практиці всіх цих функцій одночасно - досить складна задача. Саме тому за рівнем 
психічної напруженості праця шкільного вчителя й займає друге місце після роботи 
авіадиспетчера.

Таким чином, для ефективної професійної діяльності в галузі навчання й виховання необхідні: по-
перше, добра підготовка, по-друге, постійне самовдосконалення.

Проблема підготовки педагогічних кадрів
Особливе місце в підготовці педагога займають психологічні знання й уміння. У даний час у галузі 
психологічної підготовки вчителів і педагогів вищої школи існує ряд проблем:

1. Потреба вчителя у психологічних знаннях може бути великою, але вона не підкріплюється 
сформованою практикою роботи, тому масив уже готових наукових рекомендацій залишається 
незатребуваним.

2. Дотепер не розроблена цілісна концепція, що лягла б в основу показників ефективності праці 
вчителя, викладача. Психологічні дослідження в цьому напрямі роздроблені: одні вивчають 
діяльність, інші - спілкування, треті - здатності й т. д.

3. Вивчення психології не спрощує роботу педагога, але піднімає її на більш високий рівень і 
підвищує впевненість учителя в собі, своїх знаннях і здібностях, оскільки розуміння внутрішніх 
причин поведінки учнів змінює сам тип мислення вчителя.

Дотепер у деяких педагогічних ВНЗ при вивченні циклу психологічних дисциплін переходять із 
традиційних лекційних занять на тренінги з метою більш глибокого оволодіння майбутніх учителів 
необхідними вміннями й навичками для навчально-виховавчої роботи з учнями різного віку.

На закінчення хотілося б торкнутись індивідуально стилю діяльності педагога. Обдарована, 
творча людина - це завжди індивідуальність. А індивідуальність педагога, у свою чергу, сприяє 
вихованню творчої особистості, чи то дитина чи дорослий. Чим більше серед учителів 
різноманітних і цікавих особистостей, тим більша ймовірність того, що вони навчать і виховають 
людей, які володітимуть безліччю різних і корисних індивідуальних якостей.

Індивідуальний стиль педагога виявляється в темпераменті (часі та швидкості реакції, 
індивідуальному темпі, емоційному відгуку); характері реакції на ті чи інші педагогічні ситуації; 
виборі методів навчання й засобів виховання; стилі педагогічного спілкування; реагуванні на дії й 
учинки дітей; манері поведінки; застосуванні засобів психолого-педагогічного впливу на дітей і 
дорослих.

Індивідуальний стиль діяльності - це насамперед урахування своїх індивідуальних особливостей 
при виборі тих чи інших засобів і прийомів педагогічної діяльності. Тому при поширенні 
передового педагогічного досвіду завжди виникає питання про можливості його адаптації до 
особистості іншого вчителя. Тут головним моментом є творче, індивідуальне опрацювання цього 
досвіду.

Автор: М. Розенова



Психологія педагогічної діяльності і особистості вчителя
План

•1. Професійно значущі якості особистості вчителя.
•2. Педагогічні здібності вчителя та їх розвиток.
•3. Характеристика педагогічної діяльності:
•4. Структурні компоненти;
•5. Рівні результативності;
•6. Індивідуальний стиль діяльності вчителя.
•7. Психологія педагогічної саморегуляції.
•8. Загальна характеристика педагогічного спілкування.
•9. Ефективність педагогічного спілкування.
•10. Психологічні особливості педагогічного колективу.

Основні поняття

Педагогічні здібності, педагогічна діяльність, педагогічна майстерність, педагогічний такт, педагогічна
саморегуляція, стилі педагогічної діяльності, педагогічне спілкування, авторитет учителя.

Рекомендована література

•1. Аникеева Н.П. Психологический климат в коллективе. - М., 1989. - С. 184-196.
•2. Добрович А.В. Учителю о психологии и психогигиене общения.
•- М., 1987. - 207 с.
•3. Елканов С.Б. Основы профессионального самовоспитания будущего учителя. - М., 1989. - 189 с.
•4. Кан-Калик В.А. Учителю о педагогическом общении. - М., 1987.
•- С. 155-176.
•5. Кузьмина Н.В. Способности, одаренность, талант учителя. - Л., 1985. - С. 14-17.
•6. Леонтьев А.А. Педагогическое общение. - М., - С. 39-45.
•7. Чепелева  Н.В. Психологічна  культура  майбутнього  вчителя.  -К.,1989.  -  32  с.  -  (Сер.  7

"педагогічна", № 8).
•8. Шакуров  Р.Х. Социально-психологические  проблемы  руководства  педагогическим

коллективом. - М., 1982. - С. 33-192.
•9. Яценко Т.С. Социально-психологическое обучение в подготовке будущих учителей. - К., 1987. -

С. 48-59.
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Перш ніж перейти до  розгляду основних  вимог до  особистості  вчителя,  розглянемо її  структурні
складові. Зупинимося на структурі особистості, запропонованої К.К. Платоновим.

Перша підструктура особистості  включає її  соціальну спрямованість,  систему провідних ставлень і
потреб.  Відповідно,  першу найважливішу групу вимог до особистості  педагога складають вимоги до
нього як до представника суспільства і виконавця важливого соціального замовлення: вчитель формує
особистість.  Це  морально-педагогічні  якості  вчителя,  його  інтереси,  потреби,  переконання,  ідеали,
мотиви поведінки, світогляд, характер. Учитель не повинен вважати свій характер особистою справою.
Він тепер відповідає не лише за свою поведінку, а й за почуття.

Інтегральним  показником  професійної  підготовленості  майбутнього  вчителя  є  педагогічна
спрямованість  його  особистості:  позитивне  ставлення  до  педагогічної  діяльності,  любов  до  дітей,
психолого-педагогічна культура.

Друга підструктура - це підструктура досвіду. Вимоги до індивідуального досвіду вчителя: професійна
підготовленість  і  загальний  розвиток  (розвиток  емоційно-вольової  сфери,  процесів  педагогічного
творчого  мислення,  сформованості  вольових  звичок  тощо).  Компетентність  учителя  передбачає  і
практичну підготовленість:  оволодіння основними педагогічними знаннями,  навичками,  вміннями (з
фахового предмету,  педагогіки,  психології)..  Н.В.Кузьміна  виділяє  такі  педагогічні  вміння:  гностичні,
проективні, конструктивні, комунікативні, організаторські.



Третя підструктура -  підструктура форм відображення.  Це вимоги до особливостей розвитку його
психічних процесів.

Змістом інтелектуального самовиховання є: розвиток здібностей до педагогічного аналізу і синтезу;
розвиток  таких  якостей  мислення,  як  критичність,  самостійність,  широта,  гнучкість,  активність,
швидкість;  розвиток  спостережливості,  педагогічної  пам'яті  та  творчої  уяви;  розвиток  культури
мовлення вчителя, його словникового запасу.

Четверта  підструктура охоплює  спадкові  індивідуальні  особливості  особистості.  Тут  об'єктом
професійного  самовиховання  вчителя  є  стан  його  здоров'я,  природні  дані,  зокрема,  самовиховання
культури  темпераменту,  сенсорної  організації,  емоційно-вольових  якостей  особистості,  здатності
свідомо керувати своїми емоціями.
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Виділяють такі педагогічні здібності:

•1. Загальні педагогічні здібності:
•1) дидактичні - це здібності, які складають основу уміння подати матеріал доступно, чітко, ясно,

цікаво, здійснення керівництва пізнавальною діяльністю учнів;
•2)  академічні  -  здібності  до  оволодіння  інформацією,  певним  навчальним  предметом,  який

викладає вчитель;
•3) організаторські - це вміння організувати діяльність учнів,  учнівський клас,  учбовий процес,

свою власну діяльність;
•4) комунікативні - здібності,  які дозволяють встановити правильні взаємовідносини з учнями,

батьками, колегами;
•5) перцептивні - здібності, які лежать в основі уміння проникнути у внутрішній світ дитини;
•6)  сугестивні  здібності  -  здатність  вчителя до безпосереднього емоційно-вольового впливу  на

учнів;
•7) мовні здібності - це здібності чітко висловлювати свої думки й почуття за допомогою різних

засобів спілкування.
•2. Спеціальні педагогічні здібності.

Здібності до певних видів діяльності, наприклад, музичні, артистичні тощо.
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Структурні компоненти педагогічної діяльності (Н.В.Кузьміна):

•1. Гностичний - дослідницький, який передбачає постійне збільшення знань, умінь, навичок. Це
здатність досліджувати процес і результат власної праці. Ця сторона діяльності вчителя найбільше
цінується старшокласниками.

•2.  Конструктивний  -  планування  педагогічної  діяльності  та  прогнозування  результатів.  Ця
сторона діяльності вчителя найбільше цінується підлітками.

•3. Проектувальний - проектування віддалених, перспективних цілей навчання та виховання, а
також стратегій та способів їх досягнення.

•4. Організаторський - організація учбово-виховного процесу.
•5.  Комунікативний -  встановлення  взаємовідносин  вчителя  з  іншими.  Ця  сторона  діяльності

вчителя найбільше цінується молодшими школярами.
Рівні результативності діяльності вчителя:

•1) репродуктивний рівень: учитель може і вміє розповісти іншим те, що знає сам;
•2) адаптивний рівень: учитель вміє пристосувати своє повідомлення до особливостей аудиторії;
•3)  локально-моделюючий  рівень:  учитель  володіє  стратегіями  научіння  знанням,  умінням,

наукам; вміє формулювати педагогічну ціль, передбачати результат і створювати систему включення
учня в учбово-пізнавальну діяльність;

•4)  системно-моделюючий рівень:  учитель володіє стратегіями формування потрібної  системи
знань, умінь і навичок учнів зі свого предмету в цілому;



•5)  системно-моделюючий  діяльність  і  поведінку  рівень:  учитель  володіє  стратегіями
перетворення  свого  предмету  в  засіб  формування  особистості  учнів,  їх  потреб  у  самовихованні,
самоосвіті та саморозвитку.

Індивідуальний стиль діяльності вчителя (А. К. Маркова) Змістовні характеристики стилю:

•1. Орієнтація вчителя: на процес навчання, результат навчання та процес і результат навчання.
•2. Адекватність (неадекватність) планування учбово-виховного процесу.
•3. Оперативність (консервативність) у використанні засобів і способів педагогічної діяльності.
•4. Рефлексивність - інтуїтивність. Динамічні характеристики стилю:
•1) гнучкість - традиційність;
•2) імпульсивність - обережність;
•3) стійкість - нестійкість щодо ситуації, яка змінюється;
•4) стабільне емоційно-позитивне ставлення до учнів -нестійке емоційне ставлення;
•5) наявність особистісної тривожності - її відсутність;
•6) спрямованість рефлексії на себе - на обставини - на інших. 

 Результативні характеристики стилю:
•1) однорідність - неоднорідність рівня знань учнів;
•2) стабільність - нестійкість в учнів навичок учіння;
•3) високий - середній - низький рівень інтересу до предмету.

Види стилів педагогічної діяльності

Стилі 
діяльності 
вчителя

Орієнтація
вчителя

Адекватність 
планування 
навчально-
виховного 
процесу

Оперативність 
у використанні 
засобів і способів 
педагогічної 
діяльності

Рефлексив-
ність-
інтуїтив-
ність.

Динамічні характе-
ристики

1 2 3 4 5 6

Емоційно-
імпровізаційний

На процес 
навчання

Неадекватні
сть, для уроку 
відбирається 
найбільш 
цікавий 
матеріал

Висока 
оперативність

Інтуїтивність
Балакучість, орієнта-
ція в основному на 
сильних учнів

Емоційно-
методичний

На процес і на
результат 
навчання

Адекватність
Висока 

оперативність

Переважання 
інтуїтивності 
над 
рефлексив-
ністю

Підвищена тривож-
ність, імпульсив-
ність, балакучість.

1 2 3 4 5 6

Інтелектуаль-
но-імпровіза-

ційний

На процес і
результат

Адекватність
Висока
оператив-
ність

Поєднан-
ня інтуї-
тивності і

Знижена
чутливість
до учнів,

навчання
рефлексив-
ності

відсутність 
демонстративності, 

обережність

Інтелектуально-
методичний

На
результат

Адекватність Консервативність
Спонукають 
учнів до 

Знижена
чутливість



навчання

репродуктив-
ної діяльності,
рефлексив-
ністю

до учнів,
мала залежність
від ситуації, 
обережність
традиційність
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Характеристика методів особистісного і професійного самоудосконалення педагога

Проблема вчителя Методи самовиховання Методи психокорекції

1 2 3

Малодиференційований 
образ "Я", неадекватна 
самооцінка.

Самокритика, 
самоочищення.

Інтроспекція; ідентифікація, 
розширення засобів самовираження.

Особистісна тривожність, 
надконтроль.

Самоконтроль, 
самостимулювання, 
самонавіювання, 
педагогічний аналіз 
діяльності.

Емпатійне слухання; соціальна 
рефлексія; моделювання поведінки; 
проби на вибір оптимального темпу, поз, 
рухів; аналіз уроків колег; рефлексія 
власних станів на різних етапах уроку; 
формування мускульної свободи, вправи 
на зняття напруги.

Дисбаланс культурного і 
соціального розвитку.

Самокритика, 
самонавчання.

Релаксація, емоційна децентрація.

Емоційна холодність, 
формалізм у ставленні до 
дитини, недостатньо розвинута 
комунікативна компетентність 
учителя,

Педагогічні етюди, аналіз
конкретних ситуацій.

Вправи на оволодіння елементами 
педагогічної комунікації та системи 
спілкування в конкретній педагогічній 
ситуації;

1 2 3

авторитарність і 
гіперсоціалізованість.

розвиток позитивного сприймання 
дітей; оволодіння технікою інтонування, 
мімікою і пантомімікою.

Недостатня професійна 
компетентність в окремих 
аспектах діяльності, невміння 
організувати свій час, погано 
розвинуті окремі педагогічні 
здібності.

Психолого-педагогічний
консиліум,
планування,
дотримання
розпорядку дня.

Тренування рефлексивної поведінки, 
розвиток педагогічної уяви, інтуїції, 
навичок імпровізації; самодіагностика 
особистісно-професійних недоліків; 
ситуаційний аналіз; соціально-
психологічний тренінг.

Вирішення  проблеми  самовдосконалення  вчитель  повинен  починати  зі  зміни  ставлення  до  себе,
уважного  ставлення  до  своїх  особистісних  потреб,  розвитку  позитивного  мислення,  свого  інтелекту,
уміння управляти своїми емоціями.
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Виховання - процес, основою якого є спілкування.



Педагогічне  спілкування -  це  професійне  спілкування  викладача  з  учнями  на  уроці  і  поза  ним,
спрямоване на створення сприятливого психологічного клімату та досягнення спільної цілі. Це система
взаємодії вчителя і класу, змістом якого є обмін інформацією, здійснення навчально-виховного впливу,
організація стосунків.

Функції педагогічного спілкування:

•1. Пізнання особистості та її формування.
•2. Обмін інформацією.
•3. Організація діяльності.
•4. Організація міжособистісної взаємодії.
•5. Співпереживання.
•6. Самоутвердження.

Комунікативна діяльність людини є надзвичайно складною. Е.Берн вважає, що в кожній людині існує
три "Я": дитина (залежна, підпорядкована і безвідповідальна істота); батьки (незалежна людина, та, що
бере  відповідальність  на  себе);  дорослий  (розуміє  інтереси  інших,  враховує  реальну  ситуацію).
Відповідно до цього, автор виділяє три позиції контакту.

Позиція "зверху" (батьки). Щодо педагогічного спілкування ця позиція вчителя може проявлятися у
прагненні домінувати, переважанні дисциплінарних методів і прийомів, егоцентризмі, нетерпимості до
помилок і заперечень з боку учнів.

Позиція  "знизу" (дитина).  Специфічними  проявами  цієї  позиції  спілкування  вчителя  може  бути:
поступливість, невпевненість у собі, недостатня вимогливість, безініціативність.

Позиція "поруч" (дорослий). Найчастіше така позиція вчителя проявляється у високій ефективності
спілкування,  поєднанні  доброзичливості  з  довірою  до  самостійності  школярів,  природності  в
спілкуванні, орієнтуванні на діалог з учнями.

Вчитель упродовж своєї педагогічної діяльності може вдаватися до різних позицій, залежно від певної
ситуації.  Закріплення  в  спілкуванні  вчителя  певної  позиції  багато  в  чому  визначають  стиль
взаємовідносин з учнями.

В.О.Кан-Калік  трактує  стиль  педагогічного  спілкування, як  індивідуально-типологічні  особливості
соціально-психологічної взаємодії вчителя з учнями.

В.С.Мерлін під індивідуальним стилем педагогічного спілкування розуміє цілісну систему операцій
педагогічного  спілкування,  що  забезпечує  ефективну  взаємодію  вчителя  з  учнями,  опосередковану
цілями, завданнями педагогічної діяльності та властивостями різних рівнів індивідуальності педагога.

У стилі педагогічного спілкування виявляються:

•- особливості комунікативних можливостей учителя;
•- характер стосунків, що склалися між учителем і учнями;
•- творча особистість педагога;
•- особливість учнівського класу.

Виділяють такі стилі педагогічного спілкування:

•1.  Спілкування  на  основі  захоплення  загальною  спільною  творчою  діяльністю.  Цей  стиль
поєднує високий професіоналізм та гуманізм учителя.

•2. Спілкування на засадах дружніх стосунків.  Спілкування - діалог.  Розвиваються продуктивні
стосунки вчителя з учнями.

•3. Спілкування-дистанція. Дистанція є обмежувальним чинником у стосунках педагога з учнями,
базується на авторитеті ролі, а не особистості вчителя.

•4.  Спілкування-залякування.  Цей стиль виникає в результаті  небажання вчителя здійснювати
індивідуальний підхід до дитини, наявності специфічних рис характеру вчителя, ворожого ставлення
до дітей.

•5. Спілкування-загравання. Цей стиль виникає у результаті нерозуміння вчителем завдань, які
стоять  перед  ним;  не  володіння  навичками  спілкування;  наявності  страху  перед  спілкуванням  з
класом і одночасного бажання встановити контакт з ним.



Педагогічний  такт -  це  міра  педагогічного  цілеспрямованого  впливу  вчителя  на  учня,  вміння
встановити продуктивний стиль спілкування.

Основні етапи педагогічного спілкування:

•1. Моделювання вчителем майбутнього процесу спілкування з учнями.
•2. Організація безпосереднього спілкування з учнями.
•3. Управління спілкуванням у педагогічному процесі.
•4.  Аналіз  реалізованої  системи  спілкування,  виділення  досягнення,  недоліків,  моделювання

майбутньої діяльності.
•6

Бар'єри, які заважають ефективності педагогічного спілкування:

•1. Страх класу, що є характерним для недосвідчених учителів.
•2. Негативна установка на основі минулого досвіду спілкування.
•3. Фізичний бар'єр - дистанція, за допомогою якої вчитель хоче заховатися (стіл, стілець).
•4. Страх допуститися педагогічної помилки.
•5. Механічне перейняття стилю спілкування іншого вчителя.
•6. Негативна установка на клас внаслідок суджень інших вчителів.
•7. Соціальний бар'єр - позиція "зверху", незрозуміло говорить.
•8. Відсутність контакту з класом, розбіжність в установках вчителя і класу.

Для того, щоб зрозуміти сутність основних бар'єрів взаємодії вчителя і учнів, які будуть виникати в
процесі  педагогічного  спілкування,  важливим  є  його  аналіз  з  позицій  загальної  теорії  проблеми
спілкування. Зокрема, К.  Хорні  виділяє такі  типи поведінки, які  ускладнюють спілкування з іншими
людьми:

•1. Надмірна спрямованість на інших - гіперактивність у здобуванні контактів (багато говорять,
суєта тощо);

•2.  Надмірна  спрямованість  проти  інших  (підозрілість,  критичність,  агресивність,  прагнення
звинуватити інших тощо).

•3.  Надмірна пасивність  (людина боїться  щось  зробити,  щоб не  бути  засудженим,  постійний
аналіз себе, власних вчинків).

Часто між вчителем і учнями може виникати смисловий бар'єр.

Причини його виникнення:

•1. Різне розуміння дитиною і дорослим смислу вимог, які висуває дорослий.
•2. Неприйняття дитиною форми подання вимог дорослого.
•3. Неприйняття дитиною особистості дорослого.
•4. Невміння вчителя виявити справжні мотиви поведінки.
•5. Постійне застосування вчителем одних і тих самих прийомів виховної роботи.
•6.  Негативне  емоційне  переживання  учня  в  результаті  неадекватного  покарання  або  іншої

несправедливості вчителя.
•7. Негативна установка проти вчителя.

Можна виділити такі потенційно конфліктогенні педагогічні ситуації:

•-  конфлікти  діяльності,  які  виникають  через  виконання  учнем  учбових  задач,  успішності,
позаучбової діяльності;

•- конфлікти поведінки, що виникають через порушення учнем правил поведінки в школі і поза
нею;

•- конфлікти відносин, які виникають у сфері емоційно-особистісних відносин учнів і вчителів та
спілкування в процесі педагогічної діяльності.

Особливості педагогічних конфліктів:

•- професійна відповідальність учителя за педагогічно правильне вирішення ситуації;
•- учасники конфліктів мають різний соціальний статус, і цим визначається їх різна поведінка в

конфлікті;
•-  різниця віку і  життєвого досвіду  породжує різну  міру відповідальності  за  помилки при їх

вирішенні;



•-  через  різне  розуміння  учасниками  подій  і  їх  причин  вчителю  не  завжди  легко  зрозуміти
глибину переживань дитини, а учневі - впоратися зі своїми емоціями;

•- присутність інших учнів при конфлікті робить їх не тільки свідками, а й учасниками; конфлікт
набуває виховного змісту;

•- професійна позиція вчителя в конфлікті зобов'язує його взяти на себе ініціативу в вирішенні
конфлікту і на перше місце поставити інтереси учня;

•- будь-яка помилка вчителя при вирішенні конфлікту породжує нові ситуації та конфлікти;
•- конфлікт в педагогічній діяльності легше попередити, ніж успішно вирішити.

Ефективність педагогічного спілкування залежить від наявності у вчителя таких умінь:

•- подати себе в спілкуванні з учнями;
•- говорити і слухати;
•- мовного і немовного контакту;
•- пізнати власні індивідуально-психологічні особливості, оцінити власний психічний стан;
•- управляти власними емоційними станами;
•- здійснювати сприймання і адекватне пізнання особистості учня;
•- контролювати стан афекту в себе та інших.

Культура педагогічного спілкування починається з самовизначення позиції вчителя відносно до своєї
ролі та її функцій. Він повинен визначити, ким є для нього учень. Результативність спілкування залежить
від  дотримання  норм  педагогічної  етики,  від  якостей  особистості  вчителя,  рівня  розвитку
комунікативних умінь.

Часто перед учителем можуть стояти проблеми розвитку словникового запасу, особливостей свого
професійного мовлення: виховання культури дихання, покращення дикції, навичок виразного читання і
емоційності  мови,  робота  над  силою,  висотою,  темпом  мовлення.  У  вчителя  завжди  є  можливість
розвивати  свої  комунікативні  уміння,  вдаючись  до  тренінгів  спілкування,  індивідуальної  та  групової
роботи.

Є три основні методики формування уміння спілкуватися:

•1. Моделювання педагогічного спілкування (педагогічні ігри).
•2.  Мікровикладання,  коли  для  засвоєння  кожного  педагогічного  прийому  проводяться

мікроуроки з наступним аналізом.
•3. Використання чужого досвіду. Виділяють такі етапи научіння спілкуванню:
•1. Научіння спілкуванню характеризується розвитком здатності до рефлексії,  до усвідомлення

власної поведінки в спілкуванні.
•2. Оволодіння умінням відчувати інтелектуальні, емоційні, морально-вольові стани учнів, вміння

зрозуміти іншу людину.
•3. Розвиток здатності не тільки сприймати і установлювати контакти, але й активно педагогічно

впливати на учнів, оволодіти способами впливів.
•7

Психологічний клімат -  емоційно-психологічна атмосфера колективу, в якому на емоційному рівні
відображаються особисті та ділові взаємовідносини членів колективу, що визначаються їх ціннісними
орієнтаціями,  моральними нормами та  інтересами.  Це комплекс  психологічних  умов,  які  сприяють
ефективній  реалізації  спільної  діяльності  та  всесторонньому  гармонійному  розвиткові  особистості  в
групі.

Основні характеристики психологічного клімату педагогічного колективу:

•- задоволеність взаємовідносинами, процесом праці, керівництвом;
•- настрій, що переважає;
•- взаєморозуміння по вертикалі;
•- участь членів колективу в управлінні;
•- згуртованість;
•- свідома дисципліна;
•- продуктивність роботи.

Показники згуртованості педагогічного колективу:



Узгодженість функціонально-рольових очікувань (єдність уявлень про те,  що і  в якій послідовності
повинен робити кожен із членів групи для реалізації спільних для всіх цілей);

Ціннісно-орієнтовна єдність (єдність установок і ціннісних орієнтацій співробітників школи);

Колективіська ідентифікація (ставлення до своїх колег як до самого себе).

Адекватне покладання відповідальності при успіхах і невдачах у спільній діяльності.



Чому сучасні діти не вміють вчитися, не вміють чекати і насилу 
переносять нудьгу 

Дуже крута стаття про виховання дітей і подолання основних проблем у вихованні/навчанні. 
Прописані як основні проблеми, так і шляхи їх вирішення, що набагато важливіше. 

Я ерготерапевт з багаторічним досвідом роботи з дітьми, батьками та викладачами. Я 
вважаю, що наші діти стають все гірше в багатьох аспектах. 

Я чую одне й те саме від кожного вчителя, якого зустрічаю. Як професійний терапевт я бачу 
зниження соціальної, емоційної та академічної активності у сучасних дітей і водночас — 
різке збільшення числа дітей зі зниженою здібністю навчатися та іншими порушеннями. 

Як ми знаємо, наш мозок податливий. Завдяки навколишньому середовищу ми можемо 
зробити наш мозок «сильнішим» або «слабкішим». Я щиро вірю, що, незважаючи на всі наші 
найкращі спонукання, ми, на жаль, розвиваємо мозок наших дітей в невірному напрямку. 

І ось чому:⠀

1. ДІТИ ОТРИМУЮТЬ ВСЕ, ЩО ХОЧУТЬ І КОЛИ ХОЧУТЬ

«Я голодний!» — «Через секунду я куплю що-небудь перекусити». “Я хочу пити”. — «Ось 
автомат з напоями». «Мені нудно!» — «Візьми мій телефон». 

Здатність відкласти задоволення своїх потреб — це один з ключових чинників успіху. Ми 
хочемо зробити наших дітей щасливими, але, на жаль, ми робимо їх щасливими тільки зараз 
і нещасними — в довгостроковій перспективі. 

Уміння відкласти задоволення своїх потреб означає здатність функціонувати в стані стресу. 
Наші діти поступово стають менш підготовленими до боротьби навіть з незначними 
стресовими ситуаціями, що в підсумку стає величезною перепоною для їхнього успіху в 
житті. 

Ми часто бачимо нездатність дітей відкласти задоволення своїх бажань в класі, торгових 
центрах, ресторанах і магазинах іграшок, коли дитина чує «Ні», тому що батьки навчили 
його мозок негайно отримувати все те, що вона хоче. 

2. ОБМЕЖЕНА СОЦІАЛЬНА ВЗАЄМОДІЯ

У нас багато справ, тому ми даємо нашим дітям гаджети, щоб вони теж були зайняті. Раніше 
діти грали на вулиці, де в екстремальних умовах розвивали свої соціальні навички. На жаль, 
гаджети замінили дітям прогулянки на відкритому повітрі. До того ж технології зробили 
батьків менш доступними для взаємодії з дітьми. 

Телефон, який «сидить» з дитиною замість нас, не навчить її спілкуватися. У більшості 
успішних людей розвинені соціальні навички. Це пріоритет! 



Мозок подібний м’язам, які навчаються і тренуються. Якщо ви хочете, щоб ваша дитина 
могла їздити на велосипеді, ви вчите її кататися. Якщо ви хочете, щоб дитина могла чекати, її 
треба навчити терпінню. Якщо ви хочете, щоб дитина могла спілкуватися, необхідно 
соціалізувати її. Те ж саме відноситься до всіх інших навичок. Нема ніякої різниці! 

3. НЕСКІНЧЕННІ ВЕСЕЛОЩІ 

Ми створили для наших дітей штучний світ. У ньому немає нудьги. Як тільки дитина 
затихає, ми біжимо розважати її знову, тому що інакше нам здається, що ми не виконуємо 
свій батьківський обов’язок. 
Ми живемо у двох різних світах: вони у своєму «світі веселощів», а ми в іншому, «світі 
роботи». 

Чому діти не допомагають нам на кухні або в пральні? Чому вони не прибирають свої 
іграшки? 
Це проста монотонна робота, яка тренує мозок функціонувати під час виконання нудних 
обов’язків. Це той же самий «м’яз», який потрібний для навчання в школі. 

Коли діти приходять у школу і настає час для письма, вони відповідають: «Я не можу, це 
занадто складно, занадто нудно». Чому? Тому що працездатний «м’яз» не тренується 
нескінченними веселощами. Він тренується тільки під час роботи. 

4. ТЕХНОЛОГІЇ 

Гаджети стали безкоштовними няньками для наших дітей, але за цю допомогу потрібно 
платити. Ми розплачуємося нервовою системою наших дітей, їх увагою і здатністю 
відкласти задоволення своїх бажань. 

Повсякденне життя в порівнянні з віртуальною реальністю нудне. 

Коли діти приходять в клас, вони стикаються з голосами людей та адекватною візуальною 
стимуляцією на противагу графічним вибухам і спецефектам, які вони звикли бачити на 
екранах. 

Після годин віртуальної реальності дітям все складніше обробляти інформацію в класі, тому 
що вони звикли до високого рівня стимуляції, який надають відеоігри. Діти не здатні 
обробити інформацію з більш низьким рівнем стимуляції, і це негативно впливає на їхню 
здатність вирішувати академічні завдання. 

Технології також емоційно віддаляють нас від наших дітей і наших сімей. Емоційна 
доступність батьків — це основна поживна речовина для дитячого мозку. На жаль, ми 
поступово позбавляємо наших дітей цього. 

5. ДІТИ ПРАВЛЯТЬ СВІТОМ 

«Мій син не любить овочі». «Їй не подобається рано лягати спати». «Він не любить снідати». 
«Вона не любить іграшки, але добре розбирається в планшеті». «Він не хоче одягатися сам». 
«Вона лінується їсти сама». 



Це те, що я постійно чую від батьків. Відколи діти диктують нам, як їх виховувати? Якщо 
надати це їм, все, що вони будуть робити — їсти макарони з сиром і тістечка, дивитися 
телевізор, грати на планшеті й ніколи не будуть лягати спати. 

Як ми допомагаємо нашим дітям, якщо даємо їм те, що вони хочуть, а не те, що добре для 
них? Без правильного харчування і повноцінного нічного сну наші діти приходять в школу 
роздратованими, тривожними й неуважними. Крім того, ми відправляємо їм неправильне 
послання. 

Вони вчаться, що можуть робити все, що хочуть, і не робити того, що не хочуть. У них немає 
поняття — «треба робити». 

На жаль, щоб досягти наших цілей в житті, нам часто треба робити те, що необхідно, а не те, 
що хочеться. 

Якщо дитина хоче стати студентом, її необхідно вчитися. Якщо вона хоче бути футболістом, 
необхідно тренуватися щодня. 

БІЛЬШЕ ПРО ВИХОВАННЯ ДІТЕЙ: 

Наші діти знають, чого хочуть, але їм важко робити те, що необхідно для досягнення цієї 
мети. Це призводить до недосягнення цілей і залишає дітей розчарованими. 

ТРЕНУЙТЕ ЇХ МОЗОК! 

Ви можете тренувати мозок дитини та змінити її життя так, що вона буде успішною в 
соціальній, емоційній і академічній сфері. 

Ось як: 

1. НЕ БІЙТЕСЯ ВСТАНОВЛЮВАТИ РАМКИ

Діти потребують їх, щоб вирости щасливими та здоровими. 

• Складіть розклад прийому їжі, часу сну і часу для гаджетів.
• Думайте про те, що добре для дітей, а не про те, чого вони хочуть або не хочуть.

Пізніше вони скажуть вам спасибі за це.
• Виховання — важка робота. Ви повинні бути креативним, щоб змусити їх робити те, що

добре для них, хоча більшу частину часу це буде повна протилежність тому, чого їм
хочеться.

• Дітям потрібні сніданок і поживна їжа. Їм необхідно гуляти на вулиці й лягати спати
вчасно, щоб на наступний день прийти в школу готовими вчитися.

• Перетворіть те, що їм не подобається робити, у веселощі, в емоційно-стимулюючу гру.

2. І ВІДНОВІТЬ ОБМЕЖТЕ ДОСТУП ДО ГАДЖЕТІВ ЕМОЦІЙНУ
БЛИЗЬКІСТЬ З ДІТЬМИ 



• Подаруйте їм квіти, посміхніться, залоскочіть їх, покладіть записку в рюкзак або під
подушку, здивуєте, витягнувши на обід зі школи, танцюйте разом, повзайте разом,
бийтеся подушками.

• Влаштовуйте сімейні вечері, грайте в настільні ігри, вирушайте на прогулянку разом на
велосипедах і гуляйте з ліхтариком ввечері.

3. НАВЧІТЬ ЇХ ЧЕКАТИ!

• 
• Нудьгувати — нормально, це перший крок до творчості.
• Поступово збільшуйте час очікування між «я хочу» і «я отримую».
• Намагайтеся не використовувати гаджети в машині й ресторанах і навчіть дітей

чекати, розмовляючи або граючи.
• Обмежте постійні перекуси.

4. НАВЧІТЬ СВОЮ ДИТИНУ ВИКОНУВАТИ МОНОТОННУ РОБОТУ З
РАННЬОГО ВІКУ, ОСКІЛЬКИ ЦЕ ОСНОВА ДЛЯ МАЙБУТНЬОЇ 
ПРАЦЕЗДАТНОСТІ 

• 
• 
• Складати одяг, прибирати іграшки, вішати одяг, розпаковувати продукти,

заправляти ліжко.
• Будьте креативними. Зробіть ці обов’язки веселими, щоб мозок асоціював їх з

чимось позитивним.

5. НАВЧІТЬ ЇХ СОЦІАЛЬНИХ НАВИЧОК

Навчіть ділитися, вміти програвати й вигравати, хвалити інших, говорити «спасибі» і «будь 
ласка». 

Виходячи з мого досвіду роботи терапевтом, можу сказати, що діти міняються в той момент, 
коли батьки змінюють свої підходи до виховання. 

Допоможіть своїм дітям досягти успіху в житті шляхом навчання і тренування їх мозку, поки 
не стало пізно. 

Автор: Victoria Prooday 



Çàäà÷i äëÿ äîì.çàâä.

1. Äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíîìó n (|n| ≥ 2) ñóìà

Sn = cos
π

n
+ cos

2π

n
+ cos

3π

n
+ · · ·+ cos

(n− 1)π

n
= 0.

2. Äîâåñòè, ùî êîåôiöi¹íòè êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ ÷è-
ñëà

cos
2π

7
, cos

4π

7
, cos

6π

7
,

âñi ¹ ðàöiîíàëüíììè ÷èñëàìè àáî âñi ¹ iððàöiîíàëüíèìè.

3. ßêùî òî÷êó M âèáðàíî äîâiëüíî íà äóçi AB êîëà, ÿêå îïèñàíå
íàâêîëî ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà ABCDEF , òî MD +ME = MA +
MB +MC +MF . Äîâåñòè.

4. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

1

1−
√
1− x2

− 1

1 +
√
1− x2

=

√
3

x2
.

5. Äîâåñòè, ùî ðiçíèöÿ ìiæ êâàäðàòîì ñåðåäíüîãî çà âåëè÷èíîþ êî-
ðåíÿ i ìåíøèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ x3 − 3x+ 1 = 0 ðiâíà 2.

6. Äîâåñòè, ùî ñóìà äðîáiâ m1 = a−b
1+ab

, m2 = b−c
1+bc

, m3 = c−a
1+ac

ðiâíà ¨õ
äîáóòêó, ÿêùî ab 6= −1, bc 6= −1, ac 6= −1.

7. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü{
3x+ y = a+ b− 2,
2x2 + 2xy + 3x+ y = ab− 1

ïðè äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ a i b.

8. Çíàéòè ôîðìóëó çàãàëüíîãî ÷ëåíà ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi -2, -7, 2,
67, 254, 653, 1378, 2567, 4382, ..., ÿêùî âiäîìî, ùî öå ¹ çíà÷åííÿ äåÿêîãî
ïîëiíîìà ïðè n = 1, 2, 3, 4, . . ..

Книга "Деякі методи та прийоми розв'язування..."

chyslo.com.ua e-mail:  zakaz@chyslo.com.ua

або  www.facebook.com/chyslo



Ðiçíi çàäà÷i

1. Ðiçíi ìåòîäè

Íà ïðèêëàäi îäíi¹¨ çàäà÷i ïîðiâíÿ¹ìî ðiçíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Çàäàíî òðèêóòíèê ABC, ó ÿêîìó âiäðiçîê AE óòâîðþ¹ êóòè 60◦ i 20◦

çi ñòîðîíàìè, à âiäðiçîê CD - êóòè 50 i 30. Çíàéòè êóò x, óòâîðåíèé AE
i DE.

Äîáðå ïiäãîòîâëåíèé (íàâ÷åíèé) ó÷åíü ìiã áè ïiäiéòè äî ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ öi¹¨ çàäà÷i, âèêîðèñòàâøè êîîðäèíàòíèé ìåòîä. Ïîçíà÷èìî íà ðèñóíêó
ïðÿìi ëiíi¨ AE, AB, BC i CD âiäïîâiäíî y1, y2, y3, y4.

Ïîòðiáíî çíàéòè êóò ìiæ ïðÿìèìè y1 òà DE. Çíàéäåìî öåé êóò, îá-
÷èñëèâøè éîãî òàíãåíñ. Iç íàñòóïíîãî ðèñóíêà áà÷èìî, ùî êóò x - öå
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ðiçíèöÿ êóòiâ, ÿêi öi äâi ïðÿìi óòâîðþþòü ç âiññþ àáñöèñ.

Îòæå, ïëàí ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèé:
à) çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìèõ y1, y2, y3, y4;
á) çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè E ÿê òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ y1 i y3;
â) çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè D ÿê òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ y2 i y4;
ã) çíàéòè êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ DE;
ä) çíàéòè òàíãåíñ êóòà x.

Íåõàé äîâæèíà âiäðiçêà AB ðiâíà 1. Ñïðÿìó¹ìî îñi êîîðäèíàò ÿê íà
ðèñóíêó. Òîäi òî÷êà A ìà¹ êîîðäèíàòè (0, 0), C - (1, 0). Îñêiëüêè òðèêó-
òíèê ðiâíîáåäðåíèé, òî B ìà¹ êîîðäèíàòè (1

2
, 1
2
tg80).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ y1:

y1 = tg60 · x =
√
3 · x

i y2:
y2 = tg80 · x.

Ïðÿìà y3 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (1, 0) i (1
2
, 1
2
tg80), òîìó ïðè x = 1

y3 = kx+` = k+` = 0, çâiäêè ` = −k, à ïðè x = 1
2
y3 =

k
2
−k = −k

2
= 1

2
tg80,

çâiäêè k = −tg80. Òîìó y3 = −tg80 · x+ tg80.
Ïðÿìà y4 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1, 0) i óòâîðþ¹ êóò 50 ç âiä'¹ìíèì

íàïðÿìîì îñi àáñöèñ, òîìó y4 = −tg50 · x+ tg50.
Çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êè E, ïðèðiâíÿâøè y1 i y3:

E

(
tg80

tg60 + tg80
;
tg60 · tg80
tg60 + tg80

)
.
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Çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êè D, ïðèðiâíÿâøè y2 i y4:

D

(
tg50

tg50 + tg80
;
tg50 · tg80
tg50 + tg80

)
.

Êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ DE çíàéäåìî ÿê âiäíîøåííÿ ðiçíèöi îð-
äèíàò òî÷îê E i D äî ðiçíèöi àáñöèñ:

k =

tg60tg80
tg60+tg80 −

tg50tg80
tg50+tg80

tg80
tg60+tg80 −

tg50
tg50+tg80

=
(tg60− tg50)tg280
tg280− tg50 · tg60 .

Òåïåð ìîæåìî îá÷èñëèòè òàíãåíñ êóòà x çà ôîðìóëîþ òàíãåíñà ðiçíè-
öi äâîõ êóòiâ 60 i α, äå tgα = k:

tgx =
tg60− (tg60−tg50)tg2

80

tg2
80−tg50·tg60

1 + tg60 · (tg60−tg50)tg
2
80

tg2
80−tg50·tg60

=

=
−tg50tg260 + tg50tg280

tg280− tg50tg60− tg50tg60tg280 + tg260tg280
≈ 0, 57735

(îá÷èñëåííÿ íà êàëüêóëÿòîði àáî çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà-
áëèöü). Âèÿâèëîñÿ, ùî çíàéäåíå ÷èñëî ïiäîçðiëî ïîäiáíå íà äåñÿòêîâå
íàáëèæåííÿ ÷èñëà 1√

3
, òîáòî òàíãåíñ 30◦.

Öÿ âiäïîâiäü âêàçó¹ íà òå, ùî ìà¹ iñíóâàòè ÿêèéñü iíøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ, ùî ìiã áè ïðèâåñòè äî òî÷íî¨ âiäïîâiäi.
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Ïîâåðíåìîñÿ äî ïî÷àòêîâîãî ðèñóíêà i çðîáèìî íà íüîìó äîïîìiæíi
ïîáóäîâè. Ïðîâåäåìî âiäðiçîê AF ïiä êóòîì 20 äî ñòîðîíè AC, ùîá
óòâîðèâñÿ ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê AFC. Ìà¹ìî ðiâíiñòü äâîõ âiäðiç-
êiâ: AC = AF . Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè D òà F .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äåÿêi òðèêóòíèêè. Ó òðèêóòíèêó
ADC âiäîìi êóòè 80 i 50. Òîìó òðåòié êóò ∠ADC =
= 180−80−50 = 50. Òîìó öåé òðèêóòíèê ðiâíîáåäðå-
íèé i AD = AC = AF . Òðèêóòíèê ADF ðiâíîáåäðå-
íèé i ∠DAF = 80− 20 = 60, òîìó âií ðiâíîñòîðîííié
i ∠ADF = ∠AFD = 60 i ∠CDF = 60− 50 = 10,
AF = AD = DF .
Çíàéäåìî êóò DFE: ∠DFE = 180− 80− 60 = 40.
Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê AFE. Ó íüîìó âiäîìi êóòè
∠FAE = 60− 20 = 40 i ∠AFE = 60 + 40 = 100.

Òîìó ∠AEF = 180− 40− 100 = 40 i öåé òðèêóòíèê
ðiâíîáåäðåíèé, AF = EF .

Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê DEF . Âií ðiâíîáåäðåíèé, òîìó ùî DF = EF .
Êóò ïðè âåðøèíi F âæå âiäîìèé - 40. Òîìó ∠FDE = ∠FED = 180−40

2
=

70.
Íàðåøòi,

x = ∠DEF − ∠AEF = 70− 40 = 30.

Ìîðàëü öi¹¨ çàäà÷i òàêà: áóâà¹ êîðèñíî ïðîâåñòè äîïîìiæíi ëiíi¨ àáî
ðîçãëÿíóòè ïåâíi äîïîìiæíi êóòè, ÿêi íà ïåðøèé ïîãëÿä ìîæóòü áóòè
íåî÷åâèäíi.
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2. Ïðî ïîâîðîòè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó, ÿêó íàâðÿä ÷è ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè áåç çàïðîïîíî-
âàíîãî òóò ïðèéîìó.

Çàäàíî ðiâíîñòîðîííié òðèêóòíèê. Äîâiëüíà òî÷êà âñåðåäèíi íüîãî
ñïîëó÷åíà ç âåðøèíàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìi äâà êóòè x i y. Òåïåð
âèíåñåìî òðè âiäðiçêè, ÿêi ñïîëó÷àþòü òî÷êó ç âåðøèíàìè òðèêóòíèêà,
íàçîâíi i óòâîðèìî ç íèõ íîâèé òðèêóòíèê. Çíàéòè êóòè óòâîðåíîãî òðè-
êóòíèêà.

Îñíîâíà iäåÿ òàêà: ïîâåðíóòè âåñü òðèêóòíèê íàâêîëî îäíi¹¨ ç âåð-
øèí íà êóò 60◦. Äëÿ êðàùî¨ íàî÷íîñòi çîáðàçèìî òðè âiäðiçêè ðiçíèìè
êîëüîðàìè. Ïîâåðíåìî íàâêîëî ëiâî¨ íèæíüî¨ âåðøèíè ïðîòè ðóõó ãî-
äèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Îñêiëüêè âiäðiçîê ÷åðâîíîãî êîëüîðó ïîâåðíóòèé íà êóò60◦, òî çðî-
çóìiëî, ùî âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ ïî÷àòêîâó òî÷êó iç ¨¨ îáðàçîì ïðè ïîâî-
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ðîòi, áóäå òî¨ ñàìî¨ äîâæèíè, ùî é ÷åðâîíèé âiäðiçîê. Îòæå, â ðåçóëüòàòi
ïîâîðîòó ìè îäåðæàëè òðèêóòíèê iç òðüîìà çàäàíèìè âiäðiçêàìè ðiçíèõ
êîëüîðiâ.

Òåïåð iç ðèñóíêà áà÷èìî, ùî äâà êóòè "êîëüîðîâîãî" òðèêóòíèêà ¹
òàêi: x−60 i y−60. Òîìó òðåòié êóò áóäå òàêèé: 180−(x−60)−(y−60) =
300− x− y.
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À òåïåð çàäà÷i äëÿ øâèäêîãî ñàìîñòiéíîãî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ("íà çàñèïêó"):

3. Àíäðié i Áîðèñ âèêîíóþòü ïåâíó ðîáîòó ðàçîì çà 2 ãîäèíè, Àíäðié
i Âiêòîð - çà 3 ãîäèíè, à Áîðèñ i Âiêòîð - çà 4 ãîäèíè. Çà ÿêèé ÷àñ âîíè
âèêîíàþòü öþ ðîáîòó âñi ðàçîì?

4. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó x15 + 2x10 + x5, ÿêùî

x(1− x) = 1

x2 + 1
.

5. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ãiïîòåíóçà ðiâíà 10 ñì, à âèñîòà, îïó-
ùåíà íà ãiïîòåíóçó - 6 ñì. Çíàéòè ïëîùó öüîãî òðèêóòíèêà.

6. Ðîçâ'ÿçàòè iððàöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ

4
√
25 + x+ 3

√
18− x = 5.

7. Ïðîâåäåíî äâi õîðäè êîëà AB i CD, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä ïðÿìèì
êóòîì. Çàäàíî äîâæèíè òðüîõ âiäðiçêiâ: 2, 3 i 6. Çíàéòè ðàäióñ êîëà.
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8. Öÿ çàäà÷à çà ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîäiáíà äî çàäà÷i 2. Ó êâà-
äðàòi ABCD çi ñòîðîíîþ 1 âèáðàíî òî÷êó E íà ñòîðîíi CD i òî÷êó F
íà ñòîðîíi BC òàê, øî êóò EAF ðiâíèé 45◦, à êóò AFB - 70◦. Çíàéòè:
à) âåëè÷èíó êóòà AEF ; á) ïåðèìåòð òðèêóòíèêà EFC.

9. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ(
1 +

1

x

)x+1

=

(
1 +

1

2022

)2022

.

10. Ó êâàäðàòi ABCD âèáðàíî òî÷êè E i F íà ñòîðîíàõ BC i CD òàê,
ùî AF ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà EAD, ïðè÷îìó BE = 36, FD = 64. Çíàéòè
äîâæèíó âiäðiçêà AE.
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11. Ó ðiâíîñòîðîííüîìó òðèêóòíèêó ABC âèáðàíî òî÷êó P òàê, ùî
AP 2 = BP 2 + CP 2. Çíàéòè êóò BPC.

12. Çíàéòè ôîðìóëó çàãàëüíîãî ÷ëåíà ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi -2, -7, 2,
67, 254, 653, 1378, 2567, 4382, ..., ÿêùî âiäîìî, ùî öå ¹ çíà÷åííÿ äåÿêîãî
ïîëiíîìà ïðè n = 1, 2, 3, 4, . . ..

13. Íåõàé a3 − 3a2 + 5a− 17 = 0 i b3 − 3b2 + 5b+ 11 = 0. Çíàéòè a+ b
- ñóìó äiéñíèõ êîðåíiâ.

14. Çíàéòè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìåòîäiâ ïëîùó ôiãóðè, îáìå-
æåíî¨ êðèâîþ

x2 + y2 = |x|+ |y|.

15. Íåõàé
a3 + 3ab2

b3 + 3a2b
=

63

62
. Çíàéòè

a

b
.

9



Âêàçiâêà äî çàäà÷i 3.

Ðîçâ'ÿçóâàòè çà àíàëîãi¹þ iç çàäà÷àìè íà ðóõ, òîáòî ïðèïóñòèòè, ùî
êîæåí âèêîíó¹ âñþ ðîáîòó çà ïåâíèé ÷àñ; çàïèñàòè òðè ðiâíÿííÿ i âèçíà-
÷èòè ç íèõ òi íåâiäîìi ÷àñè; òîäi ÷àñ ñïiëüíî¨ ðîáîòè òàêèé: 1

1
a
+ 1

b
+ 1

c

.

Ìîæíà iíàêøå: ïðèïóñòèòè, ùî êîæåí çà îäíó ãîäèíó âèêîíó¹ ïåâíèé
âiäñîòîê ðîáîòè.

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 4.

Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ i çðîçóìiòè, ùî x5 = −1 (áî
òàì ñóìà ÷ëåíiâ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨).

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 5: òàêèé òðèêóòíèê íå iñíó¹.

Ó çàäà÷i 6 îäèí öiëèé êîðiíü ëåãêî çíàéòè. Äðóãèé êîðiíü çíàéòè
õî÷à áè íàáëèæåíî.

2 ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i 7:

1) çàïðîâàäèòè êîîðäèíàòíó ñèñòåìó âçäîâæ öèõ äâîõ õîðä; çàïèñàòè
òðè ðiâíÿííÿ, ÿêi îçíà÷àþòü, ùî òðè òî÷êè iç çàäàíèìè êîîðäèíàòàìè
íàëåæàòü êîëó; iç öi¹¨ ñèñòåìè âèêëþ÷èòè çìiííi x i y i çíàéòè ðàäióñ;

2) âèêîðèñòàòè ðiâíîñòi xy = zw (äèâ. ðèñóíîê) i x2+y2+z2+w2 = 4r2,
ÿêi ëåãêî äîâåñòè.

ßêùî öi ðiâíîñòi íåâiäîìi âàì, òî äàþ âêàçiâêó. Ùîäî ïåðøî¨ - öå çà
òåîðåìîþ ïðî õîðäè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå ëåãêî äîâíñòè çà äîïîìîãîþ
ïîäiáíèõ òðèêóòíèêiâ. Òåîðåìà ïðî õîðäè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, i òåîðåìà
ïðî ñi÷íi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè çàãàëüíî¨ òåîðåìè
ïðî ñòåïiíü òî÷êè. � áåçëi÷ çàäà÷ íà öi òåìè, çîêðåìà íà ìàòåìàòè÷íèõ
îëiìïiàäàõ.
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AO ·BO = CO ·DO,
ïðè÷îìó êóò ïåðåòèíó ìîæå áóòè
äîâiëüíèì.

AB · AC = AD · AE AB · AC = AD2

Çíà÷åííÿ öèõ äîáóòêiâ íàçèâàþòü ñòåïåíåì òî÷êè A ùîäî äàíîãî êî-
ëà.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: çíàéòè ñòåïiíü òî÷êè ùîäî êîëà.
ßê öåé ñòåïiíü âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòè òî÷êè i ðàäióñ êîëà? Àáî
ÿê ñòåïiíü âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âiäñòàíü âiä òî÷êè äî öåíòðà êîëà i éîãî
ðàäióñ?
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Âêàçiâêà äî çàäà÷i 8:
Çâiñíî, ìîæíà âèêîðèñòàòè ãðîìiçäêó òðèãîíîìåòðiþ. Ïðîòå iñíó¹

ïðîñòå ãåîìåòðè÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Iäåÿ òàêà: âèéòè çà ìåæi êâàäðàòà,
ïîâåðíóòè òðèêóòíèê ABF íà 90◦ çà ðóõîì ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Óòâî-
ðèâñÿ òðèêóòíèê ADF ′.

Êóòè 20, 25 i 65 âæå âiäîìi çà óìîâîþ çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî DE = a,
BF = b. Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèêè AF ′E i AEF . Âîíè ðiâíi çà äâîìà ñòîðî-
íàìè i êóòîì ìiæ íèìè. Òîìó êóò AEF ðiâíèé êóòó AEF ′, òîáòî x = 65◦.

Êðiì öüîãî, ìà¹ìî ðiâíiñòü ñòîðií F ′E i EF :

F ′E = EF = a+ b.

Î÷åâèäíî, ùî EC = 1− a, FC = 1− b. Ìîæåìî çíàéòè ïåðèìåòð òðèêó-
òíèêà EFC:

p = EF + EC + FC = a+ b+ 1− a+ 1− b = 2.

Ùå ìîæíà ïðîâåñòè òàêèé óÿâíèé åêñïåðèìåíò: çàáóòè ïðî êóò 70
i ïîâåðòàòè êóò 45 íàâêîëî òî÷êè A. ßêèé áóäå ïåðèìåòð òðèêóòíèêà
EFC ó êðàéíiõ (ãðàíè÷íèõ) ïîçèöiÿõ, êîëè òðèêóòíèê âèðîäæó¹òüñÿ â
äâîêóòíèê?
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Âêàçiâêà äî çàäà÷i 9.
Ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ âèðàçèòè ÷åðåç x+ 1:(

1 +
1

x

)x+1

=

(
x+ 1

x

)x+1

=

(
x

x+ 1

)x+1

=

=

(
x+ 1− 1

x+ 1

)−(x+1)

=

(
1 +

1

−(x+ 1)

)−(x+1)

.

Ïðèðiâíþþ÷è äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, áà÷èìî, ùî

−x− 1 = 2022,

çâiäêè
x = −2023.

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 10.
� ïðèíàéìíi òðè ñïîñîáè ðîçâ'ÿçóâàííÿ: îäèí ÷èñòî ãåîìåòðè÷íèé iç

ïîâîðîòîì òðèêóòíèêà ABE íà 90◦, äðóãèé òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëÿãà¹
â òîìó, ùîá çàïèñàòè òàíãåíñè êóòà i ïîäâiéíîãî êóòà, òðåòié ç âèêîðè-
ñòàííÿì òåîðåìè êîñèíóñiâ.

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 11.
Ïåðøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ - êîîðäèíàòíèé ìåòîä. Âèáðàòè òî÷êó

B ÿê ïî÷àòîê êîîðäèíàò, âiñü OX âçäîâæ ñòîðîíè BC. Òî÷êà P (x, y).
Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà êîëi ç öåíòðîì (1

2
,−
√
3
2
), ÿêå

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè B i C. Êóò BPC ñïèðà¹òüñÿ íà õîðäó BC öüîãî
êîëà. Òîìó âií ðiâíèé 180− 60

2
= 150◦.

Äðóãèé ñïîñiá çà äîïîìîãîþ äîáóäîâè. Ïîáóäóâàòè ðiâíîñòîðîííié
òðèêóòíèê PCQ (âíèç) íà ñòîðîíi PC. Òîäi ç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ APC
i BCQ âèïëèâà¹, ùî AP = BQ. Iç óìîâè âèïëèâà¹, ùî òðèêóòíèê BPQ
ïðÿìîêóòíèé (çà îáåðíåíîþ òåîðåìîþ Ïiôàãîðà). Òîìó êóò BPC = 90+
60 = 150.
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Âêàçiâêà äî çàäà÷i 12.
Çíàéòè ïîñëiäîâíi ðiçíèöi ÷ëåíiâ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, ðiçíèöi çíàéäåíèõ

ðiçíèöü, ïîòiì ðiçíèöi ðiçíèöü ïîïåðåäíiõ ðiçíèöü i ò.ä. I òàê äî îäåðæà-
ííÿ îäíàêîâèõ ÷èñåë ó âñiõ ðiçíèöÿõ. Êiëüêiñòü ðàçiâ îá÷èñëåííÿ ðiçíèöü
äîðiâíþ¹ ñòåïåíþ ìíîãî÷ëåíà. Éîãî êîåôiöi¹íòè çíàéòè iç ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü.

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 13.
Âèêîðèñòàòè ñèìåòðiþ; ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ f(x) = x3− 3x2 +5x− 3;

âèðàçèòè öþ ôóíêöiþ ÷åðåç x− 1; ââåñòè ôóíêöiþ g(x) = f(x+1), ÿêà ¹
íåïàðíîþ; ç óìîâè g(a− 1) = 14 = −g(b− 1) âèïëèâà¹, ùî a− 1 = 1− b.

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 14.
Ðîçãëÿíóòè âèïàäêè: à) x ≥ 0, y ≥ 0, á) x ≥ 0, y < 0, ...; çîáðàçèòè íà

êîîðäèíàòíié ïëîùèíi 4 êðóãè, ÿêi ÷àñòêîâî íàêëàäàþòüñÿ; øóêàíà ïëî-
ùà ¹ ñóìîþ ïëîùi êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ

√
2 i ÷îòèðüîõ ïiâêðóãiâ ðàäióñà

1√
2
.

Âêàçiâêà äî çàäà÷i 15.
à) Âèêîðèñòàòè òàêó âëàñòèâiñòü ïðîïîðöi¨:

ÿêùî
x

y
=
z

w
, òî

x+ y

x− y =
z + w

z − w .
á) Çâåñòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ìîæíà ïî-

äiëèòè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà b3 àáî ïîçíà÷èòè a = kb.
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Äîäàòîê

Êðiì òåì, ðîçãëÿíóòèõ íà çàíÿòòÿõ, äëÿ çàöiêàâëåííÿ ó÷íiâ ìàòåìà-
òèêîþ i äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâèòêó áàæàíî ïîêàçàòè õî÷à áè êðàùèì ç
íèõ íà ãóðòêàõ àáî ôàêóëüòàòèâàõ áàãàòî iíøèõ öiêàâèõ òåì, ÿêi íå
âõîäÿòü äî ñòàíäàðòíî¨ ïðîãðàìè. Íàïðèêëàä, íà äîñòóïíîìó äëÿ ó÷íiâ
ðiâíi ðîçïîâiñòè ïðî òàêi òåìè:

• Îçíàêè ïîäiëüíîñòi öiëèõ ÷èñåë íà 2, 3, 5, 7, 11, 13, .. Äîâåäåííÿ
íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë. Çíàõîäæåííÿ âñiõ ïiôàãîðîâèõ
òðiéîê. Îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè, ìàëà òåîðåìà Ôåðìà, òåîðåìà Åé-
ëåðà.
• Çàäà÷i íà ëîãiêó.
• Ïîáóäîâè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè. Ïðî òðè êëàñè÷íi çàäà÷i:

ïîäâî¹ííÿ êóáà, òðèñåêöiþ êóòà, êâàäðàòóðó êðóãà i ¨õ ðîçâ'ÿçêè.
• Ðiçíi ñïîñîáè äîâåäåííÿ âàæëèâèõ íåðiâíîñòåé. Çîêðåìà, íåðiâíî-

ñòåé Êîøi ïðî ñóìó äîáóòêiâ äîâiëüíèõ ÷èñåë, ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì, ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì, ñåðåäíiì ãàðìîíiéíèì
òà ñåðåäíiì êâàäðàòè÷íèì n äîäàòíèõ ÷èñåë. Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå, ñå-
ðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå òà ñåðåäí¹ ãàðìîíiéíå ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè ñåðåäíüîãî
ñòåïåíåâîãî.
• Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè ïðî çíàõîäæåííÿ ÷èñëà êîìáiíàöié i ðîç-

ìiùåíü.
• Ðåêóðñiÿ. Ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòåïåíiâ ïåð-

øèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:
1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)

2
= n2

2
+ n

2
,

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

= n3

3
+ n2

2
+ n

6
,

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
(

n(n+1)
2

)2
= n4

4
+ n3

2
+ n2

4

i ò.ä.
Çâiñíî, ÿêùî ôîðìóëà âæå âiäîìà, òî ¨¨ ëåãêî äîâåñòè ìåòîäîì ìàòå-

ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. ßê çíàéòè ôîðìóëè äëÿ âèùèõ ñòåïåíiâ?
• Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè íà ïëîùèíi. Ïîáóäîâà ãðàôiêiâ.
• Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà i òðüîìà íåâiäîìèìè,

ìåòîä Ãàóñà i ìåòîä Êðàìåðà.
• Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ çà äîïîìîãîþ

ðåçîëüâåíò.
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• Êîíi÷íi ïåðåðiçè: åëiïñ, ïàðàáîëà, ãiïåðáîëà. Îçíà÷åííÿ òà âëàñòè-
âîñòi.
• Äiàãîíàëüíèé ìåòîä â ìàòåìàòèöi. Çîêðåìà, äîâåäåííÿ íåçëi÷åí-

íîñòi ìíîæèíè âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë (ïîíÿòòÿ "íåñêií÷åííà ìíîæèíà" 6=
"íåçëi÷åííà ìíîæèíà").
• Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiçíîãî òèïó ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé. Äëÿ ïðàâèëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ ó÷íi ïîâèííi çàñâî¨òè i çàïàì'ÿòàòè âëàñòèâîñòi îñíîâíèõ
åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié.
• Êðiì öüîãî, ¹ áåçëi÷ îëiìïiàäíèõ çàäà÷ äëÿ îõîïëåííÿ iíøèõ ãàëóçåé

ìàòåìàòèêè, ÿêi òóò íå çãàäàíî. Äèâ., íàïðèêëàä, Ì.Ë.Êðàéçìàí, "Äåÿêi
ìåòîäè òà ïðèéîìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ iç ìàòåìàòèêè", òà iíøi çáiðíèêè
çàäà÷.
• I, ìîæëèâî, íàéâàæëèâiøå - ñòèìóëþâàòè ñàìîñòiéíå îáäóìóâàí-

íÿ ó÷íÿìè çàäà÷. Êîðèñíî ïiäiáðàòè òåìè i äåêiëüêà äåñÿòêiâ çàäà÷ äëÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíî äî ðiâíÿ 5-ãî, 6-ãî, ... êëàñiâ (ç ÿêèìè ïðàöþ¹òå)
i îðãàíiçîâóâàòè òðèâàëi êîíêóðñè äëÿ ó÷íiâ (äàéòå ¨ì ÷àñ äëÿ ñàìîñòié-
íîãî îáäóìóâàííÿ!), âêàçóâàòè íà äîïóùåíi ïîìèëêè.
• Äåòàëüíiøå ïðî ãåîìåòðiþ. Ó ñåðåäíiõ êëàñàõ øêîëè íåîáõiäíî, ùîá

ó÷íi äîáðå çàñâî¨ëè áàçîâi ïîíÿòòÿ i òâåðäæåííÿ, âìiëè äîâåñòè òåîðåìó
Ôàëåñà, òåîðåìè Ïiôàãîðà, ñèíóñiâ, êîñèíóñiâ, òðèãîíîìåòðè÷íi ôîðìóëè
òà iíøå. Êðiì îñíîâíîãî ìàòåðiàëó ç ãåîìåòði¨ i òðèãîíîìåòði¨, äîöiëüíî
ïîêàçàòè òåîðåìè Ìåíåëàÿ, Ïàïïà òà iíøi. Àáî ïîñòàâèòè çàäà÷ó äîâåñòè
ÿêiñü ç ïîäiáíèõ òâåðäæåíü.

Ïî÷íåìî iç òåîðåìè Ñòþàðòà, ÿêó ëåãêî äîâåñòè, âèêîðèñòàâøè
òiëüêè òåîðåìó Ïiôâãîðà:

cx2 = a2m+ b2n−mnc
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Ïðèâåäåìî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåì Ìåíåëàÿ, Ïàïïà òà ií. òà âêàçiâ-
êè íà äåÿêi ñïîñîáè ¨õ äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîäóìàòè ñàìîñòiéíî àáî
çíàéòè â ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði. � êîðèñíi ñàéòè â Iíòåðíåòi i êàíàëè
â YouTube.

Òåîðåìà Ìåíåëàÿ

Òî÷êè D, E, F ëåæàòü íà ñòîðîíàõ BC, AC, AB òðèêóòíèêà ABC.
Öi òî÷êè êîëiíåàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

AF

FB
· BD
DC
· CE
EA

= 1.

ßêùî ââàæàòè, ùî äîâæèíà âiäðiçêà AB äîäàòíà àáî âiä'¹ìíà çàëå-
æíî âiä òîãî, ÷è òî÷êà A ðîçìiùåíà ëiâîðó÷ ÷è ïðàâîðó÷ âiä òî÷êè B ó
ïåâíié âèáðàíié îði¹íòàöi¨ ïðÿìî¨, òî çíàêîâà âåðñiÿ òåîðåìè Ì. âèãëÿäà¹
òàê:

AF

FB
· BD
DC
· CE
EA

= −1.
Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà âèêîíàòè, ðîçãëÿäàþ÷è ïîäiáíi òðèêó-

òíèêè àáî çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ôàëåñà.
Òðèãîíîìåòðè÷íà âåðñiÿ öi¹¨ ñàìî¨ òåîðåìè:

sin∠ACF
sin∠FCB ·

sin∠BAD
sin∠DAC ·

sin∠CBE
sin∠EBA = −1,

äå âñi êóòè îði¹íòîâàíi.
Çàóâàæèìî, ùî ñàì Ìåíåëàé ôîðìóëþâàâ i ñôåðè÷íèé âàðiàíò öi¹¨

òåîðåìè, ïðè÷îìó íå íà ìîâi ñïiââiäíîøåíü ñèíóñiâ, à íà ìîâi ñïiââiäíî-
øåíü õîðä.
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Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ � òåîðåìà åëåìåíòàðíî¨ ãåîìåòði¨, ÿêà ñòâåð-
äæó¹, ùî äîáóòîê äîâæèí äiàãîíàëåé âïèñàíîãî â êîëî ÷îòèðèêóòíèêà
äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ äîâæèí éîãî ïðîòèëåæíèõ ñòîðií:

| AC | · | BD |=| AB | · | CD | + | BC | · | AD |
Äâà ñïîñîáè äîâåäåííÿ äèâ. ó êíèçi Ì.Êðàéçìàíà.

Òåîðåìà Ïàïïà � öå êëàñè÷íà òåîðåìà ïðî¹êòèâíî¨ ãåîìåòði¨. Âîíà
ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê:

Íåõàé A, B, C � òðè òî÷êè íà îäíié ïðÿìié, A' , B' , C' � òðè òî÷êè
íà iíøié ïðÿìié. Íåõàé òðè ïðÿìi ÀÂ' , BC' , CA' ïåðåòèíàþòü òðè ïðÿìi
A'B, B'C, C'A, âiäïîâiäíî ó òî÷êàõ X, Y, Z. Òîäi òî÷êè X, Y, Z ëåæàòü
íà îäíié ïðÿìié.

Öå òâåðäæåííÿ ìîæíà äîâåñòè çà äîïîìîãîþ âèäàëåííÿ òî÷îê íà íå-
ñêií÷åííiñòü àáî çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ìåíåëàÿ.
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Òåîðåìà Äåçàðãà - òåîðåìà ïðî¹êòèâíî¨ ãåîìåòði¨.

Íà ðèñóíêó äâà ïåðñïåêòèâíi òðèêóòíèêè. Âiäïîâiäíi ñòîðîíè òðèêó-
òíèêà ïiñëÿ ïðîäîâæåííÿ ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ, ÿêi ëåæàòü íà ïðÿìié,
ÿêó íàçèâàþòü âiññþ ïåðñïåêòèâè. Ïðÿìi, ïðîâåäåíi ÷åðåç âiäïîâiäíi âåð-
øèíè òðèêóòíèêiâ, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi, ÿêó íàçèâàþòü öåíòðîì ïåð-
ñïåêòèâè. Òåîðåìà Äåçàðãà ñòâåðäæó¹, ùî ïåðøà óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ i
äîñòàòíüîþ äëÿ äðóãî¨ óìîâè.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåõîäó äî òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà ×åâè - âiäîìà òåîðåìà êëàñè÷íî¨ ãåîìåòði¨.
Íåõàé äàíî òðèêóòíèê ABC i òî÷êè D, E, i F, ùî ëåæàòü íà ïðÿìèõ

BC, CA, i AB âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî ëiíi¨ AD, BE
i CF êîíêóðåíòíi (òîáòî ïåðåòèíàþòüñÿ
â îäíié òî÷öi) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

AF

FB
· BD
DC
· CE
EA

= 1.

Öþ òåîðåìó ìîæíà äîâåñòè, ðîçãëÿäàþ÷è ïëîùi óòâîðåíèõ òðèêóòíè-
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êiâ, àáî äâi÷i çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Ìåíåëàÿ àáî ìåòîäîì ãåîìåòði¨ ìàñ
(ÿê öå çðîáèâ ñàì ×åâà).

� òðèãîíîìåòðè÷íå ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè:

sin∠BAD
sin∠CAD ·

sin∠ACF
sin∠BCF ·

sin∠CBE
sin∠ABE = 1.

Òåîðåìà Ïîíñåëå. Òåîðåìó ×åâè ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê
áàãàòîêóòíèêà ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ñòîðií. Âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ íà-
çèâàþòü òåîðåìîþ Ïîíñåëå. �¨ ôîðìóëþâàííÿ òàêå. Ïðÿìi, ùî ç'¹äíóþòü
ÿêó-íåáóäü òî÷êó ç âåðøèíàìè áàãàòîêóòíèêà ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ñòî-
ðií, óòâîðþþòü íà éîãî ïðîòèëåæíèõ ñòîðîíàõ òàêi âiäðiçêè, ùî äîáóòîê
âiäðiçêiâ, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ êiíöiâ, äîðiâíþ¹ äîáóòêó ðåøòè âiäðiç-
êiâ.

Iç òèì ñàìèì àâòîðîì ïîâ'ÿçàíèé i òàêèé ðåçóëüòàò. Òåîðåìà Øòåé-
íåðà � Ïîíñåëå � òåîðåìà ç ãàëóçi ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ ñòâåðäæó¹, ùî
áóäü-ÿêó ïîáóäîâó, ùî âèêîíó¹òüñÿ íà ïëîùèíi öèðêóëåì i ëiíiéêîþ, ìî-
æíà âèêîíàòè çà äîïîìîãîþ îäíî¨ ëèøå ëiíiéêè, ÿêùî íàðèñîâàíî õî÷à
áè îäíå êîëî i ïîçíà÷åíî éîãî öåíòð.

Òåîðåìà Âàí-Îáåëÿ ïðî âëàñòèâiñòü ÷åâiàíiâ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.

BF

FB1

=
BA1

A1C
+
BC1

C1A
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Òåîðåìà Ïàñêàëÿ � òåîðåìà ïðî¹êòèâíî¨ ãåîìåòði¨, ÿêà ñòâåðäæó¹,
ùî ÿêùî øåñòèêóòíèê âïèñàíèé â êîëî àáî áóäü-ÿêèé iíøèé êîíi÷íèé
ïåðåðiç (åëiïñ, ïàðàáîëó, ãiïåðáîëó, íàâiòü ïàðó ïðÿìèõ), òî òî÷êè ïåðå-
òèíó òðüîõ ïàð ïðîòèëåæíèõ ñòîðií ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Öå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ïàïïà ìîæíà äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ïiä-
ðàõóíêó ïîäâiéíèõ âiäíîøåíü àáî òåîðåìè Ìåíåëàÿ àáî ïðî¹êòèâíîãî
ïåðåòâîðåííÿ îïèñàíî¨ êîíiêè â êîëî.

Òåîðåìà Ìîíæå (Ìîíæà). Äëÿ áóäü-ÿêèõ òðüîõ êië íà ïëîùèíi,
æîäíå ç ÿêèõ íå çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi iíøèõ, òðè òî÷êè ïåðåòèíó òðüîõ
ïàð çîâíiøíiõ äîòè÷íèõ ¹ êîëiíåàðíi.
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Öå ùå îäèí ïðèêëàä êîðèñíîñòi ïåðåõîäó äî òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó
äëÿ äîâåäåííÿ ïëàíiìåòðè÷íãî ðåçóëüòàòó. Àíàëîãi÷íî i ùîäî íàñòóïíîãî
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà Áðiàíøîíà. Òðè ïðÿìi, ÿêi ñïîëó÷àþòü ó ïàðè ïðîòèëåæíi
âåðøèíè øåñòèêóòíèêà, îïèñàíîãî íàâêîëî êîíi÷íîãî ïåðåðiçó, ìàþòü
ñïiëüíó òî÷êó, ò. ç. òî÷êó Áðiàíøîíà (àáî ïàðàëåëüíi; òîäi ¨õ ñïiëüíà
òî÷êà áåçìåæíî âiääàëåíà).

Ðàçîì ç òåîðåìîþ Ïàñêàëÿ òåîðåìà Áðiàíøîíà âñòàíîâëþ¹ îñíîâíi
ïðî¹êòèâíi âëàñòèâîñòi êîíi÷íèõ ïåðåðiçiâ.
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Ùå îäíà öiêàâà òåìà: ïðî êîëî äåâ'ÿòè òî÷îê (àáî êîëî Åéëåðà, àáî
Åéëåðà-Ôåé¹ðáàõà), ÿêå ìîæíà ïîáóäóâàòè äëÿ äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà.
Äèâ. iëþñòðàöiþ:

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî àáî çíàéòè äîâåäåííÿ òàêîãî òâåðäæåííÿ: ó äî-
âiëüíîìó òðèêóòíèêó îñíîâè âèñîò, ñåðåäèíè ñòîðií òà ñåðåäèíè âiäðiç-
êiâ, ùî ñïîëó÷àþòü îðòîöåíòð òðèêóòíèêà ç âiäïîâiäíèìè âåðøèíàìè,
ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

(Äèâ. äîâåäåííÿ, íàïðèêëàä, ó Âiêiïåäi¨ àáî íà ñàéòàõ â Iíòåðíåòi.)
Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè òàêó òåîðåìó Ôàé¹ðáàõà: êîëî äåâ'ÿòè òî÷îê

äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà äîòèêà¹òüñÿ äî âïèñàíîãî êîëà i âñiõ òðüîõ çîâ-
íiâïèñàíèõ êië öüîãî òðèêóòíèêà. Äèâ. iëþñòðàöiþ:
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Ùå îäèí öiêàâèé ãåîìåòðè÷íèé îá'¹êò ó äîâiëüíîìó òðèêóòíèêó, âiä-
ìiííîìó âiä ðiâíîñòîðîííüîãî - ïðÿìà Åéëåðà:

Ïðÿìà Åéëåðà (÷åðâîíà) � öå ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòðî¨ä
(ïîìàðàí÷åâèé), îðòîöåíòð (ñèíié), öåíòð îïèñàíîãî êîëà (çåëåíèé) òà
öåíòð êîëà äåâ'ÿòè òî÷îê (÷åðâîíèé).

Çà äîïîìîãîþ âåêòîðiâ ìîæíà äîâåñòè, ùî öåíòð îïèñàíîãî êîëà, öåí-
òðî¨ä òà îðòîöåíòð ëåæàòü íà ïðÿìié Åéëåðà. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî òî÷êà
Ëîíãøàìïà, òî÷êà Øèôëåðà, òî÷êà Åêñåòåðà òà ïåðñïåêòîð Ãîññàðà çíà-
õîäÿòüñÿ íà òié ñàìié ïðÿìié. Ïðîòå öåíòð âïèñàíîãî êîëà, âçàãàëi êà-
æó÷è, íå ëåæèòü íà íié. Âií ëåæèòü íà ïðÿìié Åéëåðà òiëüêè ó âèïàäêó
ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà.

Ó ðiâíîñòîðîííüîìó òðèêóòíèêó âêàçàíi òî÷êè çáiãàþòüñÿ i òîìó íå
ìîæíà ãîâîðèòè ïðî òàêó ïðÿìó. Ñàìîñòiéíî ïîäóìàéòå, ùî ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè ïðî ïðÿìó Åéëåðà ó âèïàäêó ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà àáî ðiâ-
íîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà.

Ôîðìóëè Ìîëüâåéäå - öå ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ïîâ'ÿçóþòü äîâæèíè
ñòîðií äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà i òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ êóòiâ. ßêùî
ïîçíà÷èòè êóòè òðèêóòíèêà A, B, C, à äîâæèíè ñòîðií a, b, c, òî

a+ b

c
=

cos A+B
2

sin C
2

,
a− b
c

=
sin A−B

2

cos C
2

.

Àíàëîãi÷íi ôîðìóëè äëÿ ñóìè i ðiçíèöi iíøèõ ñòîðií.
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Ôîðìóëà Áðåòøíàéäåðà - ôîðìóëà äëÿ ïëîùi äîâiëüíîãî ÷îòèðè-
êóòíèêà, ÿêà óçàãàëüíþ¹ ôîðìóëè Áðàõìàãóïòè òà Ãåðîíà. ßêùî a, b, c, d
- äîâæèíè ñòîðií, p - ïiâïåðèìåòð, α i γ - äâà ïðîòèëåæíi êóòè, òî

S =

√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd · cos2(α + γ

2
)

àáî æ, â òåðìiíàõ äîâæèí ñòîðií i äiàãîíàëåé e, f ,

S =
1

4

√
4e2f 2 − (b2 + d2 − a2 − c2) =

=

√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− 1

4
(ac+ bd+ ef)(ac+ bd− ef).

Öþ ôîðìóëó ìîæíà äîâåñòè çà äîïîìîãîþ âiäîìî¨ ôîðìóëè äëÿ ïëîùi
òðèêóòíèêà òà òåîðåìè êîñèíóñiâ.

Äîâåäåííÿ çãàäàíèõ âèùå òåîðåì àáî õî÷à áè ÷àñòèíè ç íèõ áóëî áè
íàäçâè÷àéíî êîðèñíèì äëÿ ó÷íiâ.

• I öå ëèøå îêðåìi òåìè âæå äàâíî âiäîìî¨ êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè. Äëÿ
ïîâíîöiííî¨ ïiäãîòîâêè äî âèâ÷åííÿ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè áóëî áè äîáðå
îçíàéîìëþâàòè ó÷íiâ i ç íîâèìè ïðîáëåìíèìè ãàëóçÿìè. Íàïðèêëàä, iç
iíôîðìàòèêè, òåîði¨ àëãîðèòìiâ, îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, òåîði¨ iãîð.
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Ïðî ìàòåìàòè÷íó ëiòåðàòóðó

Ìîæó ïîðåêîìåíäóâàòè ïiäðó÷íèê "Àâòîðñêàÿ ãåîìåòðèÿ" Ã.Ôiëiïîâ-
ñüêîãî, â÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè êè¨âñüêîãî ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, ó
ÿêîìó áàãàòî öiêàâèõ çàäà÷. À òàêîæ êíèãè Êðàéçìàíà "Ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ...", "Äåÿêi ìåòîäè òà ïðèéîìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ...", Êóøíiðà "Ìåòîäè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ..." òà ií., Ãëåéçåðà "Iñòîðiÿ ìàòåìàòèêè â øêîëi", Êîâàí-
öîâà "Ìàòåìàòèêà i ðîìàíòèêà", Êîíôîðîâè÷à "Êîëóìáè ìàòåìàòèêè",
"Âèçíà÷íi ìàòåìàòè÷íi çàäà÷i", Dörrie "100 great problems of elementary
mathematics". I ùå êíèãè òàêèõ àâòîðiâ ÿê Ïîíàðèí, Ñàââàòååâ, Ïîéà
(Polya), Êóðàíò (Courant), Ðàäåìàõåð (Rademacher), Íåëüñåí (Nelsen),
Àéãíåð (Aigner).

Êðiì öüîãî, ¹ áàãàòî êîðèñíèõ ñòàòåé â æóðíàëàõ "Ìàòåìàòèêà â ði-
äíié øêîëi" (ïîïåðåäíi íàçâè "Ìàòåìàòèêà â øêîëi", Ìàòåìàòèêà â ñó-
÷àñíié øêîëi"), "Ìàòåìàòèêà â øêîëàõ Óêðà¨íè", ðîñ.ìîâîþ "Ìàòåìàòè-
êà", "Ìàòåìàòèêà â øêîëå", "Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå", "Êâàíò",
à òàêîæ àíãë. "American Mathematical Monthly". (Çà êîïiÿìè âêàçàíèõ
âèùå òà áàãàòüîõ iíøèõ êíèã òà æóðíàëiâ çâåðòàòèñÿ äî Ò.Ñ. Çàïèñ íà
ôëåøêó.)

� áàãàòî êíèã - çáiðíèêiâ îëiìïiàäíèõ çàäà÷. Íà íàñòóïíèõ äâîõ ñòî-
ðiíêàõ ïîêàçàíî çàäà÷i Ìiæíàðîäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ îëiìïiàäè 2022ð. Çà-
äà÷i òà ñòàòèñòèêó çà ìèíóëi ðîêè äèâ. íà ñàéòi https://www.imo-o�cial.org.
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понеділок, 11 липня 2022

Задача 1. Ощадбанк Осло випускає два типи монет: алюмінієві (позначаються як A) та бронзові
(позначаються як B). У Михайлини є n алюмінієвих та n бронзових монет, які деяким чином викла-
дено в рядок. Ланцюжком назвемо будь-яку послідовну групу монет одного типу. Для фіксованого
натурального числа k 6 2n, Михайлина повторює таку операцію: вона вибирає найдовший ланцю-
жок, що містить k-ту монету зліва, і переміщує всі монети з цього ланцюжку до лівого краю рядка.
Наприклад, процес для n = 4 та k = 4, починаючи з рядка AABBBABA, мав би вигляд

AABBBABA → BBBAAABA → AAABBBBA → BBBBAAAA → BBBBAAAA → · · · .

Знайдіть усі такі пари натуральних чисел (n, k) з 1 6 k 6 2n, що для довільного можливого почат-
кового розташування монет в рядок, в деякий момент перші n монет будуть одного типу.

Задача 2. ЧерезR+ позначимо множину додатних дійсних чисел. Знайдіть усі функції f : R+ → R+

такі, що для всіх чисел x ∈ R+ існує єдине число y ∈ R+, для якого справджується нерівність

xf(y) + yf(x) 6 2.

Задача 3. Задано натуральне число k та скінченну множину S, що складається з непарних простих
чисел. Доведіть, що існує не більше одного способу (з точністю до поворотів та симетрій) розставити
всі елементи множини S по колу таким чином, щоб добуток довільних двох сусідніх чисел подавався
у вигляді x2 + x+ k для деякого натурального числа x.

Language: Ukrainian Час виконання: 4 години 30 хвилин.
Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Ukrainian (ukr), day 1
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вівторок, 12 липня 2022

Задача 4. Дано опуклий п’ятикутник ABCDE, в якому BC = DE. Нехай всередині ABCDE
знайшлась така точка T , що TB = TD, TC = TE і ∠ABT = ∠TEA. Нехай пряма AB перетинає
прямі CD та CT в точках P та Q, відповідно. Припустимо, що точки P,B,A,Q лежать на прямій
AB у вказаному порядку. Нехай пряма AE перетинає прямі CD та DT в точках R та S, відповідно.
Припустимо, що точки R,E,A, S лежать на прямій AE в цьому порядку. Доведіть, що точки P , S,
Q, R лежать на одному колі.

Задача 5. Знайдіть усі трійки (a, b, p) натуральних чисел, де p є простим числом і виконується рів-
ність

ap = b! + p.

Задача 6. Дано натуральне число n. Дошку n × n, в клітинках якої записано по одному числу, на-
звемо Нордичним Квадратом, якщо вона містить усі натуральні числа від 1 до n2. Дві різні клітинки
вважаються сусідніми, якщо у них є спільна сторона. Назвемо клітинку долиною, якщо число в кож-
ній сусідній до неї клітинці більше за число в цій клітинці.

Назвемо підйомом послідовність з однієї чи більше клітинок таку, що:

(i) перша клітинка в послідовності є долиною,

(ii) кожна наступна клітинка послідовності є сусідньою до попередньої,

(iii) числа в клітинках послідовності йдуть в зростаючому порядку.

Знайдіть, як функцію від n, мінімальну можливу кількість підйомів в Нордичному квадраті.

Language: Ukrainian Час виконання: 4 години 30 хвилин.
Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Ukrainian (ukr), day 2
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Ïðî ðåôåðàò i ïiäãîòîâêó äî iñïèòó

Çàâäàííÿ äî ñåñi¨: íàïèñàòè ðåôåðàò íà òåìó "Òèïîâi ó÷íiâñüêi ïî-
ìèëêè ïðè ðîç'ÿçóâàííÿ çàäà÷ iç ãåîìåòði¨, àëãåáðè, ïî÷àòêiâ àíàëiçó".

Íàäiñëàòè íà å-ìåéë taras.kudryk@lnu.edu.ua çà 5 äíiâ äî iñïèòó, ÿêèé
ìà¹ áóòè â ñi÷íi.

Ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ áóäü-ÿêèìè äæåðåëàìè, àëå ïèñàòè ñâié âëà-
ñíèé ðåôåðàò, à íå ïðîñòî ñêîïiþâàòè ÷èéñü. Îáîâ'ÿçêîâî âêàçàòè âñi
âèêîðèñòàíi äæåðåëà: ëiòåðàòóðó, ñàéòè â Iíòåðíåòi.

Ìàéæå âñi âêàçàíi âèùå êíèãè âèñòàâëåíî íà ñàéòi Teams.
Êíèãè Êîíôîðîâè÷à, Êóøíiðà, Êðàéçìàíà òà äåêiëüêà iíøèõ óêðà-

¨íñüêîþ ìîâîþ.
Áiëüøiñòü êíèã ðîñiéñüêîþ ìîâîþ. Ïåðåêëàäàòè ãðàìîòíî!
Äëÿ òèõ, õòî õî÷ òðîõè âîëîäi¹ àíãëiéñüêîþ ìîâîþ, ¹ îäíà êíèãà

àíãëiéñüêîþ.

Äëÿ ïiäãîòîâêè äî iñïèòó ðåêîìåíäóþ ïðèäáàòè êíèãó Êðàéçìàíà Ì.Ë.
"Äåÿêi ìåòîäè òà ïðèéîìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ iç ìàòåìàòèêè", äëÿ ÿêî¨
íåìà¹ åëåêòðîííî¨ êîïi¨, íà ñàéòi

www.chyslo.com.ua, e-mail: zakaz@chyslo.com.ua
àáî https://www.facebook.com/chyslo
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