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Вправи до роздiлу 1

Комплекснi числа, областi, кривi,
стереографiчна проекцiя

1.1. Знайти дiйсну та уявну частину наступних комплексних чисел:

а)
1

1− i ; б)
(

1− i
1 + i

)3
; в)

(
1
2 − i

√
3

2

)3

; г)
(

i5 + 2
i19 + 1

)2

.

Розв’язування вправи г). Враховуючи, що i2 = −1, а i4 = 1, маємо

z =
(

i5 + 2
i19 + 1

)2

=
(

2 + i
1− i

)2
= 4i + 3
−2i = −2 + 3

2 i .

Отже, Re z = −2, Im z = 3/2.

1.2. Довести рiвностi

а) |z1 z2| = |z1| |z2|; б)
∣∣∣∣z1
z2

∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

; в)Arg (z1 z2) = Arg z1 + Arg z2;

г)Arg
z1
z2

= Arg z1 −Arg z2; д)
(

z1
z2

)
= z1

z2
; е), z1 z2 = z1z2.
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Розв’язування вправи в). Нехай zj = rj(cos θj + i sin θj), j = 1, 2. Тодi

z1 z2 = r1 r2{(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)} =
= r1 r2{cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)}.

Звiдси, використовуючи означення аргумента, дiстаємо потрiбну
рiвнiсть.

1.3. Знайти модулi та аргументи наступних комплексних чисел:

а) − π; б) iπ; в) 1 + i123; г) − 1
2 + i

√
3

2 ; д)
1− i
1 + i ;

е) (−4 + 3i)3; є) − cos π7 + i sin π7 ; ж) 1 + cos π7 + i sin π7 .
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Розв’язування вправи є). Позначимо z1 = − cos π7 + i sin π7 . Тодi

z1 = cos
(
π − π

7

)
+ i sin

(
π − π

7

)
= cos 6π

7 + i sin 6π
7 ,

тобто |z1| = 1 i arg z1 = 6π
7 .

Розв’язування вправи ж). Позначимо z2 = 1 + cos π7 + i sin π7 . Тодi

|z2| =
√

(1 + cos π7 )2 + (sin π7 )2 =
√

2 + 2 cos π7 = 2 cos π14 .

Для знаходження аргумента зауважимо, що z2 є сумою двох векторiв
a = 1 та b = cos π7 + i sin π7 i, оскiльки |a| = |b| = 1 i z2 зображається

дiагоналлю ромба, побудованого на векторах a i b, то arg z2 = 1
2arg b = π

14 .
1.4. Дати геометричний опис множини всiх точок комплексної площини,
що задовольняють нерiвностi

а)Re z > 0; в) Im z 6 1; в)Re z < 1; г) |Im z | < 1, 0 < Re z < 1;
д) |z | 6 1; е) |z − i | > 1; є) 0 < |z + 1| < 2; ж) 1 < |z − 1| < 3;

з) 0 < arg z < π/4; i) |π − arg z | < π/4.
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Розв’язування вправи ж). Зауважимо, що |z − z0| означає вiдстань мiж
точками z i z0. Тому умова ж) описує кiльце з центром у точцi z0 = 1 i
радiусами r1 = 1 та r2 = 3.
1.5. Вказати, якi лiнiї описанi наступними рiвняннями

а)Re
1
z = 1

a (a > 0); б)Re
z − 1
z + 1 = 0; в) Im

z − 1
z + 1 = 0.

Розв’язування вправи б). Оскiльки

Re
z − 1
z + 1 = Re

x − 1 + iy
x + 1 + iy = Re

x2 − 1 + y2 + 2iy
(x + 1)2 + y2 = x2 + y2 − 1

(x + 1)2 + y2 ,

то шуканою лiнiєю є коло {z : |z | = 1} без точки z = −1.

1.6. Нехай z1 i z2 — фiксованi точки. Описати геометрично множину точок
z , що задовольняють спiввiдношення

а) |z − z1| = |z − z2|; б) |z − 1| = |Re z |;
в) |z − z1|+ |z − z2| = 2a, a > |z1 − z2|/2.

Розв’язування вправи б). Нехай z = x + iy . Тодi
√

(x − 1)2 + y2 = |x |,
звiдки y2 = 2x − 1, тобто маємо параболу.
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Розв’язування вправи в). Ця умова задає геометричне мiсце точок, сума
вiдстаней вiд яких до двох заданих точок z1 i z2 є величина стала, а це є
означення елiпса.

1.7. З’ясувати, якi кривi визначаються наступними параметричними
рiвняннями

а) z = a + t(b − a), t ∈ [0, 1]; б) z = t + it2, t ∈ [0,+∞);

в) z = Re it , t ∈ [0, π]; г) z = t + i/t, t ∈ [1,+∞);
д) z = 1 + e−it , t ∈ [0, 2π]; е) z = 2e it − 1, t ∈ [0, 2π];

є)z =
{

e iπt , t ∈ [0, 1],
t − 2, t ∈ [1, 3].

Розв’язування вправи г). Задане параметричне рiвняння можна записати
у виглядi x = t, y = 1/t, t ∈ [1,+∞), тобто y = 1/x , x ∈ [1,+∞), а це —
частина вiтки гiперболи.

1.8. Описати за допомогою нерiвностей область D, якщо її край ∂D
складається з однiєї замкненої кривої, що визначається рiвнянням

а) z = a + re−it , 0 < t < 2π; б) z = a + re it , 0 < t < 2π;
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в) z = it, −∞ < t < +∞; г) z = t + it2, −∞ < t < +∞;
д) z = t2, −∞ < t < +∞.

Розв’язування вправи а). Оскiльки |z − a| = r i 0 < t < 2π, то умова а)
задає повне коло, яке обходиться за годинниковою стрiлкою. Тому
шуканою областю є зовнiшнiсть цього кола, тобто D = {z : |z − a| > r}.

1.9. Нехай M(z) = (ξ, η, ζ) — точка на сферi Рiмана, що вiдповiдає точцi
z = x + iy з комплексної площини, тобто стереографiчна проекцiя точки z ,
а k(z1, z2) — хордальна вiдстань мiж точками z1 i z2, тобто просторова
вiдстань мiж точками M(z1) i M(z2). Довести наступнi рiвностi

а) ξ = x
1 + |z |2 , η = y

1 + |z |2 , ζ = |z |2
1 + |z |2 ;

б) x = ξζ

ξi2 + η2
ξ

1− ζ , y = ηζ

ξi2 + η2
η

1− ζ ;

в) k(z1, z2) = |z1 − z2|√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

(zj 6=∞);

г) k(z1, ∞) = 1√
1 + |z1|2

.
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Доведення рiвностей а). Запишемо рiвняння променя, що проходить через
полюс сфери Рiмана (0,0,1) i точку (x , y , 0) на комплекснiй площинi

ξ = tx , η = ty , ζ = 1− t (t > 0).

Пiдставляючи цi значення у рiвняння сфери Рiмана ξ2 + η2 + (ζ − 1/2)2 =
= 1/4, маємо t2|z |2 + (1/2− t)2 = 1/4, тобто t2(|z |2 + 1)− t = 0, звiдки
t = 1/(1 + |z |2). Нарештi, пiдставляючи це значення t у рiвняння променя,
отримуємо рiвностi а).

1.10. Приймемо e iθ = cos θ + i sin θ, θ ∈ R. Довести рiвностi

а) e i0 = 1; б) e iθ1e iθ2 = e i(θ1+θ1); в) 1/e iθ = e−iθ;

г)
(
e iθ)n = eniθ (n ∈ N);

д)
n∑

j=1
sin (jθ) = sin ((n + 1)θ/2) sin (nθ/2)

sin (θ/2) (θ 6= 2πk);

е)
1
2 +

n∑
j=1

cos (jθ) = sin ((n + 1/2)θ)
2 sin (θ/2) (θ 6= 2πk).
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Доведення рiвностей д). Використовуючи формулу для суми геометричної
прогресiї, маємо

n∑
j=1

ejiθ = −e(n+1)iθ − e iθ

1− e iθ .

Звiдси
n∑

j=1
sin (jθ) = Im

(
e(n+1)iθ − e iθ

1− e iθ

)
= Im

(
(e(n+1)iθ − e iθ)(1− e−iθ)

|1− e iθ|2

)
=

= − sin ((n + 1)θ)− sin (nθ)− sin θ
2− 2 cos θ = sin ((n + 1)θ/2) sin (nθ/2)

sin (θ/2) .

1.11. Нехай Φ — опукла неспадна на [0, +∞) функцiя. Довести, що

Φ
(

1
n

∣∣∣∣∣
n∑

j=1
zj

∣∣∣∣∣
)

6
1
n

n∑
j=1

Φ(|zj |).

Комплекснi послiдовностi та ряди
1.12. При яких значеннях z ∈ C збiжнi вказанi послiдовностi

а) (zn); б) (zn/n); в) (nzn); г) (1 + z2 + . . .+ zn);
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д)
(

z
12 + z2

22 + . . .+ zn

n2

)
; е)

(
zn

1 + zn

)
.

Розв’язування вправи е). Якщо |z | < 1, то |z |n → 0 (n→∞) i тому
lim

n→∞
zn/(1 + zn) = 0.

Якщо ж |z | > 1, то lim
n→∞

zn/(1 + zn) = lim
n→∞

1/(1 + 1/zn) = 1.
Нехай, нарештi, |z | = 1 i zn 6= −1, n ∈ N. Запишемо z = e iθ,
θ ∈ (−π, π). Тодi

zn

1 + zn = e inθ

1 + e inθ = e inθ(1 + e−inθ)
(1 + e inθ)(1 + e−inθ) =

= 1 + e inθ

2(1 + cos nθ) = 1
2 + i sin nθ

2(1 + cos nθ) = 1
2 + i

2 tg
nθ
2 ,

i нам залишилось дослiдити збiжнiсть послiдовностi (tg(nθ/2)).
Припустимо, що iснує скiнченна границя A = lim

n→∞
tg(nθ/2). Тодi

A = lim
n→∞

2tg(nθ/4)
1− tg2(nθ/4)

= 2A
1− A2 .
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А це можливо тiльки, коли A = 0. Звiдси, використовуючи тотожнiсть

tg((n + 1)θ/2) = tg(nθ/2) + tg(θ/2)
1− tg(nθ/2) tg(θ/2) ,

дiстаємо рiвнiсть tg(θ/2) = 0, тобто θ = 0. Отже, якщо |z | = 1, то наша
послiдовнiсть збiжна тiльки в точцi z = 1.

1.13. Довести збiжнiсть наступних послiдовностей

а)
(

zn

1 + z2n

)
, |z | < 1; б)

(
zn

1 + z2n

)
, |z | > 1;

в)
(

1
n
(
1 + e iθ + . . .+ e inθ)) , θ ∈ (0, 2π);

г)
(

1√
n
(
1− e iθ + e2iθ − . . .+ (−1)ne inθ)) , θ ∈ (−π, π);

д)
(

1
n + 1 (n + 1 + nz + (n − 1)z2 + ...+ zn)

)
, |z | 6 1, z 6= 1.

Доведення збiжностi послiдовностi в). Позначимо її через (an). Тодi,
використовуючи формулу для суми членiв геометричної прогресiї, при
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n→∞ маємо

an = 1
n

e i(n+1)θ − 1
e iθ − 1 , |an| = 1

n
1 + cos (n + 1)θ

1− cos θ → 0 (n→∞),

тобто an → 0 при n→∞.

1.14. Знайти всi значення параметрiв α i θ, при яких збiжнi вказанi ряди

а)
∞∑

n=1
n−αeπin; б)

∞∑
n=1

n−αe inθ; в)
∞∑

n=1
(n2 + 1)−α

(
eπin − 1

)
;

г)
∞∑

n=1
in (ln(n2 + 1))α

n ; д)
∞∑

n=1

1
ne−inα.

Розв’язування вправи б). Нам, фактично, треба дослiдити збiжнiсть рядiв
∞∑

n=1
n−α cos nθ,

∞∑
n=1

n−α sin nθ.

Якщо α > 1, то обидва цi ряди збiжнi абсолютно. Якщо α 6 0, то перший
з цих рядiв розбiжний для всiх θ, а другий розбiжний для всiх θ 6= 0,
тобто наш ряд розбiжний.
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Залишилося розглянути випадок, коли 0 < α 6 1. У цьому випадку
n−α ↓ 0 (n→∞), i, якщо θ 6= 2πk, то

N∑
n=1

cos nθ = −1
2 + sin ((N + 1/2)θ)

2 sin (θ/2) ,

N∑
n=1

sin nθ = sin ((N + 1)θ/2) sin (Nθ/2)
sin (θ/2) ,

тобто цi суми обмеженi. Тому за ознакою Дiрiхле при θ 6= 2πk
i 0 < α 6 1 наш ряд збiжний. Зауважимо, що якщо θ = 2πk i 0 < α 6 1 ряд∑∞

n=1 n−α cos nθ розбiжний.

1.15. Довести, що з будь-якої послiдовностi комплексних чисел можна
вибрати збiжну в C пiдпослiдовнiсть.

1.16. Нехай θ ∈ R i z ∈ C. Довести, що

а) lim
n→∞

(
1 + iθ

n

)n
= e iθ; б) lim

n→∞

(
1 + z

n

)n
= ez .
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1.17. Довести збiжнiсть рядiв

а)
∞∑

n=1

(
e i
√

2n

ln(n + 1)

)k

, k ∈ N; б)
∞∑

n=1

e inθ

µn
,

де (µn) — додатна зростаюча до +∞ послiдовнiсть. А яке kї

1.18. Довести, що lim
n→∞

zn = A тодi i тiльки тодi, коли lim
n→∞

k(zn, A) = 0, де
k(zn, A) — хордальна вiдстань (див. 1.9).
Доведення. Маємо (див. 1.9)

k(zn, A) = |zn − A|√
1 + |zn|2

√
1 + |A|2

(A 6=∞)

i
k(zn, ∞) = 1√

1 + |zn|2
.

З останньої рiвностi видно, що lim
n→∞

zn =∞ тодi i тiльки тодi, коли
lim

n→∞
k(zn, ∞) = 0.

Далi, оскiльки k(zn, A) 6 |zn − A|, то iз рiвностi lim
n→∞

zn = A випливає
рiвнiсть lim

n→∞
k(zn, A) = 0 при A 6=∞.
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Навпаки, якщо lim
n→∞

k(zn, A) = 0, але zn 6→ A (n→∞), то iснує така
послiдовнiсть (nj), що (znj )→∞. Тодi

k(znj , A) > 1
2 |znj − A| 1√

1 + |A|2
1
|znj |

>

>
1

2
√

1 + |A|2
|znj | − |A|
|znj |

→ 1
2
√

1 + |A|2
> 0 (nj →∞),

що неможливо.

Функцiї комплексної змiнної
1.19. Знайти границi (якщо вони iснують)

а) lim
z→i

z2

z − i ; б) lim
z→∞

z − 2i
z + i ; в) lim

z→∞

z2 + 1
z − 2i ;

г) lim
z→i

z2 + 1
z4 − 1 ; д) lim

z→0

(
x2

x2 + y2 + 2i
)

; е) lim
z→1−i

z ;

є) lim
z→−1

argz ; ж) lim
z→0

z/z ; з) lim
z→0

(x2/y); (z = x + iy).

Розв’язування вправи е).

lim
z→1−i

z = lim
z→1+i

z = 1 + i .
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1.20. Функцiї f (z) = Re z2

|z |2 i g(z) = zRe z
|z | неперервнi в кожнiй точцi z 6= 0.

Чи можна їх доозначити так, щоб вони були неперервними i в точцi z = 0?

1.21. З’ясувати, чи функцiя f1(z) = exp (−1/|z |) (z 6= 0), f (0) = 0, є
рiвномiрно неперервною в D = {z : |z | < 1}, а функцiї

f2(z) = Re z
z , f3(z) = (Re z2)2

z2 , f4(z) = exp (−1/z2), f5(z) = 1
1 + z2

в {z : 0 < |z | < 1} = D \ {0} := D∗.

Дослiдження функцiї f1. Визначимо функцiю

f ∗1 (z) =
{

f1(z), z ∈ D,
e−1, |z | = 1.

Зрозумiло, що функцiя f ∗1 (z) є неперервною на D, бо f ∗1 (z) = e−1 при
|z | = 1, а lim

z→0
f1(z) = 0. Тодi за теоремою Кантора, функцiя f ∗1 (z) є

рiвномiрно неперервною на D, звiдки

lim
δ→+0

ωf ∗
1

(δ,D) = 0.

Залишається зауважити, що ωf ∗
1

(δ,D) = ωf (δ,D).
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Дослiдження функцiї f2. Зауважимо, що f2(kx + ix)→ 1
k+i при x → 0, тому,

при x → 0

f2(k1x + ix)− f2(k2x + ix) = 1
k1 + i −

1
k2 + i + o(1) = k2 − k1

(k1 + i)(k2 + i) + o(1).

Але тодi, для zj = kjx + ix при фiксованих k1 6= k2 для всiх x таких, що
|z1 − z2| < δ, маємо

ωf2 (δ,D∗) ≥ |f2(z2)− f2(z1)| → |k2 − k1|
|(k1 + i)(k2 + i)| 6= 0 (δ + 0).

Отже, функцiя f2 не є рiвномiрно неперервною на D∗.

1.22. Довести, що функцiї

а) f (z) = az + b
cz + d , ad − bc 6= 0; б) f (z) = exp (|z |);

в) f (z) = 1
ez − 1 ; г) f (z) = 1

z .

є неперервними в сферичнiй метрицi k(z , w) в розширенiй комплекс-
нiй площинi.
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Доведення неперервностi функцiї f (z) = 1
z . Нам треба довести, що для

кожного ε > 0 iснує δ таке, що з нерiвностi k(z , z0) < δ випливає
нерiвнiсть k(1/z , 1/z0) < ε.
Припустимо спочатку, що z0 6= 0, 6=∞. Тодi, якщо z 6= 0, то

k(1/z , 1/z0) = |1/z − 1/z0||z ||z0|√
1 + |z |2

√
1 + |z0|2

= k(z , z0),

i нам досить взяти ε = δ.
Якщо z0 = 0, то f (z0) =∞ i при z 6= 0

k(1/z , 1/z0) = 1√
1 + |1/z |2

= |z |√
1 + |z |2

= k(z , z0),

i знову досить взяти ε = δ.
Нарештi, якщо z0 =∞, то f (z0) = 0 i

k(1/z , 1/z0) = |1/z |√
1 + |1/z |2

= 1√
1 + |z |2

= k(z , ∞),

тобто, як i вище, досить взяти ε = δ.

1.23. Нехай функцiї f i g неперервнi у сферичнiй метрицi. Чи
є неперервними у сферичнiй метрицi функцiї f + g , fg , f /g?
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Моногеннiсть та аналiтичнiсть. Умови Кошi-Рiмана
1.24. Знайти всi точки моногенностi наступних функцiй (z = x + iy)

а) f (z) = Re z ; б) f (z) = zRe z ; в) f (z) = |z |; г) f (z) = x2y2;
д) f (z) = x2 + i(x2 + y2); е) f (z) = 2xy − i(x2 − y2).

Розв’язування вправи д). Оскiльки функцiї u = x2, v = x2 + y2

диференцiйованi у всiй площинi, то нам залишається перевiрка умов
Кошi-Рiмана. Маємо

∂u
∂x = 2x , ∂v

∂y = 2y , ∂u
∂y = 0, ∂v

∂x = 2x ,

i умови Кошi-Рiмана виконуються тiльки в точцi z = 0. Отже, наша
функцiя моногенна тiльки в точцi z = 0.

1.25. Показати, що для функцiї f (z) = 3
√xy , z = x + iy , в точцi z = 0 умови

Кошi-Рiмана виконуються, але функцiя f не є моногенною в цiй точцi.
Справдi,

∂u
∂x (0, 0) = lim

x→0

u(x , 0)− u(0, 0)
x = 0, ∂v

∂y ≡ 0,



20

∂u
∂y (0, 0) = lim

y→0

u(0, y)− u(0, 0)
x = 0, ∂v

∂x ≡ 0,

тобто умови Кошi-Рiмана виконуються. Але неважко показати, що
функцiя u(x , y) = 3

√yx не є диференцiйованою в точцi (0,0).

1.26. Для z = x + iy i функцiї f означимо формальнi похiднi за допомогою
формул

∂f
∂z = 1

2

(
∂f
∂x − i ∂f

∂y

)
,

∂f
∂z = 1

2

(
∂f
∂x + i ∂f

∂y

)
.

Довести наступнi рiвностi

а)
∂z
∂z = 0; б)

∂z
∂z = 1; в)

∂z2

∂z = 0; г)
∂z
∂z = 0; д)

∂z
∂z = 1;

е)
∂(fg)
∂z = g ∂f

∂z + f ∂g
∂z ; є)

∂(fg)
∂z = g ∂f

∂z + f ∂g
∂z .

Доведення рiвностi а).

∂z
∂z = 1

2

(
∂x
∂x + i ∂y

∂x + i ∂x
∂y −

∂y
∂y

)
= 0.
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1.27. Довести, що умови Кошi-Рiмана можна записати у виглядi
∂f
∂z = 0.

1.28. Довести, що в полярнiй системi координат z = re iθ умови
Кошi-Рiмана можна записати у виглядi

∂u
∂r = 1

r
∂v
∂θ
,

∂v
∂r = −1

r
∂u
∂θ
.

1.29. Нехай функкцiя f = u + iv моногенна в C i u = v2. Довести, що
f ≡ const.

1.30. Нехай функцiя f моногенна в областi G i f ′(z) ≡ 0. Довести, що
f ≡ const.

1.31. Дослiдити на аналiтичнiсть наступнi функцiї

а) f (z) = |z |2 + 2z ; б) f (z) = |z |+ z ;

в) f (z) = x + x
x2 + y2 + i

(
y − y

x2 + y2

)
; (z = x + iy).
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Розв’язування вправи б). Оскiльки f (z) =
√

x2 + y2 + iy , то
∂u
∂x = x√

x2 + y2
+ 1, ∂v

∂y = 1, ∂u
∂y = 2y√

x2 + y2
,

∂v
∂x = 0,

i умови Кошi-Рiмана набувають вигляду
x√

x2 + y2
= 0, y√

x2 + y2
= 0.

Звiдси неважко побачити, що задана функцiя не є аналiтичною в жоднiй
точцi з C.

1.32. Довести, що якщо всi коренi многочлена P, degP > 2, лежать у
пiвплощинi {z : Im z > 0}, то всi коренi многочлена P ′ лежать у цiй же
пiвплощинi.

1.33. Навести приклад неоднолистої в областi G функцiї f , для якої
f ′(z) 6= 0 в жоднiй точцi з G .

1.34. Обчислити
∂2f
∂z∂z для наступних функцiй

а) f (z) = |z |p, p ∈ R; б) f (z) = exp{p|z |2}, p ∈ R;
в) f (z) = ln |z − 1|; г) f (z) = ln(1 + |z |2).
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Розв’язування вправи б). Запишемо f (z) = exp{pzz}. Тодi

∂2f
∂z∂z = (p + p2zz) exp{pzz} = p(1 + p|z |2) exp{p|z |2}.

Геометричний змiст модуля та аргумента похiдної
1.35. Лiнiйне вiдображення w = Az + Bz + C називається головною
лiнiйною частиною вiдображення w = f (z) в точцi z0, якщо

lim
z→z0

∣∣∣∣ f (z)− (Az + Bz + C)
z − z0

∣∣∣∣ = 0.

Знайти головну лiнiйну частину наступних вiдображень (у вказанiй точцi
z0)

а)w = z2, z0 = i ; б)w = |z |2, z0 = i ; в)w = (z − 1)/(z + 1), z0 = 2;

г)w = ez , z0 = πi ; д)w = 1/z , z0 = −i ; е)w = z2, z0 = 1.
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Розв’язування вправи е). Оскiльки f (z) = x2 − y2 − 2ixy , то, якщо z = x ,
маємо

0 = lim
z→z0

∣∣∣∣ f (z)− (Az + Bz + C)
z − z0

∣∣∣∣ = lim
x→1

∣∣∣∣x2 − (A + B)x − C
x − 1

∣∣∣∣ =

= lim
x→1

∣∣∣∣ (x − 1)2 − (A + B − 2)(x − 1)− (A + B + C) + 1
x − 1

∣∣∣∣ ,
звiдки випливає, що A + B− 2 = 0 i A + B + C − 1 = 0. А якщо z = 1 + iy , то

0 = lim
z→z0

∣∣∣∣ f (z)− (Az + Bz + C)
z − z0

∣∣∣∣ =

= lim
y→0

∣∣∣∣1− y2 − 2iy − (A + B + C)− (A− B)iy
y

∣∣∣∣ = lim
y→0
| − y − (2 + A− B)i |,

звiдки випливає, що A− B + 2 = 0. З отриманої системи рiвнянь для
A, B, C дiстаємо A = 0, B = 2, C = −1, а отже, шукана головна лiнiйна
частина є w = 2z − 1.
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1.36. Нехай Γ — гладка крива, а w = f (z) = u + iv i функцiї u, v мають
неперервнi частковi похiднi в околi [Γ]. Коефiцiєнтом лiнiйного розтягу
кривої [Γ] в точцi z0 ∈ [Γ] будемо називати величину

k = k(z0) = lim
z→z0, z∈[Γ]

∣∣∣∣ f (z)− f (z0)
z − z0

∣∣∣∣ .
Припустимо, що [Γ] = {z : arg (z − z0) = β}. Знайти коефiцiєнт лiнiйного
розтягу k i кут повороту α променя [Γ] у вказанiй точцi z0 при наступних
вiдображеннях

а)w = z2, z0 = 1; б)w = ie2z , z0 = 0; в)w = 2z + iz , z0 = 0;

г)w = z − z0
z + z0

, z0 6= 0; д)w = 1− iz
1 + iz , z0 = −i ; е)w = z2, z0 = i .

Розв’язування вправи е). За означенням

k = lim
r→0

|f (re iβ + z0)− f (z0)|
r = lim

r→0

|(i + re iβ)2 − i2|
r =

= lim
r→0
|2e−iβ − re−2iβ | = 2.
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Нехай β ∈
[
0, π2

)
. Для iнших β мiркування подiбнi. Оскiльки для функцiї

g(z) = z2 виконується g ′(i) = 2i , то функцiя g вiдображає промiнь Γ у
криву, дотична до якої в точцi w = −1 утворює з додатним напрямом
дiйсної осi кут β + π/2. Але f = g . Тому функцiя f вiдображає промiнь Γ у
криву, дотична до якої в точцi w = −1 утворює з додатним напрямом
дiйсної осi кут 3π/2− β. Отже, α = 3π/2− 2β.
1.37. Для наступних вiдображень вказати множину M тих значень z , в
яких коефiцiєнт лiнiйного розтягу k = 1, i множину Q таких значень z , в
яких кут повороту α = 0,

а)w = z2; б)w = z3; в)w = z2 − 2z ; г)w = 2z − z2; д)w = 1/z ;
е)w = iz2; є)w = −z3 ж)w = i/z ; з)w = (1 + iz)/(1− iz).

Розв’язування вправи з). Оскiльки при z 6= −i функцiя аналiтична, то
k = |w ′(z)| для кожної точки z 6= −i . Але w ′(z) = 2i/(1− iz)2. Тому M є
множиною таких значень z , для яких |1− iz |2 = 2, тобто
M = {z : |1− iz | =

√
2} = {z : |z + i | =

√
2}. Далi, якщо z 6= −i , то кут

повороту α = argw ′(z) = arg
−2i(z − i)2

|z + i |4 = arctg
(

(1− i)(z − i)
|z + i |2

)2
= 0.

Залишилось зауважити, що arg(w2) = 0 тодi i тiльки тодi, коли
argw = 0 або argw = −π, тобто Imw = 0, w 6= 0. Отже,
M = {z : Im (1− i)(z − i) = 0, z 6= −i}.



27

1.38. Нехай функцiя f аналiтична в точцi z0 i f ′(z0) 6= 0, а k та α —
вiдповiдно коефiцiєнт лiнiйного розтягу i кут повороту променя
{z : arg(z − z0) = β} в точцi z0 при вiдображеннi w = f (z). Довести, що
k = |f ′(z0)| i α = −2β − argf ′(z0) + 2πn для деякого n ∈ Z.

1.39. Довести, якщо вiдображення w = f (z) = u + iv областi D з
неперервними частинними похiдними функцiй u i v має в кожнiй точцi з
D сталий лiнiйний розтяг i властивiсть консерватизму кутiв, то f є
аналiтичною функцiєю, отже, вiдображення конформне.
Розв’язування вправи 1.39. Позначимо через F ,E ,G коефiцiєнти першої
квадратичної форми вiдображення w = f (z), тобто E = u2

x +
+v2

x , F = ux uy + vx vy ,G = u2
y + v2

y . Ортогональнi прямi внаслiдок
консерватизму кутiв переходять в ортогональнi кривi, тому

F = ux uy + vx vy = 0. (9.1)



28

На пiдставi того, що вiдображення має сталий лiнiйний розтяг,вираз

|dw |2/|dz |2 = E (dx)2/|dz |2 + G(dy)2/|dz |2 не залежить вiд
dy
dx , тобто

E = G 6= 0 i, отже,
u2

x + v2
x = u2

y + v2
y 6= 0. (9.2)

Нехай J = ux vy − uy vx — якобiан вiдображення. Оскiльки |J |2 =
= |dw |2/|dz |2 = E > 0 i наявна властивiсть консерватизму кутiв, то J > 0.
Далi з (9.2) видно, що принаймнi одна з частинних похiдних uy i vy не
дорiвнює нулю. Нехай uy 6= 0; тодi з (9.1) ux = −vx vy/uy . Пiдставляючи це
в (9.2), маємо (v2

x − u2
y )(v2

y + u2
y ) = 0. Вираз у другiй дужцi дорiвнює G 6= 0,

тому vx = uy або vx = −uy . Розглянемо перший випадок. З (9.1) випливає,
що ux = −vy i, отже J = −u2

x − u2
y < 0, що неможливо. Залишається

можливiсть vx = −uy i внаслiдок (10.1) ux = vy . Отже, функцiї u i v
задовольняють умови Кошi-Рiмана i функцiя f аналiтична в облаcтi D.
Зрозумiло, що f ′ = ux + ivx = ux − ivy . Отже, вiдображення конформне.
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Вправи до роздiлу 2

Цiла лiнiйна функцiя
2.1. Знайти образи круга {z : |z − 1| < 2} при вiдображеннях

а)w = 1− 2iz ; б)w = i + 3z ; в)w = iz + i + 1; г)w = (1 + i)z + 1.

Розв’язування вправи а). Оскiльки −i = e−iπ/2, то вiдображення
w = 1− 2iz означає розтяг у 2 рази, поворот на кут −π/2 i зсув вправо на
одиницю (див. рис. 10.1).

Отже, образом заданого круга є круг {w : |w − 1 + 2i | < 4}.

Степенева функцiя з натуральним показником
2.2. Знайти образи вказаних кривих при вiдображеннi w = z2:

а) {z : arg z = α}, −π < α < π; б) {z : |z | = R, |arg z | 6 π/4};

в) {z : Re z = a}, a > 0; г) {z : Im z = a}, a > 0;
д) {z = x + iy : x + y = 1}; е) {z = x + iy : x − y = 1};
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Розв’язування вправи б). Нехай z = re iθ, w = ρe iϕ. Криву {z : |z | = = R,
|arg z | 6 π/4} можна записати у виглядi {z : r = R,−π/4 6 6 θ 6 π/4}. За
формулами переходу для вiдображення w = z2 маємо ρ = r2, ϕ = 2θ. Тому
образом нашоi кривоi буде крива {w : ρ = R2, −π/2 6 6 ϕ 6 π/2}=
{w : |w | = R2, |argw | 6 π/2}.

Розв’язування вправи д). Нехай z = x + iy , w = u + iv . Тодi для функцii
w = z2 маємо u + iv = x2 + 2ixy − y2, тобто, крiм вказаних вище формул
переходу, справедливi також наступнi формули переходу
u = x2 − y2, v = 2xy . Криву {z = x + iy : x + y = 1} можна записати
у виглядi {z = x + iy : x = t, y = 1− t (t ∈ R)}. Тому ii образом є парабола

{w = u + iv : u = 2t − 1, v = 2t(1− t) (t ∈ R)}= {w = u + iv : v = 1
2 (1− u2)}.

2.3. Знайти образи вказаних областей при вiдображеннi w = z2:
а) {z : Re z > 0}; б) {z : Im z > 0}; в) {z : Re z > 1};
г) {z : Im z < −1}; д) {z : π < arg0 z < 3π/2};
е) {z : |z | < 1, 5π/4 < arg0 z < 3π/2};
є) {z : |z | < 2, 0 < arg z < π/2}; ж) {z : |z | > 1/2, Re z > 0}.
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Розв’язування вправи в). Спочатку дослiдимо, яким є образ краю
{z : Re z = 1} нашоi областi при даному вiдображеннi. Нехай z =
= x + iy , w = u + iv . Пряму {z : Re z = 1} можна записати у виглядi
{z : x = 1}. Використовуючи формули переходу u = x2 − y2, v = 2xy ,
бачимо, що образом цiєi прямоi є парабола {w = u + iv : u = 1− y2,

v = 2y (y ∈ R} = {w = u + iv : u = 1− 1
4v2}.

Оскiльки точка z = 2 переходить у точку w = 4, то образом областi

{z : Re z > 1} є область {w = u + iv : u > 1− 1
4v2}.

Розв’язування вправи є). Нехай z = re iθ, w = ρe iϕ. Тодi область
{z : |z | < 2, 0 < arg z < π/2} запишеться у виглядi {z : r < 2,
0 < θ < π/2}. Використовуючи формули переходу ρ = r2, ϕ = 2θ,
бачимо, що образом цiєi областi є {w : ρ < 4, 0 < ϕ < π}=
={w : |w | < 4, 0 < argw < π}.
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2.4. Знайти образи заданих множин E при вказаних вiдображеннях:
а) E = {z : |z | = 2, π/8 < arg z < π/4}, w = z4, w = z5;
б) E = {z : arg z = π/4}, w = z3, w = z4;
в) E = {z : |arg z | < π/8, z 6∈ [0, 1]}, w = z4, w = z8.
Розв’язування вправи в). Нехай z = re iθ, w = ρe iϕ. Тодi для функцii
w = z4 формули переходу мають вигляд ρ = r4, ϕ = 4θ, а для функцii
w = z8 — вигляд ρ = r8, ϕ = 8θ. Тому образом областi {z : |arg z | < π/8}
при першому вiдображеннi є область {w : |argw | < π/2} (див. рис. 10.3), а
при другому — область {w : |argw | < π} (див. рис. 10.4). Вiдрiзок [0, 1] в
обох випадках переходить у вiдрiзок [0, 1].
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Функцiя Жуковського

2.5. Знайти образи вказаних множин при вiдображеннi

функцiєю Жуковського J(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
:

а) {z : arg z = α}; б)
{
z : π

4 < arg z < 5π
6

}
;

в)
{
z : π

4 < arg z < 3π
4 , z 6∈ [0, i ]

}
; г) {z : |z | < 1, z 6∈ [0, 1]} ;

д) {z : |z | > 1, z 6∈ [−2,−1], z 6∈ [1,+∞)} ;
е)
{
z : |arg z + π

2 | <
π
4

}
; є)

{
z : |z | > 2, −π

2 < arg z < π
2

}
;

ж)
{
z : |z | = r , −π

2 < arg z < π
2

}
;

з) {z : |z | > 1, z 6∈ [−2, −1], z 6∈ [1, +∞)};
й) {z : Im z > 0} \

{
z : |z | = 1, 0 < arg z < π

4

}
;

i) {z : |z | < 1, Im z < 0, z 6∈ [−i , −i/2]};
iї) {z : |z | < 1, z 6∈ [0, 1]}.
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Розв’язування вправи а). Нехай z = re iθ, w = u + iv . Тодi використовуючи
формули переходу

u = 1
2

(
r + 1

r

)
cos θ, v = 1

2

(
r − 1

r

)
sin θ,

при фiксованому θ = α маємо

u2

cos2 α
− v2

sin2 α
= 1,

i образ належить тiй вiтцi гiперболи, вершина якоi знаходиться в точцi
(cos α, 0).
Нехай α ∈ (−π/2, π/2). Тодi sign u = sign x i, оскiльки при змiнi параметра
r в iнтервалах (0, 1), (1, +∞) величина (r − 1/r) змiнюється, вiдповiдно, в
iнтервалах (−∞, 0), (0, +∞), то образом променя в цьому
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випадку є права вiтка гiперболи. Узгодженi напрями обходiв для
α ∈ (0, π/2) зображенi на рис. 10.5.

Для α ∈ (−π/2, 0) напрями обходiв протилежнi. Аналогiчно
дослiджується випадок, коли cos α < 0.

Розв‘язування вправи в). Знайдемо образ краю областi. Нехай
w = u + iv , z = re iθ. Використовуючи формули переходу, як при
розв’язуваннi вправи а), бачимо, що промiнь θ = π/4 переходить
у вiтку гiперболи

u2

(
√

2/2)2
− v2

(
√

2/2)2
= 1.

Оскiльки cos π/4 > 0 i sinπ/4 > 0, то u > 0 i образом променя
{z : arg z = π/4} є права вiтка гiперболи.
Аналогiчно можна показати, що промiнь {z : arg z = 3π/4} переходить у
лiву вiтку параболи (див. рис. 10.6). Ясно, що J(2i) = 3i/4. Тому за
принципом збереження областi область {z : π/4 < arg z < 3π/4}
переходить в область, яка обмежена вiтками гiперболи i мiстить точку
z = 3i/4. Подивимось, у що переходить вiдрiзок [0, i ]. Тут 0 < r < 1 i

ϕ = π

2 . Тому u = 0 i v = 1
2

(
r − 1

r

)
, 0 < r < 1. Тому вiдрiзок [0, i ]

переходить у промiнь [−∞ i , 0] (див. рис. 10.6).



36

Показникова функцiя
2.6. Знайти образ областей D при вказаних вiдображеннях:

а)D = {z : −π < Im z < 0}, w = ez ; б)D = {z : |Im z | < π}, w = ez ;

в)D = {z : |Im z | < π/2}, w = ez ; г)D = {z : |Re z | < π/2}, w = 2eiz ;

д)D = {z : 0 < Im z < 2π, Re z > 0}, w = ez ;

е)D = {z : 0 < Im z < π/2, Re z > 0}, w = e2z ;

є)D = {z : 0 < Re z < π, Im z > 0}, w = ei z .

Розв‘язування вправи д). Нехай z = x + iy i w = %ei θ. Запишемо формули
переходу % = ex , θ = y . Оскiльки D = {z : x > 0, 0 < y < π}, то образом D
є D′ = {w : % > 1, 0 < θ < 2π}.
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Тригонометричнi та гiперболiчнi функцii
2.7. Використовуючи означення тригонометричних функцiй, довести
наступнi рiвностi:

а) cos2 z + sin2 z = 1; б) sin (z + w) = sin z cos w + sin w cos z ;

в) cos (z + w) = cos z cos w − sin z sin w ; г) sin (z + π) = − sin z ;
д) sin (π/2− z) = cos z ; е) cos (z + π/2) = − sin z .

Розв‘язування вправи д).

sin (π/2− z) = 1
2i

(
e i(π/2−z) − e−i(π/2−z)

)
= 1

2i

(
e iπ/2e−iz − e−iπ/2e iz

)
=

= 1
2i

(
ie−iz + ie iz

)
= cos z .

2.8. Нехай z = x + iy . Довести нерiвностi:

а)
1
2

(
e|y | − e−|y |

)
6 | sin z | 6 1

2

(
e|y | + e−|y |

)
;

б)
1
2

(
e|y | − e−|y |

)
6 | cos z | 6 1

2

(
e|y | + e−|y |

)
.
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2.9. Знайти всi розв’язки рiвнянь:

а) sin z = 0; б) sin z = 4i/3; в) sin z = 5/3;

г) cos z = 0; д) cos z = 3i/4; е) cos z = i
√

3;

Розв‘язування вправи е). Це рiвняння можна записати у виглядi
e iz + e−iz = 2i

√
3, або e2iz − 2i

√
3e iz = 1, звiдки e iz = i

√
3 +
√
−4 i

z ∈ −iLn (i
√

3 + 2
√
−1) = −i ln |

√
3± 2|+ arg(i(

√
3± 2)) + 2kπi =

= −i ln |
√

3± 2| ± π/2 + 2kπi , k ∈ Z.

2.10. Вивести формули переходу для тригонометричних та гiперболiчних
функцiй i дослiдити образи горизонтальних та вертикальних прямих при
вiдображеннi такими функцiями.

Розгляд функцii w = sin z . Нехай z = x + iy , w = u + iv . Тодi

u + iv = sin (x + iy) = sin x cos iy + sin iy cos x = sin x ch y + ish y cos x ,

звiдки дiстаємо формули переходу

u = sin x ch y , v = cos x sh y .
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Використовуючи цi формули переходу, бачимо, що образом
горизонтальноi прямоi {z = x + iy : y = a = const 6= 0} є елiпс

u2

ch2a
+ v2

sh2a
= 1,

а образом вертикальноi прямоi {z = x + iy : x = a = const 6= kπ/2}
є гiпербола

u2

sin2 a
− v2

cos2 a = 1.

Образом прямоi {z = x + iy : y = 0 є вiдрiзок [−1, 1]} (обходиться двiчi),
прямоi {z = x + iy : x = 0} — уявна вiсь, прямоi {z = x + iy :
x = π/2 + 2kπ} — додатний промiнь, а прямоi {z = x + iy :
x = −π/2 + 2kπ} — вiд’ємний промiнь.
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2.11. Знайти образ множини при вказаному вiдображеннi:

а) {z : 1 < Re z < 2, Im z < 1}, w = sin π(2z − 3− 2i)
2 ;

б) {z : 0 < Re z < 2π, Im z > 0}, w = sin z ;

в) {z : −π2 < Re z < π

2 , Im z < 0}, w = sin z ;

г) {z : −π2 < Re z < π

2 , Im z > 0}, w = sin z ;

д) {z : −π < Re z < 0}, w = cos z ;
е) {z : −π < Im z < 0}, w = ch z .

Розв‘язування вправи е). Оскiльки

ch z = 1
2
(
ez + e−z) = J (ez ) ,

то шуканий образ можна знайти, виконуючи спочатку вiдображення
τ = ez , а потiм w = J(τ).
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Дробово-лiнiйна функцiя
2.12. Знайти точку, симетричну вiдносно кола {z : |z | = 1} до заданоi
точки:

а) z1 = 1 + i
2 ; б) z1 = i

2 ; в) z1 = 1
3 + i

4 ; г) z1 = 1
2 −

i
4 ;

Розв‘язування вправи а). Оскiльки z1 = 1 + i
2 = 1√

2
e iπ/4, то для шуканоi

точки маємо z2 = |z2|e iπ/4 i |z1||z2| = 1, тобто |z2| =
√

2
i z2 =

√
2e iπ/4 = 1 + i .

2.13. Знайти загальний вигляд дробово-лiнiйного вiдображення
одиничного круга {z : |z | < 1} на верхню пiвплощину {w : Imw > 0}.
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2.14. Знайти загальний вигляд дробово-лiнiйного вiдображення
одиничного круга {z : |z | < 1} на одиничний круг {w : |w | < 1}.

Розв’язування. Припустимо, що деяка точка z = α 6= 0 з круга
{z : |z | < 1} переходить у точку w = 0. Оскiльки точка z = 1/α є
симетричною до точки z = α вiдносно кола {z : |z | = 1}, а точка w =∞ є
симетричною до точки w = 0 вiдносно кола {w : |w | = 1}, то точка
z = 1/α повинна перейти в точку w =∞. Тому шукане дробово-лiнiйне
вiдображення має вигляд

w = k z − α
z − 1/α, k = const,

або
w = q z − α

1− zα, q = const.

Якщо |z | = 1, то 1/z = z i

|1− zα| = |1/z − α| = |z − α| = |z − α|,

а оскiльки коло {z : |z | = 1} переходить у коло {w : |w | = 1}, то звiдси
виводимо, що |q| = 1, тобто q = e iψ.
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Отже, загальний вигляд дробово-лiнiйного вiдображення одиничного
круга {z : |z | < 1} на одиничний круг {w : |w | < 1} є

w = e iψ z − α
1− zα,

де ψ ∈ [−π, π) i |α| < 1 (при α = 0 результат зберiгається).

2.15. Знайти образ круга {z : |z − 1| < 2} при вiдображеннях:

а)w = 2iz
z + 3 ; б)w = z + 1

z − 2 ; в)w = z − 1
2z − 6 ;

г)w = z − 3 + i
z + 1 + i ; д)w = z

z + 1 ; е)w = z + 1
z − 3 ;

Розв’язування вправи б). Запишемо

w = z + 1
z − 2 = 1 + 3

z − 2
i спочатку здiйснимо вiдображення w1 = z − 2. Дiстанемо круг

{w1 : |w1 + 1| < 2} = {w1 = x + iy : (x + 1)2 + y2 < 4} =
= {w1 = x + iy : x2 + y2 + 2x − 3 < 0}.
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Образом цього круга при вiдображеннi w2 = 1/w1 є область

{w2 = u + iv : −3(u2 + v2) + 2u + 1 < 0} =
= {w2 = u + iv : (u − 1/3)2 + v2 > 4/9} = {w2 : |w2 − 1/3| > 2/3}.

Далi, здiйснимо вiдображення w3 = 3w2. Отримаємо область
{w3 : |w3 − 1| > 2. i нарештi, при вiдображеннi цiєi областi функцiєю
w = w3 + 1 дiстанемо область {w : |w − 2| > 2.
Розв’язування вправи е). Тут ми не будемо використовувати стандартний
метод, застосований при розв’язуваннi попередньоi вправи,
а використаємо деякi висновки теорii дробово-лiнiйних вiдображень.
Оскiльки точка z = 3 лежить на колi {z : |z − 1| = 2 i w(3) =∞, то
образом цього кола є пряма, яка проходить через точки w(−1) = 0
i w(1 + 2i) = −i , тобто уявна вiсь. Але w(0) = −1/3. Тому за принципом
збереження областi образом нашого круга є пiвплощина {w : Re w < 0}.
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2.16. Знайти образ пiвплощини {z : Re z > 1} при вiдображеннях:

а)w = z
z − i + 1 ; б)w = z

z − 2 ; в)w = 4z
z + 1 ;

г)w = 3z − 1
z − 1 ; д)w = z

z + 1 ; е)w = z + 1
z − 3 ;

Розв’язування вправи б). Запишемо w = z
z − 2 = 1 + 2

z − 2 . При

вiдображеннi w1 = z − 2 пiвплощина {z : Re z > 1} переходить у
пiвплощину

{w1 : Re w1 > −1} = {w1 = x + iy : x > −1},

а ця пiвплощина при вiдображеннi w2 = 1/w1 переходить в область

{w2 = u + iv : u2 + v2 + u > 0} = {w2 : |w2 + 1/2| > 1/2}.

Здiйснюючи потiм вiдображення w = 1 + 2w2, дiстанемо область
{w : |w | > 1}.
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2.17. Знайти образи заданих областей при вказаних вiдображеннях:

а) {z : |z | < 1, Im z > 0}, w = 1− z
1 + z ; б) {z : |z − i | > 1, Im z > 0}, w = 1

z ;

в) {z : 1 < |z | < 2}, w = 2
z − 1 ; г) {z : z 6∈ [−2, 1]}, w = z + 2

1− z .

Розв’язування вправи г). Оскiльки функцiя w = z + 2
1− z є дiйсною на

дiйснiй осi, w(−2) = 0, w(0) = 2 i w(1) =∞, то вiдрiзок [−2, 1] переходить
у промiнь [0, +∞), а область {z : z 6∈ [−2, 1]} в область {w : w 6∈ [0, +∞)}.
2.18. Вiдшукати дробово-лiнiйну функцiю, яка задовольняє умови

а) w(0) = 4, w(2i) = 0, w(1 + i) = 1 + i ;
б) w(0) = 0, w(1 + i) = 2 + 2i , w(2i) = 4;

в) w(1) = i , w(∞) = 2, w(i) =∞;
г) w(i) = 2, w(∞) = 1 + i , w(−i) =∞;
д) w(i) = 0, w(∞) = 1, w(1 + i) = 1 + i ;
е) w(i) = −2, w(∞) = 2i , w(−i) = 2.

Розв‘язування вправи б). Шукану функцiю знаходимо з рiвностi
w − 0

w − 2− 2i
4− 2− 2i

4− 0 = z − 0
z − 1− i

2i − 1− i
2i − 0 , звiдки w = 2z

z − i .
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2.19. Вiдшукати дробово-лiнiйну функцiю w = w(z), яка конформно
вiдображає область G на область D i задовольняє вказанi умови:

а)G = {z : |z | < 1}, D = {w : |w | < 1},
w(1/2) = 1/2, arg w ′(1/2) = π/2;

б)G = {z : Im z > 0}, D = {w : Imw > 0},
w(1 + i) = i , arg w ′(1 + i) = π/2 :

в)G = {z : |z − 2| < 2}, D = {w : |w − 2i | < 2},
w(2) = i , arg w ′(2) = π/2.

Розв‘язування вправи в). За теоремою про дробово-лiнiйне вiдображення
симетричних точок з умови w(2) = i випливає, що w(∞) = −2i , а оскiльки
argw ′(2) = π/2, то, завдяки консерватизму кутiв, промiнь [2, +∞)
переходить у промiнь [i , +i∞). Тому точка z = 4 перетину променя
[2, +∞) з колом {z : |z − 2| = 2} переходить у точку w = 4i перетину
променя [i , +i∞) з колом {w : |w − 2i | < 2}. За трьома точками {2, 4, ∞}
та їх образами {i , 4i , −2i} будуємо дробово-лiнiйну функцiю

w − i
w − 4i

−2i − 4i
−2i − i = z − 2

z − 4 ,

тобто w = −2iz
z − 6 .
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Вправи до роздiлу 3
Корiнь n-го степеня

3.1. Нехай ω — примiтивний корiнь n-го cтепеня з 1, тобто ωk 6= 1 для всiх
k = 1, . . . , n − 1, а ε — будь-який корiнь n-го cтепеня з 1, ε 6= 1. Довести,
що:
а) iснує таке k = 1, . . . , n − 1, що ε = ωk ;

б)
n−1∑
k=0

(ωm)k =
{

0, якщоm не дiлиться на n,
n, якщоm дiлиться на n;

в)
n−1∑
k=0

(k + 1)εk = n
ε− 1 ;

г)
n−1∑
k=0

(k − 1)2εk = −n2(1− ε) + 2n
(1− ε)2 ;

д) (z − ω) (z − ω2) . . . (z − ωn−1) = 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1.
Розв’язування вправи в). маємо

n−1∑
k=0

(k + 1)εk =
n−1∑
m=0

(εm + εm+1 + · · ·+ εn−1) =
n−1∑
m=0

εn − εm

ε− 1 .

Але εn = 1. Тому
n−1∑
m=0

εm = εn − 1
ε− 1 = 0, i ми отримуємо потрiбну рiвнiсть.

3.2. знайти образи областей G при вiдображеннi вказаною вiткою
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квадратного кореня:

а)G = {z : Re z > 0}, w =
√

z , w(−1) = −i ;
б)G = {z : Im z > 0}, w =

√
z , w(1) = 1;

в)G = {z : z 6∈ [0,+∞)}, w =
√

z , w(−1) = −i ;
г)G = {z : z 6∈ (−∞, 1]}, w =

√
z , w(4) = 2;

д)G = {z : |z | < 1, Im z > 0}, w =
√

z , w( i
2 ) = 1 + i

2 ;

е)G = {z : |z | > 1, 3π
4 < arg z < 5π

4 }, w =
√

z , w(−1) = i ;

є)G = {z = x + iy : y > 0, y2 > 4x + 4}, w =
√

z , w(−1) = i ;
ж)G = {z = x + iy : y2 > 2x + 1}, w =

√
z , w(−1) = −i .

Розв’язування вправи в). Нехай z = re iϕ i w = %e iθ. Формули переходу для
вiтки w = (

√
z)k , k = 0, 1, мають наступний вигляд % =

√
r ,

θ = (ϕ+ 2πk)/2. Вважаючи головним значенням аргументу
arg0 z ∈ [0, 2π), маємо arg0 (−1) = π, arg0 (−i) = 3π/2. з умови w(−1) = −i
отримуємо 3π/2 = (π + 2πk)/2, звiдки k = 1. Тому для даної вiтки
формули переходу мають вигляд % =

√
r , θ = (ϕ+ 2π)/2, а отже, образом

областi G = {z : r > 0, 0 < ϕ < 2π} є область D = {w : % > 0,
π < θ < 2π} (див. рис. 11.1).
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Розв’язування вправи є) . Як видно з розв’язування вправи в, з умови
w(−1) = i тепер випливає, що k = 0, тобто % =

√
r , i θ = ϕ/2.

Використовуючи цi формули переходу, легко показати, що промiнь
(−∞, −1] переходить у промiнь [i , +i∞).
Рiвняння параболи {z = x + iy : y > 0, y2 = 4x + 4} в полярнiй системi
координат має вигляд r = r(ϕ) = sin−2 (ϕ/2), 0 < ϕ 6 π. Тому
параметричний запис її образу має вигляд (w =

√
r(ϕ)(cos (ϕ/2) +

+i sin (ϕ/2)), ϕ ∈ (0, π]), тобто (w = ctg (ϕ/2) + i , ϕ ∈ (0, π]). А це —
промiнь {w = u + iv : v = i , u > 0}. Оскiльки w(0) = 0, то за принципом
збереження областi образом є область {w : Re w > 0, Imw > 1}.
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Логарифм
3.3. Знайти образи областей G при вiдображенi вказаною вiткою
многозначної функцiї Ln z :

a)G = {z ∈ C : z 6∈ [0,+∞]}, w(−1) = −πi ;
б)G = {z : Im z > 0}, w(i) = πi/2;

в)G = {z ∈ C : z 6∈ [−∞, 0], z 6∈ [1,+∞]}, w(i) = πi/2;
д)G = {z : |z | < 1, Im z > 0}, w(1− i0) = −3πi/2;

г)G = {z : |z | < 1, z 6∈ [0, 1)}, w(i) = iπ/2.

Розв‘язування вправи в). Нехай z = re iϕ i w = u + iv . Формули переходу
для вiтки w = (ln z)k мають вигляд u = ln r , v = ϕ+ 2πk. з умови
w(i) = πi/2 маємо πi/2 = ln 1 + πi/2 + 2πik, тобто k = 0. Отже, наша вiтка
має вигляд w = (ln z)0 = ln z , а формулами переходу є u = ln r , v = ϕ.
Тому образом областi G є область D = {w : |Im w | < π,w 6∈ [0,+∞]}.
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Обернена до функцiї Жуковського. Узагальнена
степенева функцiя

3.4. Знайти образи областей G при вiдображеннi вказаною вiткою
оберненої J−1 до функцiї Жуковського:

a)G = {z ∈ C : z 6∈ [−1, 1]}, J−1(0) = −i ;
б)G = {z ∈ C : z 6∈ [−1, 1]}, J−1(0) = i ;

в)G = {z ∈ C : z 6∈ [−∞,−1], z 6∈ [1,+∞]}, J−1(0) = i ;
д)G = {z ∈ C : z 6∈ [−∞,−1], z 6∈ [1,+∞]}, J−1(0) = −i .

Розв‘язування вправи в). Вiдомо, що функцiя Жуковського вiдображає на
область G i верхню, i нижню пiвплощини. Обернена до функцiї
жуковського є двозначною аналiтичною функцiєю. Одна з її вiток
вiдображає область G на верхню пiвплощину {w : Imw > 0}, а iнша — на
нижню пiвплощину {w : Imw < 0}. за принципом збереження областi
з умови J−1(0) = i випливає, що шуканим образом є верхня пiвплощина.
3.5. Знайти образи областей G при вiдображеннi вказаною вiткою
многозначної функцiї:

а)G = {z : |z | < 4, Re z > 0}, w = z−3/2, w(9) = −1/27;
б)G = {z : |z | > 1, Im z > 0}, w = z3/2, w(i/2) = (1− i)/4.
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Розв‘язування вправи а). Потрiбну однозначну вiтку шукаємо в множинi
однозначних вiток

{exp{−3/2(ln |z |+ iarg z + 2πki)}}k∈Z .

з умови w(9) = −1/27 маємо exp{−3/2(ln 9 + 2πki)} = −1/27, звiдки
отримуємо k = 1. отже, шуканою вiткою є w = exp{−3/2(ln |z |+
+i(arg z + 2π))}, i якщо z = re iϕ i w = %e iθ, то формули переходу мають
вигляд % = r−3/2, θ = −3ϕ/2− 3π.
оскiльки область G задається умовами r > 4, −π/2 < ϕ < π/2, то її образ
D задається умовами % < 1/8, −2π − 7π/4 < θ < −2π − π/4, тобто
D = {w : |w | < 1/8, π/4 < arg0 w < 7π/4}.

Вправи на знаходження конформних вiдображень

3.6. Вiдшукати функцiї, якi здiйснюють конформнi вiдображення
вказаних областей на пiвплощину {w : Imw > 0}:
а) {z : Im z > 0, z 6∈ [0, ih]}, h > 0;
б) {z : |z | < 1, Im z > 0}; в) {z : |z | > 1, Im z > 0};
г) C \ {z : |z | 6 1, Im z > 0}; д)C \ [0, 1];
е) C \ {[i + i∞)

⋃
(−i∞, 0]}; є) C \ {z : |z | = 1, Im z > 0};

ж) {z : |Re z | < 1/2, Im z > 0} \ [2i/π, +i∞);
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з) {z : |Re z | < 1, Im z > 0} \ [i , +i∞); й) {z : |Im z | < π} \ [0, +∞);
i) {z : |Im z | < π, z 6∈ [−i∞, 0], z 6∈ [π, +∞)}.
Розв‘язування вправи а) . Здiйснюючи послiдовно вiдображення

w1 = z2, w2 = w1 + h2, w3 =
√

w2,
√
−1 = i ,

приходимо до шуканої функцiї w =
√

z2 + h2.
Розв‘язування вправи з) . Нагадаємо, що функцiя sin z переводить
пiвсмугу {z : |Rez | < π/2, Imz > 0} на верхню пiвплощину. Промiнь
{z = iy : y > π/2} при такому вiдображеннi (sin iy = ish y) переходить у
промiнь {w = iv : v > sh(π/2)}. Отже, здiйснюємо спочатку
z1 = sin πz

2
/
shπ2 А далi здiйснюємо вiдображення у такiй послiдовностi

z2 = z2
1 , z3 = 1

z2
, z4 = z3 + 1,

w =
√

z4,
√
−1 = i .

Отже, w =

√
sh2π/2

sin2 πz/2
+ 1.

3.7. Вiдшукати функцiї, якi здiйснюють конформнi вiдображення
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вказаних областей на смугу {w : 0 < Imw < 1}:

а) {z : 0 < arg z < πα}, 0 < α < 2;
б) {z : |z | > 1, 0 < arg z < α}, 0 < α < 2π;
в) {z : 0 < arg z < 2α} \ {z = re iα : r > 1};

г) {z : Im z > 0, 0 < Re z < 2} \ {z = x + i : x > 1}.

Розв‘язування вправи в). Здiйснюючи послiдовно вiдображення w1 = zπ/α

(вибирається така вiтка, що (e iα)π/α = −1), w2 = 1
w1

+ 1 i

w = 1
2π ln w2 (ln(−1) = iπ), приходимо до шуканої функцiї

w = 1
2π ln

(
1 + 1

zπ/α

)
.

3.8. Знайти функцiї, якi конформно вiдображають вказанi областi на
пiвплощину {w : Imw > 0}:

а) {z : a < Re z < b, Im z > c}; б) {z : a < Im z < b, Im z < c};

в) {z : |z + 1| > 1, |z − 2| > 2}; г) {z : |z − 1| > 1, Re z > 0};
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д) {z : |z − 1| > 1, |z − 2| < 2}; е) {z : |z − 1| > 1, Re z > 0, Im z > 0};

є) {z : |z − 1/2| > 1/2, |z − 1| < 1, Im z > 0}.

Розв‘язування вправи г). Оскiльки задана область обмежена колом
{z : |z − 1| = 1} та прямою {z : Re z = 0}, якi проходять через початок
координат, то доцiльно спочатку здiйснити вiдображення
w1 = 1/z . Тодi образами цього кола i прямої будуть двi вертикальнi прямi,
що проходять через точки w1 = 0, w1 = 1/2. Тому, враховуючи
консерватизм кутiв, легко знаходимо, що образом областi
{z : |z − 1| > 1, Re z > 0} є смуга {w1 : 0 < Re w1 < 1/2}. А далi
застосовуємо вiдображення w = exp{2πiw1)}.
Отже, шуканою функцiєю є w = exp{2πi/z)}.

Вправи до роздiлу 4

Iнтегрування функцiй дiйсної змiнної
4.1. Обчислити iнтеграли:

a)
∫ 1

0
(1 + it)2dt; б)

∫ 1

0
(a + (b − a)t)ndt, (n ∈ N); в)

∫ π

0
e−itdt;
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г)
∫ π

−π
e intdt; д)

∫ 1

0

dt
1 + it ; е)

∫ 1

0

1 + it
1− it dt;

Розв’язування вправи в).∫ π

0
e−itdt =

∫ π

0
cos tdt − i

∫ π

0
sin tdt = −2i .

4.2. Нехай функцiя ϕ монотонна i неперервно диференцiйована на [a, b], а
функцiя z = z(t) неперервна на [ϕ(a), ϕ(b)]. Довести, що∫ b

a
z(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
z(t)dt.

4.3. Довести нерiвностi (вважати, що a < b):

a)

∣∣∣∣∣
∫ b

a
z(t)dt

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a
|z(t)|dt; б)

∣∣∣∣∣
∫ b

a
z(t)dt

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
∫ b

a
Re z(t)dt

∣∣∣∣∣ ;

в)

∣∣∣∣∣
∫ b

a
z(t)dt

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
∫ b

a
Re

(
e iαz(t)

)
dt

∣∣∣∣∣ .
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Розв’язування вправи в). Маємо∣∣∣∣∣
∫ b

a
z(t)dt

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣Re

∫ b

a
z(t)dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a
Re z(t)dt

∣∣∣∣∣ .

Визначений iнтеграл.
Iнтегральнi теореми та формули Кошi

4.4. Безпосереднiм переходом до границi в iнтегральнiй сумi, обчислити
iнтеграли:

a)
∫

C
dz ; б)

∫
C

zdz ; в)
∫
|z−z0|=r

dz
z − z0

, r > 0,

де C — довiльна гладка крива, що з’єднує точки a i b.

Розв’язування вправи б). Пiдiнтегральна функцiя є цiлою. Тому iнтеграл
залежить тiльки вiд точок a i b, i ми можемо в ролi C взяти вiдрiзок
[a, b]. Розiб’ємо його точками a = z0, z1, ..., zn−1, zn = b на n рiвних частин,
а на кожному з вiдрiзкiв [zj , zj+1] виберемо точку τj = (zj + zj+1)/2. Для
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цього розбиття утворимо iнтегральну суму

σ(f ) =
n∑

j=0
f (τj)∆zj =

n∑
j=0

zj + zj+1
2 (zj+1 − zj) =

= 1
2

n∑
j=0

(z2
j+1 − z2

j ) = z2
n − z2

0
2 = b2 − a2

2 .

Тому lim
n→∞

σ(f ) = (b2 − a2)/2, а оскiльки iнтеграл
∫

C zdz iснує, то вiн

дорiвнює (b2 − a2)/2.

4.5. Обчислити iнтеграли, перейшовши до параметричних рiвнянь
контурiв iнтегрування:

a)
∫

C
|z |dz , (C = [−i , i ] i C = {z : |z | = 1, Re z > 0});

б)
∫

C
z sin zdz , (C = [−1, 1] i C = [0, 2 + 2i ]);

в)
∫
|z|=1

|z − 1|dz ; г)
∫

C
(z + Re z)dz , (C = [1, 1 + i ]).
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Розв’язування вправи г). Оскiльки C = (z = 1 + it, 0 6 t 6 1), то∫
C

(z + Re z)dz =
∫ 1

0
(1 + it + 1)idt = i

∫ 1

0
(2 + it)dt = i(2 + i/2) = 2i − 1/2.

4.6. Нехай функцiя f аналiтична в обмеженiй опуклiй областi G та
Re f (z) > M > 0 для всiх z ∈ G . Довести що для будь-яких точок z1 ∈ G i
z1 ∈ G ∣∣∣ ∫

[z1,z2]
f (z)dz

∣∣∣ > M|z2 − z1|.

Розв’язування. Перейдемо до параметричного зображення вiдрiзка

z = z1 + t(z2 − z1), ∈ [0, 1]. Тодi,
∫

[z1,z2]
f (z)dz = (z2 − z1)

1∫
0

f (z1 + t(z2 − z1))dt,

а також ∣∣∣ ∫
[z1,z2]

f (z)dz
∣∣∣ = |z2 − z1|

∣∣∣ ∫ 1

0
f (z1 + t(z2 − z1))dt

∣∣∣ ≥
≥ |z2 − z1|

∫ 1

0
Re f (z1 + t(z2 − z1))dt.

Далi зрозумiло.
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4.7. Використовуючи iнтегральнi теореми та формули Кошi, обчислити
iнтеграли:

a)
∫

|z−3|=2

zdz
z4 − 16 ; б)

∫
|z|=2

dz
z2 + 1 ; в)

∫
|z|=4

cos zdz
(z − i)3 ; г)

∫
|z|=9

sin zdz
z2 − π2 ;

д)
∫
∂G

ezdz
(z − 2)2 , (G = {z : |z | < 1} i G = {z : |z | < 4});

е)
∫
∂G

dz
(1 + z)(1− z)2 , (G = {z : |z − 1| < 1} i G = {z : |z + 1| < 1});

є)
∫
∂G

dz
(z − 2)(z + 3)3 , (G = {z : |z | < 1} i G = {z : |z − 1| < 7}).

Розв’язування вправи є). В замкненому крузi G = {z : |z | 6 1}
пiдiнтегральна функцiя аналiтична. Тому за iнтегральною теоремою Кошi
в цьому випадку наш iнтеграл дорiвнює нулю.
Щоб обчислити наш iнтеграл у випадку, коли G = {z : |z − 1| < 7},
запишемо

1
(z − 2)(z + 3)3 = 1

125

(
1

z − 2 −
z2 + 11z + 49

(z + 3)3

)
,
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звiдки, використовуючи iнтегральнi формули Кошi, маємо∫
∂G

dz
(z − 2)(z + 3)3 = 1

125

(∫
∂G

dz
(z − 2) −

∫
∂G

z2 + 11z + 49
(z + 3)3 dz

)
=

= 2πi
125

(
1− (z2 + 11z + 49)′′

∣∣
z=−3

)
= 2πi

125 (1− 2) = − 2πi
125 .

4.8. Нехай функцiя f аналiтична в {z : |z − a| < R} i неперервна
в {z : |z − a| 6 R}. Довести, що

1
2π

∫ 2π

0
f (a + Re iθ)dθ = f (a).

Вказiвка. У iнтегральнiй формулi Кошi перейти до параметричного
рiвняння кола.

4.9. Нехай функцiя f аналiтична в {z : |z − a| 6 R}. Довести, що для всiх
z , |z | < R,

|f (n)(z)|
n! 6

M R
(R − |z |)n+1 , M = max{|f (z)| : |z | = R}, n = 1, 2, . . . .

Вказiвка. Використати iнтегральну формулу Кошi для n-ої похiдної.
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4.10. Довести, що у вказаних областях не мають (однозначної) первiсної
такi функцiї:

a) f (z) = 1
z −

1
z − 1 (0 < |z | < 1); б) f (z) = z

1 + z2 (1 < |z | < +∞);

в) f (z) = 1
z(1− z2) (0 < |z | < 1); г) f (z) = 1

z (0 < |z | < +∞).

Розв’язування вправи г). Оскiльки необхiдною i достатньою умовою
iснування первiсної для неперервної в областi G функцiї f є рiвнiсть нулю
iнтеграла вiд f вздовж будь-якої замкненої кривої з цiєї областi, а∫

|z|=r>0

dz
z =

∫ 2π

0
idθ = 2πi 6= 0,

то функцiя f (z) = 1/z не має первiсної у вказанiй областi.

4.11. За вказаними функцiями вiдновити аналiтичнi функцiї:

a)Re f = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3, f (0) = 0;

б)Re f = ex (x cos y − y sin y), f (0) = 0;
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в) Im f = y cos y ch x + x sin y sh x , f (0) = 0;
г)Re f = xy ; д)Re f = x2 − y2 + xy ;

е)Re f = rθ cos θ + r ln r sin θ, z = re iθ;
є) |f | = (x2 + y2)ex ; ж) |f | = exp{r2 cos} 2θ, z = re iθ;

з) arg f = xy ; и) arg f = θ + r sin θ, z = re iθ.

Розв’язування вправи a). Легко перевiрити, що функцiя u = Re f є
гармонiйною в C i, отже, є дiйсною частиною аналiтичної функцiї, уявна
частина якої шукається у виглядi

v(x , y) =
(x ,y)∫

(0,0)

(
−∂u
∂y dx + ∂u

∂x dy
)

+ C ,

де C = v(0, 0) = Im f (0) = 0. iнтегруючи вздовж ламаної з вершинами в
точках (0, 0), (x , 0), (x , y), знаходимо

v(x , y) = −
∫ x

0
6x2dx +

∫ y

0
(3x2 + 12xy − 3y2)dy = −2x3 + 3x2y + 6xy2 − y3.

Отже, f (z) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3 + i(−2x3 + 3x2y + 6xy2 − y3).
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4.12. Знайти всi гармонiйнi функцiї, якi мають вигляд:

a) u = ϕ(x2 + y2); б) u = ϕ(x2 − y2); в) u = ϕ

(
x2 + y2

x

)
; г) u = ϕ

(y
x

)
;

Розв’язування вправи г). Вважаємо, що функцiя ϕ двiчi неперервно
диференцiйована на (−∞, +∞). Оскiльки

∂2u
∂x2 = ϕ′′

(y
x

) y2

x4 + ϕ′
(y

x

) 2y
x3 ,

∂2u
∂y2 = ϕ′′

(y
x

) 1
x2 ,

то умова гармонiйностi набуде вигляду

1
x4

(
ϕ′′
(y

x

)
(x2 + y2) + 2xyϕ′

(y
x

))
= 0,

тобто (при y = tx)
ϕ′′(t)(1 + t2) + 2tϕ′(t) = 0.

Розв’язуючи це рiвняння, послiдовно маємо

ln ϕ′(t) = − ln (1 + t2) + ln C1, C1 = const,

ϕ(t) = C1 arctg t + C2, C2 = const.
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Отже,

u = ϕ
(y

x

)
= C1 arctg t + C2 = C1 arctg

y
x + C2.

4.13. Знайти всi такi аналiтичнi функцiї f = u + iv , для яких
u2 + v2 ≡ α(x), тобто залежить тiльки вiд x .
4.14. Чи iснують аналiтичнi функцiї f = u + iv , для яких:

a) u = x2 − y ; б) u = x2 − y2; в) u = y
x2 + y2 ; г) u = x

y2 .

Вказiвка. Перевiрити, чи вказанi функцiї гармонiйнi.

4.15. Нехай функцiя f аналiтична в областi G i не набуває там нульового
значення. Довести, що для всiх z ∈ G

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
ln |f (x + iy)| = 0;

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
|f (x + iy)| > 0.
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Вправи до роздiлу 5

Рiвномiрна збiжнiсть
5.1. Нехай ряд

∑∞
n=1 |un(z)| рiвномiрно збiжний на множинi E , а визначенi

на E функцiї vn задовольняють умови |vn(z)| 6 |un(z)|. Довести рiвномiрну
збiжнiсть ряду

∑∞
n=1 |vn(z)|.

5.2. Довести, що наступнi ряди є рiвномiрно збiжними на вказаних
множинах:

а)
∑∞

n=1
1

n2z2n , E = {z : |z | > 1}; б)
∑∞

n=1
z2n

zn+z−n , E = {z : |z | 6 ρ < 1
2};

в)
∑∞

n=1
√

ne−nz , E = {z : Rez > δ > 0}; г)
∑∞

n=1 n−z , E = {z : Rez > δ > 1};

Розв’язування вправи г). Оскiльки

|n−z | = n−Rez 6 n−δ, δ > 1,

то за ознакою Веєрштраса iз очевидної збiжностi ряду
∑∞

n=1 n−δ випливає
рiвномiрна збiжнiсть ряду

∑∞
n=1 n−z .
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5.3. Нехай послiдовнiсть (sn) аналiтичних в областi G функцiй збiжна
рiвномiрно на кожному компактi з G до функцiї f . Довести, що функцiя f
аналiтична в областi G .
Доведення. Приймемо f1 = s1, fn = sn − sn−1 (n > 1). Тодi функцiї fn
аналiтичнi в областi G , а (sn) є послiдовнiстю часткових сум ряду

∑∞
n=1 fn.

Цей ряд рiвномiрно збiжний на кожному компактi з G до функцiї f . Тому
за теоремою Веєрштраса функцiя f аналiтична в G .

Степеневi ряди
5.4. Знайти множину збiжностi степеневих рядiв:

а)
∞∑

n=1
nkzn; б)

∞∑
n=0

zn

(n!)α , α > 0; в)
∞∑

n=0
[ln (n + 2)]kzn;

г)
∞∑

n=0

nn

n! zn; д)
∞∑

n=1

(1 + 2i)n

n2 (z − 3)n.

Розв’язування вправи д). За формулою Кошi-Адамара маємо

R = 1
lim

n→+∞
|an|1/n

= lim
n→+∞

(
n2

|1 + 2i |n

)1/n

= 1√
5
.

Отже, ряд збiжний у крузi {z : |z − 3| < 1/
√

5} i розбiжний в
{z : |z − 3| > 1

√
5. На колi {z : |z − 3| = 1/

√
5} маємо



69∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

(1 + 2i)n

n2 (z − 3)n

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

n=1

∣∣∣∣ (1 + 2i)n

n2(
√

5)n
(z − 3)n

∣∣∣∣ 6 ∞∑
n=1

1
n2 < +∞.

Отже, наш ряд збiжний в замкненому крузi {z : |z − 3| 6 1/
√

5}.

5.5. Безпосереднiм обчисленням f (n)(0) довести наступнi справедливi для
всiх z формули:

а) eaz =
∞∑

n=0

an

n! zn; б) sin az =
∞∑

n=0
(−1)n a2n+1

(2n + 1)!z2n+1;

в) cos az =
∞∑

n=0
(−1)n a2n

(2n)!z2n; г) sh az =
∞∑

n=0

a2n+1

(2n + 1)!z2n+1;

Розв’язування вправи г). Оскiльки справедливi рiвностi (sh az)(2n) =
= a2n sh az , (sh az)(2n+1) = a2n+1 ch az , то в точцi z = 0 маємо

(sh az)(k) =
{

0, якщо k = 2n,
a2n+1, якщо k = 2n + 1.

Тому за теоремою Тейлора одержуємо

sh az =
∞∑

n=0

a2n+1

(2n + 1)!z2n+1, |z | <∞.
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5.6. Використовуючи рiвнiсть
1

1− z =
∑∞

n=0 zn, справедливу при

|z | < 1, довести формули:

а)
1

(1− z)2 =
∞∑

n=0
(n + 1)zn, |z | < 1;

б)
2

(1 + z)3 =
∞∑

n=0
(−1)n(n + 1)(n + 2)zn, |z | < 1;

в)
z2

z2 + b2 =
∞∑

n=0
(−1)nb−2nz2n, |z | < |b|;

г)
1

z − b =
−1∑

n=−∞
b−n−1zn, |z | < |b|;

д)
1

z2 − b2 =
−1∑

n=−∞
b−2(n−1)z2n, |z | < |b|;

е)
1

(z − b)2 = −
−2∑

n=−∞
b−n−2zn, |z | < |b|.
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Розв’язування вправи б). Зауважимо, що

1
1 + z = 1

1− (−z) =
∞∑

n=0
(−1)nzn, |z | < 1.

Тому, диференцiюючи почленно, маємо

2
(1 + z)3 =

(
1

1 + z

)′′
=
( ∞∑

n=0
(−1)nzn

)′′
=
∞∑

n=2
(−1)n(n − 1)zn =

=
∞∑

n=0
(−1)n(n + 1)(n + 2)zn

Розв’язування вправи в). У вказанiй областi виконується |z/b| < < 1.
Тому маємо

z2

z2 + b2 = z2

b2
1

1 + (z/b)2 = z2

b2

∞∑
n=0

(−1)n (z/b)2n =
∞∑

n=1
(−1)n+1b−2nz2n.
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5.7. Розвинути в ряд Тейлора в околi точки z = 0 функцiї:

а)
2

(z + 1)4 ; б)
z + 1

z2 + a2 (a 6= 0); в)
z

(z2 + 1)(z2 − 1) ;

г)
1

1 + z + z2 ; д) cos3 z ; е) ez sin z ; ж) cos z ch z ;

Розв’язування вправи е).

ez sin z = 1
2i ez (e iz − e−iz ) = 1

2i e(1+i)z − e(1−i)z ) =

= 1
2i

∞∑
n=0

(1 + i)n − (1− i)n

n! zn = 1
2i

∞∑
n=0

(
√

2)n eniπ/4 − e−niπ/4

n! zn =

=
∞∑

n=0

(
√

2)n

n! sin nπ
4 zn.
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Ряди Лорана

5.8. Знайти множини збiжностi наступних рядiв Лорана:

а)
+∞∑

n=−∞
2−n2

zn; б)
+∞∑

n=−∞
2−|n|(z + 1)n; в)

+∞∑
n=−∞

(z + 1)n

n2 + 1 ;

г)
+∞∑

n=−∞
3nzn; д)

+∞∑
n=−∞

(z − i)n

4n + 1 ; е)
+∞∑

n=−∞

z4n

n4 + 1 .

Розв’язування вправи а). Оскiльки

R1 = lim
n→+∞

|a−n|1/n = lim
n→+∞

(
2−n2

)1/n
= 0

та
R2 = 1

lim
n→+∞

|an|1/n
= lim

n→+∞

(
2n2
)1/n

= +∞,

то множиною збiжностi нашого ряду є область {z : 0 < |z | < +∞}.
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5.9. Розвинути в ряд Лорана функцiю f за степенями (z − a) в кiльцi D
(точка a та кiльце D вказанi в дужках):

а)
1

(1 + z)(z − 2) (a = 0, D = {z : 1 < |z | < 2});

б)
1 + z4

(z − 1)(z + 2) (a = 0, D = {z : 1 < |z | < 2});

в)
1

z(z − 3)2 (a = 1, D = {z : 1 < |z − 1| < 2});

г)
1

z2(z2 − 9) (a = 1, D = {z : 1 < |z − 1| < 2});

д) z3 e1/z (a = 0, D = {z : 0 < |z | <∞});

е) z sin 1
1− z (a = 1, D = {z : 0 < |z − 1| <∞});

є) z2 exp
{ 1

1− z

}
(a = 1, D = {z : 0 < |z − 1| <∞}).
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Розв’язування вправи в). Розкладаючи на простi дроби i використовуючи

розвинення в степеневий ряд функцiї
1

1− z , маємо

1
z(z − 3)2 = 1

9

(
−1

z + 1
z − 3 −

3
(z − 3)2

)
=

= 1
9

(
− 1

z − 1 + 1 + 1
z − 1− 2 −

3
(z − 1− 2)2

)
=

= 1
9

(
− 1

z − 1
1

1 + 1/(z − 1) −
1
2

1
1− (z − 1)/2 −

3
4

1
(1− (z − 1)/2)2

)
=

= 1
9

(
− 1

z − 1

∞∑
n=0

(−1)n

(z − 1)n −
1
2

∞∑
n=0

(z − 1)n

2n − 3
4

∞∑
n=0

(n + 1) (z − 1)n

2n

)
=

=
−1∑

n=−∞

(−1)n

9 (z − 1)n −
∞∑

n=0

3n + 5
9 2n+2 (z − 1)n.
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Розв’язування вправи д). Використовуючи рiвнiсть ez =
∞∑

n=0

zn

n! , |z | <∞,

маємо

z3 e1/z = z3
∞∑

n=0

1
n!

(
1
z

)n
=
∞∑

n=0

z3−n

n! =
3∑

n=−∞

zn

(3− n)! .

Розв’язування вправи є). Зауважимо, що
z2 =

(
(z − 1) + 1

)2 = (z − 1)2 + 2(z − 1) + 1. Тому,

z2 exp
{ 1

1− z

}
= (z − 1)2 exp

{ 1
1− z

}
+ (z − 1) exp

{ 1
1− z

}
+ exp

{ 1
1− z

}
=

= (z − 1)2
+∞∑
n=0

1
(z − 1)nn! + 2(z − 1)

+∞∑
n=0

1
(z − 1)nn! +

+∞∑
n=0

1
(z − 1)nn! =

= (z − 1)2 + (z − 1) +
+∞∑
n=0

1
(z − 1)n(n + 2)! +

+2(z − 1) +
+∞∑
n=0

1
(z − 1)n(n + 1)! +

+∞∑
n=0

1
(z − 1)nn! =

=
+∞∑
n=1

1
(z − 1)n

( 1
n! + 1

(n + 1)! + 1
(n + 2)!

)
+ 5

2 + 3(z − 1) + (z − 1)2.
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Вправи до роздiлу 6

Нулi аналiтичних функцiй. Теорема єдиностi
6.1. Знайти всi нулi вказаних аналiтичних функцiй та встановити їх
порядки:

а) f (z) = sin3 z
z2 ; б) f (z) = (1 + z2)2

1− z2 ; в) f (z) = 1
z2 exp{ 1

z + 1};

г) f (z) = cos z ch z ; ä) f (z) = sin 3z − 3sin z ; е) f (z) = ztg2 z .

Розв’язування вправи а). Оскiльки sin z має в точцi z = 0 нуль першого
порядку, то sin z = z ϕ(z), ϕ(0) 6= 0. Тому

f (z) = sin3 z
z2 = z3ϕ3(z)

z2 = zϕ3(z),

тобто f має в z = 0 нуль першого порядку.
Решта нулiв zk = πk, k ∈ Z \ {0}, функцiї sin z є нулями функцiї f першого
порядку.
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Розв’язування вправи в). Оскiльки функцiя exp{ 1
z + 1} в точцi

z =∞ набуває значення 1, то функцiя f (z) = 1
z2 exp{ 1

z + 1} має в точцi
z =∞ нуль другого порядку.

6.2. Чи iснує аналiтична в крузi {z : |z | < 1} функцiя f , яка задовольняє
для всiх n ∈ N одну з наступних умов:

а) f
(

1
n

)
= sin

nπ
2 ; б) f

(
1
n

)
= 1

n cos nπ; в) f
(

1
n

)
= 1

2n + cos nπ ;

г) f
(

1
n

)
= 1

2n + 1 ; ä) f
(

1
n

)
= f

(
−1

n

)
= 1

n2 ;

е) f
(

1
n

)
= f

(
−1

n

)
= 1

2n + 1 .

Розв’язування вправи а). Оскiльки f
(

1
2k

)
= 0, k ∈ N, то f ≡ 0. Але

f
(

1
2k + 1

)
6= 0, k ∈ N. Тому така функцiя не iснує.
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Розв’язування вправи г). Оскiльки f
(

1
n

)
=
(

1
n

)(
2 + 1

n

)−1
,

n ∈ N, то такою є функцiя f (z) = z
z + 2 .

6.3. Використовуючи теорему єдиностi, довести рiвнiсть

sin 2z = 2sin z cos z .

6.4. Нехай область G мiстить точку z =∞, а функцiя f перiодична та
аналiтична в G . Довести, що f ≡ const в G .

Iзольованi особливi точки однозначного характеру
6.5. Довести, що точка z = a є усувною особливою точкою для вказаних
функцiй:

а)
z2 − 1
z2 + 1 , (a =∞); б)

tg z
z , (a = 0); в)

1
cos2 z −

1
(z − π/2)2 (a = π

2 );

г)
1− cos (z − 1)

(z − 1)2 (a = 1); д)
z3 − 1

(z − 1)3 , (a =∞); е) ctg z − 1
z (a = 0).
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Розв’язування вправи a). Точка z =∞ є усувною, бо

lim
z→∞

z2 − 1
z2 + 1 = lim

z→∞

1− 1/z2

1 + 1/z2 = 1.

Розв’язування вправи е). Точка z = 0 є усувною, бо

lim
z→0

(ctg z − 1/z) = lim
z→0

zcos z − sin z
zsin z =

= lim
z→0

z(1− z2/2 + o(z2))− (z − z3/6 + o(z3))
z(z − z3/6 + o(z3)) = lim

z→0

(
−z

3 + o(z)
)

= 0.

6.6. Довести, що точка z = a є полюсом для вказаних функцiй
i встановити його порядок:

а)
z2 + 1
z + 1 (a =∞); б)

1
(z2 + 1)2 (a = i); в)

z
(ez − 1)2 (a = 0);

г)
z

ez + 1 (a = iπ); д)
sin z

(z − 1)2 (z = 1); е)
sin z
z3 (z = 0).

Розв’язування вправи а). Оскiльки

z2 + 1
z + 1 = z 1 + 1/z2

1 + 1/z ,
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то за теоремою про канонiчне зображення точка a =∞ є полюсом
першого порядку.

Розв’язування вправи б). Оскiльки

1
(z2 + 1)2 = 1

(z + i)2(z − i)2 = 1
(z + i)2

1
(z − i)2 ,

то точка z = i є полюсом другого порядку (за теоремою про канонiчне
зображення функцiї в околi її полюса).

6.7 Довести, що точка z = a є iстотно особливою точкою для вказаних
функцiй:

а) ez2
(a =∞); б) sin

π

z2 (a = 0); в) sin (ez ) (a =∞);

г) z2cos
(π

z

)
(a = 0); д) exp{tg z} (a = π/2); е) cos

(
z

z + 1

)
(a = −1).

Розв’язування вправи б). Оскiльки ez2 → +∞ при z = x → +∞ та ez2 → 0
при z = iy , y → +∞, то точка a =∞ є iстотно особливою.
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Розв’язування вправи б). Покладемо zn = 1/
√

n i wn =
√

2
4n + 1 . Тодi

lim
n→∞

sin
π

z2
n

= 0, lim
n→∞

sin
π

w2
n

= 1.

Тому точка z = 0 є iстотно особливою точкою.

6.8. Знайти всi iзольованi особливi точки наступних функцiй та вказати їх
характер:

а)
z

sin z ; б)
1− cos z
sin2 z

; в) z2sin
z

z + 1 ; г)
1

z2 − 1cos
π z

z + 1 ;

д) z
(

e1/z − 1
)

; е)
1− ez

1 + ez ; є)
z2

z4 + 1 ; ж)
z3

z2 − 1cos
1
z .

Розв’язування вправи г). Скiнченними особливими точками даної функцiї
є z = 1 i z = −1. Запишемо функцiю у виглядi

1
z2 − 1cos

(
π − π

z + 1

)
= − 1

z2 − 1cos
π

z + 1 = 1
z2 − 1 sin

π

2
z − 1
z + 1 .

Але
lim
z→1

1
z2 − 1cos

π

z + 1 = 1
4 lim

z→1

z + 1
z − 1 sin

π

2
z − 1
z + 1 = π

8 .
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Тому точка z = 1 є усувною особливою точкою.
Щоб визначити характер точки z = −1, розвинемо функцiю

1
z + 1cos

π z
z + 1 в ряд Лорана

1
z + 1cos

π

z + 1 = 1
z + 1cos

π

z + 1 =
∞∑

n=o

(−1)nπ2n

(z + 1)2n+1(2n)! .

Звiдси випливає, що у головнiй частинi ряду Лорана за степенями (z + 1)
є нескiнченно багато членiв, а отже, точка z = −1 є iстотно особливою для

функцiї
1

z + 1cos
π z

z + 1 . Оскiльки lim
z→−1

1
z − 1 = −1

2 , то ця ж точка є iстотно

особливою i для заданої функцiї.
Нарештi,

lim
z→∞

1
z2 − 1cos

π

z + 1 = 0

тобто точка z =∞ є усувною особливою точкою.

Розв’язування вправи д). Особливими є тiльки точки z = 0 i z =∞.
Розвинемо функцiю в кiльцi {z : 0 < |z | < +∞} в ряд Лорана

z
(

e1/z − 1
)

= z
(

1 + 1
z + 1

2!z2 + · · · − 1
)

= 1 + 1
2!z + 1

3!z2 + . . .
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Якщо цей ряд розглядати як ряд Лорана в околi точки z =∞, то в його
головнiй частинi нема членiв, i тому z =∞ є усувною особливою точкою.
А якщо його розглядати як ряд Лорана в околi точки z = 0, то в його
головнiй частинi є нескiнченно багато членiв, i тому z = 0
є iстотно особливою точкою.

Прицип максимуму
6.9. Лема Шварца. Нехай аналiтична в крузi D = {z : |z | < 1} функцiя f
така, що f (0) = 0 i |f (z)| 6 M < +∞ для всiх z ∈ D. Тодi |f (z)| 6 M |z | для
всiх z ∈ D. Якщо, крiм того, |f (z0)| = M |z0| для деякого z0 ∈ D, z0 6= 0, то
f (z) = Mze iθ, θ ∈ R.

Доведення. Приймемо ϕ(z) = f (z)
z . Оскiльки f (0) = 0, то функцiя ϕ

аналiтична в D i |ϕ(z)| 6 M/|z | для всiх z ∈ D. Нехай Mϕ(r) =
= max{|ϕ(z)| : |z | = r}, 0 6 r < 1. За принципом максимуму модуля
функцiя Mϕ(r) є неспадною на [0, 1). З iншого боку, Mϕ(r) 6 M/r для всiх
r ∈ [0, 1). Звiдси випливає, що Mϕ(r) 6 M для всiх r ∈ [0, 1),
а отже, |ϕ(z)| 6 M для всiх z ∈ D, тобто |f (z)| 6 M |z | для всiх z ∈ D.
Припустимо, що |f (z0)| = M |z0| в точцi z0 ∈ D, z0 6= 0. Функцiя ϕ
аналiтична в деякому околi точки z0 i, якщо б вона не була сталою, то
iснувала б така точка z ∈ D, що |ϕ(z)| > M, що неможливо. Отже,
|ϕ(z)| ≡ M i f (z) = Mze iθ, θ ∈ R.
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6.10. Нехай функцiя f аналiтична в D = {z : |z | < 1} i |f (z)| > m > 0 для
всiх z ∈ ∂D. Довести, що якщо |f (0)| < m, то функцiя f має в D принаймнi
один нуль.
Доведення. Припустимо, що це не так, тобто f (z) 6= 0 для всiх z ∈ D. Тодi
функцiя ψ(z) = 1/f (z) є аналiтичною в z ∈ D, i за принципом максимуму
модуля |ψ| досягає свого максимуму на колi ∂D = {z : |z | = 1}. Тому |f |
досягає свого мiнiмуму на ∂D, а за умовою

m < min{|f (z)| : |z | = 1} = min{|f (z)| : |z | 6 1},
що суперечить нерiвностi |f (0)| < m.
6.11. Нехай аналiтична в D = {z : |z | < 1} функцiя f така, що f (0) = 0 i
|f (z)| 6 M < +∞ для всiх z ∈ D. Тодi |f ′(0)| 6 M, причому знак рiвностi
досягається, якщо f (z) = Mze iθ, θ ∈ R.
6.12. Нехай функцiя f аналiтична в D = {z : |z | < 1}, |f (z)| 6 M для всiх

z ∈ ∂D i f (a) = 0, |a| < 1. Довести, що |f (z)| 6 M |z − a|
|1− az | для всiх z ∈ D.

6.13. Довести, що гармонiйна в областi G ⊂ C функцiя u 6≡ const не
набуває в G свого максимуму i мiнiмуму.
6.14. Нехай функцiя f аналiтична в областi G i inf{|f (z)| : z ∈
∈ G} > m > 0. Довести, що тодi або |f (z)| > m для всiх z ∈ G , або
f (z) = me iθ, θ ∈ R.
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Вправи до роздiлу 7

Обчислення лишкiв. Основна теорема про лишки
7.1. Обчислити

а) res
z=0

sin z
z2 ; б) res

z=∞
e1/z ; в) res

z=∞
z2 sin π

z ; г) res
z=1

ez

(z − 1)2 ;

д) res
z=i

z2

z4 − 1 ; е) res
z=1

z exp
{

1
z − 1

}
; є) res

z=∞

z4 + 1
z6 + 1 ; ж) res

z=πn
tg z (n ∈ N).

Розв’язування вправи б). Розвинемо функцiю f (z) = e1/z в ряд Лорана в
околi точки z =∞. Маємо

e1/z =
∞∑

n=0

1
n!

1
zn = 1 + 1

z + 1
2z2 + . . . .

Звiдси
res

z=∞
e1/z = −a−1 = −1.

Розв’язування вправи г). Точка z = 1 є полюсом другого порядку заданої
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функцiї. Тому

res
z=1

ez

(z − 1)2 = 1
1! lim

z→1
(ez )′ = e.

Розв’язування вправи є). Точка z =∞ є нулем другого порядку заданої
функцiї. Тому

res
z=∞

z4 + 1
z6 + 1 = 0.

7.2. Знайти лишки вказаних функцiй в усiх їх скiнченних особливих
точках:

а)
1

z + z3 ; б)
z2

1 + z4 ; в)
z2

(1 + z)3 ; г)
1

(z2 + 1)3 ;

д)
1

(z2 + 1)(z − 1)2 ; е)
z2n

(z − 1)n (n ∈ N); є)
cos z

z − π/4 ; ж)
ez2

z2n+1 ;

з)
1

ez + 1 ; й)
1

sin πz ; i)
cos2(π/z)

z + 1 ; ї)
z10 + 1

z6(z2 + 4) .

Розв’язування вправи д). Вказана функцiя має скiнченнi особливi точки
z = 1, z = i , z = −i . Точки z = i та z = −i є полюсами першого порядку.
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Тому

res
z=i

f (z) = res
z=i

1
(z − i)(z + i)(z − 1)2 = 1

(z + i)(z − 1)2

∣∣∣∣
z=i

= 1
4 ;

res
z=−i

f (z) = 1
(z − i)(z − 1)2

∣∣∣∣
z=−i

= 1
4 .

Точка z = 1 є полюсом другого порядку, i тому

res
z=1

f (z) =
(

1
z2 + 1

)′∣∣∣∣∣
z=1

= − 2z
(z2 + 1)2

∣∣∣∣
z=1

= −1
2 .

Розв’язування вправи й). Особливими точками є полюси першого порядку
zn = n, n ∈ N, а

res
z=n

1
sin πz = 1

π cos πn = (−1)n

π
.

Розв’язування вправи ї). Оскiльки задана функцiя є парною, то

res
z=0

z10 + 1
z6(z2 + 4) = res

z=∞

z10 + 1
z6(z2 + 4) = 0.
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Далi,

res
z=2i

z10 + 1
z6(z2 + 4) = lim

z→2i

z10 + 1
z6(z + 2i) = −1023

256 i ,

res
z=−2i

z10 + 1
z6(z2 + 4) = lim

z→−2i

z10 + 1
z6(z − 2i) = 1023

256 i .

7.3 Обчислити iнтеграли

а)
∫
∂D

dz
1 + z4 (D = {z : |z − 1| < 1});

б)
∫
∂D

dz
(z − 1)2(z2 + 1) (D = {z : |z − 1− i | < 2});

в)
∫
∂D

dz
z10 − 2 (D = {z : |z | < 2}); г)

∫
∂D

z3dz
z4 − 1 (D = {z : |z | < 2});

е)
∫
∂D

dz
(z2 − 1)(z − 3)3 (D = {z : 2 < |z − 1| < 4});
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є)
∫
∂D

dz
z3(z10 − 2) (D = {z : |z − 1| < 2});

ж)
∫
∂D

z2 sin2 (1/z)
(z − 1)(z − 2) (D = {z : |z − 1| < 3});

з)
∫
∂D

sin z
z + 1dz (D = {z : |z | > 3}).

Розв’язування вправи б). В областi D мiстяться двi особливi точки
пiдiнтегральної функцiї: z = 1 (полюс другого порядку) i z = i (полюс
першого порядку). За основною теоремою про лишки маємо∫

∂D

dz
(z − 1)2(z2 + 1) = 2π i

(
res
z=i

f (z) + res
z=1

f (z)
)

=

= 2π i
(
−1

2 + 1
4

)
= −π i

2 .

Розв’язування вправи в). Пiдiнтегральна функцiя має особливi точки
z = 0 i zk = ( 10

√ z)k , k = 0, 1, , , 9, i всi вони мiстяться в областi D. Тому наш
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iнтеграл дорiвнює лишковi в точцi z =∞, взятому зi знаком мiнус. Але в
цiй точцi пiдiнтегральна функцiя має нуль 13–го порядку, i тому iнтеграл
дорiвнює 0.

Застосування теорiї лишкiв
7.4. Обчислити iнтеграли:

а)
∫ 2π

0

dθ
5 + 3 cos θ ; б)

∫ 2π

0

dθ
13 + 12 sin θ ;

в)
∫ 2π

0

cos2 θdθ
7 + 6 cos θ ; г)

∫ π/2

0

adθ
a2 + sin2 θ

, (a > 0).

Розв’язування вправи а). Приймемо z = e iθ. Тодi dθ = dz
iz ,

cos θ = 1
2

(
z + 1

z

)
i ми отримуємо

∫ 2π

0

dθ
5 + 3 cos θ = 2

3i

∫
|z|=1

dz
z2 + 10z/3 + 1 =

= 4π
3 res

z=−1/3

1
(z + 3)(z + 1/3) = π

2 .
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7.5. Обчислити iнтеграли

а)
+∞∫
−∞

x2dx
(x2 + 1)(x2 + 9) ; б)

+∞∫
−∞

dx
x2 − 2ix − 2 ; в)

+∞∫
−∞

(x2 − x + 2)dx
x4 + 10x2 + 9 ;

г)
+∞∫
0

(x2 + 1)dx
x4 + 1 ; д)

+∞∫
0

dx
(x2 + 1)3 ; е)

+∞∫
0

x4 + 1
x6 + 1 .

Розв’язування вправи а). Легко бачити, що пiдiнтегральна функцiя є
аналiтичною в замкненiй пiвплощинi {z : Im z > 0}, за винятком точок
z = i та z = 3i , причому f (z) = O(1/z2) при z →∞. Тому

+∞∫
−∞

x2dx
(x2 + 1)(x2 + 9) = 2π i

(
res
z=i

f (z) + res
z=3i

f (z)
)

=

= 2π i
(

z2

(z + i)(z2 + 9)
∣∣
z=i +

z2

(z + 3i)(z2 + 1)
∣∣
z=3i

)
=

= 2π i
(

i
16 −

3i
16

)
= π

4 .
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Розв’язування вправи д). Пiдiнтегральна функцiя є аналiтичною в
замкненiй пiвплощинi {z : Im z > 0}, за винятком точки z = i , яка є
полюсом третього порядку. Тому, враховуючи парнiсть пiдiнтегральної
функцiї, маємо

+∞∫
0

dx
(x2 + 1)3 = 1

2

+∞∫
−∞

dx
(x2 + 1)3 = πi res

z=i

1
(z2 + 1)3 =

= πi
2 lim

z→i

(
1

(z + i)3

)′′
= πi

2 lim
z→i

12
(z + i)5 = 3π

16 .

7.6. Обчислити iнтеграли

а)
+∞∫
−∞

e ix dx
x2 − 2ix − 2 ; б)

+∞∫
−∞

(x − 1)e ix dx
x2 − 2x + 2 ; в)

+∞∫
−∞

(x + 1) sin 2xdx
x2 + 2x + 2 ;

г)
+∞∫
−∞

(x − 1) cos 2xdx
x2 − 4x + 5 ; д)

+∞∫
0

cos xdx
x2 + 4 ; е)

+∞∫
0

x sin xdx
x2 + 1 .

Розв’язування вправи а). Функцiя
1

z2 − 2iz − 2 є аналiтичною в замкненiй
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пiвплощинi {z : Im z > 0}, за винятком точок z = −1 + i та z = 1 + i , i має
в ∞ нуль другого порядку. Тому

+∞∫
−∞

e ix dx
x2 − 2ix − 2 = 2πi

(
res

z=−1+i

e iz

z2 − 2iz − 2 + res
z=1+i

e iz

z2 − 2iz − 2

)
=

= 2πi
(

e i−1

2 − e−i−1

2

)
= −2π sin 1

e .

Розв’язування вправи е). Оскiльки пiдiнтегральна функцiя є парною,

sin x = Im e ix , а функцiя
1

z2 + 1 є аналiтичною в замкненiй пiвплощинi

{z : Im z > 0}, за винятком точки z = i , i має в ∞ нуль другого порядку, то

+∞∫
0

x sin xdx
x2 + 1 = 1

2

+∞∫
−∞

x sin xdx
x2 + 1 = 1

2 Im
+∞∫
−∞

xe ix dx
x2 + 1 =

= Im
{
πi res

z=i

ze iz

z2 + 1

}
= Im

{
πi
(

ze iz

z + i

) ∣∣
z=i

}
= π

2e .
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7.7. Обчислити

а) v .p.
+∞∫
−∞

x2e2ix dx
(x2 + 1)(x2 − 9) ; б) v .p.

+∞∫
−∞

e ix dx
(x2 + 1)(x − 1) ;

в) v .p.
+∞∫
0

x sin xdx
(x2 + 1)(x2 − 1) ; г) v .p.

+∞∫
−∞

(x − 1) cos xdx
(x2 − 2x + 2)(x2 + x − 2) .

Розв’язування вправи б). За теоремою 7.4 маємо

v .p.
+∞∫
−∞

e ix dx
(x2 + 1)(x − 1) =

= 2πi res
z=i

e iz

(z2 + 1)(z − 1) + πi res
z=1

e iz

(z2 + 1)(z − 1) =

= 2πi e−1

2i(i − 1) + πi e i

2 = π

2e (1 + i) + πi
2 (cos 1 + isin 1) =

= π

2e (1− esin 1 + i(1 + ecos 1)).
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7.8. Обчислити iнтеграли

а)
+∞∫
0

dx
(x2 + 4) 3

√
x

; б)
+∞∫
0

dx
(x + i) 2

√
x

;

в)
+∞∫
0

dx
(x + 2) 4

√
x

; г)
+∞∫
0

dx
(x + a)xα (a > 0, 0 < α < 1).

Розв’язування вправи a). Використовуючи доведену в роздiлi 7.6 формулу
(з α = 2/3), маємо

+∞∫
0

dx
(x2 + 4) 3

√
x

=
+∞∫
0

x2/3−1dx
(x2 + 4) =

= 2πi
1− e4πi/3

(
res
z=2i

z−1/3

z2 + 4 + res
z=−2i

z−1/3

z2 + 4

)
=

= 4πi
3 + i

√
3

(
2−1/3e−πi/6

4i − 2−1/3e−πi/2

4i

)
=

= π2−1/3

3 + i
√

3

√
3 + i
2 = π2−4/3

√
3

.
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Принцип аргументу. Теорема Руше
7.9. Як по квадрантах розмiщенi коренi рiвняння z6 + z + 3 = 0?
Розв’язування. Неважко перевiрити, що це рiвняння не має дiйсних та
чисто уявних коренiв. Щоб визначити, скiльки коренiв є у першому
квадрантi, використаємо принцип аргументу.
Розглянемо замкнений контур CR , який складається з вiдрiзка `1 = [0,R]
на додатнiй дiйснiй пiвосi, четвертини кола γ1 = {z = Re iθ : θ ∈ [0, π/2]} та
вiдрiзка γ2 = [Ri , 0] на додатнiй уявнiй пiвосi. Оскiльки z6 + z + +3 > 0 на
`1, то ∆l1Arg (z6 + z + 3) = 0. Далi,

∆γ1Arg (z6 + z + 3) = ∆γ1Arg
(

R6e6iθ
(

1 + e5iθ

R5 + 3e6iθ

R6

))
= 3π

для всiх досить великих R.
Нарештi, функцiя π + arctg

y
3− y6 при змiнi y вiд +∞ до 6

√
3 змiнюється

вiд π до π/2, а функцiя arctg
y

3− y6 при змiнi y вiд 6
√

3 до 0 змiнюється вiд

π/2 до 0. Звiдси випливає, що lim
R→+∞

∆l2Arg (z6 + z + 3) = −π. Отже,

lim
R→+∞

∆CRArg (z6 + z + 3) = 2π. За принципом аргументу наше рiвняння

має в першому квадрантi тiльки один корiнь. Оскiльке рiвняння має
дiйснi коефiцiєнти, то воно має попарно спряженi коренi. Тому в
четвертому квадрантi рiвняння має один корiнь i по два — в другому та
третьому квадрантах.
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7.10. Довести, що якщо функцiя f аналiтична i однолиста в областi G , то
f ′(z) 6= 0 для всiх z ∈ G .

Доведення. Припустимо, вiд супротивного, що iснує точка a ∈ G , для якої
f ′(a) = 0. Тодi в деякому околi точки a

f (z) = c0 + ck(z − a)k + ck+1(z − a)k+1 + . . . , ck 6= 0, k > 2.

Нехай r > 0 настiльки мале, що f ′(z) 6= 0 i ck + ck+1(z − a) + · · · 6= 0 для
всiх z , 0 < |z − a| 6 r . Приймемо

m = min{|z − a|k |ck + ck+1(z − a) + . . . | : |z − a| = r}.

Тодi m > 0 i, якщо |α| < m, то за теоремою Руше функцiї
ck(z − a)k + ck+1(z − a)k+1 + . . . та −α + ck(z − a)k + ck+1(z − a)k+1 + . . .
мають у крузi {z : |z − a| < r} по k нулiв кожна. Тому рiвняння
f (z) = c0 + α має в цьому ж крузi k коренiв, якi є простими, завдяки тому,
що f ′(z) 6= 0 при z 6= a. А це неможливо з огляду на однолистiсть.
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7.11. Дослiдити, скiльки коренiв має вказане рiвняння у вiдповiднiй
областi:

а) z4 − 5z + 1 = 0, 1 < |z | < 2; б) z2 − 1
3 ez = 0, |z | < 1;

в) ez−λ − z = 0 (λ > 1), |z | < 1; г) z3 − 12z + 2 = 0, |z | < 2;
д) 2z4 − 5z + 2 = 0, |z | < 1; е) z5 − 2z + 5 = 0, 1 < |z | < 2.
Розв’язування вправи е). Приймаємо g1(z) = 5, g2(z) = z5 − 2z . Оскiльки
на колi {z : |z | = 1} виконується |g1(z)| = 5 > 3 > |z5 − 2z | == |g2(z)|, а
функцiя g1 не має нулiв у крузi {z : |z | < 1}, то за теоремою Руше в цьому
крузi наше рiвняння не має коренiв.
Приймемо тепер f1(z) = z5, f2(z) = 5− 2z . На колi {z : |z | = 2} виконується
|f1(z)| = 32 > 9 > |5− 2z | = |f2(z)|. Оскiльки функцiя f1 має в точцi z = 0
нуль п’ятого порядку, то за теоремою Руше в крузi {z : |z | < 2} наше
рiвняння має 5 коренiв. Всi вони знаходяться в кiльцi {z : 1 < |z | < 2}.

7.12. Довести, що рiвняння zeλ−z = 1 при λ > 1 має в крузi {z : |z | < 1}
єдиний дiйсний додатний корiнь.

7.13. Нехай функцiя f аналiтична в обмеженiй замкненiй областi G , за
винятком скiнченної кiлькостi полюсiв, що лежать у G , i Imf (z) 6= 6= 0 на
∂G . Довести, що кiлькiсть полюсiв i кiлькiсть нулiв функцiї f в областi G
рiвнi.


