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1. Âñòóï.

Â äàíîìó ðóêîïèñi âèêëàäåíèé îñíîâíèé çìiñò ëåêöié i ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü
ç êóðñó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ìiðè.
Êóðñ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ìiðè ¹ ðåçóëüòàòîì îá'¹äíàííÿ äâîõ

êóðñiâ, ÿêi äî íåäàâíüîãî ÷àñó ÷èòàëèñÿ îêðåìî. Òðàäèöiéíî ñïî÷àòêó ñòóäåí-
òè ñëóõàëè êóðñ òåîði¨ ìiðè òà iíòåãðàëà, à ïiñëÿ íüîãî êóðñ ôóíêöiîíàëüíîãî
àíàëiçó. Àëå, ó çâ'ÿçêó ç âiäîìèìè çìiíàìè â íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi, öi äâà
êóðñè áóëè îá'¹äíàíi â îäèí êóðñ. Ó ïåðøié ïîëîâèíi êóðñó ìè áóäåìî çíàéî-
ìèòèñÿ ç òåîði¹þ ìiðè, à äðóãà ïîëîâèíà áóäå ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ îñíîâíèõ
ïîëîæåíü ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.
Òåîðiÿ ìiðè òà iíòåãðàëà âèíèêëà â ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü öiëîãî ðÿäó ìà-

òåìàòèêiâ. Àëå ó ïåðøó ÷åðãó ¨¨ ïîâ'ÿçóþòü ç iìåíåì ôðàíöóçüêîãî ìàòåìàòè-
êà Àíði Ëåáåãà. Éîãî òåîðiÿ, ÿêó òåïåð íàçèâàþòü òåîði¹þ iíòåãðàëà Ëåáåãà,
áóëà ñòâîðåíà â 1900-1910 ðîêàõ i ¹ îñíîâîþ ñó÷àñíèõ êóðñiâ òåîði¨ ìiðè òà
iíòåãðàëà.
Ïîòðiáíî âiäçíà÷èòè, ùî ìàòåìàòèêè Ëüâîâà äóæå øâèäêî îöiíèëè âàæëè-

âiñòü òåîði¨ i âæå â ó 1911/1912 í. ðîöi Âàöëàâ Ñåðïiíñüêèé ïðî÷èòàâ ó ëüâiâ-
ñüêîìó óíiâåðñèòåòi êóðñ �Ïîíÿòòÿ ìiðè òî÷êîâèõ ìíîæèí�, ó 1913/14 í. ðîöi �
�Iíòåãðàë Ëåáåãà�. Ã. Øòàéíãàóç òåîðiþ iíòåãðàëà Ëåáåãà ÷èòàâ ó êóðñi �Âñòóï
äî òåîði¨ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨� ó 1917 ðîöi, à ó 1918 ðîöi îãîëîñèâ îêðåìèé
êóðñ �Iíòåãðàë Ëåáåãà�. Íà ñêiëüêè ó Ëüâîâi çíàííÿ òåîði¨ iíòåãðàëà Ëåáåãà
áóëî íåîáõiäíå áà÷èìî ç ïåðøîãî ðå÷åííÿ ìîíîãðàôi¨ Ñ. Áàíàõà �Ïðèïóñêà-
¹ìî, ùî ÷èòà÷ çíà¹ òåîðiþ ìiðè i òåîðiþ iíòåãðàëà Ëåáåãà�. Òîìó ëüâiâñüêi
ìàòåìàòèêè áóëè äîáðå îáiçíàíi ç äàíèì ïðåäìåòîì. Ó 1938 ðîöi ñåíàò Ëüâiâ-
ñüêîãî óíiâåðñèòåòó íàäàâ Àíði Ëåáåãó ñòóïiíü ïî÷åñíîãî äîêòîðà çà éîãî
íàóêîâi çàñëóãè. Ó òðàâíi 1938 ðîêó Ëåáåã ïðè¨õàâ äî Ëüâîâà íà âðó÷åííÿ
äèïëîìó ïî÷åñíîãî äîêòîðà i ïðî÷èòàâ äâi ëåêöi¨.
Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ÿê ñàìîñòiéíà äèñöèïëiíà ïî÷àâ ñâié ðîçâèòîê íà

ïî÷àòêó 20 ñòîëiòòÿ i ïåðåæèâ ïåðiîä áóðõëèâîãî ðîçâèòêó ó ìiæâî¹ííèé ïåði-
îä (1920-1939 ðð.) Öåé ðîçâèòîê çíà÷íîþ ìiðîþ ¹ ðåçóëüòàòîì àêòèâíî¨ äiÿëü-
íîñòi ëüâiâñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè, ÿêó î÷îëþâàâ Ñòåôàí Áàíàõ. Éîãî ìî-
íîãðàôiÿ "Òåîðiÿ ëiíiéíèõ îïåðàöié" , ÿêà áóëà âèäàíà â 1932 ðîöi ó Âàðøàâi
ôðàíöóçüêîþ ìîâîþ, ñòàëà ïåðøèì ïiäðó÷íèêîì ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.
Â 1948 ðîöi âèéøîâ ¨¨ óêðà¨íñüêèé ïåðåêëàä ïiä íàçâîþ "Êóðñ ôóíêöiîíàëü-
íîãî àíàëiçó". Âií ¹ ó íàøié ôàêóëüòåòñüêié áiáëiîòåöi. Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî
ïåðåêëàä ìîíîãðàôi¨ Ñ.Áàíàõà áóâ çðîáëåíèé Ìèðîíîì Çàðèöüêèì, ÿêèé òà-
êîæ äîïîâíèâ ïåðåêëàä íîâèìè ðåçóëüòàòàìè, ùî áóëè îòðèìàíi ïiñëÿ 1932
ðîêó. Ùå îäèí ïåðiîä àêòèâíîãî ðîçâèòêó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ïðèïà-
äà¹ íà ïåðiîä âiä 1960 ð. äî 1980 ð. Òåïåðiøíié ÷àñ ìîæíà õàðàêòåðèçóâà-
òè ÿê ïåðiîä ñòàëîãî ðîçâèòêó. Ïî÷èíàþ÷è ç 60-òèõ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ
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ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ïî÷èíà¹ âõîäèòè â íàâ÷àëüíi ïðîãðàìè ðàäÿíñüêèõ
óíiâåðñèòåòiâ.
Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ¹ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i ç'ÿâèâñÿ â ðå-

çóëüòàòi ðîçâèòêó iäåé êëàñè÷íîãî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Íüþòîíà i Ëåéáíi-
öà. Íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íîãî àíàëiçó, ÿêèé áóâ çîñåðåäæåíèé íà âèâ÷åííi
âëàñòèâîñòåé îêðåìèõ ôóíêöié, ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç âèâ÷à¹ âëàñòèâîñòi
ïðîñòîðiâ ðiçíî¨ ïðèðîäè, çîêðåìà, âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ.
Ïîíÿòòÿ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó âèÿâèëèñÿ çðó÷íèìè, à ïiäõîäè ïðîäóêòèâ-
íèìè. Òîìó ìîâà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ñòàëà âèêîðèñòîâóâàòèñÿ i â iíøèõ
ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè. Íàïðèêëàä, ìîâà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó àêòèâíî âè-
êîðèñòîâó¹òüñÿ â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü, â òåîði¨ ôóíêöié.
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2. Ñèñòåìè ìíîæèí.

Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè. Äëÿ ìíîæèí A i B ÷åðåç A ∪B,A ∩B,A \B
i A∆B ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèí, ðiçíèöÿ i ñèìåòðè÷íà
ðiçíèöÿ öèõ ìíîæèí, ÿêi ââîäÿòüñÿ òàêèìè ðiâíîñòÿìè:

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}, A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}
A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}, A∆B = (A \B) ∪ (B \ A).

Îñíîâíèìè òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îïåðàöiÿìè ¹ îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, ïåðå-
òèíó òà ðiçíèöi. Îïåðàöiÿ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi ¹ äîäàòêîâîþ îïåðàöi¹þ. Âîíà
¹ çðó÷íîþ, îñêiëüêè äîçâîëÿ¹ ñêîðîòèòè çàïèñè i ñïðîñòèòè âèêëàäêè.
Îïåðàöi¨ ∪,∩ i∆ êîìóòàòèâíi i àñîöiàòèâíi. Êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ äèñòðè-

áóòèâíi çàêîíè

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C),
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Ðiâíiñòü A ∩B = ∅ îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè A i B íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåí-
òiâ àáî, iíøèìè ñëîâàìè, íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òàêi ìíîæèíè íàçèâàþòü íåïå-
ðåòèííèìè àáî äèç'þíêòíèìè. Îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí A i
B íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòíèì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì A t B. Òàêèì ÷èíîì,
çàïèñ C = A tB îçíà÷à¹, ùî C = A ∪B i A ∩B = ∅.
ßêùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíè A, ÿêi ¹ ïiäìíîæèíàìè äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨

ìíîæèíèX, òî ðiçíèöÿX\A íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A â ìíîæèíi
X àáî ïðîñòî äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A. Äîïîâíåííÿ X \A ìè áóäåìî êîðîòêî
ïîçíà÷àòè A′.
Ïåðåõiä äî äîïîâíåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ï'ÿòó òåîðåòèêî-ìíîæèííó

îïåðàöiþ (â äîïîâíåííÿ äî ÷îòèðüîõ âæå çãàäàíèõ).
ßñíî, ùî A′′ = A, X ′ = ∅, ∅′ = X.
Ñèñòåìè i ñiì'¨ ìíîæèí. Ïiä ñèñòåìîþ ìíîæèí ðîçóìiþòü ìíîæèíó,

åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ ìíîæèíàìè. Íåõàé A � äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí. ßêùî âñi ¨¨
åëåìåíòè ¹ ïiäìíîæèíàìè ìíîæèíè X, òî êàæóòü, ùî A � öå ñèñòåìà ìíîæèí
â X. Íàéáiëüøà ç òàêèõ ñèñòåì � öå ìíîæèíà 2X , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè X.
Íåõàé A � ñèñòåìà ìíîæèí. Ìíîæèíà⋃

A∈A

A = {x | ∃A ∈ A x ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí ñèñòåìè A.
Ìíîæèíà ⋂

A∈A

A = {x | ∀A ∈ A x ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí ñèñòåìè A.
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Ñèñòåìà ìíîæèí A íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêi ¨¨ ðiçíi åëå-
ìåíòè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îá'¹äíàííÿ ìíîæèí äèç'þíêòíî¨ ñèñòåìè A ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ⊔

A∈A

A.

Íåõàé I � äîâiëüíà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíîìó iíäåêñó i
ìíîæèíè I ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêó ìíîæèíó Ai. Òîäi êàæóòü, ùî
çàäàíî ñiì'þ ìíîæèí {Ai}i∈I . Ó âèïàäêó I = N ñiì'þ {An}n∈N íàçèâàþòü
ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí i ïîçíà÷àþòü ùå (An)

∞
n=1.

Îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèíó ïåðåíîñÿòüñÿ íà äîâiëüíi ñiì'¨ ìíîæèí. À
ñàìå, ìíîæèíà ⋃

i∈I

Ai = {x | ∃i ∈ I x ∈ Ai}

íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí ñiì'¨ {Ai}i∈I , à ìíîæèíà⋂
i∈I

Ai = {x | ∀i ∈ I x ∈ Ai}

íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí ñiì'¨ {Ai}i∈I .
Ñïðàâåäëèâi çàêîíè äå Ìîðãàíà:(⋃

i∈I

Ai

)′

=
⋂
i∈I

A′
i,

(⋂
i∈I

Ai

)′

=
⋃
i∈I

A′
i.

Äëÿ îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèíó ñêií÷åííèõ i íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìíî-
æèí âæèâàþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ

n⋃
k=1

Ak,
∞⋃
k=1

Ak,
n⋂

k=1

Ak,
∞⋂
k=1

Ak.

ßêùî Aj ∩ Ak = ∅ ïðè i 6= k, òî ñiì'ÿ (Ai)i∈I íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòíîþ, à ¨¨
îá'¹äíàííÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì

⊔
i∈I Ai.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ïðîñòà i êîðèñíà ôîðìóëà

(2.1)
∞⋃
k=1

Ak =
∞⊔
n=1

(
An \

n−1⋃
k=1

Ak

)
.

Äîâåäåìî öþ ðiâíiñòü. Íåõàé Bn =
⋃n

k=1Ak , B0 := ∅ i A =
⋃∞

k=1Ak. Òîäi

∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ B3 . . .

Î÷åâèäíî, ùî Bn = (Bn \Bn−1)
⊔
Bn−1 i B1 = B1 \B0. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è

ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

Bn =
n⊔

k=1

(Bk \Bk−1).
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Íåõàé B =
⊔∞

k=1(Bk \Bk−1). Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n ∈ N
An ⊂ Bn ⊂ B i Bn \Bn−1 ⊂ An ⊂ A,

òî A ⊂ B ⊂ A, òîáòî A = B. Âðàõîâóþ÷è, ùî Bn \ Bn−1 = An \
⋃n−1

k=1 Ak,
îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó íàì ðiâíiñòü.
ßêùî An ⊂ An+1 (An+1 ⊃ An) äëÿ êîæíîãî íîìåðà n, òî êàæóòü, ùî

ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí (An)n∈N çðîñòà¹ (ñïàäà¹) i çàïèñóþòü öå ó âèãëÿäi
An ↑ (An ↓) .
Ç ôîðìóëè (2.1) íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ïðè An ↑ i A0 = ∅

(2.2)
∞⋃
k=1

Ak =
∞⊔
k=1

(Ak \ Ak−1).

ßêùî An ↓, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè,

(2.3) A1 =

(
∞⊔
k=1

(Ak \ Ak+1)

)⊔(
∞⋂
k=1

Ak

)
.

Âåðõíüîþ ãðàíèöåþ lim ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N íàçèâà¹òüñÿ ìíîæè-
íà âñiõ òèõ òî÷îê, ÿêi âõîäÿòü â íåñêií÷åííå ÷èñëî ìíîæèí An. Íèæíüîþ
ãðàíèöåþ lim ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òèõ
òî÷îê, ÿêi âõîäÿòü ó êîæíó ìíîæèíó An çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ¨õ ÷èñëà. Ç
îçíà÷åííÿ íåãàéíî âèïëèâàþòü ôîðìóëè

(2.4) limAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, limAn =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

ßêùî âåðõíÿ i íèæíÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N ðiâíi, òî êà-
æóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü çáiæíà i ïîêëàäàþòü

limAn := limAn = limAn.

Äîìîâèìîñÿ äàëi ðîçãëÿäàòè ðiçíi ñèñòåìè ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨
ìíîæèíè X.
Êiëüöÿ i àëãåáðè ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåïîðîæíÿ ñèñòåìà ìíîæèí A íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì,
ÿêùî ç A ∈ A i B ∈ A âèïëèâà¹, ùî A ∪B ∈ A i A \B ∈ A.

ßêùî A - êiëüöå, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B ∈ A ìà¹ìî A∆B ∈ A i A ∩B ∈ A.
Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

A∆B = (A \B) ∪ (B \ A) , A ∩B = (A ∪B) \ (A∆B) .

Êðiì òîãî, ∅ ∈ A, áî ∅ = A \ A.

Âïðàâà 2.2. Íåõàé ñèñòåìà ìíîæèí A äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B ∈ A çàäîâîëüíÿ¹
îäíó ç óìîâ :
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(1) A∆B,A ∩B ∈ A;
(2) A∆B,A ∪B ∈ A;
(3) A∆B,A \B ∈ A.

Äîâåäiòü, ùî A - êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ, ÿêùî âîíî ìiñòèòü X.
Ïðè öüîìó X íàçèâàþòü îäèíèöåþ àëãåáðè A.

Çðîçóìiëî, ùî êiëüöå ¹ çàìêíåíå ñòîñîâíî äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü
i ïåðåòèíiâ, òîáòî, ÿêùî A1, . . . , An ∈ A, òî ∪n

i=1Ai i ∩n
i=1Ai òåæ íàëåæàòü A.

Ïðèêëàä 2.4. (1) Ñiì'ÿ 2X âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ¹ àëãåáðîþ
ìíîæèí.

(2) Ñiì'ÿ âñiõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ êiëüöåì (àëå íå
àëãåáðîþ).

(3) Ñiì'ÿ âñiõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèí äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ¹ êiëüöåì (àëå íå
àëãåáðîþ).

2.0.1. σ-êiëüöÿ i σ-àëãåáðè. Ó òåîði¨ ìiðè âèíèêà¹ ïîòðåáà â ðîçãëÿäi íå
òiëüêè ñêií÷åííèõ, àëå é çëi÷åííèõ îá'¹äíàíü òà ïåðåòèíiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ σ-êiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N, ùî íàëåæèòü äî öüîãî êiëüöÿ, ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ
∪∞

n=1An òàêîæ íàëåæèòü äî A.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ σ-àëãåáðîþ, ÿêùî âîíà ¹ òàêîæ
σ-êiëüöåì.

Âïðàâà 2.7. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Äîâåäiòü, ùî :

(1) iñíó¹ ¹äèíå êiëüöå (σ-êiëüöå), ÿêå ìiñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíîìó
êiëüöi (σ-êiëüöi), ùî ìiñòèòü A;

(2) iñíó¹ ¹äèíà àëãåáðà (σ-àëãåáðà), ÿêà ìiñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíié
àëãåáði (σ-àëãåáði), ùî ìiñòèòü A.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Êiëüöå (σ-êiëüöå), ÿêå ìi-
ñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíîìó êiëüöi (σ-êiëüöi), ùî ìiñòèòü A, íàçè-
âà¹òüñÿ êiëüöåì (σ-êiëüöåì) ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ A. Àëãåáðà (σ-àëãåáðà),
ÿêà ìiñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíié àëãåáði (σ-àëãåáði), ùî ìiñòèòü A,
íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ (σ-àëãåáðîþ) ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ A.

Âïðàâà 2.9. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Äîâåäiòü, ùî A ¹ àëãåáðîþ, ÿêùî
âèêîíàíi óìîâè :

(1) X ∈ A;
(2) A ∪B ∈ A äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ A;
(3) A′ ∈ A äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ A.
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Ïiâêiëüöÿ òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïðè êîíñòðóþâàííi ìið äîâîäèòüñÿ ñïî÷à-
òêó âèçíà÷àòè ìiðó íà ñèñòåìàõ ìíîæèí, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè àáî àëãåáðàìè, à
¹ áiëüø çàãàëüíèìè ñòðóêòóðàìè.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Ñèñòåìà A íàçèâà¹òüñÿ
ïiâêiëüöåì, ÿêùî âèêîíàíi óìîâè:

(1) ∅ ∈ A;
(2) A ∩B ∈ A äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ A;
(3) äëÿ áóäü-ÿêèõ A ∈ A i B ∈ A, iñíó¹ òàêà äèç'þíêòíà ïîñëiäîâíiñòü

ìíîæèí (Pj)
n
j=1, ùî A \B =

⊔n
j=1 Pj.

Îçíà÷åííÿ 2.11. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Ñèñòåìà A íàçèâà¹òüñÿ
ïiâêiëüöåì ç îäèíèöåþ, ÿêùî A ¹ ïiâêiëüöåì i X ∈ A.

Ïðèêëàä 2.12. Íàçâåìî iíòåðâàëàìè íà äiéñíié ïðÿìié ìíîæèíè âèãëÿäó

(a, b), [a, b), (a, b], [a, b], (−∞, a), (−∞, a], (a,∞), [a,∞), (−∞,∞),

äå a, b ∈ R i a ≤ b. Ïðÿìîêóòíèêîì â R2 íàçâåìî äåêàðòiâ äîáóòîê ∆1 ×∆2

äâîõ äîâiëüíèõ iíòåðâàëiâ ∆1 i ∆2 â R. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà âñiõ
iíòåðâàëiâ íà ïðÿìié óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå. Òàêîæ ìíîæèíà âñiõ ïðÿìîêóòíè-
êiâ â R2 óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå.

Âïðàâà 2.13. Íåõàé Aj (j = 1, 2) - ïiâêiëüöÿ. Äîâåäiòü, ùî ñèñòåìà

{A1 × A2 | A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}
¹ ïiâêiëüöåì.

Âïðàâà 2.14. Íåõàé P - ïiâêiëüöå i P ∈ P. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíó äèç'þíêòèâíó
ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (Qj)

m
j=1 ïiäìíîæèí â P ìîæíà äîïîâíèòè åëåìåí-

òàìè Qm+1, . . . , Qn ç P òàêèì ÷èíîì, ùî P =
⊔n

j=1Qj.

Âïðàâà 2.15. Íåõàé P - ïiâêiëüöå i A1, . . . , An � åëåìåíòè ïiâêiëüöÿ P. Òîäi
â P iñíó¹ âïèñàíà â ñèñòåìó (Aj)

n
j=1 äèç'þíêòíà ñèñòåìà (Pj)

m
j=1, òàêà, ùî

äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà Jk ìíîæèíè 1, . . . ,m, ùî
Ak =

⊔
j∈Jk Pj.

Âïðàâà 2.16. Íåõàé P - ïiâêiëüöå i R � êiëüöå, ùî ïîðîäæåíå ïiâêiëüöåì
P. Òîäi R ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

⊔n
j=1 Pj, äå (Pj)

n
j=1 - äîâiëüíà

ñêií÷åííà äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü â P.
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2.1. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Ñèñòåìè ìíîæèí.

Çàäà÷à 2.17. Äîâåñòè, ùî

(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ. Òîäi, î÷åâè-
äíî, ùî x íàëåæèòü îäíié ç ìíîæèí A1, A2, B1, B2. Íåõàé x ∈ A1. (Iíøi òðè
âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.) Òîäi îáîâ'ÿçêîâî x íå íàëåæèòü B1∪B2.
Çîêðåìà, x /∈ B1. À öå îçíà÷à¹, ùî x ∈ (A1∆B1), òîáòî x íàëåæèòü ïðàâié
÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ. Âêëþ÷åííÿ äîâåäåíå.

Íåõàé f : X → Y - äåÿêà ôóíêöiÿ i A ⊂ X, B ⊂ Y . Òîäi ìíîæèíà

f(A) := {f(x) | x ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì ìíîæèíè A ïðè âiäîáðàæåííi f , à ìíîæèíà

f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B}

íàçèâà¹òüñÿ ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f .

Çàäà÷à 2.18. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2)

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1 ∪B2) = {x | f(x) ∈ B1 ∪B2} =

= {x | f(x) ∈ B1} ∪ {x | f(x) ∈ B2} = f−1(B1) ∪ f−1(B2).

Çàäà÷à 2.19. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2)

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1 ∩B2) = {x | f(x) ∈ B1 ∩B2} =

= {x | f(x) ∈ B1} ∩ {x | f(x) ∈ B2} = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

Çàäà÷à 2.20. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2)
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Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1 \B2) = {x | f(x) ∈ B1 \B2} =

= {x | f(x) ∈ B1} \ {x | f(x) ∈ B2} = f−1(B1) \ f−1(B2).

Çàäà÷à 2.21. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1∆B2) = f−1(B1)∆f
−1(B2).

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1∆B2) = f−1(B1 \B2) ∪ f−1(B2 \B1) =

=
(
f−1(B1) \ f−1(B2)

)
∪
(
f−1(B2) \ f−1(B1)

)
= f−1(B1)∆f

−1(B2).

Çàäà÷à 2.22. ßêùî dom f = X, òî

f−1(B′) = (f−1(B))′.

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B′) = f−1(Y \B) = f−1(Y ) \ f−1(B) = X \ f−1(B) = (f−1(B))′.

Çàäà÷à 2.23. Äîâåñòè, ùî

f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2)

Ðîçâ'ÿçîê.

f(A1 ∪ A2) = {f(x) | x ∈ A1 ∪ A2} =

= {f(x) | x ∈ A1} ∪ {f(x) | x ∈ A2} = f(A1) ∪ f(A2).

Çàäà÷à 2.24. Äîâåñòè, ùî ðiâíiñòü

f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2)

ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2 ⊂ X ëèøå , êîëè f - ií'¹êöiÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî f íå ¹ ií'¹êöiÿ. Äiéñíî,
ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹ ií'¹êöiÿ. Òîäi iñíóþòü x1, x2 ∈ X òàêi, ùî f(x1) = y =
f(x2) i x1 6= x2. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Aj = {xj}. Òîäi f(A1) ∩ f(A2) = {y}, à
f(A1 ∩ A2) = f(∅) = ∅.
ßêùî f - ií'¹êöiÿ i y ∈ f(A1) ∩ f(A2), òî f−1(y) ∈ A1 i f−1(y) ∈ A2, òîáòî

f−1(y) ∈ A1 ∩ A2. À, îòæå, y ∈ f(A1 ∩ A2). Òàêèì ÷èíîì

f(A1) ∩ f(A2) ⊂ f(A1 ∩ A2).
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Çàäà÷à 2.25. Äîâåñòè, ùî

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Ðîçâ'ÿçîê. Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî

A\(B∪C) = {x | (x ∈ A)∧(x /∈ (B∪C))} = {x | (x ∈ A)∧(x /∈ B)∧(x /∈ C)} =

{x | (x ∈ A \B) ∧ (x /∈ C)} = (A \B) \ C.

Çàäà÷à 2.26. Äîâåñòè, ùî

(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ (A1 \ (B1 ∪B2)) ∪ (A2 \ (B1 ∪B2))

i
(A1 \ (B1 ∪B2)) ⊂ A1 \B1

(A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ A2 \B2.

Îòæå,
(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2).

Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2, B1, B2. Òîìó âiðíî i
ñïiââiäíîøåííÿ

(B1 ∪B2) \ (A1 ∪ A2) ⊂ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2).

Ç îñòàííiõ äâîõ ñïiââiäíîøåíü îòðèìó¹ìî

(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) = [(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2)] ∪ [(B1 ∪B2) \ (A1 ∪ A2)] ⊂
⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2) ∪ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2) = (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Çàäà÷à 2.27. Äîâåñòè, ùî

(A1 ∩ A2)∆(B1 ∩B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ A1 ∩ A2 i x /∈ B1 ∩ B2. Òîäi, àáî x /∈ B1,
àáî x /∈ B2. Òîìó àáî x ∈ A1 \B1 àáî x ∈ A2 \B2. Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî

(A1 ∩ A2) \ (B1 ∩B2) ⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2).

Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2, B1, B2. Òîìó âiðíèì
¹ òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ

(B1 ∩B2) \ (A1 ∩ A2) ⊂ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2).

Ç îñòàííiõ äâîõ ñïiââiäíîøåíü îòðèìó¹ìî

(A1 ∩ A2)∆(B1 ∩B2) = [(A1 ∩ A2) \ (B1 ∩B2)] ∪ [(B1 ∩B2) \ (A1 ∩ A2)] ⊂
⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2) ∪ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2) = (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).
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Çëi÷åííi i íåçëi÷åííi ìíîæèíè.
Ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíîïîòóæíèìè, ÿêùî iñíó¹ ái¹êöiÿ f : A →

B. Ìíîæèíè, ÿêi ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ çëi-
÷åííèìè. Íåñêií÷åííi ìíîæèíè, ÿêi íå ¹ ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ
÷èñåë íàçèâàþòüñÿ íåçëi÷åííèìè. Ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë, ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
¹ çëi÷åííèìè. Ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ íåçëi÷åííèìè.
Ìíîæèíà (0, 1) ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó. Ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó ìàþòü
ìíîæèíè Rn i Cn.

Çàäà÷à 2.28. Äîâåñòè, ùî íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà çëi÷åíî¨ ìíîæèíè A ¹
çëi÷åííà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì äîñèòü äîâåñòè, ùî íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà B ⊂ N ¹
çëi÷åííà. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ f ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

f(1) = min{k ∈ N | k ∈ B}, f(n+ 1) = min{k ∈ B | k > f(n)}, n ∈ N.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñòðîãî çðîñòà¹, à òîìó ¹ ií'¹êòèâíèì. Î÷å-
âèäíî, ùî éîãî îáðàç ðiâíèé B. Îòæå, f - ái¹êöiÿ N íà B.

Çàäà÷à 2.29. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë ¹ çëi÷åííà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå äi¹ çà ôîðìóëîþ

f(n) :=

{
k, ÿêùî n = 2k − 1;
−k + 1, ÿêùî n = 2k.

¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè N íà Z. Îòæå, ìíîæèíà Z ¹ çëi÷åííà.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ íå áiëüø ÿê çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííà àáî
ñêií÷åííà.

Çàäà÷à 2.30. Äîâåñòè, ùî çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ íå áiëüø ÿê çëi÷åíèõ ìíî-
æèí ¹ ìíîæèíà íå áiëüø ÿê çëi÷åíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè An ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i
¹ íåïîðîæíi. Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê, òî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

B1 = A1, Bn+1 = An+1 \
(
∪n

j=1Aj

)
.

Âîíè âæå íå ïåðåòèíàþòüñÿ i êîæíà ç íèõ ¹ íå áiëüø ÿê çëi÷åííà. Ïîðîæíi
ìíîæèíè ìîæíà âèäàëèòè i çðîáèòè ïåðåíóìåðàöiþ.
Íåõàé A =

⊔∞
n=1An i An = {xn,k}∞(Nk)

k=1 . Íåõàé (pn)
∞
n=1 ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ

÷èñåë. Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ f : A→ N çà ôîðìóëîþ

f(xn,k) = pkn, n, k ∈ N.
Î÷åâèäíî, ùî f - ií'¹êöiÿ A → N. Îòæå, ìíîæèíà A ìà¹ ïîòóæíiñòü íåñêií-
÷åííî¨ ïiäìíîæèíè â N. Îñòàííÿ çãiäíî ç âæå äîâåäåíèì ¹ çëi÷åíîþ. Òîìó
çëi÷åíîþ ¹ i ìíîæèíà A.
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Çàäà÷à 2.31. Äåêàðòiâ äîáóòîê äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí ¹ çëi÷åííîþ ìíî-
æèíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé X = {xk}∞k=1 i Y = {yk}∞k=1. Òîäi

X × Y =
∞⋃
n=1

Bn,

äå
Bn := {(xn, xk)}∞k=1, n ∈ N.

Êîæíà ç ìíîæèí Bn ¹ çëi÷åííîþ. Îòæå, çëi÷åííîþ áóäå i ìíîæèíà X × Y .
(Ïåðåãëÿíóòè âñi çàäà÷i ç ðîçäiëó 1 çàäà÷íèêà Î. Ñòîðîæà. Íàïè-

ñàòè äåòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ 1.7 - 1.14. )

3. Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé A - ñèñòåìà ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. ×èñëîâó ôóí-
êöiþ

µ : A → R (µ : A → C)
íàçâåìî äiéñíîçíà÷íîþ (êîìïëåêñíîçíà÷íîþ) ìiðîþ, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííî
àäèòèâíîþ, òîáòî:

(1) äëÿ äîâiëüíî¨ äèç'þíêòèâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 â A, äëÿ ÿêî¨⊔∞

n=1An ∈ A, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(3.1) µ

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Çàóâàæåííÿ 3.2. ßêùî âèêîíàíà óìîâà (1), òî ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (3.1)
çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Äiéñíî, ç óìîâè (1) âèïëèâà¹, ùî âiä ïåðåñòàíîâêè

÷ëåíiâ ðÿäó
∞∑
n=1

µ(An) éîãî ñóìà íå çìiíþ¹òüñÿ. Ç îãëÿäó íà âiäîìó òåîðå-

ìó Ðiìàíà ïðî óìîâíî çáiæíi ðÿäè öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ðÿä
∞∑
n=1

µ(An) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

1. Íåâiä'¹ìíi ìiðè. Íåâiä'¹ìíèìè ìiðàìè ìè íàçâåìî ìiðè, ÿêi ïðèéìà-
þòü òiëüêè íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ (öå áóäå ïîêàçàíî çãîäîì), ùî
âèâ÷åííÿ äiéñíîçíà÷íèõ (êîìïëåêñíîçíà÷íèõ) ìið ìîæíà çâåñòè äî âèâ÷åííi
íåâiä'ìíèõ ìið. Çðîçóìiëî, ùî âèâ÷àòè íåâiä'ìíi ìiðè ïðîñòiøå, îñêiëüêè íàø
ïðàêòè÷íèé æèòò¹âèé äîñâiä â îñíîâíîìó áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi òàêèõ
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ìið (äîâæèíà, ïëîùà, îá'¹ì, âàãà, ìàñà). Òîìó ìè çîñåðåäèìî ñâîþ â ïåðøå
÷åðãó íà âèâ÷åííi íåâiä'¹ìíèõ ìið.

Â çàãàëüíîìó îçíà÷åííi ìiðè ìè íå âèñóâà¹ìî ÿêèõîñü âèìîã äî îáëàñòi âè-
çíà÷åííÿ ìiðè, îäíàê, ùîá îòðèìàòè áiëüø çìiñòîâíó òåîðiþ, íàì äîâåäåòüñÿ
äîìîâèòèñÿ, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìiðè ¹ ùîíàéìåíøå ïiâêiëüöåì. Âèÿâëÿ-
¹òüñÿ, ùî öå äóæå ñëàáêå îáìåæåííÿ, ÿêå íà ïðàêòèöi çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ.
I òàê, íåõàé P ïiâêiëüöå ïiäìíîæèí íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X. Çàóâàæèìî,

ùî ïiâêiëüöå P ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåâiä'¹ìíó
ìiðó

µ : P → [0,∞).

Íàñàìïåðåä âiäçíà÷èìî, ùî îáîâ'ÿçêîâî

(3.2) µ(∅) = 0.

Öå âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (3.1). Äiéñíî, ÿêùî ó ôîðìóëi (3.1) ïîêëàñòè An = ∅
ïðè âñiõ n ∈ N, òî ç îãëÿäó íà íåâiä'¹ìíiñòü ìiðè

µ(∅) =
∞∑
n=1

µ(An) ≥ µ(A1) + µ(A2) = 2µ(∅),

òîáòî µ(∅) ≤ 0, ùî ìîæëèâî ëèøå ïðè µ(∅) = 0.
1. Ñêií÷åííà àäèòèâíiñòü. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ äèç'þíêòèâíî¨ ïî-

ñëiäîâíîñòi (Aj)
n
j=1 â P , äëÿ ÿêî¨

⊔n
j=1Aj ∈ A, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(3.3) µ

(
n⊔

j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

µ(Aj).

Äîâåäåííÿ. Äîïîâíèìî äèç'þíêòèâíó ïîñëiäîâíiñòü (Aj)
n
j=1 äî äèç'þíêòèâíî¨

ïîñëiäîâíîñòi (Aj)
∞
j=1, ïîêëàäàþ÷è Aj = ∅ ïðè j > n. Îñêiëüêè ïðè j > n

µ(Aj) = µ(∅) = 0, òî ç ôîðìóëè (3.1) îòðèìó¹ìî, ùî

µ

(
n⊔

j=1

Aj

)
= µ

(
∞⊔
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

µ(Aj) =
n∑

j=1

µ(Aj).

�

2. Ìîíîòîííiñòü. ßêùî A,B ∈ P i A ⊂ B, òî µ(A) ≤ µ(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A,B ∈ P . Ç âëàñòèâîñòåé ïiâêiëüöÿ âèïëèâà¹, ùî â P iñíó¹
äèç'þíêòíà ñèñòåìà (Pj)

n
j=1, òàêà, ùî B \ A =

⊔n
j=1 Pj. Ïîêëàäåìî P0 := A.

Òîäi

B =
m⊔
j=0

Pj.
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Òîìó ç îãëÿäó íà ñêií÷åííó àäèòèâíiñòü ìiðè µ i ¨¨ íåâiä'¹ìíiñòü

µ(B) = µ

(
m⊔
j=0

Pj

)
=

m∑
j=0

µ(Pj) ≥ µ(P0) = µ(A).

�

Âïðàâà 3.3. Íåõàé P - ïiâêiëüöå, B ∈ P i (Pj)
n
j=1 ïîñëiäîâíiñòü â P. Òîäi

iñíó¹ äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü (Qk)
m
k=1 òàêà, ùî

B \

(
n⊔

j=1

Pj

)
=

m⊔
k=1

Qj.

Âïðàâà 3.4. Íåõàé P - ïiâêiëüöå, A ∈ P, (Aj)
∞
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â P i

A ⊂
⋃∞

j=1Aj. Òîäi iñíó¹ äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü (Bj)
∞
j=1 â P, äëÿ ÿêî¨

Bj ⊂ Aj äëÿ âñiõ j ∈ N i A =
⊔∞

j=1Bj.

3. Çëi÷åííà íàïiâàäèòèâíiñòü.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé A ∈ P, (Aj)
∞
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â P i A ⊂

⋃∞
j=1Aj. Òîäi

(3.4) µ(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

Äîâåäåííÿ. Ç âïðàâè 3.4 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü (Bj)
∞
j=1

â P , äëÿ ÿêî¨ Bj ⊂ Aj äëÿ âñiõ j ∈ N i A =
⊔∞

j=1Bj. Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi
ìiðè µ ìà¹ìî, ùî

µ (A) =
∞∑
j=1

µ(Bj).

Îñêiëüêè Bj ⊂ Aj, òî µ(Bj) ≤ µ(Aj) (j ∈ N). Òîìó

µ (A) =
∞∑
j=1

µ(Bj) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

�

4. Ñêií÷åííà íàïiâàäèòèâíiñòü. Íåõàé A ∈ P , (Aj)
n
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â

P i A ⊂
⋃n

j=1Aj. Òîäi

(3.5) µ(A) ≤
n∑

j=1

µ(Aj).
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Äîâåäåííÿ. Äîïîâíèìî ïîñëiäîâíiñòü (Aj)
n
j=1 äî ïîñëiäîâíîñòi (Aj)

∞
j=1, ïîêëà-

äàþ÷è Aj = ∅ ïðè j > n. Îñêiëüêè ïðè j > n µ(Aj) = µ(∅) = 0, òî ç ôîðìóëè
(3.4) îòðèìó¹ìî, ùî

µ(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj) =
n∑

j=1

µ(Aj).

�

Âïðàâà 3.6. Íåõàé P - ïiâêiëüöå, B ∈ P, (Aj)
n
j=1 - äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâ-

íiñòü â P i µ - íåâiä'¹ìíà ìiðà íà P. Äîâåñòè, ùî ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

(3.6)
n⊔

j=1

Aj ⊂ B =⇒
n∑

j=1

µ(Aj) ≤ µ(B).

Çîâíiøíà ìiðà. Äóæå âàæëèâèì ìîìåíòîì â òåîði¨ ìið ¹ ïðîöåñ ïîáóäî-
âè ìiðè. Âñÿ ñïðàâà â òîìó, ùî ïî÷àòêîâî ìiðó ìè çàäà¹ìî íà äîñèòü âóçüêié
ñèñòåìi åëåìåíòàðíèõ ìíîæèí (ïiâêiëüöi åëåìåíòàðíèõ ìíîæèí). À âæå ïiñëÿ
öüîãî ïåðåõîäèìî äî ïðîäîâæåííÿ ìiðè íà ìíîæèíè áiëüø ñêëàäíî¨ ïðèðîäè.
Íàïðèêëàä, çíàõîäæåííÿ ïëîùi ïðÿìîêóòíèêà ïðîáëåì íå âèêëèêà¹. Íàòî-
ìiñòü îáãðóíòóâàííÿ ôîðìóëè ïëîùi ïëîñêî¨ ôiãóðè, ùî îáìåæåíà ãëàäêîþ
êðèâîþ, ïîòðåáó¹ çíà÷íèõ çóñèëü. À ùî âæå êàçàòè ïðî çíàõîäæåííÿ ïëî-
ùi áiëüø ñêëàäíèõ ìíîæèí â R2. À ÿê áóòè ç n-âèìiðíèì îá'¹ìîì ñêëàäíèõ
ìíîæèí â Rn? Äîáðå áè áóëî ìàòè çàãàëüíèé ïiäõiä äî ïðîöåäóðè ïîáóäîâè
ìið, òî÷íiøå äî ïðîöåäóðè ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç ïiâêiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ ìíî-
æèí íà ÿêîìîãà ùèðøå σ-êiëüöå àáî øèðøó σ-àëãåáðó ìíîæèí. Íà ïî÷àòêó
20 ñòîëiòòÿ òàêèé ïiäõiä áóâ ðîçðîáëåíèé. Çíà÷íèé âêëàä â éîãî ðîçðîáêó
âíiñ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Àíði Ëåáåã. Çàïðîïîíîâàíó íèì ïðîöåäóðó ïðî-
äîâæåííÿ ìiðè ñòàëè íàçèâàòè ëåáåãîâèì ïðîäîæåííÿì ìiðè. Öåíòðàëüíèì
ïóíêòîì â ëåáåãîâîìó ïðîäîâæåííi ¹ ïîíÿòòÿ çîâíiøíî¨ (âåðõíüî¨) ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 3.7. Íåõàé íåâiä'¹ìíà ìiðà µ çàäàíà íà ïiâêiëüöi P ç îäèíèöåþ
X i A ⊂ X. Ïîñëiäîâíiñòü (Pj)

∞
j=1 â P íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì

ìíîæèíè A, ÿêùî A ⊂
⋃∞

j=1 Pj. Äëÿ äîâiëüíî¨ A ⊂ X ïîêëàäåìî

(3.7) µ∗(A) := inf
∞∑
j=1

µ(Pj),

äå òî÷íà íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ ïî âñåìîæëèâèõ çëi÷åííèõ ïîêðèòòÿõ
(Pj)

∞
j=1 ìíîæèíè A. Ôóíêöiÿ µ∗ íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíîþ ìiðîþ ïîáóäîâàíîþ

çà ìiðîþ µ; âîíà çàäàíà íà àëãåáði 2X âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X:

X ⊃ A 7→ µ∗(A) ∈ [0,∞).
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Âëàñòèâîñòi çîâíiøíî¨ ìiðè.

Òåîðåìà 3.8. Çîâíiøíà ìiðà âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(1) ∀A ∈ 2X 0 ≤ µ∗(A) ≤ µ(X);
(2) ∀A,B ∈ 2X A ⊂ B ⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B);
(3) ∀A ∈ P µ∗(A) = µ(A);
(4) çîâíiøíà ìiðà ¹ çëi÷åííî íàïiâàäèòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìíî-

æèí A,A1, . . . , An, . . . â X ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

(3.8) A ⊂
∞⋃
j=1

Aj =⇒ µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé A ⊂ X. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ïîêðèòòÿ (Pj)
∞
j=1 ìíî-

æèíè A
∞∑
j=1

µ(Pj) ≥ 0,

òî ç îçíà÷åííÿ òî÷íî¨ íèæíüî¨ ãðàíi âèïëèâà¹, ùî µ∗(A) ≥ 0. Ðîçãëÿíåìî
ïîñëiäîâíiñòü (Pj)

∞
j=1, ùî çàäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

P1 := X, Pj := ∅, j ≥ 2.

Âîíà ¹ çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A. Îñêiëüêè µ(∅) = 0, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Pj) = µ(P1) = µ(X).

(2) Íåõàé A ⊂ B ⊂ X. Îñêiëüêè êîæíå ïîêðèòòÿ ìíîæèíè B ¹ òàêîæ
ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A, òî µ∗(A) ≤ µ∗(B).
(3). Íåõàé A ∈ P . Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (Pj)

∞
j=1, ùî çàäàíà íàñòóïíèì

÷èíîì

P1 := A, Pj := ∅, j ≥ 2.

Âîíà ¹ çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A. Îñêiëüêè µ(∅) = 0, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Pj) = µ(P1) = µ(A).

Ïðèïóñòèìî, ùî (Pj)
∞
j=1 ¹ äîâiëüíèì çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A. Òîäi

ç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹, ùî

µ(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Pj).

Îòæå, µ(A) ≤ µ∗(A). Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî µ∗(A) = µ(A).
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(4) Íåõàé ìíîæèí A,A1, . . . , An, . . . ìíîæèíè â X i A ⊂
⋃∞

j=1Aj ßêùî

ðÿä
∞∑
j=1

µ∗(Aj) ðîçáiæíèé, òî íåðiâíiñòü, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî,

ùî âêàçàíèé ðÿä çáiæíèé. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
çîâíiøíî¨ ìiðè äëÿ êîæíîãî j ∈ N iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Pj,k)

∞
k=1 â P òàêà, ùî

Aj ⊂
⋃∞

k=1 Pj,k i
∞∑
k=1

µ(Pj,k) ≤ µ∗(Aj) +
ε

2j
.

Îñêiëüêè

A ⊂
∞⋃
j=1

Aj ⊂
∞⋃
j=1

∞⋃
k=1

Pj,k,

òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

∞∑
k=1

µ(Pj,k) ≤
∞∑
j=1

(
µ∗(Aj) +

ε

2j

)
= ε+

∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0

µ∗(A) ≤ ε+
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj). �

Çàóâàæåííÿ 3.9. Ç òåîðåìè 3.8 âèïëèâà¹ , ùî çîâíiøíà ìiðà ¹ òàêîæ ñêií-
÷åííî íàïiâàäèòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A,A1, . . . , An, . . . â X
ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

(3.9) A ⊂
n⋃

j=1

Aj =⇒ µ∗(A) ≤
n∑

j=1

µ∗(Aj).

Ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè. Íà ïî÷àòêó 20 ñòîëiòòÿ ôðàíöóçñüêèé ìà-
òåìàòèê Àíði Ëåáåã çàïðîïîíóâàâ ñïîñiá ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç ïiâêiëüöÿ íà
σ-àëãåáðó. Ïiçíiøå îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi ïðîäîâæåííÿ ìiðó ñòàëè íàçèâàòè
ëåáåãîâèì ïðîäîâæåííÿì ìiðè. Îïèøåìî ñóòü iäå¨ Ëåáåãà.
Çàôiêñó¹ìî äåÿêó ìiðó µ íà ïiâêiëüöi P ç îäèíèöåþ X. Íåõàé µ∗ - çîâíiøíà

ìiðà ïîáóäîâàíà çà ìiðîþ µ.

Îçíà÷åííÿ 3.10. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Uµ ìíîæèíó âñiõ ïiäìíîæèí â X äëÿ
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(3.10) µ∗(A) + µ∗(A′) = µ(X).

Òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè.
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Òåîðåìà 3.11. Uµ ¹ σ-àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ X, à çâóæåííÿ µ̃ := µ∗|Uµ çîâíi-
øíî¨ ìiðè µ∗ íà Uµ ¹ ìiðîþ.

Ìiðà µ̃ íàçèâà¹òüñÿ ëåáåãîâèì ïðîäîâæåííÿì ìiðè µ, à åëåìåíòè àëãåáðè
Uµ íàçèâàþòüñÿ âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì ìíîæèíàìè.

Äîâåäåííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå òåîðåìè ¹ äîâãèì i äîâîëi ñêëàäíèì. Çà
áðàêîì ÷àñó ìè éîãî ðîçãëÿäàòè íå áóäåìî.
Òðåáà âiäçíà÷èòè, ùî Ëåáåã ñôîðìóëþâàâ ñâîþ òåîðåìó â ìåíø çàãàëüíîìó

âèãëÿäi. À âëàñíå, âií ðîçãëÿäàâ âèïàäîê, êîëè X = [a, b], P - ïiâêiëüöå âñiõ
iíòåðâàëiâ ïðîìiæêó [a, b], à ìiðà µ - äîâæèíà iíòåðâàëà, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî
iíòåðâàëà ∆ ⊂ [a, b] ç êiíöÿìè α, β

µ(∆) = |β − α|.
(Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îñòàííÿ ôîðìóëà çàäà¹ ìiðó, òîáòî µ ¹ çëi÷åííî àäèòèâíîþ.)
Îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi ìiðó ñòàëè íàçèâàòè ìiðîþ Ëåáåãà íà âiäðiçêó [a, b], à
ìíîæèíè ç UL âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì. Äîìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè ìiðó Ëåáåãà íà
âiäðiçêó ÷åðåç ÷åðåç µ1.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ âèìiðíèõ ìíîæèí A ⊂ [a, b]

µ1(A) = µ∗(A) = inf
A⊂∪∞

j=1Pj

∞∑
j=1

µ(Pj),

òî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ìiðà µ1(A) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðîìiæêà [a, b], òîá-
òî ìiðó Ëåáåãà ìîæíà ðîçãëÿäàòè íà âñiõ îáìåæåíèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì
ìíîæèíàõ. Áiëüøå òîãî, ¨¨ ìîæíà ïîøèðèòè íà σ-àëãåáðó

U(µ1) := {A ⊂ R | ∀n ∈ N A ∩ [−n, n] âèìiðíà çà Ëåáåãîì},
ïîêëàäàþ÷è

µ1(A) := sup
n∈N

µ1(A ∩ [−n, n]).

Çàóâàæèìî, ùî â U(µ1) ¹ ìíîæèíè íåñêií÷åííî¨ ìiðè. Ïðè öüîìó µ1 ¹ σ-
àäèòèâíîþ, òîáòî

(3.11) µ1

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µn(An).

Òiëüêè òåïåð ðiâíiñòü (3.11) ïîòðiáíî ðîçóìiòè â áiëüø çàãàëüíîìó ñåíñi. À
âëàñíå, îáèäâi ÷àñòèíè ìîæóòü îäíî÷àñíî áóòè ðiâíèìè ∞.
Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ìiðó Ëåáåãà â Rn. À âëàñíå, íåõàé X = [a, b]n

- n-âèìiðíèé êóá â Rn, P - ïiâêiëüöå âñiõ n-âèìiðíèõ ïàðàëåïiïåäiâ â X, à ìiðà
µ - îá'¹ì (â Rn) ïàðàëåïiïåäà P , òîáòî

µ(P ) =
n∏

j=1

|Pj|, P = P1 × · · ·Pn,
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|Pj| - äîâæèíà iíòåðâàëà Pj. (Îñòàííÿ ôîðìóëà äiéñíî çàäà¹ ìiðó, òîáòî µ ¹
çëi÷åííî àäèòèâíîþ.)
Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè îòðèìó¹ìî ìiðó Ëå-

áåãà µn íà äîâiëüíîìó êóái â Rn, à ïîòiì ïîøèðþ¹ìî ¨¨ íà σ-àëãåáðó

U(µn) := {A ⊂ R | ∀j ∈ N A ∩ [−j, j]n âèìiðíà çà Ëåáåãîì},

ïîêëàäàþ÷è
µn(A) := sup

j∈N
µn(A ∩ [−j, j]n).

Çðîçóìiëî, ùî â U(µn) ¹ ìíîæèíè íåñêií÷åííî¨ ìiðè, àëå µn ¹ σ-àäèòèâíîþ,
òîáòî

(3.12) µn

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µn(An).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ìiðó Ëåáåãà íà êîëi, íà êðèâèõ, íà n-
âèìiðíié ñôåði, íà òîði, íà äîñèòü ãëàäêèõ ïîâåðõíÿõ. Âiäïîâiäíi ìiðè íà-
çèâàþòüñÿ ìiðàìè Ëåáåãà.

4. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Íåõàé ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ
ïîâíîþ, ÿêùî

∀A ∈ A (µ(A) = 0) =⇒ (∀B ⊂ A (B ∈ A) ∧ (µ(B) = 0)) .

Âïðàâà 4.2. Äîâåñòè, ùî ìiðà Ëåáåãà µn â Rn ¹ ïîâíîþ.

Çàäà÷à 4.3. Äîâåñòè, ùî ìiðà µn äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ìíîæè-
íè â Rn ðiâíà íóëåâi.

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê çëi÷åííî¨ ìíîæèíè. Íåõàé A çëi-
÷åííà ìíîæèíà. Òîäi ¨¨ ìîæíà çàíóìåðóâàòè, òîáòî A = {xj}∞j=1. Òîäi A ¹
çëi÷åííèì äèç'þíêòèâíèì îá'¹äíàííÿì îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí:

A =
∞⊔
j=1

{xj}.

Îñêiëüêè îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {xj} ¹ n-âèìiðíèõ ïàðàëåïiïåäîì íóëüîâî¨
ìiðè, òî ç çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

µn(A) =
∞∑
j=1

µn({xj}) = 0.
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Çàäà÷à 4.4. Çíàéäiòü ìiðó Ëåáåãà µ1 ìíîæèíè

A := {x ∈ (0, 1) | x− ðàöiîíàëüíå ÷èñëî}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà. À òîìó âîíà âèìiðíà çà ìiðîþ µ1 i

µ1(A) = 0.

Çàäà÷à 4.5. Çíàéäiòü ìiðó Ëåáåãà µ2 ìíîæèíè

A := {(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ Q}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà. Äiéñíî, âîíà ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì
äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí. Òîìó A ¹ µ2 - âèìiðíà i

µ2(A) = 0.

Çàäà÷à 4.6. Çíàéäiòü ìiðó µ2 Ëåáåãà ìíîæèíè

A := {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, y ∈ Q}.

Ðîçâ'ÿçîê.ÌíîæèíóA ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî äèç'þíêòèâíîãî
îá'¹äíàííÿ

A =
∞⊔
r∈Q

Ar,

äå Ar = [0, 1] × [r, r]. Êîæíà ìíîæèíà Ar ¹ ïðÿìîêóòíèêîì íóëüîâî¨ ïëîùi,
òîáòî µ2(Ar) = 0. Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi ìiðè µ2 âèïëèâà¹, ùî

µ2(A) =
∞∑
r∈Q

µ2(Ar) = 0.

Çàäà÷à 4.7. Çíàéäiòü ìiðó Ëåáåãà µ1 ìíîæèíè

A :=
∞⋃
n=1

[1/n, 1 + 1/n].

Ðîçâ'ÿçîê. Íàìàëþâàâøè äåêiëüêà âiäðiçêiâ [1/n, 1 + 1/n] íåâàæêî ïîìi-
òèòè, ùî A = (0, 2]. Òoìó µ1(A) = 2.

Çàäà÷à 4.8. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A :=
∞⋃
n=1

[n, n+ 2−n]

¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ ìiðó Ëåáåãà µ1.
20



Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. À çëi-
÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, A
¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
Íàìàëþâàâøè äåêiëüêà âiäðiçêiâ [n, n + 2−n] ìè áà÷èìî, ùî âîíè ïîïàðíî

íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîìó

µ1(A) =
∑
n∈N

µ1([n, n+ 2−n]) =
∑
n∈N

2−n = 1.

Çàäà÷à 4.9. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A :=
∞⋃
n=1

(n, n+ 2−n+2)

¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ1 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. À çëi-
÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, A
¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
Íàìàëþâàâøè äåêiëüêà âiäðiçêiâ (n, n+ 2−n+2) ìè áà÷èìî:

∆1 = (1, 3), ∆2 = (2, 3), ∆3 = (3, 3 + 1/2), ∆3 = (4, 4 + 1/4), ...

Îòæå,

A = (1, 3)
⋃(

∞⋃
j=3

∆j

)
.

Âèäíî, ùî öå îá'¹äíàííÿ ¹ äèç'þíêòèâíèì. Òîìó

µ1(A) = 2 +
∞∑
j=3

µ1(∆j) = 2 +
∑
n∈N

2−n = 3.

Çàäà÷à 4.10. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := (−2, 5]
⋃(

∞⋃
n=1

(
(n, n+ 2−n) \Q

))
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ1 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ i êîæíà
çëi÷åííà ìíîæèíà ¹ áîðåëiâñüêîþ (ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ çàìêíåíèõ ìíî-
æèí). Îòæå, êîæíà ìíîæèíà

A0 := (−2, 5], An = (n, n+ 2−n) \Q
¹ áîðåëiâñüêîþ. À çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ
ìíîæèíîþ. Îòæå, A ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíè An ïðè n ≥ 1 ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Àëå,
äåÿêi ç íèõ ïåðåòèíàþòüñÿ ç A0. Áiëüøå òîãî,

Aj ⊂ A0 ïðè j ≤ 4

i
A0 ∩ Aj = ∅ ïðè j ≥ 5.

Òîìó

A = (−2, 5]
⊔(

∞⊔
n=5

Aj

)
.

Îñêiëüêè µ1(Q) = 0, òî

µ1(An) = µ1((n, n+ 2−n)) = 2−n.

Òîìó

µ1(A) = 7 +
∞∑
j=5

2−j = 7 + 2−4.

Çàäà÷à 4.11. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := (−3, 0)
⋃(

∞⋃
n=1

(1/(n+ 1), 1/n)

)
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ1 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ Êðiì òî-
ãî, çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. Îòæå,
A ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî

A = ((−3, 0) ∪ (0, 1)) \ {1/n}n∈N.

Îñêiëüêè µ1-ìiðà çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ðiâíà íóëåâi, òî

µ1(A) = 4.

Çàäà÷à 4.12. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, x) ∈ R2 | x ∈ R}

¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, à, îòæå, áîðåëiâñüêîþ. Ïîêàæåìî,
ùî ¨¨ µ2-ìiðà ðiâíà íóëåâi. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An := {(x, x) ∈ R2 | x ∈ [n, n+ 1)}, n ∈ N.
Î÷åâèäíî, ùî

A =
⊔
n∈Z

An.

ßêùî äëÿ âñiõ n ∈ N µ2(An) = 0, òî

µ2(A) =
∑
n∈Z

µ2(An) = 0.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N µ2(An) = 0. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi n ∈ Z,m ∈ N.
î÷åâèäíî, ùî íàáið êâàäðàòiâ

Pn,j := [n+ (j − 1)/m, n+ j/m]2, j = 1, . . . ,m.,

ïîêðèâà¹ ìíîæèíó An. Òîìó

µ2(An) ≤
n∑

j=1

µ2(Pn,j) = m · 1

m2
=

1

m
.

Ç äîâiëüíîñòi ÷èñëà m ∈ N âèïëèâà¹, ùî

µ2(An) = 0.

Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè, ùî µ2(A) = 0.

Çàäà÷à 4.13. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | y = kx, k ∈ N}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíè

Ak := {(x, y) ∈ R2 | y = kx}, k ∈ N ∈,
¹ çàìêíåíi, à, îòæå, áîðåëiâñüêi. À çëi÷åíå îá'¹äíàííÿ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ¹
ìíîæèíà áîðåëiâñüêà. Òîìó A ¹ áîðåëiâñüêîþ. Ïîêàæåìî, ùî ¨¨ µ2-ìiðà ðiâíà
íóëåâi. Ïîäiáíî ÿê i â ïîïåðåäíié çàäà÷i, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ êîæíî¨
Ak µ2-ìiðà ðiâíà íóëåâi. Âèêîðèñòîâóþ÷è çëi÷åííó íàïiâàäèòèâíiñòü ìiðè µn,
ìà¹ìî

µ2(A) ≤
∑
k∈N

µ2(Ak) = 0,

òîáòî µ2(A) = 0.

Ìiðè Ëåáåãà i Æîðäàíà. Ìiðà Ëåáåãà ¹ ïðîäîâæåííÿì ìiðè Æîðäàíà.
Êîæíà ìíîæèíà A, ÿêà âèìiðíà çà Æîðäàíîì ¹ âèìiðíà çà Ëåáåãîì i ìiðà
Ëåáåãà ìíîæèíè A çáiãà¹òüñÿ ç ìiðîþ Æîðäàíà ìíîæèíè A.
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Çàäà÷à 4.14. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, 1], 0 ≤ |y| ≤ x2}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, à, îòæå, áîðåëiâñüêîþ. Âîíà âèìiðíà
çàÆîðäàíîì. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiðè µ2(A) ìîæíà âèêîðèñòàòè iíòåãðàë
Ðiìàíà.

µ2(A) = 2

∫ 1

0

x2 dx = 2/3.

Çàäà÷à 4.15. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, π], 0 ≤ y ≤ sinx}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, à, îòæå, áîðåëiâñüêîþ. Âîíà âèìiðíà
çàÆîðäàíîì. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiðè µ2(A) ìîæíà âèêîðèñòàòè iíòåãðàë
Ðiìàíà.

µ2(A) =

∫ π

0

sinx dx = 2.

Çàäà÷à 4.16. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, 4π], 0 ≤ |y| ≤ | cosx|}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ. Äiéñíî, íåõàé ((xn, yn))n∈N çáiæíà
ïîñëiäîâíiñòü â ìíîæèíi A i xn → x i yn → y. Äëÿ äîâåäåííÿ çàìêíåíîñòi
ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òî÷êà (x, y) íàëåæèòü ìíîæèíi A. Îñêiëüêè

0 ≤ |yn| ≤ | cosxn|, n ∈ N,
òî, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ìîäóëÿ i ôóíêöi¨ cos i çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé
ïåðåõiä â íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî

0 ≤ |y| ≤ | cosx|,
òîáòî (x, y) ∈ A. Çàìêíåíiñòü ìíîæèíè A äîâåäåíà.
Ìíîæèíà A ¹ êðèâîëiíiéíîþ òðàïåöi¹þ, ùî îáìåæåíà íåïåðåðâíèìè êðè-

âèìè. Òîìó âîíà âèìiðíà çà Æîðäàíîì i ¨¨ ìiðó Æîðäàíà (= µ2(A)) ìîæíà
çíàéòè ç äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Ðiìàíà. Çðîáèâøè ìàëþíîê, ç âðàõóâàííÿì
ñèìåòði¨ ìíîæèíè A ñòîñîâíî îñi Ox i ïåðiîäè÷íîñòi ôóíêöi¨ cos, îòðèìó¹ìî,
ùî

µ2(A) = 2

∫ 4π

0

| cosx| dx = 16

∫ π/2

0

cosx dx = 16.
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Çàäà÷à 4.17. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2, |x|+ |y| ≤ 2}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê.Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ. Äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ
â ïîïåðåäíié çàäà÷i. Ìíîæèíà A êâàäðàòîì, â ÿêîìó âèðiçàíî êðóã. Çíàéòè
ïëîùó ëåãêî (çíàéäiòü ñàìîñòiéíî).
Êîíñòðóþâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ìíîæèí.

Çàäà÷à 4.18. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = 1,
⋃
n∈N

An = [0,∞).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

An := [n− 1, n], n ∈ N

Çàäà÷à 4.19. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = 1,
⋃
n∈N

An = R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

A2n−1 := [n− 1, n], A2n = [−n,−n+ 1], n ∈ N

Çàäà÷à 4.20. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = +∞,
⋂
n∈N

An = ∅.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

An := [n,∞), n ∈ N.

Çàäà÷à 4.21. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = +∞,
⋂
n∈N

An = N.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

An := [n,∞) ∪ N, ∈ N.
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5. Ëåêöiÿ. Âèìiðíi ôóíêöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé X - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äîìîâèìîñÿ ÷åðåç B(X)
ïîçíà÷àòè íàéìåíøó σ-àëãåáðó â X, ùî ìiñòèòü âñi âiäêðèòi i çàìêíåíi
ìíîæèíè. Ìíîæèíè àëãåáðè B(X) íàçèâàþòüñÿ áîðåëiâñüêèìè ìíîæèíàìè
â X.

Çàóâàæèìî, ùî âñi çëi÷åíi àáî ñêií÷åííi ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
¹ áîðåëiâñüêèìè. Çëi÷åííi àáî ñêií÷åííi îá'¹äíàííÿ iíòåðâàëiâ (ïàðàëåïiïåäiâ
â Rn) ¹ áîðåëiâñüêèìè ìíîæèíàìè â R (Rn).

Ñòðóêòóðà ìíîæèí àëãåáðè U(µn).

Òåîðåìà 5.2. Êîæíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà A ∈ B(Rn) íàëåæèòü àëãåáði
U(µn), òîáòî B(Rn) ⊂ U(µn). ßêùî A ∈ U(µn), òî:

(1) iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà B ⊂ A òàêà, ùî µn(A \B) = 0.
(2) ó âèïàäêó µn(A) < ∞ äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 â Rn iñíóþòü êîìïàêò F

i âiäêðèòà ìíîæèíà O òàêi, ùî F ⊂ A ⊂ O i µn(O \ F ) < ε.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ìíîæèíà A ∈ U(µn) îá'¹äíàííÿì áîðåëiâñüêî¨ ìíîæè-
íè i ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 5.3. Ïðîñòîðîì ç ìiðîþ íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà (X,U , µ), äå X -
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, U - êëàñ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, µ - íåâiä'¹ìíà ìiðà,
ùî çàäàíà íà U . Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî

∀A ∈ U ∀B ⊂ A (µ(A) = 0) ⇒ (B ∈ U ∧ µ(B) = 0)

ßêùî íå ñêàçàíå ïðîòèëåæíå, òî ïiä ïðîñòîðîì ç ìiðîþ ìè áóäåìî ââàæàòè
òðiéêà (X,U , µ), â ÿêié U - σ-àëãåáðà, à µ - ïîâíà ìiðà.

Âïðàâà 5.4. Êîæíà ìíîæèíà A ∈ U(µn) íóëüîâî¨ ìiðè ìiñòèòüñÿ â áîðå-
ëiâñüêié ìíîæèíi íóëüîâî¨ µn-ìiðè.

Íåïåðåðâíiñòü ìiðè.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ) i (An)n∈N ìîíîòîííà
ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí â U . Òîäi

lim
n→∞

µ(An) = µ( lim
n→∞

An).

Çîêðåìà, äëÿ ìîíîòîííî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→∞

µ(An) = µ(
∞⋂
n=1

An),
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à äëÿ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N

lim
n→∞

µ(An) = µ(
∞⋃
n=1

An).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ìîíîòîííî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

B =
∞⋂
n=1

An, Bn = An \ An+1, n ∈ N.

Òîäi

An =

(
∞⊔
k=n

Bk

)⊔
B.

Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi ìiðè µ âèïëèâà¹, ùî

µ(An) = µ(B) +
∞∑
k=n

µ(Bk).

Çi çáiæíîñòi ðÿäó âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

∞∑
k=n

µ(Bk) = 0.

À, îòæå,

lim
n→∞

µ(An) = µ(B) = µ(
∞⋂
n=1

An) = µ( lim
n→∞

An).

Âèïàäîê ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. �
Îçíà÷åííÿ 5.6. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ), f : X → R. Ôóí-
êöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ µ- âèìiðíîþ, ÿêùî ïðîîáðàç êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíî-
æèíè A ∈ B(R) ¹ ìíîæèíà âèìiðíà, òîáòî f−1(A) ∈ U . Ìíîæèíó âñiõ µ-
âèìiðíèõ ôóíêöié ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç V(X,µ).

Îçíà÷åííÿ 5.7. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ), f : X → R i λ ∈ R.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {f < λ} ïðîîáðàç ìíîæèíè (−∞, λ) ïðè âiäîáðàæåííi f ,
òîáòî

{f < λ} = {x ∈ X | f(x) < λ}.
Àíàëîãi÷íî îçíà÷ó¹ìî ìíîæèíè {f ≤ λ}, {f > λ} i {f ≥ λ}. Âñi òàêi ìíî-
æèíè íàçèâàþòü ëåáåãîâèìè ìíîæèíàìè.

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ) i f : X → R. Ùîá
ôóíêöiÿ f áóëà µ-âèìiðíà íåîáõiäíî i äîñèòü, ùî âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

∀λ ∈ R {f < λ} ∈ U .
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâîA âñiõ ïiäìíîæèíA ⊂ R òàêèõ, ùî f−1(A) ∈
U .Îñêiëüêè îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïðîîáðàçó êîìóòó¹ ç óñiìà òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè
îïåðàöiÿìè, òî A ¹ σ-àëãåáðîþ (áî òàêîþ ¹ U). Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî
A ìiñòèòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó (−∞, λ), λ ∈ R. Îñêiëüêè A ¹ σ-àëãåáðîþ, òî
âîíà ìiñòèòü òàêîæ ìíîæèíè âèãëÿäó

(−∞, a] =
⋂
n∈N

(−∞, a+ 1/n), a ∈ R,

à, îòæå, i ìíîæèíè
(a, b) = (−∞, b) \ {−∞, a],

à, îòæå, âñi âiäêðèòi ìíîæèíè, à, îòæå, i âñi áîðåëiâñüêi ìíîæèíè. Òàêèì
÷èíîì, B(R) ⊂ A. Çâiäêè (äèâ. îçíà÷åííÿ) âèïëèâà¹, ùî f ∈ V(X,µ). �

Òåîðåìà 5.9. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ. Òîäi V(X,µ) ¹ ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V(X,µ) i a ∈ R. Òîäi (f + a) ∈ V(X,µ). Äiéñíî, äëÿ
äîâiëüíèõ λ ∈ R

{f + a < λ} = {f < λ− a} ∈ U .
ßêùî a = 0, òî af ≡ 0, à, îòæå, af ∈ V(X,µ). ßêùî a > 0, òî äëÿ äîâiëüíèõ
λ ∈ R

{af < λ} = {f < λ/a} ∈ U .
ßêùî a < 0 òî äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R

{af < λ} = {f > λ/a} ∈ U .
Òàêèì ÷èíîì

∀f ∈ V(X,µ) ∀a ∈ R af ∈ V(X,µ).
Íåõàé f, g ∈ V(X,µ). Îñêiëüêè, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,

{f < g} =
⋃
r∈Q

{f < r} ∩ {r < g} ∈ U ,

òî äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R
{f + g < λ} = {f < −g + λ} ∈ U

(áî (−g + λ) ∈ V(X,µ) ç îãëÿäó íà âæå äîâåäåíå), òîáòî f + g ∈ V(X,µ).
Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Îçíà÷åííÿ 5.10. Ôóíêöiÿ φ : R → R íàçèâà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî ïðî-
îáðàç êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè ¹ ìíîæèíà áîðåëiâñüêà.
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Âïðàâà 5.11. Äîâåäiòü, ùî:
(1) âñi íåïåðåðâíi íà R ôóíêöi¨ ¹ áîðåëiâñüêèìè;
(2) âñi ìîíîòîííi ôóíêöi¨ íà R ôóíêöi¨ ¹ áîðåëiâñüêèìè;
(3) ôóíêöiÿ x 7→ 1/x (ùî çàäàíà íà R \ {0}) ¹ áîðåëiâñüêîþ.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé f ∈ V(X,µ), à ôóíêöiÿ φ : R → R ¹ áîðåëiâñüêà. ßêùî
ran f ⊂ domφ, òî êîìïîçèöiÿ g(x) := φ(f(x)) ¹ µ-âèìiðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ B(R). Îñêiëüêè
g−1(A) := {x ∈ R | φ(f(x)) ∈ A} = {x ∈ R | f(x) ∈ φ−1(A)} = f−1(φ−1(A))

i ôóíêöiÿ φ : R → R ¹ áîðåëiâñüêà, òî f−1(φ−1(A)) ∈ U . Îòæå, g ¹ µ-âèìiðíîþ.
�

Íàñëiäîê 5.13. ßêùî f ∈ V(X,µ), òî f 2, |f |, sign f ¹ µ-âèìiðíèìè. À ÿêùî
g íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òî 1/g ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Òåîðåìà 5.14. ßêùî f, g ∈ V(X,µ) òî fg ∈ V(X,µ). À ÿêùî g íå îáåðòà¹-
òüñÿ â íóëü, òî i ÷àñòêà f/g ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f, g ∈ V(X,µ). Ç íàñëiäêó i ðiâíîñòi

fg =
1

4
((f + g)2 − (f − g)2))

âèïëèâà¹, ùî fg ∈ V(X,µ). ßêùî g íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òî çãiäíî íàñëiäêó
1/g ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ . Òîìó ÷àñòêà f/g ¹ äîáóòêîì µ-âèìiðíèõ ôóíêöié,
à, îòæå, âîíà òåæ ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ. �
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié ¹ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Òåîðåìà 5.15. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨ f , òî f ∈ V(X,µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà òåîðåìè. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå λ i ïîêàæå-
ìî, ùî ëåáåãîâà ìíîæèíà {f < λ} íàëåæèòü U . Âñå äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî
âñòàíîâëåííÿ ðiâíîñòi

{f < λ} =
∞⋃
k=1

∞⋃
n=1

⋂
m>n

{fm < λ− 1/k}.

Ïðèïóñòèìî, ùî x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi. Òîäi f(x) < λ. Ïðè äåÿêîìó δ > 0
ìè ìà¹ìî, ùî

f(x) < λ− 2δ,

Ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi âèïëèâà¹, ùî ïðè äåÿêèõ m0, k0 ∈ N
fm(x) < f(x) + δ, 1/k < δ, m > m0, k > k0.
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Òîìó
fm(x) < f(x) + δ < λ− δ < λ− 1/k, m > m0, k > k0.

Îòæå, ïðè k > k0 x íàëåæèòü ìíîæèíi⋂
m>m0

{fm < λ− 1/k},

òîáòî x íàëåæèòü ïðàâié ÷àñòèíi.
Ïðèïóñòèìî, ùî x íàëåæèòü ïðàâié ÷àñòèíi. Òîäi ïðè äåÿêèõ m0, k0 ∈ N

fm(x) < λ− 1/k, m > m0, k > k0.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè m→ ∞ îòðèìó¹ìî, ùî

f(x) ≤ λ− 1/k < λ,

òîáòî x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi. Ðiâíiñòü äîâåäåíà. Îñêiëüêè âñi ìíîæèíè
{fm < λ − 1/k} ¹ âèìiðíi, òî âèìiðíîþ ¹ i ìíîæèíà {f < λ} (áî U ¹ σ-
àëãåáðîþ).

�
µ-åêâiâàëåíòíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 5.16. Ôóíêöi¨ f, g : X → R (ÿêi çàäàíi íà âñüîìó X) íàçèâàþ-
òüñÿ µ-åêâiâàëåíòíèìè (ñêîðî÷åíî f ∼ g), ÿêùî ìíîæèíà {x ∈ X | f(x) 6=
g(x)} ìà¹ ìiðó 0.

Òåîðåìà 5.17. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ i ìiðà µ ¹ ïîâíà. Íåõàé
ôóíêöi¨ f, g : X → R (ÿêi çàäàíi íà âñüîìó X) ¹ µ-åêâiâàëåíòíèìè. ßêùî
f ∈ V(X,µ), òî g ∈ V(X,µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà òåîðåìè. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå λ. Íåõàé

A := {f < λ}, B := {g < λ}.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî

A \B,B \ A ⊂ {x | f(x) 6= g(x)}.
Îòæå, A \B i B \A ¹ âèìiðíèìè ìíîæèíàìè íóëüîâî¨ ìiðè. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ÿêùî A ∈ U , òî i B ∈ U . Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Âïðàâà 5.18. Ïîêàæiòü, ùî íà ïðîñòîði V(X,µ) âiäíîøåííÿ f ∼ g ¹ âiäíî-
øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü.

Îçíà÷åííÿ 5.19. Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f : X → R, ÿêùî

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

äëÿ âñiõ x ∈ X çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, ìíîæèíè íóëüîâî¨ µ-ìiðè.
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Âïðàâà 5.20. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå
ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f : X → R, òî f ∈ V(X,µ).

Òåîðåìà �ãîðîâà.

Îçíà÷åííÿ 5.21. Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ìàéæå ðiâíîìiðíî, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ âè-
ìiðíà ìíîæèíà Xδ òàêà, ùî:

(1) µ(Xδ) < δ;
(2) íà ìíîæèíi X \Xδ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî.

�ãîðîâ âñòàíîâèâ (ïîíàä ñòî ðîêiâ òîìó), ùî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5.22. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ i µ(X) < ∞. ßêùî ïîñëi-
äîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ f ∈ V(X,µ),
òî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî f ìàéæå ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ âñþäè íà X. Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê, òî öüîãî ìîæíà äîáè-
òèñÿ øëÿõîì âèëó÷åííÿ ç X ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Em
n =

⋂
k>n

{x | |fk(x)− f(x)| < 1/m}, n,m ∈ N.

Âñi âîíè ¹ µ-âèìiðíi (÷îìó?) Òîìó µ-âèìiðíèìè ¹ ìíîæèíè

Em =
∞⋃
n=1

Em
n .

Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèí Em
n âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó m

Em
1 ⊂ · · · ⊂ Em

n ⊂ . . .

Ç íåïåðåðâíîñòi ìiðè µ âèïëèâà¹, ùî

µ(Em) = lim
n→∞

µ(Em
n ).

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 i äîâiëüíîãî m ∈ N iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n0(m),
ùî

µ(Em \ Em
n0(m)) < δ/2m.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà

Xδ :=
∞⋃

m=1

(Em \ Em
n0(m))

âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:
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(1) µ(Xδ) < δ;
(2) íà ìíîæèíi X \Xδ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî.

Ïåðøà âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ çi çëi÷åííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi ìiðè µ, òîáòî

µ(Xδ) ≤
∑
m∈N

µ(Em \ Em
n0(m)) <

∑
m∈N

δ/2m = δ.

Ïîêàæåìî, ùî íà ìíîæèíi X \ Xδ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâ-
íîìiðíî.
Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Em =

X. Äiéñíî, ÿêùî x ∈ X \ Em, òî íåðiâíiñòü

|fk(x)− f(x)| ≥ 1/m

ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íîìåðiâ k. À öå îçíà÷à¹, ùî

f(x) 6= lim
n→∞

fk(x)

i öå ñóïåðå÷èòü çáiæíîñòi âñþäè. Òîìó Em = X äëÿ âñiõ m ∈ N. Âðàõîâóþ÷è
öå, çà ïðàâèëàìè äå-Ìîðãàíà ìà¹ìî

X \Xδ =

(
∞⋃

m=1

(Em \ Em
n0(m))

)′

=

(
∞⋃

m=1

(X \ Em
n0(m))

)′

=
∞⋂

m=1

Em
n0(m).

Íåõàé x ∈ X \Xδ. Òîäi äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|fk(x)− f(x)| < 1/m, k > n0(m).

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fk)k∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà ìíîæèíi
X \Xδ. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ. Ââåäåìî ùå îäèí âèä çáiæíîñòi ïîñëiäîâíiñòi ôóí-
êöié. Âií íàçèâà¹òüñÿ çáiæíiñòþ çà ìiðîþ i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨
éìîâiðíîñòåé (òàì öåé âèä çáiæíîñòi íàçèâàþòü çáiæíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ).

Îçíà÷åííÿ 5.23. Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ äî ôóíêöi¨ f çà ìiðîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0

lim
n→∞

µ({x | |fn(x)− f(x)| ≥ δ}) = 0.

Òåîðåìà 5.24. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨
f ìàéæå ñêðiçü, òî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî f i çà ìiðîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ âèìiðíà (äèâ. âïðàâó). Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíå δ > 0 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Ek(δ) = {x | |fk(x)− f(x)| ≥ δ}, k ∈ N.
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Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Rn(δ) =
∞⋃
k=n

Ek(δ), M =
∞⋂
n=1

Rn(δ)

Îñêiëüêè âñi ôóíêöi¨ f, fk ¹ âèìiðíi, òî âèìiðíèìè ¹ âñi ìíîæèíè Ek(δ), Rn(δ)
i M . Î÷åâèäíî, ùî

R1(δ) ⊃ . . . Rn(δ) ⊃ . . . .

Òîìó ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü ìiðè µ ìà¹ìî

lim
n→∞

µ(Rn(δ)) = µ(M).

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî µ(M) = 0. Äiéñíî, ÿêùî x ∈M , òî íåðiâíiñòü

|fk(x)− f(x)| ≥ δ

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííîãî ÷èñëà íîìåðiâ k, à, îòæå, limk→∞ fk(x) 6= f(x).
Òàêèì ÷èíîì

M ⊂ {x | f(x) 6= lim
k→∞

fk(x)}

À îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (fk)k∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü, òî µ(M) = 0 (ïî-
ÿñíiòü ÷îìó). Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî

lim
n→∞

µ(Rn(δ)) = 0.

Îñêiëüêè Ek(δ) ⊂ Rk(δ), òî µ(Ek(δ)) ≤ µ(Rk(δ)). À, îòæå,

lim
k→∞

µ(Ek(δ)) = 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fk)k∈N çáiãà¹òüñÿ äî f çà ìiðîþ. �

Çi çáiæíîñòi çà ìiðîþ íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü.

Âïðàâà 5.25. Ïðèäóìàéòå ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N â V(X,µ), ÿêà çái-
ãà¹òüñÿ çà ìiðîþ äî ôóíêöi¨ f : X → R, òî f ∈ V(X,µ), àëå íå çáiãà¹òüñÿ
äî íå¨ ìàéæå ñêðiçü.

Îäíàê, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 5.26. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨
f ∈ V(X,µ) çà ìiðîþ, òî ç íå¨ ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà-
¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ìàéæå ñêðiçü.
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Òàêèì ÷èíîì ó ïðîñòîði V(X,µ) ìè ìà¹ìî öiëèé íàáið âèäiâ çáiæíîñòi:
(A1) - ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü;
(A2) - ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü;
(A3) - çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü;
(A4) - ìàéæå ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü;
(A5) - çáiæíiñòü çà ìiðîþ.
Ñïðàâåäëèâi iìïëiêàöi¨

(A1) ⇒ (A2) ⇒ (A3) ⇒ (A4) ⇒ (A5).

6. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çàãàëüíå ïîíÿòòÿ ìiðè. Âèìiðíi Ôóíêöi¨.

Åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨.

Çàäà÷à 6.1. Äîâåäiòü ñêií÷åííó íàïiâàäèòèâíiñòü çîâíiøíî¨ ìiðè:

∀A ⊂ X ∀A1, . . . , An ⊂ X

(
A ⊂

n⋃
j=1

Aj

)
=⇒

(
µ∗(A) ≤

n∑
j=1

µ∗(Aj)

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A ⊂
⋃n

j=1Aj. Äîäàìî äî ïîñëiäîâíîñòi (Aj)
n
j=1 ïîðîæíi

ìíîæèíè Aj; = ∅, j > n. Ç çëi÷åííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi çîâíiøíî¨ ìiðè âèïëè-
âà¹, ùî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

À îñêiëüêè ïðè j > n µ∗(Aj) = µ∗(∅) = 0, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj) =
n∑

j=1

µ∗(Aj).

Çàäà÷à 6.2. Íåõàé A,B ⊂ X. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

|µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ µ∗(A∆B).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

A ⊂ B ∪ (A \B) ⊂ B ∪ (A∆B) .

Ç ñêií÷åííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi çîâíiøíî¨ ìiðè âèïëèâà¹, ùî

µ∗(A) ≤ µ∗(B) + µ∗(A∆B).

À, îòæå,
µ∗(A)− µ∗(B) ≤ µ∗(A∆B).
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Îñêiëüêè ìíîæèíè A i B ¹ äîâiëüíèìè, òî, ïåðåñòàâëÿþ÷è ¨õ ìiñöÿìè, îòðè-
ìó¹ìî

µ∗(B)− µ∗(A) ≤ µ∗(B∆A) = µ∗(A∆B).

Îòæå,
|µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ µ∗(A∆B).

Çàäà÷à 6.3. Íåõàé A,B,C ⊂ X. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

µ∗(A∆B) ≤ µ∗(A∆C) + µ∗(C∆B).

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü äîâåñòè âêëþ÷åííÿ

A∆B ⊂ (A∆C) ∪ (C∆B).

i ñêîðèñòàòèñÿ ñêií÷åííîþ íàïiâàäèòèâíiñòþ çîâíiøíî¨ ìiðè. Ùîá äîâåñòè öå
âêëþ÷åííÿ íàì äîñèòü äîâåñòè, ùî

A \B ⊂ (A \ C) ∪ (C \B)

i
B \ A ⊂ (C \ A) ∪ (B \ C)

Î÷åâèäíî, ùî äîñèòü äîâåñòè òiëüêè ïåðøå âêëþ÷åííÿ. Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Äàëi (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ.

Çàäà÷à 6.4. Íåõàé A,B ∈ U äîâåäiòü ðiâíiñòü

µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè A = (A \B) t A ∩B, òî
µ(A) = µ(A \B) + µ(A ∩B).

Çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B).

Çàäà÷à 6.5. Íåõàé A,B ∈ U äîâåäiòü ðiâíiñòü

µ(A∆B) = µ(A) + µ(B)− 2µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè A∆B = (A \B) t (B \ A), òî
µ(A∆B) = µ(A \B) + µ(B \ A).

Âðàõîâóþ÷è, ùî

µ(A) = µ(A \B) + µ(B ∩ A)), µ(B) = µ(B \ A) + µ(A ∩B),
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îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

µ(A∆B) = µ(A) + µ(B))− 2µ(A ∩B).

Çàäà÷à 6.6. Íåõàé A,B ∈ U äîâåäiòü ðiâíiñòü

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè A ∪B = (A \B) t (B \ A) t (A ∩B), òî

µ(A ∪B) = µ(A \B) + µ(B \ A) + µ(A ∩B).

Âðàõîâóþ÷è, ùî

µ(A) = µ(A \B) + µ(B ∩ A)), µ(B) = µ(B \ A) + µ(A ∩B),

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B))− µ(A ∩B).

Îçíà÷åííÿ 6.7. Íåõàé Y - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ f : Y → R íàçè-
âà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî ïðîîáðàç f−1(A) êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè
A ∈ B(R) ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ (íàëåæèòü B(Y )).

Çîêðåìà,

Îçíà÷åííÿ 6.8. Ôóíêöiÿ f : R → R íàçèâà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî ïðî-
îáðàç f−1(A) êîæíî¨ ìíîæèíè A ∈ B(R) íàëåæèòü B(R).

Çàäà÷à 6.9. Íåõàé f : X → R. Ùîá ôóíêöiÿ f áóëà áîðåëiâñüêîþ íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ R áîðåëiâñüêîþ áóëà ìíîæèíà {f < λ}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî A âñiõ ïiäìíîæèí A ⊂ R òàêèõ, ùî
f−1(A) ∈ B(X).Îñêiëüêè îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïðîîáðàçó êîìóòó¹ ç óñiìà òåîðåòèêî-
ìíîæèííèìè îïåðàöiÿìè, òîA ¹ σ-àëãåáðîþ (áî òàêîþ ¹ B(R)). Ç óìîâè çàäà÷i
âèïëèâà¹, ùî A ìiñòèòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó (−∞, λ), λ ∈ R. Îñêiëüêè A ¹
σ-àëãåáðîþ, òî âîíà ìiñòèòü òàêîæ ìíîæèíè âèãëÿäó

(−∞, a] =
⋂
n∈N

(−∞, a+ 1/n), a ∈ R,

à, îòæå, i ìíîæèíè
(a, b) = (−∞, b) \ {−∞, a],

à, îòæå, âñi âiäêðèòi ìíîæèíè, à, îòæå, i âñi áîðåëiâñüêi ìíîæèíè. Òàêèì
÷èíîì, B(R) ⊂ A. Çâiäêè (äèâ. îçíà÷åííÿ) âèïëèâà¹, ùî f - áîðåëiâñüêà ôóí-
êöiÿ.
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Çàäà÷à 6.10. 1) Íåõàé A - âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn. Êîæíà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ ôóíêöiÿ f : A → R ¹ áîðåëiâñüêîþ. 2) Êîæíà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ
R → R ¹ µ1-âèìiðíîþ. 3) Êîìïîçèöiÿ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié ¹ áîðåëiâñüêîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, òî ïðîîáðàç f−1(B) âiäêðèòî¨
ìíîæèíè B ¹ ìíîæèíà âiäêðèòà. Òîìó ìíîæèíà {f < λ} âiäêðèòà, à, îòæå,
áîðåëiâñüêà ïðè äîâiëüíîìó λ ∈ R.
2) Íåõàé f, g ¹ áîðåëiâñüêèìè ôóíêöiÿìè. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà áîðåëiâ-

ñüêà ìíîæèíà ¹ µ1-âèìiðíîþ. Îñêiëüêè f ¹ áîðåëiâñüêîþ ôóíêöi¹þ, òî äëÿ
äîâiëüíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè A ∈ B(R) ïðîîáðàç f−1(A) ¹ áîðåëiâñüêîþ
ìíîæèíîþ, à îòæå, µ1-âèìiðíîþ. Òîìó f ¹ µ1-âèìiðíîþ.
Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöiþ h(x) = f(g(x)). Äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæè-

íè A ∈ B(R)
h−1(A) = {x | f(g(x)) ∈ A} = {x | g(x) ∈ f−1(A)} = g−1(f−1(A)).

Îñêiëüêè f i g áîðåëiâñüêi, òî f−1(A) ¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà, à, îòæå, i
g−1(f−1(A)) ¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî h ¹ áîðåëiâñüêà ôóí-
êöiÿ.

Çàäà÷à 6.11. 1) ×è ¹ ôóíêöiÿ R 3 x 7→ [x] áîðåëiâñüêîþ. 2) ×è ¹ ôóíêöiÿ
R2 3 (x, y) 7→ [x] áîðåëiâñüêîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ôóíêöiÿ R 3 x 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ. Äëÿ öüîãî äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìíîæèíà

A = {x ∈ R | [x] < c}
¹ áîðåëiâñüêà. Ëåãêî áà÷èòè, A ¹ ïiââiññþ. Îòæå, A áîðåëiâñüêà. Òîìó ôóíêöiÿ
x 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ.
2) Ôóíêöiÿ R2 3 (x, y) 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
B = {(x, y) ∈ R2 | [x] < c}.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ìíîæèíà ¹ âiäêðèòà, à, îòæå, áîðîëiâñüêà. Òîìó
ôóíêöiÿ R2 3 (x, y) 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ.

Çàäà÷à 6.12. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f(x) = sin[x] (òóò [x] - öiëà ÷àñòè-
íà ÷èñëà x ∈ R).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ [x] ¹ áîðåëiâñüêà. Ôóíêöiÿ sin ¹
íåïåðåðâíà, à îòæå âîíà òåæ áîðåëiâñüêà. Êîìïîçèöiÿ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié
¹ áîðåëiâñüêîþ. Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ áîðåëiâñüêà. Àëå, áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ ¹
µ1-âèìiðíîþ.

Çàäà÷à 6.13. ×è ¹ µ2-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f(x, y))) = ([x] + [y])ex+y (òóò [x] -
öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x ∈ R).
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Ðîçâ'ÿçîê. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ áîðåëiâñüêîþ ôóíêöi¹þ, ùî äi¹ ç R2 â R. Àëå
êîæíà ìíîæèíà ç B(R2) ¹ âèìiðíà çà ìiðîþ µ2. Òîìó f ¹ µ2-âèìiðíà.

Çàäà÷à 6.14. Íåõàé f1, . . . , fn âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî äiþòü ç X â R.×è ¹ µ-
âèìiðíîþ ôóíêöiÿ

f(x) = max
1≤j≤n

fj(x).

Ðîçâ'ÿçîê. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

{f < c} =
n⋂

j=1

{fj < c}.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fj ¹ âèìiðíi, òî {fj < c} ∈ U . À, îòæå, {f < c} ∈ U , òîáòî
f ¹ µ-âèìiðíà.

Çàäà÷à 6.15. Íåõàé f1, . . . , fn âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî äiþòü ç X â R.×è ¹ µ-
âèìiðíîþ ôóíêöiÿ

f(x) = min
1≤j≤n

fj(x).

Ðîçâ'ÿçîê. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

{f < c} =
n⋃

j=1

{fj < c}.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fj ¹ âèìiðíi, òî {fj < c} ∈ U . À, îòæå, {f < c} ∈ U , òîáòî
f ¹ µ-âèìiðíà.

Çàäà÷à 6.16. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

|x|+ n
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
(−1)n

|x|+ n

¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

(−1)n

|x|+ n
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n

|x|+ n
.

çáiãà¹òüñÿ (çà îçíàêîþ Ëåéáíiöà). Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå, f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìið-
íèõ ôóíêöié.
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Çàäà÷à 6.17. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

x

x2 + n2
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
x

x2 + n2

¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

x

x2 + n2
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

x

x2 + n2

çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

|fn(x)| ≤
|x|
n2

= O(n−2), n→ ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îò-
æå, f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 6.18. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

sinxn

x2 + n4

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
sinxn

x2 + n4

¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

sinxn

x2 + n4
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

sinxn

x2 + n4

çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

fn(x) =
sinxn

x2 + n4
= O(n−4), n→ ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå,
f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.
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Çàäà÷à 6.19. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

esignx

|x|+ n3/2
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
esignx

|x|+ n3/2

¹ êóñêîâî íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

esignx

|x|+ n3/2
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

esignx

|x|+ n3/2

çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

fn(x) =
esignx

|x|+ n3/2
≤ e

n3/2
= O(n−3/2) n→ ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå,
f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 6.20. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

arctg

(
1

|x|3 + n4

)
Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) = arctg

(
1

|x|3 + n4

)
¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

arctg

(
1

|x|3 + n4

)
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

arctg

(
1

|x|3 + n4

)
çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè

arctg x ∼ x, x→ 0,
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òî

fn(x) = arctg

(
1

|x|3 + n4

)
∼ 1

|x|3 + n4
= O(n−4), n→ ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå,
f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 6.21. Çíàéòè ôóíêöiþ f ∈ C(R) äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî ìiðè µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = x2 + sinn x.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

lim
n→∞

sinn x = 0,

ÿêùî | sinx| < 1, òîáòî, ÿêùî x /∈ A := {π/2+πn | n ∈ Z}. Îñêiëüêè ìíîæèíà
A ¹ çëi÷åííà, òî µ1(A) = 0. Êðiì òîãî, ïðè x /∈ A

lim
n→∞

fn(x) = x2 + lim
n→∞

sinn x = x2.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) = x2.

Çàäà÷à 6.22. Çíàéòè ôóíêöiþ f ∈ C(R) äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
çà ìiðîþ µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = ex(1 + sinn x+ cosn x).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

lim
n→∞

sinn x = 0, lim
n→∞

cosn x = 0,

ÿêùî | sinx| < 1 i | cosx| < 1, òîáòî, ÿêùî x /∈ A := {πn/2 | n ∈ Z}. Îñêiëüêè
ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà, òî µ1(A) = 0. Êðiì òîãî, ïðè x /∈ A

lim
n→∞

fn(x) = ex.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) = ex.

Çàäà÷à 6.23. Çíàéòè ôóíêöiþ f : R → R äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = esin
n x +

nx+ 1

x+ n
, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

lim
n→∞

sinn x = 0,
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ÿêùî | sinx| < 1, òîáòî, ÿêùî x /∈ A := {π/2+πn | n ∈ Z}. Îñêiëüêè ìíîæèíà
A ¹ çëi÷åííà, òî µ1(A) = 0. Êðiì òîãî, ïðè x /∈ A

lim
n→∞

fn(x) = 1 + x.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) = 1 + x.

Çàäà÷à 6.24. Çíàéòè ôóíêöiþ f : R → R äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî ìiðè µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
x+ xn

1 + x2n
, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

x+ xn

1 + x2n
.

Ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè äåêiëüêà âèïàäêiâ. ßêùî |x| > 1, òî∣∣∣∣ x+ xn

1 + x2n

∣∣∣∣ ≤ 1

|x|2n−1
+

1

|x|n
→ 0, n→ ∞.

Îòæå, ïðè |x| > 1

lim
n→∞

x+ xn

1 + x2n
= 0.

ßêùî |x| < 1, òî
xn → 0, n→ ∞.

Òîìó ïðè |x| < 1

lim
n→∞

x+ xn

1 + x2n
= x.

Çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê òî÷îê ìíîæèíè {x | |x| = 1}. Àëå, öå ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, à, îòæå, ìà¹ ìiðó íóëü. Òîìó íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî êóñêîâî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f(x) =

{
x, ÿêùî |x| ≤ 1;
0, ÿêùî |x| > 1.

Çàäà÷à 6.25. Çíàéòè ôóíêöiþ f : R → R äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî ìiðè µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = e−x2n

, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

e−x2n

.

Ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè äåêiëüêà âèïàäêiâ. ßêùî |x| > 1, òî

−x2n → −∞, n→ ∞.
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Îòæå, ïðè |x| > 1

lim
n→∞

e−x2n

= 0.

ßêùî |x| < 1, òî
−x2n → 0, n→ ∞.

Òîìó ïðè |x| < 1

lim
n→∞

e−x2n

= e0 = 1.

Çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê òî÷îê ìíîæèíè {x | |x| = 1}. Àëå, öå ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, à, îòæå, ìà¹ ìiðó íóëü. Òîìó íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî êóñêîâî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f(x) =

{
1, ÿêùî |x| ≤ 1;
0, ÿêùî |x| > 1.

7. Iíòåãðàë Ëåáåãà òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Ñüîãîäíi ìè äàìî îçíà÷åííÿ i âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Îçíà÷åííÿ 7.1. Íåõàé (X,U , µ) ïðîñòið ç ìiðîþ (X - íåïîðîæíÿ ìíîæèíà,
U - σ-àëãåáðà, µ - íåâiä'¹ìíà ïîâíà ìiðà íà U). Ôóíêöiþ f : X → R ìè íàçâå-
ìî ïðîñòîþ, ÿêùî âîíà ïðèéìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.
×åðåç Π(X,µ) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ïðîñòèõ ôóíêöié â V(X,µ), òîáòî

Π(X,µ) := {f ∈ V(X,µ) | f − ïðîñòà ôóíêöiÿ}.

Âïðàâà 7.2. Π(X,µ) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Êðiì òîãî äîáóòîê ôóíêöié ç
f, g ∈ Π(X,µ) òåæ íàëåæèòü Π(X,µ).

Âïðàâà 7.3. Ùîá ïðîñòà ôóíêöiÿ f : X → R íàëåæàëà äî Π(X,µ) íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá ïðîîáðàç f−1({y}) êîæíîãî çíà÷åííÿ y ôóíêöi¨ f áóâ âèìiðíîþ
ìíîæèíîþ, òîáòî ùîá

∀y ∈ ran f f−1({y}) ∈ U .

Òåîðåìà 7.4. Êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ V(X,µ) ¹ ãðàíèöåþ ðiâíîìiðíî çáiæíî¨ äî
f ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ç Π(X,µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V(X,µ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç fm(m ∈ N) ôóíêöiþ, ùî
çàäàíà ôîðìóëîþ

fm(x) :=
n

m
, ÿêùî f(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m), n ∈ Z.
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Îñêiëüêè ìíîæèíè

{x ∈ X | f(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m)} = f−1([n/m, (n+ 1)/m)),

¹ âèìiðíèìè (íàëåæàòü U), òî êîæíà ôóíêöiÿ fm ¹ ïðîñòîþ âèìiðíîþ, òîáòî
fm ∈ Π(X,µ). Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöié fm âèïëèâà¹, ùî

0 ≤ f(x)− fm(x) ≤ 1/m, x ∈ X, m ∈ N.
Çâiäêè î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fm)m∈N ïðè m → ∞
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f . �

Iíòåãðàë Ëåáåãà ïðîñòî¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 7.5. Íåõàé f ∈ Π(X,µ) i {yn}Nn=1 ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f
(òóò N ∈ N àáî N = ∞). Ìè ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ çà
Ëåáåãîì, ÿêùî ðÿä ∑

n

ynµ(f
−1(yn))

¹ àáñîëþòíî çáiæíèì (öå ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó, êîëè N = ∞). ßêùî f ¹
iíòåãðîâíîþ, òî ¨¨ iíòåãðàë ïî ìíîæèíi X ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ∫

X

f dµ :=
∑
n

ynµ(f
−1(yn)).

Ìíîæèíó âñiõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié f ∈ Π(X,µ) ìè ïîçíà÷èìî
÷åðåç LΠ(X,µ)

Òåîðåìà 7.6. Íåõàé f ∈ Π(X,µ), X =
⊔

nAn, An ∈ U , i ôóíêöiÿ f íà êîæíié
ìíîæèíi An ¹ ïîñòiéíà i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ an. Ùîá f áóëà iíòåãðîâíà íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùî áóâ àáñîëþòíî çáiæíèì ðÿä∑

n

anµ(An).

Ïðè öüîìó ∫
X

f dµ =
∑
n

anµ(An).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ yk ôóíêöi¨ f ìà¹ìî

f−1({yk}) =
⊔

an=yk

An.

À, îòæå,

µ(f−1({yk})) =
∑
an=yk

µ(An).

44



Òîìó ∑
k

|yk|µ(f−1(yk)) =
∑
n

|an|µ(An).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðÿäè∑
k

ykµ(f
−1(yk)),

∑
n

anµ(An)

îäíî÷àñíî àáñîëþòíî çáiæíi àáî ðîçáiæíi. �
Òåîðåìà 7.7. LΠ(X,µ) ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈
LΠ(X,µ) i äîâiëüíîãî λ ∈ R ìà¹ìî:

(1)
∫
X
(f + g) dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ;

(2)
∫
X
λf dµ = λ

∫
X
f dµ;

(3) ÿêùî f ∈ LΠ(X,µ) ¹ îáìåæåíà, òî
∣∣∫

X
f dµ

∣∣ ≤ (supx∈X |f(x)|)µ(X).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ LΠ(X,µ) ñóìà f + g ¹
iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ i∫

X

(f + g) dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.

Ðåøòà òâåðäæåíü òåîðåìè ¹ ìàéæå î÷åâèäíèìè. Íåõàé f, g ∈ LΠ(X,µ) i íåõàé

{aj}j = ran f, {bk}k = ran g.

Ïîêëàäåìî

Aj := f−1(aj), Bk := g−1(bk), Cjk = Aj ∩Bk.

Î÷åâèäíî, ùî
X =

⊔
j

Aj, X =
⊔
k

Bk.

À, îòæå,
X =

⊔
j,k

Cjk, Aj =
⊔
k

Cjk, Bk =
⊔
j

Cjk.

Çâiäñè, çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî∑
k

µ(Cjk) = µ(Aj),
∑
j

µ(Cjk) = µ(Bk)

Çàóâàæèìî, ùî íà ìíîæèíi Cjk ôóíêöiÿ f + g ¹ ïîñòiéíà i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
aj + bk. Îñêiëüêè∑

j,k

|aj + bk|µ(Cjk) ≤
∑
j,k

|aj|µ(Cjk) +
∑
j,k

|bk|µ(Cjk) =

=
∑
j

|aj|µ(Aj) +
∑
k

|bk|µ(Bk) <∞,
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òî ç òåîðåìè 7.6 âèïëèâà¹, ùî f + g ¹ iíòåãðîâíà. Çi ñêàçàíîãî âèùå òàêîæ
âèïëèâà¹, ùî∫

X

(f + g) dµ =
∑
j,k

(aj + bk)µ(Cjk) =
∑
j,k

ajµ(Cjk) +
∑
j,k

bkµ(Cjk) =

=
∑
j

ajµ(Aj) +
∑
k

bkµ(Bk) =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.

�

Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Îçíà÷åííÿ 7.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(X,µ) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ãðà-
íèöÿìè ðiâíîìiðíî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòeé ïðîñòîðó LΠ(X,µ), òîáòî ôóí-
êöiÿ f : X → R íàëåæèòü L(X,µ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â LΠ(X,µ) iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N, ÿêà ðiâíîìiðíî íà X çáiãà¹òüñÿ äî f .

Äîìîâèìîñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X ÷åðåç χA ïîçíà÷àòè õàðàêòåðè-
ñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè A, òîáòî ôóíêöiþ, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

χA(x) :=

{
1, ÿêùî x ∈ A;
0, ÿêùî x ∈ X \ A.

Âïðàâà 7.9. 1) Äîâåäiòü, ùî L(X,µ) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.
2) ßêùî f ∈ L(X,µ) i A ∈ U , òî χAf ∈ L(X,µ).

Îçíà÷åííÿ 7.10. Íåõàé f ∈ L(X,µ) i ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
(fn)n∈N ôóíêöié ç LΠ(X,µ). Çà îçíà÷åííÿì ìè ïîêëàäà¹ìî

(7.1)
∫
X

f dµ := lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

ßêùî A ∈ U , òî ∫
A

f dµ :=

∫
X

χAf dµ.

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî îçíà÷åííÿ 7.10 ¹ êîðåêòíèì. Äëÿ öüãî ïîòðiáíî ïîêàçà-

òè, ùî:

(1) ãðàíèöÿ â (7.1) iñíó¹;
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(2) ïðè ôiêñîâàíié ôóíêöi¨ f ∈ L(X,µ) ãðàíèöÿ â (7.1) íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N;

(3) äëÿ ôóíêöié f ∈ LΠ(X,µ) îçíà÷åííÿ 7.10 ¹ ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííþ 7.5.

1. Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà Ëåáåãà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ âèïëèâà¹, ùî∣∣∣∣∫
X

fn dµ−
∫
X

fm dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X

(fn − fm) dµ

∣∣∣∣ ≤ (sup |fn − fm|)µ(X), n,m ∈ N.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ, òî

sup |fn − fm| → 0 ïðè n,m→ ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü iíòåãðàëiâ
∫
X
fn dµ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à, îòæå, çái-

æíîþ.
2. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N i (gn)n∈N â LΠ(X,µ) ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ

äî f . Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (hn)n∈N, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

h2n−1 = fn, h2n = gn.

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (hn)n∈N íàëåæèòü LΠ(X,µ) i ðiâíîìiðíî çáiãà¹-
òüñÿ äî f . Òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

∫
X

hn dµ.

Îñêiëüêè âñi ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi
(∫

X
fn dµ

)
n∈N ìàþòü îäíàêîâi

ãðàíèöi, òî

lim
n→∞

∫
X

fn dµ = lim
n→∞

∫
X

h2n−1 dµ = lim
n→∞

∫
X

h2n dµ = lim
n→∞

∫
X

gn dµ.

3. ßêùî f ∈ LΠ(X,µ), òî ïîñëiäîâíiñòü fn ≡ f ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f .
Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è äîâåäåíå âèùå, âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöié f ∈ LΠ(X,µ)
îçíà÷åííÿ 7.10 i 7.5 ¹ ðiâíîñèëüíèìè.

Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Ìè âæå ãîâîðèëè ïðî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨.
Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìè îáñóäèìî áiëüø äå-
òàëüíî.

Òåîðåìà 7.11. Íåõàé f, g ∈ L(X,µ) i A,B ∈ U . Òîäi:

(1) χA ∈ L(X,µ),
∫
X
χA dµ = µ(A);
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Ëiíiéíiñòü iíòåãðàëà.
(2)

∫
A
λf dµ = λ

∫
A
f dµ äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R;

(3)
∫
A
(f + g) dµ =

∫
A
f dµ+

∫
A
g dµ;

Àäèòèâíiñòü ïî îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ.
(4) ÿêùî A ∩B = ∅, òî

∫
A⊔B f dµ =

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ;

Iíòåãðàë íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ íåâiä'¹ìíèé.
(5) ÿêùî f(x) ≥ 0 ïðè x ∈ A , òî

∫
A
f dµ ≥ 0;

Ìîíîòîííiñòü iíòåãðàëà.
(6) ÿêùî f(x) ≤ g(x)ïðè x ∈ A, òî

∫
A
f dµ ≤

∫
A
g dµ;

Îöiíêà iíòåãðàëà.
(7) ÿêùî m ≤ f(x) ≤M ïðè x ∈ A, òî

mµ(A) ≤
∫
A

f dµ ≤Mµ(A);

(8) ÿêùî µ(A) = 0, òî
∫
A
f dµ = 0;

Iíòåãðàëè åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié.
(9) ÿêùî h ∈ V(X,µ) i h ∼ f , òî h ∈ L(X,µ) i

∫
X
h dµ =

∫
X
f dµ;

Äîñòàòíÿ îçíàêà iíòåãðîâíîñòi âèìiðíî¨ ôóíêöi¨.
(10) ÿêùî h ∈ V(X,µ), f ≥ 0 i |h| ≤ f , òî h ∈ L(X,µ);
(11) äëÿ äîâiëüíèõ h ∈ V(X,µ), òî (h ∈ L(X,µ)) ⇔ (|h| ∈ L(X,µ)) ;

Îöiíêà ìîäóëÿ iíòåãðàëà.
(12)

∣∣∫
A
f dµ

∣∣ ≤ ∫
A
|f | dµ ≤ (supp |f |)µ(A).

Äîâåäåííÿ. Áiëüøiñòü ïåðåðàõîâàíèõ âëàñòèâîñòåé î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëè-
âàþòü ç îçíà÷åíü. Òîìó ìè îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì òiëüêè âëàñòèâîñòåé
(3), (9), (10).
(3) Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N i (gn)n∈N â LΠ(X,µ) ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ

äî f i g. Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié ìà¹ìî, ùî∫
A

(fn + gn) dµ =

∫
A

fn dµ+

∫
A

gn dµ, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è â îñòàííié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî, ùî∫
A

(f + g) dµ =

∫
A

f dµ+

∫
A

g dµ.

(9) Íåõàé f ∈ L(X,µ), h ∈ V(X,µ) i h ∼ f . Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ φ := f − h.
Âîíà âèìiðíà i ìàéæå ñêðiçü äîðiâíþ¹ íóëåâi. Íàì äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
âîíà íàëåæèòü L(X,µ) i

∫
X
φdµ = 0. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

φm(x) :=
n

m
, ÿêùî φ(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m), n ∈ Z.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïðîñòà ôóíêöiÿ φm ðiâíà íóëåâi ìàéæå
ñêðiçü. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ÷ëåíè ðÿäó∑

n∈Z

n

m
µ(φ−1( n

m
))

ðiâíi íóëåâi. À, îòæå, φm ∈ LΠ(X,µ) i
∫
X
φm dµ = 0 äëÿ âñiõ m ∈ N. Îñêiëüêè

ïîñëiäîâíiñòü (φm)m∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî φ, òî φ ∈ L(X,µ) i∫
X

φdµ = 0.

(10) Íåõàé f ∈ L(X,µ), f ≥ 0, h ∈ V(X,µ) i |h| ≤ f . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî
ôóíêöiÿ h iíòåãðîâíà.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

hm(x) :=
n

m
, ÿêùî h(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m), n ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ùî

|hm(x)| ≤ f(x) + 1, x ∈ X, m ∈ N.
Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ hm ¹ iíòåãðîâíà. Çàôiêñó¹ìî m i íåõàé

An,m = {x ∈ X | h(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m)}, n ∈ Z.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ Z

|hm(x)| =
|n|
m

≤ f(x) + 1, x ∈ An,m,

òî
|n|
m
µ(An,m) ≤

∫
An,m

(f + 1) dµ.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ N ∈ N∑
|n|≤N

|n|
m
µ(An,m) ≤

∑
|n|≤N

∫
An,m

(f+1) dµ =

∫
⊔

|n|≤N An,m

(f+1) dµ ≤
∫
X

(f+1) dµ <∞.

À öå îçíà÷à¹, ùî ðÿä
∑
n∈Z

|n|
m
µ(An,m) ¹ çáiæíèé, òîáòî hm ∈ L(X,µ). Îñêiëüêè

h ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (hm)m∈N, òî h ∈ L(X,µ).
Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 7.12. Íåõàé f ∈ L(X,µ). Òîäi

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A ∈ U (µ(A) < δ) ⇒
∣∣∣∣∫

A

f dµ

∣∣∣∣ < ε.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåð-
äæåííÿ:

∀f ∈ L(X,µ) ∀ε > 0 ∃g, h ∈ L(X,µ) (f = g+h)∧(g− îáìåæåíà)∧
(∫

X

|h| dµ < ε

)
.

Íåõàé f ∈ L(X,µ). Îñêiëüêè f ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ïðî-
ñòèõ iíòåãðîâíèõ, òî iñíó¹ ïðîñòà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ φ òàêà, ùî f − φ ¹
îáìåæåíà. Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî f ¹ ïðîñòà
iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ.

Íåõàé X =
⊔

j∈NAn i f ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ an íà ìíîæèíi An. Òîäi

∞∑
j=1

|an|µ(An) <∞

Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå N ∈ N, ùî
∞∑

j=N+1

|an|µ(An) < ε.

Ïîêëàäåìî

g(x) :=

{
f(x), ÿêùî x ∈

⊔N
j=1An;

0, ÿêùî x ∈
⊔∞

j=N+1An,
h = f − g.

Î÷åâèäíî, ùî g ¹ îáìåæåíà i∣∣∣∣∣∣
∫
X

h dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
X

|h| dµ =
∞∑

j=N+1

|an|µ(An) < ε.

Òèì ñàìèì äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó. Íåõàé f ∈ L(X,µ) i ε > 0. Çãiäíî äîïîìiæíîãî
òâåðäæåííÿ iñíóþòü g, h ∈ L(X,µ) òàêi, ùî f = g + h i

sup |g|+ 1 =M <∞,

∫
X

|h| dµ < ε/2
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Ïîêëàäåìî

δ =
ε

2M
.

Íåõàé A ∈ U i µ(A) < δ. Òîäi∣∣∣∣∫
A

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A

|f | dµ =

∫
A

|g+h| dµ ≤
∫
A

|g| dµ+
∫
A

|h| dµ ≤
∫
A

|g| dµ+
∫
X

(|h| dµ.

Îñêiëüêè ∫
X

(|h| dµ < ε/2,

∫
A

|g| dµ ≤Mµ(A) < Mδ = ε/2,

òî ∣∣∣∣∫
A

f dµ

∣∣∣∣ < ε/2 + ε/2 = ε.

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

σ-àäèòèâíiñòü iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 7.13. Íåõàé f ∈ L(X,µ) i A =
⊔∞

j=1Aj, äå A,Aj ∈ U(j ∈ N). Òîäi

(7.2)
∫
A

f dµ =
∞∑
j=1

∫
An

f dµ,

ïðè÷îìó ðÿä â (7.2) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ðiâíiñòü (7.2). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç
àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî ÿêùî
C ∈ U i µ(C) < δ, òî ∣∣∣∣∫

C

f dµ

∣∣∣∣ < ε.

Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi ìiðè µ âèïëèâà¹, ùî
∞∑
j=1

µ(An) = µ(A) <∞.

Òîìó iñíó¹ N0 ∈ N òàêå, ùî
∞∑

j=N0+1

µ(An) < δ.
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Íåõàé N > N0 i

B =
N⊔
j=1

Aj, C =
∞⊔

j=N+1

Aj.

Îñêiëüêè A = B t C, òî ç àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî∫
A

f dµ =

∫
B

f dµ+

∫
C

f dµ

i ∫
B

f dµ =
N∑
j=1

∫
Aj

f dµ.

Òîìó ∣∣∣∣∣
∫
A

f dµ−
N∑
j=1

∫
Aj

f dµ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

C

f dµ

∣∣∣∣ .
Âðàõîâóþ÷è, ùî

µ(C) =
∞∑

j=N+1

µ(An) ≤
∞∑

j=N0+1

µ(An) < δ

îòðèìó¹ìî ∣∣∣∣∫
C

f dµ

∣∣∣∣ < ε.

Òàêèì ÷èíîì ∣∣∣∣∣
∫
A

f dµ−
N∑
j=1

∫
Aj

f dµ

∣∣∣∣∣ < ε ïðè N > N0.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ∫
A

f dµ =
∞∑
j=1

∫
An

f dµ.

Çàìiíÿþ÷è f íà |f | ìà¹ìî, ùî∫
A

|f | dµ =
∞∑
j=1

∫
An

|f | dµ.

Îñêiëüêè ∣∣∣∣∫
An

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
An

|f | dµ, n ∈ N,

òî
∞∑
j=1

∣∣∣∣∫
An

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
j=1

∫
An

|f | dµ =

∫
A

|f | dµ <∞.

Îòæå, ðÿä ó ðiâíîñòi (7.2) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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�

Íåðiâíiñòü ×åáèøåâà.

Òåîðåìà 7.14. Íåõàé f ∈ L(X,µ), f ≥ 0 i c > 0. Òîäi

µ({f ≥ c}) ≤ 1

c

∫
X

f dµ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A := {f ≥ c}. Òîäi

cχA ≤ f, x ∈ X.

À, îòæå,

cµ(A) =

∫
X

cχA dµ ≤
∫
X

f dµ,

òîáòî

µ({f ≥ c}) ≤ 1

c

∫
X

f dµ.

�

Íàñëiäîê 7.15. ßêùî f ∈ L(X,µ) i
∫
X
|f | dµ = 0, òî f(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü

íà X.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà âèïëèâà¹, ùî

µ({|f | ≥ 1/n}) ≤ n

∫
X

|f | dµ = 0, n ∈ N.

Îñêiëüêè

{|f | > 0} =
∞⋃
n=1

{|f | ≥ 1/n},

òî

µ({|f | > 0}) ≤
∞∑
n=1

µ({|f | ≥ 1/n}) = 0.

Îòæå, f(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü. �

8. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Çàäà÷à 8.1. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = 2 signx, x ∈ R.
53



Çíàéäiòü iíòåãðàë
2∫

−1

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî íàøà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòà âèìiðíà (çà ìiðîþ µ1)
i ïðèéìà¹ òðè çíà÷åííÿ:

f(x) = −2, ÿêùî x ∈ A1 := [−1, 0);

f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2 := {0};

f(x) = 2, ÿêùî x ∈ A3 := (0, 2].

Òîìó çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:

2∫
−1

f, dµ1 = (−2) · µ1(A1) + 0 · µ1(A2) + 2 · µ1(A3) = −2 + 4 = 2.

Çàäà÷à 8.2. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = sign(1− x2), x ∈ R.

Çíàéäiòü iíòåãðàë
5∫

−3

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî íàøà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòà âèìiðíà (çà ìiðîþ µ1)
i ïðèéìà¹ òðè çíà÷åííÿ:

f(x) = −1, ÿêùî x ∈ A1 := [−3,−1) ∪ (1, 5];

f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2 := {−1, 1};

f(x) = 1, ÿêùî x ∈ A3 := (−1, 1).

Òîìó çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:

2∫
−1

f, dµ1 = (−1) · µ1(A1) + 0 · µ1(A2) + 1 · µ1(A3) = −6 + 2 = −4.
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Çàäà÷à 8.3. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x, y) = sign(x− y), x, y ∈ R,

i A := [−1, 1]× [0, 1]. Çíàéäiòü iíòåãðàë∫
A

f dµ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî íàøà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòà âèìiðíà (çà ìiðîþ µ1)
i ïðèéìà¹ òðè çíà÷åííÿ:

f(x) = −1, ÿêùî x ∈ A1 := {(x, y) ∈ A | x < y};
f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2 := {(x, y) ∈ A | x = y};
f(x) = 1, ÿêùî x ∈ A3 := {(x, y) ∈ A | x > y}.

Òîìó çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:
2∫

−1

fdµ1 = (−1) · µ1(A1) + 0 · µ1(A2) + 1 · µ1(A3) = −µ1(A1) + µ1(A3).

Ðîáëÿ÷è íåñêëàäíèé ìàëþíîê, áà÷èìî, ùî

µ1(A3) = 1/2, µ1(A1) = 2− µ1(A3) = 3/2.

Òîìó
2∫

−1

f, dµ1 = −1.

Çàäà÷à 8.4. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

|χA − χB| dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöi¨ χA, χB ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 0 i 1. Òîìó ôóíêöiÿ

f(x) = |χA(x)− χB(x)|
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ìîæå ïðèéìàòè ëèøå äâà çíà÷åííÿ. À âëàñíå:

f(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ A∆B;
0, ÿêùî x /∈ A∆B.

Òîìó ∫
X

|χA − χB| dµ = µ(A∆B) = µ(A) + µ(B)− 2µ(A ∩B).

Çàäà÷à 8.5. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

|4χA − χB| dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

f(x) = |4χA(x)− χB(x)| =


4, ÿêùî x ∈ A \B;
1, ÿêùî x ∈ B \ A;
3, ÿêùî x ∈ A ∩B;
0, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

|4χA − χB| dµ = 4µ(A \B) + µ(B \ A) + 3µ(A ∩B) =

= 4(µ(A)−µ(A∩B))+(µ(B)−µ(A∩B))+3µ(A∩B) = 4µ(A)+µ(B)−2µ(A∩B).

Çàäà÷à 8.6. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

(|3χA − χB| − 2χB) dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé
f = |3χA − χB| − 2χB.
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Çàóâàæèìî, ùî

f(x) =


3, ÿêùî x ∈ A \B;
−1, ÿêùî x ∈ B \ A;
0, ÿêùî x ∈ A ∩B;
0, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

f dµ = 3µ(A \B)− µ(B \ A) =

= 3(µ(A)− µ(A ∩B))− (µ(B)− µ(A ∩B)) = 3µ(A)− µ(B)− 2µ(A ∩B).

Çàäà÷à 8.7. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

(|2χA − χB|+ 2χAχB) dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé
f = |2χA − χB|+ 2χAχB

Çàóâàæèìî, ùî

f(x) =


2, ÿêùî x ∈ A \B;
1, ÿêùî x ∈ B \ A;
3, ÿêùî x ∈ A ∩B;
0, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

f dµ = 2µ(A \B) + µ(B \ A) + 3µ(A ∩B) =

= 2(µ(A)− µ(A ∩B)) + (µ(B)− µ(A ∩B)) + 3µ(A ∩B) = 2µ(A) + µ(B).

Çàäà÷à 8.8. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

(|2χA − χB|+ 2χAχB + 2χX) dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B), µ(X).
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé

f = |2χA − χB|+ 2χAχB + 2χX

Çàóâàæèìî, ùî

f(x) =


4, ÿêùî x ∈ A \B;
3, ÿêùî x ∈ B \ A;
5, ÿêùî x ∈ A ∩B;
2, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

f dµ = 4µ(A \B) + 3µ(B \ A) + 5µ(A ∩B) + 2µ(X \ (A ∪B)) =

= 4(µ(A)−µ(A∩B))+3(µ(B)−µ(A∩B))+5µ(A∩B)+2(µ(X)−µ(A∪B)) =

= 2µ(A) + µ(B) + 2µ(X).

Îñêiëüêè

µ(X)− µ(A ∪B) = µ(X)− µ(A)− µ(B) + µ(A ∪B).

Çàäà÷à 8.9. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = [2 sinx], x ∈ [−π, π].

Çíàéäiòü iíòåãðàë
π∫

−π

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî |f(x) ≤ 2. Òîìó ôóíöiÿ f ìîæå ïðèéìàòè ëèøå
ï'ÿòü çíà÷åíü (±2,±1, 0). Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ 2 ïðèéìà¹òüñÿ íà îäíîòî-
÷êîâié ìíîæèíi

A1 := {π/2};
çíà÷åííÿ 1 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A2 := {x ∈ [−π, π] | 1 ≤ 2 sin x < 2} = [π/6, π/2) ∪ (π/2, 5π/6];

çíà÷åííÿ 0 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A3 := {x ∈ [−π, π] | 0 ≤ 2 sin x < 1} = [0, π/6) ∪ (5π/6, π];
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çíà÷åííÿ −1 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A4 := {x ∈ [−π, π] | −1 ≤ 2 sin x < 0} = [−π/6, 0) ∪ (−π,−5π/6];

çíà÷åííÿ −2 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A5 := {x ∈ [−π, π] | −2 ≤ 2 sin x < −1} = (−5π/6,−π/6).
Îñêiëüêè

µ1(A1) = 0, µ1(A2) =
2

3
π, µ1(A3) = π/3, µ1(A4) = π/3, µ1(A5) =

2

3
π,

òî
π∫

−π

dµ1 = 2 · 0 + 1 · (2π/3) + 0(π/3)− 1 · (π/3)− 2 · (2π/3) = −π.

Çàäà÷à 8.10. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëî

f(x) = [2/x], x ∈ [1/2, 2].

Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[1/2,2]

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííà i ¨¨ îáëàñòü çíà÷åíü
¹ ïðîìiæîê [1, 4]. Òîìó ôóíöiÿ f ìîæå ïðèéìàòè ëèøå ÷îòèðè çíà÷åííÿ
(1, 2, 3, 4). Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ 4 ïðèéìà¹òüñÿ íà îäíîòî÷êîâié ìíîæèíi

A1 := {1/2};
çíà÷åííÿ 3 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A2 := {x ∈ [1/2, 2] | 3 ≤ 2/x < 4} = (1/2, 2/3];

çíà÷åííÿ 2 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A3 := {x ∈ [1/2, 2] | 2 ≤ 2/x < 3} = (2/3, 1];

çíà÷åííÿ 1 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A4 := {x ∈ [1/2, 2] | 1 ≤ 2/x < 2} = (1, 2];

Òîìó ∫
[1/2,2]

f dµ1 = 4 · 0 + 1 · 1 + 2 · 1
3
+ 3 · 1

6
=

13

6
.
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Çàäà÷à 8.11. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x, y) = (−1)(1+[x2+y2]), (x, y) ∈ A := {(x, y) | x2 + y2 < 4}.
Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫

A

f dµ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ïîñòiéíà íà ìíîæèíàõ

An := {(x, y) | n ≤ x2 + y2 < n+ 1}, n ∈ N ∪ {0}.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî µ2(An) = π i

f(x) = (−1)1+n, x ∈ An.

Òîìó ∫
A

f dµ1 = −1 · π + 1 · π − 1 · π + 1 · π = 0.

Çàäà÷à 8.12. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
1

(1 + [x])(2 + [x])
, x ∈ R.

Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[0,∞)

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íà ìíîæèíàõ

An := [n, n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

an =
1

(1 + n)(2 + n)
.

Îñêiëüêè µ1(An) = 1 ïðè äîâiëüíèõ n i

[0,∞) =
∞⊔
n=0

An,

òî ∫
[0,∞)

f dµ1 =
∞∑
n=0

1

(1 + n)(2 + n)
.
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Îñêiëüêè
1

(1 + n)(2 + n)
=

1

(1 + n)
− 1

(2 + n)
,

òî
N∑

n=0

1

(1 + n)(2 + n)
=

N∑
n=0

1

(1 + n)
−

N∑
n=0

1

(2 + n)
= 1− 1

(2 +N)
→ 1 ïðè N → ∞.

Òîìó ∫
[0,∞)

f dµ1 =
∞∑
n=0

1

(1 + n)(2 + n)
= 1.

Çàäà÷à 8.13. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = 2−[2x], x ∈ R.

Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[0,∞)

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íà ìíîæèíàõ

An := {x | 2x ∈ [n, n+ 1)} = [n/2, (n+ 1)/2), n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
an = 2−n.

Îñêiëüêè µ1(An) = 1/2 ïðè äîâiëüíèõ n i

[0,∞) =
∞⊔
n=0

An,

òî ∫
[0,∞)

f dµ1 =
∞∑
n=0

anµ1(An) =
∞∑
n=0

2−n · 1
2
= 1.

Çàäà÷à 8.14. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = [x2], x ∈ R.
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Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[0,2]

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íà ìíîæèíàõ

An := {x ≥ 0 | x2 ∈ [n, n+ 1)} = [
√
n,

√
n+ 1) n = 0, 1, 2, 3, 4.

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
an = n.

Îñêiëüêè

A0 = [0, 1), A1 = [1,
√
2), A2 = [

√
2,
√
3), A3 = [

√
3, 2), A4 = [2, 2]

i

[0, 2] =
4⊔

n=0

An,

òî ∫
[0,∞)

f dµ1 = 0 · 1 + 1 · (
√
2− 1) + 2(

√
3−

√
2) + 3(2−

√
3) + 0.

9. Òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.

Áàãàòî ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç, íå ìîæóòü îái-
éòèñÿ áåç ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó. Òîìó òåîðåìè, ùî îïèñóþòü óìîâè, ïðè ÿêèõ
ìîæíà çäiéñíþâàòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä, ¹ âàæëèâèìè.
Ñüîãîäíi ìè ðîçãëÿíåìî òåîðåìè, ÿêi äîçâîëÿþòü êîðåêòíî çäiéñíþâàòè

ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà òåæ
¹ ïîäiáíi òåîðåìè, àëå âîíè âèìàãàþòü âèêîíàííÿ ñèëüíî¨ óìîâè - ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi. Ó òåîðåìàõ, ïðî ÿêi ïiäå ìîâà, óìîâè áiëüø ñëàáêi.

Òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

Òåîðåìà 9.1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â L(X,µ) ìàéæå ñêðiçü çáiãà¹-
òüñÿ äî ôóíêöi¨ f : X → R i iñíó¹ φ ∈ L(X,µ) òàêà, ùî ïðè âñiõ n ∈ N

|fn(x)| ≤ φ(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X,

òî f ∈ L(X,µ) i

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.
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Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ïîòî÷êîâî i íåðiâíiñòü |fn(x)| ≤ φ(x) âèêî-
íó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N i x ∈ X. Òîäi f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ
âèìiðíèõ i

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ≤ φ(x), x ∈ X,

òîáòî f ìà¹ iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Ç äîñòàòíüî¨ óìîâè iíòåãðîâíîñòi âèïëè-
âà¹, ùî f ∈ L(X,µ).
Ïîêàæåìî, ùî

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0.

Ç àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî

∃δ > 0 ∀A ∈ U (µ(A) < δ) ⇒
∫
A

φdµ < ε/4.

À ç òåîðåìè �ãîðîâà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ U òàêà, ùî µ(A) <
δ i ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà ìíîæèíi X \ A. Çi
ñêàçàíîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

2µ(X)
, x ∈ X \ A, n ≥ n0.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî

|fn − f | ≤ |fn|+ |f | ≤ 2φ,

îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0∣∣∣∣∫
X

fn dµ−
∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|fn − f | dµ =

=

∫
X\A

|fn − f | dµ+

∫
A

|fn − f | dµ ≤

≤ ε

2µ(X)
µ(X \ A) +

∫
A

2φdµ <
ε

2
+ 2

ε

4
= ε.

Ç äîâiëüíîñòi ε > 0 âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.
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Òåîðåìà Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü.

Òåîðåìà 9.2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â L(X,µ) òàêà, ùî ïðè âñiõ n ∈ N

fn(x) ≤ fn+1(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X,

i

sup
n∈N

∫
X

fn dµ =M <∞,

òî ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

f(x) = lim
n→∞

fn(x),

ïðè÷îìó f ∈ L(X,µ) i

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî f1 ≥ 0. Äiéñíî,
çàãàëüíèé âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî öüîãî, ÿêùî ïåðåéòè äî ïîñëiäîâíîñòi gn :=
fn − f1.
Ç ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N âèïëèâà¹, ùî âñiõ x ∈ X àáî iñíó¹

ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
n→∞

fn(x) àáî lim
n→∞

fn(x) = +∞.

Ðîçãëÿíåìî ëåáåãîâi ìíîæèíè

Ωr
n := {fn > r}, n, r ∈ N,

i ìíîæèíó
Ω := {x ∈ X | lim

n→∞
fn(x) = +∞}.

Çàóâàæèìî (ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî), ùî

Ω =
∞⋂
r=1

∞⋃
n=1

Ωr
n.

Çâiäêè, çîêðåìà, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Ω ∈ U . Ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü ×åáè-
øåâà

µ(Ωr
n) ≤

1

r

∫
X

fn dµ ≤ M

r
.

Îñêiëüêè fn ≤ fn+1, òî

Ωr
n ⊂ Ωr

n+1, n, r ∈ N.
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Òîìó ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi ìiðè µ ìà¹ìî, ùî

µ

(
∞⋃
n=1

Ωr
n

)
= lim

n→∞
µ(Ωr

n) ≤
M

r
.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî

Ω ⊂
∞⋃
n=1

Ωr
n, r ∈ N,

îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

µ(Ω) ≤ M

r
, r ∈ N.

Ç äîâiëüíîñòi r âèïëèâà¹, ùî µ(Ω) = 0.
Ïîêëàäåìî

f(x) :=

{
lim
n→∞

fn(x), ÿêùî x ∈ X \ Ω;
0, ÿêùî x ∈ Ω.

Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå
ñêðiçü äî f . À, îòæå, f ¹ âèìiðíà.
Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó âèìiðíó ôóíêöiþ g(x) := [f(x)] + 1 i ìíîæèíè

Ar := {f ≤ r}, r ∈ N.
Òóò [y] - öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà y. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ f i g ¹ âèìiðíi i îáìåæåíi íà
Ar, òî âîíè ¹ iíòåãðîâíi íà Ar.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü, ìà¹ìî∫
Ar

g dµ ≤
∫
Ar

(f+1) dµ = µ(Ar)+

∫
Ar

f dµ = µ(Ar)+ lim
n→∞

∫
Ar

fn dµ ≤ µ(X)+M.

Îñêiëüêè f ≥ 0, òî çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ g ìîæóòü áóòè òiëüêè íàòóðàëüíi
÷èñëà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

r+1∑
j=1

jg−1({j}) =
∫
Ar

g dµ ≤ µ(X) +M.

À, îòæå, ðÿä
∞∑
j=1

jg−1({j}) ¹ çáiæíèé, òîáòî g ∈ L(X,µ). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ

âñiõ n ∈ N
|fn(x)| ≤ g(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X.

Òîäi òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. �

Iíòåãðóâàííÿ ðÿäiâ.
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Íàñëiäîê 9.3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié fn ∈ L(X,µ) òàêà,
ùî

∞∑
n=1

∫
X

fn dµ <∞.

Òîäi ðÿä
∞∑
n=1

fn(x) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X, à éîãî ñóìà ¹ iíòåãðîâ-

íîþ ôóíêöi¹þ i ∫
X

∞∑
n=1

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
X

fn dµ.

Òåîðåìà Ôàòó.

Òåîðåìà 9.4. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié fn ∈ L(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f i

sup
n∈N

∫
X

fn dµ =M <∞,

òî f ∈ L(X,µ) i ∫
X

f dµ ≤M.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

φn(x) := inf
j≥n

fj(x), x ∈ X.

Ôóíêöi¨ φn ¹ âèìiðíèìè. Äiéñíî, íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

{φn < c)} =
∞⋃
j=n

{fj < c}.

Îñêiëüêè 0 ≤ φn ≤ fn i fn ∈ L(X,µ), òî φn ∈ L(X,µ) i∫
X

φn dµ ≤
∫
X

fn dµ ≤M.

Î÷åâèäíî, ùî
φn ≤ φn+1, n ∈ N,

i ïîñëiäîâíiñòü (φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f .
Òîìó ç òåîðåìè Ëåâi âèïëèâà¹, ùî f ∈ L(X,µ) i∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

φn dµ ≤M.

�
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Âïðàâà 9.5. Íåõàé (X,U , µ) ïðîñòið ç ìiðîþ, f ∈ L(X,µ) i f ≥ 0.
1) Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëà

ν(A) :=

∫
A

f dµ

çàäà¹ çëi÷åííî àäèòèâíó ìiðó íà σ-àëãåáði U .
2) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N ìíîæèí

àëãåáðè U ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

lim
n→∞

∫
An

f dµ =:

∫
A

f dµ,

äå A =
⋃

n∈NAn.

10. Çâ'ÿçîê ìiæ iíòåãðàëîì Ëåáåãà i Ðiìàíà.

Iíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæèíi íåñêií÷åííî¨ ìiðè.

Ïðÿìèé äîáóòîê ìið. Òåîðåìà Ôóáiíi.

Çâ'ÿçîê ìiæ iíòåãðàëîì Ëåáåãà i Ðiìàíà.
Íåõàé ìíîæèíà Ω ⊂ Rn ¹ îáìåæåíà i âèìiðíà çà Æîðäàíîì, à ôóíêöiÿ

f : Ω → R iíòåãðîâíà íà Ω çà Ðiìàíîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òîäi ôóíêöiÿ f
iíòåãðîâíà íà Ω çà Ëåáåãîì i ïðè öüîìó iíòåãðàë Ëåáåãà

∫
Ω
f dµn ¹ ðiâíèé

iíòåãðàëó Ðiìàíà
∫
Ω
f(x) dx.

Ìè ïåðåêîíà¹ìîñÿ â öüîìó ëèøå ó âèïàäêó ôóíêöi¨ f : [a, b] → R.

Òåîðåìà 10.1. ßêùî ôóíêöiÿ f : [a, b] → R iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a, b]
çà Ðiìàíîì, òî âîíà iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a, b] çà Ëåáåãîì i iíòåãðàëè
Ëåáåãà i Ðiìàíà ðiâíi: ∫ b

a

f(x) dx =

∫
[a,b]

f dµ1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → R iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a, b] çà
Ðiìàíîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τn (n ∈ N) ðîçáèòòÿ ïðîìiæêà [a, b] íà 2n ðiâíèõ
÷àñòèí òî÷êàìè

xn,k = a+
k

2n
(b− a).
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Öüîìó ðîçáèòòþ âiäïîâiäàþòü âåðõíÿ òà íèæíÿ ñóìè Äàðáó:

Sn =
b− a

2n

2n∑
k=1

Mn,k, sn =
b− a

2n

2n∑
k=1

mn,k.

Òóò
Mn,k := sup

x∈∆k

f(x), mn,k := inf
x∈∆k

f(x),

äå ∆n,k = [xn,k−1, xn,k]. Çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

sn.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

Fn(x) =Mn,k, ÿêùî x ∈ [xn,k−1, xn,k),

fn(x) = mn,k, ÿêùî x ∈ [xn,k−1, xn,k).

Â òî÷öi x = b ôóíêöi¨ Fn i fn ïîêëàäà¹ìî ðiâíèìè f(b). Ôóíêöi¨ Fn i fn ¹
ïðîñòèìè iíòåãðîâíèìè çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿìè, ïðè÷îìó∫

[a,b]

Fn dµ1 = Sn,

∫
[a,b]

fn dµ1 = sn.

Çâiäñè, çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî

(10.1) lim
n→∞

∫
[a,b]

Fn dµ1 =

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫
[a,b]

fn dµ1.

Ç ïîáóäîâè ôóíêöié Fn i fn âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N
fn(x) ≤ fn+1(x), Fn+1(x) ≤ Fn(x)

i
fn(x) ≤ f(x) ≤ Fn(x).

Òîìó äëÿ âñiõ n ∈ N∫
[a,b]

f1 dµ1 ≤
∫

[a,b]

fn dµ1 ≤
∫

[a,b]

Fn dµ1 ≤
∫

[a,b]

F1 dµ1.

Îòæå, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (fn)n∈N i (Fn)n∈N âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè Ëåâi. Ç
òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü âèïëèâà¹, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]
(ñòîñîâíî ìiðè µ1) iñíóþòü ãðàíèöi

G(x) = lim
n→∞

Fn(x), g(x) = lim
n→∞

fn(x),

ïðè÷îìó ôóíêöi¨ G i g ¹ µ1-iíòåãðîâíèìè íà [a, b] i:

(10.2) g(x) ≤ f(x) ≤ G(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b],
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∫
[a,b]

Gdµ1 = lim
n→∞

∫
[a,b]

Fn dµ1 =

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫
[a,b]

fn dµ1 =

∫ b

a

g(x) dµ1.

Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî G(x)− g(x) ≥ 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] i∫
[a,b]

(G− g) dµ1 = 0.

Ç íàñëiäêó 7.15, ùî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà, îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
G− g ðiâíà íóëþ ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Îòæå, (äèâ. íåðiâíiñòü 40.1)

G(x) = f(x) = g(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b],

òîáòî f ¹ åêâiâàëåíòíà µ1-iíòåãðîâíié ôóíêöi¨. Òîìó ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà
Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî f ¹ µ1-iíòåãðîâíà, ïðè÷îìó∫

[a,b]

f dµ1 =

∫
[a,b]

Gdµ1 =

∫ b

a

f(x) dx.

�

Iíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæèíi íåñêií÷åííî¨ ìiðè. Îáìåæåíi ìiðè ¹
äóæå çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì, ïðîòå, ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ïðàöþâàòè ç ìiðàìè,
ùî ìîæóòü ïðèéìàòè íåñêií÷åííi çíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, òàêîþ ¹ ìiðà Ëåáåãà
µn â Rn.

Îçíà÷åííÿ 10.2. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ, äå U ¹ σ-àëãåáðîþ, à
µ íåâiä'¹ìíà σ-àäèòèâíà ìiðà, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ +∞. Ìiðó
µ ìè íàçâåìî σ-ñêií÷åííîþ, ÿêùî X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî
îá'¹äíàííÿ

⋃∞
j=1Xj âèìiðíèõ ìíîæèí ñêií÷åííî¨ ìiðè (µ(Xj) <∞).

Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç σ-ñêií÷åííîþ ìiðîþ. Ïîñëiäîâíiñòü (Xn) â U ìè
íàçâåìî âè÷åðïíîþ, ÿêùî X =

⋃∞
j=1Xj i

∀n ∈ N (Xn ⊂ Xn+1) ∧ (µ(Xn) <∞).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(X,µ) ìíîæèíó âñiõ f : X → R òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà Xn i

sup
n∈N

∫
Xn

|f | dµ <∞.
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Âïðàâà 10.3. 1) Ìíîæèíà L(X,µ) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó âè÷åðïíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi (Xn)n∈N.
2) Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L(X,µ) iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

∫
Xn

f dµ =:

∫
X

f dµ,

ÿêà òåæ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó âè÷åðïíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Xn)n∈N.

Ïðÿìèé äîáóòîê ìið. Òåîðåìà Ôóáiíi.
Íåõàé (X1,U1, ν1) i (X2,U2, ν2) ïðîñòîðè ç ìiðîþ (Uj - σ-àëãåáðè). Ðîçãëÿ-

íåìî ñèñòåìó ïiäìíîæèí

Π2 := {A = A1 × A2 | A1 ∈ U1, A2 ∈ U2}

ìíîæèíè X × Y . Åëåìåíòè ñèñòåìè Π2 ìîæíà ñïðèéìàòè ÿê àáñòðàêòíi ïðÿ-
ìîêóòíèêè.
Ñèñòåìà Π2 óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå ç îäèíèöåþ. Äiéñíî, îäèíèöåþ â Π2 ¹ ìíî-

æèíà X1 ×X2 i, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(A1 × A2) ∩ (B1 ×B2) = (A1 ∩B1)× (A2 ∩B2).

(A1 × A2) \ (B1 ×B2) = (A1 \B1)× A2 t (A1 ∩B1)× (A2 \B2).

Òåîðåìà 10.4. Äëÿ äîâiëüíîãî A = A1 × A2 ç ïiâêiëüöÿ Π2 ïîêëàäåìî çà
îçíà÷åííÿì

(10.3) µ(A) := ν1(A1) · ν2(A2).

Ôîðìóëà (10.3) çàäà¹ íà Π2 ìiðó íà ïiâêiëüöi Π2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C,Cn ∈ Π2, ïðè÷îìó

C = A×B, Cn = An ×Bn, n ∈ N,

i

(10.4) C =
⊔
n∈N

Cn.

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µ(C) =
∑
n∈N

µ(Cn).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

f(x, y) := χA(x)χB(y), fn(x, y) :=
n∑

j=1

χAj
(x)χBj

(y), x ∈ X1, y ∈ X2.

Ç ôîðìóëè (10.4) âèïëèâà¹, ùî

fn(x, y) ≤ fn+1(x, y) ≤ f(x, y)

i
f(x, y) = lim

n→∞
fn(x, y).

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ f i fn ïðèéìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü i ¹
iíòåãðîâíi çà êîæíîþ çìiííîþ. Çîêðåìà,∫

A

fn(x, y) dν1(x) ≤
∫
A

f(x, y) dν1(x), y ∈ B,∫
B

(∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) ≤

∫
B

(∫
A

f(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

=

(∫
B

χB dν2

)(∫
A

χA dν1

)
= ν1(A)ν2(B).

Áà÷èìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
B

(∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

=

∫
B

(
lim
n→∞

∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

∫
B

(∫
A

f(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) = ν1(A)ν2(B).

Îñêiëüêè ∫
B

(∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

=
n∑

j=1

∫
B

(∫
A

χAj
(x)χBj

(y) dν1(x)

)
dν2(y) =

n∑
j=1

ν1(Aj)ν2(Bj),

òî
∞∑
j=1

ν1(Aj)ν2(Bj) = ν1(A)ν2(B).

Îòæå, µ - ìiðà. �

Îçíà÷åííÿ 10.5. Ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µ, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ (10.3),
ìè íàçâåìî ïðÿìèì äîáóòêîì ìið ν1 òà ν2 i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν1 ⊗ ν2.
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Íåõàé (Xj,Uj, νj) - ïðîñòîðè ç ìiðîþ (j = 1, . . . , n). Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
ïiäìíîæèí

Πn := {A = A1 × · · · × An | A1 ∈ U1, . . . , An ∈ Un}
ìíîæèíè X × Y . Åëåìåíòè ñèñòåìè Πn ìîæíà ñïðèéìàòè ÿê àáñòðàêòíi ïà-
ðàëåïiïåäè. Äëÿ äîâiëüíîãî A = A1 × · · · × An ç ïiâêiëüöÿ Πn ïîêëàäåìî çà
îçíà÷åííÿì

(10.5) µ(A) :=
n∏

j=1

νj(Aj).

Ôîðìóëà (10.5) çàäà¹ íà Πn ìiðó. Ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µ ìè íàçâåìî
ïðÿìèì äîáóòêîì ìið νj, j = 1, . . . , n., i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ν1 ⊗ · · · ⊗ νn.

Íàïðèêëàä, n-òà ñòåïiíü ìiðè Ëåáåãà µ1 äà¹ ìiðó Ëåáåãà µn:

µn := µ1 ⊗ · · · ⊗ µ1︸ ︷︷ ︸
n

.

Òåîðåìà Ôóáiíi. Òåîðåìà Ôóáiíi öå òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ ïîäâiéíîãî iíòå-
ãðàëà äî ïîâòîðíîãî. Ìè ñôîðìóëþ¹ìî öþ òåîðåìó â äåùî ñïðîùåíié ôîðìi.

Òåîðåìà 10.6. Íåõàé (X,Ux, νx) i (Y,Uy, νy) - ïðîñòîðè ç ìiðàìè i
ν := νx ⊗ νy. Íåõàé ôóíêöiÿ

X × Y 3 (x, y) 7→ f(x, y) ∈ R
iíòåãðîâíà íà X × Y çà ìiðîþ ν. Òîäi

(10.6)
∫

X×Y

f dν =

∫
X

∫
Y

f(x, y) dνy

 dνx =

∫
Y

∫
X

f(x, y) dνx

 dνy.

Ïðè öüîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè âêëþ÷à¹ â ñåáå iñíóâàííÿ âíóòðiøíèõ ií-
òåãðàëiâ ïðè ìàéæå âñiõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨, çà ÿêîþ áåðóòüñÿ çîâíiøíi ií-
òåãðàëè.

11. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Iíòåãðàë Ëåáåãà. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà.

Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.
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Çàäà÷à 11.1. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 1] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
xn

1 + xn
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ âñþäè, êðiì
òî÷êè

x = 1,

òîáòî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ìàéæå ñêðiçü íà X. Êðiì òîãî,

|fn(x)| = |xn| ≤ 1, x ∈ [0, 1], n ∈ N,
òîáòî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåî-
ðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫ 1

0

fn dµ1 =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫ 1

0

0 dµ1 = 0.

Çàäà÷à 11.2. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 4] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
xn

1 + xn
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

 1, ÿêùî x ∈ (1, 4]);
1/2, ÿêùî x = 1;
0, ÿêùî x ∈ [0, 1).

Êðiì òîãî,
|fn(x)| = |xn| ≤ 1, x ∈ [0, 4], n ∈ N,

òîáòî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåî-
ðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫ 4

1

1 dµ1 = 3.

Çàäà÷à 11.3. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 2] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
1

1 + xn
, n ∈ N.
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Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèÿñíèìî äî ÿêî¨ ôóíêöi¨ çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü fn. Ïðè x ∈
[0, 1) ìè ìà¹ìî

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
= 1;

ïðè x = 1

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
= 1/2;

ïðè x ∈ (1, 2]

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
= 0.

Îòæå, ìàéæå ñêðiçü (çà ìiðîþ µ1) íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ [0, 1);
0, ÿêùî x ∈ [1, 2].

Êðiì òîãî, âèäíî, ùî

|fn(x)| ≤ 1, x ∈ [0, 2], n ∈ N,

òîáòî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåî-
ðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫
[0,1)

1 dµ1 = 1.

Çàäà÷à 11.4. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 2π] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = sinn x+ cosn x, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ âñþäè, êðiì
òî÷îê

πk/2, k = 0, 1, 2, 3, 4,

òîáòî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ìàéæå ñêðiçü íà X. Îñêiëüêè

|fn(x)| ≤ 2, x ∈ X, n ∈ N.
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òî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè
ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫
X

0 dµ1 = 0.

Çàäà÷à 11.5. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 2] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
x

1 + xn
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

 x, ÿêùî x ∈ [0, 1);
1/2, ÿêùî x = 1;
0, ÿêùî x ∈ (1, 2].

Êðiì òîãî,
fn(x) ≤ 2, x ∈ [0, 2], n ∈ N.

Îòæå, âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

f dµ1 =

∫ 1

0

x dx = 1/2.

Çàäà÷à 11.6. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
1

2 + x2n
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

 1/2, ÿêùî x ∈ [0, 1);
1/3, ÿêùî x = 1;
0, ÿêùî x ∈ (1,∞).

Êðiì òîãî,

fn(x) =
1

2 + x2n
≤ 1/2, x ∈ [0, 1],

i

fn(x) =
1

2 + x2n
≤ 1

1 + x2
, x ∈ [1,∞).
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Îñêiëüêè
1

1 + x2
≥ 1/2, x ∈ [0, 1],

òî

|fn(x)| ≤ φ(x) :=
1

1 + x2
, x ∈ [0,∞).

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (fn) ìà¹ ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó.
Òîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü φ. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ 1

0

1/2 dµ1 = 1/2.

Çàäà÷à 11.7. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
e−x

1 + sin2n x
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè
lim
n→∞

sin2n x = 0

äëÿ âñiõ x, êðiì òî÷îê ìíîæèíè

A = {x ∈ R | x = π/2 + πn, n ∈ Z}.
Ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà, à, îòæå, µ1(A) = 0. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ
ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨

f(x) = e−x, x ≥ 0.

Êðiì òîãî,
|fn(x)| ≤ e−x, x ≥ 0, n ∈ N.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (fn) ìà¹ ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó φ(x) = e−x.
Òîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü φ. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

e−x dµ1 = 1.

Çàäà÷à 11.8. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞) ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = e−nx arctg x, n ∈ N.
Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.
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Ðîçâ'ÿçîê.Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨. Äié-
ñíî,

lim
n→∞

e−nx arctg x = 0.

Òóò îêðåìî ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè âèïàäêè x > 0 i x = 0. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

e−nx ≤ e−x, arctg x ≤ π/2 ≤ 2, x ≥ 0,

òî
|fn(x)| ≤ 2e−x, x ≥ 0.

Ôóíêöiÿ 2e−x ¹ iíòåãðîâíîþ íà [0,∞). Òîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî
ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

0 dµ1 = 0.

Çàäà÷à 11.9. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = R ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
e−|x|

1 + x2n
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

e−|x|

1 + x2n
.

Îñêiëüêè ïðè |x| < 1
lim
n→∞

x2n = 0,

à ïðè |x| > 1
lim
n→∞

x2n = +∞,

òî

lim
n→∞

fn(x) = f(x) =

 e−|x|, ÿêùî |x| < 1;
0, ÿêùî |x| > 1;
1/2e, ÿêùî x = 1 àáî x = −1.

Êðiì òîãî,
|fn(x)| ≤ e−|x|, x ∈ R, n ∈ N,

i ôóíêöiÿ e−|x| ¹ iíòåãðîâíà.
Òîìó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îòæå,

lim
n→∞

∫
R
fn dµ1 =

∫ 1

−1

e−|x| dx = 2

∫ 1

0

e−x dx = 2(1− e−1).
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Çàäà÷à 11.10. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞) ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
e−x/n

1 + x2
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =
1

1 + x2
.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè
e−x/n ≤ 1, x ≥ 0,

òî

fn(x) ≤
1

1 + x2
= f(x)

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíà i∫ ∞

0

f dµ1 =

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx = π/2.

Òîìó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

f dµ1 = π/2.

Çàäà÷à 11.11. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = R ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = e−|x| cosn x, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨.
Êðiì òîãî, îñêiëüêè

|fn(x)| ≤ φ(x) := e−|x|, x ∈ R.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ φ. Îòæå, íàøà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ñïiëüíó iíòåãðîâíó
ìàæîðàíòó. Òîìó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.
Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

0 dµ1 = 0.
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12. Ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Ìiðè Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 12.1. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → C íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨
âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b], ÿêùî iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ðîçáèòòÿ τ = {xj}nj=0 ïðîìiæêà [a, b] (a = x0 < x1 < · · · < xn = b)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(12.1) σ(f, τ) :=
n∑

j=1

|f(xj)− f(xj−1)| ≤ C.

Îçíà÷åííÿ 12.2. Íåõàé f : [a, b] → C ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà
ïðîìiæêó [a, b] . Òîäi âåëè÷èíà

sup
τ
σ(f, τ)

íàçèâà¹òüñÿ âàðiàöi¹þ ôóíêöi¨ f íà ïðîìiæêó [a, b] i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
V b
a [f ], òîáòî

(12.2) V b
a [f ] = sup

τ

n∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|,

äå òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ ïî ìíîæèíi âñiõ ðîçáèòòiâ τ âiäðiçêà [a, b].

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ìîíîòîííà ôóíêöiÿ f íà ïðîìiæêó [a, b] ¹ ôóíêöi¹þ
îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, ïðè÷îìó äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

V b
a [f ] = |f(b)− f(a)|.

Ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b] ïîçíà÷èìî
÷åðåç V [a, b].

Òåîðåìà 12.3. V [a, b] ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì êîìëåêñíèõ ÷èñåë,
ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ V [a, b] i äîâiëüíèõ λ ∈ C ìà¹ìî

V b
a [f + g] ≤ V b

a [f ] + V b
a [g], V b

a [λf ] = |λ|V b
a [f ].

ßêùî äëÿ äåÿêî¨ f ∈ V [a, b] ìà¹ìî V b
a [f ] = 0, òî ôóíêöiÿ f ¹ ñòàëîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f, g ∈ V [a, b] i τ = {xj}nj=0 - äîâiëüíå ðîçáèòòÿ ïðîìiæêà
[a, b]. Îñêiëüêè

|(f + g)(xj)− (f + g)(xj−1)| ≤ |f(xj)− f(xj−1)|+ |g(xj)− g(xj−1)|,

òî
σ(f + g, τ) ≤ σ(f, τ) + σ(g, τ).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

σ(f + g, τ) ≤ sup
τ
σ(f, τ) + sup

τ
σ(g, τ) = V b

a [f ] + V b
a [g].

À, îòæå,
V b
a [f + g] ≤ V b

a [f ] + V b
a [g].

Íåõàé λ ∈ C. Îñêiëüêè
σ(λf, τ) = |λ|σ(f, τ),

òî
V b
a [λf ] = sup

τ
σ(λf, τ) = |λ| sup

τ
σ(f, τ) = |λ|V b

a [f ].

ßêùî f íå ¹ ïîñòiéíà, òî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, V b
a [f ] > 0. Òîìó ç óìîâè V b

a [f ] = 0
âèïëèâà¹, ùî f ¹ ïîñòiéíà. �

Òåîðåìà 12.4. Íåõàé f ∈ V [a, b] i c ∈ (a, b). Òîäi

V b
a [f ] = V c

a [f ] + V b
c [f ].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ = {xj}nj=0 - äîâiëüíå ðîçáèòòÿ ïðîìiæêà [a, b]. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç τ̃ ðîçáèòòÿ τ ç äîäàíîþ òî÷êîþ c, òîáòî τ̃ = τ ∪ {c}. Íåõàé òî÷êà c
ïîòðàïëÿ¹ ìiæ òî÷êàìè xj−1 i xj. Îñêiëüêè

|f(xj−1)− f(xj)| ≤ |f(xj−1)− f(c)|+ |f(c)− f(xj)|,

òî
σ(f, τ) ≤ σ(f, τ̃).

Ðîçáèòòÿ τ̃ ¹ îá'¹äíàííÿì ðîçáèòòÿ τ ′ = {xk}j−1
k=0 ∪ {c} ïðîìiæêà [a, c] i

ðîçáèòòÿ τ ′′ = {xk}nk=j ∪ {c} ïðîìiæêà [c, b]. Îñêiëüêè

σ(f, τ̃) = σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b]) ≤ V c
a [f ] + V b

c [f ],

òî
σ(f, τ) ≤ σ(f, τ̃) ≤ V c

a [f ] + V b
c [f ].

À, îòæå,
V b
a [f ] ≤ V c

a [f ] + V b
c [f ].
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Îñêiëüêè
σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b]) = σ(f, τ̃) ≤ V b

a [f ],

òî
σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b]) ≤ V b

a [f ],

äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ τ ′ i τ ′′ ïðîìiæêiâ [a, c] i [c, b] âiäïîâiäíî. Òîìó

V b
a [f ] ≥ sup

τ ′
sup
τ ′′

(σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b])) = V c
a [f ] + V b

c [f ].

Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �

Òåîðåìà 12.5. Êîæíó äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ f ∈ V [a, b] ìîæíà ïîäàòè ÿê
ðiçíèöþ äâîõ ìîíîòîííî íåñïàäíèõ ôóíêöié íà ïðîìiæêó [a, b].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V [a, b]. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(x) := V x
a [f ], x ∈ [a, b].

Íåõàé a ≤ x1 < x2 ≤ b. Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî

g(x2)− g(x1) = V x2
x1

[f ] ≥ 0.

Òîìó g ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíà. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ

h(x) = g(x)− f(x), x ∈ [a, b]

òåæ ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíà. ßêùî a ≤ x1 < x2 ≤ b, òî

h(x2)− h(x1) = g(x2)− g(x1)− (f(x2)− f(x1)) = V x2
x1

[f ]− (f(x2)− f(x1)).

Îñêiëüêè
V x2
x1

[f ] ≥ |f(x2)− f(x1)|,
òî

h(x2)− h(x1) = V x2
x1

[f ]− (f(x2)− f(x1)) ≥ 0,

òîáòî h ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ. Âðàõîâóþ÷è, ùî

g − h = g − (g − f) = f

îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Òåîðåìà 12.6. Êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ V [a, b] ìà¹ òiëüêè òî÷êè ðîçðèâó ïåð-
øîãî ðîäó i ¨õ ¹ íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà êiëüêiñòü.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V [a, b]. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨

u(x) := Re f(x), v(x) := Im f(x)

¹ äiéñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Êîæíó ç íèõ ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi ðiçíèöi ìîíîòîííî íåñïàäíèõ:

u(x) = u1(x)− u2(x), v(x) = v1(x)− v2(x), x ∈ [a, b].

Îòæå, f ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìîíîòîííèõ ôóíêöié:

f(x) = u1(x)− u2(x) + iv1(x)− iv2(x).

Òîìó òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè äëÿ ìîíîòîííî íåñïàäíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé f ìî-
íîòîííî íåñïàäíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíóâàííÿ ãðàíèöü

f(x+ 0) = lim
ε→+0

f(x+ ε), f(x− 0) := lim
ε→+0

f(x− ε)

âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñà ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöi ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi. Íåõàé

h(x) = f(x+ 0)− f(x− 0)

ñòðèáîê ôóíêöi¨ f â òî÷öi x. Äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N ìíîæèíà

{x ∈ (a, b) | h(x) > 1/m}
ñêií÷åííà, ïðè÷îìó ÷èñëî ¨¨ åëåìåíòiâ íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëî

(f(b)− f(a))m.

Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó

{x ∈ (a, b) | h(x) > 0}
¹ íå áiëüø ÿê çëi÷åííà. Äiéñíî:

{x ∈ (a, b) | h(x) > 0} =
∞⋃

m=1

{x ∈ (a, b) | h(x) > 1/m}.

Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �

Îçíà÷åííÿ 12.7. Ìè ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : R → C ìà¹ îáìåæåíó âà-
ðiàöiþ íà R, ÿêùî âîíà ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó
ïðîìiæêó i iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N

V n
−n[f ] ≤ C.

Ìè ïîêëàäà¹ìî çà îçíà÷åííÿì

V ∞
−∞[f ] := lim

n→∞
V n
−n[f ].

Ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà R ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç V (R).
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Âïðàâà 12.8. Äîâåñòè, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ V (R), iñíóþòü ãðàíèöi

f(−∞) = lim
x→−∞

f(x), f(+∞) = lim
x→+∞

f(x).

13. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ âàðiàöi¨ ôóíêöi¨.

Íèä÷å ìè ðîçãëÿíåìî ðÿä íåñêëàäíèõ çàäà÷ íà îá÷èñëåííÿ âàðiàöi¨ ôóíêöi¨
íà ïðîìiæêó [a, b].
Ìè âèêîðèñòà¹ìî ïðîñòå ñïîñòåðåæåííÿ: Âàðiàöiÿ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ íà

ïðîìiæêó [a, b] ¹ ðiâíà ìîäóëþ ¨¨ ïðèðîñòó íà öüîìó ïðîìiæêó.

À ùî ðîáèòè, ÿêùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ìîíîòîííà íà ïðîìiæêó [a, b] . Ó öüî-
ìó âèïàäêó ïîòðiáíî ñïðîáóâàòè ðîçáèòè [a, b] íà ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi i
îá÷èñëèòè âàðiàöiþ íà êîæíîìó ç öèõ ïðîìiæêiâ, à ïîòiì çíàéòè ñóìó.

Çàäà÷à 13.1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = sin x íà ïðîìiæêó [0, π]. Çíàéäiòü
¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííà íà ïðîìiæêàõ [0, π/2] i [π/2, π]. Âàðiàöiÿ
f íà êîæíîìó ç öèõ ïðîìiæêiâ äîðiâíþ¹ îäèíèöi (ìîäóëü ïðèðîñòó). Òîìó
âàðiàöiÿ íà âñüîìó ïðîìiæêó ¹ ðiâíà 2.

Çàäà÷à 13.2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = | sinx| íà ïðîìiæêó [0, 6π]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíà i ïåðiîäè÷íà ç ïåðiîäîì π. Òîìó äîñèòü
îá÷èñëèòè âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [0, π] i ïîìíîæèòè íà 6. Îòæå, âàðiàöiÿ ðiâíà
12.

Çàäà÷à 13.3. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x2 íà ïðîìiæêó [−2, 3]. Çíàéäiòü
¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííà íà ïðîìiæêàõ [−2, 0] i [0, 3]. Âàðiàöiÿ f
íà ïåðøîìó ðiâíà 4, à íà äðóãîìó 9. Òîìó âàðiàöiÿ íà âñüîìó ïðîìiæêó ðiâíà
13.
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Çàäà÷à 13.4. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = |x − 2| íà ïðîìiæêó [−2, 4]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ äâà. À âëàñíå, [−2, 2], [2, 4]. Âàðiàöiÿ
íà ïðîìiæêó [−2, 2] ðiâíà 4, à âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [2, 4] ðiâíà 2. Òîìó âàðiàöiÿ
íà ïðîìiæêó [−2, 4] ðiâíà ñóìi 4 + 2 = 6.

Çàäà÷à 13.5. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = |x2 − 1| íà ïðîìiæêó [−2, 3]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê.Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ ÷îòèðè. À âëàñíå, [−2,−1], [−1, 0], [0, 1], [1, 3].
Òîìó âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [−2, 3]. ðiâíà ñóìi 3 + 1 + 1 + 8 = 13.

Çàäà÷à 13.6. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = |x2 − 4| íà ïðîìiæêó [−4, 5]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê.Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ ÷îòèðè. À âëàñíå, [−4,−2], [−2, 0], [0, 2], [2, 5].
Òîìó âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [−4, 5] ðiâíà ñóìi 12 + 4 + 4 + 21 = 41.

Çàäà÷à 13.7. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x3 − 3x íà ïðîìiæêó [−3, 2]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ òðè. À âëàñíå, [−3,−1], [−1, 1], [1, 2].
Òîìó âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [−3, 2] ðiâíà ñóìi

|f(−3)− f(−1)|+ |f(−1)− f(1)|+ |f(1)− f(2)| = 20 + 4 + 4 = 28.

Çàäà÷à 13.8. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x
1+x2 íà ïðîìiæêó [−2, 2]. Çíà-

éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèòè ñàìîñòiéíî.

Çàäà÷à 13.9. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x[x] íà ïðîìiæêó [−1, 4]. Çíàéäiòü
¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèòè ñàìîñòiéíî.
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Çàäà÷à 13.10. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x3 − 12x íà ïðîìiæêó [−3, 3].
Çíàéäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèòè ñàìîñòiéíî.

Âïðàâà 13.11. Íåõàé f ∈ V ([a, b]) . Òîäi |f | ∈ V ([a, b]) i

V b
a [|f |] ≤ V b

a [f ].

À êîëè ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü?

14. Äiéñíîçíà÷íi òà êîìïëåêñíîçíà÷íi ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 14.1. Êîìïëåêñíîçíà÷íó ìiðó íà Rn íàçâåìî áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî
âîíà çàäàíà íà âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ Rn i ïðèéìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ.
Ìíîæèíó âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìið íà Rn ïîçíà÷èìî ÷åðåç M (Rn).

Cüîãîäíi ìè ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó äiéñíîçíà÷íèõ ìið i ñêàæåìî äåêiëüêà
ñëiâ ïðî êîìïëåêñíîçíà÷íi ìiðè. Ìè âæå äàâàëè çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ìiðè íà
ñèñòåìi ìíîæèí. Äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåìî éîãî ùå ðàç.

Îçíà÷åííÿ 14.2. Íåõàé A - ñèñòåìà ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. ×èñëîâó ôóí-
êöiþ

µ : A → R (µ : A → C)
íàçâåìî äiéñíîçíà÷íîþ (êîìïëåêñíîçíà÷íîþ) ìiðîþ, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííî
àäèòèâíîþ, òîáòî:

(1) äëÿ äîâiëüíî¨ äèç'þíêòèâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 â A, äëÿ ÿêî¨⊔∞

n=1An ∈ A, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(14.1) µ

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Äiéñíîçíà÷íi ìiðè ÷àñòî íàçèâàþòü çàðÿäàìè. Òàêà òåðìiíîëîãiÿ ïðèéøëà
ç ôiçèêè (åëåêòðè÷íi çàðÿäè). Îäíàê, ìè áóäåìî âæèâàòè òåðìií "ìiðà"i ñòî-
ñîâíî íåâiä'¹ìíèõ ìið, i ñòîñîâíî äiéñíîçíà÷íèõ àáî êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ìið.
Â äàíié ëåêöi¨ ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìiðè, ùî çàäàíi âèêëþ÷íî íà σ-

àëãåáðàõ ìíîæèí i ïðèéìàþòü ñêií÷åííi çíà÷åííÿ. Öå çíà÷íîþ ìiðîþ ñïðî-
ñòèòü ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ íàøèõ òâåðäæåíü. Âèïàäîê, êîëè ìiðà ìîæå

85



ïðèéìàòè íåñêií÷åíííi çíà÷åííÿ òåæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè (äèâèñü ðåêîìåíäî-
âàíèé ïiäðó÷íèê).

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ íåâiä'ìíèõ ìið âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü, ÿêó ìè íàçèâà-
¹ìî íåïåðåðâíiñòþ ìiðè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äiéñíîçíà-
÷íèõ (êîìïëåêñíîçíà÷íèõ) ìið.

Òåîðåìà 14.3. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà (êîìïëåêñíîçíà÷íà) ìiðà µ çàäàíà íà σ-
àëãåáði A. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)

∞
n=1 â

A ìà¹ìî, ùî

(14.2) µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

À äëÿ äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 â A ìà¹ìî, ùî

(14.3) µ

(
∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (An)
∞
n=1 ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó

ïîñëiäîâíiñòü
Bn := An \ An−1, n ∈ N (A0 := ∅).

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Bn)
∞
n=1 ¹ äèç'þíêòèâíîþ i

n⊔
j=1

Bj = An, n ∈ N,

∞⊔
j=1

Bj =
∞⋃
n=1

An.

Îñêiëüêè ç (14.1) âèïëèâà¹ ñêií÷åííà àäèòèâíiñòü, òî

µ(An) =
n∑

j=1

µ(Bj), n ∈ N.

Òîìó ç âðàõóâàííÿì (14.1) ìà¹ìî

lim
n→∞

µ(An) =
∞∑
j=1

µ(Bj) = µ

(
∞⊔
j=1

Bj

)
= µ

(
∞⋃
n=1

An

)
.
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Íåõàé òåïåð (An)
∞
n=1 ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ. Ïîêëàäåìî

A :=
∞⋂
n=1

An

i ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü

Bn := An \ An+1, n ∈ N.

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Bn)
∞
n=1 ¹ äèç'þíêòèâíîþ i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(ïîäóìàéòå ÷îìó?)
∞⊔
j=n

Bj = An \ A, n ∈ N.

Ç îãëÿäó íà (14.1)

µ(An \ A) =
∞∑
j=n

µ(Bj) → 0 ïðè n→ ∞.

Âðàõîâóþ÷è, ùî An = (An \ A) t A, ìà¹ìî

µ(An) = µ(An \ A) + µ(A).

À, îòæå,
lim
n→∞

µ(An) = µ(A) + lim
n→∞

µ(An \ A) = µ(A).

�

Íåõàé ó íàñ ¹ äâi íåâiä'¹ìíi ìiðè µ1 i µ2, ùî çàäàíi íà σ-àëãåáði A. Ðîçãëÿ-
íåìî ¨õ ðiçíèöþ

µ := µ1 − µ2.

Î÷åâèäíî, ùî µ ¹ äiéñíîçíà÷íîþ ìiðîþ. Âèíèêà¹ çàêîíîìiðíå ïèòàííÿ: "×è
êîæíà äiéñíîçíà÷íà ìiðà ¹ ðiçíèöåþ äâîõ íåâiä'¹ìíèõ ìið?"Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
òàê. Àëå, äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ¹ íåòðèâiàëüíèì i ïîòðåáó¹ çíà÷íèõ çóñèëü.

Îçíà÷åííÿ 14.4. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A. Ìíî-
æèíó A ∈ A íàçâåìî ïîçèòèâíîþ (ñòîñîâíî ìiðè µ), ÿêùî

∀B ∈ A B ⊂ A =⇒ µ(B) ≥ 0.

Àíàëîãi÷íî ìíîæèíó A ∈ A íàçâåìî íåãàòèâíîþ (ñòîñîâíî ìiðè µ), ÿêùî

∀B ∈ A B ⊂ A =⇒ µ(B) ≤ 0.
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Ëåìà 14.5. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A. ßêùî E ∈ A
i µ(E) > 0, òî â E ìiñòèòüñÿ ïîçèòèâíà ìíîæèíà A òàêà, ùî µ(A) > 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E ∈ A i µ(E) > 0. ßêùî E ¹ ïîçèòèâíîþ, òî äîâåäåííÿ
çàâåðøåíå. Íåõàé E íå ¹ ïîçèòèâíîþ ìíîæèíîþ. Òîäi â E ¹ ïiäìíîæèíè, ùî
ìàþòü âiä'¹ìíó ìiðó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n1 íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ
ÿêîãî iñíó¹ B1 ⊂ E òàêå, ùî

µ(B1) ≤ − 1

n1

.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó E1 = E \ B1. Î÷åâèäíî, ùî µ(E1) > µ(E) > 0. ßêùî
E1 ¹ ïîçèòèâíîþ, òî äîâåäåííÿ çàâåðøåíå. ßêùî íi, òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç n2

íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ B2 ⊂ E1 òàêå, ùî

µ(B2) ≤ − 1

n2

.

Ïîêëàäåìî E2 = E1 \B2. Ïîâòîðþþ÷è âêàçàíó ïðîöåäóðó çà iíäóêöi¹þ áóäó-
¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (Ej). Âîíà ìîæå îáiðâàòèñÿ íà ÿêîìóñü êðîöi. Öå îçíà÷à¹,
ùî îñòàíí¹ En ¹ ïîçèòèâíîþ ìíîæèíîþ i íà öüîìó äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ.
ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íå îáðèâà¹òüñÿ, òî ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (En)

∞
n=1

òàêó, ùî
En+1 ⊂ En, n ∈ N,

i

(14.4) µ(En+1) > µ(En) > µ(E) > 0, n ∈ N,
à òàêîæ äèç'þíêòèâíó ïîñëiäîâíiñòü (Bk)

∞
k=1 òàêó, ùî

µ(Bk) ≤ − 1

nk

, k ∈ N.

Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
k=1

µ(Bk). Îñêiëüêè

1

nk

≤ −µ(Bk), k ∈ N

òî çáiãà¹òüñÿ òàêîæ i ðÿä
∞∑
k=1

1
nk

. À çi çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó âèïëèâà¹, ùî

(14.5) lim
k→∞

1

nk

= 0.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A :=
⋂∞

n=1En. Ç íåïåðåðâíîñòi ìiðè ç âðàõóâàííÿì
(14.4) âèïëèâà¹, ùî

µ(A) = lim
n→∞

µ(En) ≥ µ(E) > 0.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà A íå ¹ ïîçèòèâíà. Òîäi â íié ¹ ïiäìíîæèíà B òàêà,
ùî

µ(B) < 0.

Òîäi iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî

µ(B) ≤ − 1

m
.

Çàóâàæèìî, ùî B íàëåæèòü êîæíîìó En. Òîìó ç îçíà÷åíü ÷èñåë nk âèïëèâà¹,
ùî

nk ≤ m, k ∈ N,
òîáòî

1

nk

≥ 1

m
, k ∈ N,

À öå ñóïåðå÷èòü (14.5). Ëåìà äîâåäåíà. �

Âïðàâà 14.6. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A i A ∈ A.
ßêùî A ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîçèòèâíî¨ ìíîæèíè, òî A ¹ ïîçèòèâíîþ. ßêùî
A ¹ ñêií÷åííèì àáî çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì ïîçèòèâíèõ ìíîæèí, òî A ¹
ïîçèòèâíîþ.

Ðîçêëàä Ãàíà.

Òåîðåìà 14.7. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A i X - îäè-
íèöÿ â A. Òîäi â A iñíóþòü ïîçèòèâíà ìíîæèíà X+ i íåãàòèâíà X− òàêi,
ùî

(14.6) X = X+

⊔
X−.

Òàêèé ðîçêëàä ìíîæèíè X íàçèâàþòü ðîçêëàäîì Ãàíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σ+ ñiìåéñòâî âñiõ ïîçèòèâíèõ ñòîñîâíî ìiðè µ
ìíîæèí. Ïîêëàäåìî

α := sup
A∈Σ+

µ(A).

Ïðèïóñòèìî, ùî α = +∞. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ñóïðåìóìó âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (An)

∞
n=1 ïîçèòèâíèõ ìíîæèí, äëÿ ÿêî¨

µ(An) ≥ n, n ∈ N.
Çãiäíî âïðàâè 14.6 ìíîæèíà A =

⋃∞
n=1An ¹ ïîçèòèâíîþ. Àëå, îñêiëüêè An ⊂ A

äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
µ(A) ≥ µ(An) ≥ n, n ∈ N.
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À öå íåìîæëèâî, áî µ(A) ∈ R. Ñóïåðå÷íiñòü. Òîìó α < ∞. Ç îçíà÷åííÿ
ñóïðåìóìà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (An)

∞
n=1 ïîçèòèâíèõ ìíîæèí, äëÿ

ÿêèõ

µ(An) ≥ α− 1

n
.

Çãiäíî âïðàâè 14.6 ìíîæèíà A =
⋃∞

n=1An ¹ ïîçèòèâíîþ. Àëå, îñêiëüêè An ⊂ A
äëÿ âñiõ n ∈ N, òî

µ(A) ≥ µ(An) ≥ α− 1

n
, n ∈ N.

À, îòæå, µ(A) ≥ α. Òîìó ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ÷èñëà α ìà¹ìî, ùî µ(A) = α.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ìíîæèíà A′ = X \A ¹ íåãàòèâíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî öå
íå òàê. Òîäi â A′ iñíó¹ ïiäìíîæèíà D ∈ A òàêà, ùî µ(D) > 0. Òîäi çãiäíî ëåìè
14.5 â D ¹ ïîçèòèâíà ìíîæèíà B ç µ(B) > 0. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ã = A∪B
âîíà ¹ ïîçèòèâíà (äèâ. âïðàâó 14.6). Îñêiëüêè A ∩B = ∅, òî

µ(Ã) = µ(A) + µ(B) ≥ α + µ(B) > α.

Àëå, çãiäíî îçíà÷åííÿ ÷èñëà α ìà¹ìî, ùî µ(Ã) ≤ α. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå
ìíîæèíà A′ ¹ íåãàòèâíîþ. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêëàñòè çà îçíà÷åííÿì

X+ := A, X− := A′.

�
Çàóâàæåííÿ 14.8. Ðîçêëàä Ãàíà íå ¹ ¹äèíèì. Ïîäóìàéòå, ÷îìó.

Ðîçêëàä Æîðäàíà.

Îçíà÷åííÿ 14.9. Íåõàé µ1 i µ2 íåâiä'¹ìíi ìiðè, ùî çàäàíi íà σ-àëãåáði A
ç îäèíèöåþ X. Ìè ñêàæåìî, ùî âîíè ¹ âçà¹ìíî ñèíãóëÿðíèìè (ñêîðî÷åíèé
çàïèñ µ1 ⊥ µ2), ÿêùî X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi X = X1

⊔
X2, äå X1, X2 ∈ A

i
µ1(X2) = 0, µ2(X1) = 0.

Òåîðåìà 14.10. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A i X - îäè-
íèöÿ â A. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà âçà¹ìíî ñèíãóëÿðíèõ íåâiä'¹ìíèõ ìið µ+, µ−
íà A òàêèõ, ùî

µ = µ+ − µ−.

Òàêèé ðîçêëàä äiéñíîçíà÷íî¨ ìiðè µ íàçèâàþòü ðîçêëàäîì Æîðäàíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = X+

⊔
X− � ðîçêëàä Ãàíà äëÿ ìiðè µ. Ïîêëàäåìî çà

îçíà÷åííÿì

µ+(A) := µ(A ∩X+), µ−(A) := −µ(A ∩X−), A ∈ A.

Î÷åâèäíî, ùî µ+ i µ− ¹ íåâiä'¹ìíèìè ìiðàìè íà A, ïðè÷îìó

(µ+ − µ−)(A) = µ+(A)− µ−(A) = µ(A ∩X+) + µ(A ∩X−) = µ(A),

òîáòî µ = µ+ − µ−. Êðiì òîãî, ç îçíà÷åíü âèïëèâà¹, ùî µ+ ⊥ µ−. Òèì ñàìèì
iñíóâàííÿ ðîçêëàäó Æîðäàíà äîâåäåíî. Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî
¹ äðóãà ïàðà ìið µ̃+ i µ̃− òàêà, ùî µ = µ̃+ − µ̃− i µ̃+ ⊥ µ̃−. Íåõàé äðóãié ïàði
âiäïîâiäà¹ ðîçêëàä X = X̃+

⊔
X̃−, òîáòî

µ̃+(X̃−) = 0, µ̃−(X̃+) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçêëàä X = X̃+

⊔
X̃− ¹ ðîçêëàäîì Ãàíà. Ïðèïóñòèìî, ùî

A ∈ A i

A ⊂ X+ \ X̃+.

Òîäi

µ+(A) = µ(A) = −µ̃−(A),

à, îòæå, µ(A) = 0. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî ÿêùî A ⊂ X̃+ \X+, òî µ(A) = 0.
Òîìó äëÿ äîâiëüíèõ B ∈ A òàêèõ, ùî B ⊂ X+ ∪ X̃+ ìà¹ìî

µ(B) = µ(A ∩X+ ∩ X̃+) + µ(A \X+) + µ(A \ X̃+) =

µ(A ∩X+ ∩ X̃+) + 0 + 0 = µ(A ∩X+ ∩ X̃+).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

µ+(B) = µ̃+(B).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî µ+ = µ̃+. À öå îçíà÷à¹, ùî µ− = µ̃−. �äèíiñòü äîâåäåíà.
�

Äåêiëüêà ñëiâ ñêàæåìî çà êîìïëåêñíi ìiðè. Íåõàé µ � êîìïëåêñíà ìiðà.
Ïîêëàäåìî

µR(A) := Reµ(A), µI(A) := Imµ(A), A ∈ A.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî µR i µI ¹ äiéñíîçíà÷íèìè ìiðà i

µ = µR + iµI .

òàêèì ÷èíîì ïåðåõiä âiä äiéñíîçíà÷íèõ ìið äî êîìïëåêñíèõ ¹ äóæå ïðîñòèì.
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Áîðåëiâñüêi ìiðè. Íåõàé X - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç
B(X) ìè ïîçíà÷à¹ìî σ- àëãåáðó âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí, òîáòî σ- àëãåáðó,
ùî ïîðîäæåíà âñiìà âiäêðèòèìè i çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè.
Ìiðó, ÿêà çàäàíà íà σ- àëãåáði B(X) ìè íàçâåìî áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(X) ìíîæèíó âñiõ îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ áî-

ðåëiâñüêèõ ìið, òîáòî
M (X) := M(B(X), X).

ßê ìè âæå çíà¹ìîM (X) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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15. Íåîçíà÷åíèé iíòåãðàë Ëåáåãà. Òåîðiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ó äàíié ëåêöi¨ ìè ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ôàêòè òåîði¨ äèôåðåíöiþâàííÿ.
Â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó áóëè äîâåäåíi íàñòóïíi âàæëèâi ôàêòè:

(1) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

d

dx

∫ x

a

f(x) dx = f(x), x ∈ [a, b].

(2) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C1[a, b] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a), x ∈ [a, b].

Ìè ïîêàæåìî, ùî â òåîði¨ iíòåãðàëà Ëåáåãà ¹ ïðèðîäíi àíàëîãè öèõ ðåçóëü-
òàòiâ.
Ïî÷íåìî ìè ç ôîðìóëþâàííÿ âàæëèâî¨ òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ïîõiäíó ìîíî-

òîííî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 15.1. Íåõàé f ìîíîòîííà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b]. Òîäi âîíà
ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêó [a, b].

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ¹ ñêëàäíèì i äîâãèì. Òîìó çà áðàêîì ÷àñó ìè éîãî
íå ðîçãëÿäà¹ìî. Ç íèì ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó ïiäðó÷íèêó.
Ç ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå òåîðåìè Ëåáåãà âèïëèâà¹ ïðîñòèé

Íàñëiäîê 15.2. Íåõàé f - ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b].
Òîäi âîíà ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêó [a, b].

Äîâåäåííÿ. Êîæíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ ¹ ëiíié-
íîþ êîìáiíàöi¹þ ÷îòèðüîõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié. À âëàñíå,

f = f1 − f2 + if3 − if4,

äå fj ìîíîòîííî íåñïàäíi ôóíêöi¨ íà [a, b]. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà,
î÷åâèäíèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ íàñëiäêó. �
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Òåîðåìà 15.3. Íåõàé f - íåñïàäíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b]. Òîäi ¨¨ ïîõiäíà
f ′ ¹ iíòåãðîâíà çà Ëåáåãîì i∫ b

a

f ′ dµ1 ≤ f(b)− f(a).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
f(x+ 1/n)− f(x)

1/n
, x ∈ [a, b].

Òóò ìè ââàæà¹ìî, ùî f(x) = f(b) ïðè x > b.
Ìîíîòîííà ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíà. Êðiì òîãî, âîíà îáìåæåíà. Òîìó âñi ôóíêöi¨

fn ¹ iíòåãðîâíèìè çà Ëåáåãîì. Çàóâàæèìî, ùî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâ-
íà çà Ðiìàíîì. Òîìó âñi ôóíêöi¨ fn ¹ iíòåãðîâíèìè i çà Ðiìàíîì. Ç òåîðåìè
ïðî çâ'ÿçîê ìiæ iíòåãðàëàìè Ðiìàíà i Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî∫

[a,b]

fn dµ1 =

∫ b

a

fn(x) dx.

Îöiíèìî iíòåãðàë ∫ b

a

fn(x) dx.

Ìà¹ìî∫ b

a

fn dx = n

∫ b

a

f(x+ 1/n) dx− n

∫ b

a

f(x) dx =

= n

∫ b+1/n

a+1/n

f(x) dx− n

∫ b

a

f(x) dx = n

∫ b+1/n

b

f(x) dx− n

∫ a+1/n

a

f(x) dx.

Îñêiëüêè

n

∫ b+1/n

b

f(x) dx = n

∫ b+1/n

b

f(b) dx = f(b)

i

n

∫ a+1/n

a

f(x) dx ≥ nf(a)
1

n
= f(a),

òî ∫
[a,b]

fn dµ1 ≤ f(b)− f(a).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ïîõiäíó ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f ′. Êðiì òîãî, îñêiëüêè f íåñïàäíà,
òî

fn ≥ 0, n ∈ N.
94



Òîìó, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Ôàòó, ìè îòðèìó¹ìî, ùî f ′ ∈ L([a, b], µ1) i∫
[a,b]

f ′ dµ1 ≤ f(b)− f(a).

�

Ðîçãëÿíåìî êóñêîâî ïîñòiéíó ôóíêöiþ f íà [a, b]. Î÷åâèäíî, ùî ¨¨ ïîõiäíà
ðiâíà íóëåâi ó âñiõ òî÷êàõ íà [a, b], êðiì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ¨õ ÷èñëà. Çðîçóìiëî,
ùî âiäíîâèòè òàêó ôóíêöiþ çà ¨¨ ïîõiäíîþ íåìîæëèâî. Ìîæíà ïîäóìàòè,
ùî ïðè÷èíà â òîìó, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ðîçðèâíà. Îäíàê, ìîæíà ïîáóäóâàòè
ìîíîòîííó ôóíêöiþ, ÿêà ¹ íåïåðåðâíà, àëå ¨¨ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëåâi ìàéæå
ñêðiçü.

Äðàáèíà Êàíòîðà. Ãåîðã Êàíòîð ïåðøèé ïîáóäóâàâ ïðèêëàä íåïåðåðâ-
íî¨ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨, ïîõiäíà ÿêî¨ ðiâíà íóëåâi ìàéæå ñêðiçü. Â ïðîöåñi
ïîáóäîâè âií âèêîðèñòàâ ìíîæèíó, ÿêó ïiçíiøå íàçâàëè ìíîæèíîþ Êàíòîðà.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ¹ íàñòóïíèì. Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê J0 = [0, 1] íà òðè ðiâíi
÷àñòèíè i ïîêëàäåìî f(x) = 1/2 ïðè x ∈ [1/3, 2/3]. Âiäðiçîê J1

1 = [0, 1/3]
ðîçiá'¹ìî íà òðè ÷àñòèíè i íà ñåðåäíié ïîêëàäåìî f(x) = 1/4. Âiäðiçîê J1

2 =
[2/3, 1] òåæ ðîçiá'¹ìî íà òðè ÷àñòèíè i íà ñåðåäíié ïîêëàäåìî f(x) = 3/4. Íà
âiäðiçêàõ, ÿêi çàëèøèëèñÿ, òîáòî íà âiäðiçêàõ 2-ãî ðàíãó:

J2
1 = [0, 1/9], J2

2 = [2/9, 1/3], J2
3 = [2/3, 7/9], J2

1 = [8/9, 1]

ïîâòîðèìî òó ñàìó ïðîöåäóðó. Ðîçá'¹ìî ¨õ íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè i íà ñåðåäíié
ïîêëàäåìî ôóíêöiþ ðiâíîþ ïîñëiäîâíî 1/8, 3/8, 5/8, 7/8. Ïðîäîâæóþ÷è öåé
ïðîöåñ ìè çàäàìî ôóíêöiþ f íà ïðîìiæêó [0, 1]. Âñþäè ïî ìíîæèíîþ Êàíòîðà
ïîõiäíà íàøî¨ ôóíêöi¨ ¹ ðiâíà íóëþ. Ìíîæèíà Êàíòîðà ¹ íiäå íå ùiëüíà i
çàìêíåíà. Êðiì òîãî, ¨¨ ìiðà Ëåáåãà (ÿê íåâàæêî çðîçóìiòè) ¹ ðiâíà íóëåâi.
Îòðèìàíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíà i ìîíîòîííà íà [0, 1]. À íà äîïîâíåííi äî
ìíîæèíè K ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ¹ ðiâíà íóëåâi.

Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 15.4. Ôóíêöiþ f : [a, b] → C ìè íàçâåìî àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
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ñèñòåìè ((aj, bj))
n
j=1 ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ òàêèõ, ùî

n∑
j=1

|bj − aj| < δ,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
n∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ. Ïðîòå,
íå êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
äðàáèíà Êàíòîðà íå ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç AC[a, b] ìíîæèíó âñiõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà

ïðîìiæêó [a, b].

Âïðàâà 15.5. Äîâåäiòü, ùî AC[a, b] ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 15.6. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ AC[a, b] ¹ ôóíêöi¹þ îáìå-
æåíî¨ âàðiàöi¨, òîáòî

AC[a, b] ⊂ V [a, b].

Âïðàâà 15.7. Êîæíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f ∈ C1[a, b] ¹ àá-
ñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà [a, b].

Âïðàâà 15.8. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê fg ôóíêöié f, g ∈ AC[a, b] ¹ àáñîëþòíî
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Äëÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà âàæëèâà i íå-
òðèâiàëüíà

Òåîðåìà 15.9. Íåõàé f ∈ AC[a, b] i f ′(x) = 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Òîäi
ôóíêöiÿ f ¹ ïîñòiéíîþ íà [a, b] (f ≡ const).

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè êðàñèâå, àëå ñêëàäíå i äîâãå. Ìè éîãî ðîçãëÿíåìî
äåùî ïiçíiøå, ÿêùî ó íàñ áóäå ÷àñ.
Íàòîìiñòü, ìè äîâåäåìî iíøó âàæëèâó òåîðåìó.
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Äîìîâèìîñÿ ÷åðåç L(a, b) ïîçíà÷àòè ïðîñòið L((a, b), µ1), à çàìiñòü dµ1 ïè-
ñàòè dx.

Òåîðåìà 15.10. Íåõàé f ∈ L(a, b) i

F (x) :=

∫ x

a

f dx, x ∈ [a, b].

Òîäi ôóíêöiÿ F ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [a, b] i ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]
F ′(x) = f(x), òîáòî

d

dx

∫ x

a

f dx = f(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà ÷àñòèíè, ÿêi îôîðìèìî ó âèãëÿäi ëåì.

Ëåìà 15.11. Íåõàé f ∈ L(a, b) i

F (x) :=

∫ x

a

f dx, x ∈ [a, b].

Òîäi ôóíêöiÿ F ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [a, b].

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà
Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè
A ⊂ [a, b] ç ìiðîþ µ1(A) < δ, âèêîíó¹òüñÿ íàðiâíiñòü∫

A

|f | dx < ε.

Íåõàé A =
⊔n

j=1(aj, bj) i µ1(A) < δ. Òîäi∫
A

|f | dx =
n∑

j=1

∫ bj

aj

|f | dx < ε.

Îñêiëüêè

|F (bj)− F (aj)| =

∣∣∣∣∣
∫ bj

aj

f dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ bj

aj

|f | dx,

òî
n∑

j=1

|F (bj)− F (aj)| ≤
n∑

j=1

∫ bj

aj

|f | dx < ε.
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Òèì ñàìèì ëåìà äîâåäåíà. �

Âïðàâà 15.12. Íåõàé f ∈ L(a, b) i∫ x

a

f dx = 0

äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Òîäi f(x) = 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Ëåìà 15.13. Íåõàé f ∈ L(a, b) i

F (x) :=

∫ x

a

f dx, x ∈ [a, b].

ßêùî f ¹ îáìåæåíà (|f | ≤ K), òî F ′(x) = f(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ F ¹ àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíà. À êîæíà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàði-
àöi¨. Òîìó ïîõiäíà F ′ iñíó¹ ìàéæå ñêðiçü íà [a, b] i ¹ iíòåãðîâíà íà [a, b].
Ïîêëàäåìî

fn(x) =
F (x+ 1/n)− F (x)

1/n
, x ∈ [a, b].

Òîäi

fn(x) = n

(∫ x+1/n

x

f dx

)
.

Òîìó

|fn(x)| ≤ n

∣∣∣∣∣
∫ x+1/n

x

f dx

∣∣∣∣∣ ≤ n(sup |f |) 1
n
≤ K, n ∈ N, x ∈ [a, b].
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Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöié fn âèïëèâà¹, ùî âîíè çáiãàþòüñÿ äî F ′ ìàéæå ñêðiçü íà
[a, b]. Ç òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî c ∈ (a, b]

c∫
a

F ′ dx = lim
n→∞

c∫
a

fn dx = lim
n→∞

n

c∫
a

(F (x+ 1/n)− F (x)) dx =

= lim
n→∞

n

 c∫
a

F (x+ 1/n) dx−
c∫

a

F (x) dx

 =

= lim
n→∞

n c+1/n∫
c

F (x) dx− n

a+1/n∫
a

F (x) dx

 .

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F ¹ íåïåðåðâíà, òî

lim
n→∞

n

c+1/n∫
c

F (x) dx = F (c)

i

lim
n→∞

n

a+1/n∫
a

F (x) dx = F (a) = 0.

Òîìó
c∫

a

F ′ dx = F (c)− F (a) = F (c) =

c∫
a

f(x) dx,

òîáòî
c∫

a

(F ′ − f)(x) dx = 0, c ∈ [a, b].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è âïðàâó 15.12, îòðèìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ F ′ − f äîðiâíþ¹
íóëþ ìàéæå ñêðiçü, òîáòî F ′(x) = f(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 15.10. Êîæíó äiéñíîçíà÷íó iíòåãðîâíó ôóíêöiþ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi f = f+ − f−, äå

f+(x) := max{f(x), 0}, f−(x) := max{−f(x), 0}, x ∈ (a, b).

Ôóíêöi¨ f+, f− ¹ íåâiä'¹ìíi. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíè òàêîæ ¹ âèìiðíi.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ |f | ¹ iíòåãðîâíîþ ìàæîðàíòîþ äëÿ ôóíêöié f+ i f−, òî
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f+, f− ∈ L(a, b). Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî êîæíó êîìïëåêñíîçíà÷íó iíòå-
ãðîâíó ôóíêöiþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f = h+ − h− + i(g+ − g−),

äå h+, h−, g+, g− - íåâiä'¹ìíi iíòåãðîâíi ôóíêöi¨. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü
iíòåãðàëà Ëåáåãà, áà÷èìî, ùî òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè ó ïðèïóùåííi, ùî f ≥ 0.
Òîìó áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî f ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) := min{f(x), n}, x ∈ (a, b), n ∈ N.

Êîæíà ç ôóíêöié fn iíòåãðîâíîþ òà îáìåæåíîþ. Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f . Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi ôóíêöi¨

Fn(x) :=

x∫
a

fn(t) dt, Gn(x) =

x∫
a

(f − fn)(t) dt, x ∈ [a, b], n ∈ N.

Ôóíêöi¨ Gn, Fn ¹ íåñïàäíèìè, à, îòæå, ìàþòü ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü. Ç ïî-
ïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n

F ′
n(x) = fn(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Îñêiëüêè F = Gn + Fn, i G′
n ≥ 0, òî

F ′(x) = G′
n(x) + F ′

n(x) ≥ F ′
n(x) = fn(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Ïåðåõîäÿ÷è â íåðiâíîñòi F ′(x) ≥ fn(x) äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî,
ùî

F ′(x) ≥ f(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Ç òåîðåìè 15.3 âèïëèâà¹, ùî

b∫
a

F ′ dx ≤ F (b)− F (a) = F (b) =

b∫
a

f dx.

Îòæå,
b∫

a

(F ′ − f) dx ≤ 0.
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Àëå F ′(x)− f(x) ≥ 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Öå îçíà÷à¹, ùî
b∫

a

(F ′ − f) dx ≥ 0,

à, îòæå,
b∫

a

(F ′ − f) dx = 0.

Îñêiëüêè F ′(x)− f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü, òî ç íàñëiäêó ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà
âèïëèâà¹, ùî

F ′(x)− f(x) = 0, ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Ðiâíiñòü Íüþòîíà-Ëåéáíiöà.

Òåîðåìà 15.14. Íåõàé f ∈ AC[a, b]. Òîäi ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
b∫

a

f ′ dx = f(b)− f(a).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

g(x) :=

x∫
a

f ′ dx, φ(x) := f(x)− g(x), x ∈ [a, b].

Çãiäíî ç ëåìîþ 15.11 ôóíêöiÿ g ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [a, b]. Òîìó ôóíêöiÿ
φ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ÿê ðiçíèöÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f i g.
Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 15.10

g′(x) = f ′(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Òîìó
φ′(x) = f ′(x)− f ′(x) = 0, ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Îñêiëüêè φ ∈ AC[a, b], òî ç òåîðåìè 15.9 âèïëèâà¹, ùî φ ≡ const . Âðàõîâóþ÷è,
ùî

φ(a) = f(a)− g(a) = f(a),

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

f(x) = f(a) + g(x), x ∈ [a, b],
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ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî
b∫

a

f ′ dx = g(b) = f(b)− f(a).

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ìiðè. Òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà.

Îçíà÷åííÿ 15.15. Íåõàé M(U , X) ïðîñòið êîìïëåêñíîçíà÷íèõ îáìåæå-
íèõ ìið, ùî çàäàíi íà σ-àëãåáði U ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. Íåõàé µ, ν ∈
M(U , X), ïðè÷îìó ìiðà ν ¹ íåâiä'¹ìíà.
1) Ìè ñêàæåìî, ùî ìiðà µ ¹ çîñåðåäæåíà íà ìíîæèíi A ∈ U , ÿêùî

∀B ∈ U (B ⊂ X \ A) ⇒ (µ(B) = 0).

2) Ìè ñêàæåìî, ùî ìiðà µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî íåâiä'¹ìíî¨
ìiðè ν, ÿêùî

∀A ∈ U (ν(A) = 0) ⇒ (µ(A) = 0).

Òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà.

Òåîðåìà 15.16. Íåõàé µ, ν ∈ M (U , X), ïðè÷îìó ìiðà ν ¹ íåâiä'¹ìíà. ßêùî
ìiðà µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî íåâiä'¹ìíî¨ ìiðè ν, òî iñíó¹ iíòå-
ãðîâíà ñòîñîâíî ìiðè ν ôóíêöiÿ f òàêà, ùî

µ(A) =

∫
A

f dν, A ∈ U .

Ôóíêöiÿ f , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ν-åêâiâàëåíòîíîñòi,
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà ìiðè µ ïî íåâiä'¹ìíié ìiði ν i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç

dµ

dν
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ñêëàäíå i çà áðàêîì ÷àñó ìè éîãî íå íàâîäèìî.
Ç òåîðåìè Ðàäîíà-Íiêîäèìà âèïëèâà¹ íàñòóïíèé

102



Íàñëiäîê 15.17. Íåõàé µ ∈ M (R), òîáòî µ - îáìåæåíà áîðåëiâñüêà ìiðà
íà R. Ìiðà µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà µ1 òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Fµ(x) := µ((−∞, x)), x ∈ R,
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó.

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Îçíà÷åííÿ 15.18. Äåëüòà-ìiðîþ Äiðàêà, ùî çîñåðåäæåíà â òî÷öi ξ ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ìiðà δξ (ñòàíäàðòíå ïîçíà÷åííÿ), ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ

δξ(A) =

{
1, ÿêùî ξ ∈ A;
0, ÿêùî ξ ∈ R \ A.

íà âñiõ ìíîæèíàõ A ⊂ R.

Çàóâàæèìî, ùî δξ ∈ M (R), òîáòî ìiðà δξ ¹ áîðåëiâñüêîþ i âîíà çîñåðåäæåíà
â îäíîòî÷êîâié ìíîæèíi {ξ}.

Îçíà÷åííÿ 15.19. Áîðåëiâñüêà ìiðà µ ∈ M (R) íàçèâà¹òüñÿ:
(1) íåïåðåðâíîþ, ÿêùî µ({ξ}) = 0 äëÿ âñiõ ξ ∈ R;
(2) äèñêðåòíîþ (àáî àòîìàðíîþ), ÿêùî âîíà çîñåðåäæåíà íà çëi÷åííié

àáî ñêií÷åííié ìíîæèíi.

Âïðàâà 15.20. Êîæíà íåíóëüîâà äèñêðåòíà ìiðà µ ∈ M(R) îäíîçíà÷íî çî-
áðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

µ =
N∑
j=1

hjδξj ,

äå (hj)
N
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â C \ {0}, (ξj)Nj=1 - ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ

÷èñåë â R, N ∈ N àáî N = ∞ i
N∑
j=1

|hj| <∞ (ÿêùî N = ∞).

Âïðàâà 15.21. Êîæíó ìiðà µ ∈ M (R) ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi
ñóìè µ = µa+µs, äå µa - àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà µ1, à µs
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- ñèíãóëÿðíà ñòîñîâíî ìiðè µ1. Â ñâîþ ÷åðãó µs ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè
ó âèãëÿäi ñóìè µs = µd + µsc, äå µd - äèñêðåòíà ìiðà, à µsc - íåïåðåðâíà ìiðà
òà ñèíãóëÿðíà ñòîñîâíî µ1.

Ç âïðàâè 15.21 âèïëèâà¹, êîæíó ìiðà µ ∈ M(R) ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè
ó âèãëÿäi

µ = µa + µsc + µd,

äå µa - àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà µ1, µd - äèñêðåòíà ìiðà,
à µsc - íåïåðåðâíà ñèíãóëÿðíà ñòîñîâíî µ1.

16. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Íåõàé F : R → R ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà R, òîáòî F ∈ V (R). ßê
ìè âæå ãîâîðèëè ôóíêöiÿ F ïîðîäæó¹ áîðåëiâñüêó ìiðó íà ïðÿìié. Ïîçíà÷è-
ìî ¨¨ ÷åðåç µF . Íà âñiõ iíòåðâàëàõ ïðÿìî¨ (i íåîáìåæåíèõ òåæ) âîíà çàäàíà
ôîðìóëàìè:

µF ((a, b)) =F (b− 0)− F (a+ 0),

µF ([a, b)) =F (b− 0)− F (a− 0),

µF ((a, b]) =F (b+ 0)− F (a+ 0),

µF ([a, b]) =F (b+ 0)− F (a− 0).

(16.1)

Ôîðìóëè (16.1) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ìiðó µF . Ìiðà µF ¹ îáìåæåíîþ áî-
ðåëiâñüêîþ ìiðîþ. Öþ ìiðó ìè áóäåìî íàçèâàòè ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.
Ìiðó µF ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè äî ïîâíî¨ ìiðè µ̄F , ùî çàäàíà íà σ-
àëãåáði, ÿêà ìiñòèòü àëãåáðó B(R). Ìiðó µ̄F ìîæíà òàêîæ îòðèìàòè, ÿêùî
âçÿòè ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µF , çàäàíî¨ íà ïiâêiëüöi iíòåðâàëiâ. ×àñòî
ÿêðàç ïîâíó ìiðó µ̄F i íàçèâàþòü ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà. Îäíàê, îñêiëüêè
ïðîöåäóðà ïîïîâíåííÿ äîâiëüíî¨ ìiðè ¹ çîâñiì ïðîñòà, òî ìè íå áóäåìî ðîáè-
òè ðiçíèöi ìiæ ìiðàìè µF òà µ̄F . Áóäåìî ââàæàòè, ùî áîðåëiâñüêà ìiðà µF ¹
ïîâíà, òîáòî àâòîìàòè÷íî ïîïîâíåíà.

Îçíà÷åííÿ 16.1. Ìè ñêàæåìî, ùî áîðåëiâñüêà ìiðà µ ∈ M (R) çîñåðåäæåíà
íà ìíîæèíi C ∈ B(R), ÿêùî µ(A) = 0 äëÿ âñiõ A ∈ B(R), ùî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ ç C (A ∩ C = ∅).
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Çðîçóìiëî, ùî ìiðó µF ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè íà âiäðiçêó [a, b]. Äëÿ öüîãî
äîñèòü çíàòè ôóíêöiþ F òiëüêè íà âiäðiçêó [a, b].

Îçíà÷åííÿ 16.2. Íåõàé ÷èñëîâà ôóíêöiÿ f çàäàíà íà ïðîìiæêó [a, b]. Ìè
íàçâåìî ¨¨:

(1) íåïåðåðâíîþ çëiâà (ñïðàâà) íà ïðîìiæêó [a, b], ÿêùî äëÿ âñiõ ξ ∈ [a, b]

lim
x→ξ−0

f(x) = f(ξ) ( lim
x→ξ+0

f(x) = f(ξ));

(2) êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà [a, b], ÿêùî âîíà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü
òî÷îê ðîçðèâó, ïðè÷îìó âñi âîíè ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó;

(3) êóñêîâî ïîñòiéíîþ íà [a, b], ÿêùî âîíà ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà [a, b]
i ïðèéìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.

Òåîðåìà 16.3. ßêùî ôóíêöiÿ F ¹ íåñïàäíîþ êóñêîâî ïîñòiéíîþ íà [a, b], òî

µF =
n∑

j=1

hjδξj ,

äå {ξj}nj=1 ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ F , à hj - ñòðèáîê ôóíêöi¨ F â
òî÷öi x = ξj, òîáòî

hj := F (ξj + 0)− F (ξj − 0), j = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ F ïîñòiéíà íà iíòåðâàëi [a, b]. Òîäi âîíà ðiâíà íóëþ
íà âñiõ iíòåðâàëàõ, ùî ìiñòÿòüñÿ â [a, b]. Òîìó µF = 0 (ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ
íóëüîâî¨ ìiðè ïðèâîäèòü íàñ, î÷åâèäíî, äî íóëüîâî¨ ìiðè). Ðîçãëÿíåìî òåïåð
çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé G = {ξj}nj=1 ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ F .
ßêùî ôóíêöiÿ F ïîñòiéíà íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (α, β) ⊂ [a, b], òîáòî

(α, β) ∩ {ξj}nj=1 = ∅,

òî çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî µF (A) = 0 äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ⊂ (α, β).
Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ìíîæèíà A íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç G, òî µF (A) = 0, òîáòî
ìiðà µF çîñåðåäæåíà íà G. Ç iíøîãî áîêó, çà îçíà÷åííÿì

µF ({ξj}) := F (ξj + 0)− F (ξj − 0) = hj.

Äîâiëüíó ìíîæèíó A ⊂ [a, b] ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

A =

⊔
ξj∈A

{ξj}

⊔B,
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äå B ∩G = ∅. Òîìó

µF (A) = µF (B) +
∑
ξj∈A

µF ({ξj}) =
∑
ξj∈A

hj =

(
n∑

j=1

hjδξj

)
(A).

�
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ F ¹ íåñïàäíîþ, òî ìiðà µF ¹ íåâiä'¹ìíîþ.

Íåõàé ôóíêöiÿ F ¹ íåñïàäíîþ. Iíòåãðàë Ëåáåãà∫
[a,b]

f dµF ,

âçÿòèé ïî ìiði µF , ùî ïîáóäîâàíà çà ôóíêöi¹þ F , íàçèâàþòü iíòåãðàëîì
Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì

b∫
a

f dF

àáî ñèìâîëîì
b∫

a

f(x) dF (x).

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà öå iíòåãðàë Ëåáåãà, ÿêèé çàïèñàíèé
ç äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ìiðè. Ó öüîìó ¹ ñåíñ, îñêiëüêè òàêèé çàïèñ
÷àñòî äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè i ïðèñêîðèòè îá÷èñëåííÿ.

Êëàñ ôóíêöié f , ÿêi iíòåãðîâíi çà ìiðîþ µF çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ F , ïðîòå,
âií çàâæäè ìiñòèòü âñi îáìåæåíi áîðåëiâñüêi ôóíêöi¨. Çîêðåìà, iíòåãðîâíèìè
çà ìiðîþ µF ¹ âñi f ∈ C[a, b].

Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìîæíà îçíà÷èòè i ó âèïàäêó äiéñíîçíà÷íî¨ ôóí-
êöi¨ F îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Íåõàé F : [a, b] → R - ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà
[a, b]. Òîäi, ÿê âiäîìî, ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi - ðiçíèöi íåñïàäíèõ ôóíêöié
F1 i F2. Ïîêëàäåìî

(16.2)

b∫
a

f dF =

b∫
a

f dF1 −
b∫

a

f dF2

â ïðèïóùåííi, ùî iñíóþòü iíòåãðàëè ó ïðàâié ÷àñòèíi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿêùî
f - îáìåæåíà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ, òî ïðàâà ÷àñòèíà â (16.2) íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ôóíêöié F1 i F2 â çîáðàæåííi F = F1 − F2.
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Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìîæíà îçíà÷èòè i ó âèïàäêó êîìïëåêñíîçíà÷íî¨
ôóíêöi¨ F îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Íåõàé F : [a, b] → C - ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨
âàðiàöi¨ íà [a, b]. Òîäi, ÿê âiäîìî, ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi F = F1 + iF2, äå
F1 i F2 äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Ïîêëàäåìî

(16.3)

b∫
a

f dF =

b∫
a

f dF1 + i

b∫
a

f dF2.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà îêðåìèõ âèïàäêiâ, êîëè iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà
îá÷èñëþ¹òüñÿ äîâîëi ïðîñòî.

Âïðàâà 16.4. ßêùî ôóíêöiÿ F ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà [a, b], òî ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiâíîìiðíî¨ ãðàíèöi êóñêîâî ïîñòiéíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 16.5. Íåõàé F ∈ AC[a, b] i íåñïàäíà, à f - êóñêîâî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b]. Òîäi

(16.4)

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ êóñêîâî ïîñòiéíîþ íà [a, b]. Òîäi ïðîìiæîê
[a, b] ìîæíà ðîçáèòè íà iíòåðâàëè ∆j, íà ÿêèõ f ¹ ïîñòiéíîþ, òîáòî i ïîäàòè
ó âèãëÿäi

[a, b] =
n⊔

j=1

∆j, f(x) = pk, x ∈ ∆k.

Òîìó

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f dµF =
n∑

j=1

∫
∆j

f dµF =

=
n∑

j=1

∫
∆j

pj dµF =
n∑

j=1

pjµF (∆j).
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Îñêiëüêè F ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, òî

µF (∆j) = F (βj)− F (αj) =

βj∫
αj

F ′(x) dx, j = 1, . . . , n.

Òóò αj i βj êiíöi iíòåðâàëà ∆j. Òîìó

n∑
j=1

pjµF (∆j) =
n∑

j=1

∫
∆j

pjF
′(x) dx =

n∑
j=1

∫
∆j

f(x)F ′(x) dx =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx.

2. Íåõàé f êóñêîâî íåïåðåðâíà íà [a, b]. Òîäi (äèâ. âïðàâó 16.4) ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiâíîìiðíî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N êóñêîâî ïîñòiéíèõ
ôóíêöié. Ç îãëÿäó íà âæå äîâåäåíå, ìà¹ìî, ùî

(16.5)

b∫
a

fn(x) dF (x) =

b∫
a

fn(x)F
′(x) dx, n ∈ N.

Ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (fn) âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dF (x) =

b∫
a

f(x) dF (x),

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)F
′(x) dx =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx,

à, îòæå,
b∫

a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx.

�

Òåîðåìà 16.6. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C[a, b] ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíà, à F ¹ êóñêîâî
ïîñòiéíà íà ïðîìiæêó [a, b] i ìà¹ ðîçðèâè ó òî÷êàõ ξj ∈ (a, b), j = 1, . . . , n.
ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà ó âñiõ òî÷êàõ ξj, òî

(16.6)

b∫
a

f(x) dF (x) =
n∑

j=1

f(ξj)hj, hj := F (ξj + 0)− F (ξj − 0).
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Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê [a, b] íà iíòåðâàëè ∆k (k = 1, . . . ,m), íà ÿêèõ
f ¹ íåïåðåðâíà. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà çðîáèòè òàê, ùî â êîæíîìó iíòåðâàëi
∆k áóäå ìiñòèòèñÿ íå áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ F .
Îñêiëüêè

b∫
a

f(x) dF (x) =
m∑
k=1

∫
∆k

f(x) dF (x) =
n∑

k=1

∫
∆k

f dµF ,

òî äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî∫
∆k

f dµF =

{
0, ÿêùî ∆k ∩ {ξj}nj=1 = ∅;
f(ξj)hj, ÿêùî ξj ∈ ∆k.

ßêùî ∆k∩{ξj}nj=1 = ∅, òî ôóíêöiÿ F ïîñòiéíà â ∆k, à, îòæå, µF (A) = 0, ÿêùî
A ⊂ ∆k. Òîìó ∫

∆k

f dµF = 0.

ßêùî ξj ∈ ∆k, iíòåðâàë ∆k ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

∆k = ∆′
k

⊔
∆′′

k

⊔
{ξj},

äå ∆′
k i ∆

′′
k iíòåðâàëè, ùî íå ìiñòÿòü òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ F . Òîäi, âðàõîâó-

þ÷è ñêàçàíå, ìà¹ìî, ùî∫
∆k

f dµF =

∫
∆′

k

f dµF +

∫
∆′′

k

f dµF +

∫
{ξj}

f dµF = 0 + 0 + f(ξj)µF ({ξj}) = f(ξj)hj.

�

Òåîðåìà 16.7. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → C ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíà, à F íåñïà-
äíà i ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè F = F1 + F2, äå F1 êóñêîâî ïîñòiéíà
íà ïðîìiæêó [a, b] i ìà¹ ðîçðèâè ó òî÷êàõ ξj ∈ (a, b), j = 1, . . . , n, à F2 ¹
àáñîëþòíî íåïåðåðâíà. Òîäi

(16.7)

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx+
n∑

j=1

f(ξj)hj,

äå
hj := F (ξj + 0)− F (ξj − 0).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè µF = µF1 + µF2 , òî

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f µF =

b∫
a

f µF1 +

b∫
a

f µF2 .

Òîìó ç îãëÿäó íà ïîïåðåäíi äâi òåîðåìè ìà¹ìî, ùî
b∫

a

f µF1 =
n∑

j=1

f(ξj)(F1(ξj + 0)− F1(ξj − 0))

i
b∫

a

f µF2 =

b∫
a

f(x)F ′
2(x) dx.

Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî F2 ¹ íåïåðåðâíà i äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] \ {ξj}nj=1

F ′
1(x) = 0.
Òîìó

F1(ξj + 0)− F1(ξj − 0) = F (ξj + 0)− F (ξj − 0) = hj

i F ′(x) = F ′
2(x) äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] \ {ξj}nj=1. À, îòæå,

(16.8)

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx+
n∑

j=1

f(ξj)hj.

�

Çàóâàæåííÿ 16.8. Ùîá ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿëà óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè
äîñèòü, ùî ôóíêöiÿ F áóëà êóñêîâî íåïåðåðâíîþ i ¨¨ ïîõiäíà áóëà îáìåæåíà
ïîçà ñêií÷åííîþ àáî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Íàïðèêëàä, òàêèìè ¹ ôóíêöi¨:

F (x) = [x]x, F (x) = [2 sinx] cos x, F (x) = x2 sign(sinx).

Òåîðåìà 16.9. Íåõàé F ∈ V [a, b] i f ∈ C[a, b]. Òîäi

(16.9)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (max
x∈[a,b]

|f(x)|)V b
a [F ].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i ¨¨ òî÷êè ðîçðèâó ¹ òî÷êàìè íåïå-
ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ F . Ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè

f =
m∑
k=1

αkχ∆k
,
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äå ∆j - iíòåðâàëè, [a, b] =
⊔m

k=1 ∆k . Ç ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî

b∫
a

f(x) dF (x) =

∫
[a,b]

f dµF =
m∑
k=1

αk

∫
[a,b]

χ∆k
dµF =

m∑
k=1

αkµF (∆k).

À, îòæå, ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=1

|αk||µF (∆k)| ≤ max
k

|αk|
m∑
k=1

|µF (∆k)|.

Íåõàé iíòåðâàë ∆k ìà¹ êiíöi γk, βk. Îñêiëüêè âîíè ¹ òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi
äëÿ F , òî |µF (∆k)| = |F (γk)− F (βk)|. Îñêiëüêè [a, b] =

⊔m
k=1∆k, òî

m∑
k=1

|µF (∆k)| ≤ V b
a [F ].

Îòæå, îöiíêà (16.9) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f .
ßêùî f ∈ C[a, b], òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N êóñêîâî ïîñòiéíèõ ôóíêöié,

ÿêà ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà [a, b]. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî òî-
÷êè ðîçðèâó ôóíêöié fn ¹ òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ F . Ç âæå äîâåäåíîãî
ìà¹ìî, ùî ∣∣∣∣∣∣∣

∫
[a,b]

fn dµF

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (max
x∈[a,b]

|fn(x)|)V b
a [F ].

Çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî, ùî∣∣∣∣∣∣∣
∫

[a,b]

f dµF

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (max
x∈[a,b]

|f(x)|)V b
a [F ],

òîáòî îöiíêà (16.9) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b]. �

Çàóâàæåííÿ 16.10. Ïîïåðåäíþ òåîðåìó ìîæíà ïîñèëèòè. À âëàñíå, ÿêùî
F ∈ V [a, b] i ôóíêöiÿ f : [a, b] → C ¹ îáìåæåíîþ áîðåëiâñüêîþ, òî

(16.10)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ( sup
x∈[a,b]

|f(x)|)V b
a [F ].
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Çàóâàæåííÿ 16.11. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà
∫ b

a
f dF ¹ ëiíiéíèì i çà

çìiííîþ f i çà çìiííîþ F , òîáòî

(16.11)

b∫
a

(αf + βg)(x) dF (x) = α

b∫
a

f(x) dF (x) + β

b∫
a

g(x) dF (x),

(16.12)

b∫
a

f(x) d(αF + βG)(x) = α

b∫
a

f(x) dF (x) + β

b∫
a

f(x) dG(x).

17. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Çàäà÷à 17.1. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

10,5∫
0,5

x d[x].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [x] íà ïðîìiæêó [0; 10, 5] ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i
ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó

ξj = j, j = 1, . . . , 10.

Ñòðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξj äîðiâíþ¹ 1. Òîìó

10,5∫
0,5

x d[x] =
10∑
j=1

f(j)hj =
10∑
j=1

j = 55.

Çàäà÷à 17.2. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2−0∫
0

2x d[x2].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [x2] íà iíòåðâàëi [0, 2) ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i ìà¹
òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξj =
√
j, j = 1, 2, 3.
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Ñòðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξj äîðiâíþ¹ 1. Òîìó
2−0∫
0

2x d[x2] = 2 · 1 + 2
√
2 · 1 + 2

√
3 · 1 = 2(1 +

√
2 +

√
3).

Çàäà÷à 17.3. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:∫
(0,π)

x d[2 sin x].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [2 sinx] íà iíòåðâàëi [0, π] ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i
ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξ1 = π/6, ξ2 = π/2, ξ3 = 5π/6.

Ñòðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξ1 äîðiâíþ¹ 1, còðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξ2 äî-
ðiâíþ¹ 0, còðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξ3 äîðiâíþ¹ −1 Òîìó∫

(0,π)

x d[2 sin x] =
π

6
· 1 + π

2
· 0− 5π

6
· 1 = −2π

3
.

Çàäà÷à 17.4. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:
3∫

0

x2 d[x+ 1/2].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [x+ 1/2] íà iíòåðâàëi [0, 3] ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà
i ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξj = 1/2 + j, j = 0, 1, 2.

Ñòðèáîê ó âñiõ òî÷êàõ ðîçðèâó äîðiâíþ¹ 1. Òîìó
3∫

0

x2 d[x+ 1/2] = (1/2)2 + (3/2)2 + (5/2)2 = 35/4.

Çàäà÷à 17.5. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:
π∫

−π

(x2 + x) d sign (cos x).
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = sign (cosx) íà iíòåðâàëi [−π, π] ¹ êóñêîâî ïî-
ñòiéíà i ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξ1 = −π/2, ξ2 = π/2.

Ïðè öüîìó ñòðèáîê ó òî÷öi ξ1 äîðiâíþ¹ 2, à ñòðèáîê ó òî÷öi ξ2 äîðiâíþ¹ −2 .
Òîìó

π∫
−π

(x2 + x) d sign (cos x) = ((−π/2)2 − π/2)2− ((π/2)2 + π/2)2 = −2π.

Çàäà÷à 17.6. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2∫
−2

(x+ 2) d sign (x2 − 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = sign (x2 − 1) íà iíòåðâàëi [−2, 2] ¹ êóñêîâî ïî-
ñòiéíà i ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξ1 = −1, ξ2 = 1.

Ïðè öüîìó ñòðèáîê ó òî÷öi ξ1 äîðiâíþ¹ −2, à ñòðèáîê ó òî÷öi ξ2 äîðiâíþ¹ 2 .
Òîìó

2∫
−2

(x+ 2) d sign (x2 − 1) = 1 · (−2) + 3 · 2 = 4.

Çàäà÷à 17.7. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2∫
−2

(x+ 1) d(x2 + signx).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = x2 + signx ¹ ñóìîþ ôóíêöié F1(x) = x2 i
F2(x) = sign x. Ïðè öüîìó F1 ∈ C1[−2, 2], à F2 ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i ìà¹ òî÷êó
ðîçðèâó

ξ = 0.
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Ïðè öüîìó ñòðèáîê ó òî÷öi ξ äîðiâíþ¹ 2. Òîìó

2∫
−2

(x+ 1) d(x2 + signx) =

2∫
−2

(x+ 1) dx2 +

2∫
−2

(x+ 1) d(signx) =

=

2∫
−2

2x(x+ 1) dx+ 1 · 2 = 38/3.

Çàäà÷à 17.8. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2π∫
0

x d(3x2 + sign cos x).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = 3x2 + sign cos x ¹ ñóìîþ ôóíêöié F1(x) = 3x2 i
F2(x) = sign cosx. Òîìó

2π∫
0

xd(3x2 + sign cos(πx)) =

2π∫
0

x d3x2 +

2π∫
0

x d sign cos(πx).

Ïåðøèé iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ ëåãêî.

2π∫
0

x d3x2 = 6

2π∫
0

x2 dx = 2(2π)3.

Ïåðåéäåìî äî äðóãîãî iíòåãðàëà. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F (x) = sign cosx ¹ êóñêîâî
ïîñòiéíà i ìà¹ íà ïðîìiæêó [0, 2π] ðîçðèâè ëèøå ó òî÷êàõ ξ1 = π/2 i ξ2 = 3π/2,
ïðè÷îìó ñòðèáîê â òî÷öi ξ1 ðiâíèé −2, à â ξ2 ðiâíèé 2, òî

2π∫
0

x d sign cos x =
π

2
· (−2) +

3π

2
· 2 = 2π.

Îòæå,
2π∫
0

xd(3x2 + sign cos(πx)) = 2(2π)3 + 2π.
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Çàäà÷à 17.9. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:
7/2∫

5/2

x d(x[x]).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = x[x] ¹ êóñêîâî ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ç ¹äèíîþ
òî÷êîþ ðîçðèâó â òî÷öi x = 3. Ïðè öüîìó

F (3 + 0) = lim
x→3+0

= 3 · 3 = 9, F (3− 0) = lim
x→3−0

= 3 · 2 = 6

i
F ′(x) = [x], x ∈ [5/2, 7/2], x 6= 3.

Òîìó ∫ 7/2

5/2

x d(x[x]) = 3(F (3 + 0)− F (3− 0)) +

∫ 7/2

5/2

x[x] dx =

= 9 +

∫ 3

5/2

2x dx+

∫ 7/2

3

3x dx = 6 + (32 − (7/2)2) +
3

2
((7/2)2 − 32).

18. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà i iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà.

Iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà. Ïîðÿä ç iíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìè
ðîçãëÿíåìî òàêîæ iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ïîäiáíî äî ií-
òåãðàëà Ðiìàíà.

Íåõàé ôóíêöiÿ F : [a, b] → C ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [a, b] i ¹
íåïåðåðâíà çëiâà (òîáòî F (x) = F (x− 0) äëÿ âñiõ x ∈ (a, b]). Íåõàé f : [a, b] →
C i τ = {xj}nj=0 ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó [a, b], òîáòî

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Âèáåðåìî ó êîæíîìó ïðîìiæêó [xj−1, xj] òî÷êó ξj. Òåïåð ðîçáèòòþ τ ç ïîñëi-
äîâíiñòþ ξ = (ξj)

n
j=1 âèáðàíèõ òî÷îê ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü iíòåãðàëüíó

ñóìó

S(τ, ξ) :=
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1)).

ßêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
d(τ)→0

S(τ, ξ)
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(d(τ) - äiàìåòð ðîçáèòòÿ τ), ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi ξ, òî
ìè êàæåìî, ùî iñíó¹ iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà

(RS)

∫ b

a

f(x) dF (x) := lim
d(τ)→0

S(τ, ξ).

Òåîðåìà 18.1. Íåõàé F ∈ V [a, b] i f ∈ C[a, b]. Òîäi iíòåãðàë Ðiìàíà-
Ñòiëüòü¹ñà

(RS)

∫ b

a

f(x) dF (x)

iñíó¹ i çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì iíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà, òîáòî

(RS)

∫ b

a

f(x) dF (x) =

∫ b

a

f dF.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü (τn, ξ
(n))n∈N ðîçáèòòiâ τn ç ç ôiêñîâàíèì

ïîñëiäîâíîñòÿìè ξ(n) âèáðàíèõ òî÷îê i òàêó, ùî d(τn) → 0 ïðè n→ ∞. Êîæíié
ïàði (τn, ξ(n)) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñõiä÷àñòó ôóíêöiþ

fn(x) = f(ξj), x ∈ ∆j := [xj−1, xj).

Òîäi iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà
∫ b

a
fn dF íåâàæêî îá÷èñëèòè :

b∫
a

fn dF =
n∑

j=1

∫
∆j

fn dF =
n∑

j=1

f(ξj)

∫
∆j

dF =
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1)),

òîáòî
b∫

a

fn dF = S(τn, ξ
(n)).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíà íà [a, b], òî çà òåîðåìîþ Êàíòîðà âîíà ¹
ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà [a, b]. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî d(τn) → 0 ïðè n →
∞, îòðèìó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f .
Îòæå, iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà

∫ b

a
f dF iñíó¹ i

b∫
a

f dF = lim
n→∞

b∫
a

fn dF = lim
n→∞

S(τn, ξ
(n).

òîáòî
b∫

a

f dF = (RS)

∫ b

a

f(x) dF (x).

�
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Ùîá íå óñêëàäíþâàòè ïîçíà÷åííÿ, äàëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè iíòåãðàë
Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà ñèìâîëîì ∫ b

a

f(x) dF (x)

Âiäçíà÷èìî äåÿêi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ðiìàíà-
Ñòiëüòü¹ñà.
1. Àíàëîãi÷íî ÿê i ó âèïàäêó iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ñïðàâåäëèâà îöií-

êà (òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹)∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a [F ].

Äëÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìè ¨¨ íå äîâîäèëè. Ó âèïàäêó iíòåãðàëà
Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà ¨¨ äîâåäåííÿ ¹ íåñêëàäíèì i ìè éîãî ïîäàìî.
Î÷åâèäíî, ùî íàì äîñòàòíüî îöiíèòè ñóìó S(τ, ξ). Ìà¹ìî

|S(τ, ξ)| =

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1))

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
j=1

|f(ξj)||F (xj)− F (xj−1)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|
n∑

j=1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤

≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a [F ].

Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ ìà¹ìî, ùî

|S(τ, ξ)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a [F ].

Çäiéñíþþ÷è òåïåð ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè d(τ) → 0 îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó íàì
îöiíêó.

2. ßêùî F = F1 + F2, òî∫ b

a

f(x) dF (x) =

∫ b

a

f(x) dF1(x) +

∫ b

a

f(x) dF2(x).

Äiéñíî, äîñèòü ëèøå ïîìiòèòè, ùî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)−F (xj−1)) =
n∑

j=1

f(ξj)(F1(xj)−F1(xj−1))+
n∑

j=1

f(ξj)(F2(xj)−F2(xj−1)).

Çäiéñíþþ÷è â öié ðiâíîñòi ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè d(τ) → 0 îòðèìó¹ìî ïîòði-
áíó ðiâíiñòü.
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Çàóâàæåííÿ 18.2. Ìè äàëè îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà äëÿ
ôóíêöi¨ F , ÿêà ¹ íåïåðåðâíà çëiâà. Íàñïðàâäi öå îáìåæåííÿ íå ¹ ñóòò¹âèì
i âiä íüîãî ìîæíà âiäìîâèòèñÿ.

Òåîðåìè Õåëëi. Àâñòðiéñüêèé ìàòåìàòèê Åäóàðä Õåëëi äîâiâ ðÿä âàæëè-
âèõ òåîðåì. Äâi ç íèõ ñòîñóþòüÿ òåîði¨ ìiðè i iíòåãðàëà.

Ïåðøà òåîðåìà Õåëëi. Ïiä ïåðøîþ òåîðåìîþ Õåëëi ðîçóìiþòü éîãî òå-
îðåìó ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Òåîðåìà 18.3. Íåõàé (Fn)n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â V [a, b], òîáòî ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b]. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (Fn)n∈N
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ F : [a, b] → C i

sup
n∈N

V b
a [Fn] <∞.

Òîäi F ∈ V [a, b] i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(18.1) lim
n→∞

∫ b

a

f(x) dFn(x) =

∫ b

a

f(x) dF (x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

C := sup
n∈N

V b
a [Fn].

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ τ = {xj}nj=0 (ðîçáèòòÿ ïðî-
ìiæêó [a, b]) ìà¹ìî, ùî

(18.2)
m∑
j=1

|Fn(xj)− Fn(xj−1)| ≤ C.

Ïåðåõîäÿ÷è â (18.2) äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî, ùî

(18.3)
m∑
j=1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤ C

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ τ . À, îòæå, F ∈ V [a, b] i V b
a [f ] ≤ C.
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Äîâåäåìî òåïåð ðiâíiñòü (18.1). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ êóñêîâî ïîñòiéíèõ ôóíêöié f . Íåõàé f ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ αk íà iíòåðâàëi
∆k = [xk−1, xk), k = 1, . . . ,m., i òî÷êè xk ¹ òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié F
i Fn. Òîäi∫ b

a

f(x) dFn(x) =
n∑

k=1

∫
∆k

f(x) dFn(x) =
n∑

k=1

αk(Fn(xk)− Fn(xk−1)),

∫ b

a

f(x) dF (x) =
n∑

k=1

∫
∆k

f(x) dF (x) =
n∑

k=1

αk(F (xk)− F (xk−1)),

Ç ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

∫ b

a

f(x) dFn(x) =

∫ b

a

f(x) dF (x).

Íåõàé òåïåð f ∈ C[a, b]. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ êóñêîâî ïîñòiéíà ôóí-
êöiÿ φ òàêà, ùî ¨¨ òî÷êè ðîçðèâó íà ïîòðàïëÿþòü íà òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöié
F òà Fn i

|f(x)− φ(x)| < ε

3C
, x ∈ [a, b].

Ç îöiíêè iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà âèïëèâà¹, ùî

∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dFn(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(f − φ)(x) dFn(x)

∣∣∣∣ ≤
≤ sup |f − φ|V b

a [Fn] ≤
ε

3C
C =

ε

3

i àíàëîãi÷íî∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dF (x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(f − φ)(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≤
≤ sup |f − φ|V b

a [F ] ≤
ε

3C
C =

ε

3
.

Ç äîâåäåíîãî ðàíiøå âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî∣∣∣∣∫ b

a

φ(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣ < ε

3
, n > n0.
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Òîìó ïðè âñiõ n > n0∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dFn(x)−
∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dFn(x)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dF (x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a

φ(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣ < ε.

Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �

Äðóãà òåîðåìà Õåëëi.

Òåîðåìà 18.4. Íåõàé (Fn)n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â V [a, b] i âèêîíàíi óìîâè:

(1) ∃C > 0 ∀n ∈ N V b
a [Fn] ≤ C;

(2) ∃M > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ [a, b] |Fn(x)| ≤M.

Òîäi ç ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (Fnk
)k∈N òàêó,

ùî ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ F ∈ V [a, b].

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè äëÿ ìîíîòîí-
íèõ ôóíêöié. Äiéñíî, ÿê ìè âæå çíà¹ìî êîæíó ôóíêöiþ Fn ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi ðiçíèöi äâîõ íåñïàäíèõ ôóíêöié:

Fn = Gn −Hn,

äå Gn(x) = V x
a [Fn], Hn := V x

a [Fn]− Fn. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ n ∈ N

|Gn(x)| ≤ V b
a [Fn] ≤ C, |Hn(x)| ≤ |Gn(x)|+ |Fn(x)| ≤ C +M

i

V b
a [Gn] = V b

a [Fn] ≤ C, V b
a [Hn] ≤ V b

a [Gn] + V b
a [Fn] ≤ 2C,

òî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (Gn)n∈N i (Hn)n∈N âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè. ßêùî òå-
îðåìà âiðíà äëÿ íåñïàäíèõ ôóíêöié, òî ç ïîñëiäîâíîñòi (Gn)n∈N ìîæíà âè-
áðàòè ïiäïîñëiäîâíîñòü (Gnk

)k∈N, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ, à ç ïîñëiäîâíîñòi
(Hnk

)k∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (Hmk
)k∈N, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ.

Òîäi ïiäïîñëiäîâíiñòü

Fmk
= Gmk

+Hmk

ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ ïðè k → ∞.
Òàêèì ÷èíîì áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Fn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ

íåñïàäíèõ ôóíêöié.
Ïåðøèé êðîê.
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Ïîêàæåìî, ùî ç ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü,
ÿêà çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ. Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòà¹ìî äi-
àãîíàëüíèé ìåòîä Êàíòîðà. Çàíóìåðó¹ìî âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà âiäðiçêà [a, b]
(öå ìîæíà çðîáèòè îñêiëüêè ¨õ ìíîæèíà ¹ çëi÷åííîþ), òîáòî íåõàé {rj}j∈N =
Q ∩ [a, b].
Îñêiëüêè ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (Fn(r1))n∈N ¹ îáìåæåíà (çãiäíî óìîâ òåî-

ðåìè), òî ìîæíà âèáðàòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü (F
(1)
n )n∈N, ùî ïîñëiäîâíiñòü

(F
(1)
n (r1))n∈N ¹ çáiæíîþ. Ïîâòîðþþ÷è òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî ç

ïîñëiäîâíîñòi (F (1)
n )n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (F

(2)
n )n∈N, ùî ïîñëi-

äîâíiñòü (F
(2)
n (r2))n∈N ¹ çáiæíîþ. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îòðèìó¹ìî ïîñëi-

äîâíiñòü ïiäïîñëiäîâíîñòåé (F
(k)
n )n∈N, k ∈ N, òàêèõ, ùî:

a) êîæíà ïîñëiäîâíiñòü (F (k+1)
n )n∈N ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (F

(k)
n )n∈N;

b) äëÿ êîæíîãî k ∈ N çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü (F
(k)
n (rk))n∈N.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äiàãîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (F
(n)
n )n∈N. Âîíà ¹ ïiäïîñëiäîâ-

íiñòþ êîæíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi (F (k)
n )n∈N, à, îòæå, ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ íà ìíî-

æèíi âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïðîìiæêà [a, b].
Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Φn = F (n)
n

Êðîê äðóãèé.
Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ âñþäè, çà âèíÿòêîì çëi÷åí-

íî¨ ìíîæèíè òî÷îê.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì äëÿ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ r ∈ [a, b]

Φ(r) = lim
n→∞

Φn(r).

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ôóíêöi¨ Φn ¹ íåñïàäíi, òî ãðiíè÷íà ôóíêöiÿ òåæ ¹
íåñïàäíîþ íà ìíîæèíi ðàöiîíàëüíèõ r ∈ [a, b]. Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ Φ íà
âåñü iíòåðâàë (a, b) ïîêëàäàþ÷è

Φ(x) := sup{Φ(r) | r ∈ Q ∩ [a, b], r < x}.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíà ôóíêöiÿ Φ ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ. Ïîêàæåìî,
ùî ÿêùî x∗ ∈ (a, b) ¹ òî÷êîþ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ Φ, òî ïîñëiäîâíiñòü
(Φn(x

∗))n∈N ¹ çáiæíîþ. Ç íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî çàäà-
íîãî ε iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî

|Φ(x∗)− Φ(x)| < ε/6, ÿêùî |x∗ − x| < δ.

Âèáåðåìî òåïåð äîâiëüíi ðàöiîíàëüíi òî÷êè r′ i r′′ òàêi, ùî

x∗ − δ < r′ < x∗ < r′′ < x∗ − δ.
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Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (Φn(r
′))n∈N i (Φn(r

′′))n∈N çáiãàþòüñÿ, òî iñíó¹ n0 ∈ N
òêå, ùî äëÿ âñiõ n > n0

|Φn(r
′)− Φ(r′)| < ε/6, |Φn(r

′′)− Φ(r′′)| < ε/6.

Çàóâàæèìî, ùî

|Φ(r′)− Φ(r′′)| = |Φ(r′)− Φ(x∗) + Φ(x∗)− Φ(r′′)| ≤

≤ |Φ(r′)− Φ(x∗)|+ |Φ(x∗)− Φ(r′′)| < 2

6
ε.

Îñêiëüêè
Φn(r

′)− Φn(r
′′) =

= (Φn(r
′)− Φ(r′)) + (Φ(r′)− Φ(r′′)) + (Φ(r′′)− Φn(r

′′)),

òî

|Φn(r
′)− Φn(r

′′)| ≤ ε/6 + 2ε/6 + ε/6 + ε/6 =
2

3
ε.

Ç ìîíîòîííîñòi ôóíêöié Fn âèïëèâà¹, ùî

Φn(r
′) ≤ Φn(x

∗) ≤ Φn(r
′′).

Òîìó

|Φn(r
′)− Φn(x

∗)| ≤ 2

3
ε.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

Φ(x∗)− Φn(x
∗) = (Φ(x∗)− Φ(r′)) + (Φ(r′)− Φn(r

′)) + (Φn(r
′)− Φn(x

∗)),

îòðèìó¹ìî
|Φ(x∗)− Φn(x

∗)| ≤

≤ |Φ(x∗)− Φ(r′)|+ |Φ(r′)− Φn(r
′)|+ |Φn(r

′)− Φn(x
∗)| < ε/6 + ε/6 +

2

3
ε = ε.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
lim
n→∞

Φn(x
∗) = Φ(x∗).

Ìè ïîêàçàëè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi¨ Φ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Φ ìîíîòîííà, òî ìíîæèíà ¨¨ òî÷îê ðîçðèâó
íå áiëüø ÿê çëi÷åííà. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (Φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ
iíòåðâàëó (a, b) çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê.
Êðîê òðåòié.
Ìè äîâåëè, ùî ç ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü

(Φn)n∈N, ùî çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêà [a, b] çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî,
çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð ïåðøèé êðîê, âèáèðà¹ìî ç
ïîñëiäîâíîñòi (Φn)n∈N ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêà
[a, b]. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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19. Ëåáåãîâi ïðîñòîðè.

Â äàíié ëåêöi¨ ìè ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðè Lp(X), ÿêi òàêîæ íàçèâàþòü ëåáå-
ãîâèìè ïðîñòîðàìè. Äëÿ öüîãî íàì ñïî÷àòêó ïîòðiáíî äàòè îçíà÷åííÿ íîðìî-
âàíîãî ïðîñòîðó.
Íîðìîâàíi ïðîñòîðè Íîðìîâàíèé ïðîñòið îòðèìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïî-

¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ ñòðóêòóð. À âëàñíå, ïî¹äíàííÿ ñòðóêòóðè ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó i ñòðóêòóðè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 19.1. Íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì X íàä ïîëåì C (R) íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíèé ïðîñòið X íàä ïîëåì C (R) ç ââåäåíîþ íà íüîìó íîðìîþ, òîáòî
ôóíêöi¹þ ‖ · ‖ : X → [0,∞), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè âëàñòèâî-
ñòi:

(1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, λ ∈ C;
(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ òàêîæ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Ìåòðèêà â íîðìîâàíî-
ìó ïðîñòîði ââîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

d(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ç àêñiîì íîðìè ëåãêî âèïëèâàþòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi
ìåòðèêè.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî îçíà÷åííÿ ëåáåãîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðîñòið L1(X,µ). Íåõàé (X,Σ, µ) ïðîñòið ç ìiðîþ. Ïðè öüîìó ìè áóäåìî
ââàæàòè, ùî ìiðà ¹ ïîâíîþ (òîáòî êîæíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè
¹ âèìiðíà i ìà¹ íóëüîâó ìiðó.) Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið L(X,µ) âñiõ µ-
iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié. Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

‖f‖ :=

∫
X

|f | dµ, f ∈ L(X,µ).

Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ L(X,µ) i λ ∈ C

‖λf‖ :=

∫
X

|λf | dµ = |λ|
∫
X

|f | dµ
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i

‖f + g‖ :=

∫
X

|f + g| dµ ≤
∫
X

(|f |+ |g|) dµ = ‖f‖+ ‖g‖.

Òàêèì ÷èíîì ââåäåíà íàìè ôóíêöiÿ L(X,µ) 3 f 7→ ‖f‖ áóäå íîðìîþ, ÿêùî ç
ðiâíîñòi

‖f‖ = 0

âèïëèâà¹, ùî f = 0. Àëå, öå íå òàê. ßêùî ‖f‖ = 0, òî
∫
X
|f | dµ = 0. Çâiä-

êè âèïëèâà¹, ùî f(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü. Îòæå, ââåäåíà íàìè ôóíêöiÿ íå ¹
íîðìîþ. Ç öi¹¨ ñèòóàöi¨ ¹ ïðèðîäíié âèõiä. Ìîæíà äîìîâèòèñÿ íå ðîçðiçíÿòè
ôóíêöi¨, ÿêi ¹ µ-åêâiâàëåíòíèìè, òîáòî âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà ìíîæèíi
ìiðè íóëü.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1(X,µ) ìíîæèíó êëàñiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç µ-åêâiâàëåíòíèõ

ôóíêöié ïðîñòîðó L(X,µ), òîáòî ôàêòîð-ïðîñòið L(X,µ)/ ∼. Çàóâàæèìî, ùî
L1(X,µ) ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðîì. Íîðìó çàäàìî ôîðìóëîþ

‖f̂‖ :=

∫
X

|f | dµ, f ∈ f̂ ∈ L1(X,µ),

äå f - ïðåäñòàâíèê êëàñó f̂ . Çàçíà÷èìî, ùî iíòåãðàëè ó ïðàâié ÷àñòèíi íå
çàëåæàòü â ïðåäñòàâíèêà êëàñó. Ùîá íå óñêëàäíþâàòè ìiðêóâàííÿ ìîæíà
ââàæàòè, ùî â êîæíîìó êëàñi ìè âèáðàëè ïåâíîãî ïðåäñòàâíèêà i âñi ïðî-
öåäóðè âèêîíó¹ìî ç öèì ïðåäñòàâíèêîì. Àëå, ïðè ïîòðåái ìîæåìî ìiíÿòè
ïðåäñòàâíèêiâ. Öå äîçâîëÿ¹ íàì äèâèòèñÿ íà L1(X,µ) ÿê íà ïðîñòið ôóíêöié.
Çðîçóìiëî, ùî ïðîñòið L1(X,µ) ¹ âæå íîðìîâàíèì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âií

¹ ïîâíèì. Öå ¹ âàæëèâîþ ïåðåâàãîþ ïðîñòîðó L1(X,µ). Ïîâíîòà ïðîñòîðó
L1(X,µ) îçíà÷à¹ éîãî ïîâíîòó ÿê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ç ìåòðèêîþ

d(f, g) = ‖f − g‖ =

∫
X

|f − g| dµ, f, g ∈ L1(X,µ).

Òåîðåìà 19.2. Ïðîñòið L1(X,µ) ¹ ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè ïîâíîòó ïðîñòîðó L1(X,µ) ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî êî-
æíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ó öüîìó ïðîñòîði ¹ çáiæíà. Íåõàé (fn)n∈N
ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L1(X,µ). Öå îçíà÷à¹, ùî

‖fn − fm‖ → 0 ïðè n,m→ ∞.

Ùîá äîâåñòè çáiæíiñòü ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîñèòü äîâåñòè, ùî
âîíà ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ïîêàæåìî ÿê ìîæíà îòðèìàòè òàêó
ïiäïîñëiäîâíiñòü.
Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n1 òàêå, ùî

‖fn − fm‖ ≤ 1

2
, n,m ≥ n1.
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Äàëi, iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n2 > n1 òàêå, ùî

‖fn − fm‖ ≤ 1

22
, n,m ≥ n2.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îòðèìó¹ìî ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (nk)k∈N
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨

‖fn − fm‖ ≤ 1

2k
, n,m ≥ nk, k ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

gk := fnk
, k ∈ N.

Âîíà ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N, ïðè÷îìó

‖gk+1 − gk‖ ≤ 1

2k
, k ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gk)k∈N ¹ çáiæíîþ.
Ðîçãëÿíåìî ðÿä

|g1(x)|+ |g2(x)− g1(x)|+ · · ·+ |gn+1(x)− gn(x)|+ . . . .

Çà òåîðåìîþ Ëåâi âií çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü íà X. Äiéñíî, ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié

Fn(x) = |g1(x)|+
n∑

k=1

|gk+1(x)− gk(x)|

ìîíîòîííà, òîáòî Fn+1(x) ≥ Fn(x) i∫
X

Fn dµ = ‖g1‖+ ‖g2 − g1‖+ · · ·+ ‖gn+1 − gn‖ ≤ ‖g1‖+
∞∑
k=1

2−k = ‖g1‖+ 1,

òîáòî ∫
X

Fn dµ ≤ ‖g1‖+ 1, n ∈ N.

Áà÷èìî, ùî âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè Ëåâi. Çi çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü ðÿäó
∞∑
k=1

|gk+1(x)− gk(x)|

âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü ðÿäó
∞∑
k=1

(gk+1(x)− gk(x)).

À îñêiëüêè

gn(x) = g1(x) +
n−1∑
k=1

(gk+1(x)− gk(x)),
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òî

lim
n→∞

gn(x) = g1(x) +
∞∑
k=1

(gk+1(x)− gk(x)),

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (gn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g. Öÿ
ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíà çà òåîðåìîþ ïðî ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ âèìiðíèõ ôóíêöié.
Çàóâàæèìî, ùî∫

X

|gn − gm| dµ = ‖gn − gm‖ ≤ 2−m, n > m.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôàòó â íåðiâíîñòi∫
X

|gn − gm| dµ ≤ 2−m, n > m,

ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, òîáòî ôóíêöiÿ (g − gm) ¹ iíòåãðîâíà i∫
X

|g − gm| dµ ≤ 2−m, n > m.

Àëå, ÿêùî ôóíêöiÿ (g − gm) ¹ iíòåãðîâíà, òî iíòåãðîâíîþ ¹ i ôóíêöiÿ

gm + (g − gm) = g.

Îòæå, g ∈ L1(X,µ) i

d(g, gm) = ‖g − gm‖ ≤ 2−m → 0, m→ ∞.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gn)n∈N ¹ çáiæíîþ ó ïðîñòîði L1(X,µ).
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî g. Âèêîðèñòà-

¹ìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà:

d(fn, g) = ‖fn − g‖ ≤ ‖fn − gm‖+ ‖gm − g‖ ≤ ‖fn − gm‖+ 2−m.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî

‖fn − gm‖ ≤ ε/2, n,m > n0.

Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî 2−n0 < ε/2. Òîäi

d(fn, g) ≤ ‖fn − gm‖+ 2−m < ε/2 + ε/2 = ε, n,m > n0.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî g. �
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20. Òåîðiÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Îçíà÷åííÿ

òà ïðèêëàäè.

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹, ìîæëèâî, íàéáiëüø ïðîñòîþ i çðîçóìiëîþ ìàòåìàòè-
÷íîþ ñòðóêòóðîþ. Ç îçíà÷åííÿì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ñòóäåíòiâ, ÿê ïðàâèëî,
çíàéîìëÿòü íà ïåðøîìó êóðñi. Òîìó, âè ñêîðiø çà âñå, ç ïîíÿòòÿì ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó çíàéîìi. Ïðàâäà, êîëè ïîïðîñèòè ñòóäåíòà ñòàðøèõ êóðñiâ ïîäàòè
ïðèêëàä ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, òî íå çàâæäè ìîæíà îòðèìàòè âiäïîâiäü. À
ìåòðè÷íèé ïðîñòið îòðèìó¹òüñÿ äóæå ïðîñòî.

Ïîòðiáíî âçÿòè äîâiëüíó íåïîðîæíó ìíîæèíó, ïîçíà÷èìî ¨¨, íàïðèêëàä,
÷åðåç X, à ïîòiì ââåñòè íà íié ìåòðèêó (âiäñòàíü). Ìåòðèêà öå ôóíêöiÿ, ïî-
çíà÷èìî ¨¨, íàïðèêëàä, ÷åðåç d, ÿêà ïàði òî÷îê x, y ìíîæèíè X ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü íåâiä'¹ìíå ÷èñëî d(x, y). Ñêîðî÷åíî öåé ôàêò ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

d : X ×X → [0,∞).

Àëå öüîãî ìàëî, ïîòðiáíî, ùîá ìåòðèêà ìàëà äåÿêi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi. Öi
âëàñòèâîñòi ¹ ïðîñòèìè i iíòó¨òèâíî çðîçóìiëèìè.

Ïî-ïåðøå, ìåòðèêà ìà¹ ðîçðiçíÿòè òî÷êè, òîáòî, ÿêùî x 6= y, òî d(x, y) > 0,
à ÿêùî x = y, òî d(x, y) = 0. Ñêîðî÷åíî öå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∀x ∈ X ∀y ∈ X d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

Ïî-äðóãå, âiäñòàíü âiä x äî y i âiäñòàíü âiä y äî x ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè,
òîáòî

∀x ∈ X ∀y ∈ X d(x, y) = d(y, x).

I, íàðåøòi, íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Âiäñòàíü âiä x äî y íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè
ñóìè âiäñòàíåé âiä x äî z i âiä z äî y, òîáòî

∀x ∈ X ∀y ∈ X ∀z ∈ X d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Ïiäñóìîâóþ÷è, ìîæåìî ñêàçàíå êîðîòêî âèêëàñòè ÿê

Îçíà÷åííÿ 20.1. Ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì ìè íàçèâà¹ìî ïàðó (X, d), ó ÿêié
X - íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à d - ôóíêöiÿ X × X → [0,∞), ÿêà âîëîäi¹ âëà-
ñòèâîñòÿìè:
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(1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;
(2) d(x, y) = d(y, x);
(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Ïåðåéäåìî äî ïðèêëàäiâ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Âñiõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹
äóæå áàãàòî (íåñêií÷åííà êiëüêiñòü). Àëå, ðåàëüíî â ìàòåìàòèöi àêòèâíî âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ äåêiëüêà äåñÿòêiâ (òî÷íiøå äåêiëüêà äåñÿòêiâ êëàñiâ ìåòðè÷íèõ
ïðîñòîðiâ). À ùî ñòîñó¹òüñÿ íàñ, òî ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äóæå íåâåëè-
êèé íàáið ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Àëå, ¨õ îçíà÷åííÿ äîâåäåòüñÿ çàïàì'ÿòàòè.

Ïðîñòið R. Ïiä ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì R, ÿê ïðàâèëî ðîçóìiþòü ìíîæèíó
äiéñíèõ ÷èñåë ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x − y|. Õî÷à, ìåòðèêó íà ìíîæèíi R
ìîæíà ââåñòè i iíøèìè ñïîñîáàìè. Àëå, ÿêùî íi÷îãî íå ñêàçàíî, òî öå ìåòðèêà
d(x, y) = |x − y|. Ïåðåâiðêà àêñiîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ çîâñiì ïðîñòà i
âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ x 7→ |x|.

Ïðîñòið Rn. Íàãàäàþ, ùî åëåìåíòàìè ìíîæèíè Rn ¹ âñi ïîñëiäîâíîñòi
(xj)

n
j=1 äiéñíèõ ÷èñåë xj, j = 1, . . . , n. Òàêèì ÷èíîì òî÷êîþ (åëåìåíòîì) â Rn

¹ ïîñëiäîâíiñòü. ßê ïðàâèëî, íà Rn ðîçãëÿäàþòü åâêëiäîâó âiäñòàíü, òîáòî

d(x, y) =

(
n∑

j=1

|xj − yj|2
)1/2

, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ìåòðèêè â äàíîìó âèïàäêó ¹ åëåìåíòàðíîþ.
Àëå, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà, òî òóò âèíèêà¹ ïðîáëåìà. Ïîòðiáíî
çíàòè êëàñè÷íó íåðiâíiñòü, ÿêó íàçèâàþòü ïî-ðiçíîìó. Âàðiàíòè: 1) íåðiâíiñòü
Êîøi; 2) íåðiâíiñòü Øâàðöà; 3) íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà; 4) íåðiâíiñòü Áóíÿ-
êîâñüêîãî; 5) íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. ß áóäó íàçèâàòè ¨¨ íåðiâíiñòþ
Áóíÿêîâñüêîãî. Âîíà çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
j=1

|xj|2
)1/2( n∑

j=1

|yj|2
)1/2

.

� áàãàòî äîâåäåíü öi¹¨ íåðiâíîñòi çíàéäiòü õî÷à áè îäíå.
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Ïðîñòið Cn. Ïðîñòið Cn ¹ êîìïëåêíèì àíàëîãîì ïðîñòîðó Rn. Åëåìåíòàìè
ìíîæèíè Ñ

	
n ¹ âñi ïîñëiäîâíîñòi (xj)nj=1 êîìïëåêñíèõ ÷èñåë xj, j = 1, . . . , n. ßê

ïðàâèëî, íà Cn ðîçãëÿäàþòü åâêëiäîâó âiäñòàíü:

d(x, y) =

(
n∑

j=1

|xj − yj|2
)1/2

, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ïðîñòið C[a, b]. Â ïðîñòîði C[a, b] íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìåòðèêó, ÿê ïðà-
âèëî, ââîäÿòü çà ôîðìóëîþ:

d(f, g) := max
a≤x≤b

|f(x)− g(x)|, f, g ∈ C[a, b].

Öÿ ìåòðèêà íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ, îñêiëüêè âîíà ïîðîäæó¹ ðiâíîìiðíó
çáiæíiñòü.
Ïåðåâiðèìî àêñiîìè ìåòðèêè.
1) Íåõàé f, g ∈ C[a, b]. Ç ðiâíîñòi d(f, g) = 0 âèïëèâà¹, ùî |f(x)− g(x)| ≤ 0

äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. À öå îçíà÷à¹, ùî f = g. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî f = g, òî
d(f, g) = 0.
2) Ç âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ âèïëèâà¹, ùî |f(x)− g(x)| = |g(x)− f(x)|. Òîìó

d(f, g) := max
a≤x≤b

|f(x)− g(x)| = max
a≤x≤b

|g(x)− f(x)| = d(g, f).

3) Íåõàé f, g, h ∈ C[a, b]. Òîäi

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− h(x)|+ |h(x)− g(x)|, x ∈ [a, b].

Ç îçíà÷åííÿ âiäñòàíi âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ [a, b]

|f(x)− h(x)| ≤ d(f, h), |h(x)− g(x)| ≤ d(h, g).

Òîìó
|f(x)− g(x)| ≤ d(f, h) + d(h, g), x ∈ [a, b].

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

d(f, g) = max
a≤x≤b

|f(x)− g(x)| ≤ d(f, h) + d(h, g),

òîáòî d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g).

Ïðîñòið ℓ∞. ×åðåç ℓ∞ ïîçíà÷àþòü ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà-
÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé, òîáòî

ℓ∞ := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i sup
j∈N

|xj| <∞}.
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Ìåòðèêó ó ïðîñòîði ℓ∞ ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

d(x, y) := sup
j∈N

|xj − yj|, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.

Ïåðåâiðêà àêñiîì òàêà ñàìà, ÿê ó âèïàäêó ïðîñòîðó C[a, b].

Ïîäàìî äîâåäåííÿ ëèøå íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà. Âîíî ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ
íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ó âèïàäêó ïðîñòîðó C[a, b]. Íåõàé

x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N, z = (zj)j∈N.

Ìà¹ìî

|xj − yj| ≤ |xj − zj|+ |zj − yj| ≤ d(x, z) + d(z, y), j ∈ N.
Òîìó ÷èñëî d(x, z) + d(z, y) ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ äëÿ ìíîæèíè {|xj − yj|}j∈N, à,
îòæå,

d(x, y) := sup
j∈N

|xj − yj| ≤ d(x, z) + d(z, y).

Ïðîñòið ℓ1. ×åðåç ℓ1 ïîçíà÷àþòü ïðîñòið ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ1 := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj| <∞}.

Ìåòðèêó ó ïðîñòîði ℓ1 ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

d(x, y) :=
∞∑
j=1

|xj − yj|, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N

Ïåðåâiðèìî ëèøå àêñiîìó òðèêóòíèêà. Ïåðåâiðêà äâîõ ïåðøèõ àêñiîì ¹ î÷å-
âèäíîþ. Íåõàé

x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N, z = (zj)j∈N.

Îñêiëüêè
|xj − yj| ≤ |xj − zj|+ |zj − yj|, j ∈ N,

òî
∞∑
j=1

|xj − yj| ≤
∞∑
j=1

(|xj − zj|+ |zj − yj|) =
∞∑
j=1

|xj − zj|+
∞∑
j=1

|zj − yj|,

òîáòî d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà i Ìiíêîâñüêîãî. ×èñëà p, q ∈ (1,∞), ÿêi ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì

1

p
+

1

q
= 1

ìè íàçâåìî âçà¹ìíî ñïðÿæåíèìè ïîêàçíèêàìè. ßêùî p = 1, òî ñïðÿæåíèì äî
íüîãî ïîêàçíèêîì ââàæàþòü q = ∞. Íåõàé p i q ïàðà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ ïî-
êàçíèêiâ i (xj)nj=1, y = (yj)

n
j=1 - äîâiëüíi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi. Ãåëüäåð äîâiâ,

ùî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

(20.1)

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|xj|q
)1/q

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ìîæíà äîâåñòè íåðiâíiñòü

(20.2)

(
n∑

j=1

|xj + yj|p
)1/p

≤

(
n∑

j=1

|xj|p
)1/p

+

(
n∑

j=1

|yj|p
)1/p

,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî.

Âïðàâà 20.2. Ñàìîñòiéíî îïðàöþâàòè äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé Ãåëüäåðà i
Ìiíêîâñüêîãî äëÿ ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé (Êîëìîãîðîâ ÅÒÔÔÀ, 2 ðîçäië,
ïàðàãðàô 1).

Ç íåðiâíîñòåé (20.1) i (20.2) ìîæíà îòðèìàòè íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà i Ìiíêîâ-
ñüêîãî äëÿ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
Íåõàé p i q ïàðà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ ïîêàçíèêiâ i (xj)∞j=1, y = (yj)

∞
j=1 - äî-

âiëüíi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî
∞∑
j=1

|xj|p <∞,
∞∑
j=1

|xj|q <∞.

Òîäi ðÿä
∞∑
j=1

xjyj àáñîëþòíî çáiæíèé i

(20.3)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤
(

∞∑
j=1

|xj|p
)1/p( ∞∑

j=1

|xj|q
)1/q

.
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Öÿ íåðiâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

À ÿêùî
∞∑
j=1

|xj|p <∞,

∞∑
j=1

|yj|p <∞,

òî ðÿä
∞∑
j=1

|xj + yj|p çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

(20.4)

(
∞∑
j=1

|xj + yj|p
)1/p

≤

(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p

+

(
∞∑
j=1

|yj|p
)1/p

,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, íåðiâíiñòü (20.3).
Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà äëÿ ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî n ∈ N
n∑

j=1

|xjyj| ≤

(
n∑

j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|xj|q
)1/q

.

Çâiäêè, î÷åâèäíî, îòðèìó¹ìî

n∑
j=1

|xjyj| ≤

(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p( ∞∑

j=1

|xj|q
)1/q

, n ∈ N.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑
j=1

xjyj àáñîëþòíî çáiæíèé i

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|xjyj| ≤

(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p( ∞∑

j=1

|xj|q
)1/q

.

Ïðîñòîðè ℓp. Äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ (1,∞) ÷åðåç ℓp ïîçíà÷àþòü ïðîñòið

ℓp := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj|p <∞}.
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Ìåòðèêó ó ïðîñòîði ℓp ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

d(x, y) :=

(
∞∑
j=1

|xj − yj|p
)1/p

, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. À íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà âèïëè-
âà¹ ç íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

Âiäêðèòi i çàêíåíi ìíîæèíè. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ìíî-
æèíó

B(x, r) := {x ∈ X | d(x, x0) < r}
íàçèâàþòü âiäêðèòîþ êóëåþ ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ç öåíòðîì x0 ∈ X i
ðàäióñîì r > 0. Âiäïîâiäíî ìíîæèíó

B̄(x, r) := {x ∈ X | d(x, x0) ≤ r}.

íàçèâàþòü çàìêíóòîþ êóëåþ ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ç öåíòðîì x0 ∈ X i
ðàäióñîì r > 0.

Îêîëîì òî÷êè x0 íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ìíîæèíà U , ùî ìiñòèòü äåÿêó êóëþ
B(x0, r).

Íåõàé òåïåð A äîâiëüíà ìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X i x0 ∈ X. Òî÷êà
x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië öi¹¨
òî÷êè, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â A. Iíøèìè ñëîâàìè, x0 íàçèâà¹òüñÿ ¹ âíóòðiøíüîþ
òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹ r > 0 òàêå, ùî B(x0, r) ⊂ A.

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
îêië öi¹¨ òî÷êè, â ÿêîìó íåìà¹ iíøèõ òî÷îê ìíîæèíè A, êðiì òî÷êè x0. Çðî-
çóìiëî, ùî ÿê içîëüîâàíà, òàê i âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè íàëåæàòü öié ìíî-
æèíi.

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A, ÿêùî ó êîæíîìó îêîëi
öi¹¨ òî÷êè ¹ õî÷ îäèí åëåìåíò ç ìíîæèíè A. Óñi òî÷êè ìíîæèíè A ¹ ¨¨ òî÷êàìè
äîòèêó, àëå ìîæóòü iñíóâàòè òî÷êè äîòèêó, ÿêi íå íàëåæàòü äî öi¹¨ ìíîæèíè.
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Ìíîæèíà óñiõ òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ çàìèêàííÿì i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Ā. Íàïðèêëàä, çàìèêàííÿì ìíîæèíè Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
ó ïðîñòîði R ¹ R.

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíèA, ÿêùî ó êîæíîìó îêîëi
öi¹¨ òî÷êè ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè A, õî÷ ñàìà òî÷êà x0
íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà íàëåæàòè äî A.
Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè A ¹ ¨¨ òî÷êîþ äîòèêó, àëå

íå êîæíà òî÷êà äîòèêó ¹ ãðàíè÷íîþ.

Òî÷êà a ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N ìåòðè÷íîãî ïðî-
ñòîðó X (ñêîðî÷åíèé çàïèñ a = lim

n→∞
xn), ÿêùî ó êîæíîìó îêîëi òî÷êè x0

ìiñòÿòüñÿ âñi ÷ëåíè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà, òîáòî(
a = lim

n→∞
xn

)
def
= (∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 d(xn, a) < ε) .

Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êà x0 áóëà òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A, íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá iñíóâàëà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ìíîæèíè A, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x0. À
äëÿ òîãî, ùîá âîíà áóëà ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá iñíóâàëà ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ðiçíèõ òî÷îê ìíîæèíè A, ÿêà çáiãà¹òüñÿ
äî x0.

Ñåïàðàáåëüíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ ó
ìíîæèíi B, ÿêùî Ā ⊃ B, i âñþäè ùiëüíîþ ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî
Ā = X.
Íàïðèêëàä, ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ âñþäè ùiëüíà ó ïðîñòîði R.
Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, â ÿêèõ iñíó¹ çëi÷åííà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà, íàçèâà-

þòüñÿ ñåïàðàáåëüíèìè ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè.
Çîêðåìà, çi çëi÷åííîñòi ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âèïëèâà¹ ñåïàðàáåëü-

íiñòü ïðîñòîðó R.

Ó ïðîñòîðàõ Rn çëi÷åííi ñêðiçü ùiëüíi ìíîæèíè óòâîðþþòü åëåìåíòè x =
(xj)

n
j=1 ç êîîðäèíàòàìè xj ∈ Q. Ó ïðîñòîðàõ C[a, b] òàêi ìíîæèíè ñêëàäàþòüñÿ

ç ìíîãî÷ëåíiâ iç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Òîìó êîæåí ç öèõ ïðîñòîðiâ
¹ ñåïàðàáåëüíèì.
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Àëå, íàïðèêëàä, ïðîñòið ℓ∞ âñiõ îáìåæåíèõ äiéñíîçíà÷íèõ (àáî êîìïëå-
êñíîçíà÷íèõ) ïîñëiäîâíîñòåé ç âiäñòàííþ

d(x, y) = sup
j∈N

|xj − yj|, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N,

íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ó öüîìó ïðîñòîði ëèøå ïîñëiäîâ-
íîñòi, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ òà îäèíèöü. Âîíè óòâîðþþòü íåçëi÷åííó ìíî-
æèíó, ðiâíó çà ïîòóæíiñòþ ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë âiäðiçêà [0, 1]. Âiäñòàíü
ìiæ äîâiëüíèìè äâîìà òàêèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè äîðiâíþ¹ 1. Îòî÷èìî êîæíó
òî÷êó öi¹¨ ìíîæèíè âiäêðèòîþ êóëåþ ðàäióñà r < 1/2. Îñêiëüêè òàêi êóëi íå
ïåðåòèíàþòüñÿ, òî ó êîæíié ç íèõ ìà¹ áóòè ïðèíàéìíi ïî îäíîìó åëåìåíòó
ñêðiçü ùiëüíî¨ â ℓ∞ ìíîæèíè. Îòæå, æîäíà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà ó öüîìó
ïðîñòîði íå ¹ çëi÷åííîþ.

Âiäêðèòi i çàìêíåíi ìíîæèíè òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ìíîæèíà A, ÿêà
ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì çàìèêàííÿì, íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ. Çîêðåìà, çàìèêàííÿ
áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè ¹ çàìêíåíà ìíîæèíà (äîâåñòè ñàìîñòiéíî).

Ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèíè ∅ òà X çàìêíåíi. Çàìêíå-
íèìè ó íüîìó áóäóòü i âñi ìíîæèíè çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ òà
çàìêíåíi êóëi öüîãî ïðîñòîðó.

Ó ïðîñòîði R çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè ¹, çîêðåìà, áóäü-ÿêi âiäðiçêè òà
îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäðiçêiâ.

Ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi òà îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà çàìêíåíèõ
ìíîæèí ¹ çàìêíåíà ìíîæèíà.

Çàóâàæèìî, ùî îá'¹äíàííÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí íå
îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíà ìíîæèíà.

Ìíîæèíà A, âñi òî÷êè ÿêî¨ ¹ âíóòðiøíiìè, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ. Ó äî-
âiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ∅ òà X ¹ âiäêðèòèìè.
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Âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ i âñi âiäêðèòi êóëi ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. À ó ïðî-
ñòîði R êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ îá'¹äíàííÿì ñêií÷åííî¨ àáî
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi iíòåðâàëiâ, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà íà ÷è-

ñëîâié ïðÿìié ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó.

Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà A áóëà âiäêðèòà, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ¨¨
äîïîâíåííÿ A′ := X \ A áóëî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ (äîâåñòè ñàìîñòiéíî).

Îá'¹äíàííÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi òà ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà âiäêðèòèõ
ìíîæèí ¹ âiäêðèòà ìíîæèíà (äîâåñòè ñàìîñòiéíî).

21. Ïîâíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè.

Â äàíié ëåêöi¨ ìè ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó òàêîãî âàæëèâîãî ïîíÿòòÿ, ÿê
ïîíÿòòÿ ïîâíîòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 21.1. Ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íà-
çèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ àáî ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi, ÿêùî

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 ∀m > n0 d(xn, xm) < ε.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçè-
âà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî

lim
n,m→∞

d(xn, xm) = 0.

Âïðàâà 21.2. Êîæíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) ¹ ôóíäàìåíòàëüíà.

Âïðàâà 21.3. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
ôóíäàìåíòàëüíà i ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, òî âîíà ñàìà ¹ çái-
æíîþ.

Îçíà÷åííÿ 21.4. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið, â ÿêîìó êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïî-
ñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíà, íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè äîâåäåííÿ íåïîâíîòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.
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Ïðèêëàä 21.5. Çàäàìî íà ìíîæèíi Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìåòðèêó ôîð-
ìóëîþ d(x, y) = |x − y|. Òîäi ïðîñòið (Q, d) ¹ íåïîâíèì. Äiéñíî, íåõàé rn
ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

|
√
2− rn| < 10−n, n ∈ N.

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (rn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà. Àëå, âîíà íå ¹ çái-
æíà, îñêiëüêè ÷èñëî

√
2 íå ¹ ðàöiîíàëüíèì.

Ïðèêëàä 21.6. Çàäàìî íà C[−1, 1] (ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiä-
ðiçêó [−1, 1]) iíòåãðàëüíó ìåòðèêó

d(f, g) :=

1∫
−1

|f(x)− g(x)| dx, f, g ∈ C[a, b].

Òîäi òàêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïîâíèé.
Ùîá äîâåñòè íåïîâíîòó äîñèòü çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü

ÿêà íå ¹ çáiæíà.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) = arctg nx, n ∈ N, x ∈ [−1, 1].

Âîíà ôóíäàìåíòàëüíà. Äiéñíî, íåõàé n,m ∈ N i m ≤ n. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
fn òà fm ¹ íåïàðíi, òî ôóíêöiÿ |fn − fm| ¹ ïàðíà. Òîìó

d(fn, fm) :=

1∫
−1

|fn(x)− fm(x)| dx = 2

1∫
0

|fn(x)− fm(x)| dx.

Ôóíêöiÿ arctg ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà [0,∞), òîìó fn ≥ fm, à, îòæå,

d(fn, fm) = 2

1∫
0

|fn(x)− fm(x)| dx = 2

1∫
0

fn(x) dx− 2

1∫
0

fm(x) dx = Jn − Jm,

äå

Jk = 2

1∫
0

fk(x) dx, k ∈ N.

Îñêiëüêè | arctg x| ≤ π/2, òî

Jk = 2

1∫
0

fk(x) dx ≤ π

1∫
0

dx = π.
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Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíiñòü (Jk)k∈N ìîíîòîííî çðîñòà¹, áî fk+1 ≥ fk. Òîìó
çãiäíî òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñà ïîñëiäîâíiñòü (Jk)k∈N çáiãà¹òüñÿ. À, îòæå,

lim
n,m→∞

d(fn, fm) = lim
n,m→∞

(Jn − Jm) = lim
n→∞

Jn − lim
m→∞

Jm = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ¹ çáiæíà â íàøîìó ïðîñòîði. Òîäi
iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ C[−1, 1], ùî

lim
n→∞

1∫
−1

|f(x)− fn(x)| dx = 0

Íà êîæíîìó ïðîìiæêó [α, 1] (α ∈ (0, 1)) ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g ≡ π/2. Òîìó

1∫
α

|f(x)− g(x)| dx = 0,

à, îòæå, f(x) = g(x) ïðè x ∈ [α, 1]. Íà êîæíîìó ïðîìiæêó [−1,−α] (α ∈
(0, 1)) ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g ≡ −π/2. Òîìó

−α∫
−1

|f(x)− g(x)| dx = 0,

à, îòæå, f(x) = g(x) ïðè x ∈ [−1,−α]. Ç äîâiëüíîñòi α âèïëèâà¹, ùî

f(x) =

{
π/2, ÿêùî x ∈ (0, 1];
−π/2, ÿêùî x ∈ [−1, 0).

Àëå, òàêà ôóíöiÿ f ìà¹ ðîçðèâ â òî÷öi x = 0. Ñóïåðå÷íiñòü.

Íàâåäåìî ïðèêëàä äîâåäåííÿ ïîâíîòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 21.7. Çàäàìî íà C[a, b] (ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó
[a, b]) ðiâíîìiðíó ìåòðèêó

d(f, g) := max
a≤x≤b

|f(x)− g(x)|, f, g ∈ C[a, b].

Òàêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ïîâíèì.

Äiéñíî, íåõàé (fn)n∈N äîâiëüíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â C[a, b].
Òîäi

(21.1) ∀ε > 0 ∃nε ∀n,m > nε d(fn, fm) ≤ ε.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(21.2) ∀ε > 0 ∃nε ∀n,m > nε ∀x ∈ [a, b] |fn(x)− fm(x)| ≤ ε.
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Îòæå, äëÿ êîæíîãî x ∈ [a, b] ïîñëiäîâíiñòü (fn(x))n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà â
R. Òîìó âîíà çáiæíà (áî ïðîñòið R ¹ ïîâíèé). Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

f(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈ [a, b].

Ïîêàæåìî, ùî f ∈ C[a, b]. Ïåðåéäåìî â (21.2) äî ãðàíèöi ïðè m→ ∞. Îòðè-
ìà¹ìî, ùî

(21.3) ∀ε > 0 ∃nε ∀n > nε ∀x ∈ [a, b] |fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Àëå, öåé çàïèñ îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî íà [a, b] çáiãà-
¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f . Îñêiëüêè ðiâíîìiðíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ äî íåïåðåðâíî¨, òî f ∈ C[a, b]. Êðiì òîãî, çàïèñ

∀x ∈ [a, b] |fn(x)− f(x)| ≤ ε

åêâiâàëåíòíèé òîìó, ùî d(fn, f) ≤ ε. Òîìó (21.3) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âè-
ãëÿäi

∀ε > 0 ∃nε ∀n > nε d(fn, f) ≤ ε.

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f â C[a, b].

Êðèòåðié ïîâíîòè.

Òåîðåìà 21.8. Äëÿ òîãî ùîá ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) áóâ ïîâíèé, íåîá-
õiäíî i äîñèòü, ùîá êîæíà ïîñëiäîâíiñòü (B̄n)n∈N çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ êóëü
(B̄n+1 ⊂ B̄n), ðàäióñè ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ, ìàëà íåïîðîæíèé ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç xn öåíòð, à ÷åðåç rn ðàäióñ êóëi B̄n. Îñêiëüêè êóëi âêëàäåíi, òî äëÿ
äîâiëüíèõ n,m ∈ N òàêèõ, ùî m < n ìà¹ìî

d(xn, xm) ≤ rm.

Îñêiëüêè rm → 0 ïðè m → ∞, òî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà,
à, îòæå, çáiæíà. Íåõàé x = lim

n∞
xn. Î÷åâèäíî, ùî òî÷êà x ¹ òî÷êîþ äîòèêó

äëÿ âñiõ çàìêíåíèõ êóëü B̄n. À, îòæå, x ∈ B̄n äëÿ âñiõ n ∈ N, òîáòî ïåðåòèí
∩n∈NB̄n ¹ íåïîðîæíèé.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîêàæåìî,
ùî âîíà ¹ çáiæíîþ. Ç îãëÿäó íà âïðàâó 21.3 äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíà
(ïîñëiäîâíiñòü) ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ïîáóäó¹ìî ¨¨ êîíñòðóêòèâíî.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, òî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî k1 òàêå, ùî

d(xk1 , xn) < 2−1, n > k1.
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Äàëi, iñíó¹ íàòóðàëüíå k2 > k1 òàêå, ùî

d(xk2 , xn) < 2−2, n > k2.

Çà iíäóêöi¹þ áóäó¹ìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (kj)j∈N òàêó, ùî

d(xkj , xn) < 2−j, n > kj.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü yj = xkj , j ∈ N. Çà ïîáóäîâîþ

d(yj, yj+1) ≤ 2−j

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (yj)j∈N ¹ çáiæíà.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êóëi

B̄j := B̄(yj, 2
−j+1), j ∈ N.

Âîíè çàìêíåíi i ¨õ ðàäióñè ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Ïîêàæåìî, ùî âîíè ¹ âêëàäåíi.

ßêùî x ∈ B̄n+1, òî

d(x, yn) ≤ d(x, yn+1) + d(yn+1, yn) ≤ 2−n + 2−n = 2−n+1,

òîáòî x ∈ B̄n. Îòæå, Bn+1 ⊂ Bn äëÿ âñiõ n ∈ N, òîáòî ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ îäíà â äðóãó êóëü, ðàäióñè ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ.

Îòæå, iñíó¹ òî÷êà y ∈ X, ùî íàëåæèòü óñiì öèì êóëÿì. Öå îçíà÷à¹, ùî

d(y, yn) ≤ 2−n+1, n ∈ N.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (yj)j∈N çáiãà¹òüñÿ äî y. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Ïîïîâíåííÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Ïîâíîòà ¹ õîðîøîþ âëàñòèâiñòþ ìå-
òðè÷íîãî ïðîñòîðó. Íàø ïðàêòè÷íèé äîñâiä ïiäêàçó¹, ùî îá'¹êòè ç õîðîøèìè
âëàñòèâîñòÿìè ¹ â ìåíøîñòi.
Òîìó ïîñòà¹ ïèòàííÿ: "×è ìîæíà íåïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið çðîáèòè ïîâ-

íèì øëÿõîì äîïîâíåííÿ éîãî íîâèìè åëåìåíòàìè"
Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêàçàíå äâîìà ïðèêëàäàìè.

141



1) Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = (0, 1] ç ìåòðèêîþ dX(x, y) = |x− y|.
Öåé ïðîñòið íåïîâíèé, áî ïîñëiäîâíiñòü xn := 1/n, n ∈ N, ¹ ôóíäàìåíòàëü-
íîþ, àëå íå ¹ çáiæíîþ. Îäíàê, ÿêùî ìè äîäàìî äî ïðîñòîðó òî÷êó x0 = 0, òî
ïðîñòið Y = [0, 1] ç ìåòðèêîþ dY (x, y) = |x− y| ¹ ïîâíèì.

2) Ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = Q ç ìåòðèêîþ dX(x, y) = |x − y| ¹ íåïîâíèì.
Àëå, éîãî ìîæíà ïîìiñòèòè â ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið Y = R ç ìåòðèêîþ
dY (x, y) = |x− y|.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèêà dY â îáîõ ïðèêëàäàõ ¹ ïðîäîâæåííÿì ìåòðèêè dX
(ôîðìóëà òà ñàìà, àëå îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ðiçíi). Òàêèì ÷èíîì, ìåòðèêà íà
âèõiäíîìó ïðîñòîði íå çìiíþ¹òüñÿ. Êðiì òîãî, â îáîõ ïðèêëàäàõ çàìèêàííÿ X̄
ó ïðîñòîði Y ñïiâïàäà¹ ç Y .

Íàâåäåíi ïðèêëàäè ïiäêàçóþòü, ÿêèì ìîæå áóòè îçíà÷åííÿ ïîïîâíåííÿ ìå-
òðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 21.9. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Y, dY ) íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâíå-
ííÿì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, dX), ÿêùî:

(1) X ⊂ Y i X̄ = Y (X̄ - çàìèêàííÿ X ó ïðîñòîði Y );
(2) äëÿ âñiõ x, y ∈ X dY (x, y) = dX(x, y).

Ïðîòå, îçíà÷åííÿ 21.9 çàëèøà¹ ìàëî ñâîáîäè. Óìîâà X ⊂ Y ¹ îáòÿæëèâà.
Ïåðøi ñåðéîçíi ïðèêëàäè ïîáóäîâè ïîïîâíåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ïîêàçàëè,
ùî, ÿê ïðàâèëî, ïðèðîäà åëåìåíòiâ â ïîïîâíåííi âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðèðîäè
åëåìåíòiâ âèõiäíîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 21.10. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæå-
ííÿ J : X → Y íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì âêëàäåííÿì X â Y , ÿêùî

∀x, y ∈ X dY (Jx, Jy) = dX(x, y).

Ïðè öüîìó içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿì J íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ ïðîñòîðó X
íà Y , ÿêùî JX = Y , òîáòî êîëè J ¹ ñþð'¹êöi¹þ.
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Çàóâàæèìî, ùî içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ¹ ií'¹êöi¹þ, à içîìåòðiÿ ¹ ái¹êöi¹þ.
Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ X Jx = Jy, òî

dX(x, y) = dY (Jx, Jy) = 0,

òîáòî x = y.

Îçíà÷åííÿ 21.11. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ïðîñòîðè X
i Y íàçèâà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ J : X → Y .

Içîìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ òîòîæíè-
ìè. Ìè ïðîñòî òèì ñàìèì åëåìåíòàì äàëè iíøi íàçâè.
Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå, ìè ìîæåìî ïðèäàòè îçíà÷åííþ 21.9 íàñòóïíó áiëüø

çàãàëüíó ôîðìó.

Îçíà÷åííÿ 21.12. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Y, dY ) íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâ-
íåííÿì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, dX), ÿêùî ïðîñòið X ìîæíà içîìåòðè÷íî
i âñþäè ùiëüíî âêëàñòè â Y .

Òåîðåìà 21.13. Êîæíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ìîæíà ïîïîâíèòè, òîáòî
içîìåòðè÷íî i âñþäè ùiëüíî âêëàñòè â ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ïîïîâ-
íåííÿ ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî içîìåòði¨.

Îñêiëüêè äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ äîñèòü äîâãèì i òåõíi÷íî ñêëàäíèì, ìè îáìå-
æèìîñÿ éîãî åñêiçîì. Iäåÿ äîâåäåííÿ íàëåæèòü Ãåîðãó Êàíòîðó. Âëàñíå, âií
âèêîðèñòàâ öþ iäåþ äëÿ îáãðóíòóâàííÿ òåîði¨ äiéñíîãî ÷èñëà. À ïîòiì öÿ æ
iäåÿ áóëà âèêîðèñòàíà Õàóñäîðôîì äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ïîïîâíåííÿ.

Â îäíîìó ç åïiçîäiâ äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íåðiâíiñòü, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
íåðiâíiñòþ ÷îòèðèêóòíèêà.

Òâåðäæåííÿ 21.14. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷î-
òèðüîõ òî÷îê x, y, x′, y′ öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|d(x, y)− d(x′, y′)| ≤ d(x, x′) + d(y, y′).

Äîâåäåííÿ. Äîâåñòè ñàìîñòiéíî. �
143



Åñêiç äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ïîïîâíåííÿ. Íåõàé (X, dX) - ìåòðè÷íèé ïðî-
ñòið. Öåíòðàëüíå ìiñöå ó äîâåäåííi âiäiãðà¹ êîíñòðóêöiÿ ïðîñòîðó (Y, dY ),
ÿêèé ¹ ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó X.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̃ ìíîæèíó âñiõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ïðî-
ñòîðó X. Òàêèì ÷èíîì åëåìåíò x̃ ∈ X̃ öå ¹ äåÿêà ôóíäàìåíòàëüíà â X ïîñëi-
äîâíiñòü (xn)n∈N. Ââåäåìî íà X̃ ïñåâäîìåòðèêó d̃ ôîðìóëîþ

d̃(x̃, ỹ) = lim
n→∞

d(xn, yn), x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N.

Ïñåâäîìåòðèêîþ ìè íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ, ùî ìà¹ âñi âëàñòèâîñòi ìåòðèêè, çà
âèíÿòêîì, ïåðøî¨. (Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî, ùî äëÿ d̃ âèêîíóþòüñÿ äðóãà
i òðåòÿ àêñiîìè ìåòðèêè.)

Çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ ãðàíèöi â îçíà÷åííi ïñåâäîìåòðèêè âèïëèâà¹ ç
íåðiâíîñòi ÷îòèðèêóòíèêà äëÿ ÷åòâiðêè xn, yn, xm, ym :

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| ≤ d(xn, xm) + d(yn, ym).

Ïîäóìàéòå ÷îìó öå òàê.

Ââåäåìî íà X̃ áiíàðíå âiäíîøåííÿ:

x̃ ∼ ỹ ⇔ d̃(x̃, ỹ) = 0.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâàâàëåíòíîñòi,
òîáòî ¹ ðåôëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì. Âîíî (âiäíîøåííÿ) ðîç-
áèâà¹ X̃ íà êëàñè, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ìíîæèíó öèõ êëàñiâ ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç X̂.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà äëÿ ïñåâäîìåòðèêè d̃, ëåãêî ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x̂, ŷ ∈ X̂ âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

∀x̂ ∈ X̂ ∀ŷ ∈ Ŷ ∃!c ≥ 0 ∀x̃ ∈ x̂ ∀ỹ ∈ ŷ d̃(x̃, ỹ) = c.

Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå âèùå ìîæåìî íà X̂ ââåñòè âiäñòàíü d̂ çà ôîðìóëîþ:

d̂(x̂, ŷ) = d̃(x̃, ỹ), x̃ ∈ x̂, ỹ ∈ ŷ.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî d̂ ¹ ìåòðèêîþ.
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Ïîáóäó¹ìî içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ïðîñòîðó X â ïðîñòið X̂. Äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ X ÷åðåç Jx ïîçíà÷èìî òîé êëàñ â X̂, ÿêèé ìiñòèòü ôóíäàìåíòàëüíó
ïîñëiäîâíiñòü

xn ≡ x, n ∈ N.

ßêùî x, y ∈ X, òî

d̂(Jx, Jy) = lim
n→∞

d(x, y) = d(x, y).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìåòðè÷íèì âêëàäåííÿì.

Äîâåäåìî, ùî JX = Y. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå x̂ ∈ X̂. Âiçüìåìî äîâiëüíó
ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ç êëàñó x̂. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü (Jxk)k∈N çáiãà¹òüñÿ äî x̂.
Äiéñíî,

d̂(x̂, Jxk) = lim
n→∞

d(xn, xk), k ∈ N.

Òîìó
lim
k→∞

d̂(x̂, Jxk) = lim
n,k→∞

d(xn, xk) = 0,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (Jxk)k∈N çáiãà¹òüñÿ äî x̂. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíà òî÷êà
x̂ ∈ X̂ ¹ òî÷êîþ äîòèêó äëÿ ìíîæèíè JX.

Äîâåäåìî ïîâíîòó ïðîñòîðó X̂. Íåõàé (x̂n)n∈N ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâ-
íiñòü â X̂. Îñêiëüêè JX âñþäè ùiëüíå â X̂, òî äëÿ êîæíîãî x̂n iñíó¹ xn ∈ X

òàêå, ùî d̂(x̂n, Jxn) < 1/n. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ôóíäàìåí-
òàëüíà â X. Äiéñíî,

d(xn, xm) = d̂(Jxn, Jxm) ≤ d̂(Jxn, x̂n) + d̂(x̂n, x̂m) + d̂(x̂m, Jxm) ≤

≤ d̂(x̂n, x̂m) + 1/n+ 1/m→ 0 ïðè n,m→ ∞,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ôóíäàìåíòàëüíà âX. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x̂ êëàñ, ùî
ìiñòèòü ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N. Ç äîâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹,
ùî ïîñëiäîâíiñòü (Jxn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x̂. Îñêiëüêè

d̂(x̂n, x̂) ≤ d̂(x̂n, Jxn) + d̂(Jxn, x̂) ≤ 1/n+ d̂(Jxn, x̂) → 0 ïðè n→ ∞,

òî ïîñëiäîâíiñòü (x̂n)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî x̂.
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ÿêùî ìè ìà¹ìî äâà ðiçíi ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó

X, òî âîíè ¹ içîìåòðè÷íèìè. �
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Âïðàâà 21.15. Äîâåñòè, ùî äâà ðiçíi ïîïîâíåííÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X
¹ içîìåòðè÷íèìè.

22. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Àêñiîìè ìåòðèêè. Çàìêíåíi i âiäêðèòi

ìíîæèíè.

Çàäà÷i íà ïåðåâiðêó àêñiîì ìåòðèêè.

Çàäà÷à 22.1. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |x2 − y2|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ òî÷îê x = 1 i y = −1 ìà¹ìî, ùî d(x, y) = |1− 1| = 0.

Çàäà÷à 22.2. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |x3 − y3|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d ¹ ìåòðèêîþ. Äiéñíî:

1a) ÿêùî x = y, òî d(x, y) = |x3 − y3| = 0;
1b) ÿêùî d(x, y) = 0, òî |x3 − y3| = 0, à, îòæå, x3 = y3, ùî îçíà÷à¹ ðiâíiñòü

x = y;
2) î÷åâèäíî, ùî

d(x, y) = |x3 − y3| = |y3 − x3| = d(y, x);

3) äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ R

d(x, y) = |x3 − y3| = |x3 − z3 + z3 − y3| ≤ |x3 − z3|+ |z3 − y3| = d(x, z) + d(z, y).

Çàäà÷à 22.3. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = | sinx− sin y|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ òî÷îê x = 0 i y = π ìà¹ìî, ùî d(x, y) = | sinx− sin y| = 0.
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Çàäà÷à 22.4. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |x− y|2.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü òðèêó-
òíèêà:
äëÿ òî÷îê x = 1, y = −1, z = 0 ìà¹ìî, ùî

d(x, y) = |1 + 1|2 = 4, d(x, z) = |1− 0|2 = 1, d(z, y) = |1− 0|2 = 1,

à, îòæå,
d(x, y) > d(x, z) + d(z, y).

Çàäà÷à 22.5. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |x− y|1/2.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d ¹ ìåòðèêîþ. Äiéñíî:
1a) ÿêùî x = y, òî d(x, y) = |x− y|1/2 = 0;
1b) ÿêùî d(x, y) = 0, òî |x− y|1/2 = 0, à, îòæå, x = y;
2) î÷åâèäíî, ùî

d(x, y) = |x− y|1/2 = |y − x|1/2 = d(y, x);

3) äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ R

d(x, y) = |x− y|1/2 = |x− z + z − y|1/2 ≤

≤ (|x− z|+ |z − y|)1/2 ≤ |x− z|1/2 + |z − y|1/2 = d(x, z) + d(z, y).

Òóò ìè âèêîðèñòàëè íåðiâíiñòü

a+ b ≤ (
√
a+

√
b)2, a, b ≥ 0.

Çàäà÷à 22.6. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |x+ y|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ òî÷îê x = 1 i y = 1 ìà¹ìî, ùî d(x, y) = |1 + 1| > 0.

Çàäà÷à 22.7. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà
ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |2x− y|.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ òî÷îê x = 1 i y = 1 ìà¹ìî, ùî d(x, y) = |2− 1| > 0.

Çàäà÷à 22.8. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) = max
1≤j≤n

|xj − yj|, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d ¹ ìåòðèêîþ. Äiéñíî,
1a) ÿêùî x = y, òî d(x, y) = 0;
1b) ðiâíiñòü d(x, y) = 0 âèêîíó¹òüñÿ ëèøå òîäi, êîëè |xj − yj| = 0 äëÿ âñiõ

j, à öå îçíà÷à¹, ùî xj = yj äëÿ âñiõ j, òîáòî x = y;
2) î÷åâèäíî, ùî d(x, y) = d(y, x);
3) äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ Rn ìà¹ìî, ùî

|xj − yj| ≤ |xj − zj|+ |zj − yj|, j = 1, . . . , n.,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

|xj − yj| ≤ max
1≤j≤n

|xj − zj|+ max
1≤j≤n

|zj − yj| = d(x, z) + d(z, y),

òîáòî
|xj − yj| ≤ d(x, z) + d(z, y), j = 1, . . . , n.,

à, îòæå,
d(x, y) = max

1≤j≤n
|xj − yj| ≤ d(x, z) + d(z, y).

Çàäà÷à 22.9. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) =
n∑

j=1

|xj − yj|, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d ¹ ìåòðèêîþ. Äiéñíî,
1a) ÿêùî x = y, òî d(x, y) = 0;
1b) ðiâíiñòü d(x, y) = 0 âèêîíó¹òüñÿ ëèøå òîäi, êîëè |xj − yj| = 0 äëÿ âñiõ

j, à öå îçíà÷à¹, ùî xj = yj äëÿ âñiõ j, òîáòî x = y;
2) î÷åâèäíî, ùî d(x, y) = d(y, x).
3) äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ Rn ìà¹ìî, ùî

|xj − yj| ≤ |xj − zj|+ |zj − yj|, j = 1, . . . , n.,

äîäàþ÷è öi íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî
n∑

j=1

|xj − yj| ≤
n∑

j=1

|xj − zj|+
n∑

j=1

|zj − yj| = d(x, z) + d(z, y),
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òîáòî

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Çàäà÷à 22.10. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) = |x1 − y1|, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ x = (0, . . . , 0), y = (0, 1, . . . , 1) ìà¹ìî, ùî d(x, y) = 0.

Çàäà÷à 22.11. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) =
n∑

j=1

|xj − yj|2, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü òðèêóòíè-
êà:
äëÿ x = (1, 0, . . . , 0), y = (−1, 0, . . . , 0), z = (0, . . . , 0) ìà¹ìî, ùî

d(x, y) = 4, d(x, z) = 1, d(z, y) = 1,

òîáòî

d(x, y) > d(x, z) + d(z, y).

Çàäà÷à 22.12. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) = min
1≤j≤n

|xj − yj|, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ x = (1, . . . , 1), y = (1, 0, . . . , 0) ìà¹ìî, ùî d(x, y) = 0.

Çàäà÷à 22.13. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) =
n∑

j=1

|x2j − y2j |, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ x = (1, . . . , 1), y = (−1, . . . ,−1) ìà¹ìî, ùî d(x, y) = 0.
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Çàäà÷à 22.14. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

d(x, y) = max
1≤j≤n

|xj + yj|, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà:
äëÿ x = (1, . . . , 1), y = (1, . . . , 1) ìà¹ìî, ùî d(x, y) = 2.

Çàäà÷à 22.15. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) = |f(0)− g(0)|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äié-
ñíî, ôóíêöi¨

f(x) = x, g(x) = x2, x ∈ [0, 1],

íàëåæàòü C[0, 1] i ¹ ðiçíèìè, îäíàê, d(f, g) = 0.

Çàäà÷à 22.16. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) = |f(0)− g(1)|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äié-
ñíî, ôóíêöi¨

f(x) = x, g(x) = 1− x, x ∈ [0, 1],

íàëåæàòü C[0, 1] i ¹ ðiçíèìè, îäíàê, d(f, g) = 0.:

Çàäà÷à 22.17. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) = max
0≤x≤1/2

|f(x)− g(x)|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äié-
ñíî, ôóíêöi¨

f(x) ≡ 0, g(x) =

{
0, ÿêùî 0 ≤ x ≤ 1/2;
x− 1/2, ÿêùî 1/2 < x ≤ 1.

íàëåæàòü C[0, 1] i ¹ ðiçíèìè, îäíàê, d(f, g) = 0.
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Çàäà÷à 22.18. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) = min
0≤x≤1

|f(x)− g(x)|.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äié-
ñíî, ôóíêöi¨

f(x) = x, g(x) = x2, x ∈ [0, 1],

íàëåæàòü C[0, 1] i ¹ ðiçíèìè, îäíàê, d(f, g) = 0.:

Çàäà÷à 22.19. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) = max
0≤x≤1

|f(x)− g(x)|2.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ. Íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü òðèêóòíè-
êà:
äëÿ ôóíêöié

f(x) ≡ 1, g(x) ≡ −1, h(x) ≡ 0

ìà¹ìî, ùî
d(f, g) = 4, d(f, h) = 1, d(h, g) = 1,

òîáòî
d(f, g) > d(f, h) + d(h, g).

Çàäà÷à 22.20. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d ¹ ìåòðèêîþ. Ôóíêöiÿ d ¹ ìåòðèêîþ. Ïåðåâiðèìî ëè-
øå íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f, g, h ìè ìà¹ìî, ùî

|f(x)− g(x)| = |f(x)− h(x) + h(x)− g(x)| ≤ |f(x)− h(x)|+ |h(x)− g(x)|,
òîáòî

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− h(x)|+ |h(x)− g(x)|, x ∈ [0, 1].

Íåðiâíîñòi ìîæíà iíòåãðóâàòè. Òîìó∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx ≤
∫ 1

0

|f(x)− h(x)| dx+
∫ 1

0

|h(x)− g(x)| dx,

òîáòî
d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g).
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Çàäà÷à 22.21. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîð-
ìóëîþ:

d(f, g) = |f(0)− g(0)| −
∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ d íå ¹ ìåòðèêîþ, áî ìîæå ïðèéìàòè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.
Äiéñíî, ôóíêöi¨

f(x) = x, g(x) = x2, x ∈ [0, 1],

íàëåæàòü C[0, 1] i

d(f, g) = −
∫ 1

0

|x− x2| dx = −
∫ 1

0

x dx+

∫ 1

0

x2 dx = −1/2 + 1/3 < 0.

Çàäà÷i íà âiäêðèòiñòü i çàìêíåíiñòü ìíîæèíè.

Çàäà÷à 22.22. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

A = {(x, y) ∈ R2 | x < y}.
Ðîçâ'ÿçîê.
(1) Ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ. Äiéñíî, ¨¨ äîïîâíåííÿ

A′ = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ y}
¹ ìíîæèíà çàìêíåíà. Äîâåäåìî öå. Íåõàé ((xn, yn))n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â A′ i
âîíà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (x, y) ∈ R2. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

Îñêiëüêè (xn, yn) ∈ A′ äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
xn ≥ yn, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ îòðèìó¹ìî, ùî

x ≥ y,

òîáòî (x, y) ∈ A′. Îòæå ìíîæèíà A′ ¹ çàìêíåíà. Òîìó A ¹ âiäêðèòà.

Çàäà÷à 22.23. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

A = {(x, y) ∈ R2 | sinx < y}.
Ðîçâ'ÿçîê.
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Ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ. Äiéñíî, ¨¨ äîïîâíåííÿ

A′ = {(x, y) ∈ R2 | sinx ≥ y}
¹ ìíîæèíà çàìêíåíà. Äîâåäåìî öå. Íåõàé ((xn, yn))n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â A′ i
âîíà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (x, y) ∈ R2. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

Îñêiëüêè (xn, yn) ∈ A′ äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
sinxn ≥ yn, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ ç âðàõóâàííÿ íåïåðåðâíîñòi ñèíóñà, îòðè-
ìó¹ìî, ùî

sinx ≥ y,

òîáòî (x, y) ∈ A′. Îòæå ìíîæèíà A′ ¹ çàìêíåíà. Òîìó A ¹ âiäêðèòà.

Çàäà÷à 22.24. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x ≤ y}.
Ðîçâ'ÿçîê.
Ìíîæèíà A íå ¹ âiäêðèòîþ i íå ¹ çàìêíåíîþ.
Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî A íå ¹ çàìêíåíîþ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîñëi-

äîâíiñòü
(1/n, 1/n), n ∈ N.

Îñêiëüêè
0 < 1/n ≤ 1/n, n ∈ N,

òî âîíà íàëåæèòü ìíîæèíi A. Ç iíøîãî áîêó, öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî
òî÷êè (0, 0), ÿêà íå íàëåæèòü ìíîæèíi A. Îòæå, A íå ìiñòèòü âñiõ ñâî¨õ ãðà-
íè÷íèõ òî÷îê, òîáòî íå ¹ çàìêíåíà.
Ïîêàæåìî, ùî A íå ¹ âiäêðèòà. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ¨¨ äîïîâíå-

ííÿ
A′ = {(x, y) ∈ R2 | x > y} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x ≤ 0}.

íå ¹ çàìêíåíà ìíîæèíà.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

(1 + 2/n, 1 + 1/n), n ∈ N.
Îñêiëüêè

1 + 2/n > 1 + 1/n, n ∈ N,
òî âîíà íàëåæèòü ìíîæèíi A′. Ç iíøîãî áîêó, öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî
òî÷êè (1, 1), ÿêà íå íàëåæèòü ìíîæèíi A′. Îòæå, A′ íå ìiñòèòü âñiõ ñâî¨õ
ãðàíè÷íèõ òî÷îê, òîáòî íå ¹ çàìêíåíà.
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Çàäà÷à 22.25. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}.
Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ. Äiéñíî, ¨¨ äîïîâíåííÿ

A′ = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≥ 1}
¹ ìíîæèíà çàìêíåíà. Äîâåäåìî öå. Íåõàé ((xn, yn))n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â A′ i
âîíà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (x, y) ∈ R2. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

Îñêiëüêè (xn, yn) ∈ A′ äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
x2n + y2n ≥ 1, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ , îòðèìó¹ìî, ùî

x2 + y2 ≥ 1,

òîáòî (x, y) ∈ A′. Îòæå ìíîæèíà A′ ¹ çàìêíåíà. Òîìó A ¹ âiäêðèòà.

Çàäà÷à 22.26. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

A = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| > 1}.
Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ. Äiéñíî, ¨¨ äîïîâíåííÿ

A′ = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| ≤ 1}
¹ ìíîæèíà çàìêíåíà. Äîâåäåìî öå. Íåõàé ((xn, yn))n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â A′ i
âîíà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (x, y) ∈ R2. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

Îñêiëüêè (xn, yn) ∈ A′ äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
|xn + yn| ≤ 1, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ , îòðèìó¹ìî, ùî

|x+ y| ≤ 1,

òîáòî (x, y) ∈ A′. Îòæå ìíîæèíà A′ ¹ çàìêíåíà. Òîìó A ¹ âiäêðèòà.

Çàäà÷à 22.27. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x+ y < 1}.
Ðîçâ'ÿçîê.
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Ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ. Äiéñíî, ¨¨ äîïîâíåííÿ

A′ = {(x, y) ∈ R2 | x+ y ≤ 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x+ y ≥ 1}
¹ ìíîæèíà çàìêíåíà. Äîâåäåìî öå.
Íåõàé ((xn, yn))n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â A′ i âîíà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (x, y) ∈ R2.

Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

Îñêiëüêè (xn, yn) ∈ A′ äëÿ âñiõ n ∈ N, òî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0

xn + yn ≤ 0, n ≥ n0,

àáî
xn + yn ≥ 1, n ≥ n0.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ îòðèìó¹ìî, ùî

x+ y ≤ 0, n ∈ N.
àáî

x+ y ≥ 1, n ∈ N,
òîáòî (x, y) ∈ A′. Îòæå ìíîæèíà A′ ¹ çàìêíåíà. Òîìó A ¹ âiäêðèòà.

Ñàìîñòiéíî ðîçãëÿíóòè íàñòóïíi çàäà÷i.

Çàäà÷à 22.28. ×è ¹ çàìêíåíîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:
(1) A = {(x, y) ∈ R2 | arctg x ≤ y};

(2) A = {(n, n) ∈ R2 | n ∈ N};

(3) A = {(1/n, 1/n) ∈ R2 | n ∈ N};

(4) A = {(x, y) ∈ R2 | y = nx, n ∈ N};

(5) A = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x+ y < 1};

(6) A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0};

(7) A = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| > 0}.

Çàäà÷à 22.29. ×è ¹ çàìêíåíîþ â C[0, 1] ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:
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(1) A = {f ∈ C[0, 1] | |f(0)| > 1};

(2) A = {f ∈ C[0, 1] |
∫ 1

0
f(x) dx = 0};

(3) A = {f ∈ C[0, 1] | f(0) = f(1)};

(4) A = {f ∈ C[0, 1] | ∀x ∈ [0, 1] f(x) ≤ x};

(5) A = {f ∈ C[0, 1] | f(0) ≤ f(1)};

(6) A = {f ∈ C[0, 1] | sin f(x) > 0};

(7) A = {f ∈ C[0, 1] | f(0) =
∫ 1

0
f(x) dx}.

23. Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨. Ïðèíöèï ïðîäîâæåííÿ çà

íåïåðåðâíiñòþ. Ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü.

Ïåðøå ïèòàííÿ, ÿêå ìè ðîçãëÿíåìî â öié ëåêöi¨, öå òåîðåìà Áåðà ïðî êàòå-
ãîði¨.
Iñòîðè÷íà äîâiäêà: Ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Ðåíå-Ëó¨ Áåð (1874-1932) îäèí

ç òâîðöiâ ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ôóíêöié. Çîêðåìà, âií ââiâ ïîíÿòòÿ ìíîæèí ïåðøî¨ i
äðóãî¨ êàòåãîði¨, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì iñíóâàííÿ.
Ñòåôàí Áàíàõ âèñîêî öiíóâàâ ðîáîòè Áåðà.

Îçíà÷åííÿ 23.1. Ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ
íiäå íå ùiëüíîþ, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ íå ìà¹ âíóòðiøíèõ òî÷îê, òîáòî
Int Ā = ∅.

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ íàëåæèòü Áåðó.

Îçíà÷åííÿ 23.2. Ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñêií÷åííå àáî çëi-
÷åííå îá'¹äíàííÿ íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí. Ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨, ÿêùî âîíà íå ¹ ìíî-
æèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
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Òàêèì ÷èíîì, Áåð ðîçáèâ âñi ïiäìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íà äâà
êëàñè: íà êëàñ ìàëèõ ìíîæèí (ìíîæèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨) i íà êëàñ âåëè-
êèõ ìíîæèí (ìíîæèíè äðóãî¨ êàòåãîði¨). Äèâíî, ùî òàêà, çäàâàëîñÿ ïðîñòà
ïðîöåäóðà, ñòàëà åôåêòèâíèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ òåîðåì iñíóâàííÿ.
Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 23.3. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íå ¹ ìíîæèíîþ
äðóãî¨ êàòåãîði¨. Òîäi éîãî ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ ∪n∈NXn çëi÷åííîãî
÷èñëà íiäå íà ùiëüíèõ ìíîæèí Xn, òîáòî X = ∪n∈NXn.

Âiçüìåìî äîâiëüíó çàìêíåíó êóëþ B0. Îñêiëüêè X1 íå ¹ ùiëüíà â B0, òî â
B0 iñíó¹ çàìêíåíà êóëÿ B1 ç ðàäióñîì < 1 òàêà, ùî B1 ∩X1 = ∅. Îñêiëüêè X2

íå ¹ ùiëüíà â B1, òî â B1 iñíó¹ çàìêíåíà êóëÿ B2 ç ðàäióñîì < 1/2 òàêà, ùî
B2 ∩X2 = ∅. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (Bn)n∈N
çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ êóëü, ïðè÷îìó

Bn ∩Xn = ∅, rn < 1/n, n ∈ N.
Çãiäíî ç êðèòåði¹ì ïîâíîòè ïåðåòèí ∩n∈NBn ¹ íåïîðîæíèé, òîáòî ìiñòèòü äå-
ÿêó òî÷êó x ∈ X. Àëå, çãiäíî ç ïîáóäîâîþ òî÷êà x íå íàëåæèòü æîäíié ìíî-
æèíi Xn, à, îòæå, x /∈ X. Ñóïåðå÷íiñòü. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Ïåðåéäåìî íà äðóãîãî ïèòàííÿ íàøî¨ ëåêöi¨. Íèì ¹ ïðèíöèï ïðîäîâæåííÿ
çà íåïåðåðâíiñòþ. Ïåðåä òèì ÿê ïåðåéòè äî éîãî ôîðìóëþâàííÿ, íàãàäà¹ìî
äåÿêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 23.4. Íåõàé X,Y - íåïîðîæíi ìíîæèíè i ôóíêöiÿ f : X → Y i
ìà¹ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ dom f . Ôóíêöiÿ g : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæå-
ííÿì ôóíêöi¨ f (ñêîðî÷åíèé çàïèñ f ⊂ g), ÿêùî dom f ⊂ dom g i g(x) = f(x)
äëÿ âñiõ x ∈ dom f . Ïðè öüîìó ôóíêöiþ f íàçèâàþòü çâóæåííÿì ôóíêöi¨ g.

Îçíà÷åííÿ 23.5. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) - ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ôóíêöiÿ f :
X → Y íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi A ⊂ dom f ⊂ X,
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ÿêùî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x′ ∈ A [dX(x, x
′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x

′)) < ε].

Ìè áóäåìî ïðîñòî ãîâîðèòè, ùî f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà, ÿêùî A = dom f .

Âïðàâà 23.6. Äîâåñòè, ùî äëÿ ìåòðèêè ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ÷îòèðèêó-
òíèêà:

|d(x, y)− d(x′, y′)| ≤ d(x, x′) + d(y, y′), x, y, x′, y′ ∈ X.

Ç íåðiâíîñòi ÷îòèðèêóòíèêà âèïëèâà¹ íàñòóïíèé âàæëèâèé ôàêò. Âií íà-
çèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü ìåòðèêè.

Òåîðåìà 23.7. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à (xn)n∈N i (yn)n∈N äâi
çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi â X, ÿêi çáiãàþòüñÿ äî x i y âiäïîâiäíî. Òîäi

lim
n→∞

d(xn, yn) = d(x, y).

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi ÷îòèðèêóòíèêà ìà¹ìî, ùî

|d(xn, yn)− d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(yn, y) → 0 ïðè n→ ∞.

À öå îçíà÷à¹, ùî

d(xn, yn) → d(x, y) ïðè n→ ∞.

�

Ïðèíöèïîì ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ íàñòóïíà

Òåîðåìà 23.8. Íåõàé (X, d) i (Y, ρ) - ïîâíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, à ôóíêöiÿ f :
X → Y ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà i ùiëüíî çàäàíà (dom f = X). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà
íåïåðåðâíà âñþäè çàäàíà ôóíêöiÿ f̄ : X → Y , ÿêà ¹ ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f .
Áiëüøå òîãî, f̄ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X. Îñêiëüêè dom f = X, òî â dom f iñíó¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü (xn)n∈N, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (f(xn))n∈N ¹
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ôóíäàìåíòàëüíà â Y . Äiéñíî, îñêiëüêè f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà, òî

∀ε > 0 ∃δε > 0 ∀x, x′ ∈ A [d(x, x′) < δε ⇒ ρ(f(x), f(x′)) < ε].

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i íåõàé δ = δε. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N
¹ çáiæíà, òî âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à îòæå, iñíó¹ n0 ∈ N òàêå, ùî
d(xn, xm) < δ äëÿ âñiõ n,m > n0. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

∀n,m > n0 ρ(f(xn), f(xm)) < ε.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (f(xn))n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà â Y . Ç ïîâíîòè ïðîñòîðó
Y âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (f(xn))n∈N ¹ çáiæíà â Y , òîáòî iñíó¹ ãðàíèöÿ
lim
n→∞

f(xn).

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó â dom f ïîñëiäîâíî-
ñòi (xn)n∈N, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x. Âiçüìåìî â dom f äâi äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi
(xn)n∈N i (x′n)n∈N, ùî çáiãàþòüñÿ äî x. Ç âæå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî iñíó-
þòü ãðàíèöi lim

n→∞
f(xn) i lim

n→∞
f(x′n). Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî âîíè ðiâíi. Äëÿ öüîãî

çàñòîñó¹ìî íàñòóïíó ïðîöåäóðó. Óòâîðèìî ïîñëiäîâíiñòü

an :=

{
xk, ÿêùî n = 2k;
x′k, ÿêùî n = 2k − 1.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (x′n)n∈N çáiãàþòüñÿ äî x, òî ïîñëiäîâíiñòü
(an)n∈N òåæ çáiãà¹òüñÿ äî x.

Ç âæå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ãðàíèöÿ lim
n→∞

f(an) iñíó¹. Àëå, ïîñëiäîâíîñòi

(f(xn))n∈N i (f(x′n))n∈N ¹ ïiäïîñëiäîâíîñòÿìè ïîñëiäîâíîñòi (f(an))n∈N, à, îòæå,

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

f(x′n).

Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

f̄(x) = lim
n→∞

f(xn),

äå (xn)n∈N - äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü â dom f , ùî çáiãà¹òüñÿ äî x. Ôóíêöiÿ f̄ ¹
ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f . Äiéñíî, ÿêùî x ∈ dom f , òî ïîñëiäîâíiñòü

xn ≡ x, n ∈ N,

çáiãà¹òüñÿ äî x, à, îòæå,

f̄(x) = lim
n→∞

f(x) = f(x).
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Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f̄ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå
ε > 0. Òîäi iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî

∀x, x′ ∈ dom f [d(x, x′) < δ ⇒ ρ(f(x), f(x′)) < ε].

Íåõàé x, x′ ∈ X i d(x, x′) < δ. Â dom f iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (x′n)n∈N,
ùî çáiãàþòüñÿ äî x i x′ âiäïîâiäíî. Ç íåïåðåðâíîñòi ìåòðèêè âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

d(xn, x
′
n) = d(x, x′).

Îñêiëüêè d(x, x′) < δ, òî iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé, ùî

d(xn, x
′
n) < δ, n > n0.

Òîäi

ρ(f(xn), f(x
′
n)) < ε, n > n0.

Ïåðåõîäÿ÷è â îñòàííié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî, ùî

ρ(f̄(x), f̄(x′)) ≤ ε.

Òèì ñàìèì ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f̄ äîâåäåíà.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ¹äèíiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f . Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ¹ äâi íåïåðåðâíi âñþäè çàäàíi ôóíêöi¨ g, h : X → Y , ÿêi ¹ ïðîäîâ-
æåííÿìè ôóíêöi¨ f . Íåõàé x ∈ X i ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ç dom f çáiãà¹òüñÿ
äî x. Òîäi

g(x) = lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

h(xn) = h(x),

òîáòî g = h. �

Ïåðåéäåìî äî íàøîãî òðåòüîãî ïèòàííÿ, äî òåîðåìè ïðî íåðóõîìó òî÷êó.

Îçíà÷åííÿ 23.9. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ A :
X → X íàçèâà¹òüñÿ ñòèñêîì, ÿêùî

∃α ∈ (0, 1) ∀x, y ∈ X d(Ax,Ay) ≤ αd(x, y).

Îçíà÷åííÿ 23.10. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òî÷êà x ∈ X íàçèâà-
¹òüñÿ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ A : X → X, ÿêùî Ax = x.
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Ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 23.11. Êîæåí ñòèñê ó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìà¹ ¹äèíó
íåðóõîìó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A - ñòèñê ó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i äëÿ äå-
ÿêîãî α ∈ (0, 1)

∀x, y ∈ X d(Ax,Ay) ≤ αd(x, y).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x0 i ðîçãëÿíåìî â X ïîñëiäîâíiñòü, ùî çàäàíà
ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ:

x1 := Ax0, xn+1 = Axn, n ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Íåõàé n, k ∈ N. Îöiíèìî âåëè÷èíó d(xn, xn+k). Ìà¹ìî, ùî

d(xn, xn+k) = d(Axn−1, Axn−1+k) ≤ αd(xn−1, xn−1+k) ≤ · · · ≤ αnd(x0, xk)

i

d(x0, xk) ≤ d(x0, x1) + d(x1, x2) + . . . d(xk−1, xk) ≤

≤ (1 + α + · · ·+ αk−1)d(x0, x1) ≤

(
∞∑
j=0

αj

)
d(x0, x1) =

d(x0, x1)

1− α
.

Îòæå,

d(xn, xn+k) ≤
αnd(x0, x1)

1− α
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî lim
n,m→∞

d(xn, xm), òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäà-

ìåíòàëüíîþ. Îñêiëüêè ïðîñòið X ïîâíèé, òî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ çáiæíîþ.
Íåõàé

x = lim
n→∞

xn.

Ïîêàæåìî, ùî x ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ñòèñêó A.

Äiéñíî, còèñê ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, à òîìó

Ax = A( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

xn+1 = x.
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Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êè x, y ∈ X ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè
äëÿ ñòèñêó A. Òîäi

d(x, y) = d(Ax,Ay) ≤ αd(x, y),

à, îòæå, (1− α)d(x, y) ≤ 0, òîáòî d(x, y) ≤ 0. Öå îçíà÷à¹, ùî x = y. �äèíiñòü
íåðóõîìî¨ òî÷êè äîâåäåíà. �

24. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Ïîâíîòà ì.ï. Çáiæíiñòü â ì.ï.

Ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü.

Ïîâíîòà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Çàäà÷à 24.1. ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = [0,∞) ç ìåòðèêîþ
d(x, y) = |x− y|.

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê. Çãiäíî ç âiäîìîþ òåîðåìîþ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó êîæíà
ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë ¹ çáiæíîþ.

Çàäà÷à 24.2. ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = Z ç ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|?

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê. Íåõàé (xn)n∈N ïîñëiäîâíiñòü â Z i âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíà.
Àëå, öå ìîæëèâî, ëèøå ÿêùî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà ïîñëiäîâíiñòü ñòà¹
ïîñòiéíîþ. Òàêà ïîñëiäîâíiñòü, î÷åâèäíî, çáiãà¹òüñÿ â Z.

Çàäà÷à 24.3. ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = {1/n}n∈N ç ìåòðèêîþ
d(x, y) = |x− y|?

Ðîçâ'ÿçîê. Íi. Öåé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïîâíèé. Äiéñíî, ïîñëiäîâíiñòü
(xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, àëå âîíà íå ¹ çáiæíîþ.
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Çàäà÷à 24.4. ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = [0, 1) ç ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x− y|?

Ðîçâ'ÿçîê. Íi. Öåé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïîâíèé. Äiéñíî, ïîñëiäîâíiñòü

xn = 1− 1/n, n ∈ N
¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ó öüîìó ïðîñòîði, àëå íå ¹ çáiæíîþ. Äiéñíî, ÿêùî á âîíà
çáiãàëàñÿ â X, òî âîíà áè çáiãàëàñÿ i â R äî òi¹¨ ñàìî¨ òî÷êè, à, âëàñíå, äî
òî÷êè x = 1. Ïðîòå, öÿ òî÷êà íå íàëåæèòü ïðîñòîðó X. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå,
ïðîñòið X ¹ íåïîâíèé.

Çàäà÷à 24.5. ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = (0, 1]× [0, 1] ç ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|, x = (x1, x2), y = (y1, y2))?

Ðîçâ'ÿçîê. Íi. Öåé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïîâíèé. Äiéñíî, ïîñëiäîâíiñòü

x̄n = (1/n, 0), n ∈ N
¹ ôóíäàìåíòàëüíà, àëå âîíà íå ¹ çáiæíîþ. Äiéñíî, ÿêùî áè âîíà çáiãàëàñÿ, òî
âîíà áè çáiãàëàñÿ òàêîæ i â ïðîñòîði R2 äî òî¨ ñàìî¨ òî÷êè x̄ = (0, 0). Àëå, öÿ
òî÷êà íå íàëåæèòü X. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, ïðîñòið X ¹ íåïîâíèé.

Çàäà÷à 24.6. Íåõàé X ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ d. Íåõàé ìíî-
æèíà A ¹ íåçàìêíåíà â X. ×è áóäå A ç ìåòðèêîþ d (çâóæåíîþ íà A × A)
ïîâíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì?

Ðîçâ'ÿçîê. Öåé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïîâíèé. Äiéñíî, ÿêùî ìíîæèíà A
¹ íåçàìêíåíà â X, òî â A iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â X
äî åëåìåíòà x ∈ X \ A. Òàêà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíà ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (A, d), àëå íå ¹ çáiæíîþ, áî x íå íàëåæèòü äî A. Îòæå, ïðîñòið X ¹
íåïîâíèé.

Çàäà÷à 24.7. Íåõàé X ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ d. Íåõàé ìíî-
æèíà A ¹ çàìêíåíà â X. ×è áóäå A ç ìåòðèêîþ d (çâóæåíîþ íà A×A) ïîâíèì
ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì?

163



Ðîçâ'ÿçîê. Öåé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ïîâíèé. Äiéñíî, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü
(xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà â (A, d), òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà i â (X, d). Îñêiëü-
êè ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) ¹ ïîâíèé, òî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ çáiæíà â X
äî äåÿêîãî åëåìåíòà x. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíà â X, òîìó x ∈ A i

lim
n→∞

d(xn, x) = 0,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ çáiæíà â A.

Ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 24.8. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ìè ñêàæåìî,
ùî ôóíêöiÿ f : X → Y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà C > 0
òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X

dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y).

Çàäà÷à 24.9. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè i ôóíêöiÿ f : X → Y
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ. Äîâåäiòü, ùî âîíà ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé C > 0 i

dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y), x, y ∈ X.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i íåõàé δ > 0 i δ < ε/C. Òîäi, ÿêùî x, y ∈ X i
dX(x, y) < δ, òî

dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y) < Cδ < ε.

Çàäà÷à 24.10. ×è ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiÿ A, ùî äi¹ ó ïðîñòîði
C[a, b] çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) = sin f(x), x ∈ [a, b].

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-
ïøèöÿ. Ç òåîðåìè Ëàãðàíæà ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-
âiëüíèõ ðiçíèõ ξ, η ∈ R

sin ξ − sin η = (sin′ θ)(ξ − η),

äå θ - äåÿêà òî÷êà ìiæ ξ òà η. Òîìó

| sin ξ − sin η| = | cos θ||ξ − η| ≤ |ξ − η|,
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à, îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ C[a, b]

|(Af)(x)− (Ag)(x)| = | sin f(x)− sin g(x)| ≤ |f(x)− g(x)| ≤

≤ max
x

|f(x)− g(x)| = d(f, g).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

d(Af,Ag) = max
x

|(Af)(x)− (Ag)(x)| ≤ d(f, g).

Òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ C = 1.

Çàäà÷à 24.11. ×è ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiÿ A, ùî äi¹ ó ïðîñòîði
C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) = f(−x), x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-
ïøèöÿ.

|(Af)(x)− (Ag)(x)| = |f(−x)− g(−x)| ≤ max
x

|f(−x)− g(−x)| = d(f, g).

À, îòæå,
d(Af,Ag) = max

x
|(Af)(x)− (Ag)(x)| ≤ d(f, g).

Òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ C = 1.

Çàäà÷à 24.12. ×è ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiÿ A, ùî äi¹ ó ïðîñòîði
C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) = 2f(x2), x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-
ïøèöÿ.

|(Af)(x)− (Ag)(x)| = 2|f(x2)− g(x2)| ≤ 2max
x

|f(x)− g(x)| = 2d(f, g).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

d(Af,Ag) = max
x

|(Af)(x)− (Ag)(x)| ≤ 2d(f, g).

Òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ C = 2.
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Çàäà÷à 24.13. ×è ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiÿ A, ùî äi¹ ó ïðîñòîði
C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) =

1∫
0

3 sin(x+ y)f(y) dy, x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-
ïøèöÿ.

|(Af)(x)− (Ag)(x)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

3 sin(x+ y)f(y) dy −
1∫

0

3 sin(x+ y)g(y) dy

∣∣∣∣∣∣ =
= 3

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

sin(x+ y)(f(y)− g(y)) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ 3

1∫
0

|f(y)−g(y)| dy ≤ 3max
y

|f(y)−g(y)| = 3d(f, g).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

d(Af,Ag) = max
x

|(Af)(x)− (Ag)(x)| ≤ 3d(f, g).

Òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ C = 3.

Çáiæíiñòü â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Çàäà÷à 24.14. ×è ¹ çáiæíîþ â ïðîñòîði C[−1, 1] ç ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ
ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) = x2n, x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü íå ¹ çáiæíîþ ó âêàçàíîìó ïðîñòîði. Äiéñíî, ïðè-
ïóñòèìî, ùî âîíà ¹ çáiæíà. Òîäi iñíó¹ f ∈ C[−1, 1] òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f . Çîêðåìà, ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ
äî f ïîòî÷êîâî. Òîäi

f(x) = lim
n→∞

x2n =

{
0, ÿêùî |x| < 1;
1, ÿêùî |x| = 1.

Àëå, òàêà ôóíêöiÿ íå íàëåæèòü C[−1, 1]. Ñóïåðå÷íiñòü.
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Çáiæíiñòü â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Çàäà÷à 24.15. ×è ¹ çáiæíîþ â ïðîñòîði C[−1, 1] ç ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ
ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) =
xn

n+ x2n
, x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ ó âêàçàíîìó ïðîñòîði i çáiãà¹òüñÿ äî
íóëÿ. Äiéñíî,

|fn(x)− 0| =
∣∣∣∣ xn

n+ x2n

∣∣∣∣ ≤ 1/n, m ∈ N.

Îòæå,
d(fn, 0) ≤ 1/n→ 0, n ∈ ∞.

Çàäà÷à 24.16. ×è ¹ çáiæíîþ â ïðîñòîði ℓ2 ïîñëiäîâíiñòü

xn =

(
1

n+ k

)
k∈N

.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà

x = (αk)k∈N.

Îñêiëüêè∣∣∣∣αk −
1

n+ k

∣∣∣∣ ≤
(

∞∑
j=1

|αj − 1
n+j

|2
)1/2

= d(x, xn) → 0, n→ ∞,

òî
αj = lim

n→∞
1

n+j
= 0, j ∈ N,

òîáòî x = 0. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ.

d(0, xn) =

(
∞∑
j=1

| 1
n+j

|2
)1/2

=

(
∞∑

j=n+1

|1
j
|2
)1/2

→ 0, n→ ∞.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ i çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ.
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Äî òåîðåìè Áåðà.

Çàäà÷à 24.17. Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = R ç ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|. ×è ¹ ìíîæèíà A = Z íiäå íå ùiëüíîþ â X?

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíà i íå ìiñòèòü âíóòðiøíèõ òî÷îê
(îñêiëüêè ñêëàäà¹òüñÿ âèêëþ÷íî ç içîëüîâàíèõ òî÷îê).

Çàäà÷à 24.18. Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = R ç ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|. ×è ¹ ìíîæèíà A = {1/n}∞n=1 íiäå íå ùiëüíîþ â X?

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê. �¨ çàìèêàííÿì ¹ ìíîæèíà A∪{0}, ÿêà ¹ çëi÷åííà, à, îòæå,
íå ìîæå ìiñòèòè âíóòðiøíèõ òî÷îê.

Çàäà÷à 24.19. Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = R ç ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|. ×è ¹ ìíîæèíà A = (0, 1) íiäå íå ùiëüíîþ â X?

Ðîçâ'ÿçîê. Íi. Ìíîæèíà A ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè, à, îòæå, i ¨¨ çàìèêàííÿ
ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè. Òîìó A íå ¹ íiäå íåùöëüíîþ ìíîæèíîþ.

Çàäà÷à 24.20. Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = R ç ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|. ×è ¹ ìíîæèíà A = (0, 1) âñþäè ùiëüíîþ â X?

Ðîçâ'ÿçîê. Íi. �¨ çàìèêàííÿì ¹ ìíîæèíà [0, 1] i [0, 1] 6= X.

Çàäà÷à 24.21. Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = R ç ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|. ×è ¹ ìíîæèíà A = {2r | r ∈ Q} âñþäè ùiëüíîþ â (0,∞)?
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Ðîçâ'ÿçîê. Òàê. Íåõàé x ∈ (0,∞) i y = log2 x. Îñêiëüêè ìíîæèíà Q âñþäè
ùiëüíà â R, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (rn)n∈N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî çáiãà¹òüñÿ
äî y. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (2rn)n∈N íàëåæèòü ìíîæèíi A i

2rn → 2y = x, n→ ∞.

Äî ïðèíöèïó ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü.

1) Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âiäîáðàæåííÿ f(x) = sin(x/2) ñòèñêîì íà ïðîìiæêó
[0, π] ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|.
2) Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âiäîáðàæåííÿ f(x) = 1

2
arctg x ñòèñêîì íà iíòåðâàëi

[0,∞) ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|.
3) ×è ¹ ñòèñêîì ó ïðîñòîði C[0, 1] ç ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ âiäîáðàæåííÿ:

(Af)(x) =

1/2∫
0

f

(
x+ y

2

)
dy, x ∈ [0, 1].

25. Êîìïàêòíiñòü â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Êîìïàêòíiñòü äóæå âàæëèâå òîïîëîãi÷íå ïîíÿòòÿ. Iñòîðiÿ éîãî âèíèêíåííÿ
¹ íàñòóïíîþ. Ïåðøà òåîðåìà â ÿêié ôiãóðó¹ êîìïàêòíiñòü íàëåæèòü ÷åøñüêî-
ìó ìàòåìàòèêó Áåðíàðäó Áîëüöàíî (1781 - 1848) i áóëà äîâåäåíà íèì â 1817
ðîöi.
Â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó öþ òåîðåìó íàçèâàþòü òåîðåìîþ Áîëüöàíî-

Âåé¹ðøòðàñà (òåîðåìà ïðî òå, ùî ç îáìåæåíî¨ ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë ìîæíà
âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü).
Áîëüöàíî äîâiâ áàãàòî âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, îäíàê,

ç íåçàëåæíèõ âiä íüîãî ïðè÷èí öi ðåçóëüòàòè íå áóëè îïóáëiêîâàíi çà éîãî
æèòòÿ. ×àñòèíà éîãî ðåçóëüòàòiâ áóëà íåçàëåæíî îòðèìàíà Âåé¹ðøòðàñîì.
Çîêðåìà, Âåé¹ðøòðàñ äîâiâ òåîðåìó Áîëüöàíî äëÿ âèïàäêó îáìåæåíî¨ ìíîæè-
íè â Rn. Öþ òåîðåìó ñïî÷àòêó íàçâàëè òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà, àëå, ïiñëÿ âè-
â÷åííÿ ðóêîïèñiâ Áîëüöàíî íàçâó çìiíèëè íà òåîðåìó Áîëüöàíî-Âåé¹ðøòðàñà.
Áîëüöàíî i Âåé¹ðøòðàñ âiäêðèëè ÿâèùå êîìïàêòíîñòi, àëå ñàì òåðìií "êîì-

ïàêòíiñòü"ç'ÿâèâñÿ çíà÷íî ïiçíiøå. Â 1906 ðîöi ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Ìî-
ðiñ Ðåíå Ôðåøå (1878 - 1973) ââiâ ïîíÿòòÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó i íàçâàâ êîì-
ïàêòíiñòþ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó:
ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿêùî ç

äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¨¨ òî÷îê ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, ãðà-
íèöÿ ÿêî¨ íàëåæèòü ìíîæèíi A.
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Òåïåð öþ âëàñòèâiñòü íàçèâàþòü ñåêâåíöiàëüíîþ êîìïàêòíiñòþ.
Â ñåðåäèíi 19-ãî ñòîëiòòÿ Ãåéíå, Âåé¹ðøòðàñ, Äiðiõëå òà ií. ìàòåìàòèêè

ñòàëè âèêîðèñòîâóâàòè ëåìó ïðî ïîêðèòòÿ, ÿêà òåïåð íîñèòü íàçâó ëåìè (òå-
îðåìè) Ãåéíå-Áîðåëÿ ïðî ïîêðèòòÿ. Áîðåëü äàâ ñó÷àñíå ôîðìóëþâàííÿ i äî-
âåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó.
Ñòàëî çðîçóìiëî, ùî ìiæ òåîðåìîþ Áîëüöàíî-Âåé¹øòðàñà i ëåìîþ Ãåéíå-

Áîðåëÿ ¹ çâ'ÿçîê. Ñóòü öüîãî çâ'ÿçêó ñòàëà çðîçóìiëà, êîëè áóëî âñòàíîâëåíî,
ùî âëàñòèâiñòü, ÿêó Ìîðiñ Ôðåøå íàçâàâ êîìïàêòíiñòþ, ¹ åêâiâàëåíòíà íà-
ñòóïíié âëàñòèâîñòi:
ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííî êîìïàêòíîþ,

ÿêùî ç ¨¨ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî çëi÷åííîãî ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åí-
íå ïiäïîêðèòòÿ.
Îòæå, ñåêâåíöiàëüíà êîìïàêòíiñòü i çëi÷åííà êîìïàêòíiñòü ¹ åêâiâàëåíòíè-

ìè ïîíÿòòÿìè. Ïåðøå ôîðìóëþ¹òüñÿ íà ìîâi ïîñëiäîâíîñòåé, à äðóãå íà ìîâi
ïîêðèòòiâ.
I íàêiíåöü, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ (1896 - 1982) ââiâ ïîíÿòòÿ áiêîìïàêòíîñòi, ÿêå

òåïåð íàçèâàþòü êîìïàêòíiñòþ, ÿêå ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿêùî ç ¨¨

äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.
Íà ùàñòÿ òèõ, õòî ïî÷èíà¹ âèâ÷àòè ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç, ó ìåòðè÷íèõ ïðî-

ñòîðàõ âñi òðè ïîíÿòòÿ ( ñåêâåíöiàëüíà êîìïàêòíiñòü, çëi÷åííà êîìïàêòíiñòü
i êîìïàêòíiñòü ) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Öå ¹ ñóòò¹âèì ïîëåãøåííÿì.
Íà öüîìó iñòîðè÷íèé åêñêóðñ çàâåðøèìî.

Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi ó ïðîñòîðàõ Rn i Cn.

Òåîðåìà 25.1. Äëÿ òîãî, ùî ìíîæèíà A â Rn (Cn) áóëà êîìïàêòíîþ íåîá-
õiäíî i äîñèòü, ùîá âîíà áóëà îáìåæåíîþ i çàêíåíîþ.

Ñôîðìóëüîâàíà âèùå òåîðåìà âàì äîáðå âiäîìà ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó. ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ ¨¨ äîâåäåííÿ íàëåæèòü Áîëüöàíî i Âåé¹ðøòðàñó.
Ìåòà íàøî¨ ëåêöi¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äîâåñòè àíàëîã öi¹¨ òåîðåìè äëÿ

äîâiëüíîãî ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Ïî÷íåìî ç îçíà÷åíü, ÿêi ìè äàìî â çàãàëüíîìó âèïàäêó òîïîëîãi÷íèõ ïðî-
ñòîðiâ.

170



Îçíà÷åííÿ 25.2. Òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì íàçèâàþòü ïàðó (X, τ), ó ÿêié
X - íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à τ - òîïîëîãiÿ, òîáòî ñiìåéñòâî ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X, ùî âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

(1) X, ∅ ∈ τ ;
(2) äîâiëüíå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ç τ íàëåæèòü τ ;
(3) äîâiëüíèé ñêií÷åííèé ïåðåòèí ìíîæèí ç τ íàëåæèòü τ .

Ìíîæèíè ñiìåéñòâà τ íàçèâàþòü âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè (â òîïîëîãi¨ τ).
Ìíîæèíó A ⊂ X íàçèâàþòü çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ (â òîïîëîãi¨ τ). ÿêùî ¨¨
äîïîâíåííÿ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, òîáòî (X \ A) ∈ τ.

Îçíà÷åííÿ 25.3. Ìè ñêàæåìî, ùî ñiìåéñòâî ìíîæèí (Aα)α∈I ¹ ïîêðèò-
òÿì ìíîæèíè B, ÿêùî

B ⊂
⋃
α∈I

Aα.

Êîëè B ¹ ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), à ìíîæèíè Aα ¹
âiäêðèòèìè (òîáòî Aα ∈ τ) ìè íàçèâà¹ìî ñiìåéñòâî (Aα)α∈I âiäêðèòèì
ïîêðèòòÿì ìíîæèíè B.

Îçíà÷åííÿ 25.4. Íåõàé (X, τ) - òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. Òîäi:

(1) ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ â X, ÿêùî ç äî-
âiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¨¨ òî÷îê ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâ-
íiñòü, ãðàíèöÿ ÿêî¨ íàëåæèòü A;

(2) A íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííî êîìïàêòíîþ â X, ÿêùî ç ¨¨ äîâiëüíîãî âiäêðè-
òîãî çëi÷åííîãî ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

(3) A íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ â X, ÿêùî ç ¨¨ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî ïî-
êðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 25.5. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. Òîäi

(1) ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ â X, ÿêùî âîíà ìiñòèòüñÿ â
äåÿêié êóëi;

(2) A íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì îáìåæåíîþ â X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ¨¨
ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü ðàäióñà ε.

Âïðàâà 25.6. Äîâåñòè, ùî êîæíà îáìåæåíà ìíîæèíà â Rn ¹ öiëêîì îáìå-
æåíîþ.
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Âïðàâà 25.7. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà â {fn}n∈N, äå

fn(x) = sinnx, x ∈ [0, π],

íå ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði C[0, π] ç ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ.

Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi ó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.

Ëåìà 25.8. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. ßêùî ìíî-
æèíà A ¹ êîìïàêòíà â X, òî âîíà ¹ öiëêîì îáìåæåíà i çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà A ¹ êîìïàêòíà â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0.
Òîäi ñiìåéñòâî âiäêðèòèõ êóëü {B(x, ε)}x∈A ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè
A. Òîìó ç íüîãî ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. Îòæå, ìíîæèíó A
ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü ðàäióñà ε, òîáòî ìíîæèíà A ¹
öiëêîì îáìåæåíà.

Tåïåð äîâåäåìî, ùî ìíîæèíàA ¹ çàìêíåíà. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî ìíîæèíà A′ := X \ A ¹ âiäêðèòà, òîáòî, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè A′ ¹
¨¨ âíóòðiøíîþ òî÷êîþ. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x′ ∈ A′. Íåõàé x ∈ A. Òîäi
d(x, x′) > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bx′(x) i Bx(x

′) âiäêðèòi êóëi ðàäióñà 1
2
d(x, x′) ç

öåíòðàìè â òî÷êàõ x i x′ âiäïîâiäíî. Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî

Bx′(x) ∩Bx(x
′) = ∅.

Îñêiëüêè ñiìåéñòâî âiäêðèòèõ êóëü {Bx′(x)}x∈A ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì
ìíîæèíè A, òî ç íüîãî ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Bx′(xj)}nj=1.
Çàóâàæèìî, ùî

Bx′(xj) = B(xj, rj), Bx(x
′) = B(x′, rj), rj =

1

2
d(xj, x

′).

Íåõàé r = min{rj | 1 ≤ j ≤ n}. Òîäi r > 0 i êóëÿ B(x′, r) íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç
êóëÿìè B(xj, rj), 1 ≤ j ≤ n. À îñêiëüêè

A ⊂
n⋃

j=1

B(xj, rj),

172



òî êóëÿ B(x′, r) íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ A, òîáòî x′ ¹ âíóòðiøíîþ òî-
÷êîþ ìíîæèíè A′. Ëåìà äîâåäåíà. �

Ëåìà 25.9. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. ßêùî
ìíîæèíà A ¹ öiëêîì îáìåæåíà i çàìêíåíà, òî âîíà ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîì-
ïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà A ¹ öiëêîì îáìåæåíà i çàìêíåíà. Òîäi äëÿ äî-
âiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N â A i äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü
(xnk

)k∈N, ÿêà ìiñòèòüñÿ â äåÿêié êóëi ðàäióñà ε. Äiéñíî, îñêiëüêè ìíîæèíó
ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü ðàäióñà ε, à (xn)n∈N ìiñòèòüñÿ â
A, òî â îäíié ç êóëü ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi
(xn)n∈N. Òîìó iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî ëåæèòü â êóëi ðàäióñà ε.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N òî÷îê ìíîæèíè A. Ç íå¨ ìîæíà
âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (x

(1)
n )n∈N, ùî ëåæèòü â äåÿêié êóëi ðàäióñó 1. À ç

ïîñëiäîâíîñòi (x(1)n )n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (x
(2)
n )n∈N, ùî ëåæèòü â

äåÿêié êóëi ðàäióñó 1/2. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ ìè äiñòàíåìî ïîñëiäîâíiñòü
ïiäïîñëiäîâíîñòåé (x

(m)
n )n∈N, m ∈ N, ùî âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

(1) äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N (x
(m+1)
n )n∈N ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi

(x
(m)
n )n∈N;

(2) ïiäïîñëiäîâíiñòü (x
(m)
n )n∈N ìiñòèòüñÿ â êóëi ðàäióñà 2−m.

Ñôîðìó¹ìî òåïåð òàê çâàíó äiàãîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (x
(n)
n )n∈N. Ç ¨¨ ïîáó-

äîâè âèïëèâà¹, ùî ïî÷èíàþ÷è ç íîìåðà m âîíà ëåæèòü â êóëi ðàäióñà 2−m. À,
îòæå âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíà. Îñêiëüêè ïðîñòið X ïîâíèé, òî âîíà ¹ çáiæíà.
À îñêiëüêè ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíà, òî ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi (x(n)n )n∈N ëåæèòü
â A. Òèì ñàìèì ñåêâåíöiàëüíà êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè A ¹ äîâåäåíà. �

Ëåìà 25.10. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. ßêùî
ìíîæèíà A ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ, òî âîíà ¹ öiëêîì îáìåæåíà i çà-
ìêíåíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà A ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ. Ïîêàæåìî, ùî
âîíà ¹ çàìêíåíà. Äiéñíî, âiçüìåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N, ùî ëåæèòü
â A i çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî a ∈ X. Ç ñåêâåíöiàëüíî¨ êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè
A âèïëèâà¹, ùî äåÿêà ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî
òî÷êè ìíîæèíè A. Îòæå, a ∈ A. Òîìó ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíà.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ öiëêîì îáìåæåíà. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi iñíó¹
ε > 0 òàêå, ùî A íå ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü ðàäióñà ε. Öå
îçíà÷à¹, ùî â A ¹ ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

d(xn, xm) ≥ ε, n 6= m.

Àëå, æîäíà ïiäïîñëiäîâíiñòü òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi íå ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à,
îòæå, çáiæíîþ. À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî A ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíà. �

Ëåìà 25.11. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. ßêùî
ìíîæèíà A ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ, òî âîíà ¹ êîìïàêòíîþ.

Çà áðàêîì ÷àñó äâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìè ðîçãëÿäàòè íå áóäåìî.
Ïîäàì ëèøå êîðîòêèé ïëàí òàêîãî äîâåäåííÿ.
Íåõàé ìíîæèíà A ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ.
1) Çà ëåìîþ 25.10 ìíîæèíà A ¹ öiëêîì îáìåæåíà.
2) ßêùî A ¹ öiëêîì îáìåæåíà, òî âîíà ìiñòèòü çëi÷åííó ïiäìíîæèíó

{xn}n∈N, ÿêà ùiëüíà â A.
3) Ïîêàçó¹ìî, ùî ç äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìíîæèíè A ìîæíà âè-

áðàòè çëi÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Ç ÷îòèðüîõ ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå ëåì âèïëèâà¹ íàñòóïíèé êðèòåðié êîì-
ïàêòíîñòi.

Òåîðåìà 25.12. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A ⊂ X. Ìíî-
æèíà A ¹ êîìïàêòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ öiëêîì îáìåæåíà i
çàìêíåíà.

Âïðàâà 25.13. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið i X ¹ êîìïàêòíîþ ìíî-
æèíîþ. Òîäi äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíèõ çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ ìíî-
æèí ìà¹ íåïîðîæíèé ïåðåòèí.
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Âïðàâà 25.14. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî A ¹ öiëêîì îáìåæåíà ìíîæèíà â ìå-
òðè÷íîìó ïðîñòîði, òî âîíà ìiñòèòü çëi÷åííó ïiäìíîæèíó {xn}n∈N, ÿêà
ùiëüíà â A.

Âïðàâà 25.15. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið, A ⊂ X i â ìíîæèíi A
¹ çëi÷åííà ïiäìíîæèíà {xn}n∈N, ÿêà ùiëüíà â A. Äîâåäiòü, ùî ç äîâiëüíîãî
âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìíîæèíè A ìîæíà âèáðàòè çëi÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 25.16. Íåõàé (X, τ) - òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ìíîæèíà A ⊂ X
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäêîìïàêòíîþ, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ ¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà.

Âïðàâà 25.17. Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äîâåäiòü, ùî
êîæíà öiëêîì îáìåæåíà ìíîæèíà â X ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ.

Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi ó ïðîñòîði C[a, b].

Âïðàâà 25.18. Íåõàé ïðîñòið C[a, b] íàäiëåíèé ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ. Äî-
âåäiòü, ùî ìíîæèíà A ⊂ C[a, b] ¹ îáìåæåíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∃C > 0 ∀f ∈ A ∀x ∈ [a, b] [|f(x)| ≤ C].

Îçíà÷åííÿ 25.19. Ìíîæèíà A â ïðîñòîði C[a, b] íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòàéíî
íåïåðåðâíîþ, ÿêùî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ A ∀x, x′ ∈ [a, b] [|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε].

Íàñòóïíà òåîðåìà íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ Àðöåëà i äà¹ êðèòåðié öiëêîì
îáìåæåíîñòi (ïåðåäêîìïàêòíîñòi) ìíîæèíè ó ïðîñòîði C[a, b].
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Òåîðåìà 25.20. Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà A ó ïðîñòîði C[a, b] áóëà öiëêîì
îáìåæåíà íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âîíà áóëà îáìåæåíà i îäíîñòàéíî íåïå-
ðåðâíà.

26. Òåîðiÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

Ìè ïåðåõîäèìî äî íîâî¨ òåìè. Íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ áiëüø ñêëàäíîþ ñòðó-
êòóðîþ, íiæ ìåòðè÷íèé ïðîñòðið. Íîðìîâàíèé ïðîñòið îòðèìó¹òüñÿ â ðåçóëü-
òàòi ïî¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ ñòðóêòóð. À âëàñíå, ïî¹äíàííÿ ñòðóêòóðè ëiíiéíî-
ãî ïðîñòîðó i ñòðóêòóðè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Áiëüøå òîãî, öi äâi ñòðóêòóðè
¹ óçãîäæåíi ìiæ ñîáîþ.

Ïî÷íåìî ç òîãî, ùî íàãàäà¹ìî ñîái îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i äåÿêi
ïðîñòi ôàêòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 26.1. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì (âåêòîð-
íèì) ïðîñòîðîì íàä ïîëåì ñêàëÿðiâ K (K = C àáî K = R), ÿêùî íà L çàäàíà
âíóòðiøíà îïåðàöiÿ L × L 3 (x, y) 7→ (x + y) ∈ L, ùî íàçèâà¹òüñÿ äîäàâàí-
íÿì, i çîâíiøíà K × L 3 (α, x) 7→ αx ∈ L� ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð. Ïðè öüîìó
ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ íàñòóïíi âiñiì àêñiîì:

(1) x+ y = y + x (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);
(2) x+ (y + z) = (x+ y) + z (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);
(3) ∃0 ∈ L ∀x ∈ L x+ 0 = x (iñíóâàííÿ íóëÿ);
(4) ∀x ∈ L ∃(−x) ∈ L x+ (−x) = 0 (iñíóâàííÿ ïðîòèëåæíîãî);
(5) (αβ)x = α(βx) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð);
(6) 1 · x = x (óìîâà íîðìóâàííÿ);
(7) (α + β)x = αx + βx (äèñòðèáóòèâíiñòü ñòîñîâíî âåêòîðíîãî ìíî-

æíèêà);
(8) α(x + y) = αx + αy (äèñòðèáóòèâíiñòü ñòîñîâíî ñêàëÿðíîãî ìíî-

æíèêà).
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Ëiíiéíà çàëåæíiñòü. Íåõàé {xj}nj=1 - íàáið (ñèñòåìà) åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L i {λj}nj=1 - íàáið ñêàëÿðiâ. Òîäi ñóìà

n∑
j=1

λjxj

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ x1, . . . , xn. Ìè êàæåìî, ùî åëå-
ìåíòè x1, . . . , xn ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, ÿêùî îäèí ç íèõ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ðåøòè åëåìåíòiâ. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ äåÿêîãî íàáîðó {λj}nj=1 ñêàëÿðiâ, ñåðåä
ÿêèõ ¹ íåíóëüîâi,

n∑
j=1

λjxj = 0.

ßêùî ñèñòåìà {xj}nj=1 íå ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ¨¨ íàçèâàþòü ëiíiéíî íåçà-
ëåæíîþ.
Iíøèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà {xj}nj=1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî ðiâíiñòü

n∑
j=1

λjxj = 0

ìîæëèâà ëèøå ó âèïàäêó, êîëè λ1 = · · · = λn = 0.
Íåñêií÷åííà ñèñòåìà {xj}j∈I íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî êîæíà

¨¨ ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A ⊂ L (ïîçíà÷åííÿ linA) íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié åëåìåíòiâ ìíîæèíè A.

Áàçîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòå-
ìà {xj}j∈I , äëÿ ÿêî¨

lin{xj}j∈I = L.

Âñi áàçè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìàþòü îäíó i òó æ ïîòóæíiñòü. ßêùî áàçà ¹
ñêií÷åííîþ, òî ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì, à ÷èñëî âåêòîðiâ â
áàçi íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíiñòþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçè-
âà¹òüñÿ éîãî ïiäïðîñòîðîì, ÿêùî âîíà ñàìà ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî
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âèçíà÷åíèõ â L îïåðàöié. Iíøèìè ñëîâàìè, ïiäìíîæèíà F ⊂ L ¹ ïiäïðîñòî-
ðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî

∀x, y ∈ L ∀α, β ∈ K (αx+ βy) ∈ F.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî îçíà÷åííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó.
Ïî÷íó ç iñòîði¨. Äëÿ öüîãî ¹ âàãîìà ïðè÷èíà. Ïîíÿòòÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòî-

ðó òiñíî ïîâ'ÿçàíå çi Ëüâîâîì.
Äî âèíàéäåííÿ ïîíÿòòÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ¹ ïðè÷åòíèìè òðî¹ ìàòåìà-

òèêiâ.
Íîðáåðò Âiíåð, Ãàíñ Ãàí i Ñòåôàí Áàíàõ. Àëå, ïåðøi äâî¹ ìàòåìàòèêiâ íå

ñôîðìóëüîâàëè çàäîâiëüíå îçíà÷åííÿ. Âîíè ïiäiéøëè áëèçüêî, ïðîòå, öå íå
¨õ âèíàõiä. Íàòîìiñòü, Ñòåôàí Áàíàõ íå òiëüêè äàâ ÷iòêå îçíà÷åííÿ íîðìîâà-
íîãî ïðîñòîðó (ÿêèì ìè êîðèñòó¹ìîñÿ äîíèíi), àëå òàêîæ ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨
(1922 ðiê) âèâ÷èâ îñíîâíi âëàñòèâîñòi íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ. Äèñåðòàöiþ Áà-
íàõ çàõèùàâ ó Ëüâîâi ó ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi. Òîìó, íîðìîâàíi ïðîñòîðè
ìîæíà ââàæàòè ëüâiâñüêèì âèíàõîäîì.

Îçíà÷åííÿ 26.2. Íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì X íàä ïîëåì C (R) íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíèé ïðîñòið X íàä ïîëåì C (R) ç ââåäåíîþ íà íüîìó íîðìîþ, òîáòî
ôóíêöi¹þ ‖ · ‖ : X → [0,∞), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè âëàñòèâî-
ñòi:

(1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;
(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Çàóâàæèìî, ùî ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖ âèÿâèëîñÿ äóæå âäàëèì. Âîíî ïîäiáíå íà
ïîçíà÷åííÿ ìîäóëÿ i ìà¹ âëàñòèâîñòi ïîäiáíi íà âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ, àëå,
âîäíî÷àñ, ïîçíà÷åííÿ íîðìè äîñòàòíüî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîçíà÷åííÿ ìîäóëÿ.
ßêùî ìè ïðàöþ¹ìî ç ðiçíèìè íîðìîâàíèìè ïðîñòîðàìè, òî äëÿ ðîçðiçíåííÿ
íîðì ìîæåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y i ò.ä.

Íà ïî÷àòêó ëåêöi¨ áóëî ñêàçàíî, ùî íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ ðåçóëüòàòîì ïî-
¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ ñòðóêòóðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i ñòðóêòóðè ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó. Ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìè áà÷èìî. À äå ñòðóêòóðà ìåòðè-
÷íîãî ïðîñòîðó?
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Ìåòðèêà â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ââîäèòü äóæå ïðîñòî i ïðèðîäíüî:

d(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ç àêñiîì íîðìè ëåãêî âèïëèâàþòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi
ìåòðèêè.
Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèêà â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ìà¹ ÷óäîâi âëàñòèâîñòi.

Âîíà ¹ iíâàðiàíòíà ñòîñîâíî ïàðàëåëüíèõ ïåðåíîñiâ i ïðè ìíîæåííi íà ñêàëÿð
çìiíþ¹òüñÿ ïðîïîðöiéíî ìîäóëþ ñêàëÿðà.

Îçíà÷åííÿ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X ïðè-
éìà¹ ôîðìó:

∃x ∈ X ∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ‖x− xn‖ < ε.

Âiäïîâiäíî îçíà÷åííÿ òîãî, ùî lim
n→∞

xn = x ïðèéìå âèãëÿä:

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ‖x− xn‖ < ε.

À â ÷îìó ùå âèÿâëÿ¹òüñÿ âçà¹ìíà óçãîäæåíiñòü ëiíiéíî¨ i ìåòðè÷íî¨ ñòðó-
êòóð?
Ìè âæå âiäçíà÷àëè óçãîäæåíiñòü ìåòðèêè ç ëiíiéíîþ ñòðóêòóðîþ ( iíâàði-

àíòíiñòü ñòîñîâíî ïàðàëåëüíèõ ïåðåíîñiâ i ïðîïîðöiéíà çìiíà ïðè ìíîæåííi
íà ñêàëÿð). Öå ¹ ïåâíèé êîìïðîìiñ ç áîêó ìåòðèêè.
À ÿêèì ¹ êîìïðîìiñ ç áîêó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó?
Iíøèìè ñëîâàìè, ÿê îïåðàöi¨ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó óçãîäæóþòüñÿ ç ìåòðèêîþ.
Öÿ óçãîäæåíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ëiíiéíi îïåðàöi¨

X ×X 3 (x, y) 7→ (x+ y) ∈ X, C×X 3 (λ, x) 7→ λx

¹ íåïåðåðâíèì çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.
Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (yn)n∈N â X, ÿêi

çáiãàþòüñÿ äî x òà y âiäïîâiäíî, à ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (λn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî
λ, òî

lim
n→∞

(xn + yn) = x+ y, lim
n→∞

λnxn = λx.

Ïðèêëàäè íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.
Çàðàç ìè ïîáà÷èìî, ùî íàøi ïðèêëàäè ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi áóëè íà

ïåðøié ëåêöi¨, íàñïðàâäi ¹ ïðèêëàäàìè íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.
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Ïðîñòið R. Çàäàìî íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði R íîðìó

‖x‖ := |x|, x ∈ R.
Ç âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ âèïëèâà¹, ùî ìè ìà¹ìî íîðìîâàíèé ïðîñòið íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó âêàçàíà íîðìà ïîðîäæó¹ ñòàíäàðòíó ìåòðèêó â R.

Ïðîñòið Rn. Íàãàäàþ, ùî Rn ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë. Åâêëiäîâà íîðìà â Rn çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

(
n∑

j=1

|xj|2
)1/2

, x = (xj)
n
j=1.

Î÷åâèäíî, ùî âîíà ïîðîäæó¹ åâêëiäîâó âiäñòàíü â Rn.
Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì íîðìè ¹ åëåìåíòàðíîþ. Ùî ñòîñó¹òüñÿ íåðiâ-

íîñòi òðèêóòíèêà, òî ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî. Íåõàé
x = (xj)

n
j=1 i y = (yj)

n
j=1. Òîäi

n∑
j=1

|xj + yj|2 =
n∑

j=1

|xj|2 +
n∑

j=1

|yj|2 + 2
n∑

j=1

xjyj.

Çãiäíî íåðiâíîñòi Áóíÿêîâñüêîãî∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
j=1

|xj|2
)1/2( n∑

j=1

|yj|2
)1/2

= ‖x‖‖y‖.

Òîìó
‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2.

Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Ïðîñòið Cn. Ëiíiéíèé ïðîñòið Cn ¹ êîìïëåêíèì àíàëîãîì ïðîñòîðó Rn.
Åâêëiäîâà íîðìà çàäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íîþ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

(
n∑

j=1

|xj|2
)1/2

, x = (xj)
n
j=1.

Ïåðåâiðêà àêñiîì òàêà ñàìà.

Ïðîñòið C[a, b]. Â ëiíiéíîìó ïðîñòîði C[a, b] íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ðiâíî-
ìiðíà íîðìà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖f‖ := max
a≤x≤b

|f(x)|, f ∈ C[a, b].
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Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà
ïîâòîðþ¹ âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ, ùî áóëè ó ïåðøié ëåêöi¨.
Íåõàé f, g ∈ C[a, b]. Òîäi

|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ‖f‖+ ‖g‖, x ∈ [a, b].

À, îòæå,
‖f + g‖ = max

a≤x≤b
|f(x) + g(x)| ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

Ïðîñòið ℓ∞. Íàãàäàþ, ùî ÷åðåç ℓ∞ = ℓ∞(N) ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ïðîñòið
âñiõ îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé, òîáòî

ℓ∞ := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i sup
j∈N

|xj| <∞}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ℓ∞ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Çà äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ ìè áåðåìî çâè÷àéíå äîäàâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé.
Íîðìó ó ïðîñòîði ℓ∞ ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

‖x‖ := sup
j∈N

|xj|, x = (xj)j∈N.

Ïîäàìî äîâåäåííÿ ëèøå íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà. Íåõàé x = (xj)j∈N. Îñêiëüêè

|xj + yj| ≤ |xj|+ |yj| ≤ ‖x‖+ ‖y‖, j ∈ N.
òî

‖x+ y‖ = sup
j∈N

|xj + yj| ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Ïðîñòið ℓ1. ×åðåç ℓ1 ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið ñóìîâíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé:

ℓ1 := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj| <∞}.

Íîðìó ó ïðîñòîði ℓ1 ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=
∞∑
j=1

|xj|, x = (xj)j∈N.

Ïåðåâiðèìî ëèøå àêñiîìó òðèêóòíèêà. Ïåðåâiðêà äâîõ ïåðøèõ àêñiîì ¹ î÷å-
âèäíîþ. Íåõàé

x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.

Îñêiëüêè
|xj + yj| ≤ |xj|+ |yj|, j ∈ N,
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òî
∞∑
j=1

|xj + yj| ≤
∞∑
j=1

(|xj|+ |yj|) ≤
∞∑
j=1

|xj|+
∞∑
j=1

|yj| = ‖x‖+ ‖y‖.

òîáòî ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Ïðîñòîðè ℓp. Äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ (1,∞) ÷åðåç ℓp ïîçíà÷àþòü ïðîñòið

ℓp := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj|p <∞}.

ℓp óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêíèõ ÷èñåë (ïåðåâiðèòè ñàìî-
ñòiéíî).
Íîðìó ó ïðîñòîði ℓp ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

‖x‖p :=

(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p

, x = (xj)j∈N.

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. À íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà âèïëè-
âà¹ ç íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåïåðåðâíiñòü íîðìè. Íåõàé (X, ‖·‖) - íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ç íåðiâíîñòi
òðèêóòíèêà âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Äiéñíî, ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ìà¹ìî, ùî

‖x‖ = ‖y + (x− y)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖, ‖y‖ = ‖x+ (y − x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖x− y‖,
òîáòî

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.
Ç íåðiâíîñòi

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖, x, y ∈ X.

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ X 3 x 7→ ‖x‖ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà, áî çàäàâîëüíÿ¹
óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ C = 1.
Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 26.3. Íåõàé (X, ‖ · ‖) - íîðìîâàíèé ïðîñòið. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü
(xn)

∞
n=1 çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði X äî x, òî

lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖.
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Îçíà÷åííÿ 26.4. Íåõàé (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y äâà íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Ìè
ñêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìåòðè÷íèì âêëàäåííÿì X â Y , ÿêùî âè-
êîíàíi óìîâè:

(1) ∀x, y ∈ X dY (Jx, Jy) = dX(x, y);
(2) ∀x, y ∈ X J(x+ y) = Jx+ Jy;
(3) ∀x ∈ X ∀λ ∈ C J(λx) = λJx.

ßêùî içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ (òîáòî JX = Y ), òî J íàçèâà¹-
òüñÿ içîìåòði¹þ ïðîñòîðó X íà Y .
ßêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X íà íîðìîâàíèé ïðîñòið Y ,

òî ìè ãîâîðèìî, ùî ïðîñòið X ¹ içîìåòðè÷íèé ïðîñòîðó Y (ñêîðî÷åíèé
çàïèñ X ∼ Y ).

Âïðàâà 26.5. Äîâåäiòü, ùî âiäíîøåííÿ X ∼ Y , ùî ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi 26.4
¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 26.6. Ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið íàçèâàþòü áàíàõîâèì ïðî-
ñòîðîì.

Äëÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ïðî ïîïîâíåííÿ. Âîíà ôîð-
ìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 26.7. Êîæíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ìîæíà ïîïîâíèòè, òîáòî içî-
ìåòðè÷íî i âñþäè ùiëüíî âêëàñòè â ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ïîïîâíå-
ííÿ ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî içîìåòði¨.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 26.7 íå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè ïðî ïîïîâíåííÿ äëÿ
ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, áî ó âèïàäêó íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ içîìåòðè÷íå âêëà-
äåííÿ ïîâèííî çáåðiãàòè îïåðàöi¨ (ïîâèííî áóòè ëiíiéíèì). Òîìó äëÿ áàíà-
õîâèõ ïðîñòîðiâ ïîòðiáíî ïåðåäîâîäèòè òåîðåìó ïðî ïîïîâíåííÿ. Àëå, öå ¹
íåâàæêî. Ïîòðiáíî íà ïîïîâíåííi ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ââåñòè ëiíiéíó ñòðó-
êòóðó i óçãîäèòè ¨¨ ç íîðìîþ.
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27. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Êîìïàêòíiñòü, âiäíîñíà êîìïàêòíiñòü ó

ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ. Íîðìà. Ïåðåâiðêà àêñiîì íîðìè.

Êîïàêòíiñòü. Âiäíîñíà êîìïàêòíiñòü.

Çàäà÷à 27.1. ×è ¹ êîìïàêòíîþ ó ïðîñòîði C[0, 2] ìíîæèíà

A := {f ∈ C[0, 2] | f(x) = xn, n ∈ N}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A íå êîìïàêòíîþ, áî âîíà íàâiòü íå ¹ îáìåæåíà.
Äiéñíî, ÿêùî á âîíà áóëà îáìåæåíà, òî âîíà áè ìiñòèëàñÿ ó ÿêiéñü êóëi ç
öåíòðîì â íóëi. Äëÿ ôóíêöi¨ fn = xn ìà¹ìî

d(fn, 0) = max
0≤x≤2

|fn(x)| = max
0≤x≤2

|xn| = 2n,

òîáòî
sup
n
d(fn, 0) = +∞.

À öå ñóïåðå÷èòü îáìåæåíîñòi.

Çàäà÷à 27.2. ×è ¹ êîìïàêòíîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ìíîæèíà

A := {f ∈ C[0, 1] | 0 < |f(x)| < 1}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A íå êîìïàêòíîþ, áî âîíà íå ¹ çàìêíåíîþ. Äiéñíî,
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = 1/n, x ∈ [0, 1],

íàëåæèòü ìíîæèíi A i çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

g(x) = 0, x ∈ [0, 1],

ÿêà íå íàëåæèòü ìíîæèíi A.

Çàäà÷à 27.3. Íåõàé ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîðiX ¹ öiëêîì îáìåæåíà.
Äîâåäiòü, ùî ¨¨ çàìèêàííÿ òåæ ¹ öiëêîì îáìåæåíà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Òîäi ìíîæèíó A ïîêðèòè ñêií÷åí-
íîþ êiëüêiñòþ êóëü B1, . . . , Bn ðàäióñó ε > 0, òîáòî

A ⊂ ∪n
j=1Bj.

Î÷åâèäíî, ùî êóëi ìîæíà âçÿòè çàìêíåíèìè. Îñêiëüêè òîäi ìíîæèíà

∪n
j=1Bj

¹ çàìêíåíà, òî
Ā ⊂ ∪n

j=1Bj,
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òîáòî çàìèêàííÿ Ā ìîæíà ïîêðèòè êóëÿìè B1, . . . , Bn ðàäióñó ε > 0. À öå
îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà Ā ¹ öiëêîì îáìåæåíà.

Çàäà÷à 27.4. Íåõàé ìíîæèíà A ó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ¹ öiëêîì
îáìåæåíà. Äîâåäiòü, ùî âîíà ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çãiäíî îçíà÷åííÿ âiäíîñíî¨ êîìïàêòíîñòi íàì ïîòðiáíî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà Ā ¹ êîìïàêòíîþ. Ç îãëÿäó íà ïîïåðåäíþ çàäà÷ó ìíîæèíà Ā
¹ öiëêîì îáìåæåíîþ. Êðiì òîãî, âîíà ¹ çàìêíåíîþ. Îñêiëüêè ïðîñòið X ¹
ïîâíèé, òî çãiäíî ç êðèòåði¹ì êîìïàêòíîñòi ìíîæèíà Ā ¹ êîìïàêòíîþ.

Çàäà÷à 27.5. ×è ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ (îáìåæåíîþ) ó ïðîñòîði C[0, 1] ìíî-
æèíà

A := {f ∈ C[0, 1] | f(x) = xn, n ∈ N}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ îáìåæåíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ. Äiéñíî,
äëÿ ôóíêöi¨ fn(x) = xn ìà¹ìî

d(fn, 0) = max
0≤x≤1

|fn(x)| = max
0≤x≤1

|xn| = 1,

òîáòî ìíîæèíà A ¹ îáìåæåíà.
Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà ¹ öiëêîì îáìåæåíà. Îñêiëüêè ïðîñòið C[0, 1] ¹ ïîâíèé,

òî ìíîæèíà Ā ¹ êîìïàêòíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ç ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N ìîæíà
âèáðàòè çáiæíî ïiäïîñëiäîâíiñòü, òîáòî ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ðiâ-
íîìiðíî äî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨. Àëå, ìè ìà¹ìî, ùî

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = g(x) :=

{
0, ÿêùî x ∈ [0, 1);
1, ÿêùî x = 1.

Ôóíêöiÿ g íå ¹ íåïåðåðâíîþ, à, öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ïiäïîñëiäîâíiñòü ïî-
ñëiäîâíîñòi (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Çàäà÷à 27.6. ×è ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ (îáìåæåíîþ) ó ïðîñòîði C[0, π] ìíî-
æèíà

A := {f ∈ C[0, π] | f(x) = sinnx, n ∈ N}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A íå ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði C[0, π] . Äiéñíî,
ðîçãëÿíåìî â A ïiäìíîæèíó

B := {gn ∈ C[0, π] | gn(x) = sin 2nx, n ∈ N}.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äâîõ ðiçíèõ ôóíêöié gn i gm

d(gn, gm) = max
0≤x≤1

|gn(x)− gm(x)| ≥ 1.

Äiéñíî, ÿêùî m < n, òî çíàéäåòüñÿ ïðîìiæîê [a, b] ⊂ [0, 1], íà ÿêîìó ôóíêöiÿ
gn ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1, à ôóíêöiÿ gm ¹ íåâiä'¹ìíà.
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Îñêiëüêè
d(gn, gm) ≥ 1, n,m ∈ N,

òî ìíîæèíó A íå ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü ðàäióñó 1/3, áî
â êîæíié êóëi ðàäióñó 1/3 ìîæå ìiñòèòèñÿ òiëüêè îäèí åëåìåíò ìíîæèíè B.

Çàäà÷à 27.7. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {f ∈ C1[0, π] | max
0≤x≤1

|f(x)| ≤ 1, max
0≤x≤1

|f ′(x)| ≤ 1}

¹ öiëêîì îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði C[0, π].

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà A ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði C[0, π] .
Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ Àðöåëà íàì äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî A ¹ îäíîñòàéíî
íåïåðåðâíîþ, òîáòî, ùî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ A ∀x, x′ ∈ [0, π] [|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε].

Äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ A i x, x′ ∈ [0, π], x 6= x′, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëàãðàíæà,
ìà¹ìî, ùî

f(x)− f(x′) = f ′(ξ)(x− x′),

äå ξ ëåæèòü ìiæ x òà x′. Òîìó äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ A i x, x′ ∈ [0, π], x 6= x′,
ìà¹ìî, ùî

|f(x)− f(x′)| = |f ′(ξ)||x− x′| ≤ |x− x′|,
òîáòî

|f(x)− f(x′)| ≤ |x− x′|.
Îòæå, â íàøîìó âèïàäêó ìîæíà âçÿòè δ = ε. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ìíî-
æèíè A äîâåäåíà.

Çàäà÷i íà ïåðåâiðêó àêñiîì íîðìè.

Çàäà÷à 27.8. ×è çàäà¹ íîðìó íà R ôîðìóëà

‖x‖ = |x|2.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ äðóãà àêñiîìà:

‖2x‖ = |(2x)2| = 4|x|2 = 4‖x‖ 6= 2‖x‖, x 6= 0.

Çàäà÷à 27.9. ×è çàäà¹ íîðìó íà R2 ôîðìóëà

‖x‖ = |x1| − |x2|, x = (x1, x2) ∈ R.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ. Äiéñíî, äëÿ âåêòîðà y = (0, 1) ìè ìà¹ìî,
ùî

‖y‖ = 0− 1 = −1 < 0,

òîáòî íàøà ôóíêöiÿ íå ¹ íåâiä'¹ìíà.

Çàäà÷à 27.10. ×è çàäà¹ íîðìó íà R2 ôîðìóëà

‖x‖ = 3|x1|+ 2|x2|, x = (x1, x2) ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ ¹ íîðìîþ.
1a) ÿêùî x = (x1, x2) i x = 0, òî ‖x‖ = 0;
1b) ÿêùî x = (x1, x2) i ‖x‖ = 0, òî 3|x1| + 2|x2| = 0, à, îòæå, x1 = x2 = 0,

òîáòî x = 0;
2) î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C i x ∈ R2

‖λx‖ = 3|λx1|+ 2|λx2| = |λ|(3|x1|+ 2|x2|) = |λ‖x‖;
3) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ R2

‖x+ y‖ = 3|x1 + y1|+ 2|x2 + y2| ≤ 3|x1|+ 2|x2|+ 3|y1|+ 2|y2| = ‖x‖+ ‖y‖.

Çàäà÷à 27.11. ×è çàäà¹ íîðìó íà R2 ôîðìóëà

‖x‖ =
√

|x1|+ |x2|, x = (x1, x2) ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ. Äiéñíî,

Çàäà÷à 27.12. ×è çàäà¹ íîðìó íà C1[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ =

∫ 1

0

|f ′(x)| dx, f ∈ C1[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äiéñíî,
ôóíêöiÿ g(x) ≡ 1 ¹ íåíóëüîâà, àëå

‖g‖ =

∫ 1

0

|g′(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 27.13. ×è çàäà¹ íîðìó íà C1[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = max
0≤x≤1

|f ′(x)|, f ∈ C1[0, 1].
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Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äiéñíî,
ôóíêöiÿ g(x) ≡ 1 ¹ íåíóëüîâà, àëå

‖g‖ = max
0≤x≤1

|g′(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 27.14. ×è çàäà¹ íîðìó íà C1[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = |f(1)− f(0)|+ max
0≤x≤1

|f ′(x)|, f ∈ C1[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê.

Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äiéñíî, ôóíêöiÿ
g(x) ≡ 1 ¹ íåíóëüîâà, àëå

‖g‖ = |f(1)− f(0)|+ max
0≤x≤1

|g′(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 27.15. ×è çàäà¹ íîðìó íà C1[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = |f(1) + f(0)|+ max
0≤x≤1

|f ′(x)|, f ∈ C1[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê.

Çàäà÷à 27.16. ×è çàäà¹ íîðìó íà C1[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = |f(1)|+ max
0≤x≤1

|f ′(x)|, f ∈ C1[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê.

Çàäà÷à 27.17. ×è çàäà¹ íîðìó íà C[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ =

∫ 1/2

0

|f(x)| dx, f ∈ C[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äiéñíî,
ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(x) :=

{
0, ÿêùî x ∈ [0, 1/2];
x− 1/2, ÿêùî x ∈ (1/2, 1].

188



Ôóíêöiÿ g ¹ íåíóëüîâà, àëå

‖g‖ =

∫ 1/2

0

|g(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 27.18. ×è çàäà¹ íîðìó íà C[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = max
0≤x≤1/2

|f(x)|, f ∈ C[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ íå ¹ íîðìîþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà. Äiéñíî,
ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(x) :=

{
0, ÿêùî x ∈ [0, 1/2];
x− 1/2, ÿêùî x ∈ (1/2, 1].

Ôóíêöiÿ g ¹ íåíóëüîâà, àëå

‖g‖ = max
0≤x≤1/2

|g(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 27.19. ×è çàäà¹ íîðìó íà C1[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = |f(0)|+
∫ 1

0

|f ′(x)| dx, f ∈ C1[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ ¹ íîðìîþ. Äiéñíî,
1a) ÿêùî f = 0, òî ‖f‖ = 0;
1b) ÿêùî ‖f‖ = 0, òî

|f(0)|+
∫ 1

0

|f ′(x)| dx = 0,

à, îòæå, ∫ 1

0

|f ′(x)| dx = 0,

i
|f(0)| = 0.

Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî f ′ ≡ 0, òîáòî ôóíêöiÿ f ¹ ñòàëîþ. À ç äðóãî¨
ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî öÿ ñòàëà ðiâíà íóëåâi, òîáòî f = 0.
2) î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C i f ∈ C1[0, 1]

‖λf‖ = |λf(0)|+
∫ 1

0

|λf ′(x)| dx = |λ|
(
|f(0)|+

∫ 1

0

|f ′(x)| dx
)

= |λ|‖f‖.
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3) äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ C1[0, 1]

‖f+g‖ = |f(0)+g(0)|+
∫ 1

0

|f ′(x)+g′(x)| dx ≤ |f(0)|+|g(0)|+
∫ 1

0

(|f ′(x)|+|g′(x)|) dx =

= |f(0)|+ |g(0)|+
∫ 1

0

|f ′(x)| dx+
∫ 1

0

|g′(x)| dx = ‖f‖+ ‖g‖,

òîáòî
‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

Çàäà÷à 27.20. ×è çàäà¹ íîðìó íà C2[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = |f(0)|+
∫ 1

0

|f ′′(x)| dx, f ∈ C1[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôîðìóëà íå çàäà¹ íîðìó, áî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà.
Äiéñíî, ôóíêöiÿ g(x) = x ¹ íåíóëüîâà, àëå

|g(0)|+
∫ 1

0

|g′′(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 27.21. ×è çàäà¹ íîðìó íà C2[0, 1] ôîðìóëà

‖f‖ = |f(0)|+ |f(1)|+
∫ 1

0

|f ′′(x)| dx, f ∈ C2[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôîðìóëà çàäà¹ íîðìó. Äiéñíî,
1a) ÿêùî f = 0, òî ‖f‖ = 0;
1b) ÿêùî ‖f‖ = 0, òî

|f(0)|+ |f(1)|+
∫ 1

0

|f ′(x)| dx = 0,

à, îòæå, ∫ 1

0

|f ′′(x)| dx = 0,

i
|f(0)| = 0, |f(1)| = 0.
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Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî f ′′ ≡ 0, òîáòî ôóíêöiÿ f ìà¹ âèãëÿä

f(x) = ax+ b.

À ç äðóãî¨ i òðåòüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî a = 0 = b, òîáòî f = 0.
2) î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C i f ∈ C2[0, 1]

‖λf‖ = |λf(0)|+|λf(1)|+
∫ 1

0

|λf ′(x)| dx = |λ|
(
|f(0)|+ |f(1)|+

∫ 1

0

|f ′(x)| dx
)

= |λ|‖f‖.

3) äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ C2[0, 1]

‖f + g‖ = |f(0) + g(0)|+ |f(1) + g(1)|+
∫ 1

0

|f ′′(x) + g′′(x)| dx ≤

≤ |f(0)|+ |g(0)|+ |f(1)|+ |g(1)|+
∫ 1

0

(|f ′′(x)|+ |g′′(x)|) dx =

= |f(0)|+ |g(0)|+ |f(1)|+ |g(1)|+
∫ 1

0

|f ′′(x)| dx+
∫ 1

0

|g′′(x)|) dx =

= ‖f‖+ ‖g‖,
òîáòî

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

Çàäà÷à 27.22. ×è çàäà¹ íîðìó íà ℓ1 ôîðìóëà

‖x‖ =
∞∑
j=1

|x2j|, x = (xj)j ∈ N.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôîðìóëà íå çàäà¹ íîðìó. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî âåêòîð

y = (1, 0, . . . , 0, . . . ).

Âií ¹ íåíóëüîâèé, àëå ‖y‖ = 0.

Çàäà÷à 27.23. ×è çàäà¹ íîðìó íà ℓ1 ôîðìóëà

‖x‖ =
∞∑
j=2

|xj|, x = (xj)j ∈ N.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôîðìóëà íå çàäà¹ íîðìó. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî âåêòîð

y = (1, 0, . . . , 0, . . . ).

Âií ¹ íåíóëüîâèé, àëå ‖y‖ = 0.
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Çàäà÷à 27.24. ×è çàäà¹ íîðìó íà Cn (n ≥ 2) ôîðìóëà

‖x‖ =
n−1∑
j=1

|xj − xj+1|, x = (xj)
n
j=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôîðìóëà íå çàäà¹ íîðìó. Äiéñíî, âåêòîð

y = (1, . . . , 1)

¹ íåíóëüîâèé, àëå ‖y‖ = 0.

Çàäà÷à 27.25. ×è çàäà¹ íîðìó íà ℓ1 ôîðìóëà

‖x‖ =
∞∑
j=1

|xj − xj+1|, x = (xj)j ∈ N.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôîðìóëà çàäà¹ íîðìó. Äiéñíî,
1a) ÿêùî x = 0, òî ‖x‖ = 0;
1b) ÿêùî ‖x‖ = 0, òî

|xj − xj+1| = 0, j ∈ N,
à, îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (xj) ¹ ïîñòiéíîþ. Îñêiëüêè âîíà íàëåæèòü ℓ1, òî

∞∑
j=1

|xj| <∞,

à öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè xj = 0 äëÿ âñiõ j, òîáòî x = 0.
2) Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C i x ∈ ℓ1

‖λx‖ =
∞∑
j=1

|λxj − λxj+1| = |λ|
∞∑
j=1

|xj − xj+1| = |λ|‖x‖.

3) Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ ℓ1

|(xj + yj)− (xj+1 + yj+1| ≤ |xj − xj+1|+ |yj − yj+1|, j ∈ N,
à, îòæå,

‖x+ y‖ =
∞∑
j=1

|(xj + yj)− (xj+1 + yj+1| ≤

≤
∞∑
j=1

(|xj − xj+1|+ |yj − yj+1|) =

=
∞∑
j=1

|xj − xj+1|+
∞∑
j=1

|yj − yj+1| = ‖x‖+ ‖y‖.
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òîáòî
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

28. Åêâiâàëåíòíi íîðìè. Îáìåæåíi îïåðàòîðè ó íîðìîâàíèõ

ïðîñòîðàõ.

Ñüîãîäíi ëåêöiÿ áóäå ñêëàäàòèñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Ó ïåðøié ÷àñòèíi ìè ðîçãëÿ-
íåìî ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi íîðì i äîâåäåìî òåîðåìó ïðî íîðìè â ñêií÷åí-
íîâèìiðíîìó ïðîñòîði. À â äðóãié ÷àñòèíi ìè ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ áàçîâèõ
ïîíÿòü òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 28.1. Íåõàé L - ëiíiéíèé ïðîñòið, à ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 äâi íîðìè íà L.
1) Íîðìà ‖·‖1 íàçèâà¹òüñÿ ñëàáøîþ çà íîðìó ‖·‖2, à íîðìà ‖·‖2 ñèëüíiøîþ

çà íîðìó ‖ · ‖1, ÿêùî
(28.1) ∃C > 0 ∀x ∈ L ‖x‖1 ≤ C‖x‖2.
2) Ìè ñêàæåìî, ùî íîðìè ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü

äîäàòíi ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî äëÿ âñiõ x ∈ L âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

(28.2) ‖x‖1 ≤ C1‖x‖2, ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1.

Âïðàâà 28.2. Äîâåñòè, ùî åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-
òíîñòi, òîáòî ¹ ñèìåòðè÷íèì ðåôëåêñèâíèì i òðàíçèòèâíèì âiäíîøåí-
íÿì.

Åêâiâàëåíòíi íîðìè ïîðîäæóþòü íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði îäíó i òó æ òîïî-
ëîãiþ. Òîìó, ç òî÷êè çîðó òîïîëîãi¨, çàìiíà íîðìè íà ¨é åêâiâàëåíòíó ñóòò¹âî
íi÷îãî íå çìiíþ¹. Íàïðèêëàä, öÿ çàìiíà íå âïëèâà¹ íà ïîâíîòó ïðîñòîðó ÷è
íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié, ùî äiþòü ó öüîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 28.3. Âñi íîðìè â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ¹ åêâi-
âàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì C i dimL = n. Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíó áàçó {xj}nj=1 â ïðîñòîði L. Êîæíié íîðìi ‖ ·‖ ó ïðîñòîði L âiäïîâiäà¹
íîðìà â ëiíiéíîìó ïðîñòîði Cn, ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ:

Cn 3 c = (c1, . . . , cn) 7→

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

cjxj

∥∥∥∥∥ .
Ïåðåâiðêà àêñiîì íîðìè ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òîìó íàì äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ó ïðîñòîði Cn âñi íîðìè ¹ åêâiâàëåíòíi
åâêëiäîâié íîðìi. Âiçüìåìî äîâiëüíó íîðìó ‖ · ‖ â Cn i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ‖ · ‖e
åâêëiäîâó íîðìó â Cn, òîáòî

‖c‖e =

(
n∑

j=1

|cj|2
)1/2

, c = (cj)
n
j=1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (ej)nj=1 ñòàíäàðòíó áàçó ó ïðîñòîði Cn, òîáòî

(ej)k =

{
1, ÿêùî k = j;
0, ÿêùî k 6= j.

Ðîçãëÿíåìî íà îäèíè÷íié ñôåði Sn := {c ∈ Cn | ‖c‖e = 1} ôóíêöiþ

f(c) := ‖c‖, c ∈ Sn.

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ äîäàòíîþ. Ïîêàæåìî, ùî âîíà íåïåðåðâíà. Äiéñíî,

|f(c)− f(c′)| = |‖c‖ − ‖c′‖| ≤ ‖c− c′‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

cjej −
n∑

j=1

c′jej

∥∥∥∥∥ ≤

≤
n∑

j=1

|(cj − c′j)|‖ej‖ ≤

(
n∑

j=1

|cj − c′j|2
)1/2( n∑

j=1

‖ej‖2
)1/2

= α‖c− c′‖e,

äå

α :=

(
n∑

j=1

‖ej‖2
)1/2

.

Òîìó ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ α, à, îòæå, ¹ íåïåðåðâ-
íîþ.
Îñêiëüêè ñôåðà Sn ¹ êîìïàêòîì, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà f äîñÿ-

ãà¹ íà Sn ñâîãî íàéáiëüøîãî (M = max f) i íàéìåíøîãî (m = min f) çíà÷åííÿ.
Òîìó äëÿ âñiõ c ∈ Sn

0 < m ≤ f(c) ≤M.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî c ∈ Cn âåêòîð c
∥c∥e íàëåæèòü ñôåði Sn. Òîìó

m ≤
∥∥∥∥ c

‖c‖e

∥∥∥∥ ≤M,

òîáòî
m‖c‖e ≤ ‖c‖ ≤M‖c‖e, c ∈ Cn \ {0}.

Çâiäêè âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ‖ · ‖ i ‖ · ‖e. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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Ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè.
Íåõàé X òà Y ëiíiéíi ïðîñòîðè. Ôóíêöiÿ A : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì, ÿêùî:

(1) domA ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â X;
(2) äëÿ âñiõ x, y ∈ domA A(x+ y) = Ax+ Ay (àäèòèâíiñòü);
(3) äëÿ âñiõ x ∈ domA i α ∈ C A(λx) = λAx (îäíîðiäíiñòü).

Íåõàé X òà Y íîðìîâàíi ïðîñòîðè i A : X → Y ëiíiéíèé îïåðàòîð. Ëiíiéíèé
îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì, ÿêùî:

(28.3) ∃C > 0 ∀x ∈ domA ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X .
Ç îäíîðiäíîñòi îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî (28.3) åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî

(28.4) sup{‖Ax‖Y | x ∈ domA, ‖x‖X = 1} <∞.

ßêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : X → Y ¹ îáìåæåíèì, òî ç (28.3) i ëiíiéíîñòi
âèïëèâà¹, ùî

∀x, y ∈ domA ‖Ax− Ay‖Y ≤ C‖x− y‖X ,
òîáòî äëÿ îïåðàòîðà A âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ C, à, îòæå,
îïåðàòîð A ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.
Ç ïðèíöèïó ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ïðîñòîðè X

òà Y áàíàõîâi , òî îïåðàòîð A ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâ-
íîãî âiäîáðàæåííÿ Ā íà domA. Öå ïðîäîâæåííÿ áóäå ëiíiéíèì îïåðàòîðîì,
îñêiëüêè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ¹ íåïåðåðâíèìè.
Ïîÿñíèìî öå áiëüø äåòàëüíî. Íåõàé λ ∈ C i (xn)n∈N òà (yn)n∈N ïîñëiäîâíîñòi

â domA, ÿêi çáiãà¹òüñÿ äî x i y âiäïîâiäíî. Òîäi xn + yn → x + y i λxn → λx.
Òîìó

Ā(x+ y) = lim
n→∞

A(xn + yn) = lim
n→∞

Axn + lim
n→∞

Ayn = Āx+ Āy,

Ā(λx) = lim
n→∞

λAxn = λĀx.

ßê ïðàâèëî ëiíiéíi îïåðàòîðè ¹ ùiëüíî çàäàíèìè. Òîìó, ÿêùî âîíè íà äîäà-
òîê ¹ îáìåæåíèìè, òî ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî âîíè çàäàíi íà âñüîìó ïðîñòîði.
Íàäàëi, ÿêùî íå ñêàçàíå ïðîòèëåæíå, ìè ââàæà¹ìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð

¹ âñþäè çàäàíèì.

Òåîðåìà 28.4. Íåõàé X òà Y íîðìîâàíi ïðîñòîðè i A : X → Y ëiíiéíèé
îïåðàòîð, ïðè÷îìó domA = X. Äëÿ òîãî, ùîá A áóâ íåïåðåðâíèì íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá âií áóâ îáìåæåíèì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî îïåðàòîð A ¹ îáìåæåíèì, òî çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹,
ùî âií íåïåðåðâíèé (íàâiòü ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèé).
Íåõàé îïåðàòîð A ¹ íåïåðåðâíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî âií íå ¹ îáìåæåíèé. Öå

îçíà÷à¹ (äèâ. (28.4)), ùî

sup{‖Ax‖Y | x ∈ X, ‖x‖X = 1} = ∞.
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Òîìó â X iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N òàêà, ùî

‖xn‖X = 1, ‖Axn‖Y > n, n ∈ N.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

yn :=
xn

‖Axn‖Y
Öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Äiéñíî,

‖yn‖X =
‖xn‖X
‖Axn‖Y

=
1

‖Axn‖Y
≤ 1

n
→ 0, n→ ∞.

Îñêiëüêè A ¹ íåïåðåðâíèì, òî Ayn → A0 = 0. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü
íîðìè, ìà¹ìî, ùî

lim
n→∞

‖Ayn‖Y = 0.

Ç iíøîãî áîêó,

‖Ayn‖Y =

∥∥∥∥A xn
‖Axn‖Y

∥∥∥∥
Y

=
‖Axn‖Y
‖Axn‖Y

= 1,

à, îòæå,
lim
n→∞

‖Ayn‖Y = 1.

Ñóïåðå÷íiñòü. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ (íåïåðåðâíèõ) âñþäè çàäàíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ùî äiþòü ç íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X â íîðìîâàíèé ïðîñòið Y ìè áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç B(X,Y ).
Ìíîæèíà B(X,Y ) ñòà¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì C, ÿêùî ìè ââåäåìî

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ îïåðàòîðiâ i ìíîæåííÿ îïåðàòîðà íà ÷èñëî çà ôîðìóëàìè:

(A+B)x := Ax+Bx, (λA)x = λ(Ax), x ∈ X, λ ∈ C.
Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè, ùî âèêîíóþòüñÿ âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
Ââåäåìî íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði B(X,Y ) íîðìó çà ôîðìóëîþ:

(28.5) ‖A‖ = ‖A‖B(X,Y ) := min{C ≥ 0 | ∀x ∈ X ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X}.

Âïðàâà 28.5. Äîâåñòè, ùî ìiíiìóì ó ïðàâié ÷àñòèíi (28.5) iñíó¹.

Ç ôîðìóëè (28.5) íåâàæêî âèâåñòè, ùî

(28.6) ‖A‖ = sup
∥x∥X=1

‖Ax‖Y = sup
∥x∥X≤1

‖Ax‖Y = sup
x ̸=0

‖Ax‖Y
‖x‖X

,

òîáòî ìè ìà¹ìî ÷îòèðè ðiçíi åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ íîðìè.
Ç ôîðìóëè (28.5) î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî

(28.7) ‖Ax‖Y ≤ ‖A‖‖x‖X , x ∈ X.

Öþ âëàñòèâiñòü íîðìè ìè áóäåìî ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòè.
196



Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè äëÿ íîðìè îïåðàòîðà. Ïåðåâiðêà ïåð-
øèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà.
Íåõàé A,B ∈ B(X,Y ). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X

‖(A+B)x‖Y ≤ ‖Ax‖Y + ‖Bx‖Y ≤ ‖A‖‖x‖X + ‖B‖‖x‖X = (‖A‖+ ‖B‖)‖x‖X .
Îòæå, ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.
Òàêèì ÷èíîì ëiíiéíèé ïðîñòið B(X,Y ) ç îïåðàòîðíîþ íîðìîþ ïåðåòâîðþ-

¹òüñÿ â íîðìîâàíèé ïðîñòið. À ÷è ¹ öåé ïðîñòið ïîâíèì?

Òåîðåìà 28.6. Íåõàé X òà Y íîðìîâàíi ïðîñòîðè. ßêùî ïðîñòið Y ¹ ïîâ-
íèé, òî íîðìîâàíèé ïðîñòið B(X,Y ) òåæ ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N ó ïðîñòîði
B(X,Y ). Òîäi

∀ε > 0 ∃n0 ∀n,m > n0 ‖An − Am‖ ≤ ε.

Îñêiëüêè
‖Anx− Amx‖Y ≤ ‖An − Am‖‖x‖X ,

òî

(28.8) ∀ε > 0 ∃n0 ∀x ∈ X ∀n,m > n0 ‖Anx− Amx‖Y ≤ ε‖x‖X .
À öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðíà ïîñëiäîâíiñòü (Anx)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà ó ïðî-

ñòîði Y . Îñêiëüêè Y ïîâíèé, òî ïîñëiäîâíiñòü (Anx)n∈N çáiãà¹òüñÿ â Y . Ïî-
êëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Ax = lim
n→∞

Anx.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, ìà¹ìî

A(x+ y) = lim
n→∞

An(x+ y) = lim
n→∞

(Anx+ Any) = Ax+ Ay,

A(λx) = lim
n→∞

An(λx) = λ lim
n→∞

Anx = λAx.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ îáìåæåíèì. Ïåðåéäåìî â (28.8) äî ãðàíèöi ïðè m→ ∞.
Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü íîðìè, îòðèìó¹ìî, ùî

∀ε > 0 ∃n0 ∀x ∈ X ∀n > n0 ‖Anx− Ax‖Y ≤ ε‖x‖X .
Çâiäñè, âèïëèâà¹, ùî ïðè n > n0 îïåðàòîð (An − A) ¹ îáìåæåíèé i

‖An − A‖ ≤ ε.

Îñêiëüêè
A = An − (An − A)

i îïåðàòîðè An òà (An −A) ¹ îáìåæåíi, òîáòî íàëåæàòü B(X,Y ), òî îïåðàòîð
A òåæ íàëåæèòü B(X,Y ). Çi ñêàçàíîãî âèùå òàêîæ âèïëèâà¹, ùî

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ‖An − A‖ ≤ ε,

à, îòæå, An → A ïðè n→ ∞. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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Ââåäåìî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ. Íåõàé X,Y, Z íîðìîâàíi ïðîñòî-
ðè i A ∈ B(X,Y ), B ∈ B(Y, Z). Äîáóòêîì BA îïåðàòîðiâ A i B íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöiÿ

(BA)x = B(Ax), x ∈ X,

òîáòî äîáóòêîì îïåðàòîðiâ ¹ ¨õ êîìïîçèöiÿ. Äîáóòîê BA ¹ ëiíiéíèì i íåïå-
ðåðâíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî êîìïîçèöiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ëiíiéíèì âiä-
îáðàæåííÿì, à êîìïîçèöiÿ íåïåðåðâíèõ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì. Áiëü-
øå òîãî,

‖(BA)x‖Z = ‖B(A)x‖Z ≤ ‖B‖‖Ax‖Y ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖X , x ∈ X,

òîáòî
‖BA‖ ≤ ‖B‖‖A‖.

Äîáóòîê îïåðàòîðiâ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Äié-
ñíî, íåõàé A,A0 ∈ B(X,Y ), B,B0 ∈ B(Y, Z). Òîäi
‖BA−B0A0‖ = ‖B(A− A0) + (B −B0)A0‖ ≤ ‖B‖‖A− A0‖+ ‖B −B0‖‖A0‖.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íà ìíîæèíi

{(A,B) ∈ B(X,Y )× B(Y, Z) | ‖A‖, ‖B‖ ≤ C},
äå C > 0, äîáóòîê îïåðàòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

‖BA−B0A0‖ ≤ C(‖A− A0‖+ ‖B −B0‖),
òîáòî ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîìîâèìîñÿ íîðìîâàíèé ïðîñòið B(X,X) ïîçíà÷àòè ñêîðî÷åíî ÷åðåç B(X).
ßêùî X - áàíàõiâ ïðîñòið, òî, ÿê ìè âæå äîâåëè, B(X) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòî-
ðîì. Îäíàê, â B(X) ìè ìà¹ìî ùå îïåðàöiþ ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ. Â ðåçóëü-
òàòi B(X) óòâîðþ¹ ñòðóêòóðó, ÿêó íàçèâàþòü íîðìîâàíîþ (áàíàõîâîþ, ÿêùî
X áàíàõiâ ïðîñòið) àëãåáðîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìà¹ìî ñòðóêòóðó êîìïëå-
êñíî¨ àëãåáðè i íàêëàäåíó íà íå¨ ñòðóêòóðó íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. Äî àêñiîì
íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ïîòðiáíî äîäàòè íàñòóïíi àêñiîìè:

(1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ)
(2) λ(AB) = (λA)B = A(λB)
(3) (A+B)C = AC +BC, C(A+B) = CA+ CB (äèñòðèáóòèâíiñòü);
(4) IA = AI = A ( I - îäèíè÷íèé îïåðàòîð);
(5) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ (ìóëüòèïëiêàòèâíà íåðiâíiñòü)
(6) ‖I‖ = 1.

Ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè.
Âàæëèâèì îêðåìèì âèïàäêîì ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ¹ ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè.
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Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä C (íàä R). Ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà X
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ùî äi¹ ç L â C (â R) i :

(1) ∀x, y ∈ L f(x+ y) = f(x) + f(y);
(2) ∀x ∈ L ∀α ∈ C(R) f(αx) = αf(x).

Ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið çi çâè-
÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ i ìíîæåííÿ ôóíêöiîíàëà íà ÷è-
ñëî. Öåé ëiíiéíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó
X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç X∗.
ßêùî ïðîñòið X ¹ íîðìîâàíèì, òî ïiäïðîñòið â X ′, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ñïðÿæåíèì äî
íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç X ′. Ïðîñòið X ′ ìè íàäiëÿ¹ìî
íîðìîþ

‖f‖ := sup
∥x∥=1

|f(x)|,

òîáòî íîðìîþ ïðîñòîðó B(X,C). Îòæå, ìè ìà¹ìî, ùî X ′ = B(X,C). Îñêiëüêè
C ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, òî ç òåîðåìè ïðî ïîâíîòó íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó
B(X,Y ) âèïëèâà¹, ùî X ′ çàâæäè ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (íàâiòü êîëè X ¹
íåïîâíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.)

Ñïðÿæåíèé ïðîñòið X ′ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ.
Éîãî âëàñòèâîñòi òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿìè âèõiäíîãî áàíàõîâîãî ïðî-
ñòîðó. Äëÿ êëàñè÷íèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ çíàéäåíi ñïðÿæåíi ïðîñòîðè. Ïiä
çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ñïðÿæåíîãî ðîçóìiþòü çàäà÷ó ïðî çà-
ãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó íà X. Iíøèìè ñëîâàìè,
öå îçíà÷à¹ çíàéòè îïèñ ïðîñòîðó içîìîðôíîãî äî X ′. Íàïðèêëàä, âiäîìî, ùî
òîïîëîãi÷íèé ñïðÿæåíèé äî ïðîñòîðó ℓp (1 ≤ p < ∞ ¹ içîìîðôíèé ïðîñòîðó
ℓq, äå q - ñïðÿæåíèé ïîêàçíèê äî p (òîáòî 1/p+ 1/q = 1.)

Îçíà÷åííÿ 28.7. Áàíàõiâ ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíèì, ÿêùî éîãî
äðóãèé ñïðÿæåíèé X ′′ := (X ′)′ içîìîðôíèé ïðîñòîðó X.

Ðåôëåêñèâíi áàíàõîâi ïðîñòîðè ìàþòü êðàùi âëàñòèâîñòi â ïîðiâíÿííi ç íå-
ðåôëåêñèâíèìè ïðîñòîðàìè. Ç ðåôëåêñèâíèìè áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè ïðà-
öþâàòè ïðîñòiøå. Ïðîñòîðè ℓp ç p ∈ (1,∞) ¹ ðåôëåêñèâíèìè, íàòîìiñòü ïðî-
ñòîðè ℓ1, ℓ∞, C[0, 1] íå ¹ ðåôëåêñèâíèìè.
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29. Ïðèíöèïè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Ïðèíöèïàìè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó íàçèâàþòü íàñòóïíi òðè ôóíäàìåí-
òàëüíi òåîðåìè:
1) Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà).
2) Ïðèíöèï âiäêðèòîñòi âiäîáðàæåííÿ (òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïå-

ðàòîð).
3) Ïðèíöèï ïðîäîâæåííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà (òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà).

ßê âè áà÷èòå ç êîæíîþ ç öèõ òåîðåì ¹ ïîâ'ÿçàíå iì'ÿ Ñòåôàíà Áàíàõà.
Ïî÷íåìî ç òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. Âîíà ìà¹ äåêiëüêà ðiçíèõ ôîðì.

Ìè ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ â íàéáiëüø âæèâàíîìó âèãëÿäi.

Îçíà÷åííÿ 29.1. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ìíîæèíà ó ïðîñòîði
B(X,Y ). Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ, ÿêùî

sup
A∈A

‖A‖ <∞,

i ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî (ñèëüíî) îáìåæåíîþ, ÿêùî

∀x ∈ X sup
A∈A

‖Ax‖Y <∞.

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ x ∈ X i A ∈ A

‖Ax‖Y ≤ ‖A‖‖x‖X ,
òî ç ðiâíîìiðíî îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A ⊂ B(X,Y ) âèïëèâà¹ ¨¨ ïîòî÷êîâà
îáìåæåíiñòü. Íåñïîäiâàíèì ¹ òå, ùî ñïðàâåäëèâà îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ.

Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà.

Òåîðåìà 29.2. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ⊂ B(X,Y ). ßêùî ìíî-
æèíà A ¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíà, òî âîíà ¹ òàêîæ i ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà A ¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíà. Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði
X ïiäìíîæèíè

Xn =
⋂
A∈A

{x ∈ X | ‖Ax‖Y ≤ n}, n ∈ N.

Îñêiëüêè îïåðàòîð A ∈ A ¹ íåïåðåðâíèì, à ìíîæèíà

Xn,A := {x ∈ X | ‖Ax‖Y ≤ n}
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¹ ïðîîáðàçîì çàìêíåíî¨ êóëi (ó ïðîñòîði Y ) ïðè âiäîáðàæåííi A, òî Xn,A ¹
çàìêíåíåíà ìíîæèíà. À, îòæå, çàìêíåíîþ ¹ êîæíà ìíîæèíà Xn. Ç ïîòî÷êîâî¨
îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A âèïëèâà¹, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ X íàëåæèòü äåÿêîìó
Xn, òîáòî

X =
⋃
n∈N

Xn.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áåðà áàíàõiâ ïðîñòið X ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨, òîìó
iñíó¹ n0 ∈ N òàêå, ùî ìíîæèíà Xn0 íå ¹ íiäå íå ùiëüíà. Îñêiëüêè ìíîæèíà
Xn0 ¹ çàìêíåíà, òî âîíà ìóñèòü ìàòè âíóòðiøíi òî÷êè. Öå îçíà÷à¹, ùî â X
iñíó¹ çàìêíåíà êóëÿ B̄(x0, r) (ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ∈ X i ðàäióñîì r > 0), ÿêà
ìiñòèòüñÿ â Xn0 . Âiçüìåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ X òàêèé, ùî ‖x‖X ≤ 1. Éîãî
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x =
1

r
(rx+ x0 − x0) =

1

r
(y1 − y2),

äå y1 = rx+x0 i y2 = x0. Çàóâàæèìî, ùî y1, y2 ∈ B̄(x0, r). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî
A ∈ A

‖Ax‖Y =
1

r
‖A(y1 − y2)‖Y ≤ 1

r
(‖Ay1‖Y + ‖Ay2‖Y ) ≤

2n0

r
.

Îñêiëüêè x ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì îäèíè÷íî¨ êóëi (â X), òî çà îçíà÷åííÿì
íîðìè îïåðàòîðà

‖A‖ = sup
∥x∥X≤1

‖Ax‖Y ≤ 2n0

r
, A ∈ A .

Îòæå,

sup
A∈A

‖A‖ ≤ 2n0

r
.

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Ç òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà âèïëèâà¹ íàñòóïíèé

Íàñëiäîê 29.3. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i (An)n∈N ïîñëiäîâíiñòü
îïåðàòîðiâ â B(X,Y ). ßêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X âåêòîðíà ïîñëiäîâíiñòü
(Anx)n∈N çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði Y , òî:

(1) supn∈N ‖An‖ <∞;
(2) iñíó¹ A ∈ B(X,Y ) òàêèé, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X lim

n→∞
Anx = Ax i

‖A‖ ≤ supn∈N ‖An‖.

201



Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè íàñëiäêó. Çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ó íîðìî-
âàíîìó ïðîñòîði ¹ îáìåæåíà, òîìó supn∈N ‖Anx‖Y < ∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ X.
Îòæå, ìíîæèíà {An}n∈N ¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíîþ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áàíàõà-
Øòåéíãàóçà supn∈N ‖An‖ <∞.

Äîâåäåìî äðóãó ÷àñòèíó íàñëiäêó. Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Ax := lim
n→∞

Anx, x ∈ X.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, ìà¹ìî

A(x+ y) = lim
n→∞

An(x+ y) = lim
n→∞

(Anx+ Any) = Ax+ Ay,

A(λx) = lim
n→∞

An(λx) = λ lim
n→∞

Anx = λAx.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ îáìåæåíèì. Äiéñíî, íåõàé α := supn∈N ‖An‖. Òîäi

‖Anx‖Y ≤ ‖An‖‖x‖X ≤ α‖x‖X , x ∈ X.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü íîðìè, ìà¹ìî

‖Ax‖Y = lim
n→∞

‖Anx‖Y ≤ α‖x‖X , x ∈ X,

òîáòî A ∈ B(X,Y ) i ‖A‖ ≤ α. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà íå ¹ íàäòî ñêëàäíèì i îñíîâíèì
éîãî ìîìåíòîì ¹ êðàñèâå âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Áåðà ïðî êàòåãîði¨. Íàòîìiñòü
äîâåäåííÿ òåîðåìè Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð ¹ ñêëàäíèì.

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 29.4. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ). ßêùî îïåðà-
òîð A ¹ ái¹êöi¹þ, òî îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 íàëåæèòü ïðîñòîðó B(Y,X).

Âïðàâà 29.5. Íåõàé X,Y - íîðìîâàíi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ). Îïåðàòîð A
¹ ái¹êöi¹þ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè kerA = {0}, ImA = Y.
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Ç îãëÿäó íà âïðàâó 32.9 òåîðåìó Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð ìîæíà
òàêîæ ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi

Òåîðåìà 29.6. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ). ßêùî
kerA = {0} i ImA = Y , òî A ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé.

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð ¹ äóæå ñèëüíèì iíñòðóìåíòîì.
Ç àëãåáðà¨÷íî¨ âëàñòèâîñòi (ái¹êöi¨) âèïëèâà¹ òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü (íåïå-
ðåðâíiñòü).
Íà æàëü, ÷åðåç áðàê ÷àñó ìè íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè äîâåäåííÿ òåîðåìè Áà-

íàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð, áàæàþ÷i ìîæóòü îçíàéîìèòèñÿ ç íèì çà ïiäðó-
÷íèêîì.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî òðåòüîãî ïðèíöèïó.

Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà.

Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà ìà¹ äåêiëüêà ôîðì (àëãåáðà¨÷íó, ãåîìåòðè÷íó i òîïî-
ëîãi÷íó).
Äëÿ íàãëÿäíîñòi ïî÷íåìî ç îïèñó ãåîìåòðè÷íî¨ ôîðìè ó íàéïðîñòiøîìó

âàðiàíòi - ó ïðîñòîði R2.

Íåõàé íà ïëîùèíi R2 ¹ äâi êîìïàêòíi îïóêëi ìíîæèíè, ùî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ. Òîäi iñíó¹ ïðÿìà, ÿêà ïîäiëÿ¹ ïëîùèíó òàê, ùî ìíîæèíè ëåæàòü ó
ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ. Ïðîïîíóþ äîâåñòè öåé ôàêò ñàìîñòiéíî.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìîæíà äîâåñòè i ó âèïàäêó ïðîñòîðó Rn.
Ïåðåéäåìî òåïåð äî àëãåáðà¨÷íî¨ ôîðìè òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà. Âîíà ñëó-

æèòü âiäïðàâíîþ òî÷êîþ äî äîâåäåííi âñiõ ñâî¨õ ôîðì.

Îçíà÷åííÿ 29.7. Íåõàé L äiéñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ
p : L→ [0,∞) íàçâåìî êàëiáðîâî÷íèì ôóíêöiîíàëîì, ÿêùî :

(1) ∀x ∈ L ∀α ≥ 0 p(αx) = αp(x);
(2) ∀x, y ∈ L p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).
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Òåîðåìà 29.8. Íåõàé p - êàëiáðîâî÷íèé ôóíêöiîíàë ó äiéñíîìó ëiíiéíîìó
ïðîñòîði L i f0 - ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé çàäàíèé íà ëiíiéíîìó ïiäïðî-
ñòîði L0 ⊂ L i ïiäïîðÿäêîâàíèé p, òîáòî

∀x ∈ L0 f0(x) ≤ p(x).

Òîäi f0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âñüîìó L çi çáå-
ðåæåííÿì óìîâè ïiäïîðÿäêóâàííÿ, òîáòî ∀x ∈ L f(x) ≤ p(x).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Ïåð-
øà ÷àñòèíà ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ïðîäîâæåííÿ ôóíêöiîíàëà íà ïiäïðîñòið
Y := lin{L0 ∪ {z}}, äå z äîâiëüíèé âåêòîð â L \ L0. Öþ ÷àñòèíó äîâåäåííÿ
ìîæíà íàçâàòè àðèôìåòè÷íîþ. Äðóãà ÷àñòèíà ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi òðàíñ-
ôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ (ëåìè Öîðíà). Ìè îáìåæèìîñÿ ïåðøîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ.
Ç äðóãîþ ÷àñòèíîþ áàæàþ÷i ìîæóòü îçíàéîìèòèñÿ ó ïiäðó÷íèêó.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð z ∈ L \ L0. Òîäi ïiäïðîñòið Y , ùî ¹ ëiíiéíîþ
îáîëîíêîþ ìíîæèíè L0 ∪ {z}, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âåêòîðiâ âèãëÿäó

y = x+ tz, x ∈ L0, t ∈ R.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöiîíàëó f0 íà ïðîñòið Y âæå ïîáóäîâà-
íå. Òîäi

f(x+ tz) = f(x) + tf(z) = f0(x) + tc,

äå c = f(z). Îòæå, âñå çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùîá ïiäiáðàòè ÷èñëî c ∈ R, äëÿ
ÿêîãî

(29.1) f0(x) + tc ≤ p(x+ tz), x ∈ L0, t ∈ R \ {0}.

Áåðó÷è äî óâàãè îäíîðiäíiñòü ôóíêöiîíàëà f i äîäàòíó îäíîðiäíiñòü ôóí-
êöiîíàëó p, áà÷èìî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (29.1) äîñèòü, ùîá âîíà
âèêîíóâàëàñÿ äëÿ t = 1 i t = −1.

Äiéñíî, (29.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f0(x)± tc ≤ p(x± tz), x ∈ L0, t > 0.

Âèêîíóþ÷è äiëåííÿ íà t > 0, îòðèìó¹ìî

f0(x/t)± c ≤ p(x/t± z), x ∈ L0, t > 0.

Îñêiëüêè x/t ∈ L0, òî íàì äîñèòü, ùîá äëÿ âñiõ x ∈ L0

f0(x) + c ≤ p(x+ z), f0(x)− c ≤ p(x− z),
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òîáòî

(29.2) f0(x)− p(x− z) ≤ c ≤ p(x′ + z)− f0(x
′), x, x′ ∈ L0.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, x′ ∈ L0

f0(x) + f0(x
′) = f0(x+ x′) ≤ p(x+ x′) ≤ p(x− z + x′ + z) ≤ p(x− z) + p(x′ + z),

òîáòî

(29.3) f0(x)− p(x− z) ≤ p(x′ + z)− f0(x
′), x, x′ ∈ L0.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

A := {f0(x)− p(x− z) | x ∈ L0}, B := {p(x′ + z)− f0(x
′) | x′ ∈ L0}.

Ç (29.3) âèïëèâà¹, ùî

(29.4) ∀a ∈ A ∀b ∈ B a ≤ b.

Çãiäíî ç àêñiîìîþ ïîâíîòè äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ç óìîâè (29.4) âèïëèâà¹, ùî

∃c ∈ R ∀ ∈ A ∀b ∈ B a ≤ c ≤ b,

òîáòî iñíó¹ c ∈ R, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ (29.2). Àðèôìåòè÷íà ÷àñòèíà äîâå-
äåííÿ âèêîíàíà. �

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó Ãàíà-Áàíàõà äëÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 29.9. Íåâiä'¹ìíèé ôóíêöiîíàë p íà êîìïëåêñíîìó ëiíiéíîìó
ïðîñòîði L íàçâåìî ïiâíîðìîþ, ÿêùî äëÿ íüîãî âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi:

(1) ∀x, y ∈ L p(x+ y) ≤ p(x) + p(y);
(2) ∀x ∈ L ∀α ∈ C p(αx) = |α|p(x).

Òåîðåìà 29.10. Íåõàé p - ïiâíîðìà ó êîìïëåêñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L
i f0 - ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé çàäàíèé íà ëiíiéíîìó ïiäïðîñòîði L0 ⊂ L i
ïiäïîðÿäêîâàíèé p, òîáòî

∀x ∈ L0 |f0(x)| ≤ p(x).

Òîäi f0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âñüîìó L çi çáå-
ðåæåííÿì óìîâè ïiäïîðÿäêóâàííÿ, òîáòî ∀x ∈ L |f(x)| ≤ p(x).
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LR i L0,R ïðîñòîðè L i L0, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî
ÿê ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî íà ïiäïðîñòîði L0,R

äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó LR äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë

g0(x) := Re f0(x), x ∈ L0,R.

Î÷åâèäíî, ùî âií ¹ ëiíiéíèé. Êðiì òîãî,

g0(x) ≤ |Re f0(x)| ≤ |f0(x)| ≤ p(x), x ∈ L0,R.

Çðîçóìiëî, ùî ïiâíîðìà ¹ òàêîæ êàëiáðîâî÷íèì ôóíêöiîíàëîì íà LR. Òîìó
çãiäíî ç äiéñíèì âàðiàíòîì òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà g0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî
äåÿêîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó g, ÿêèé çàäàíèé íà âñüîìó LR i

g(x) ≤ p(x), x ∈ LR.

Âèêîðèñòà¹ìî äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë g äëÿ ïîáóäîâè ïîòðiáíîãî íàì
êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ôóíêöiîíàëó f . Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

f(x) = g(x)− ig(ix), x ∈ L.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L

f(x+ y) = g(x+ y)− ig(ix+ iy) = g(x)− ig(ix) + g(y)− ig(iy) = f(x) + f(y)

i äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ R i x ∈ L

f(αx) = g(αx)− ig(iαx) = α(g(x)− ig(ix)) = αf(x).

Êðiì òîãî,

f(ix) = g(ix) + ig(x) = i(g(x)− ig(ix)) = if(x), x ∈ L.

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî λ = u+ iv (u, v ∈ R) i äîâiëüíîãî x ∈ L ìà¹ìî

f(λx) = f(ux) + f(ivx) = uf(x) + ivf(x) = λf(x).

Îòæå ôóíêöiîíàë f ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì.

Ïîêàæåìî, ùî f ¹ ïðîäîâæåííÿì f0. Äiéñíî, íåõàé x ∈ L0. Òîäi ç îçíà÷åííÿ
ôóíêöiîíàëiâ f i g0 âèïëèâà¹, ùî

Re f(x) = g(x) = g0(x) = Re f0(x).
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Êðiì òîãî,
Im f(x) = −Re f(ix) = −g(ix) = −g0(ix) =
= −Re f0(ix) = −Re if0(x) = Im f0(x).

Òîìó f(x) = f0(x).

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

|f(x)| ≤ p(x), x ∈ L.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå x ∈ L. Òîäi

f(x) = reiφ,

äå r = |f(x)| i φ ∈ [0, 2π). Òîìó

|f(x)| = r = f(e−iφx) = g(e−iφx) ≤ p(e−iφx) = |e−iφ|p(x) = p(x),

òîáòî
|f(x)| ≤ p(x).

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Íàîñòàòîê äîâåäåìî òåîðåìó Ãàíà-Áàíàõà â òîïîëîãi÷íié ôîðìi.

Òåîðåìà 29.11. Íåõàé L - êîìïëåêñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið i f0 - ëiíiéíèé
îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë íà ïiäïðîñòîði L0 ⊂ L. Òîäi f0 ìîæíà ïðîäîâæèòè
äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âñüîìó L çi çáåðåæåííÿì éîãî íîðìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ‖f0‖ íîðìà ôóíêöiîíàëà f0. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà ââàæà-
òè, ùî ‖f0‖ 6= 0. (ßêùî ‖f0‖ = 0, òî f0 = 0 i çà f ìîæíà âçÿòè íóëüîâèé
ôóíêöiîíàë.) Ïîêëàäåìî

p(x) = ‖f0‖‖x‖L, x ∈ L.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî p ¹ íîðìîþ, à, îòæå, i ïiâíîðìîþ. Êðiì òîãî,

|f0(x)| ≤ ‖f0‖‖x‖L = p(x), x ∈ L0.

Çãiäíî ç êîìïëåêñíèì âàðiàíòîì òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ f0
äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âåñü L çi çáåðåæåííÿì óìîâè ïiäïîðÿäêóâàííÿ:

|f(x)| ≤ p(x) = ‖f0‖‖x‖L, x ∈ L0.

Ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî
‖f‖ ≤ ‖f0‖.
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Àëå,

‖f0‖ = sup
x∈L0, ∥x∥L=1

|f0(x)| = sup
x∈L0, ∥x∥L=1

|f(x)| ≤ sup
x∈L, ∥x∥L=1

|f(x)| = ‖f‖.

Îòæå, ‖f‖ = ‖f0‖. Òåîðåìà äîâåäåíà �

Ç òîïîëîãi÷íî¨ ôîðìè òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 29.12. Íåõàé X - íîðìîâàíèé ïðîñòið i x0 ∈ X, ‖x0‖ = 1. Òîäi
iñíó¹ f ∈ X ′ òàêèé, ùî f(x0) = 1 i ‖f‖ = 1.

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

30. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çíàõîäæåííÿ íîðì ôóíêöiîíàëiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ çíàõîäæåííÿ íîðìè îïåðàòîðà ¹ äåêiëüêà ôîðìóë. À
âëàñíå, ÿêùî X,Y - íîðìîâàíi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ), òî

‖A‖ =min{C ≥ 0 | ∀x ∈ X ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X},
‖A‖ = sup

∥x∥X=1

‖Ax‖Y ,

‖A‖ = sup
∥x∥X≤1

‖Ax‖Y ,

‖A‖ =sup
x ̸=0

‖Ax‖Y
‖x‖X

.

(30.1)

Çàóâàæåííÿ 30.1. Âiäçíà÷èìî äâà ïðîñòi, àëå êîðèñíi ñïîñòåðåæåííÿ.
1)ßêùî ç äîïîìîãîþ îá÷èñëåíü ìè îòðèìàëè, ùî äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî

÷èñëà α > 0 âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖Ax‖Y ≤ α‖x‖X , x ∈ X,

òî ‖A‖ ≤ α.
2) ßêùî ç äîïîìîãîþ îá÷èñëåíü ìè îòðèìàëè, ùî äëÿ íåíóëüîâîãî x0 ∈ X

‖Ax0‖Y = β, òî ‖A‖ ≥ β/‖x0‖X . Çîêðåìà, ÿêùî ‖x0‖X = 1, òî ‖A‖ ≥ β.
Âèêîðèñòîâóþ÷è 1), ìè ìîæåìî îöiíèòè íîðìó ‖A‖ çâåðõó. À âèêîðè-

ñòîâóþ÷è 2), ìè ìîæåìî îöiíèòè íîðìó ‖A‖ çíèçó. ßêùî ñòàíåòüñÿ òàê,
ùî îöiíêà çâåðõó i îöiíêà çíèçó áóäóòü îäíàêîâèìè, òî ¨õí¹ çíà÷åííÿ áóäå
äàâàòè íîðìó ‖A‖.
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Òàêèì ÷èíîì çàäà÷à íà çíàõîäæåííÿ íîðìè îïåðàòîðà ‖A‖ çâîäèòüñÿ äî
îòðèìàííÿ äîñòàòíüî äîáðèõ îöiíîê çâåðõó i çíèçó äëÿ íîðìè ‖A‖.
Çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ íîðìè îïåðàòîðà ìîæóòü áóòè äîñèòü ñêëàäíè-

ìè, îäíàê, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåñêëàäíi çàäà÷i, ÿêi ïðè íàáóòòi âiäïî-
âiäíîãî äîñâiäó ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äîâîëi ïðîñòî.

Ïîòðiáíî ìàòè íà óâàçi, ùî äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà A ïî-
òðiáíî çíàòè (ïàì'ÿòàòè), îçíà÷åííÿ íîðì ó ïðîñòîðàõ X i Y .
Ìè ïî÷íåìî ç çàäà÷ íà çíàõîäæåííÿ íîðì ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ëi-
íiéíîãî L â C.
Íàïðèêëàä, ôîðìóëà

(30.2) l(f) :=

∫ 1

0

f(x) dx, f ∈ C[0, 1],

çàäà¹ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði C[0, 1]. Äiéñíî, ôóíêöiÿ l ïðèéìà¹
÷èñëîâi (êîìïëåêñíi) çíà÷åííÿ i

l(f + g) =

∫ 1

0

(f + g)(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 1

0

g(x) dx = l(f) + l(g),

l(λf) =

∫ 1

0

(λf)(x) dx = λ

∫ 1

0

f(x) dx = λl(f).

Íàòîìiñòü ôîðìóëà

l(f) :=

∫ 1

0

f 2(x) dx, f ∈ C[0, 1],

íå çàäà¹ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà, áî, ÿê ëåãêî áà÷èòè,

l(λf) =

∫ 1

0

(λf)2(x) dx = λ2
∫ 1

0

f(x) dx = λ2l(f).

Ôóíêöiîíàë l íå ¹ ëiíiéíèì, áî äëÿ íüîãî íå âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü, ùî
íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíiñòþ.
Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè äëÿ íîðìè ôóíêöiîíàëà (äèâ. (40.1)) ïðèéìàþòü

âèãëÿä
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‖l‖ =min{C ≥ 0 | ∀x ∈ X |l(x)| ≤ C‖x‖X},
‖l‖ = sup

∥x∥X=1

|l(x)|,

‖l‖ = sup
∥x∥X≤1

|l(x)|,

‖l‖ =sup
x ̸=0

|l(x)|
‖x‖X

.

(30.3)

Çàäà÷à 30.2. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé ôîðìóëîþ (40.11).

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ max |f | = ‖f‖, f ∈ C[0, 1].

Îòæå, ‖l‖ ≤ 1.
2) Íåõàé f0(x) ≡ 1. Òîäi f0 ∈ C[0, 1], ïðè÷îìó ‖f0‖ = 1 i l(f0) = 1. Îòæå,

‖l‖ ≥ |l(f0)| = 1.
Òàêèì ÷èíîì ‖l‖ = 1.

Çàäà÷à 30.3. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[−1, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) = f(0) + f(1) + f(−1), f ∈ C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤ |f(0)|+ |f(1) + |f(−1)| ≤ 3max |f | = 3‖f‖, f ∈ C[−1, 1].

Îòæå, ‖l‖ ≤ 3.
2) Íåõàé ôóíêöiÿ f0 òàêà, ùî ‖f0‖ = 1, ïðè÷îìó f0(1) = 1, f0(−1) = 1 i

f0(1) = 1. Òàêà ôóíêöiÿ iñíó¹. Íàïðèêëàä, ìîæíà âçÿòè ôóíêöiþ

f0(x) ≡ 1, x ∈ [−1, 1].

Äëÿ íå¨ ‖f0‖ = 1 i l(f0) = 3, à, îòæå, ‖l‖ ≥ |l(f0| = 3.
Òàêèì ÷èíîì ‖l‖ = 3.

Çàäà÷à 30.4. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) = f(0)− f(1), f ∈ C[0, 1].
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Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤ |f(0)|+ |f(1)| ≤ 2max |f | = 2‖f‖, f ∈ C[0, 1].

Îòæå, ‖l‖ ≤ 2.
2) Íåõàé ôóíêöiÿ f0 òàêà, ùî ‖f0‖ = 1, ïðè÷îìó f0(0) = 1 i f0(1) = −1.

Òàêà ôóíêöiÿ iñíó¹. Íàïðèêëàä, ìîæíà âçÿòè ôóíêöiþ

f0(x) = cos πx, x ∈ [0, 1],

àáî ôóíêöiþ
f0(x) = 1− 2x, x ∈ [0, 1],

Òîäi ‖f0‖ = 1 i l(f0) = 2, à, îòæå, ‖l‖ ≥ |l(f0| = 2.
Òàêèì ÷èíîì ‖l‖ = 2.

Óñêëàäíèìî ïîïåðåäíþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 30.5. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) = f(0)− f(1) +

∫ 1

0

f(x) dx, f ∈ C[0, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi çàäà÷i, ìà¹ìî

|l(f)| ≤ |f(0)|+ |f(1)|+
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ 3max |f | = 3‖f‖, f ∈ C[0, 1].

Îòæå, ‖l‖ ≤ 3.
2) Ïiäiáðàòè ôóíêöiþ f0 ∈ C[0, 1], äëÿ ÿêî¨ ‖f0‖ = 1 i l(f0) = 3 íå ìîæíà,

áî òàêî¨ ôóíêöi¨ íå iñíó¹. Àëå, ìè ìîæåìî ïiäiáðàòè ôóíêöiþ f0 ∈ C[0, 1], äëÿ
ÿêî¨ ÷èñëî l(f0) ¹ áëèçüêèì äî ÷èñëà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî çà
îçíà÷åííÿì

fn(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ [0, 1− 1/n];
2n(1− x− 1/2n), ÿêùî x ∈ (1− 1/n, 1].

Ôóíêöiÿ fn ¹ íåïåðåðâíà i êóñêîâî ëiíiéíà. �¨ ãðàôiêîì ¹ ëàìàíà, ùî ïîñëi-
äîâíî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0, 1), (1− 1/n, 1) i (1,−1). Ëåãêî áà÷èòè, ùî∫ 1

0

fn(x) dx = 1− 1/n, n ∈ N.

Òîäi l(fn) = 3− 1/n. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ‖fn‖ = 1. Òîìó

‖l‖ ≥ |l(fn)| = 3− 1/n, n ∈ N.
Ïåðåõîäÿ÷è â íåðiâíîñòi ‖l‖ ≥ 3− 1/n äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, ìà¹ìî

‖l‖ ≥ 3.

Îòæå, ‖l‖ = 3.
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Çàäà÷à 30.6. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 2π]
ôîðìóëîþ

l(f) =

∫ π

0

(sinx)f(x) dx, f ∈ C[0, π].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤
∣∣∣∣∫ π

0

(sinx)f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

| sinx||f(x)| dx, f ∈ C[0, π].

Îñêiëüêè
| sinx||f(x)| ≤ ‖f‖ | sinx|, x ∈ [0, π],

òî

|l(f)| ≤ ‖f‖
∫ π

0

| sinx| dx = ‖f‖
∫ π

0

sinx = 2‖f‖.

Îòæå, ‖l‖ ≤ 2.
2) Äëÿ ôóíêöi¨

f0(x) ≡ 1, x ∈ [0, π],

ìè ìà¹ìî, ùî ‖f0‖ = 1 i

l(f0) =

∫ π

0

sinx dx = 2.

Îòæå,
‖l‖ ≥ 2.

Òîìó ‖l‖ = 2.

Çàäà÷à 30.7. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 2π]
ôîðìóëîþ

l(f) =

∫ 2π

0

(sinx)f(x) dx, f ∈ C[0, 2π].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤
∣∣∣∣∫ 2π

0

(sinx)f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

| sinx||f(x)| dx, f ∈ C[0, 2π].

Îñêiëüêè
| sinx||f(x)| ≤ ‖f‖ | sinx|, x ∈ [0, 2π],

òî

|l(f)| ≤ ‖f‖
∫ 2π

0

| sinx| dx = 2‖f‖
∫ π

0

sinx = 4‖f‖.

Îòæå, ‖l‖ ≤ 4.
212



2) Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

fn(x) =

 1, ÿêùî x ∈ [0, π − 1/n];
−1, ÿêùî x ∈ [π + 1/n, 2π];
n(π − x), ÿêùî x ∈ (π − 1/n, π + 1/n).

Ôóíêöiÿ fn ¹ íåïåðåðâíà i êóñêîâî ëiíiéíà. �¨ ãðàôiêîì ¹ ëàìàíà, ùî ïîñëi-
äîâíî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0, 1), (π−1/n, 1), (π+1/n,−1) i (2π,−1). Ëåãêî
áà÷èòè, ùî

| sinx| − fn(x) sin x = 0, x ∈ [0, π − 1/n, ] ∪ [π + 1/n, 2π],

i

| sinx|−fn(x) sin x = | sinx|−|fn(x)|| sinx| ≤ | sinx| ≤ 1, x ∈ (π−1/n, π+1/n).

Òîìó ∫ 2π

0

(| sinx| − fn(x) sin x) dx ≤
∫ π+1/n

π−1/n

dx = 2/n, n ∈ N.

Îòæå,
4− l(fn) ≤ 2/n,

òîáòî l(fn) ≥ 4− 2/n. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ‖fn‖ = 1. Òîìó

‖l‖ ≥ |l(fn)| ≥ 4− 2/n, n ∈ N.
Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â íåðiâíîñòi, ìà¹ìî

‖l‖ ≥ 4.

Îòæå, ‖l‖ = 4.

Çàäà÷à 30.8. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 2π]
ôîðìóëîþ

l(f) =

∫ 2π

0

(cosx)f(x) dx, f ∈ C[0, 2π].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤
∣∣∣∣∫ 2π

0

(cosx)f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

| cosx||f(x)| dx, f ∈ C[0, 2π].

Îñêiëüêè
| cosx||f(x)| ≤ ‖f‖ | cosx|, x ∈ [0, 2π],

òî

|l(f)| ≤ ‖f‖
∫ 2π

0

| cosx| dx = 4‖f‖
∫ π/2

0

cosx = 4‖f‖.
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Îòæå, ‖l‖ ≤ 4.
2) Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç fn ôóíêöiþ, ÿêà íåïåðåðâíà

i êóñêîâî ëiíiéíà ç ãðàôiêîì, ùî ïîñëiäîâíî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0, 1),
(π/2−1/n, 1), (π/2+1/n,−1), (3π/2−1/n,−1), (3π/2+1/n, 1), i (2π, 1). Ëåãêî
áà÷èòè, ùî

| cosx|−fn(x) cos x = 0, x ∈ [0, π/2−1/n, ]∪[π/2+1/n, 3π/2−1/n]∪[3π/2+1/n, 2π],

i
| sinx| − fn(x) sin x ≤ | sinx| ≤ 1, x ∈ [0, 2π].

Òîìó∫ 2π

0

(| sinx| − fn(x) sin x) dx ≤
∫ π/+1/n

π/2−1/n

dx+

∫ 3π/2+1/n

3π/2−1/n

dx = 4/n, n ∈ N.

Îòæå,
4− l(fn) ≤ 4/n,

òîáòî l(fn) ≥ 4− 4/n. Îñêiëüêè ‖fn‖ = 1, òî

‖l‖ ≥ |l(fn)| ≥ 4− 4/n, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â íåðiâíîñòi, ìà¹ìî

‖l‖ ≥ 4.

Îòæå, ‖l‖ = 4.

Çàäà÷à 30.9. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[−1, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) =

∫ 1

−1

x2f(x) dx, f ∈ C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

−1

x2f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

−1

x2|f(x)| dx, f ∈ C[−1, 1].

Îñêiëüêè
x2|f(x)| ≤ ‖f‖x2,

òî

|l(f)| ≤ ‖f‖
∫ 1

−1

x2 dx = 2‖f‖/3.

Îòæå, ‖l‖ ≤ 2/3.
2) Äëÿ ôóíêöi¨

f0(x) ≡ 1, x ∈ [−1, 1],
214



ìè ìà¹ìî, ùî ‖f0‖ = 1 i

l(f0) =

∫ 1

−1

x2 dx = 2/3.

Îòæå,
‖l‖ ≥ 2/3.

Òîìó ‖l‖ = 2/3.

Çàäà÷à 30.10. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[−1, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) =

∫ 1

−1

x3f(x) dx, f ∈ C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

−1

x3f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

−1

|x3||f(x)| dx, f ∈ C[−1, 1].

Îñêiëüêè
|x3||f(x)| ≤ ‖f‖ |x3|,

òî

|l(f)| ≤ ‖f‖
∫ 1

−1

|x3| dx = 2‖f‖
∫ 1

0

x3 dx = ‖f‖/2.

Îòæå, ‖l‖ ≤ 1/2.
2) Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

fn(x) =

 1, ÿêùî x ∈ [1/n, 1];
−1, ÿêùî x ∈ [−1,−1/n];
nx, ÿêùî x ∈ (−1/n, 1/n).

Ôóíêöiÿ fn ¹ íåïåðåðâíà i êóñêîâî ëiíiéíà. �¨ ãðàôiêîì ¹ ëàìàíà, ùî ïîñëiäîâ-
íî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (−1,−1), (−1/n,−1), (1/n, 1) i (1, 1). Ëåãêî áà÷èòè,
ùî

|x3| − x3fn(x) = 0, x ∈ [−1,−1/n] ∪ [1/n, 1],

i
|x3| − x3fn(x) ≤ |x3| ≤ 1, x ∈ (−1/n, 1/n).

Òîìó ∫ 1

−1

(|x3| − x3fn(x)) dx ≤
∫ 1/n

−1/n

dx = 2/n.

Îòæå, ∫ 1

−1

(|x3| − x3fn(x)) dx = 1/2− l(fn) ≤ 2/n,
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òîáòî l(fn) ≥ 1/2− 2/n. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ‖fn‖ = 1. Òîìó

‖l‖ ≥ |l(fn)| ≥ 1/2− 2/n, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â íåðiâíîñòi, ìà¹ìî

‖l‖ ≥ 1/2.

Îòæå, ‖l‖ = 1/2.

Çàäà÷à 30.11. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[−1, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) = f(0)−
∫ 1

−1

f(x) dx, f ∈ C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤ |f(0)|+
∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ max |f |+2max |f | = 3max |f | = 3‖f‖, f ∈ C[−1, 1].

Îòæå, ‖l‖ ≤ 3.
2) Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç fn ôóíêöiþ, ÿêà íåïåðåðâíà

êóñêîâî ëiíiéíà i ¨¨ ãðàôiê ïîñëiäîâíî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè:

(−1,−1), (−1/n,−1), (0, 1), (1/n,−1), (1,−1).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∫ 1

−1

fn(x)) dx = −2 + 2/n.

Îòæå,
l(fn) = 3− 2/n.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ‖fn‖ = 1. Òîìó

‖l‖ ≥ |l(fn)| ≥ 3− 2/n, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â íåðiâíîñòi ‖l‖ ≥ 3− 2/n, ìà¹ìî

‖l‖ ≥ 3.

Îòæå, ‖l‖ = 3.

Çàäà÷à 30.12. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîð-
ìóëîþ

F (x) = 4x1 + 3x2, x = (xn)n∈N.
216



Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|F (x)| ≤ 4|x1|+ 3|x2| ≤ 4
∑
n∈N

|xn| = 4‖x‖, x = (xn)n∈N ∈ ℓ1.

Îòæå, ‖F‖ ≤ 4.
2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (1, 0, . . . , 0...). Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó ℓ1

i ‖y‖ = 1. Êðiì òîãî, F (y) = 4. Òîìó

‖F‖ ≥ |F (y)| = 4,

òîáòî ‖F‖ ≥ 4.
Îòæå, ‖F‖ = 4.

Çàäà÷à 30.13. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîð-
ìóëîþ

F (x) = 2x1 − x2, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|F (x)| ≤ 2|x1|+ |x2| ≤ 2
∑
n∈N

|xn| = 2‖x‖, x = (xn)n∈N ∈ ℓ1.

Îòæå, ‖F‖ ≤ 2.
2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (1, 0, . . . , 0...). Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó ℓ1

i ‖y‖ = 1. Êðiì òîãî, F (y) = 2. Òîìó

‖F‖ ≥ |F (y)| = 2,

òîáòî ‖F‖ ≥ 2.
Îòæå, ‖F‖ = 2.

Çàäà÷à 30.14. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîð-
ìóëîþ

F (x) =
∑
n∈N

(−1)nxn, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|F (x)| ≤
∑
n∈N

|xn| = ‖x‖, x = (xn)n∈N ∈ ℓ1.

Îòæå, ‖F‖ ≤ 1.
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2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (1, 0, . . . , 0...). Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó ℓ1
i ‖y‖ = 1. Êðiì òîãî, F (y) = −1. Òîìó

‖F‖ ≥ |F (y)| = 1,

òîáòî ‖F‖ ≥ 1.
Îòæå, ‖F‖ = 1.

Çàäà÷à 30.15. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ∞ ôîð-
ìóëîþ

F (x) = 2x1 − x2, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|F (x)| ≤ 2|x1|+ |x2| ≤ 3 sup
n∈N

|xn| = 3‖x‖, x = (xn)n∈N ∈ ℓ∞.

Îòæå, ‖F‖ ≤ 3.
2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (1,−1, 0, . . . , 0...). Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó

ℓ∞ i ‖y‖ = 1. Êðiì òîãî, F (y) = 3. Òîìó

‖F‖ ≥ |F (y)| = 3,

òîáòî ‖F‖ ≥ 3.
Îòæå, ‖F‖ = 3.

Çàäà÷à 30.16. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ∞ ôîð-
ìóëîþ

F (x) =
∑
n∈N

(−2)−nxn, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|F (x)| =

∣∣∣∣∣∑
n∈N

(−2)−nxn

∣∣∣∣∣ ≤∑
n∈N

|(−2)−nxn| =
∑
n∈N

2−n|xn| ≤

≤
(
sup
n∈N

|xn|
)∑

n∈N

2−n = ‖x‖.

Îòæå, ‖F‖ ≤ 1.
2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (−1, 1,−1, 1 . . . ). Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó

ℓ∞ i ‖y‖ = 1. Êðiì òîãî,

F (y) =
∑
n∈N

2−n = 1.

Òîìó
‖F‖ ≥ |F (y)| = 1,
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òîáòî ‖F‖ ≥ 1.
Îòæå, ‖F‖ = 1.

Çàäà÷à 30.17. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ2 ôîð-
ìóëîþ

F (x) =
∑
n∈N

3−nxn, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó. Âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî.

|F (x)| ≤

∣∣∣∣∣∑
n∈N

3−nxn

∣∣∣∣∣ ≤
(∑

n∈N

3−2n

)1/2(∑
n∈N

|xn|2
)1/2

=

(∑
n∈N

3−2n

)1/2

‖x‖

Îòæå,

‖F‖ ≤ α :=

(∑
n∈N

3−2n

)1/2

=

(
1

9

1

1− 1/9

)1/2

= 8−1/2

2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (3−n)n∈N. Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó ℓ2 i
‖y‖ = α. Êðiì òîãî,

F (y) =
∑
n∈N

(3−n)2 = α2.

Òîìó

‖F‖ ≥ |F (y)|/‖y‖ = α2/α = α,

òîáòî ‖F‖ ≥ α.
Îòæå, ‖F‖ = α = 8−1/2.

Çàäà÷à 30.18. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ2 ôîð-
ìóëîþ

F (x) =
∑
n∈N

xn√
(n− 1)!

, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó. Âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî.

|F (x)| ≤

∣∣∣∣∣∑
n∈N

xn√
(n− 1)!

∣∣∣∣∣ ≤
(∑

n∈N

1

(n− 1)!

)1/2(∑
n∈N

|xn|2
)1/2

=
√
e‖x‖

Îòæå,

‖F‖ ≤
√
e.
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2) Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = (1/
√

(n− 1)!)n∈N. Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó
ℓ2 i

‖y‖2 =
∑
n∈N

1

(n− 1)!
= e.

Êðiì òîãî,

F (y) =
∑
n∈N

1

(n− 1)!
= e.

Òîìó
‖F‖ ≥ |F (y)|/‖y‖ = e/

√
e,

òîáòî ‖F‖ ≥
√
e.

Îòæå, ‖F‖ =
√
e.

Çàäà÷à 30.19. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[−1, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) =

∫ 1

−1

f(x) dx− 1

2n+ 1

k=n∑
k=−n

f(k/n).

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi çàäà÷i, ìà¹ìî

|l(f)| ≤ 2‖f‖+ 1

2n+ 1

k=n∑
k=−n

|f(k/n)| ≤ 3‖f‖, f ∈ C[−1, 1].

Îòæå, ‖l‖ ≤ 3.
2) Ç îöiíêîþ çíèçó ñêëàäíiøå. Iäåÿ òàêà. Âiçüìåìî ôóíêöiþ fε, ÿêà:
a) |fε| ≤ 1 äëÿ âñiõ x ∈ [−1, 1];
b) fε(k/n) = −1 äëÿ âñiõ k = −n, . . . , n;
c) fε ≡ 1 ïîçà ε-îêîëàìè òî÷îê k/n.
Íàìàëþéòå åñêiç ãðàôiêà íåïåðåðâíî¨ êóñêîâî ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ ç òàêèìè

âëàñòèâîñòÿìè.
Òîäi ∫ 1

−1

fε(x) dx ≥ 2− 2(2n+ 1)ε,

à, îòæå,
l(fε) ≥ 3− 2(2n+ 1)ε→ 3, ïðè ε→ +0.

Îñêiëüêè ‖fε‖ = 1, òî ‖l‖ ≥ 3, à, îòæå, ‖l‖ = 3.

Çàäà÷à 30.20. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) = lim
n→∞

∫ 1

0

f(tn) dt, f ∈ C[0, 1].
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Ðîçâ'ÿçîê. Ãðàíèöþ â îçíà÷åííi ôóíêöiîíàëà ìîæíà çíàéòè. Äiéñíî,

lim
n→∞

tn =

{
0, ÿêùî t ∈ [0, 1);
1, ÿêùî t = 1.

Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ äóìêà, ùî

(30.4) lim
n→∞

∫ 1

0

f(tn) dt = f(0), f ∈ C[0, 1].

ßêùî òàê, òî, î÷åâèäíî,
‖l‖ = 1.

Äîâåäåìî (30.4). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå f ∈ C[0, 1] i äîâiëüíå ε > 0. Âèáåðåìî
÷èñëî δ ∈ (0, 1) òàêèì, ùî

(1− δ)‖f‖ < ε/4.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié φn(t) := tn íà ïðîìiæêó [0, δ] ðiâíîìiðíî
çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, òî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn(t) := f(tn) íà ïðîìiæêó [0, δ]
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g(t) ≡ f(0). Òîìó

(30.5) lim
n→∞

∫ δ

0

f(tn) dt = δf(0).

Òîäi iñíó¹ n0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ n > n0∣∣∣∣∫ δ

0

f(tn) dt− δf(0)

∣∣∣∣ ≤ ε/2.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n > n0∣∣∣∣∫ 1

0

f(tn) dt− f(0)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ δ

0

f(tn) dt− δf(0)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

δ

f(tn) dt

∣∣∣∣+ (1− δ)|f(0)| ≤

≤ ε/2 + (1− δ)‖f‖+ (1− δ)‖f‖ < ε/2 + ε/4 + ε/4 = ε,

òîáòî ∣∣∣∣∫ 1

0

f(tn) dt− f(0)

∣∣∣∣ < ε, n > n0.

À, îòæå,

lim
n→∞

∫ 1

0

f(tn) dt = f(0).

Çàäà÷à 30.21. Çíàéòè íîðìó ôóíêöiîíàëà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði C[0, 1]
ôîðìóëîþ

l(f) =
∞∑
n=0

2−nf(2−n), f ∈ C[0, 1].
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Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|l(f)| ≤
∞∑
n=0

2−n|f(2−n)| ≤ ‖f‖
∞∑
n=0

2−n = 2‖f‖.

Îòæå, ‖l‖ ≤ 2.
2) Îöiíêà çíèçó. Íåõàé f0(t) ≡ 1. Òîäi ‖f0‖ = 1 i

|l(f0)‖ =
∞∑
n=0

2−n = 2.

Îòæå,
‖l‖ ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, ‖l‖ = 2.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ. Ç çàäà÷íèêà: Çàäà÷i ç òåîði¨ ìiðè òà ôóíêöiîíàëü-
íîãî àíàëiçó
çðîáèòè çàäà÷i ç ðîçäiëó 28:
28.8 -28.20.

31. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çíàõîäæåííÿ íîðì îïåðàòîðiâ.

Äàíå çàíÿòòÿ ìè ïðèñâÿòèìî çíàõîäæåííþ íîðì ðiçíèõ îïåðàòîðiâ. Çàäà÷i,
ÿêi ìè ðîçãëÿíåìî ¹ äîâîëi ïðîñòèìè. �õ ðîçâ'ÿçàííÿ éäå ïî òié æå ñõåìi, ÿêó
ìè âæå âiäïðàöþâàëè ïðè çíàõîäæåííi íîðì ôóíêöiîíàëiâ. Ïåðøèé êðîê -
îöiíêà çâåðõó, äðóãèé êðîê - îöiíêà çíèçó.
Çàäà÷i, ÿêi ìè ðîçãëÿíåìî íèæ÷å âçÿòi, â îñíîâíîìó ç íàøîãî çàäà÷íèêà

(Îëåã Ñòîðîæ, Çàäà÷i ç òåîði¨ ìiðè òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó).

Çàäà÷à 31.1. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, 1] 7→ C[0, 1], ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ

(Af)(x) =

1∫
0

ex−tf(t) dt, x ∈ [0, 1],

¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì, i çíàéòè éîãî íîðìó.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Àäèòèâíiñòü.
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(A(f + g))(x) =

1∫
0

ex−t(f(t) + g(t)) dt =

1∫
0

ex−tf(t) dt+

1∫
0

ex−tg(t) dt,

òîáòî
A(f + g) = Af + Ag.

2) Îäíîðiäíiñòü.

(A(λf))(x) =

1∫
0

ex−tλf(t) dt = λ

1∫
0

ex−tf(t) dt,

òîáòî
A(λf) = λAf.

3) Íåïåðåðâíiñòü i îöiíêà çâåðõó äëÿ íîðìè.

‖Af‖ = max
0≤x≤1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

ex−tf(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = max
0≤x≤1

ex

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

e−tf(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = e

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

e−tf(t) dt

∣∣∣∣∣∣ .
Îñêiëüêè

|e−tf(t)| ≤ e−t|f(t)| ≤ e−t max |f | = e−t‖f‖,
òî

‖Af‖ = e

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

e−tf(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ e‖f‖
1∫

0

e−t dt = e(1− e−1)‖f‖, f ∈ C[0, 1].

Îòæå, îïåðàòîð A îáìåæåíèé (íåïåðåðâíèé). Êðiì òîãî,

‖A‖ ≤ e− 1.

4) Îöiíêà çíèçó. Íåõàé f0(t) ≡ 1. Òîäi ‖f0‖ = 1 i

(Af0)(x) =

1∫
0

ex−t dt = ex
1∫

0

e−t dt = (1− e−1)ex.

Òîìó
‖Af0‖ = max

0≤x≤1
|(Af0)(x)| = max

0≤x≤1
(1− e−1)ex = e− 1.

Îòæå,
‖A‖ ≥ ‖Af0‖ = e− 1.

Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = e− 1.
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Çàäà÷à 31.2. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, π] 7→ C[0, π], ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ

(Af)(x) =

π∫
0

cosx sin t f(t) dt, x ∈ [0, π],

¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì, i çíàéòè éîãî íîðìó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ëiíiéíiñòü ïåðåâiðÿ¹ìî àíàëîãi÷íî ÿê â ïîïåðåäíié çàäà÷i.
Çíàéäåìî íîðìó.
1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Af‖ = max
0≤x≤π

| cosx|

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

sin t f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

π∫
0

sin t f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ .
Îñêiëüêè

| sin t f(t)| ≤ | sin t||f(t)| ≤ | sin t|max |f | = | sin t|‖f‖,
òî

‖Af‖ ≤ ‖f‖
π∫

0

| sin t| dt = ‖f‖
π∫

0

sin t dt = 2‖f‖, f ∈ C[0, π].

Îòæå,
‖A‖ ≤ 2.

2) Îöiíêà çíèçó. Íåõàé f0(t) ≡ 1. Òîäi ‖f0‖ = 1 i

(Af0)(x) = cos x

π∫
0

sin t dt = 2 cos x.

Òîìó
‖Af0‖ = max

0≤x≤π
|2 cos x| = 2.

Îòæå,
‖A‖ ≥ ‖Af0‖ = 2.

Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 2.

Çàäà÷à 31.3. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, π] 7→ C[0, π], ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ

(Af)(x) =

π∫
0

sin(x− t) f(t) dt, x ∈ [0, π],
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¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì, i çíàéòè éîãî íîðìó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî íîðìó.
1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Af‖ = max
0≤x≤π

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

sin(x− t) f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ .
Îñêiëüêè

| sin(x− t) f(t)| ≤ | sin(x− t)||f(t)| ≤ | sin(x− t)|‖f‖
i ∣∣∣∣∣∣

π∫
0

sin(x− t) f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
π∫

0

| sin(x− t)| dt =
π+x∫
x

| sin t| dt =
π∫

0

sin t dt = 2.

òî

‖Af‖ ≤ max
0≤x≤π

‖f‖
π∫

0

| sin(x− t)| dt = 2‖f‖, f ∈ C[0, π].

Îòæå,
‖A‖ ≤ 2.

2) Îöiíêà çíèçó. Íåõàé f0(t) ≡ 1. Òîäi ‖f0‖ = 1 i

(Af0)(x) =

π∫
0

sin(x− t) dt.

Òîìó

‖Af0‖ ≥ |(Af0)(π)| =
π∫

0

sin t dt = 2.

Îòæå,
‖A‖ ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 2.

Çàäà÷à 31.4. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, 1] 7→ C[0, 1], ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ

(Af)(x) =

x∫
0

tf(t) dt, x ∈ [0, 1],
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¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì, i çíàéòè éîãî íîðìó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî íîðìó.
1) Îöiíêà çâåðõó.

|Af(x)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

tf(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

0

t|f(t)| dt ≤ ‖f‖
x∫

0

t dt = ‖f‖x2/2.

Òîìó

‖Af‖ ≤ max
0≤x≤1

‖f‖x2/2 = ∥f∥
2
,

à, îòæå, ‖A‖ ≤ 1/2.
2) Îöiíêà çíèçó. Íåõàé f0(t) ≡ 1. Òîäi ‖f0‖ = 1 i

(Af0)(x) =

x∫
0

t dt = x2/2.

Òîìó
‖Af0‖ = 1/2.

Îòæå,
‖A‖ ≥ 1/2.

Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 1/2.

Çàäà÷à 31.5. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, 1] 7→ C[0, 1], ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ

(Af)(x) = 2f(x2), x ∈ [0, 1],

¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì, i çíàéòè éîãî íîðìó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî íîðìó.
1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Af‖ = max
0≤x≤1

|2f(x2)| = 2 max
0≤x≤1

|f(x2)| = 2‖f‖

Îòæå, ‖A‖ ≤ 2.
2) Îöiíêà çíèçó. Íåõàé f0(t) ≡ 1. Òîäi ‖f0‖ = 1 i

(Af0)(x) ≡ 2.
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Òîìó

‖Af0‖ = 2.

Îòæå,

‖A‖ ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 2.

Çàäà÷à 31.6. Çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîðìó-
ëîþ

Ax = (0, x1, x2, . . . ), x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê.

‖Ax‖ = 0 + |x1|+ |x2|+ · · · =
∞∑
n=1

|xn| = ‖x‖.

Îòæå,

‖Ax‖ = ‖x‖, x = (xn)n∈N ∈ ℓ1.

Îïåðàòîð A ¹ içîìåòðè÷íèì, ‖A‖ = 1.

Çàäà÷à 31.7. Çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîðìó-
ëîþ

Ax = (x2, x3, . . . ), x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Ax‖ = |x2|+ |x3|+ · · · ≤
∞∑
n=1

|xn| = ‖x‖,

òîáòî

‖Ax‖ ≤ ‖x‖, x = (xn)n∈N ∈ ℓ1.

Îòæå, ‖A‖ ≤ 1.
2) Îöiíêà çíèçó. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

y = (0, 1, 0, 0, . . . ).

Î÷åâèäíî, ùî ‖y‖ = 1 i

‖Ay‖ = ‖(1, 0, 0, . . . )‖ = 1.

Îòæå, ‖A‖ ≥ 1. Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 1.
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Çàäà÷à 31.8. Çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîðìó-
ëîþ

(Ax)n = xn − 2xn+1, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Ax‖ =
∞∑
n=1

|xn − 2xn+1| ≤
∞∑
n=1

|xn|+ 2
∞∑
n=1

|xn+1| ≤ 3‖x‖.

Îòæå, ‖A‖ ≤ 3.
2) Îöiíêà çíèçó. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

y = (0, 1, 0, . . . ).

Òîäi ‖y‖ = 1 i

Ay = (−2, 1, 0, . . . ).

Îñêiëüêè ‖Ay‖ = 3, òî ‖A‖ ≥ 3. Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 3.

Çàäà÷à 31.9. Çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ1 ôîðìó-
ëîþ

(Ax)n = xn − xn+1 + 2xn+2, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Ax‖ =
∞∑
n=1

|xn − xn+1 + 2xn+2| ≤
∞∑
n=1

|xn|+
∞∑
n=1

|xn+1|+ 2
∞∑
n=1

|xn+2| ≤ 4‖x‖.

Îòæå, ‖A‖ ≤ 4.
2) Îöiíêà çíèçó. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

y = (0, 0, 1, 0 . . . ).

Òîäi ‖y‖ = 1 i

Ay = (2,−1, 1, 0, 0, . . . ).

Îñêiëüêè ‖Ay‖ = 2 + 1 + 1 = 4, òî ‖A‖ ≥ 4. Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 4.

Çàäà÷à 31.10. Çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ∞ ôîð-
ìóëîþ

(Ax)n = xn − xn+1 + 3xn+2, x = (xn)n∈N.
228



Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

|(Ax)n| = |xn − xn+1 + 3xn+2| ≤ |xn|+ |xn+1|+ 3|xn+2| ≤ 5 sup
n∈N

|xn| = 5‖x‖.

Îòæå, ‖A‖ ≤ 5.
2) Îöiíêà çíèçó. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

y = (1,−1, 1, 0, 0, . . . ).

Òîäi ‖y‖ = 1 i

Ay = (5,−2, 1, 0, 0, . . . ).

Îñêiëüêè ‖Ay‖ = 5, òî ‖A‖ ≥ 5. Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 5.

Çàäà÷à 31.11. Çíàéòè íîðìó îïåðàòîðà, ùî çàäàíèé íà ïðîñòîði ℓ2 ôîðìó-
ëîþ

(Ax)n =
1

n
xn+1, x = (xn)n∈N.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îöiíêà çâåðõó.

‖Ax‖2 =
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1nxn+1

∣∣∣∣2 ≤ ∞∑
n=1

|xn+1|2 ≤ ‖x‖2

Îòæå, ‖Ax‖ ≤ ‖x‖, òîáòî ‖A‖ ≤ 1.
2) Îöiíêà çíèçó. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

y = (0, 1, 0, 0, . . . ).

Òîäi ‖y‖ = 1 i

Ay = (1, 0, 0, . . . ).

Îñêiëüêè ‖Ay‖ = 1, òî ‖A‖ ≥ 1. Òàêèì ÷èíîì, ‖A‖ = 1.
Äîìàøí¹ çàâäàííÿ. Ç çàäà÷íèêà (Çàäà÷i ç òåîði¨ ìiðè òà ôóíêöiîíàëü-

íîãî àíàëiçó) çðîáèòè íàñòóïíi çàäà÷i ç ðîçäiëó 29:
29.16,
29.20,
29.28,
29.47,
29.48.

32. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè.

Ñüîãîäíi ìè ïî÷èíà¹ìî âèâ÷àòè ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.
229



Îçíà÷åííÿ 32.1. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêíèõ ÷èñåë.
Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

X ×X 3 (x, y) 7→ (x | y) ∈ C,

ÿêà âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(1) ∀x, y, z ∈ X ∀α, β ∈ C (αx+ βy | z) = α(x | z) + β(y | z) (ëiíiéíiñòü
çà ïåðøèì àðãóìåíòîì);

(2) ∀x, y ∈ X (y | x) = (x | y) (åðìiòîâà ñèìåòðè÷íiñòü);
(3) ∀x ∈ X \ {0} (x | x) > 0 (äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü).

Çàóâàæèìî, ùî ç âëàñòèâîñòåé (1) i (2) âèïëèâà¹, ùî

∀x, y, z ∈ X ∀α, β ∈ C (z | αx+ βy) = ᾱ(z | x) + β̄(z | y).

Öÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ ïiâëiíiéíiñòü çà äðóãèì àðãóìåíòîì.
Òîìó ìîæíà äàòè òàêîæ íàñòóïíå (åêâiâàëåíòíå) i áiëüø ëàêîíi÷íå îçíà÷å-

ííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Îçíà÷åííÿ 32.2. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêcíèõ ÷èñåë.
Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ïiâòîðàëiíiéíà åðìiòîâî
ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âèçíà÷åíà ôîðìà íà X.

Ëiíiéíèé ïðîñòið ç çàäàíèì íà íüîìó ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ ïðî-
ñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 32.3. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêíèõ ÷è-
ñåë. Ïñåâäîñêàëÿðíèì äîáóòêîì ó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ïiâòîðàëiíiéíà
åðìiòîâî ñèìåòðè÷íà ôîðìà (· | ·) íà X, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∀x ∈ X (x | x) ≥ 0.

Êîæíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ ïñåâäîñêàëÿðíèì, àëå íå êîæåí ïñåâäîñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê ¹ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.
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Òåîðåìà 32.4. Íåõàé 〈· | ·〉 - ïñåâäîñêàëÿðíèé äîáóòîê â ëiíiéíîìó ïðîñòîði
X. Òîäi äëÿ íüîãî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî:

(32.1) |〈x | y〉|2 ≤ 〈x | x〉〈y | y〉, x, y ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x, y ∈ X. Ïðèïóñòèìî, ùî 〈x | y〉 ≥ 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

R 3 t 7→ p(t) := 〈x+ ty | x+ ty〉.

Ç âëàñòèâîñòåé ïñåâäîñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî âîíà ¹ íåâiä'¹ìíà i

p(t) = at2 + 2bt+ c, t ∈ R,

äå
a = 〈y | y〉, b = 〈x | y〉, c = 〈x | x〉,

ïðè÷îìó a ≥ 0 i b ≥ 0.

ßêùî a = 0, òî b = 0 (áî iíàêøå ôóíêöiÿ p áóäå çíàêîçìiííîþ). Òîìó ó
âèïàäêó a = 0 íåðiâíiñòü (40.1) âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî a > 0, òî ç íåâiä'¹ìíîñòi
êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà âèïëèâà¹, ùî

4b2 − 4ac ≤ 0,

òîáòî b2 ≤ ac. Îòæå, íåðiâíiñòü (40.1) âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè 〈x | y〉 ≥ 0
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíi x, y ∈ X. Òîäi

〈x | y〉 = reiφ,

äå r = |〈x | y〉| i φ ∈ [0, 2π). À, îòæå,

|〈x | y〉| = r = e−iφ〈x | y〉 = 〈e−iφx | y〉.

Îñêiëüêè
〈e−iφx | y〉 ≥ 0

i
〈e−iφx | e−iφx〉 = 〈x | x〉,

òî ç âæå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî

|〈x | y〉|2 = 〈e−iφx | y〉2 ≤ 〈e−iφx | e−iφx〉〈y | y〉 = 〈x | x〉〈y | y〉.

�
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Òåîðåìà 32.5. Íåõàé (· | ·) - ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X.
Òîäi ôîðìóëà

(32.2) ‖x‖ :=
√

(x | x), x ∈ X,

çàäà¹ íîðìó íà ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî àêñiîìè íîðìè.
1) ßêùî x 6= 0, òî (x | x) > 0, à, îòæå, ‖x‖ > 0. ßêùî x = 0, òî

(x | x) = (0 · x | x) = 0 · (x | x) = 0,

à, îòæå, ‖x‖ = 0. Ç äðóãîãî áîêó, ÿêùî ‖x‖ = 0, òî (x | x) = 0, à, îòæå, x = 0.

2) Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i λ ∈ C

‖λx‖2 = (λx | λx) = λλ̄(x | x) = |λ|2‖x‖2,
òîáòî ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

3) Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X

(x+ y | x+ y) = (x | x) + (x | y) + (y | x) + (y | y) = ‖x‖2 + 2Re(x | y) + ‖y‖2.
Íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî äà¹, ùî

Re(x | y) ≤ |(x | y)| ≤ ‖x‖‖y‖.
Òîìó

‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2,
à, îòæå, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Ç äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði X
ïîðîäæó¹ íîðìó, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ (40.11). Íàäàëi, ìè áóäåìî çàâæäè
ââàæàòè, ùî öÿ íîðìà ¹ ïðèðîäíîþ íîðìîþ ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.
Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹ îêðåìèì âèïàäêîì íîðìîâàíî-
ãî ïðîñòîðó. Îòæå, ìè ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî ïîâíîòó ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 32.6. Ïîâíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ ãiëü-
áåðòîâèì ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæåííÿ 32.7. Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (40.11) íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî
äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó áiëüø çðó÷íié ôîðìi:

(32.3) |(x | y)| ≤ ‖x‖‖y‖, x, y ∈ X.

Çàïàì'ÿòà¹ìî òàêîæ ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòà íîðìè ñóìè:

(32.4) ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re(x | y) + ‖y‖2, x, y ∈ X,

ÿêà ¹ âiäïîâiäíèêîì òåîðåìè êîñèíóñiâ.

Ãåîìåòðiÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Çà ñâî¹þ ãåîìåòði¹þ ãiëüáåðòiâ ïðî-
ñòið ¹ ïîäiáíèé äî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2 àáî R3. Ìè âæå ìà¹ìî âiäïîâiäíèê
òåîðåìè êîñèíóñiâ (äèâ. ôîðìóëó (40.5). Âiä íå¨ ìè ëåãêî ïðèéäåìî äî àíàëîãó
òåîðåìè Ïiôàãîðà.

Îçíà÷åííÿ 32.8. Íåõàé X ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (· | ·). Âåêòîðè
x, y ∈ X íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè (ñêîðî÷åíèé çàïèñ x ⊥ y), ÿêùî
(x | y) = 0 .

Òåîðåìà Ïiôàãîðà ó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Íåõàé X -
ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi

(32.5) ∀x, y ∈ X x ⊥ y =⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà. Íåõàé X - ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi

(32.6) ∀x, y ∈ X ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Äîâåäåííÿ ðiâíîñòåé (40.6) i (40.8) ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ ç ðiâíîñòi (40.5).

Âïðàâà 32.9. Íåõàé x1, . . . , xn íàáið ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ ó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H. Äîâåäiòü, ùî∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥
2

=
∑
j=1

‖xj‖2.
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Íåïåðåðâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Òåîðåìà 32.10. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (· | ·).
Òîäi ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ íåïåðåðâíèé çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Çîêðåìà,
ÿêùî ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (yn)n∈N ó ïðîñòîði H çáiãàþòüñÿ äî x i y âiä-
ïîâiäíî, òî

lim
n→∞

(xn | yn) = (x | y).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x, y, x′, y′ âåêòîðè â H, ùî íàëåæàòü êóëi B := B̄(0, r). Ç
âëàñòèâîñòåé ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

(x | y)− (x′ | y′) = (x− x′ | y) + (x′ | y − y′).

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

|(x | y)− (x′ | y′)| ≤ ‖x− x′‖ ‖y‖+ ‖x′‖ ‖y − y′‖ ≤ r(‖x− x′‖+ ‖y − y′‖).

Òàêèì ÷èíîì ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà B × B çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ, à,
îòæå, ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì. Çi ñêàçàíîãî i äîâiëüíîñòi r âèïëèâà¹, ùî
äëÿ äîâiëüíèõ çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (xn)n∈N i (yn)n∈N ìà¹ìî ðiâíiñòü

lim
n→∞

(xn | yn) = ( lim
n→∞

xn | lim
n→∞

yn) = (x | y).

�

Ïðèêëàäè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ. Ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ¹ áàãàòî.
Îäíàê, íà äàíèé ìîìåíò ìè îáìåæèìîñÿ òiëüêè òðüîìà ïðèêëàäàìè.

Ïðîñòið Cn. Ëiíiéíèé ïðîñòið Cn ç åâêëiäîâîþ íîðìîþ

‖x‖ :=

(
n∑

j=1

|xj|2
)1/2

, x = (xj)
n
j=1,

¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Äiéñíî, åâêëiäîâà íîðìà ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì

(32.7) (x | y)Cn :=
n∑

j=1

xjyj, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.
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Ïðîñòið ℓ2. ×åðåç ℓ2 ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið êâàäðàòè÷íî ñóìîâ-
íèõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ2 := {x = (xj)j∈N | ∀j ∈ N xj ∈ C ∧
∞∑
j=1

|xj|2 <∞}.

Íîðìà ó ïðîñòîði ℓ2 çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

(
∞∑
j=1

|xj|2
)1/2

, x = (xj)j∈N.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíà ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì:

(32.8) (x | y)ℓ2 :=
∞∑
j=1

xjyj, x = (xj)
∞
j=1, y = (yj)

∞
j=1.

Çàóâàæèìî, ùî ðÿä ó ôîðìóëi (32.8) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì. Äiéñíî, íåðiâíiñòü
Áóíÿêîâñüêîãî äà¹, ùî

∞∑
j=1

|xjyj| ≤

(
∞∑
j=1

|xj|2
)1/2( ∞∑

j=1

|yj|2
)1/2

.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Ïðîñòið ℓ2(Z). ×åðåç ℓ2(Z) ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið êâàäðàòè÷íî
ñóìîâíèõ äâîñòîðîííiõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ2(Z) := {x = (xj)j∈Z | ∀j ∈ Z xj ∈ C ∧
∑
j∈Z

|xj|2 <∞}.

Ïðîñòið ℓ2(Z) ¹ àíàëîãîì ïðîñòîðó ℓ2. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â íüîìó çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ:

(32.9) (x | y)ℓ2(Z) :=
∑
j∈Z

xjyj, x = (xj)j∈Z, y = (yj)j∈Z.

Ïîðîäæåíà íèì íîðìà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

(∑
j∈Z

|xj|2
)1/2

, x = (xj)j∈Z.

Ïåðåâiðêà àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òàêà æ ÿê i ó âèïàäêó ïðîñòîðó ℓ2.

Îçíà÷åííÿ 32.11. Ïiäïðîñòîðîì áàíàõîâîãî (ãiëüáåðòîâîãî) ïðîñòîðó X
ìè çàâæäè áóäåìî íàçèâàòè çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â X.
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Îçíà÷åííÿ 32.12. Íåõàé G ïiäìíîæèíà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Ìè
ñêàæåìî, ùî âåêòîð f ∈ H ¹ îðòîãîíàëüíèé äî G (f ⊥ G), ÿêùî

∀g ∈ G g ⊥ f.

Ìíîæèíó âñiõ îðòîãîíàëüíèõ äî G âåêòîðiâ ìè íàçâåìî îðòîãîíàëüíèì äî-
ïîâíåííÿì äî G i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç G⊥.

Âïðàâà 32.13. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè G ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó H ìíîæèíà G⊥ ¹ ïiäïðîñòîðîì â H.

Îðòîãîíàëüíi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ. Àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ
G,F ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

G+ F := {g + f | g ∈ G, f ∈ F}.
Äâà ïiäïðîñòîðè G,F ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî îðòî-
ãîíàëüíèìè, ÿêùî

∀f ∈ F ∀g ∈ G f ⊥ g.

Îðòîãîíàëüíîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ G,F íàçèâà¹òüñÿ ¨õ àëãåáðà¨÷íà ñóìà ó
âèïàäêó, êîëè G,F ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè àëãåáðà¨÷íó i îðòîãîíàëüíó ñóìó äëÿ ñêií÷åííîãî
÷èñëà ïiäïðîñòîðiâ. À âëàñíå, ìíîæèíà

{f =
n∑

j=1

gj | ∀j gj ∈ Gj}

íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ Gj, j = 1, . . . , n. Öÿ ñóìà áó-
äå îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî ðiçíi ïðîñòîðè Gj ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè. Äëÿ
îðòîãîíàëüíî¨ ñóìè ïðîñòîðiâ Gj ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ⊕n

j=1Gj.

Âïðàâà 32.14. Îðòîãîíàëüíà ñóìà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ.
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Òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ.

Òåîðåìà 32.15. Íåõàé G ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H i f ∈ H.
Iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò u ∈ G òàêèé, ùî f − u ⊥ G. Öåé åëåìåíò, ÿêèé ìè
íàçâåìî îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ åëåìåíòà f íà ïiäïðîñòið G (ñêîðî÷åíå
ïîçíà÷åííÿ u = prG f), âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

‖f − u‖ = min
v∈G

‖f − v‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H i α := infv∈G ‖f−v‖. ßêùî α = 0, òîäi â G çíàéäåòüñÿ
ïîñëiäîâíiñòü (vn)

∞
n=1, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî f . Ç îãëÿäó íà çàìêíåíiñòü ìíîæèíè

G âåêòîð f íàëåæèòü G, à, îòæå, u = f i ¹ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ íà G
åëåìåíòà f .

Íåõàé α > 0. Òîäi, î÷åâèäíî, â G iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (vn)n∈N òàêà, ùî

lim
n→∞

‖f − vn‖ = α.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà ìà¹ìî, ùî

2(‖f − vn‖2 + ‖f − vm‖2) = 4

∥∥∥∥f − vn + vm
2

∥∥∥∥2 + ‖vn − vm‖2, n,m ∈ N.

Çàóâàæóþ÷è, ùî vn+vm
2

íàëåæèòü G îòðèìó¹ìî, ùî

2(‖f − vn‖2 + ‖f − vm‖2) ≥ 4α2 + ‖vn − vm‖2, n,m ∈ N,

à, îòæå,

‖vn − vm‖2 ≤ [2(‖f − vn‖2 + ‖f − vm‖2)− 4α2] → 0, n,m→ ∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (vn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà. Íåõàé
u = lim

n→∞
vn. Ç íåïåðåðâíîñòi íîðìè âèïëèâà¹, ùî

‖f − u‖ = lim
n→∞

‖f − vn‖ = α.

Ïîêàæåìî, ùî (f − u) ⊥ G. ßêùî öå íå òàê, òî iñíó¹ âåêòîð v ∈ G òàêèé,
ùî

(f − u | v) < 0.
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Äëÿ äîâiëüíîãî t > 0 ìà¹ìî, ùî

0 ≤ (‖(f − u) + tv)‖2 − ‖f − u‖2) = 2t(f − u | v) + t2‖v‖2,
òîáòî

(f − u | v) + t‖v‖2 ≥ 0, t > 0.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè t→ 0 îòðèìó¹ìî, ùî

(f − u | v) ≥ 0.

Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Iñíóâàííÿ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ äîâåäåíî. Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî iñíóþòü u1, u2 ∈ G òàêi, ùî (f − uj) ∈ G⊥. Òîäi (u1 − u2) ∈ G⊥. Îòæå,
âåêòîð (u1 − u2) íàëåæèòü îäíî÷àñíî G i G⊥, òîáòî âåêòîð (u1 − u2) ¹ îðòîãî-
íàëüíèé ñàì äî ñåáå. Öå îçíà÷à¹, ùî

‖u1 − u2‖2 = 0,

òîáòî u1 = u2. �äèíiñòü äîâåäåíà. �

Äðóãå ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ.

Òåîðåìà 32.16. Íåõàé G ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H.
Òîäi H = G⊕G⊥.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H i u = prG f . Òîäi u ∈ G i (f − u) ∈ G⊥. Îñêiëüêè

f = u+ f − u,

òî f ∈ G⊕G⊥. Îòæå, H = G⊕G⊥. �

Îáåðíåííÿ òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ.

Òåîðåìà 32.17. Íåõàé G òà F ïiäïðîñòîðè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H i
H = G⊕ F. Òîäi F = G⊥.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè H = G ⊕ F , òî F ⊥ G, à, îòæå F ⊂ G⊥. Âiçüìåìî
äîâiëüíèé âåêòîð h ∈ G⊥. Îñêiëüêè H = G⊕F , òî h ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
h = g + f, äå g ∈ G, f ∈ F . Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî g = h − f ∈ G⊥, òîáòî
g ∈ G ∩G⊥. Îòæå, g = 0 i h = f ∈ F . À öå îçíà÷à¹, ùî G⊥ = F. �

238



33. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè.

Çàäà÷à 33.1. ×è ôîðìóëà

(x | y) := x1ȳ1 − x2ȳ2, x = (x1, x2), y = (y1, y2),

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C2.

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà.
Íàãàäà¹ìî, ùî äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∀x ∈ C2 \ {0} (x | x) > 0.

Íåõàé u = (0, 1). Òîäi (u | u) = −1.

Çàäà÷à 33.2. ×è ôîðìóëà

(x | y) := x1ȳ2 + x2ȳ1, x = (x1, x2), y = (y1, y2),

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C2.

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Íåõàé u = (1,−1).
Òîäi (u | u) = −2.

Çàäà÷à 33.3. ×è ôîðìóëà

(x | y) := (x1 + x2)ȳ1 + (x1 − x2)ȳ2, x = (x1, x2), y = (y1, y2),

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C2.

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Íåõàé u = (0, 1).
Òîäi (u | u) = −1.

Çàäà÷à 33.4. ×è ôîðìóëà

(x | y) := x1ȳ1 + 2x2ȳ2 + 3x3ȳ3, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3),

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C3.

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê, çàäà¹.
1) Ëiíiéíiñòü çà ïåðøèì àðãóìåíòîì:

(x+ z | y) = (x1 + z1)ȳ1 + 2(x2 + z2)ȳ2 + 3(x3 + z3)ȳ3 = (x | y) + (z | y),
(λx | y) = (λx1)ȳ1 + 2(λx2)ȳ2 + 3(λx3)ȳ3 = λ(x | y).

2) Åðìiòîâà ñèìåòðè÷íiñòü. Îñêiëüêè

(x | y) := x1ȳ1 + 2x2ȳ2 + 3x3ȳ3,
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(y | x) := y1x̄1 + 2y2x̄2 + 3y3x̄3,

òî

(y | x) = ȳ1x1 + 2ȳ2x2 + 3ȳ3x3 = (x | y).
3) Äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü.

(x | x) = x21 + 2x22 + 3x23 ≥ 0.

ßêùî

(x | x) = x21 + 2x22 + 3x23 = 0,

òî x1 = x2 = x3 = 0. Îòæå, äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü ¹.
Òîìó, ìè ìà¹ìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Çàäà÷à 33.5. ×è ôîðìóëà

(x | y) :=
∞∑
n=1

xkȳk+1, x = (xk)k∈N, y = (yk)k∈N,

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði ℓ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Íåõàé

u = (1, 0, 0, . . . ).

Òîäi (u | u) = 0.

Çàäà÷à 33.6. ×è ôîðìóëà

(f | g) :=
1∫

−1

xf(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1],

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Íåõàé

f(x) ≡ 1.

Òîäi

(f | f) =
1∫

−1

x dx = 0.
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Çàäà÷à 33.7. ×è ôîðìóëà

(f | g) :=
1∫

0

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1],

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Íåõàé

f(x) :=

{
x, ÿêùî x ∈ [−1, 0];
0, ÿêùî x ∈ (0, 1].

Òîäi
(f | f) = 0.

Çàäà÷à 33.8. ×è ôîðìóëà

(f | g) :=
1∫

−1

f ′(x)g′(x) dx, f, g ∈ C1[−1, 1],

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C1[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Íi, íå çàäà¹. Ôîðìà íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Íåõàé f(x) ≡ 1.
Òîäi (f | f) = 0.

Çàäà÷à 33.9. ×è ôîðìóëà

(f | g) :=
1∫

−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1],

çàäà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði C[−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê çàäà¹.
1) Ëiíiéíiñòü çà ïåðøèì àðãóìåíòîì:

(f + h | g) =
1∫

−1

(f(x) + h(x))g(x) dx =

=

1∫
−1

f(x)g(x) dx+

1∫
−1

h(x)g(x) dx = (f | g) + (h | g),
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(λf | g) =
1∫

−1

(λf(x))g(x) dx = λ

1∫
−1

f(x)g(x) dx = λ(f | g).

2) Åðìiòîâà ñèìåòðè÷íiñòü.

(g | f) =
1∫

−1

g(x)f(x) dx =

1∫
−1

f(x)g(x) dx = (f | g).

3) Äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü.

(f | f) =
1∫

−1

|f(x)|2 dx ≥ 0.

ßêùî

(f | f) =
1∫

−1

|f(x)|2 dx = 0,

òî f ≡ 0. Îòæå, äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü ¹.
Òîìó, ìè ìà¹ìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Çàäà÷à 33.10. Íåõàé ó ïðîñòîði C[−1, 1] ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäàíèé ôîð-
ìóëîþ

(f | g) :=
1∫

−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1].

×è ¹ îðòîãîíàëüíèìè ôóíêöi¨

f(x) = x, g(x) = arctg x.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöi¨ f i g íå ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Äiéñíî,

(f | g) =
1∫

−1

x arctg x dx.

Çàóâàæèìî, ùî
x arctg x > 0, x 6= 0.

Òîìó (f | g) > 0.
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Çàäà÷à 33.11. Íåõàé ó ïðîñòîði C[−1, 1] ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäàíèé ôîð-
ìóëîþ

(f | g) :=
1∫

−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1].

×è ¹ îðòîãîíàëüíèìè ôóíêöi¨

f(x) = x2, g(x) = arctg x.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöi¨ f i g ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Äiéñíî,

(f | g) =
1∫

−1

x2 arctg x dx.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ x2 arctg x ¹ íåïàðíîþ. Òîìó iíòåãðàë âiä íå¨ ïî ïðî-
ìiæêó [−1, 1] ¹ ðiâíèé íóëþ. Îòæå, f ⊥ g.

Îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið
Íåõàé H ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, à G - ïiäïðîñòið â H. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷i íà

çíàõîäæåííÿ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ prG f åëåìåíòà f ∈ H.
Ìîæëèâi íàñòóïíi âàðiàíòè ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçêó òàêèõ çàäà÷.
1) Ïðèïóñòèìî, ùî ìè çíà¹ìî ÿêóñü îðòîíîðìîâàíó áàçó (ej)

N
j=1 (N ≤ ∞)

ïiäïðîñòîðó G. Òîäi îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ åëåìåíòà f ìîæíà çíàéòè çà ôîð-
ìóëîþ

prG f =
N∑
j=1

(f | ej)ej.

2) Ïðèïóñòèìî, ùî dimG = n <∞ i íàì âiäîìà äåÿêà áàçà (φj)
n
j=1 ëiíiéíîãî

ïðîñòîðóG. Òîäi îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ åëåìåíòà f ìîæíà çíàéòè íàñòóïíèì
÷èíîì.
a) Ìè çíà¹ìî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ u = prG f íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó

G, à, îòæå, âîíà ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ áàçè (φj)
n
j=1, òîáòî

u =
n∑

j=1

cjφj.

Òóò cj - íåâiäîìi ÷èñëîâi êîåôiöi¹íòè.
b) ßê çàéòè íåâiäîìi ÷èñëîâi êîåôiöi¹íòè cj? �õ ìè çíàõîäèìî ç óìîâè (äèâ.

îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨)

f − u ⊥ G,
243



ÿêà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâíÿíü:

(f − u | φj) = 0, j = 1, . . . , n.,

i ÿêó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ ÷èñåë cj.
Âðàõîâóþ÷è, ùî

f − u = f −
n∑

k=1

ckφk,

îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
n∑

k=1

ck(φk | φj) = (f | φj), j = 1, . . . , n.

Îñêiëüêè íàì âiäîìi åëåìåíòè φj i f , òî ìè ìîæåìî âèðàõóâàòè ñêàëÿðíi
äîáóòêè (f | φj) i (φk | φj), à òîäi ïåðåéòè äî çíàõîäæåííÿ ÷èñåë cj ç ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
3) Äåêîëè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåöèôiêó ïðîñòîðó G i åëåìåíòà f , ìîæíà âãà-

äàòè îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ u = prG f áåç îá÷èñëåíü, ìàþ÷è íà óâàçi óìîâó

f − u ⊥ G.

Ñåðåä âêàçàíèõ ïiäõîäiâ íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü ïiäõiä 2).
Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi ïðèêëàäè.

Çàäà÷à 33.12. Íåõàé H = R3 i

f = (1, 1,−1), φ1 = (1, 0, 1), φ2 = (1, 0, 0).

Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ f íà ïiäïðîñòið G = lin{φ1, φ2}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî, ùî

(f | φ1) = 0, (f | φ2) = 1,

(φ1 | φ1) = 2, (φ1 | φ2) = 1 = (φ2 | φ1), (φ2 | φ2) = 1.

Øóêàþ÷è îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ u = prG f ó âèãëÿäi

u = c1φ1 + c2φ2

ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

2c1 + c2 = 0, c1 + c2 = 1.

Îòðèìó¹ìî, ùî c1 = −1 i c2 = 2. À, îòæå,

u = −(1, 0, 1) + 2(1, 0, 0) = (1, 0,−1).
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Çàäà÷à 33.13. Íåõàé H = C4 i

f = (1, 1,−1, 0), φ1 = (1, 0, 0, 1), φ2 = (1, 2, 0, 0).

Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ f íà ïiäïðîñòið G = lin{φ1, φ2}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî, ùî

(f | φ1) = 1, (f | φ2) = 3,

(φ1 | φ1) = 2, (φ1 | φ2) = 1 = (φ2 | φ1), (φ2 | φ2) = 5.

Øóêàþ÷è îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ u = prG f ó âèãëÿäi

u = c1φ1 + c2φ2

ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

2c1 + c2 = 1, c1 + 5c2 = 3.

Îòðèìó¹ìî, ùî c1 = 2/9 i c2 = 5/9. À, îòæå,

u =
2

9
(1, 0, 0, 1) +

5

9
(1, 2, 0, 0) =

(
7

9
,
10

9
, 0,

2

9

)
.

Çàäà÷à 33.14. Íåõàé H = ℓ2 i

f = (1, 1, 1, 2,−1, 0, . . . ), φ1 = (1, 0, . . . ), φ2 = (0, 2, 1, 0, . . . ), φ3 = (1, 0, 1, 0, . . . )

Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ f íà ïiäïðîñòið G = lin{φ1, φ2, φ3}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìè ìîæåìî ïîâòîðèòè òi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i â äâîõ ïîïåðå-
äíèõ çàäà÷àõ. Ïðîòå, ìîæíà äàíó çàäà÷ó çðîáèòè áiëüø ïðîñòèì ñïîñîáîì.
Çàóâàæèìî, ùî dimG = 3 i êîæåí âåêòîð φj ìîæíà îòðèìàòè ÿê ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ

e1 := (1, 0, . . . ), e2 := (0, 1, 0, . . . ), e3 := (0, 0, 1, 0, . . . ).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âåêòîðè ej ¹ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi i ‖ej‖ = 1, òîáòî (ej)
3
j=1

¹ îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ. Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî (ej)
3
j=1 ¹ îðòî-

íîðìîâàíîþ áàçîþ ó ïðîñòîði G. Òîìó

prG f =
3∑

j=1

(f | ej)ej = (1, 1, 1, 0, . . . )

Çàäà÷à 33.15. Íàäiëèìî ïðîñòið C[−1, 1] ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f | g) =
∫ 1

−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C[−1, 1]

245



Ïðîñòið C[−1, 1] ç òàêèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íå ¹ ïîâíèì, àëå îðòîãîíàëü-
íà ïðîåêöiÿ íà ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið iñíó¹ i ¨¨ ìîæíà çíàõîäèòè òèì
ñàìèì ñïîñîáîì.
Íåõàé

f(x) = x, φ1(x) = x− 1, φ2(x) = x2.

Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ f íà ïiäïðîñòið G = lin{φ1, φ2}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ñêàëÿðíi äîáóòêè:

(f | φ1) =

∫ 1

−1

x(x− 1) dx = 2/3, (f | φ2) =

∫ 1

−1

x3 dx = 0,

(φ1 | φ1) =

∫ 1

−1

(x− 1)2 dx = 8/3, (φ2 | φ2) =

∫ 1

−1

x4 dx = 2/5,

(φ1 | φ2) = (φ2 | φ1) =

∫ 1

−1

(x− 1)x2 dx = −2/3.

Øóêàþ÷è îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ u = prG f ó âèãëÿäi

u = c1φ1 + c2φ2

ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü
8

3
c1 −

2

3
c2 =

2

3
, −2

3
c1 +

8

3
c2 = 0.

Îòæå, c1 = 4/15, c2 = 1/15 i u = 4
15
(x− 1) + 1

15
x2.
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34. Îðòîãîíàëüíi ðÿäè.

Ïî÷íåìî ç îçíà÷åííÿ ðÿäiâ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Îçíà÷åííÿ 34.1. Íåõàé X - áàíàõiâ ïðîñòið. Ðÿäîì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði

X íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíà ñóìà
∞∑
n=1

xn, äå (xn)n∈N ïîñëiäîâíiñòü â X. Ìè

êàæåìî, ùî ðÿä
∞∑
n=1

xn çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî â X iñíó¹ ãðàíèöÿ ÷àñòêîâèõ ñóì,

òîáòî ãðàíèöÿ S = lim
N→∞

N∑
n=1

xn. ßêùî âîíà iñíó¹, òî ìè ¨¨ íàçèâà¹ìî ñóìîþ

âêàçàíîãî ðÿäó i çàïèñó¹ìî öåé ôàêò ó âèãëÿäi ðiâíîñòi S =
∞∑
n=1

xn.

Ìè ãîâîðèìî, ùî ðÿä
∞∑
n=1

xn ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé, ÿêùî
∞∑
n=1

‖xn‖ <∞.

Òàêèì ÷èíîì, ïîçíà÷åííÿ
∞∑
n=1

xn íåñå ïîäâiéíå íàâàíòàæåííÿ.. Ç îäíîãî áî-

êó öå ôîðìàëüíà íåñêií÷åííà ñóìà, à ç äðóãîãî áîêó êîíêðåòíèé åëåìåíò
áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, ÿêùî ðÿä çáiæíèé.

Äîñòàòíÿ óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 34.2. ßêùî ðÿä
∞∑
n=1

xn â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ¹ àáñîëþòíî çái-

æíèé, òî âií çáiæíèé i

(34.1)

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖xn‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðÿä
∞∑
n=1

xn ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé. Ïîêëàäåìî

Sn :=
n∑

j=1

xj, n ∈ N.

Äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈ N òàêèõ, ùî m < n, ìà¹ìî

‖Sn − Sm‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1+m

xj

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1+m

‖xj‖ → 0 ïðè m→ ∞.
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Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà
(áî ïðîñòið X ¹ ïîâíèé). Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà äëÿ íîðìè âèïëèâà¹, ùî∥∥∥∥∥

N∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
N∑

n=1

‖xn‖.

Ïåðåõîäÿ÷è â íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðèN → ∞, ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi
íîðìè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (34.1). Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Îçíà÷åííÿ 34.3. Ðÿä
∞∑
n=1

xn ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ îðòî-

ãîíàëüíèì, ÿêùî xn ⊥ xm ïðè n 6= m.

Êðèòåðié çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó.

Òåîðåìà 34.4. Íåõàé
∞∑
n=1

xn - îðòîãîíàëüíèé ðÿä â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.

Äëÿ òîãî, ùî âií çáiãàâñÿ íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá çáiãàâñÿ ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖2. ßêùî îñòàííié çáiãà¹òüñÿ, òî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(34.2)

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

‖xn‖2.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

Sn :=
n∑

j=1

xj, n ∈ N.

Ç îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈ N òàêèõ,
ùî m < n,

‖Sn − Sm‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1+m

xn

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=1+m

‖xn‖2

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (Sn)n∈N ¹ åêâiâàëåíòíà çáiæíî-

ñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó
∞∑
n=1

‖xn‖2. Äiéñíî, ÿêùî ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖2 çáiãà¹òüñÿ, òî

‖Sn − Sm‖2 =
n∑

j=1+m

‖xn‖2 → 0 ïðè m→ ∞.
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Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà
(áî ïðîñòið ¹ ïîâíèé).
À ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n∈N çáiæíà, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà i

n∑
j=1+m

‖xn‖2 = ‖Sn − Sm‖2 → 0 ïðè m→ ∞,

à, îòæå, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Êîøi ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖2 çáiãà¹òüñÿ.

Ïåðåõîäÿ÷è â ðiâíîñòi ∥∥∥∥∥
N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
2

=
N∑

n=1

‖xn‖2

äî ãðàíèöi ïðè N → ∞, ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi íîðìè îòðèìó¹ìî ðiâ-
íiñòü (34.2). Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ 34.5. Ðiâíiñòü (34.2) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ òå-
îðåìè Ïiôàãîðà íà íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ äîäàíêiâ.

Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè òà ¨õ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 34.6. Ñèñòåìà (ej)j∈J âåêòîðiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó íàçè-
âà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíîþ, ÿêùî

(ej | ek) =
{

1, ÿêùî j = k;
0, ÿêùî j 6= k.

Îçíà÷åííÿ 34.7. Íåõàé (ej)j∈J - îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ó ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði i f ∈ H. Ðÿäîì Ôóð'¹ åëåìåíòà f çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ
(ej)j∈J íàçèâà¹òüñÿ ðÿä ∑

j∈J

(f | ej)ej.

Ïðè öüîìó êîåôiöi¹íòè (f | ej) íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòà
f çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ (ej)j∈J .

Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ.
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Òåîðåìà 34.8. Íåõàé (ej)j∈N îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði H. Äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü Áåññåëÿ:

(34.3)
∞∑
j=1

|(f | ej)|2 ≤ ‖f‖2.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

cj := (f | ej), j ∈ N.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå n ∈ N i ðîçãëÿíåìî âåêòîð

Sn :=
n∑

j=1

cjej.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî

(34.4) f − Sn ⊥ ek, k = 1, . . . , n.

Äiéñíî, ÿêùî k ≤ n, òî

(f − Sn | ek) = (f |ek)− (Sn | ek) =

= (f |ek)−
n∑

j=1

cj(ej | ek) = (f |ek)− ck = 0.

Ç (40.14) âèïëèâà¹, ùî

f − Sn ⊥ Sn, n ∈ N.
Äiéñíî,

(f − Sn | Sn) = (f − Sn |
n∑

j=1

cjej) =
n∑

j=1

c̄j(f − Sn | ej) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ïiôàãîðà, îòðèìó¹ìî,

‖f‖2 = ‖f − Sn + Sn‖2 = ‖f − Sn‖2 + ‖Sn‖2.
À, îòæå,

‖f‖2 ≥ ‖Sn‖2 =
n∑

j=1

‖cjej‖2 =
n∑

j=1

|cj|2,

òîáòî
n∑

j=1

|cj|2 ≤ ‖f‖2, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ îòðèìó¹ìî, ùî
∞∑
j=1

|cj|2 ≤ ‖f‖2.
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Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Íàñëiäîê 34.9. Íåõàé (ej)j∈N îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði H. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H ðÿä Ôóð'¹
∞∑
j=1

(f | ej)ej çáiãà¹òüñÿ â H.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áåññåëÿ, ìà¹ìî
∞∑
j=1

‖(f | ej)ej‖2 =
∞∑
j=1

|(f | ej)|2 ≤ ‖f‖2.

Îñêiëüêè ðÿä
∞∑
j=1

(f | ej)ej ¹ îðòîãîíàëüíèì, òî çãiäíî ç êðèòåði¹ì çáiæíîñòi

îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ âií çáiãà¹òüñÿ. �

Îçíà÷åííÿ 34.10. Îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà (ej)j∈N ó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði H íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî ¨¨ ëiíiéíà îáîëîíêà âñþäè ùiëüíà â H.

Iñíóâàííÿ ïîâíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè.

Òåîðåìà 34.11. Ó êîæíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ ïîâíà îðòîíîð-
ìîâàíà ñèñòåìà.

Âïðàâà 34.12. Íåõàé H - ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi:
(1) êîæíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà â H ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííà;
(2) ÿêùî dimH = ∞, òî êîæíà ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ¹ çëi÷åí-

íà.

Îçíà÷åííÿ 34.13. Ñèñòåìó (ej)j∈N ó ñåïàðàáåëüíîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó
ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H íàçâåìî áàçîþ, ÿêùî êîæåí âåêòîð f ∈ H ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

f =
∑
j∈N

ηjej,

ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî (òóò ηj ∈ C, à ðÿä çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó).
ßêùî îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ¹ áàçîþ, òî ìè íàçèâà¹ìî ¨¨ îðòîíîðìîâàíîþ
áàçîþ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó.
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Òåîðåìà 34.14. Íåõàé (ej)j∈N - ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ó ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði H. Òîäi (ej)j∈N ¹ áàçîþ, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H

(34.5) f =
∑
j∈N

(f | ej)ej

i

(34.6) ‖f‖2 =
∑
j∈N

|(f | ej)|2.

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 34.9 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H ðÿä Ôóð'¹∑
j∈N

(f | ej)ej çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði H. Ïîêëàäåìî

S :=
∑
j∈N

(f | ej)ej, h := f − S.

Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N

(S | ek) = (
∑
j∈N

(f | ej)ej | ek) =
∑
j∈N

(f | ej)(ej | ek) = (f | ek).

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ íåïåðåðâíiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i âëàñòèâiñòþ îðòî-
íîðìîâàíî¨ ñèñòåìè. Òîìó

(h | ek) = (f | ek)− (S | ek) = (f | ek)− (f | ek) = 0, k ∈ N.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà (ej)j∈N íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó

G := {h}⊥.
À, îòæå, ¨¨ ëiíiéíà îáîëîíêà i ¨¨ çàìèêàííÿ íàëåæàòü G. Îñêiëüêè ñèñòåìà
(ej)j∈N ¹ ïîâíà, òî çàìèêàííÿì ¨¨ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ¹ âåñü ïðîñòið H. Òîìó
G = H. Îòæå, h ⊥ H, òîáòî h = 0. À öå îçíà÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(34.5). Ùîá äîâåñòè, ùî íàøà ñèñòåìà ¹ áàçîþ, ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
çîáðàæåííÿ åëåìåíòà f ó âèãëÿäi

f =
∑
j∈N

ηjej

¹ ¹äèíèì, òîáòî ηj = (f | ej). Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N ìà¹ìî

(f | ek) = (
∑
j∈N

ηjej | ek) =
∑
j∈N

ηj(ej | ek) = ηk.

Ç ðiâíîñòi (34.5) i òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëüíi ðÿäè ìà¹ìî, ùî

‖f‖2 =
∑
j∈N

‖(f | ej)ej‖2 ==
∑
j∈N

|(f | ej)|2.

�
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Âïðàâà 34.15. Íåõàé E - îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà. Ìè ñêàæåìî, ùî âîíà ¹
òîòàëüíîþ, ÿêùî E⊥ = {0}. Äîâåäiòü, ùî êîæíà òîòàëüíà îðòîíîðìîâàíà
ñèñòåìà ¹ ïîâíîþ.

Âïðàâà 34.16. Íåõàé (ej)j∈N - îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði H i G := lin{ej}j∈N. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî f ∈ H ñïðàâåäëèâà
ðiâíiñòü

prG f =
∑
j∈N

(f | ej)ej.

Òóò pr f - îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ åëåìåíòà f íà ïiäïðîñòið G.

Òåîðåìà Ðiñà ïðî çîáðàæåííÿ íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà.

Òåîðåìà 34.17. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî
ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà F íà ïðîñòîði H iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò h ∈ H òàêèé,
ùî

F (x) = (x | h), x ∈ H,

ïðè÷îìó ‖F‖ = ‖h‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F - íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íàH. Äîâåäåìî iñíó-
âàííÿ åëåìåíòà h. ßêùî F = 0, òî, î÷åâèäíî, åëåìåíò h = 0 ìà¹ ïîòðiáíi íàì
âëàñòèâîñòi. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê F 6= 0. Íåõàé

G = kerF := {g ∈ H | F (g) = 0}.
Ç íåïåðåðâíîñòi F âèïëèâà¹, ùî G ¹ ïiäïðîñòîðîì â H. Ïðè öüîìó G 6= H,
áî F 6= 0. Òîìó G⊥ 6= {0}. Îòæå, iñíó¹ âåêòîð u ∈ G⊥ òàêèé, ùî ‖u‖ = 1.
Îñêiëüêè u /∈ G, òî F (u) 6= 0. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H åëåìåíò

x− F (x)

F (u)
u

íàëåæèòü ïðîñòîðó G. Äiéñíî,

F

(
x− F (x)

F (u)
u

)
= F (x)− F (x) = 0.

Òîìó äëÿ âñiõ x ∈ H

(x− F (x)

F (u)
u | u) = 0.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(x | u) = F (x)

F (u)
(u | u) = F (x)

F (u)
.

À, îòæå,
F (x) = F (u)(x | u) = (x | h), x ∈ H,
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äå h = F (u)u. Òàêèì ÷èíîì, iñíóâàííÿ åëåìåíòà h äîâåäåíî.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ åëåìåíòiâ h1, h2 ∈ H âèêîíóþòüñÿ

ðiâíîñòi
F (x) = (x | h1), F (x) = (x | h2), x ∈ H.

Òîäi

(x | h1 − h2) = (x | h1)− (x | h2) = F (x)− F (x) = 0, x ∈ H,

òîáòî (h1 − h2) ⊥ H. À, îòæå, h1 − h2 = 0, òîáòî h1 = h2. �äèíiñòü äîâåäåíà.
Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ‖F‖ = ‖h‖.
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, ìà¹ìî

|F (x)| = |(x | h)| ≤ ‖h‖‖x‖.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ‖F‖ ≤ ‖h‖. Ç iíøîãî áîêó,

‖F‖ ≥ |F (h)|
‖h‖

=
‖h‖2

‖h‖
= ‖h‖.

Îòæå, ‖F‖ = ‖h‖. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Òåîðåìà ïðî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 34.18. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà A ∈
B(H) iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîð B ∈ B(H) òàêèé, ùî

∀x, y ∈ H (Ax | y) = (x | By).
Ïðè öüîìó ‖B‖ ≤ ‖A‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ B(H). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå y ∈ H i ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiîíàë

l(x) := (Ax | y), x ∈ H.

Ç ëiíiéíîñòi îïåðàòîðà A i ëiíiéíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó çà ïåðøèì àðãóìåí-
òîì âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiîíàë l ¹ ëiíiéíèì. Âií òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì. Äiéñíî,
ç íåðiâíîñòi Áóíÿêîâñüêîãî âèïëèâà¹, ùî

|l(x)| = |(Ax | y)| ≤ ‖Ax‖‖y‖ ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖ = (‖A‖‖y‖) ‖x‖, x ∈ H.

À, îòæå, l ¹ îáìåæåíèì, ïðè÷îìó ‖l‖ ≤ ‖A‖‖y‖.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðiñà iñíó¹ ¹äèíå y∗ ∈ H òàêå,

(Ax | y) = (x | y∗), x ∈ H.

Îòæå,
∀y ∈ H ∃!y∗ ∈ H ∀x ∈ H (Ax | y) = (x | y∗).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

B(y) := y∗, y ∈ H.
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Âîíî ¹ ëiíiéíèì. Äiéñíî, íåõàé y1, y2 ∈ H i λ ∈ C. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ H

(x|B(y1 + y2)−B(y1)−B(y2)) = (x|B(y1 + y2))− (x|B(y1))− (x|B(y2)) =

= (Ax | y1 + y2)− (Ax | y1)− (Ax | y2) = 0

i

(x|B(λy1)− λB(y1)) = (x|B(λy1))− λ̄(x|B(y1)) = (Ax | λy1)− λ̄(Ax|y1) = 0.

Îòæå, âåêòîðè B(y1+ y2)−B(y1)−B(y2) i B(λy1)−λB(y1) ¹ îðòîãîíàëüíèìè
äî âñüîãî H. À öå îçíà÷à¹, ùî âîíè ðiâíi íóëåâi, òîáòî

B(y1 + y2) = B(y1) +B(y2), B(λy1) = λB(y1).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ B ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.
Ïîêàæåìî, ùî âií ¹ îáìåæåíèé. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H

|(x | By)| = |(Ax | y)| ≤ ‖Ax‖‖y‖ ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖,
òîáòî

|(x | By)| ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖.
Ïîêëàäåìî â îñòàííié íåðiâíîñòi x = By. Òîäi

‖By‖2 ≤ ‖A‖‖By‖‖y‖,
à, îòæå,

‖By‖ ≤ ‖A‖‖y‖, y ∈ H.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð B ¹ îáìåæåíèé (íåïåðåðâíèé) i ‖B‖ ≤ ‖A‖.
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî â àëãåáði B(H) iñíóþòü îïå-
ðàòîðè B1 i B2, òàêi, ùî

∀x, y ∈ H (Ax | y) = (x | B1y) = (x | B2y).

Òîäi
∀x, y ∈ H (x | (B1 −B2)y) = 0,

òîáòî
∀y ∈ H (B1 −B2)y ⊥ H.

Öå îçíà÷à¹, ùî
∀y ∈ H (B1 −B2)y = 0,

òîáòî B1 = B2. �äèíiñòü äîâåäåíà. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Îçíà÷åííÿ 34.19. Îïåðàòîð B ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿ-
æåíèì îïåðàòîðîì äî A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A∗. Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð
A∗ ïîâ'ÿçàíèé ç îïåðàòîðîì A ðiâíiñòþ

∀x, y ∈ H (Ax | y) = (x | A∗y).

Âiäîáðàæåííÿ
B(H) 3 A 7→ A∗ ∈ B(H)

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàöi¹þ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî.
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Òåîðåìà 34.20. Îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè:

(1) I∗ = I, 0∗ = 0;
(2) (A+B)∗ = A∗ +B∗;
(3) (λA)∗ = λ̄A∗;
(4) (AB)∗ = B∗A∗;
(5) (A∗)∗ = A;
(6) ‖A∗|| = ‖A‖;
(7) ÿêùî îïåðàòîð A îáîðîòíèé â àëãåáði B(H), òî A∗ òåæ îáîðîòíèé

â àëãåáði B(H) i (A∗)−1 = (A−1)∗.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïóíêòó (1) ¹ î÷åâèäíèì.
Íåõàé A,B ∈ B(H) i λ ∈ C. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

((A+B)x | y) = (x | A∗y) + (x | B∗y) = (x | (A∗ +B∗)y),

(λAx | y) = λ(Ax | y) = λ(x | A∗y) = (x | (λ̄A∗)y),

((AB)x | y) = (Bx | A∗y) = (x | B∗A∗y) = (x | (B∗A∗)y),

(A∗x|y) = (y | A∗x) = (Ay | x) = (x | Ay).
Ç âèïèñàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòåé (2− 5).
Äîâåäåìî (6). Ç òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹

íåðiâíiñòü ‖A∗‖ ≤ ‖A‖. Âèêîðèñòîâóþ÷è (5) ìà¹ìî, ùî

‖A‖ = ‖(A∗)∗‖ ≤ ‖A∗‖,

à, îòæå, ‖A∗‖ = ‖A‖.
Äîâåäåìî (7). Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A ∈ B(H) ¹ îáîðîòíèé. Òîäi

A−1A = I = AA−1.

Ç ïóíêòiâ (1), (4) âèïëèâà¹, ùî

I = (A−1A)∗ = A∗(A−1)∗, I = (AA−1)∗ = (A−1)∗A∗,

òîáòî

A∗(A−1)∗ = I = (A−1)∗A∗.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ ¹ îáîðîòíèé i (A∗)−1 = (A−1)∗. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 34.21. Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî
A∗ = A.

�
256



Áàíàõîâi ïðîñòîðè Lp(X). Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið L2(X).

Íåõàé (X,U , µ) ïðîñòið ç ìiðîþ i p ∈ [1,∞). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L̃p(X) ìíîæè-
íó âñiõ ôóíêöié f : X → C, ÿêi ¹ µ-âèìiðíi i òàêi, ùî ôóíêöiÿ |f |p ¹ iíòåãðîâíà
íà X çà ìiðîþ µ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî L̃p(X) óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið. Ïðè öüî-
ìó ôîðìóëà

‖f‖p :=

∫
X

|f |p dµ

1/p

çàäà¹ ïñåâäîíîðìó. Äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâîñòi

‖λf‖p = |λ|‖f‖p

i

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,

àëå íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àêñiîìà íîðìè. Äiéñíî, ÿêùî ôóíêöi¨ f, g ∈ L̃p(X)
¹ µ- åêâiâàëåíòíèìè, òî

‖f − g‖p = 0.

Íàâïàêè, ÿêùî ‖f − g‖p = 0, òî ôóíêöi¨ f, g ∈ L̃p(X) ¹ µ- åêâiâàëåíòíèìè.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp(X) ôàêòîð-ïðîñòið êëàñiâ µ-åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié.

Íîðìó êëàñó çàäàìî, ÿê íîðìó îäíi¹¨ ç ôóíêöié öüîãî êëàñó (âîíè âñi ¹ ðiâ-
íèìè). Òîäi Lp(X) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íîðìîâàíèé ïðîñòið. Áiëüøå òîãî, öåé
ïðîñòið ¹ ïîâíèì, òîáòî áàíàõîâèì.
Ïðèéíÿòî ââàæàòè ïðîñòið Lp(X) ôóíêöiîíàëüíèì ïðîñòîðîì (õî÷à ôîð-

ìàëüíî öå íå òàê). Äiéñíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî â êîæíîìó êëàñi âèáðàíî
îäíîãî ïðåäñòàâíèêà i âñi îïåðàöi¨ ç êëàñîì âèêîíóþòüñÿ ÷åðåç öüîãî ïðåä-
ñòàâíèêà.
Ïðè p = 2 ïðîñòið Lp(X) ¹ ãiëüáåðòîâèì. Äiéñíî, ñêàëÿðíèé ïðîñòið ó öüîìó

âèïàäêó çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ

(f | g) =
∫
X

fḡ dµ, f, g ∈ L2(X).

Ïåðåâiðêà âëàñòèâîñòåé ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ¹ çîâñiì ïðîñòîþ.
Ïðîñòîðè Lp(X) ¹ àíàëîãàìè ïðîñòîðiâ ℓp, à ãiëüáåðòiâ ïðîñòið L2(X) ¹

àíàëîãîì ïðîñòîðó ℓ2
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35. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çíàõîäæåííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i A ∈ B(H). Cïðÿæåíèì îïåðàòîðîì äî A
íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð A∗ ∈ B(H), ÿêèé ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ:

∀x, y ∈ H (Ax | y) = (x | A∗y).

Âiäîáðàæåííÿ
B(H) 3 A 7→ A∗ ∈ B(H)

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàöi¹þ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî i âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè:

(1) I∗ = I, 0∗ = 0;
(2) (A+B)∗ = A∗ +B∗;
(3) (λA)∗ = λ̄A∗;
(4) (AB)∗ = B∗A∗;
(5) (A∗)∗ = A;
(6) ‖A∗|| = ‖A‖;
(7) ÿêùî îïåðàòîð A îáîðîòíèé â B(H), òî A∗ òåæ îáîðîòíèé â àëãåáði

B(H) i (A∗)−1 = (A−1)∗.

Ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà ó ïðîñòîði ℓ2.

Çàäà÷à 35.1. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : ℓ2 → ℓ2, ùî äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax := (ix3, x2, x2, 0, 0, . . . ), x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé x, y ∈ ℓ2. Íàãàäà¹ìî, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði
ℓ2 çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(x | y) =
∞∑
j=1

xj ȳj.

Òîìó

(Ax | y) = ix3ȳ1 + x2ȳ2 + x2ȳ3 = x2(y2 + y3) + x3(−iy1) = (x | y∗),
äå

y∗ := (0, y2 + y3,−iy1, 0, 0, . . . ), y = (yj)
∞
j=1 ∈ ℓ2.

Îòæå,
A∗x = (0, x2 + x3,−ix1, 0, 0, . . . ), x = (xj)

∞
j=1 ∈ ℓ2.

Çàäà÷à 35.2. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(ℓ2), ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax = A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . . ).
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Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì îäíîñòî-
ðîííüîãî çñóâó âïðàâî.
Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Ax | y) =
∞∑
n=1

(Ax)nȳn = x1ȳ2 + x2ȳ3 + x3ȳ4 + · · · = (x | y∗),

äå
y∗ = (y2, y3, . . . , yn, . . . ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ äi¹ çà ôîðìóëîþ:

A∗y = y∗ = (y2, y3, . . . , yn, . . . ).

Îòðèìàíèé íàìè îïåðàòîð A∗ ¹ îïåðàòîðîì îäíîñòîðîííüîãî çñóâó âëiâî.

Çàäà÷à 35.3. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà B ∈ B(ℓ2), ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Bx = B(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (x2, . . . , xn, . . . ).

Ðîçâ'ÿçîê. Ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî B = A∗. Òîìó

B∗ = (A∗)∗ = A,

òîáòî
B∗x = A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . . ).

Çàäà÷à 35.4. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : ℓ2 → ℓ2, ùî äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax := (0, x2, 0, x4, 0, x6, . . . ), x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé x, y ∈ ℓ2. Òîäi

(Ax | y) = x2ȳ2 + x4ȳ4 + x6ȳ6 + · · · = (x | Ay).
Îòæå,

A∗ = A.

Çàäà÷à 35.5. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : ℓ2 → ℓ2, ùî äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax := (2x4 − x2, 2ix1, x1 − x3, 0, 0, . . . ), x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓ2.
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé x, y ∈ ℓ2. Òîäi

(Ax | y) = (2x4−x2)ȳ1+(2ix1)ȳ2+(x1−x3)ȳ3 = x1(−2iy2 + y3)+x2(−y1)+x3(−y3)+x4(2y1).
Îòæå,

A∗y := (−2iy2 + y3,−y1,−y3, 2y1, 0, 0, . . . ), y = (yj)
∞
j=1 ∈ ℓ2.

Çàäà÷à 35.6. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(ℓ2), ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax = A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (x1,
1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . . ).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Ax | y) =
∞∑
n=1

1
n
xnȳn =

∞∑
n=1

xn
(
1
n
yn
)
= (x | y∗),

äå
y∗ = (y1,

1
2
y2, . . . ,

1
n
yn, . . . ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ äi¹ çà ôîðìóëîþ:

A∗y = y∗ = (y1,
1
2
y2, . . . ,

1
n
yn, . . . ),

òîáòî
A∗x = Ax = (x1,

1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . . ).

Òàêèì ÷èíîì îïåðàòîð A ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Çàäà÷à 35.7. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(ℓ2), ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax = A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (a1x2, a2x3, . . . , anxn+1, . . . ),

äå (an) îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Ax | y) =
∞∑
n=1

anxn+1ȳn =
∞∑
n=1

xn+1ānyn = (x | y∗),

äå
y∗ = (0, ā1y1, ā2y2, . . . , ānyn, . . . ).
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ äi¹ çà ôîðìóëîþ:

A∗y = (0, ā1y1, ā2y2, . . . , ānyn, . . . ).

Çàäà÷à 35.8. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(ℓ2), ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax = (2x1 − x2, ix2, x1 − x3, x4, . . . , xn, . . . ).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Ax | y) = (2x1 − x2)ȳ1 + ix2ȳ2 + (x1 − x3)ȳ3 +
∞∑
n=4

xnȳn.

Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè i ïåðåãðóïîâóþ÷è äîäàíêè, îòðèìó¹ìî

(Ax | y) = 2x1ȳ1 − x2ȳ1 + ix2ȳ2 + x1ȳ3 − x3ȳ3 +
∞∑
n=4

xnȳn =

= x1(2y1 + y3) + x2(−y1 − iy2) + x3(−y3) +
∞∑
n=4

xnȳn = (x | y∗),

äå
y∗ = (2y1 + y3,−y1 − iy2,−y3, y4, . . . , yn, . . . ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ äi¹ çà ôîðìóëîþ:

A∗y = (2y1 + y3,−y1 − iy2,−y3, y4, . . . , yn, . . . ).

Çàäà÷à 35.9. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(ℓ2), ÿêèé äi¹ çà ôîð-
ìóëîþ:

Ax = (x1 + x2 + ix3, x1 − x2, x3, x4, . . . , xn, . . . ), x = (xn)
∞
n=1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Ax | y) = (x1 + x2 + ix3)ȳ1 + (x1 − x2)ȳ2 + x3ȳ3 +
∞∑
n=4

xnȳn.

Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè i ïåðåãðóïîâóþ÷è äîäàíêè, îòðèìó¹ìî

(Ax | y) = x1ȳ1 + x2ȳ1 + ix3ȳ1 + x1ȳ2 − x2ȳ2 + x3ȳ3 +
∞∑
n=4

xnȳn =
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= x1(y1 + y2) + x2(y1 − y2) + x3(−iy1 + y3) +
∞∑
n=4

xnȳn = (x | y∗),

äå
y∗ = (y1 + y2, y1 − y2,−iy1 + y3, y4, . . . , yn, . . . ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ äi¹ çà ôîðìóëîþ:

A∗y = (y1 + y2, y1 − y2,−iy1 + y3, y4, . . . , yn, . . . ).

Ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ.
Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði H = L2(X,µ) îïåðàòîð A, ùî çàäàíèé ôîðìóëîþ:

(Af)(x) = s(x)f(x), x ∈ X,

äå s - ÷èñëîâà ôóíêöiÿ íà X. Òàêèé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ìíî-
æåííÿ íà ôóíêöiþ. Íåõàé f, g ∈ H. Òîäi

(Af | g) =
∫
X

s(x)f(x)g(x) dµ =

∫
X

f(x)(s(x)g(x)) dµ = (f | Bg),

äå îïåðàòîð B äi¹ çà ôîðìóëîþ

(Bg)(x) = s(x)g(x), x ∈ X.

Îòæå,
(A∗f)(x) = s(x)f(x), x ∈ X.

Çàäà÷à 35.10. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : L2(0,∞) → L2(0,∞),
ùî äi¹ çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) := e2ixf(x), x ∈ (0,∞), f ∈ L2(0,∞).

Ðîçâ'ÿçîê. Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà âèïëèâà¹, ùî

(A∗f)(x) = e−2ixf(x), x ∈ (0,∞), f ∈ L2(0,∞).

Ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà êîìïîçèöi¨.

Çàäà÷à 35.11. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : L2(0, 1) → L2(0, 1), ùî
äi¹ çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) := f(1− x), x ∈ (0,∞), f ∈ L2(0,∞).
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé f, g ∈ L2(0, 1). Òîäi

(Af | g) =
∫ 1

0

f(1− x)g(x) dx.

Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ y = 1− x. Îòðèìà¹ìî∫ 1

0

f(1− x)g(x) dx =

∫ 1

0

f(y)g(1− y) dy = (f | Bg),

äå

(Bg)(y) = g(1− y) = (Ag)(y).

Îòæå,

(Af | g) = (f | Ag),
òîáòî A∗ = A. Îïåðàòîð A ¹ ñàìîñïðÿæåíèé.

Çàäà÷à 35.12. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : L2(R) → L2(R), ùî äi¹
çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) := f(3x− 2), x ∈ R, f ∈ L2(R).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé f, g ∈ L2(R). Òîäi

(Af | g) =
∫
R
f(3x− 2)g(x) dx.

Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ y = 3x− 2. Îòðèìà¹ìî∫
R
f(3x− 2)g(x) dx =

1

3

∫
R
f(y)g((y + 2)/3) dy = (f | Bg),

äå

(Bg)(y) =
1

3
g((y + 2)/3), y ∈ R.

Îòæå,

(Af | g) = (f | Bg), f, g ∈ L2(R).

òîáòî

(A∗g)(x) =
1

3
g((x+ 2)/3), x ∈ R.

Çàäà÷à 35.13. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : L2(1,∞) → L2(1,∞),
ùî äi¹ çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) := f(x2), x ∈ (1,∞), f ∈ L2(1,∞).
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé f, g ∈ L2(1,∞). Òîäi

(Af | g) =
∫ ∞

0

f(x2)g(x) dx.

Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ y = x2. Îòðèìà¹ìî∫ ∞

0

f(x2)g(x) dx =
1

2

∫ ∞

0

f(y)y−1/2g(
√
y) dy = (f | Bg),

äå

(Bg)(y) =
1

2
√
y
g(
√
y), y ∈ (1,∞).

Îòæå,

(A∗g)(x) =
1

2
√
y
g(
√
y), y ∈ (1,∞).

Çàäà÷à 35.14. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(−1, 1) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) = if(−x), x ∈ (−1, 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Af | g) =
1∫

−1

(Af)(x)ḡ(x) dx =

1∫
−1

if(−x)ḡ(x) dx.

Çðîáèìî â îñòàííüîìó iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ t = −x. Îòðèìó¹ìî

(Af | g) =
1∫

−1

if(t)ḡ(−t) dt =
1∫

−1

f(t)(−ig(−t)) dt.

Îòæå,
(A∗g)(t) = −ig(−t), t ∈ (−1, 1), g ∈ L2(−1, 1),

àáî
(A∗f)(x) = −if(−x), x ∈ (−1, 1), f ∈ L2(−1, 1).

Çàäà÷à 35.15. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(R) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) = 2f(2x+ 1), x ∈ R.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Af | g) =
∫
R

(Af)(x)ḡ(x) dx =

∫
R

2f(2x+ 1)ḡ(x) dx.

Çðîáèìî â îñòàííüîìó iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ t = 2x+ 1. Îòðèìó¹ìî

(Af | g) =
∫
R

f(t)ḡ( t−1
2
) dt.

Îòæå,

(A∗g)(t) = g( t−1
2
), t ∈ R, g ∈ L2(R).

Çàäà÷à 35.16. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(R) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) =

∫
R

f(y) dy

1 + y2 + 2x4
, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Af | g) =
∫
R

∫
R

f(y)ḡ(x)

1 + y2 + 2x4
dy dx =

∫
R

f(y)

∫
R

ḡ(x) dx

1 + y2 + 2x4

 dy =

=

∫
R

f(y)

∫
R

g(x) dx

1 + y2 + 2x4

 dy

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(A∗g)(y) =

∫
R

g(x) dx

1 + y2 + 2x4
, y ∈ R.

ßêùî â îñòàííié ôîðìóëi ïåðåñòàâèòè çìiííi x òà y ìiñöÿìè i çàìiíèòè g
íà f (ùî öiëêîì äîïóñòèìî, áî öå ëèøå ïîçíà÷êè) òî ¨¨ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó
âèãëÿäi ïîäiáíîìó äî âèãëÿäó îïåðàòîðà A:

(A∗f)(x) =

∫
R

f(y) dx

1 + x2 + 2y4
, x ∈ R.
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Çàäà÷à 35.17. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(R) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) =

∫
R

if(y) dy

1 + y2 + ix2
, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä:

(Af | g) =
∫
R

∫
R

if(y)ḡ(x)

1 + y2 + ix2
dy dx =

∫
R

f(y)

∫
R

iḡ(x) dx

1 + y2 + ix2

 dy =

=

∫
R

f(y)

∫
R

−ig(x) dx
1 + y2 − ix2

 dy

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(A∗g)(y) =

∫
R

−ig(x) dx
1 + y2 − ix2

, y ∈ R.

Àáî

(A∗f)(x) =

∫
R

−if(y) dx
1 + x2 − iy2

, x ∈ R.

Çàóâàæåííÿ. Ç äâîõ îñòàííiõ çàäà÷ ìîæíà ïðèéòè äî íàñòóïíîãî âèñíîâ-
êó. ßêùî îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði L2(a, b) çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) =

b∫
a

K(x, y)f(y) dy, x ∈ (a, b),

äå K - ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ (ç äîñòàòíüî äîáðèìè âëàñòèâîñòÿìè), òî ñïðÿ-
æåíèé îïåðàòîð äi¹ çà ôîðìóëîþ

(A∗f)(x) =

b∫
a

K(y, x)f(y) dy, x ∈ (a, b).
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Çàäà÷à 35.18. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(0, 1) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) =

x∫
0

(ix+ 2y)f(y) dy, x ∈ (0, 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Â äàíié çàäà÷i ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ïîïåðåäíiì çàóâàæåííÿì,
ÿêùî çðîçóìiòè, ùî â äàíié çàäà÷i

K(x, y) =

{
(ix+ 2y), ÿêùî 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
0, ÿêùî 0 ≤ x < y ≤ 1.

Ïðîòå, ÿê ïîêàçó¹ äîñâiä, ó öüîìó âèïàäêó áiëüøiñòü ñòóäåíòiâ ââàæà¹ áiëüø
ïðèâàáëèâèì øëÿõ ïðÿìèõ îá÷èñëåíü ÷åðåç ïiâòîðàëiíiéíó ôîðìó ç çàìiíîþ
ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ â ïîäâiéíîìó iíòåãðàëi. À âëàñíå, ìà¹ìî

(Af | g) =
1∫

0

 x∫
0

(ix+ 2y)f(y) dy

 ḡ(x) dx =

1∫
0

x∫
0

(ix+ 2y)f(y)ḡ(x) dy dx =

=

1∫
0

f(y)

 1∫
y

(ix+ 2y)ḡ(x) dx

 dy =

=

1∫
0

f(y)

 1∫
y

(−ix+ 2y)g(x) dx

dy.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(A∗g)(y) =

1∫
y

(−ix+ 2y)g(x) dx,

àáî

(A∗f)(x) =

1∫
x

(−iy + 2x)f(y) dy, x ∈ (0, 1).
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Çàäà÷à 35.19. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(0, 1) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) =

√
x∫

0

sin(x− y)f(y) dy, x ∈ (0, 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Mà¹ìî

(Af | g) =
1∫

0


√
x∫

0

sin(x− y)f(y) dy

 ḡ(x) dx =

1∫
0

√
x∫

0

sin(x− y)f(y)ḡ(x) dy dx =

=

1∫
0

f(y)

 1∫
y2

sin(x− y)ḡ(x) dx

 dy =

=

1∫
0

f(y)

 1∫
y2

sin(x− y)g(x) dx

dy.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(A∗g)(y) =

1∫
y2

sin(x− y)g(x) dx,

àáî

(A∗f)(x) =

1∫
x2

sin(y − x)g(y) dy, x ∈ (0, 1).

Çàäà÷à 35.20. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(0, 1) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) =

x3∫
0

(x2 + iy)f(y) dy, x ∈ (0, 1).
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Ðîçâ'ÿçîê. Mà¹ìî

(Af | g) =
1∫

0

 x3∫
0

(x2 + iy)f(y) dy

 ḡ(x) dx =

1∫
0

x3∫
0

(x2 + iy)f(y)ḡ(x) dy dx =

=

1∫
0

f(y)

 1∫
3
√
y

(x2 + iy)ḡ(x) dx

 dy =

=

1∫
0

f(y)

 1∫
3
√
y

(x2 − iy)g(x) dx

dy.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(A∗g)(y) =

1∫
3
√
y

(x2 − iy)g(x) dx, y ∈ (0, 1).

Àáî

(A∗f)(x) =

1∫
3√x

(y2 − ix)f(y) dy, x ∈ (0, 1).

Çàäà÷à 35.21. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði
L2(0,∞) çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) =

2x∫
0

f(y) dy

(1 + x2 + iy3)
, x ∈ (0,∞).

Ðîçâ'ÿçîê. Mà¹ìî

(Af | g) =
∞∫
0

 2x∫
0

f(y) dy

(1 + x2 + iy3)

 ḡ(x) dx =

∞∫
0

2x∫
0

f(y)ḡ(x)

(1 + x2 + iy3)
dy dx =

=

∞∫
0

f(y)

 ∞∫
y/2

ḡ(x) dx

(1 + x2 + iy3)

 dy =

∞∫
0

f(y)

 ∞∫
y/2

g(x) dx

(1 + x2 − iy3)

dy.
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Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(A∗g)(y) =

∞∫
y/2

g(x) dx

(1 + x2 − iy3)
, y ∈ (0,∞).

Àáî

(A∗f)(x) =

∞∫
x/2

f(y) dy

(1 + y2 − ix3)
, x ∈ (0,∞).

Ñïðÿæåíèé äî äîáóòêó i ñóìè îïåðàòîðiâ.

Çàäà÷à 35.22. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A : L2(R) → L2(R), ùî äi¹
çà ôîðìóëîþ:

(Af)(x) := (2 + i sinx)f(3x) +

∫
R

1

1 + 2x2 + 4t2
f(t) dt, x ∈ R, f ∈ L2(R).

Ðîçâ'ÿçîê. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

A1A2 + A3,

äå îïåðàòîðè Aj äiþòü çà ôîðìóëàìè:

(A1f)(x) := (2 + i sinx)f(x), x ∈ R,

(A2f)(x) := f(3x), x ∈ R,

(A3f)(x) :=

∫
R

1

1 + 2x2 + 4t2
f(t) dt, x ∈ R.

Ç âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî ìà¹ìî, ùî

A∗ = A∗
2A

∗
1 + A∗

3.

Òîìó äîñèòü çíàéòè îïåðàòîðè A∗
j . Âèêîðèñòîâóþ÷è âæå íàâåäåíi âèùå ìið-

êóâàííÿ îòðèìó¹ìî, ùî

(A∗
1f)(x) = (2− i sinx)f(x), x ∈ R,

(A∗
2f)(x) =

1

3
f(x/3), x ∈ R,

(A∗
3f)(x) =

∫
R

1

1 + 2t2 + 4x2
f(t) dt, x ∈ R.
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Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî, ùî

(A∗f)(x) =
1

3
(1− i sin (x/3))f(x/3) +

∫
R

1

1 + 2t2 + 4x2
f(t) dt, x ∈ R.

36. Åëåìåíòè ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ îïåðàòîðiâ. Ñïåêòð îïåðàòîðà.

Ìè ïiäiéøëè äî çàêëþ÷íî¨ ÷àñòèíè íàøîãî êóðñó. Âîíà ïðèñâÿ÷åíà ñïå-
êòðàëüíié òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ. Îñêiëüêè ó íàñ çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè äå-
êiëüêà ëåêöié, òî ìè âñòèãíåìî îçíàéîìèòèñÿ ëèøå ç äåÿêèìè åëåìåíòàìè öi¹¨
òåîði¨.

Ñïåêòð ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.
Íåõàé X áàíàõiâ ïðîñòið i A ∈ B(X), òîáòî A - ëiíiéíèé âñþäè çàäàíèé

íåïåðåðâíèé îïåðàòîð â X. Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ îïåðàòîðà A ¹ éîãî
ñïåêòð.
Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì â àëãåáði B(X), ÿêùî

iñíó¹ îïåðàòîð B ∈ B(X) òàêèé, ùî

AB = I = BA.

ßêùî âêàçàíèé îïåðàòîð B iñíó¹, òî âií ¹ ¹äèíèì i ìè ïîçíà÷à¹ìî éîãî ÷å-
ðåç A−1 òà íàçèâà¹ìî îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà A. Äîìîâèìîñÿ ìíîæèíó âñiõ
îáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ â àëãåáði B(X) ïîçíà÷àòè ÷åðåç Binv(X).

Âïðàâà 36.1. Äîâåñòè, ùî Binv(X) ðàçîì ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ
óòâîðþ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó.

Ç òåîðåìè Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð âèïëèâà¹, ùî

(36.1) ∀A ∈ B(X) (A ∈ Binv(X)) ⇐⇒ (ker(A) = {0}) ∧ (ran(A) = X).

Çàóâàæåííÿ 36.2. ßêùî A ∈ B(X) i ker(A) = {0}, òî îïåðàòîð A ¹
ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Òîìó îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 iñíó¹. Îäíàê,
ÿêùî íå âèêîíàíà óìîâà ran(A) = X, òî A−1 íå ¹ âñþäè çàäàíèì íà X,
à, îòæå, A−1 /∈ B(X), òîáòî îïåðàòîð A íå ¹ îáîðîòíèì â àëãåáði B(X).
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Îçíà÷åííÿ 36.3. Íåõàé A ∈ B(X). Ðåçîëüâåíòíîþ ìíîæèíîþ îïåðàòîðà A
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C, ÿêó ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç
ρ(A) i çàäà¹ìî ôîðìóëîþ

ρ(A) := {λ ∈ C | (A− λI) ∈ Binv(X)}.

Äîïîâíåííÿ äî ðåçîëüâåíòíî¨ ìíîæèíè ρ(A) íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðîì îïåðà-
òîðà A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç σ(A), òîáòî

σ(A) := C \ ρ(A).

Ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà A íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

ρ(A) 3 λ 7→ Aλ := (A− λI)−1 ∈ B(X).

Íèæ÷å ìè ïîêàæåìî, ùî ñïåêòð îïåðàòîðà A ¹ êîìïàêòîì, à ðåçîëüâåíòà
îïåðàòîðà A ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà ρ(A). Àëå, äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïîïåðåäíüî âñòàíîâèòè ðÿä âàæëèâèõ ôàêòiâ.

Ðÿä Íåéìàíà.

Îçíà÷åííÿ 36.4. Ðÿäîì Íåéìàíà îïåðàòîðà A ∈ B(X) íàçèâà¹òüñÿ ôîð-

ìàëüíèé ðÿä
∞∑
n=0

An, òîáòî ôîðìàëüíà ñóìà îïåðàòîðíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðî-

ãðåñi¨.

Òåîðåìà 36.5. Íåõàé A ∈ B(X) i âèêîíàíà óìîâà

(36.2) lim
n→∞

‖An‖1/n < 1.

Òîäi:

(1) ðÿä Íåéìàíà
∞∑
n=0

An çáiãà¹òüñÿ â àëãåáði B(X);

(2) îïåðàòîð I − A ¹ îáîðîòíèé â àëãåáði B(X) i (I − A)−1 =
∞∑
n=0

An.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíàíà óìîâà (36.2), òî çà îçíàêîþ Êîøi ðÿä
∞∑
n=0

‖An‖ ¹

çáiæíèé. Îòæå, ðÿä Íåéìàíà ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì. Îòæå, âèêîíàíà äîñòàòíÿ
óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó â áàíàõîâîìó ïðîñòîði B(X). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ñóìó

ðÿäó Íåéìàíà i íåõàé Sn :=
n∑

k=0

Ak. Çàóâàæèìî, ùî

(I − A)Sn = I − An+1 = Sn(I − A).
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Çi çáiæíîñòi ðÿäó Íåéìàíà âèïëèâà¹, ùî Sn → S i An → 0 ïðè n→ ∞. Çâiäñè,
âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü äîáóòêó îïåðàòîðiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

(I − A)S = lim
n→∞

(I − A)Sn = I = lim
n→∞

Sn(I − A) = S(I − A),

òîáòî îïåðàòîð (I − A) ¹ îáîðîòíèé i (I − A)−1 = S. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Îçíà÷åííÿ 36.6. Íåõàé A ∈ B(X). Òîäi ÷èñëî

r(A) := lim
n→∞

‖An‖1/n

íàçèâàþòü ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì îïåðàòîðà A.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ B(X) i äîâiëüíîãî n ∈ N ‖An‖ ≤ ‖A‖n, òî
(36.3) r(A) ≤ ‖A‖, A ∈ B(X).

Íàñëiäîê 36.7. Íåõàé A ∈ B(X) i ‖A‖ < 1. Òîäi ðÿä Íåéìàíà
∞∑
n=0

An çáiãà¹-

òüñÿ â àëãåáði B(X) i

(I − A)−1 =
∞∑
n=0

An.

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

(36.4) ‖(I − A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A‖
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ B(X) i ‖A‖ < 1. Îñêiëüêè r(A) ≤ ‖A‖ < 1, òî çãiäíî ç
òåîðåìîþ 36.5 îïåðàòîð I − A îáîðîòíèé i

‖(I − A)−1‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

An

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

‖An‖ ≤
∞∑
n=0

‖A‖n =
1

1− ‖A‖
.

�

Òåîðåìà ïðî çáóðåííÿ îáîðîòíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 36.8. Íåõàé A ∈ Binv(X) i B ∈ B(X). ßêùî âèêîíàíà óìîâà

(36.5) ‖A−B‖ < 1

‖A−1‖
,

òî B ∈ Binv(X).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

B = A− (A−B) = A(I − A−1(A−B)).

Íåõàé K := A−1(A−B). Ç óìîâè (36.5) âèïëèâà¹, ùî

‖K‖ ≤ ‖A−1‖‖A−B‖ < 1.
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Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 36.5 îïåðàòîð I−K ¹ îáîðîòíèé. Çi ñêàçàíîãî âèïëè-
âà¹, ùî îïåðàòîð B îáîðîòíèé i B−1 = (I −K)−1A−1. �
Ç òåîðåìè 36.16 î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 36.9. Ìíîæèíà Binv(X) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â B(X).

Âïðàâà 36.10. Äîâåäiòü, ùî ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi íåîáîðîòíèõ
îïåðàòîðiâ ¹ íåîáîðîòíèì îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà ïðî ñïåêòð îïåðàòîðà A ∈ B(X).

Òåîðåìà 36.11. Íåõàé T ∈ B(X). Òîäi:
(1) ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà ρ(T ) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ;
(2) ñïåêòð îïåðàòîðà T ¹ êîìïàêòîì, ïðè÷îìó

(36.6) σ(T ) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ r(T )}.
Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé λ0 ∈ ρ(T ) i λ ∈ C. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè

A = T − λ0I, B = T − λI.

Çà îçíà÷åííÿì A ∈ Binv(X) i A−1 = Tλ0 . Çàóâàæèìî, ùî

‖A−B‖ = |λ− λ0|.
Òîìó ç îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî çáóðåííÿ îáîðîòíîãî îïåðàòîðà, ÿêùî

|λ− λ0| < ‖Tλ0‖−1,

òî îïåðàòîð T −λI ¹ îáîðîòíèé, òîáòî λ ∈ ρ(T ). Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî λ0
¹ âíóòðiøíîþ òî÷êîþ ìíîæèíè ρ(T ). Ç äîâiëüíîñòi òî÷êè λ0 ∈ ρ(T ) âèïëèâà¹,
ùî ρ(T ) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â C.
2) Ç 1) âèïëèâà¹, ùî ñïåêòð σ(T ) ¹ çàìêíåíà ìíîæèíà. Òîìó íàì äîñèòü

äîâåñòè âêëþ÷åííÿ (36.6). Ïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ C i |λ| > r(T ). Ðîçãëÿíåìî
îïåðàòîð A := λ−1T . Îñêiëüêè

‖An‖ = |λ−n|‖T n‖,
òî

r(A) = lim
n→∞

‖An‖1/n = lim
n→∞

|λ|−1‖T n‖1/n = |λ|−1 lim
n→∞

‖T n‖1/n = |λ|−1r(T ) < 1.

Ç îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî ðÿä Íåéìàíà îïåðàòîð I −A ¹ îáîðîòíèé. Îñêiëüêè

T − λI = −λ(I − A),

òî îáîðîòíèì ¹ i îïåðàòîð T − λI, òîáòî λ ∈ ρ(T ). Îòæå,

{λ ∈ C | |λ| > r(T )} ⊂ ρ(T ).
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Çâiäêè, âðàõîâóþ÷è, ùî σ(T ) = C \ ρ(T ), îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ (36.6). �

Çàóâàæåííÿ 36.12. Îñêiëüêè

r(T ) ≤ ‖T‖, T ∈ B(X),

òî ç (36.6) âèïëèâà¹, ùî

(36.7) σ(T ) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ ‖T‖},
òîáòî ñïåêòð σ(T ) ìiñòèòüñÿ êðóçi ðàäióñà ‖T‖ ç öåíòðîì â íóëi.
Ìîæíà äîâåñòè, ùî ÷èñëî r(T ) ¹ íàéìåíøèì ñåðåä ÷èñåë r ≥ 0, äëÿ ÿêèõ

σ(T ) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ r}.

Îçíà÷åííÿ 36.13. Íåõàé Ω - âiäêðèòà ìíîæèíà â C i f - ôóíêöiÿ, ÿêà
çàäàíà íà Ω i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Ôóíêöiÿ f íàçè-
âà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ íà Ω, ÿêùî äëÿ êîæíîãî λ0 ∈ Ω iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî
â êðóçi Kδ(λ0) := {λ | |λ− λ0| < δ} ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(λ) =
∞∑
n=0

(λ− λ0)
nan, λ ∈ Kδ(λ0),

äå an ∈ X (n ∈ Z+) i ñòåïåíåâèé âåêòîðíèé ðÿä ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â
Kδ(λ0).

Òåîðåìà ïðî àíàëiòè÷íiñòü ðåçîëüâåíòè îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 36.14. Íåõàé T ∈ B(X). Òîäi:
(1) ðåçîëüâåíòà ρ(T ) 3 λ 7→ Tλ ∈ B(X) ¹ àíàëiòè÷íà â ρ(T );
(2) ÿêùî λ0 ∈ ρ(T ) i 0 < δ < ‖Tλ0‖−1, òî

(36.8) Tλ =
∞∑
n=0

(λ− λ0)
nT n+1

λ0
, λ ∈ Kδ(λ0),

ïðè÷îìó ðÿä â (36.8) ðiâíîìiðíî çáiæíèé â êðóçi Kδ(λ0);
(3) â çîâíiøíîñòi êðóãa Kδ(0) ç δ > ‖T‖ ðåçîëüâåíòà ðîçêëàäà¹òüñÿ â

ðÿä Ëîðàíà

(36.9) Tλ = −
∞∑
n=0

λ−n−1T n,

ÿêèé ðiâíîìiðíî çáiæíèé â îáëàñòi {z | |z| ≥ δ}.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äîñèòü äîâåñòè ïóíêòè 2) i 3).

2) Íåõàé λ0 ∈ ρ(T ), λ ∈ C i 0 < δ < ‖Tλ0‖−1. Ïðèïóñòèìî, ùî |λ − λ0| ≤ δ.
Çàóâàæèìî, ùî

T − λI = (T − λ0I)− (λ− λ0)I = (T − λ0I)[I − (λ− λ0)Tλ0 ].

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð A := (λ− λ0)Tλ0 . Îñêiëüêè

‖A‖ = |λ− λ0|‖Tλ0‖ ≤ δ‖Tλ0‖ < 1,

òî çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ðÿä Íåéìàíà îïåðàòîð I − A ¹ îáîðîòíèé i

(I − A)−1 =
∞∑
n=0

(λ− λ0)
nT n

λ0
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî λ ∈ ρ(T ) i

(36.10) (T − λI)−1 = (I − A)−1Tλ0 =
∞∑
n=0

(λ− λ0)
nT n+1

λ0
.

Îñêiëüêè

‖(λ− λ0)Tλ0‖ = α < δ‖Tλ0‖ < 1,

òî

‖(λ− λ0)
nT n+1

λ0
|| ≤ (δ‖Tλ0‖)n‖Tλ0‖, n ∈ N,

à, îòæå, ðÿä â (36.10) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â êðóçi Kδ(λ0).

3) Íåõàé δ > ‖T‖, λ ∈ C i |λ| ≥ δ. Îñêiëüêè

T − λI = −λ(I − λ−1T )

i

‖λ−1T‖ ≤ δ−1‖T‖ < 1,

òî λ ∈ ρ(T ) i

(36.11) (T − λI)−1 = −λ−1(I − λ−1T )−1 = −
∞∑
n=0

λ−n−1T n.

Îñêiëüêè

‖λ−1T‖ = |λ|−1‖T‖ ≤ α := δ−1‖T‖‖ < 1,

òî ðÿä â (36.11) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi {λ | |λ| ≥ δ}. �
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Êëàñèôiêàöiÿ òî÷îê ñïåêòðó.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðiçíi òî÷êè ñïåêòðó ìîæóòü ìàòè ðiçíó ïðèðîäó. Òîìó ¨õ

êëàñèôiêóþòü çà âiäïîâiäíèìè îçíàêàìè. � äåêiëüêà òàêèõ êëàñèôiêàöié. Ìè
ðîçãëÿíåìî îäíó ç íàéáiëüø âæèâàíèõ êëàñèôiêàöié, êîëè ñïåêòð îïåðàòîðà
A ðîçáèâà¹òüñÿ íà òî÷êîâèé ñïåêòð - σp(A), íåïåðåðâíèé ñïåêòð - σc(A) i
çàëèøêîâèé ñïåêòð - σr(A).

Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð

(36.12) ∀A ∈ B(X) (A ∈ Binv(X)) ⇐⇒ (ker(A) = {0}) ∧ (ran(A) = X).

Òîìó òî÷êà λ ∈ C íàëåæèòü ñïåêòðó îïåðàòîðà A ∈ B(X), ÿêùî íå âèêî-
íó¹òüñÿ àáî óìîâà ker(A− λI) = {0}, àáî óìîâà ran(A− λI) = X.

Îçíà÷åííÿ 36.15. Íåõàé A ∈ B(X). Òîäi:

σp(A) :={λ ∈ C | ker(A− λI) 6= {0}},

σc(A) :={λ ∈ C | (ker(A− λI) = {0}) ∧ (ran(A− λI) 6= X) ∧ (ran(A− λI) = X)},

σr(A) :={λ ∈ C | (ker(A− λI) = {0}) ∧ (ran(A− λI) 6= X)}.

Òåîðåìà 36.16. Íåõàé A ∈ B(X). Òîäi

(36.13) σ(A) = σp(A) t σc(A) t σr(A).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 36.18 âèïëèâà¹, ùî σp(A) íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç σc(A) i
σr(A), à σc(A) íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç σr(A). Ç îãëÿäó íà (36.12) ìè ìà¹ìî, ùî

σp(A) t σc(A) t σr(A) ⊂ σ(A).

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî òî÷êà λ íå íàëåæèòü ìíîæèíi

σp(A) t σc(A) t σr(A),
òî

ker(A− λI) = {0} i ran(A− λI) = X.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ Áàíàõà (äèâ. (36.12)) îïåðàòîð A − λI ¹ îáîðîòíèé,
òîáòî λ /∈ σ(A). À öå îçíà÷à¹, ùî

σ(A) ⊂ σp(A) t σc(A) t σr(A).
Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �
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Îçíà÷åííÿ 36.17. ×èñëî λ ∈ C íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà
A ∈ B(X), ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ X òàêèé, ùî Ax = λx. Ïðè
öüîìó x íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíî-
ìó ÷èñëó λ.
ßêùî λ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A, òî ker(A − λI) íàçèâà¹òüñÿ âëà-

ñíèì ïiäïðîñòîðîì îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ.

Îïåðàòîðè îáìåæåíi çíèçó.

Îçíà÷åííÿ 36.18. Îïåðàòîð A ∈ B(X) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì çíèçó,
ÿêùî

∃δ > 0 ∀x ∈ X ‖Ax‖ ≥ δ‖x‖.

Âïðàâà 36.19. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî îïåðàòîð A ∈ B(X) ¹ îáîðîòíèé â àëãåáði
B(X), òî âií ¹ îáìåæåíèì çíèçó.

Òåîðåìà 36.20. Íåõàé îïåðàòîð A ∈ B(X) ¹ îáìåæåíèì çíèçó. Òîäi:
(1) ran(A) ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì â X;
(2) îïåðàòîð A−1 íåïåðåðâíî äi¹ ç ran(A) â X.

Äîâåäåííÿ. 1) Âiçüìåìî äîâiëüíå y ∈ ran(A). Òîäi â ran(A) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(yn)n∈N òàêà, ùî lim

n→∞
yn = y. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî yn iñíó¹ xn ∈ X òàêå,

ùî yn = Axn. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ çáiæíà. Äiéñíî, äëÿ
äîâiëüíèõ n,m ∈ N

‖yn − ym‖ = ‖Axn − Axm‖ = ‖A(xn − xm)‖ ≥ δ‖xn − xm‖,
òîáòî

(36.14) ‖xn − xm‖ ≤ 1

δ
‖yn − ym‖.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (yn)n∈N ¹ çáiæíà, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà. À, îòæå,

lim
n,m→∞

‖yn − ym‖ = 0.

Çâiäêè, âðàõîâóþ÷è (36.14), îòðèìó¹ìî, ùî

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖ = 0,
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òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà. Íåõàé âîíà
çáiãà¹òüñÿ äî x ∈ X. Òîäi ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà A îòðèìó-
¹ìî

y = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

Axn = Ax,

òîáòî y ∈ ran(A). Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ran(A) ⊂ ran(A), òîáòî ran(A) ¹ çà-
ìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì.

2) Ç îáìåæåíîñòi çíèçó îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî

(36.15) ‖Ax‖ ≥ δ‖x‖, x ∈ X.

Çâiäêè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî kerA = {0}. Òîìó îïåðàòîð A−1 iñíó¹ i äi¹ ç
ran(A) â X. Äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ ran(A) ïîêëàäåìî x = A−1y ∈ X. Òîäi Ax = y.
Ç îçíà÷åííÿ 36.18 âèïëèâà¹, ùî

‖y‖ = ‖Ax‖ ≥ δ‖x‖ = δ‖A−1y‖, y ∈ ran(A).

Îòæå,

‖A−1y‖ ≤ δ−1‖y‖, y ∈ ran(A),

òîáòî îïåðàòîð A−1 ¹ îáìåæåíèé. Òîìó âií íåïåðåðâíî äi¹ ç ran(A) â X. �

Íàñëiäîê 36.21. Íåõàé îïåðàòîð A ∈ B(X) îáìåæåíèé çíèçó i ran(A) = X.
Òîäi îïåðàòîð A ¹ îáîðîòíèé â àëãåáði B(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè íàñëiäêó. Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 36.20

ran(A) = ran(A) = X.

Òîìó çãiäíî ç òi¹þ æ òåîðåìîþ 36.20 A−1 íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹ X â X, òîáòî
A - îáîðîòíèé â àëãåáði B(X). �

Íàñëiäîê 36.22. Íåõàé A ∈ B(X) i λ ∈ C. ßêùî îïåðàòîð A−λI îáìåæåíèé
çíèçó, òî àáî λ ∈ ρ(A), àáî λ ∈ σr(A).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè íàñëiäêó. Îñêiëüêè îïåðàòîð A− λI îáìå-
æåíèé çíèçó, òî ker(A − λI) = {0}. Ó âèïàäêó, êîëè ran(A− λI) 6= X, òî÷êà
λ çà îçíà÷åííÿì íàëåæèòü σr(A). ßêùî æ ran(A− λI) = X, òî ç îãëÿäó íà
íàñëiäîê 36.21 îïåðàòîð A− λI ¹ îáîðîòíèé, òîáòî λ ∈ ρ(A). �
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37. Ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ äëÿ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ.

37.1. Ìíîãî÷ëåíè âiä îïåðàòîðà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P ëiíiéíèé ïðîñòið
âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåõàé A ∈ B(X), p ∈ P i

p(λ) =
n∑

j=0

ajλ
j, λ ∈ C.

Îçíà÷èìî ìíîãî÷ëåí âiä îïåðàòîðà A ∈ B(X) ôîðìóëîþ

(37.1) p(A) =
n∑

j=0

ajA
j.

Ôîðìóëà (37.1) çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ

(37.2) P 3 p 7→ p(A) ∈ B(X).

Öå âiäîáðàæåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðîäîâæåííÿ äi¨ ìíîãî÷ëåíà ç C íà
àëãåáðó B(X). Äiéñíî, àëãåáðó C êîìïëåêíèõ ÷èñåë ìîæíà âêëàñòè â B(X) ç
äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ

C 3 λ 7→ λI ∈ B(X)

i îòîòîæíèòè ç ïiäàëãåáðîþ {λI | λ ∈ C}.

Âïðàâà 37.1. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ B(X), p, q ∈ P i α, β ∈ C
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

(αp+ βq)(A) = αf(A) + βq(A),

(pq)(A) = p(A)q(A).
(37.3)

À ÿêi ùå ôóíêöi¨ ìîæíà âèðàõîâóâàòè âiä îïåðàòîðiâ? Çàìiñòü ìíîãî÷ëåíiâ
ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨, òîáòî ôóíêöi¨, ùî ìàþòü âèãëÿä

f(λ) =
p(λ)

q(λ)
,

äå p i q ìíîãî÷ëåíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R ìíîæèíó âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ôóí-
êöié. Çàóâàæèìî, ùî R óòâîðþ¹ ôóíêöiîíàëüíó àëãåáðó, òîáòî ðàöiîíàëüíi
ôóíêöi¨ ìîæíà äîäàâàòè, ìíîæèòè íà ÷èñëî i ìíîæèòè ìiæ ñîáîþ. Çíàéäå-
ìî âiäïîâiäíó ôîðìóëó äëÿ f(A). Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé äðiá, òîáòî ôóíêöiþ
âèãëÿäó

f(λ) =
1

λ− α
, λ ∈ C.
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äå α - ôiêñîâàíà òî÷êà (ïîëþñ). ßêùî α íå íàëåæèòü ñïåêòðó îïåðàòîðà A,
òî ïðèðîäíüî ïðèïóñòèòè, ùî

f(A) = (A− αI)−1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåí q ∈ P íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà ñïåêòði îïåðàòîðà
A. Òîäi éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

q(λ) = c0

n∏
j=1

(λ− λj),

äå c0 6= 0 i λj - íóëi ìíîãî÷ëåíà q (ç âðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi). Çàóâàæèìî,
ùî îñêiëüêè q íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà ñïåêòði îïåðàòîðà A, òî λj /∈ σ(A).
Ðîçãëÿíåìî ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ f âèãëÿäó

f(λ) =
1

q(λ)
,

Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå âèùå, ïðèðîäíüî ââàæàòè, ùî

f(A) = c0(A− λ1I)
−1 · · · (A− λnI)

−1.

Ç âïðàâè 37.1 âèïëèâà¹, ùî òîäi

f(A) = [q(A)]−1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíèé âèïàäîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R(A) ìíîæèíó âñiõ
ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ïîëþñè ÿêèõ íå ïîòðàïëÿþòü íà ñïåêòð îïåðàòîðà A.
ßêùî f ∈ R(A), òî ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(λ) =
p(λ)

q(λ)
,

äå p i q ìíîãî÷ëåíè, ïðè÷îìó q íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà ñïåêòði îïåðàòîðà A.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

(37.4) f(A) = p(A)[q(A)]−1.

Âïðàâà 37.2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ B(X), f, g ∈ R(A) i α, β ∈ C
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

(αf + βg)(A) = αf(A) + βg(A),

(fg)(A) = f(A)g(A).
(37.5)

Òåîðåìà ïðî âiäîáðàæåííÿ ñïåêòðiâ.

Òåîðåìà 37.3. Íåõàé A ∈ B(X) i f ∈ R(A). Òîäi

(37.6) σ(f(A)) = f(σ(A)).
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Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé A ∈ B(X) i f ∈ R(A). Ïðèïóñòèìî, ùî f íå îáåðòà¹òüñÿ
â íóëü íà σ(A). Òîäi ôóíêöiÿ g := 1

f
íàëåæèòü R(A) i (äèâ. âïðàâó 37.2)

f(A)g(A) = g(A)f(A) = (fg)(A) = I.

Îòæå îïåðàòîð f(A) ¹ îáîðîòíèé.
2) Íåõàé A ∈ B(X) i f ∈ R(A). Ïðèïóñòèìî, ùî α /∈ f(σ(A)). Òîäi ôóíêöiÿ

φ(λ) := f(λ)− α

íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà σ(A). Ç ïóíêòó 1) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð φ(A) ¹
îáîðîòíèé â àëãåáði B(X). Àëå,

φ(A) := f(A)− αI.

Òîìó α /∈ σ(f(A)). Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè iìïëiêàöiþ

∀α ∈ C (α /∈ f(σ(A))) =⇒ (α /∈ σ(f(A))).

Ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî α ∈ σ(f(A)), òî α ∈ f(σ(A)), òîáòî

σ(f(A)) ⊂ f(σ(A)).

3) Íåõàé A ∈ B(X), f ∈ R(A) i α ∈ f(σ(A)). Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð φ(A)
¹ íåîáîðîòíèé.
Îñêiëüêè α ∈ f(σ(A)), òî ôóíêöiÿ

φ(λ) := f(λ)− α

îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â äåÿêié òî÷öi λ0 ∈ σ(A). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(λ) :=
φ(λ)

λ− λ0
.

Î÷åâèäíî, ùî g ∈ R(A) i

φ(λ) = (λ− λ0)g(λ).

Òîìó

(37.7) φ(A) = (A− λ0I)g(A) = g(A)(A− λ0I).

Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð φ(A) ¹ îáîðîòíèé. Òîäi

ran(φ(A)) = X, ker(φ(A)) = {0}.
Çâiäêè, âðàõîâóþ÷è (37.7) îòðèìó¹ìî, ùî

ran(A− λ0I) = X, ker(A− λ0I) = {0}.
Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð A−λ0I ¹ îáîðîòíèé.
Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü, áî λ0 ∈ σ(A). Îòæå, îïåðàòîð φ(A) ¹ íåîáîðîòíèé.
Àëå,

φ(A) := f(A)− αI.
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Òîìó α ∈ σ(f(A)). Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè iìïëiêàöiþ

∀α ∈ C (α ∈ f(σ(A))) =⇒ (α ∈ σ(f(A)))

òîáòî
f(σ(A)) ⊂ σ(f(A)).

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ïóíêò 2), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

f(σ(A)) = σ(f(A)).

�
Ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî âiäîáðàæåííÿ ñïåêòðiâ.
1) Ïðèïóñòèìî, ùî A ∈ B(X), p ∈ P i p(A) = 0. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî

ñïåêòð îïåðàòîðà A?
Ç òåîðåìè ïðî âiäîáðàæåííÿ ñïåêòðiâ âèïëèâà¹, ùî

p(σ(A)) = σ(p(A)) = σ(0).

Ñïåêòð íóëüîâîãî îïåðàòîðà ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íóëÿ, òîáòî

σ(0) = {0}.
Îòæå,

p(σ(A)) = {0}.
Òîìó

σ(A) ⊂ p−1(0).

2) Ïðèïóñòèìî, ùî A ∈ B(X) i

(0, 1) ⊂ σ(A) ⊂ (−1, 1]

Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ñïåêòð îïåðàòîðà A2?
Ç òåîðåìè ïðî âiäîáðàæåííÿ ñïåêòðiâ âèïëèâà¹, ùî

σ(A2) = {λ2 | λ ∈ σ(A)}.
Òîìó

(0, 1) ⊂ σ(A2) ⊂ [0, 1].

Àëå, ñïåêòð îïåðàòîðà ¹ çàìêíåíèì. Îòæå

σ(A2) = [0, 1].
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38. Ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè. Ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíîãî

îïåðàòîðà.

Â äàíié ëåêöi¨ ìè ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. Âñþ-
äè â äàíié ëåêöi¨ H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 38.1. Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî
A∗ = A.

Îçíà÷åííÿ 38.2. Êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

H 3 x→ (Ax | x) ∈ C.

Âïðàâà 38.3. Ùîá îïåðàòîð A ∈ B(H) áóâ ñàìîñïðÿæåíèì íåîáõiäíî i äî-
ñèòü, ùîá éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà áóëà äiéñíîçíà÷íîþ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íàì ùå îäíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ íîðìè ñàìî-
ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
Òåîðåìà ïðî íîðìó îáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 38.4. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi

‖A‖ = sup
∥x∥=1

|(Ax | x)|.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè i

α := sup
∥x∥=1

|(Ax | x)|.

1) Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî îòðèìó¹ìî, ùî

|(Ax | x)| ≤ ‖Ax‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖2 = ‖A‖, ÿêùî ‖x‖ = 1.

Òîìó α ≤ ‖A‖.
2) Íåõàé x ∈ H \ {0}. Òîäi

|(Ax | x)| = ‖x‖2|(A x
∥x∥ | x

∥x∥)| ≤ α‖x‖2.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

|(Ax | x)| ≤ α‖x‖2, x ∈ H.
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Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H

(38.1) (A(x+ y) | x+ y)− (A(x− y) | x− y) = 2(Ax | y) + 2(Ay | x) =
= 2(Ax | y) + 2(y | Ax) = 4Re(Ax | y).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(38.2) 4|Re(Ax | y)| ≤ |(A(x+ y | x+ y)|+ |(A(x− y | x− y)| ≤
≤ α‖x+ y‖2 + α‖x− y‖2 = α(‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2).

Íåõàé ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà, îòðè-
ìó¹ìî

4|Re(Ax | y)| ≤ α(‖x+ y‖2 + ‖x+ y‖2) = α(2‖x‖2 + 2‖y‖2) = 4α.

Îòæå,
|Re(Ax | y)| ≤ α, ÿêùî ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ‖x‖ = 1 , ‖Ax‖ 6= 0 i ïîêëàäåìî y = Ax
∥Ax∥ . Îñêiëüêè ‖y‖ = 1 i

|Re(Ax | Ax
∥Ax∥)| = ‖Ax‖,

òî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

‖Ax‖ ≤ α, ÿêùî ‖x‖ = 1,

òîáòî
‖A‖ ≤ α.

Ç äîâåäåíèõ íåðiâíîñòåé ìà¹ìî, ùî ‖A‖ = α. Òåîðåìà äîâåäåíà.
�

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà A i ÿäðîì ñïðÿ-
æåíîãî îïåðàòîðà A∗.

Òåîðåìà 38.5. Íåõàé A ∈ B(H). Òîäi

(ranA)⊥ = kerA∗, ranA = (kerA∗)⊥.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü. Ìà¹ìî

(y ⊥ ranA) ⇔ (∀x ∈ H (Ax | y) = 0) ⇔ (∀x ∈ H (x | A∗y) = 0) ⇔
⇔ (A∗y ⊥ H) ⇔ (A∗y = 0) ⇔ (y ∈ kerA∗).

Îòæå,
(ranA)⊥ = kerA∗.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(kerA∗)⊥ = [(ranA)⊥]⊥.

Ç íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

(ranA)⊥ = (ranA)⊥.

À çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ

[(ranA)⊥]⊥ = ranA.

Òîìó
ranA = (kerA∗)⊥.

�

Òåîðåìà ïðî ñïåêòð îáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 38.6. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi σ(A) ⊂ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ = ξ + iε, äå ξ, ε ∈ R i ε 6= 0. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð
A− λI ¹ îáìåæåíèé çíèçó. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H

Im((A− λI)x | x) = − Imλ(x | x) = −ε‖x‖2,
à , îòæå,

|ε|‖x‖2 = | Im((A− λI)x | x)| ≤ |((A− λI)x | x)| ≤ ‖(A− λI)x‖‖x‖.
Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ íåðiâíiñòþ Áóíÿêîâñüêîãî. Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî,
ùî

‖(A− λI)x‖ ≥ |ε|‖x‖.
Òèì ñàìèì îáìåæåíiñòü çíèçó îïåðàòîðà A − λI äîâåäåíà. Ç îáìåæåíîñòi
çíèçó âèïëèâà¹, ùî

ker(A− λI) = {0}, λ ∈ C \ R.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà i ÿäðîì éîãî
ñïðÿæåíîãî, ìà¹ìî

ran(A− λI) = [ker(A− λI)∗]⊥ = [ker(A− λ̄I)]⊥ = {0}⊥ = H.

Îñêiëüêè îïåðàòîð A − λI îáìåæåíèé çíèçó i ran(A− λI) = H, òî âií ¹ îáî-
ðîòíèé. Îòæå,

C \ R ⊂ ρ(A).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî σ(A) ⊂ R. �
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Ãðàíi ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 38.7. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. ×èñëà

β(A) := sup
∥x∥=1

(Ax | x), α(A) := inf
∥x∥=1

(Ax | x)

íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî âåðõíüîþ i íèæíüîþ ãðàíÿìè ñàìîñïðÿæåíîãî îïå-
ðàòîðà A.

Âïðàâà 38.8. Äîâåñòè, ùî äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîð A ∈ B(H) ñïðàâå-
äëèâà ðiâíiñòü

‖A‖ = max{|α(A)|, |β(A)|}.

Óòî÷íåíà òåîðåìà ïðî ñïåêòð îáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðà-
òîðà.

Òåîðåìà 38.9. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi σ(A) ⊂ [α(A), β(A)], ïðè÷îìó
ãðàíi α(A) i β(A) ¹ òî÷êàìè ñïåêòðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ ∈ R, α := α(A) i λ < α. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A − λI
¹ îáìåæåíèé çíèçó. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H \ {0}

(Ax | x) = (A
x

‖x‖
| x

‖x‖
)‖x‖2 ≥ α‖x‖2.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(38.3) (Ax | x) ≥ α‖x‖2, x ∈ H.

Òîìó

((A− λ)x | x) = (Ax | x)− λ‖x‖2 ≥ (α− λ)‖x‖2

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

(α− λ)‖x‖2 ≤ ((A− λ)x | x) ≤ ‖(A− λ)x‖‖x‖.

À , îòæå,

‖(A− λI)x‖ ≥ (α− λ)‖x‖.
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Òèì ñàìèì îáìåæåíiñòü çíèçó îïåðàòîðà A − λI äîâåäåíà. Ç îáìåæåíîñòi
çíèçó âèïëèâà¹, ùî

ker(A− λI) = {0}, λ ∈ C \ R.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà i ÿäðîì éîãî
ñïðÿæåíîãî, ìà¹ìî

ran(A− λI) = [ker(A− λI)∗]⊥ = [ker(A− λI)]⊥ = {0}⊥ = H.

Îñêiëüêè îïåðàòîð A − λI îáìåæåíèé çíèçó i ran(A− λI) = H, òî âií ¹
îáîðîòíèé. Îòæå,

(−∞, α) ⊂ ρ(A).

Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî

(β(A),∞) ⊂ ρ(A).

Òîìó σ(A) ⊂ [α(A), β(A)].

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, òî÷êè α(A) i β(A) ¹ òî÷êàìè ñïåêòðó. Äîñèòü ïîêà-
çàòè, ùî β(A) ∈ σ(A). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî

0 ≤ α(A) ≤ β(A).

Äiéñíî, ïðè ïîòðåái ìîæíà ïåðåéòè âiä îïåðàòîðà A äî îïåðàòîðà A − λI ç
λ < α. Ïðè öüîìó ìà¹ìî, ùî

α(A− λI) = α(A)− λ > 0, β(A− λI) = β(A)− λ > 0

i
σ(A− λI) = {ξ − λ | ξ ∈ σ(A)}.

Îòæå, íåõàé âèêîíàíà óìîâà

0 ≤ α(A) ≤ β(A).

i β := β(A). Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A− βI ¹ íåîáîðîòíèì, äëÿ öüîãî äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî âií íå ¹ îáìåæåíèé çíèçó.

Ç îçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ãðàíi îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(en)n∈N â H òàêà, ùî ‖en‖ = 1 äëÿ âñiõ n ∈ N i

lim
n→∞

(Aen | en) = β.
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Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî ‖Aen‖2 ≤ ‖A‖2 = β2, ìà¹ìî

‖(A− βI)en‖2 = ‖Aen‖2 − 2β(Aen | en)|+ β2 ≤
≤ β2 − 2β(Aen | en)|+ β2 = 2β(β − (Aen | en)) → 0 ïðè n→ ∞.

Îòæå,
lim
n→∞

‖(A− βI)en‖ = 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð A − βI íå ¹ îáìåæåíèé çíèçó. Òàêèì ÷èíîì β ∈
σ(A). Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Â ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà âiäñóòíié çàëèøêîâèé ñïåêòð.

Òåîðåìà 38.10. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi σr(A) = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà λ ∈ R ¹ òî÷êîþ çàëèøêîâîãî ñïåêòðó ñà-
ìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A ∈ B(H). Òîäi ran(A− λI) 6= H, à, îòæå,

(ran(A− λI))⊥ 6= {0}.
Îñêiëüêè

(ran(A− λI))⊥ = ker(A− λI)∗ = ker(A− λI),

ker(A − λI) 6= {0}, òîáòî λ ∈ σp(A). Àëå, σp(A) ∩ σr(A) = ∅. Ñóïåðå÷íiñòü.
Îòæå, σr(A) = ∅. �

Òåîðåìà ïðî âëàñíi âåêòîðè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 38.11. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. ßêùî λ i µ äâà ðiçíi âëàñíi
çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A, òî

ker(A− λI) ⊥ ker(A− µI).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ ker(A− λI) i g ∈ ker(A− µI), òîáòî

Af = λf, Ag = µg.

Òîäi
λ(f | g) = (Af | g) = (f | Ag) = µ(f | g).

Òóò ìè âðàõóâàëè, ùî λ, µ ∈ R.
Îòæå,

(λ− µ)(f | g) = 0.
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Îñêiëüêè λ− µ 6= 0, òî (f | g) = 0. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Îðòîïðîåêòîðè.

Îçíà÷åííÿ 38.12. Îïåðàòîð P : H → H íàçèâà¹òüñÿ îðòîïðîåêòîðîì,
ÿêùî iñíó¹ çàìêíåíèé ïiäïðîñòið G ⊂ H òàêèé, ùî

Pf = prG f.

Ïðè öüîìó ìè êàæåìî, ùî P - îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið G.

Òåîðåìà 38.13. Êîæåí îðòîïðîåêòîð ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ñàìîñïðÿ-
æåíèì îïåðàòîðîì â H. Éîãî íîðìà ðiâíà îäèíèöi àáî íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P - îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið G. Äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ H

(f − Pf) ∈ G⊥, (g − Pg) ∈ G⊥.

Òîìó äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ C
a(f − Pf) + b(g − Pg) ∈ G⊥.

Îòæå,
[(af + bg)− (aPf + bPg)] ∈ G⊥.

Îñêiëüêè (aPf+bPg) ∈ G, òî ç òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âèïëèâà¹,
ùî

P (af + bg) = aPf + bPg.

Îòæå, îïåðàòîð P ¹ ëiíiéíèì.
Ç îçíà÷åííi îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ âèïëèâà¹, ùî

‖ prG f‖ ≤ ‖f‖,
òîáòî

‖Pf‖ ≤ ‖f‖, f ∈ H.

Öå îçíà÷à¹, ùî ‖P‖ ≤ 1.
ßêùî f ∈ G, òî, î÷åâèäíî, Pf = f. Òîìó ‖P‖ = 1, ÿêùî G 6= {0} i ‖P‖ = 0,

ÿêùî G = {0}.
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî P ∗ = P. Äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ H

Pf, Pg ∈ G, f − Pf ⊥ G, g − Pg ⊥ G.

Òîìó

(Pf | g) = (Pf | g−Pg)+(Pf | Pg) = (Pf | Pg) = (f | Pg)−(f−Pf | Pg) = (f | Pg).
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Îòæå,
(Pf | g) = (f | Pg), f, g ∈ H,

òîáòî P ∗ = P. �

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó, ùî îïåðàòîð P ∈ B(H)
¹ îðòîïðîåêòîðîì.

Òåîðåìà 38.14. Ùîá îïåðàòîð P ∈ B(H) áóâ îðòîïðîåêòîðîì íåîáõiäíî i
äîñèòü, ùîá P 2 = P i P ∗ = P .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî P ¹ ñàìîñïðÿ-
æåíèé îïåðàòîð. Îñêiëüêè Pf ∈ G äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H i Pg = g äëÿ
äîâiëüíîãî g ∈ G, òî P 2 = P.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé P ∈ B(H) i P 2 = P , P ∗ = P . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

G = ker(I − P ), F := kerP.

Âîíè ¹ çàìêíåíèìè ïiäïðîñòîðàìè (áî I−P i P ¹ íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè
â H). Îñêiëüêè P 2 = P , òî

(I − P )P = P (I − P ) = 0.

Îòæå,
ranP ⊂ G.

Îñêiëüêè Pg = g äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G, òî G ⊂ ranP . Òîìó G = ranP.
Âiçüìåìî äîâiëüíå f ∈ H. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ G

(f − Pf | g) = ((I − P )f | Pg) = (P (I − P )f | g) = 0,

îòæå, (f − Pf) ⊥ G. Öå îçíà÷à¹, ùî

Pf = prG f.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
�

Âïðàâà 38.15. Íåõàé îïåðàòîðè P1, P2 ∈ B(H) ¹ îðòîïðîåêòîðàìè i P1P2 =
0. Äîâåäiòü, ùî òîäi P2P1 = 0.

Îçíà÷åííÿ 38.16. Îðòîïðîåêòîðè P1, P2 ∈ B(H) íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî îð-
òîãîíàëüíèìè ÿêùî P1P2 = 0.
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Âïðàâà 38.17. Íåõàé îðòîïðîåêòîðè P1, P2 ∈ B(H) ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëü-
íèìè Äîâåäiòü, ùî ¨õ ñóìà P1 + P2 ¹ îðòîïðîåêòîðîì.

Âïðàâà 38.18. Íåõàé îðòîïðîåêòîðè P1, P2 ∈ B(H) i P1P2 = P2P1. Äîâå-
äiòü, ùî ¨õ äîáóòîê P1P2 ¹ îðòîïðîåêòîðîì.

Âïðàâà 38.19. Íåõàé îïåðàòîðè P1, P2 ∈ B(H) ¹ îðòîïðîåêòîðàìè i ¨õ ñóìà
¹ îðòîïðîåêòîðîì. Äîâåäiòü, ùî P1 i P2 ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè.

39. Êîìïàêòíi îïåðàòîðè.

Îçíà÷åííÿ 39.1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X â áà-
íàõiâ ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì (àáî öiëêîì íåïåðåðâíèì), ÿêùî
âií êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó ïåðåâîäèòü â öiëêîì îáìåæåíó. Ìíîæèíó
âñiõ ëiíiéíèõ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ A : X → Y ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
B∞(X,Y ).

Ç îçíà÷åííÿ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹, ùî âií ¹ íåïåðåðâíèì. Äié-
ñíî, ÿêùî îïåðàòîð A : X → Y ¹ êîìïàêòíèé, òî âií ïåðåâîäèòü êîæíó îáìå-
æåíó ìíîæèíó â îáìåæåíó. Çîêðåìà, âií ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó êóëþ ïðîñòîðó
X â îáìåæåíó ìíîæèíó, à, îòæå, ¹ îáìåæåíèì, òîáòî íåïåðåðâíèì.

Â äàíié ëåêöi¨ ìè îçíàéîìèìîñÿ ç âëàñòèâîñòÿìè êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ.
Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè.

Îçíà÷åííÿ 39.2. Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì,
ÿêùî dim ranA <∞.

Ìíîæèíó âñiõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
Bf (H), ÷èñëî r(A) := dim ranA íàçèâåìî ðàíãîì ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðà-
òîðà A ∈ Bf (H). Ìíîæèíó Bf (H) òàêîæ íàçèâàþòü ìíîæèíîþ îïåðàòîðiâ
ñêií÷åííîãî ðàíãó.
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Òåîðåìà ïðî çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó.

Òåîðåìà 39.3. Íåõàé A ∈ Bf (H) i r(A) = n. Òîäi îïåðàòîð A ìîæíà çîáðà-
çèòè ó âèãëÿäi

Af =
n∑

j=1

(f | φj)ψj,

äå (φj)
n
j=1 i (ψj)

n
j=1 ïîñëiäîâíîñòi â ïðîñòîði H.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè i G := ranA. Òîäi dimG = n.
Îñêiëüêè G ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì, òî G ¹ çàìêíåíèì. Òîìó â
G iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà. Íåõàé (ψj)

n
j=1 äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà â

ïðîñòîði G. Äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H âåêòîð Af íàëåæèòü ïðîñòîðó G. Òîìó
éîãî ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä (ñêií÷åííó ñóìó) Ôóð'¹:

Af =
n∑

j=1

(Af |ψj)ψj.

Îñêiëüêè
(Af |ψj) = (f | A∗ψj), j = 1, . . . n.,

òî ïîêëàäàþ÷è φj := A∗ψj, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �
Âïðàâà 39.4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ òåîðåìó, äîâåäiòü, ùî:

(1) ∀A,B ∈ Bf (H) r(A+B) ≤ r(A) + r(B);
(2) ∀A ∈ Bf (H) ∀U ∈ B(H) r(AU), r(UA) ≤ r(A).

Êîìïàêòíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ.
Ïîêàæåìî, ùî êîæåí ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð ¹ êîìïàêòíèì, òîáòî

ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

Bf (X,Y ) ⊂ B∞(X,Y )

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ Bf (X,Y ) i Ω - îáìåæåíà ìíîæèíà â X. Îñêiëüêè çà
îçíà÷åííÿì îïåðàòîð A ¹ îáìåæåíèì, òî ìíîæèíà AΩ ¹ îáìåæåíà. À îñêiëüêè
îïåðàòîð A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, òî ìíîæèíà AΩ ëåæèòü â ñêií÷åííîâèìið-
íîìó ïðîñòîði. Àëå, â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði âñi îáìåæåíi ìíîæèíè
¹ öiëêîì îáìåæåíèìè (òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåé¹ðøòðàñà). Îòæå, A - êîìïà-
êòíèé. �

Ïðèêëàä îáìåæåíîãî îïåðàòîðà, ùî íå ¹ êîìïàêòíèì.
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Íåõàé P - îðòîïðîåêòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, ÿêèé ïðîåêòó¹ H íà
íåñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið G. Îïåðàòîð P ¹ îáìåæåíèì (‖P‖ = 1). Ïî-
êàæåìî, ùî âií íå ¹ êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (en)
∞
n=1 îðòîíîðìîâàíà áàçà â G. Ìíîæèíà Ω := {en}∞n=1 ¹

îáìåæåíà i PΩ = Ω, áî Pen = en äëÿ âñiõ n ∈ N. Àëå, ìíîæèíà Ω íå ¹ öiëêîì
îáìåæåíà, áî

‖en − em‖ =
√
2, ïðè n 6= m,

à, îòæå, äëÿ íå¨ íå iñíó¹ ñêií÷åííî¨ 1/2-ñiòêè. Òîìó îïåðàòîð P íå ¹ êîìïà-
êòíèì. �

B∞(X,Y ) - ïiäïðîñòið â B(X,Y ).

Òåîðåìà 39.5. Ìíîæèíà B∞(X,Y ) ¹ çàìêíåíèì ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â
B(X,Y ).

Äîâåäåííÿ. 1) ßêùî ìíîæèíà K ⊂ Y ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ i α ∈ C, òî,
î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà

αK := {αx | x ∈ K }
òåæ ¹ öiëêîì îáìåæåíà. Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ B ∈
B∞(X,Y ) i α ∈ C îïåðàòîð αB ¹ êîìïàêòíèì.

2) Íåõàé A1, A2 ∈ B∞(X,Y ) i Ω -îáìåæåíà ìíîæèíà â X. Ïîêàæåìî, ùî
îïåðàòîð A = A1+A2 ¹ êîìïàêòíèì. Îñêiëüêè A1, A2 ∈ B∞(X,Y ), òî ìíîæèíè

Kj := AjΩ, j = 1, 2,

¹ öiëêîì îáìåæåíi. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i íåõàé Ej - ñêií÷åííà ε/2-ñiòêà
ìíîæèíè Kj. Î÷åâèäíî, ùî àëãåáðà¨÷íà ñóìà

E = E1 + E2 := {x+ y | x ∈ E1, y ∈ E2}

¹ ñêií÷åííîþ ε-ñiòêîþ ìíîæèíè àëãåáðà¨÷íî¨ ñóìè

K1 + K2 := {x+ y | x ∈ K1, y ∈ K2}.

Îñêiëüêè AΩ ìiñòèòüñÿ â àëãåáðà¨÷íié ñóìi K1 + K2, òî E ¹ ñêií÷åííîþ ε-
ñiòêîþ ìíîæèíè AΩ. Îòæå, îïåðàòîð A ¹ êîìïàêòíèé.
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3) ç ïóíêòiâ 1) i 2) âèïëèâà¹, ùî B ∈ B∞(X,Y ) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.
Ïîêàæåìî, ùî B ∈ B∞(X,Y ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â B(X,Y ). Äëÿ öüîãî

ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (An)
∞
n=1 â B∞(X,Y ) çáiãà¹òüñÿ â

ïðîñòîði B(X,Y ) äî äåÿêîãî A ∈ B(X,Y ), òî A ¹ êîìïàêòíèé.
Íåõàé Ω -îáìåæåíà ìíîæèíà â X i

C = 1 + sup
x∈Ω

‖x‖X .

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Îñêiëüêè ‖A − An‖ → 0 ïðè n → ∞, òî iñíó¹
m ∈ N òàêå, ùî

‖A− Am‖ <
ε

2C
.

Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ Ω

‖Ax− Amx‖Y ≤ ‖A− Am‖‖x‖X ≤ C
ε

2C
=
ε

2
,

òîáòî ìíîæèíà AmΩ ¹ ε/2-ñiòêîþ ìíîæèíè AΩ. Íåõàé E ¹ ñêií÷åííà ε/2-
ñiòêà ìíîæèíè AmΩ. Òîäi E ¹ ε-ñiòêîþ ìíîæèíè AΩ. Îòæå îïåðàòîð A ¹
êîìïàêòíèé. �

Iäåàë B∞(X).
Çàóâàæèìî, ùî B(X) = B(X,X) öå íå òiëüêè áàíàõiâ ïðîñòið, àëå òàêîæ

áàíàõîâà àëãåáðà, â ÿêié ðîëü ìíîæåííÿ âiäiãðà¹ ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ.
Ïðîïîíóþ ñàìîñòiéíî çðîáèòè íàñòóïíó âïðàâó.

Âïðàâà 39.6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ B∞(X) i B ∈ B(X) îïåðàòîðè
AB òà BA ¹ êîìïàêòíèìè.

Ç öi¹¨ âïðàâè i ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî B∞(X) ¹ çàìêíåíèì äâî-
ñòîðîííiì iäåàëîì â àëãåáði B(X).

Òåîðåìà ïðî àïðîêñèìàöiþ.

Òåîðåìà 39.7. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i A ∈ B∞(H). Äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð Aε ∈ Bf (H) òàêèé, ùî

‖A− Aε‖ ≤ ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = {x ∈ H | ‖x‖ = 1}, òîáòî S - îäèíè÷íà ñôåðà ó ïðîñòîði
H. Òîäi ìíîæèíà AS ¹ öiëêîì îáìåæåíà. Íåõàé {xj}nj=1 - ñêií÷åííà ε-ñiòêà
äëÿ AS i

G := lin{xj}nj=1
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ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè {xj}nj=1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P îðòîïðîåêòîð íà G.
Ïîêëàäåìî Aε := PA i çàóâàæèìî, ùî Aε ∈ Bf (H). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ S

‖(A− Aε)x‖ = ‖Ax− PAx‖ = inf
u∈G

‖Ax− u‖ ≤ min
1≤j≤n

‖Ax− xj‖ < ε.

Îòæå,
‖A− Aε‖ = sup

x∈S
‖(A− Aε)x‖ ≤ ε.

Òåîðåìà äîâåäåíà �

Ç òåîðåìè ïðî àïðîêñèìàöiþ âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 39.8. Êîæåí êîìïàêòíèé îïåðàòîð A ∈ B∞(H) ¹ ðiâíîìiðíîþ
ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi â Bf (H), òîáòî B∞(H) = Bf (H).

Êîìïàêòíiñòü ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 39.9. ßêùî A ∈ B∞(H), òî A∗ ∈ B∞(H).

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé A ∈ Bf (H). Òîäi îïåðàòîð A ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Ax =
n∑

j=1

(x | φj)ψj, x ∈ H,

äå (φj)
n
j=1 i (ψj)

n
j=1 ïîñëiäîâíîñòi â H. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ ñïðÿæå-

íîãî îïåðàòîðà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

A∗x =
n∑

j=1

(x | ψj)φj, x ∈ H.

Ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî A∗ òåæ ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì.
2) Íåõàé A ∈ B∞(H). Òîäi ç íàñëiäêà òåîðåìè ïðî àïðîêñèìàöiþ âèïëè-

âà¹, ùî A ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N â Bf (H). Ç
âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî âèïëèâà¹, ùî

‖A∗ − A∗
n‖ = ‖A− An‖ → 0 ïðè n→ ∞,

òîáòî A∗ íàëåæèòü çàìèêàííþ ìíîæèíè Bf (H). Àëå, B∞(H) = Bf (H). Îòæå,
A∗ ¹ êîìïàêòíèé. �

Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà.
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Øâåäñüêèé ìàòåìàòèê Åðiê Ôðåäãîëüì (1866-1927), äîñëiäæóþ÷è iíòå-
ãðàëüíi ðiâíÿííÿ äîâiâ ðÿä âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ç ÷àñîì íàçâàëè òåîði-
¹þ Ôðåäãîëüìà. Ðåçóëüòàòè Ôðåäãîëüìà áóëè óçàãàëüíåíi Øàóäåðîì i Ðiñîì.
Ôàêòè÷íî ç òåîði¨ Ôðåäãîëüìà i ïî÷èíà¹òüñÿ ðîçâèòîê òåîði¨ îïåðàòîðiâ. Ìè
ðîçãëÿíåìî òåîðiþ Ôðåäãîëüìà â àáñòðàêòíié ïîñòàíîâöi, ÿê òåîðiþ ðiâíÿíü
ç êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.
Íåõàé A ∈ B∞(H), H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Ðîçãëÿíåìî òðè íàñòóïíi ðiâíÿ-

ííÿ:

(39.1) x+ Ax = y,

(39.2) x+ Ax = 0,

(39.3) x+ A∗x = 0.

Ñôîðìóëþ¹ìî òðè çíàìåíèòi òåîðåìè Ôðåäãîëüìà.
Ïåðøà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 39.10. Ùîá íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ x+Ax = y ìàëî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
ïðè äîâiëüíîìó y ∈ H íåîáõiäíî i äîñèòü, ùî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ x+Ax = 0
ìàëî ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Äðóãà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 39.11. Êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâ-
íÿííÿ x+Ax = 0 ðiâíà êiëüêîñòi ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñïðÿæåíîãî
îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ x+ A∗x = 0.

Òðåòÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 39.12. Ùîá íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ x+ Ax = y ìàëî ðîçâ'ÿçîê íåîá-
õiäíî i äîñèòü, ùîá ïðàâà ÷àñòèíà áóëà îðòîãîíàëüíà äî êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó
ñïðÿæåíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ x+ A∗x = 0.

Çà áðàêîì ÷àñó ÿ ëèøå ðîçïîâiì iäåþ äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì.
1) Ïåðøèé êðîê. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî àïðîêñèìàöiþ âñå ìîæíà

çâåñòè äî âèïàäêó, êîëè A ∈ Bf (H).
2) Äðóãèé êðîê. Âèïàäîê A ∈ Bf (H) ìîæíà ëåãêî çâåñòè äî âèïàäêó

dimH <∞.
3) Òðåòié êðîê. Âèïàäîê dimH <∞ çâîäèòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ â

òåîði¨ ìàòðèöü. Çîêðåìà, â òåîði¨ ìàòðèöü âiäïîâiäíèêàìè ïåðøèõ äâîõ òåîðåì
Ôðåäãîëüìà ¹:
a) òåîðåìà, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ i

¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âiäìiííiñòü âiä íóëÿ âèçíà÷íè-
êà ìàòðèöi;
b) òåîðåìà ïðî òå, ùî ðàíãè ìàòðèöi i ñïðÿæåíî¨ äî íå¨ ¹ ðiâíèìè.
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Ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 39.13. Íåõàé λ ∈ C ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A ∈ B(X).
Ëiíiéíèé ïðîñòið

ker(A− λI)

íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷è-
ñëó λ. Ïðè öüîìó ÷èñëî dimker(A− λI) íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íîþ êðàòíi-
ñòþ âëàñíîãî ÷èñëà λ. Ëiíiéíèé ïðîñòið⋃

n∈N

ker(A− λI)n

íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåâèì ïiäïðîñòîðîì îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
÷èñëó λ. Éîãî âèìiðíiñòü íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ êðàòíiñòþ (àáî ïðîñòî
êðàòíiñòþ) âëàñíîãî ÷èñëà λ.

Ëåìà 39.14. ßêùî A - ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
H i λ ∈ Ñ

	
¹ éîãî âëàñíèì ÷èñëîì, òî âëàñíèé i êîðåíåâèé ïiäïðîñòîðè, ùî

âiäïîâiäàþòü λ, ¹ ðiâíèìè. Çîêðåìà, êðàòíiñòü âëàñíîãî ÷èñëà ¹ ðiâíà éîãî
ãåîìåòðè÷íié êðàòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A - ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H
i λ ∈ C ¹ éîãî âëàñíèì ÷èñëîì. Îñêiëüêè îïåðàòîð A ¹ ñàìîñïðÿæåíèé, òî
λ ∈ R. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð B = A − λI. Âií ¹ ñàìîñïðÿæåíèì. Íàì äîñèòü
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n

kerB = kerBn.

À äëÿ öüîãî, â ñâîþ ÷åðãó, äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n
ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

∀x ∈ H (Bn+1x = 0) =⇒ (Bnx = 0).

Ïðèïóñòèìî ùî äëÿ äåÿêîãî n ∈ N âîíà ¹ íåâiðíà. Òîäi iñíó¹ x ∈ H òàêå, ùî

Bn+1x = 0, Bnx 6= 0.

Òîäi âåêòîð y := Bnx ¹ íåíóëüîâèì i íàëåæèòü îäíî÷àñíî kerB òà ranB.
Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà i ÿäðîì éîãî
ñïðÿæåíîãî, ìà¹ìî

(ranB)⊥ = kerB∗ = kerB.

Òîìó y ⊥ y, òîáòî y = 0. Ñóïåðå÷íiñòü. Òèì ñàìèì ëåìà äîâåäåíà. �
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Òåîðåìà 39.15. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i A ∈ B∞(H). Äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 çîâíi êðóãà Kε := {λ ∈ C | |λ| < ε} ñïåêòð îïåðàòîðà A ñêëàäà¹-
òüñÿ òiëüêè ç âëàñíèõ çíà÷åíü; êiëüêiñòü öèõ âëàñíèõ çíà÷åíü i êðàòíiñòü
êîæíîãî ç íèõ ¹ ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ äîñèòü äîâãèì. Òîìó
ìè ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê, êîëè îïåðàòîð A ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.
Íåõàé A ∈ B∞(H), A = A∗.

1) Íåõàé λ ∈ σ(A) i λ 6= 0. Ïîêàæåìî, ùî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî öå íå òàê, òîáòî ker(A− λI) = {0} Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð B = − 1

λ
A.

Îñêiëüêè A ∈ B∞(H), òî B ∈ B∞(H). Áåðó÷è äî óâàãè, ùî

−λ(I +B) = A− λI,

îòðèìó¹ìî, ùî

ker(I +B) = ker(A− λI) = {0}.
Ç ïåðøî¨ òåîðåìè Ôðåäãîëüìà âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð I +B ¹ ái¹êöi¹þ. Òîìó
ç îãëÿäó íà òåîðåìó Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð îòðèìó¹ìî, ùî I + B ¹
îáîðîòíèé. À, îòæå, A−λI òåæ îáîðîòíèé. À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî λ ∈ σ(A).
Îòæå, λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì.

2) Ïîêàæåìî, ùî ïîçà êðóãîì Kε ¹ ñêií÷åíà êiëüêiñòü òî÷îê ñïåêòðó îïå-
ðàòîðà A. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi ç âæå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî â
çîâíiøíîñòi êðóãà Kε iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (λj)

∞
j=1 âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà

A. Êîæíîìó λn ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü âëàñíèé âåêòîð en îäèíè÷íî¨ äîâ-
æèíè. Îñêiëüêè âëàñíi âåêòîðè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäàþòü
ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì ¹ îðòîãîíàëüíèìè, òî (en)n∈N ¹ îðòîíîðìîâàíîþ ñè-
ñòåìîþ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ω := {en}∞n∈N. Âîíà îáìåæåíà, à òîìó ìíîæèíà

AΩ = {Aen}n∈N = {λnen}n∈N
¹ öiëêîì îáìåæåíà. Îäíàê, òåîðåìà Ïiôàãîðà äà¹ íàì, ùî ïðè n 6= m

‖λnen − λmem‖2 = ‖λnen‖2 + ‖λmem‖2 = |λn|2 + |λm|2 ≥ 2ε2.

À öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíó AΩ íå ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü
ðàäióñà ε/2. Îòæå, ìíîæèíà AΩ íå ¹ öiëêîì îáìåæåíà. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå,
â çîâíiøíîñòi êðóãà Kε ìîæå áóòè ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü òî÷îê ñïåêòðó
îïåðàòîðà A.
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3) Íåõàé λ - íåíóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A. Ïðèïóñòèìî, ùî éîãî
êðàòíiñòü ¹ íåñêií÷åííà. Òîäi â ker(A− λI) iñíó¹ íåñêií÷åííà îðòîíîðìîâàíà
ñèñòåìà {en}∞n∈N. Îñêiëüêè

Aen = λen, n ∈ N,

òî ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, ìè ïðèõîäèìî äî ñóïåðå-
÷íîñòi. Îòæå, êðàòíiñòü âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ ¹ ñêií÷åííîþ. �

Íàñëiäîê 39.16. Ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà ¹ ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà
ìíîæèíà, ¹äèíîþ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ÿêî¨ ìîæå áóòè ëèøå òî÷êà λ = 0.

Òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà.
Òåîðåìà, ïðî ÿêó ïiäå ìîâà, áóëà îòðèìàíà íiìåöüêèìè ìàòåìàòèêàìè Äà-

âèäîì Ãiëüáåðòîì (1862-1943) i Åðõàðäîì Øìiäòîì (1876-1959). ×àñòî öþ
òåîðåìó íàçèâàþòü òåîðåìîþ Ãiëüáåðòà ïðî ïîâíîòó, àëå ÿ ââàæàþ, ùî öå íå-
ñïðàâåäëèâî. Å. Øìiäò áóâ ó÷íåì Ä.Ãiëüáåðòà, ìàòåìàòèêà ÿêîãî ââàæàþòü
îäíèì ç íàéâèçíà÷íiøèõ ìàòåìàòèêiâ âñiõ ÷àñiâ. Áåçóìîâíî, ùî iäåÿ çàêëà-
äåíà â îñíîâó òåîðåìè íàëåæàëà Ãiëüáåðòó, àëå ¨¨ ðåàëiçàöiÿ, íà ìîþ äóìêó,
íàëåæàëà Øìiäòó. I öå ïîòðiáíî íàëåæíî îöiíþâàòè.

Ïðî ùî éäåòüñÿ â òåîðåìi Ãiëüáåðòà-Øìiäòà? Âñi ìè çíà¹ìî çíàìåíèòó òå-
îðåìó Æîðäàíà ïðî ïðèâåäåííÿ åðìiòîâî ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi äî äiàãîíàëü-
íîãî âèãëÿäó. Òàê îñü, òåîðåìà Ãiëüáåðòà-Øìiäòà ¹ àíàëîãîì öi¹¨ òåîðåìè ó
âèïàäêó êîìïàêòíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 39.17. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i A ∈ B∞(H), A∗ = A. Òîäi â
H iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà áàçà, ùî ñêëàäåíà ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 39.15 i íàñëiäêó 39.16 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Λ :=
σ(A)\{0} ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííà i ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ çíà÷åíü ñêií÷åííî¨
êðàòíîñòi. Äëÿ êîæíîãî λ ∈ Λ ïîçíà÷èìî ÷åðåç {eλ,j}nλ

j=1 îðòîíîðìîâàíó áàçó
ïðîñòîðó ker(A− λI) i ïîçíà÷èìî ÷åðåç E îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó

E :=
⋃
λ∈Λ

{eλ,j}nλ
j=1.
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Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà E ñêëàäåíà ç âëàñíèõ âåêòîðiâ. ßêùî âîíà ¹ ïîâíà, òî
äîâåäåííÿ çàâåðøåíå. ßêùî âîíà ¹ íåïîâíà, òî ðîçãëÿíåìî ïðîñòið

G := E⊥.

Ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið G ¹ iíâàðiàíòíèé ñòîñîâíî îïåðàòîðà A, òîáòî

AG ⊂ G.

Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ G

(Ax | eλ,j) = (x | Aeλ,j) = λ(x | eλ,j) = 0, λ ∈ Λ,

òîáòî Ax ∈ G. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

B := A|G.

Î÷åâèäíî, ùî B ∈ B∞(G) i B∗ = B. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð B íå ìîæå
ìàòè íåíóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê i ÷èñëî λ 6= 0 ¹
âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà B. Òîäi λ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A i

ker(A− λI) ⊃ ker(B − λI) 6= {0}.

Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ

ker(A− λI) ⊥ G, ker(B − λI) ⊂ G,

òî ker(B − λI) ⊂ G ∩ G⊥ = {0}. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, îïåðàòîð B íå ìà¹
âëàñíèõ çíà÷åíü. Òîäi ç òåîðåìè òåîðåìè 39.15 âèïëèâà¹, ùî σ(B) = {0}.
Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è óòî÷íåíó òåîðåìó ïðî ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà
îòðèìó¹ìî, ùî âåðõíÿ i íèæíÿ ãðàíi îïåðàòîðàB ðiâíi íóëþ, à, îòæå, ‖B‖ = 0,
òîáòî B = 0.
Âèáåðåìî â G äîâiëüíó îðòîíîðìîâàíó áàçó E0. Çàóâàæèìî, ùî êîæåí ç

¨¨ âåêòîðiâ ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà B, à, îòæå, i îïåðàòîðà A. Òîäi
ñèñòåìà E ∪E0 ¹, î÷åâèäíî, îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ ó ïðîñòîði H, ùî ñêëàäåíà
ç âëàñíèõ âåêòîðiâ .
Òåîðåìà äîâåäåíà.

40. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà.

Ìåòà äàíîãî çàíÿòòÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïðîäåìîíñòðóâàòè ÿê çíàõîäèòüñÿ
îáåðíåíèé äî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â íå äóæå ñêëàäíèõ âèïàäêàõ.
Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð A äi¹ ç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X â ëiíiéíèé ïðîñòið

Y . Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà A−1 (ÿêùî îñòàííié iñíó¹) çâî-
äèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ

(40.1) Ax = y,
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ó ÿêîìó y - ôiêñîâàíèé (àëå äîâiëüíèé) åëåìåíò ïðîñòîðó Y , à x - íåâiäîìèé
åëåìåíò ïðîñòîðó X. Ùîá îáåðíåíèé îïåðàòîð iñíóâàâ (ÿê îïåðàòîð, ùî äi¹ ç
Y â X) íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ðiâíÿííÿ (40.1) ìàëî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïðè äî-
âiëüíîìó y ∈ Y . Ïðè öüîìó ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó åêâiâàëåíòíà âèêîíàííþ óìîâè
kerA = {0}, à iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó åêâiâàëåíòíå âèêîíàííþ óìîâè ranA = Y .
Äîïóñòèìî, ùî ìè ðîçâ'ÿçàëè ðiâíÿííÿ (40.1) i éîãî ðîçâ'ÿçîê x ∈ X ¹

¹äèíèì. Òîäi A−1y = x çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíîãî îïåðàòîðà.
Ïîòðiáíî ñêàçàòè, ùî äóæå âåëèêà ÷àñòèíà ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ çâîäèòüñÿ

äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü ðiçíîãî òèïó. Öi ðiâíÿííÿ áóâàþòü ðiçíî¨ ñêëàäíîñòi.
Äåÿêi ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî ëåãêî i øâèäêî, à äåÿêi ¹ äóæå ñêëàäíèìè. Ó âèïàäêó
ðiâíÿííÿ (40.1) íàì ñóòò¹âî äîïîìàãà¹ ëiíiéíiñòü îïåðàòîðàA. ßêùî îïåðàòîð
A ¹ íåëiíiéíèì, òî çàäà÷à óñêëàäíþ¹òüñÿ ìíîãîêðàòíî. Îäíàê, ðiâíÿííÿ ç
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì A òåæ ìîæóòü áóòè äóæå ñêëàäíèìè.
Íàì ïîòðiáíî íà ïðîñòèõ çàäà÷àõ çðîçóìiòè ÿê â ïðèíöèïi ïiäõîäèòè äî

ïðîáëåìè çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà. Ñïðàâà â òîìó, ùî ïðè çíàõî-
äæåííi îáåðíåíîãî îïåðàòîðà ìè ìîæåìî ïðèéòè äî äîñèòü íåçâè÷íèõ ðiâ-
íÿíü. Òîìó ïîòðiáíà ïåâíà ôàíòàçiÿ i âàðiàòèâíiñòü ïiäõîäiâ, ùîá ç öèì ñïðà-
âèòèñÿ.
Îäíàê, ¹ êëàñè ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ¹ äîáðå âiäïðàöüî-

âàíi. Îäíèì ç òàêèõ êëàñiâ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (40.1) ç îïåðàòîðîì
A : X → X, ùî ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì çáóðåííÿì îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 40.1. Îïåðàòîð K, ùî äi¹ â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ
ñêií÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî îáëàñòü çíà÷åíü îïåðàòîðà K ¹ ñêií÷åííîâèìið-
íèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 40.2. ßêùî K ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì îïåðàòîðîì ó ëiíiéíîìó ïðî-
ñòîði X, òî éîãî ìîæíà ïîäàòè (íåîäíîçíà÷íî) ó âèãëÿäi

Kx =
n∑

j=1

lj(x)yj,

äå n ∈ N, {yj}nj=1 - íàáið âåêòîðiâ ïðîñòîðó X, {lj}nj=1 - íàáið ëiíiéíèõ ôóí-
êöiîíàëiâ íà ïðîñòîði X (òîáòî lj ∈ X∗).
ßêùî X ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, à K - íåïåðåðâíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì

îïåðàòîðîì â X, {lj}nj=1 - íàáið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ïðî-
ñòîði X (òîáòî lj ∈ X ′).

Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (40.1) ç A = I + K, äå K -ñêií÷åííîâèìiðíèé.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(40.2) x+Kx = y,

äåK ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð â ëiíiéíîìó ïðîñòîðiX, y - ôiêñîâàíèé åëå-
ìåíò âX, à x - íåâiäîìèé åëåìåíò âX. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿí-
íÿ (40.2) ìîæíà çâåñòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ (÷èñëîâèõ)ðiâíÿíü.

302



Ïîêàæåìî, ÿê öå ìîæíà çðîáèòè. Ïîäàìî îïåðàòîð K ó âèãëÿäi

Kx =
n∑

j=1

lj(x)yj.

Òîäi íàøå ðiâíÿííÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä

(40.3) x+
n∑

j=1

lj(x)yj = y.

Ùîá éîãî ðîçâ'ÿçàòè íàì äîñèòü çíàéòè íåâiäîìi íàì ÷èñëà lj(x). Çàïèøåìî
ðiâíÿííÿ (40.3) ó âèãëÿäi ñèñòåìè x+

n∑
j=1

cjyj = y

cj = lj(x), j = 1, . . . n.,

Ç öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà âèêëþ÷èòè íåâiäîìó x. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ìè
ìà¹ìî, ùî

x = y −
n∑

j=1

cjyj.

Ïiäñòàâèìî öå çíà÷åííÿ x â ðiâíÿííÿ cj = lj(x). Ìè ïðèéäåìî äî ñèñòåìè

cj = lj

(
y −

n∑
k=1

ckyk

)
= lj(y)−

n∑
k=1

cklj(yk), j = 1, . . . , n.

Ïîêëàäåìî bj := lj(y), ajk := lj(yk) i çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà bj i ajk ¹ âiäîìèìè.
Íåâiäîìèìè çàëèøàþòüñÿ ÷èñëà cj, ÿêi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó ðiâíÿíü

(40.4) cj +
n∑

k=1

ajkck = bj, j = 1, . . . , n.

Öå çâè÷àéíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ÷èñëîâèõ ðiâíÿíü. Ó âèïàäêó, ÿêùî n ¹ íåâåëè-
êèì òàêà ñèñòåìà ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà âðó÷íó. ßêùî n âåëèêå, òî ïîòðiáíî
âèêîðèñòàòè êîìï'þòåð. Çíàéøîâøè ÷èñëà cj (íåâiäîìi ìíîæíèêè) ìè îòðè-
ìó¹ìî, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (40.3):

x = y −
n∑

j=1

cjyj.

Çàóâàæåííÿ 40.3. ßêùî ðiâíÿííÿ (40.3)¹ ïðîñòèì (n = 1, 2), òî ìîæíà
çíàõîäèòè áåçïîñåðåäíüî çíà÷åííÿ lj(x) áåç ââåäåííÿ íåâiäîìèõ cj. Àëå, ÿêùî
âèðàçè äëÿ lj(x) ¹ ãðîìiçäêèìè, òî êðàùå ââåñòè íåâiäîìi cj.

Ïåðåéäåìî äî êîíêðåòíèõ çàäà÷.
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Çàäà÷à 40.4. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[0, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x) + f(0)(1 + x), x ∈ [0, 1].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.5) f(x) + f(0)(1 + x) = g(x), x ∈ [0, 1],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[0, 1].
Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (40.5) íàì äîñèòü çíàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ó

òî÷öi x = 0, òîáòî ÷èñëî f(0). ßêùî â ðiâíÿííi (40.5) ïîêëàñòè x = 0, òî ìè
îòðèìà¹ìî, ùî

f(0) + f(0) = g(0).

Îòæå, f(0) = g(0)/2 i, ÿê íàñëiäîê, ìà¹ìî

f(x) = g(x)− 1

2
g(0)(1 + x), x ∈ [0, 1],

òîáòî

(A−1g)(x) = g(x)− 1

2
g(0)(1 + x), x ∈ [0, 1],

Óñêëàäíèìî ïîïåðåäíþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 40.5. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x) + f(1)x− f(−1)x2, x ∈ [−1, 1].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.6) f(x) + f(1)x− f(−1)x2 = g(x), x ∈ [−1, 1],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[−1, 1].
Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (40.6) íàì äîñèòü çíàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ó

òî÷êàõ x = 1 i x = −1. ßêùî â ðiâíÿííÿ (40.6) ïîñëiäîâíî ïîêëàñòè x = 1 i
x = −1, òî ìè îòðèìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü

f(1) + f(1)− f(−1) = g(1),

f(−1)− f(1)− f(−1) = g(−1).
(40.7)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó îòðèìó¹ìî, ùî

f(1) = −g(−1), f(−1) = −2g(−1)− g(1).
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Îòæå,

f(x) = g(x)− f(1)x+ f(−1)x2 = g(x) + g(−1)x− (2g(−1) + g(1))x2,

òîáòî

(A−1g)(x) = g(x) + g(−1)x− (2g(−1) + g(1))x2, x ∈ [−1, 1],

Ùå óñêëàäíèìî ïîïåðåäíþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 40.6. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x) + f(0) +

∫ 1

−1

xtf(t) dt−
∫ 1

−1

x2f(t) dt, x ∈ [−1, 1].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.8) f(x) + f(0) + x

∫ 1

−1

tf(t) dt− x2
∫ 1

−1

f(t) dt = g(x), x ∈ [−1, 1],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[−1, 1].
Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (40.8) íàì äîñèòü çíàòè ÷èñëà :

c1 = f(0), c2 =

∫ 1

−1

tf(t) dt, c3 =

∫ 1

−1

f(t) dt.

Äiéñíî, òîäi
f(x) = g(x)− c1 − c2x+ c3x

2.

Òàêèì ÷èíîì ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü
f(x) = g(x)− c1 − c2x+ c3x

2

c1 = f(0)

c2 =
∫ 1

−1
tf(t) dtdt

c3 =
∫ 1

−1
f(t) dt

ÿêà ¹ åêâiâàëåíòíà âèõiäíîìó ðiâíÿííþ (40.8). Âèêëþ÷àþ÷è ç ñèñòåìè ôóí-
êöiþ f , ìè îòðèìó¹ìî, ùî

c1 = g(0)− c1
c2 =

∫ 1

−1
tg(t) dt− c1

∫ 1

−1
t dt− c2

∫ 1

−1
t2 dt+ c3

∫ 1

−1
t3 dt

c3 =
∫ 1

−1
g(t) dt− 2c1 − c2

∫ 1

−1
t dt+ c3

∫ 1

−1
t2 dt

Îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè
c1 =

1
2
g(0)

c2 =
∫ 1

−1
tg(t) dt− 2

3
c2

c3 =
∫ 1

−1
g(t) dt− 2c1 +

2
3
c3
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Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

c1 =
1

2
g(0), c2 =

3

5

∫ 1

−1

tg(t) dt c3 = 3

(∫ 1

−1

g(t) dt− g(0)

)
.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

(A−1g)(x) = g(x)− 1

2
g(0)−

(
3

5

∫ 1

−1

tg(t) dt

)
x+ 3

(∫ 1

−1

g(t) dt− g(0)

)
x2.

Çàäà÷à 40.7. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[0, π] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x) + 2

∫ π

0

cos(x− t)f(t) dt, x ∈ [0, π].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.9) f(x) + 2

∫ π

0

cos(x− t)f(t) dt = g(x), x ∈ [0, π],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[0, π]. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (40.9), âðà-
õîâóþ÷è, ùî

cos(x− t) = cos x cos t+ sinx sin t.

Îòðèìó¹ìî

f(x) + 2 cosx

∫ π

0

(cos t)f(t) dt+ 2 sin x

∫ π

0

(sin t)f(t) dt = g(x), x ∈ [0, π].

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè öå ðiâíÿííÿ äîñèòü çíàéòè ÷èñëà :

c1 = 2

∫ π

0

(cos t)f(t) dt, c2 = 2

∫ π

0

(sin t)f(t) dt.

Ïåðåïèøåìî íàøå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ñèñòåìè f(x) = g(x)− c1 cosx− c2 sinx
c1 = 2

∫ π

0
(cos t)f(t) dt

c2 = 2
∫ π

0
(sin t)f(t) dt.

Âèêëþ÷àþ÷è ç ñèñòåìè çìiííó f , îòðèìó¹ìî, ùî{
c1 = 2

∫ π

0
(cos t)g(t) dt− 2c1

∫ π

0
cos2 t dt− 2c2

∫ π

0
cos t sin t dt

c2 = 2
∫ π

0
(sin t)g(t) dt− 2c1

∫ π

0
sin t cos t dt− 2c2

∫ π

0
sin2 t dt.

Îñêiëüêè ∫ π

0

cos2 t dt =

∫ π

0

sin2 t dt =
π

2
,

∫ π

0

sin t cos t dt = 0,
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ìè îòðèìó¹ìî ñèñòåìó {
c1 = b1 − πc1
c2 = b2 − πc2.

äå

b1 = 2

∫ π

0

(cos t)g(t) dt, b2 = 2

∫ π

0

(sin t)g(t) dt.

Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìó¹ìî, ùî

c1 =
2

1 + π

∫ π

0

(cos t)g(t) dt, c2 =
2

1 + π

∫ π

0

(sin t)g(t) dt.

Òîìó

f(x) = g(x)−
(

2

1 + π

∫ π

0

(cos t)g(t) dt

)
cosx−

(
2

1 + π

∫ π

0

(sin t)g(t) dt

)
sinx,

à, îòæå,

(A−1f)(x) = g(x)−
(

2

1 + π

∫ π

0

(cos t)g(t) dt

)
cosx−

(
2

1 + π

∫ π

0

(sin t)g(t) dt

)
sinx

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó çàäà÷ äîâiëüíîãî òèïó.

Çàäà÷à 40.8. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[0, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x)− 2f(1− x), x ∈ [0, 1].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.10) f(x)− 2f(1− x) = g(x), x ∈ [0, 1],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[0, 1]. Ðiâíÿííÿ (40.11) ¹ íåçâè÷íèì. Òîìó
ïîòðiáíà âèÿâèòè ïåâíó âèíàõiäëèâiñòü. ßêùî óâàæíî ïðèäèâèòèñÿ äî ðiâíÿ-
ííÿ (40.11), òî ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ïðè çàìiíi x íà 1−x ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ
ó âèãëÿäi

f(1− x)− 2f(x) = g(1− x).

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ (ÿêå, çðîçóìiëî, ¹ åêâiâàëåíòíå âèõiäíîìó) ìè îòðèìó-
¹ìî, ùî

f(1− x) = 2f(x) + g(1− x).

Çàìiíÿþ÷è â ðiâíÿííi (40.11) ôóíêöiþ f(1−x) íà 2f(x)+g(1−x), îòðèìó¹ìî
f(x)− 2(2f(x) + g(1− x)) = g(x),
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òîáòî

f(x) = −1

3
(g(x) + 2g(1− x)), x ∈ [0, 1].

Òîäi

(A−1g)(x) = −1

3
(g(x) + 2g(1− x)), x ∈ [0, 1].

Çàäà÷à 40.9. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[0, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x2), x ∈ [0, 1].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.11) f(x2) = g(x), x ∈ [0, 1],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[0, 1]. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ φ(x) = x2 ái¹-
êòèâíî âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê [0, 1] íà ñåáå, òî ðîáëÿ÷è çàìiíó x2 = t, ìè îòðè-
ìó¹ìî, ùî

f(t) = g(
√
t), t ∈ [0, 1],

òîáòî
(A−1g)(t) = g(

√
t), t ∈ [0, 1].

Îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà, çàïèñàòè ïîäiáíî äî ôîðìóëè äëÿ A ó âèãëÿäi

(A−1f)(x) = f(
√
x), x ∈ [0, 1].

Çàäà÷à 40.10. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x2), x ∈ [−1, 1].

×è iñíó¹ îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A?

Ðîçâ'ÿçîê. Îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A íå iñíó¹. Äiéñíî, âiçüìåìî ôóíêöiþ
f ∈ C[−1, 1], ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ íà ïðîìiæêó [0, 1], àëå íå ¹ íóëüîâà. Íàïðè-
êëàä ìîæíà âçÿòè çà f ôóíêöiþ

f(x) =

{
0, ÿêùî x ∈ [0, 1];
x, ÿêùî x ∈ [−1, 0).

Òîäi
(Af)(x) = f(x2) = 0, x ∈ [−1, 1].

À öå îçíà÷à¹, ùî kerA 6= {0}. Îòæå, îïåðàòîð íå ¹ ií'¹êòèâíèì.
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Çàäà÷à 40.11. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[0, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x)−
∫ x

0

f(t) dt, x ∈ [0, 1].

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Af = g,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.12) f(x)−
∫ x

0

f(t) dt = g(x), x ∈ [0, 1],

äå g - ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ïðîñòîðó C[0, 1]. Ðiâíÿííÿ (40.12) ìîæíà çâåñòè
äî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äiéñíî, çðîáèìî ó
ðiâíÿííi (40.12) çàìiíó

F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt, x ∈ [0, 1].

Çàóâàæèìî, ùî
F ′(x) = f(x), F (0) = 0,

i ç ðiâíÿííÿ (40.12) âèïëèâà¹, ùî

F ′(x)− F (x) = g(x).

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ F ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi:

F ′(x)− F (x) = g(x), F (0) = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ çàäà÷ó îòðèìó¹ìî, ùî

F (x) =

∫ x

0

ex−tg(t) dt, x ∈ [0, 1].

Çâiäêè ìà¹ìî

f(x) = F ′(x) = F (x) + g(x) = g(x) +

∫ x

0

ex−tg(t) dt.

Îòæå,

(A−1g)(x) = g(x) +

∫ x

0

ex−tg(t) dt.

Ïåðåéäåìî äî çàäà÷ ó ïðîñòîði ℓ2.

Çàäà÷à 40.12. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði ℓ2 çà ôîðìóëîþ

Ax = (x2, x3, x1 − x2, x4, x5 . . . ), x = (x1, x2, x3, . . . ).

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.
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Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Ax = y,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.13) (x2, x3, x1 − x2, x4, x5 . . . ) = y = (y1, y2, y3, . . . ).

äå y - ôiêñîâàíèé åëåìåíò ïðîñòîðó ℓ2.
Ðiâíÿííÿ (40.14) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

x2 = y1
x3 = y2
x1 − x2 = y3
xj = yj, ïðè j ≥ 4.

Öÿ ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ðiâíÿíü, àëå, ïî ñóòi ðiâíÿíü
ëèøå òðè, áî ðåøòà ¹ òðèâiàëüíi. Ðîçâ'ÿçóþ÷è äàíó ñèñòåìó îòðèìó¹ìî

x1 = y1 + y3, x2 = y1, x3 = y2, xj = yj, ïðè j ≥ 4.

Îòæå,
x = (y1 + y3, y1, y2, y4, y5, . . . ),

òîáòî
A−1y = (y1 + y3, y1, y2, y4, y5, . . . ).

Çàäà÷à 40.13. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði ℓ2 çà ôîðìóëîþ

Ax = (x1 + x2, x1, x3 + x4, x3, . . . ), x = (x1, x2, x3, . . . ).

Çíàéòè îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè ðiâíÿííÿ

Ax = y,

òîáòî ðiâíÿííÿ

(40.14) (x1 + x2, x1, x3 + x4, x3, . . . ) = y = (y1, y2, y3, . . . ).

äå y - ôiêñîâàíèé åëåìåíò ïðîñòîðó ℓ2.
Ðiâíÿííÿ (40.14) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè{

x2j−1 + x2j = y2j−1

x2j−1 = y2j

Öÿ ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ðiâíÿíü, àëå, ïî ñóòi ðiâíÿíü
ëèøå äâà. Ðîçâ'ÿçóþ÷è äàíó ñèñòåìó îòðèìó¹ìî

A−1y = (y2, y1 − y2, y4, y3 − y4, . . . ).

Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî îïðàöþâàííÿ. Çíàéòè îáåðíåíi äî îïåðàòîðiâ
â çàäà÷àõ: 32.7 -32.10; 32.28-32.29 (ç çàäà÷íèêà Î.Ã. Ñòîðîæà).

310



41. Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà.

Íåõàé A - îïåðàòîð äi¹ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Íà äàíîìó çàíÿòòi ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A. Ïîñòà-
íîâêà çàäà÷i ¹ çîâñiì ïðîñòîþ. Íàì ïîòðiáíî:
1) âèÿñíèòè ïðè ÿêèõ λ ∈ C ðiâíÿííÿ

(41.1) Ax = λx

ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê;
2) äëÿ òèõ λ, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ (41.1) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, îïèñàòè

âëàñíèé ïðîñòið ker(A− λI) (òîáòî çíàéòè âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè).

Íàøà ìåòà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá íà ïðîñòèõ ïðèêëàäàõ çðîçóìiòè ÿê ìîæíà
ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi çàäà÷i.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè âèãëÿäó A = γI +K, äå γ ∈ C, à K - ñêií÷åííîâè-
ìiðíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i I - îäèíè÷íèé îïåðàòîð
ó ïðîñòîði X.
ßê çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A?
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íàì äîñèòü âêàçàíó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè äëÿ îïåðàòîðà K.

Äiéñíî, òî÷êîâi ñïåêòðè îïåðàòîðiâ A i K ïîâ'ÿçàíi äóæå ïðîñòèì ÷èíîì:

σp(A) = {γ + λ | λ ∈ σp(K)}.

Ïðè öüîìó

ker(K − λI) = ker(A− (λ+ γ)I), λ ∈ σp(K).

Òîìó çîñåðåäèìîñÿ íà çàäà÷i çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà K.
Îñêiëüêè îïåðàòîðK ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, òî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(41.2) Kx =
n∑

j=1

lj(x)yj,

äå n ∈ N, {yj}nj=1 - íàáið âåêòîðiâ ïðîñòîðó X, {lj}nj=1 - íàáið ëiíiéíèõ ôóí-
êöiîíàëiâ íà ïðîñòîði X. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ {yj}nj=1 àáî ñèñòåìà {lj}nj=1

ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ìîæíà çíàéòè iíøå çîáðàæåííÿ
äëÿ îïåðàòîðà K ç ìåíøèì ÷èñëîì äîäàíêiâ. Íàïðèêëàä, íåõàé

yn =
n−1∑
j=1

cjyj
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Òîäi

Kx =
n−1∑
j=1

lj(x)yj + ln(x)
n−1∑
j=1

cjyj =
n−1∑
j=1

(lj(x) + cjln(x))yj.

Ïîêëàäàþ÷è

l̃j := lj + cjln, j = 1, . . . , n− 1.,

ìè îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ

Kx =
n−1∑
j=1

l̃j(x)yj

Äëÿ ÷îãî öå ðîáèòè? Ñïðàâà â òîìó, ùî çàäà÷à çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü
äëÿ îïåðàòîðà K çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü êâàäðàòíî¨ n×n
ìàòðèöi, ïðè÷îìó n òåæ ñàìå, ùî i â ôîðìóëi (41.2). Çðîçóìiëî, ùî çìåíøó-
þ÷è ÷èñëî n ó ôîðìóëi (41.2) ìè òèì ñàìèì çìåíøó¹ìî ñîái îáñÿã îá÷èñëåíü.
Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèñòåìà {yj}nj=1 ó ôîðìóëi (41.2) ¹ ëiíiéíî íå-

çàëåæíîþ.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ðiâíÿííÿ

(41.3) Kx = λx.

1) ßêùî ïðîñòið X ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì, òî ÷èñëî λ = 0 çàâæäè ¹ âëàñíèì
÷èñëîì îïåðàòîðà K. Ïðè öüîìó âiäïîâiäíèé âëàñíèé ïðîñòið, öå, î÷åâèäíî,
ÿäðî kerK . ßêùî ñèñòåìà {yj}nj=1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî

kerK = {x ∈ X | lj(x) = 0, j = 1, . . . , n}.

Îòæå ç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ = 0 i âiäïîâiäíèì âëàñíèì ïðîñòîðîì ìè ðîçi-
áðàëèñÿ.
2) Íåõàé λ 6= 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (41.2), ðiâíÿííÿ (41.3) ìîæíà

ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(41.4)
n∑

j=1

lj(x)yj = λx.

ßêùî x ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (41.4), òî x ìóñèòü áóòè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
âåêòîðiâ yj, òîáòî x ìà¹ âèãëÿä

(41.5) x =
n∑

j=1

cjyj,
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äå cj - íåâiäîìi ÷èñëà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (41.5), ìè ìîæåìî ðiâíÿííÿ
(41.4) ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(41.6) λ

n∑
j=1

cjyj =
n∑

j=1

n∑
k=1

cklj(yk)yj,

Îñêiëüêè ñèñòåìà {yj}nj=1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ðiâíÿííÿ (41.6) ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè ó âèãëÿäi ñèñòåìè

λcj =
n∑

k=1

cklj(yk), j = 1, . . . , n.

Ïîêëàäåìî
bjk = lj(yk), j, k = 1, . . . , n.

Òîäi ìè îòðèìó¹ìî, ùî

λcj =
n∑

k=1

bjkck, j = 1, . . . , n.

Òàêèì ÷èíîì ìè çâåëè íàøå ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü. Öþ ñèñòåìó ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi. Íåõàé

B = (bjk)1≤j,k≤n, c = (c1, . . . , cn).

Òîäi íàøå ðiâíÿííÿ ïðèéìå âèãëÿä

(B − λIn)c = 0.

Òóò In - îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n × n. Îòæå, íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ
ìàòðèöi B ¹ íåíóëüîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè îïåðàòîðà K i íåíóëüîâi âëà-
ñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K ¹ íåíóëüîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi B.
Ïðè öüîìó, ÿêùî λ 6= 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà K, òî

ker(K − λI) =

{
x =

n∑
j=1

cjyj | (B − λIn)c = 0, c = (c1, . . . , cn)

}
.

Çàóâàæåííÿ 41.1. Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ÿêùî dimX = ∞ i K
-ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð ðàíãó n, òî
1) ÷èñëî λ = 0 ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà K, à âiäïîâiäíèé âëàñíèé

ïiäïðîñòið ðiâíèé

{x ∈ X | lj(x) = 0, j = 1, . . . , n};
2) ÷èñëî íåíóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà K íå ïåðåâèùó¹ n, à âiä-

ïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè x îïåðàòîðà K ïîâ'ÿçàíi ç âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè
âåêòîðàìè c = (cj)

n
j=1 ìàòðèöi B ôîðìóëîþ

x =
n∑

j=1

cjyj.
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Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 41.2. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(x) + f(1)x, x ∈ [0, 1].

Çíàéäiòü âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Îïåðàòîð A ìà¹ âèãëÿä

A = I +K,

äå K - ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð ðàíãó 1 i çàäàíèé ôîðìóëîþ

(Kf)(x) := f(1)x, x ∈ [0, 1].

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K.
1) λ = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K i

kerK = {f ∈ C[0, 1] | f(1) = 0}.
íàïðèêëàä ôóíêöiÿ f(x) = 1−x ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
÷èñëó λ = 0.
2) Íåõàé λ 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Kf = λf,

òîáòî
f(1)x = λf(x), x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ ìàòè âèãëÿä

f(x) = cx, x ∈ [0, 1].

Òîäi
f(1) = c.

Îñêiëüêè
f(1)x = λcx, x ∈ [0, 1],

òî
f(1) = λc.

Òàêèì ÷èíîì ìè ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

c = λc.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ïðè λ = 1 (éäåòüñÿ ïðî âèïàäîê
λ 6= 0). Ïðè öüîìó âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó
λ = 1 ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ìà¹ âèãëÿä φ(x) = x.
Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð K ìà¹ äâà âëàñíi çíà÷åííÿ:
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λ1 = 0, λ2 = 1.

Âëàñíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ ïåðøîãî ¹, íàïðèêëàä ôóíêöiÿ φ1 = 1 − x, à äëÿ
äðóãîãî ôóíêöiÿ φ2(x) = x.
Òîìó îïåðàòîð A ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ:

ξ1 = 1 + λ1 = 1, ξ2 = 1 + λ2 = 2.

Âëàñíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ ïåðøîãî ¹, íàïðèêëàä ôóíêöiÿ φ1 = 1 − x, à äëÿ
äðóãîãî ôóíêöiÿ φ2(x) = x.

Çàäà÷à 41.3. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = f(1)(x+ 1)− f(−1)(1− x)2, x ∈ [−1, 1].

Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.

Ðîçâ'ÿçîê. Îïåðàòîð A ¹ îïåðàòîðîì ðàíãó 2, ùî äi¹ â íåñêií÷åííîâèìið-
íîìó ïðîñòîði. Òîìó λ = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A. Êîæíà ôóíêöiÿ
f ∈ C[−1, 1], ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

f(1) = f(−1) = 0

¹ âëàñíèì âåêòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ = 0.
Çíàéäåìî íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

ðiâíÿííÿ
Af = λf,

òîáòî ðiâíÿííÿ
f(1)(x+ 1)− f(−1)(1− x)2 = λf(x).

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè äàíå ðiâíÿííÿ äîñèòü çíàéòè ÷èñëà f(1) i f(−1). Ç ïîïåðå-
äíüîãî ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî, ñèñòåìó

2f(1) = λf(1), −2f(−1) = λf(−1).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òiëüêè, ÿêùî λ = 2 àáî
λ = −2. Öå i ¹ íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ. Âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨

g1(x) = 1 + x, g2(x) = 1− x.

Çàäà÷à 41.4. Íåõàé îïåðàòîð A äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af(x)) = 2f(x) + f(1)x+ f(−1)(1− x), x ∈ [−1, 1].

Çíàéäiòü âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà A.
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Ðîçâ'ÿçîê. Îïåðàòîð A ìà¹ âèãëÿä

A = 2I +K,

äå K - ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð ðàíãó 2 i çàäàíèé ôîðìóëîþ

(Kf)(x) := f(1)x+ f(−1)(1− x), x ∈ [−1, 1].

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K.
1) λ0 = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K i

kerK = {f ∈ C[−1, 1] | f(1) = f(−1) = 0}.
íàïðèêëàä ôóíêöiÿ f0(x) = 1 − x2 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ âëà-
ñíîìó ÷èñëó λ0.
2) Íåõàé λ 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Kf = λf,

òîáòî
f(1)x+ f(−1)(1− x) = λf(x), x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ ìàòè âèãëÿä

f(x) = c1x+ c2(1− x), x ∈ [−1, 1].

Òîäi
f(1) = c1, f(−1) = −c1 + 2c2

Îñêiëüêè

f(1)x+ f(−1)(1− x) = λ(c1x+ c2(1− x)), x ∈ [−1, 1],

òî ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ôóíêöié g1(x) = x òà g2(x) = 1− x âèïëèâà¹, ùî

f(1) = λc1, f(−1) = λc2.

Òàêèì ÷èíîì ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè

(41.7)

{
c1 = λc1
−c1 + 2c2 = λc2

Ùîá öÿ ñèñòåìà ìàëà íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ïîòðiáíî, ùîá

det

(
1− λ 0
−1 2− λ

)
= 0,

òîáòî
λ1 = 1, λ2 = 2.

Ïðè λ = λ1 íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (41.13) ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî
ìíîæíèêà ìà¹ âèãëÿä c = (1, 1), à ïðè λ = λ2 íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(41.13) ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ìà¹ âèãëÿä c = (0, 1).
Âiäïîâiäü. Â îïåðàòîðà A ¹ òðè âëàñíi çíà÷åííÿ:
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1) ξ0 = λ0 + 2 = 2, âëàñíèé âåêòîð f0(x) = 1− x2;
2) ξ1 = λ1 + 2 = 3, âëàñíèé âåêòîð f1(x) ≡ 1;
3) ξ2 = λ2 + 2 = 4, âëàñíèé âåêòîð f2(x) = 1− x.

Çàäà÷à 41.5. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðàA : L2(−1, 1) →
L2(−1, 1), ùî äi¹ çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) :=

1∫
−1

(3xt− 10x2t2) f(t) dt, x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê. Îïåðàòîð A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð ðàíãó 2 i

(Af)(x) = 3x

1∫
−1

tf(t) dt− 10x2
1∫

−1

t2f(t) dt, x ∈ [−1, 1].

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
1) λ0 = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A i

kerA = {f ∈ L2[−1, 1] |
∫ 1

−1

tf(t) dt =

∫ 1

−1

t2f(t) dt = 0}.

Çíàéäåìî ÿêóñü âëàñíó ôóíêöiþ, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ0. �¨ ìîæíà
øóêàòè, íàïðèêëàä, ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà

f(x) = ax2 + bx+ c.

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ïiäáèðà¹ìî òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi∫ 1

−1

tf(t) dt =

∫ 1

−1

t2f(t) dt = 0.

Hàïðèêëàä, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f0(x) = 3−5x2 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ,
ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ0.
2) Íåõàé λ 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Kf = λf,

òîáòî

3x

1∫
−1

tf(t) dt− 10x2
1∫

−1

t2f(t) dt = λf(x), x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ ìàòè âèãëÿä

f(x) = c1x+ c2x
2, x ∈ [−1, 1],
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äå c1 i c2 íåâiäîìi ÷èñëà. Îòæå,

3x

1∫
−1

t(c1t+ c2t
2) dt− 10x2

1∫
−1

t2(c1t+ c2t
2) dt = λ(c1x+ c2x

2), x ∈ [−1, 1],

Ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ôóíêöié g1(x) = x òà g2(x) = x2 âèïëèâà¹, ùî

3

1∫
−1

t(c1t+ c2t
2) dt = λc1, −10

1∫
−1

t2(c1t+ c2t
2) dt = λc2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

1∫
−1

t dt =

1∫
−1

t3 dt = 0,

1∫
−1

t2 dt =
2

3
,

1∫
−1

t4 dt =
2

5
,

ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

(41.8)

{
2c1 = λc1
−4c2 = λc2

Î÷åâèäíî, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (ïðè íåíóëüîâèõ λ) òiëüêè
ó âèïàäêàõ, êîëè λ = λ1 := 2 i λ = λ2 := −4. Ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî
ìíîæíèêà âiäïîâiäíi íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíi (1, 0) i (0, 1).
Âiäïîâiäü. Â îïåðàòîðà A ¹ òðè âëàñíi çíà÷åííÿ:
1) λ0 = 0, âëàñíèé âåêòîð f0(x) = 3− 5x2;
2) λ1 = 2, âëàñíèé âåêòîð f1(x) = x;
3) λ2 = −4, âëàñíèé âåêòîð f2(x) = x2.

Çàäà÷à 41.6. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðàA : C[−1, 1] →
C[−1, 1], ÿêùî

(Af)(x) =

1∫
−1

3xf(t) dt+ f(1)x2, x ∈ [−1, 1].
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Ðîçâ'ÿçîê. Îïåðàòîð A ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð ðàíãó 2 i

(Af)(x) = 3x

1∫
−1

f(t) dt+ f(1)x2, x ∈ [−1, 1].

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A.
1) λ0 = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A i

kerA = {f ∈ C[−1, 1] |
∫ 1

−1

f(t) dt = f(1) = 0}.

Çíàéäåìî ÿêóñü âëàñíó ôóíêöiþ, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ0. �¨ ìîæíà
øóêàòè, íàïðèêëàä, ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà

f(x) = ax2 + bx+ c.

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ïiäáèðà¹ìî òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi∫ 1

−1

f(t) dt = f(1) = 0.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f0(x) = 3x2 − 2x − 1 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ, ùî
âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ0.
2) Íåõàé λ 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Kf = λf,

òîáòî

3x

1∫
−1

f(t) dt+ f(1)x2 = λf(x), x ∈ [−1, 1].

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ ìàòè âèãëÿä

f(x) = c1x+ c2x
2, x ∈ [−1, 1],

äå c1 i c2 íåâiäîìi ÷èñëà. Îòæå,

3x

1∫
−1

(c1t+ c2t
2) dt+ (c1 + c2)x

2 = λ(c1x+ c2x
2), x ∈ [−1, 1],

Ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ôóíêöié g1(x) = x òà g2(x) = x2 âèïëèâà¹, ùî

3

1∫
−1

(c1t+ c2t
2) dt = λc1, c1 + c2 = λc2.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî
1∫

−1

t dt = 0,

1∫
−1

t2 dt =
2

3
,

ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

(41.9)

{
2c2 = λc1
c1 + c2 = λc2

Îñêiëüêè

det

(
−λ 2
1 1− λ

)
= λ2 − λ− 2 = (λ− 2)(λ+ 1),

òî ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ó âèïàäêàõ, êîëè λ = λ1 := 2 i
λ = λ2 := −1.
Ó âèïàäêó λ = λ1 := 2 íàøà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä{

2c2 = 2c1
c1 + c2 = 2c2

Ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ¨¨ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíèé (1, 1).
Ó âèïàäêó λ = λ1 := −1 íàøà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä{

2c2 = −c1
c1 + c2 = −c2

Ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ¨¨ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíèé (−2, 1).
Âiäïîâiäü. Â îïåðàòîðà A ¹ òðè âëàñíi çíà÷åííÿ:
1) λ0 = 0, âëàñíèé âåêòîð f0(x) = 3x2 − 2x− 1;
2) λ1 = 2, âëàñíèé âåêòîð f1(x) = x+ x2;
3) λ2 = −1, âëàñíèé âåêòîð f2(x) = −2x+ x2.

Çàäà÷à 41.7. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà A : ℓ2 → ℓ2,
ùî äi¹ çà ôîðìóëîþ

Ax = (x3, 2x2, 9x1, x4, x5, . . . ), x = (x1, x2, x3, x4, . . . ).

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè çà îïèñàíîþ âèùå ñõåìîþ.
Äiéñíî îïåðàòîð A ìà¹ âèãëÿä

A = I +K,

äå ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ çà ôîðìóëîþ

Kx = (x3 − x1, x2, 9x1 − x3, 0, 0, . . . ), x = (x1, x2, x3, x4, . . . ).
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Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K.
1) λ0 = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K i

kerK = {x = (x1, x2, x3, x4, . . . ) | x1 = x2 = x3 = 0}.

Íàïðèêëàä, âëàñíèì âåêòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ0 ¹ åëåìåíò
x = (0, 0, 0, 1, 0, 0, . . . ).
2) Íåõàé λ 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Kf = λf,

òîáòî

(x3 − x1, x2, 9x1 − x3, 0, 0, . . . ) = λ(x1, x2, x3, x4, . . . ).

Éîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

(41.10)


x3 − x1 = λx1
x2 = λx2
9x1 − x3 = λx3
xj = 0 ïðè j ≥ 4

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî

det

 −1− λ 0 1
0 1− λ 0
9 0 −1− λ

 = (1−λ)(1+λ)2−9) = (1−λ)(λ−2)((λ+4) = 0,

òîáòî ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ó âèïàäêàõ, êîëè λ = λ1 := 1,
λ = λ2 := 2 i λ = λ3 := 4.
Ó âèïàäêó λ = λ1 íàøà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

(41.11)


x3 − x1 = x1
x2 = x2
9x1 − x3 = x3
xj = 0 ïðè j ≥ 4

Ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ¨¨ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíèé (0, 1, 0, 0, . . . ).
Ó âèïàäêó λ = λ2 íàøà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

(41.12)


x3 − x1 = 2x1
x2 = 2x2
9x1 − x3 = 2x3
xj = 0 ïðè j ≥ 4

Ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ¨¨ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíèé (1, 0, 3, 0, 0, . . . ).
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Ó âèïàäêó λ = λ3 íàøà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

(41.13)


x3 − x1 = −4x1
x2 = −4x2
9x1 − x3 = −4x3
xj = 0 ïðè j ≥ 4

Ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà ¨¨ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíèé (1, 0,−3, 0, 0, . . . ).
Âiäïîâiäü. Â îïåðàòîðà A ¹ ÷îòèðè âëàñíi çíà÷åííÿ:
1) ξ0 = 1 + λ0 = 1, âëàñíèé âåêòîð (0, 0, 0, 1, 0, 0, . . . )
2) ξ1 = 1 + λ1 = 2, âëàñíèé âåêòîð (0, 1, 0, 0, . . . );
3) ξ2 = 1 + λ2 = 3, âëàñíèé âåêòîð (1, 0, 3, 0, 0, . . . );
4) ξ3 = 1 + λ3 = −3, âëàñíèé âåêòîð (1, 0,−3, 0, 0, . . . ).

�

Åêçàìåíàöiéíi ïèòàííÿ ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ìiðè.

1. Ñèñòåìè ìíîæèí.
2. Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ìiðè.
3. Åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ìiðè.
4. σ-íàïiâàäèòèâíiñòü ìiðè .
5. Çîâíiøíÿ ìiðà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi.
6. Òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè.
7. Âèìiðíi ôóíêöi¨, äâà îçíà÷åííÿ.
8. Âèìiðíi ôóíêöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi.
9. Òåîðåìà ïðî ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi âèìiðíèõ ôóíêöié.
10. Îçíà÷åííÿ çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü i çáiæíîñòi çà ìiðîþ.
11. Äîâåñòè, ùî çi çáiæíîñòi ì.ñ. âèïëèâà¹ çáiæíiñòü çà ìiðîþ.
12. Òåîðåìà �ãîðîâà.
13. Ïîÿñíèòè çâ'ÿçêè ìiæ ðiçíèìè âèäàìè çáiæíîñòi.
14. Äîâåñòè, ùî êîæíà âèìiðíà ôóíêöiÿ ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ
ïîñëiäîâíîñòi ïðîñòèõ âèìiðíèõ ôóíêöié.
15. Iíòåãðàë Ëåáåãà äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié òà éîãî áàçîâi âëàñòèâîñòi.
16. Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà òà éîãî áàçîâi âëàñòèâîñòi.
17. Äîâåñòè àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà Ëåáåãà.
18*. Äîâåñòè çëi÷åííó àäèòèâíiñòü iíòåãðàëà Ëåáåãà.
19*. Äîâåñòè íåðiâíiñòü ×åáèøåâà.
20. Òåîðåìà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.
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21. Òåîðåìà ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü.
22. Òåîðåìà Ôàòó.
23. Ïîðiâíÿííÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà i Ëåáåãà.
24. Ïðÿìèé äîáóòîê ìið. Òåîðåìà Ôóáiíi.
25. Òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ïîõiäíó ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨.
26. Äðàáèíà Êàíòîðà.
27. Ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ òà ¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi.
28. Äîâåñòè, ùî ñóìà ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨

âàðiàöi¨.
29. Òåîðåìà ïðî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ ó âèãëÿäi ðiçíèöi

ìîíîòîííèõ.
30. Òåîðåìà ïðî ïîõiäíó iíòåãðàëà.
31. Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi.
32. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà äëÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
33. Ìiðè Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.
34. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.
35. Òåîðåìè Õåëëi.
36. Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ïðèêëàäè.
37. Íåïåðåðâíiñòü ìåòðèêè.
38. Ïîâíîòà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Êðèòåðié ïîâíîòè.
39. Ïðèêëàäè ïîâíèõ i íåïîâíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (ç ïîÿñíåííÿìè).
40. Íiäå íåùiëüíi i âñþäè ùiëüíi ìíîæèíè. Ïðèêëàäè.
41. Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨.
42. Ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü.
43. Ïðèíöèï ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ.
44. Ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó ïðî ïîïîâíåííÿ.
45. Êîìïàêòíiñòü, ñåêâåíöiàëüíà êîìïàêòíiñòü.
46. Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.
47. Òåîðåìà Àðöåëà.
48. Íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Ïðèêëàäè.
49. Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òî íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî.
50. Åêâiâàëåíòíi íîðìè. Åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ó ïðîñòîði ñêií÷åííî¨ ðîç-

ìiðíîñòi.
51. Íåïåðåðâíiñòü íîðìè .
52. Îáìåæåíi îïåðàòîðè. Íîðìà îïåðàòîðà.
53. Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéãàóçà)(ç äîâå-

äåííÿì).
54. Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà (äiéñíèé âàðiàíò).
55. Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà (êîìïëåêñíèé âàðiàíò).
56. Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð.
57. Ñïðÿæåíèé ïðîñòið äî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó.
58. Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè. Ïðèêëàäè.
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59. Íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî .
60. Íåïåðåðâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.
61. Òåîðåìà Ïiôàãîðà, ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.
62. Îðòîãîíàëüíi ðÿäè. Êðèòåðié ¨õ çáiæíîñòi.
63. Ðÿä Ôóð'¹.
64. Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ.
65. Áàçà, îðòîíîðìîâàíà áàçà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.
66. Iñíóâàííÿ îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.
67. Äîâåñòè, ùî ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ¹ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ.
68. Òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ. Äâà ôîðìóëþâàííÿ.
69. Îáåðíåíà òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ.
70. Òåîðåìà Ðiñà ïðî çîáðàæåííÿ íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà ó ãiëüá. ïð-ði.
71. Òåîðåìà ïðî çáóðåííÿ îáîðîòíîãî îïåðàòîðà.
72. Ñïåêòð îáìåæåíîãî îïåðàòîðà. Êëàñèôiêàöiÿ òî÷îê ñïåêòðó.
73. Òåîðåìà ïðî ðÿä Íåìàíà.
74. Àíàëiòè÷íiñòü ðåçîëüâåíòè îïåðàòîðà.
75. Îáìåæåíiñòü i çàìêíåíiñòü ñïåêòðó îáìåæåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.
76. Òåîðåìà ïðî çîáðàæåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà.
77. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
78. Âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî.
79. Òåîðåìà ïðî íàáëèæåííÿ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíèìè.
80. Òåîðåìà ïðî çâ'ÿçîê ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà i ÿäðîì
ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
81. Òðè òåîðåìè Ôðåäãîëüìà.
82. Òåîðåìà ïðî ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà.
83. Ôîðìóëà äëÿ íîðìè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
84. Òåîðåìà ïðî âëàñíi âåêòîðè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
85. Òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî ïîâíîòó .
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