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Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè

12.1 Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî
1) |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y);
2) |d(x, z)− d(y, t)| ≤ d(x, y) + d(z, t) (íåðiâíiñòü ÷îòèðèêóòíèêà)

1) Çà àêñiîìîþ òðèêóòíèêà

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

çâiäêè
d(x, z)− d(z, y) ≤ d(x, y), (∗)

äå x, y, z - äîâiëüíi åëåìåíòè ìíîæèíè X.
Òîìó àíàëîãi÷íî, çàìiíèâøè x íà y i y íà x, îäåðæèìî

d(y, z)− d(z, x) ≤ d(y, x)

àáî
−(d(x, z)− d(z, y)) ≤ d(x, y). (∗∗)

Iç íåðiâíîñòåé (∗) i (∗∗) âèïëèâà¹, ùî

|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y).

2) Iëþñòðàöiÿ - ïîÿñíåííÿ íàçâè öi¹¨ âëàñòèâîñòi:

Äîâåäåííÿ:

|d(x, z)− d(y, t)| = |d(x, z)− d(x, t) + d(x, t)− d(y, t)| ≤

≤ |d(x, z)− d(x, t)|+ |d(x, t)− d(y, t)| ≤ d(z, t) + d(x, y)

çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi 1).
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12.3. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ôóíêöiÿ d âiääàëëþ íà ìíîæèíi X, ÿêùî

X = R, d(x, y) =
√
|x− y|.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî öå ñïðàâäi âiääàëü. Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè âèêîíà-
ííÿ àêñiîì âiääàëi äëÿ ôóíêöi¨ d. Àêñiîìè âiääiëüíîñòi i ñèìåòði¨ òóò
î÷åâèäíi. Ïîÿñíèìî, ùî àêñiîìà òðèêóòíèêà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ:

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) ⇔

⇔
√
|x− y| ≤

√
|x− z|+

√
|y − z| ⇔

⇔ |x− y| ≤ |x− z|+ |y − z|+ 2
√
|x− z| · |y − z|.

Îäåðæàíà â ðåçóëüòàòi åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü íåðiâíiñòü, î÷åâèäíî,
ïðàâèëüíà, òîìó ùî |x − y| ≤ |x − z| + |y − z|, à äîäàòêîâèé äîäàíîê
ïðàâîðó÷ ìîæå òiëüêè çáiëüøèòè ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi.

12.4. X = R, d(x, y) = |x− y|2.

Öÿ ôóíêöiÿ d íå ¹ âiääàëëþ, áî íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.
Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî ïåâíi äiéñíi ÷èñëà:

x = 0, y = 1, z =
1

2
.

Äëÿ öèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè R ìà¹ìî

d(x, y) = (0− 1)2 = 1 6≤ d(x, z) + d(y, z) =

(
1

2

)2

+

(
1

2

)2

=
1

4
+

1

4
=

1

2
.
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12.9. Íåõàé X - äîâiëüíà ìíîæèíà i

∀x ∈ X, ∀y ∈ X d(x, y) =

{
1, x 6= y,

0, x = y.

Äîâåñòè, ùî (X, d) ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Âií íàçèâà¹òüñÿ ïðî-
ñòîðîì içîëüîâàíèõ òî÷îê.

Ðîçãëÿíåìî âñi ìîæëèâi âàðiàíòè äëÿ òðüîõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè X:

1) Íåõàé x 6= y, y 6= z, x 6= z. Òîäi íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà d(x, y) ≤
d(x, z) + d(y, z) âèãëÿäà¹ òàê: 1 ≤ 1 + 1, ùî, î÷åâèäíî, ïðàâèëüíî.

2) Íåõàé x 6= y, y = z, x 6= z. Òîäi íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà d(x, y) ≤
d(x, z) + d(y, z) âèãëÿäà¹ òàê: 1 ≤ 1 + 0, ùî, î÷åâèäíî, ïðàâèëüíî.

3) Íåõàé x 6= y, y 6= z, x = z. Òîäi íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà d(x, y) ≤
d(x, z) + d(y, z) âèãëÿäà¹ òàê: 1 ≤ 0 + 1, ùî, î÷åâèäíî, ïðàâèëüíî.

4) Íåõàé x = y, y 6= z, x 6= z. Òîäi íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà d(x, y) ≤
d(x, z) + d(y, z) âèãëÿäà¹ òàê: 0 ≤ 1 + 1, ùî, î÷åâèäíî, ïðàâèëüíî.

5) Íåõàé x = y = z. Òîäi 0 ≤ 0 + 0 - ïðàâèëüíî.
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12.11. Äîâåñòè, ùî â êîæíîìó ç ïðîñòîðiâ Rm
1 , Rm

2 , Rm
∞

çáiæíiñòü (ôóíäàìåíòàëüíiñòü) ïîñëiäîâíîñòi

(xn)
∞
n=1, äå xn = (x

(1)
n , . . . , x

(m)
n ), ðiâíîñèëüíà çáiæíîñòi (ôóíäà-

ìåíòàëüíîñòi) êîæíî¨ ç ïîñëiäîâíîñòåé (x
(1)
n ), . . . , (x

(m)
n ),

çîêðåìà, êîæíèé ç öèõ ïðîñòîðiâ ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ äëÿ Rm
1 . Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (xn)

∞
n=1 = (x

(1)
n , . . . , x

(m)
n )

çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x = (x1, . . . , xm) â Rm
1 . Öå îçíà÷à¹, ùî

d1(xn, x) =
m∑
k=1

|x(k)n − x(k)| → 0 ïðè n→∞.

ßêùî ñóìà ìîäóëiâ çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, òî çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî k
(âiä 1 äî m) òàêîæ |x(k)n − x(k)| → 0. À öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî k

ïîñëiäîâíiñòü (x
(k)
n ) çáiãà¹òüñÿ äî x(k).

Î÷åâèäíî, ùî ïðàâèëüíå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, áî ÿêùî âñi äîäàíêè
ñóìè çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ, òî òàê ñàìî ïîâîäèòü ñåáå i ñêií÷åííà ñóìà
íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè÷èí.

Òàê ñàìî ïðîâîäèòüñÿ äîâåäåííÿ ïðî ôóíäàìåíòàëüíiñòü.
Òåïåð äîâåäåìî ïîâíîòó ïðîñòîðó (Rm

1 ). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü

(xn)
∞
n=1 = (x

(1)
n , . . . , x

(m)
n ) ôóíäàìåíòàëüíà â Rm

1 . Öå îçíà÷à¹, ùî

d1(xp, xq)→ 0 ïðè p, q →∞,

òîáòî
m∑
k=1

|x(k)p − x(k)q | → 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
|x(k)p − x(k)q | → 0

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî k. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (x
(k)
p )∞p=1 ¹

ôóíäàìåíòàëüíîþ â (R, d), äå d - çâè÷àéíà âiääàëü íà R. Çà êðèòåði¹ì

Êîøi ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ïîñëiäîâíiñòü (x
(k)
n ) çáiæíà, òîáòî

x
(k)
n → x(k) ∈ R (äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî k). Òîäi xn = (x

(1)
n , . . . , x

(m)
n )→

x = (x(1), . . . , x(m)), òîìó ùî d1(xn, x) =
m∑
k=1

|x(k)n − x(k)| → 0 ïðè n →

∞. Îòæå, ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (xn) âèïëèâà¹ ¨¨ çáiæíiñòü.
Òîìó ïðîñòið ïîâíèé.
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12.17. Äîâåñòè, ùî d ¹ ìåòðèêîþ íà R i äîñëiäèòè ìåòðè÷íèé
ïðîñòið (R, d) íà ïîâíîòó:

d(x, y) = |arctgx− arctg y|.

Î÷åâèäíî, ùî àêñiîìè ìåòðèêè äëÿ d âèêîíóþòüñÿ. Âiääiëüíiñòü âè-
ïëèâà¹ ç ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ v = arctgu; ñèìåòðiÿ âèêîíó¹òüñÿ, áî çíà-
÷åííÿ âèðàçó äëÿ d(x, y) íå çìiíèòüñÿ ïðè çàìiíi x íà y i y íà x; àêñiîìà
òðèêóòíèêà âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè.

Äîñëiäèìî ïðîñòið íà ïîâíîòó. Ëåãêî íàâåñòè ïðèêëàä ôóíäàìåíòàëü-
íî¨ ïîñëiäîâíîñòi â öüîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, ÿêà íå çáiãà¹òüñÿ. Íåõàé
xn = n, n = 1, 2, 3, . . .. Òîäi

d(xn, xn+p) = |arctgn− arctg (n+ p)| =
∣∣∣∣arctg n− (n+ p)

1 + n(n+ p)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣arctg −p
1 + n2 + np

∣∣∣∣ = arctg
p

n2 + np+ 1
<

< arctg
p

np
= arctg

1

n
<

1

n
< ε

ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü xn = n ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.
Âîíà íå ¹ çáiæíîþ äî æîäíîãî ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè R.

Âiäïîâiäü: çàäàíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið íå ¹ ïîâíèé.
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12.22. Îõàðàêòåðèçóâàòè âñi çáiæíi (ôóíäàìåíòàëüíi) ïîñëi-
äîâíîñòi â ïðîñòîði içîëüîâàíèõ òî÷îê i äîâåñòè, ùî öåé ïðîñòið
¹ ïîâíèì.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî çáiæíèìè (ôóíäàìåíòàëüíèìè) â öüîìó ìåòðè-
÷íîìó ïðîñòîði ¹ òiëüêè ñòàöiîíàðíi (ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà)
ïîñëiäîâíîñòi. Äîñòàòíüî âçÿòè áóäü-ÿêå ÷èñëî ε < 1 ó âiäïîâiäíèõ îçíà-
÷åííÿõ. À ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ âèãëÿä

x1, x2, . . . , xn0 , x, x, x, . . . ,

òî öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x.

12.23. Äîñëiäèòè íà ïîâíîòó ìåòðè÷íèé ïðîñòið

X = C[0; 1], ∀x, y ∈ C[0; 1] d(x, y) =

1∫
0

|x(t)− y(t)| dt.

Öåé ïðîñòið íåïîâíèé, òîìó ùî â íüîìó iñíó¹ ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëi-
äîâíiñòü, ÿêà íå ¹ çáiæíîþ (â íüîìó!). Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî òàêó ïîñëi-
äîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié:

xn(t) =

{
0, 1

n
≤ t ≤ 1,

1− nt, 0 ≤ t ≤ 1
n
.

n = 1, 2, 3, . . .
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Îöiíèìî

d(xn, xn+p) =

1
n+p∫
0

[1− nt− (1− (n+ p)t)] dt+

1
n∫

1
n+p

[1− nt] dt =

= p
t2

2

∣∣∣∣ 1
n+p

0

+ (t− nt
2

2
)

∣∣∣∣ 1n
1

n+p

=
p

2(n+ p)2
+

1

n
− 1

2n
− 1

n+ p
+

n

2(n+ p)2
=

=
1

2n
− 1

2(n+ p)
<

1

2n
< ε.

Àëå

lim
n→∞

xn(t) =

{
0, 0 < t ≤ 1,

1, t = 0
= y(t) 6∈ C[0; 1].

Íàøà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî äî ðîçðèâ-
íî¨ ôóíêöi¨. Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (xn) íå ìîæå çáiãàòèñÿ
äî æîäíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Íåõàé

y(t) =

{
0, 0 < t ≤ 1,

1, t = 0,

à x(t) - äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó C[0; 1]. Òîäi

0 ≤
1∫

0

|x(t)− y(t)| dt ≤
1∫

0

|x(t)− xn(t)| dt+
1∫

0

|xn(t)− y(t)| dt.

Îñêiëüêè
1∫
0

|xn(t)− y(t)| dt = 1
2n
→ 0 ïðè n→∞, òî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

1∫
0

|x(t) − xn(t)| dt = d(xn, x) íå ìîæå çáiãàòèñÿ äî íóëÿ ïðè n → ∞ äëÿ

æîäíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ C[0; 1], áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäåðæàëè á, ùî
1∫
0

|x(t)− y(t)| dt = 0, çâiäêè x(t) = y(t), ùî íåìîæëèâî, áî y(t) - ðîçðèâíà

ôóíêöiÿ, à x(t) íåïåðåðâíà.
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Ïðî âïðàâè ç ëåêöi¨.
1. Ïðèêëàä 3 ïðî ïðîñòið `2. Äîïîâíåííÿ. Ó ïðèêëàäi 1 ëåêöi¨ âæå äî-

âåäåíî, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü√√√√ n∑

k=1

(zk − xk)2 ≤

√√√√ n∑
k=1

(yk − xk)2 +

√√√√ n∑
k=1

(zk − yk)2. (∗)

Ó ïîÿñíåííÿõ ïðèêëàäó 3 âæå âñòàíîâëåíî, ùî íåñêií÷åííèé ðÿä
∞∑
k=1

(yk − xk)2 çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî çáiãàþòüñÿ ðÿäè
∞∑
k=1

x2k i
∞∑
k=1

y2k.

Òîìó iç íåðiâíîñòi (∗) âèïëèâà¹, ùî√√√√ n∑
k=1

(zk − xk)2 ≤

√√√√ ∞∑
k=1

(yk − xk)2 +

√√√√ ∞∑
k=1

(zk − yk)2. (∗∗)

À òåïåð ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ó ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (∗∗) ïðè n→
∞. Òîäi çðîçóìiëî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:√√√√ ∞∑

k=1

(zk − xk)2 ≤

√√√√ ∞∑
k=1

(yk − xk)2 +

√√√√ ∞∑
k=1

(zk − yk)2.

À öÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ρ(x, y) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.

2. Äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòî-
ði ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Ñïðàâäi, íåõàé lim
n→∞

xn = a. Òîäi çãiäíî ç àêñiîìîþ òðèêóòíèêà i îçíà-

÷åííÿì çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi

ρ(xn′ , xn′′) ≤ ρ(xn′ , a) + ρ(a, xn′′) < ε+ ε = 2ε.

À öå é îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíäàìåíòàëüíà.
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Òîïîëîãi÷íi ïîíÿòòÿ

13.1. Íåõàé X = R i ∀x, y ∈ R d(x, y) = |x − y|. Ó ïðîñòî-
ði (X, d) çíàéòè çàìèêàííÿ A òà âíóòðiøíiñòü IntA ìíîæèíè
A = [0; 1) ∪ {2}.

A = [0; 1] ∪ {2}, IntA = (0; 1),

2 - içîëüîâàíà òî÷êà;
âñi òî÷êè x âiäðiçêà [0; 1] - ãðàíè÷íi, òîìó ùî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi

(xn) ⊂ A, çáiæíi äî x, ïðè÷îìó 1 6∈ A; çàìèêàííÿ ìíîæèíè óòâîðþ¹òüñÿ
ïðè¹äíàííÿì äî ìíîæèíè âñiõ ¨¨ ãðàíè÷íèõ òî÷îê;

âñi òî÷êè âiäêðèòîãî iíòåðâàëó (0; 1) - âíóòðiøíi, òîìó ùî ìiñòÿòüñÿ
â ìíîæèíi A ðàçîì iç äåÿêèì ñâî¨ì îêîëîì. Âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè - öå
ñóêóïíiñòü âñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê.

13.2. A = Q.

Q = R, IntQ = ∅.

Ïåðøà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà
iñíó¹ çáiæíà äî íüîãî ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à äðóãà - ç òîãî,
ùî áóäü-ÿêèé âiäêðèòèé iíòåðâàë (α; β) ìiñòèòü iððàöiîíàëüíi ÷èñëà i
òîìó íå ìiñòèòüñÿ â Q.

13.3. A = { 1
2m

+ 1
3n

: m,n ∈ N}.

A = {1
2
,
1

4
,
1

8
, . . . ,

1

3
,
1

9
,
1

27
, . . . , 0}, IntA = ∅.
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13.4. Ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d) çîáðàçèòè êóëi B((0; 0), 1)
òà B((0; 0), 1), ÿêùî

d((x1, x2), (y1, y2)) = |x1 − y1|+ 2|x2 − y2|.

Çà îçíà÷åííÿì âiäêðèòî¨ êóëi â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

B((0; 0), 1) = {(x1, x2) : d((x1, x2), (0, 0)) < 1} = {(x1, x2) : |x1|+2|x2| < 1}.

(ðîìá áåç ãðàíèöi)

B((0; 0), 1) - òîé ñàìèé ðîìá iç ãðàíèöåþ.

13.5.
d((x1, x2), (y1, y2)) =

√
(x1 − y1)2 + 4(x2 − y2)2.

B((0; 0), 1) = {(x1, x2) : d((x1, x2), (0, 0)) < 1} = {(x1, x2) :
√
x21 + 4x22 < 1}.

Çðîçóìiëî, ùî öå âíóòðiøíiñòü åëiïñà x21 +
x22
1
4

< 1 ç ïiâîñÿìè 1 òà 1
2
.

Çàìêíåíà êóëÿ - òîé ñàìèé åëiïñ iç ãðàíèöÿìè.
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13.6.
d((x1, x2), (y1, y2)) = max{|x1 − y1|, 2|x2 − y2|}.

B((0; 0), 1) = {(x1, x2) : d((x1, x2), (0, 0)) < 1} = {(x1, x2) : max{|x1|, 2|x2|} < 1}.

Çðîçóìiëî, ùî öå âíóòðiøíiñòü ïðÿìîêóòíèêà ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ
(1, 1

2
), (1,−1

2
), (−1, 1

2
), (−1,−1

2
).

Çàìêíåíà êóëÿ - òîé ñàìèé ïðÿìîêóòíèê iç ãðàíèöÿìè.

13.7. Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi, à òàêîæ ïå-
ðåòèí ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíî-
æèíîþ.

Íåõàé Ai - âiäêðèòi ìíîæèíè, i ∈ I, I - äîâiëüíà (ñêií÷åííà àáî íå-
ñêií÷åííà) ìíîæèíà.

Ìíîæèíà
⋃
i∈I
Ai âiäêðèòà, áî ∀x ∈

⋃
i∈I
Ai ∃i: x ∈ Ai, çâiäêè (îñêiëüêè Ai

âiäêðèòà) ∃ε > 0: B(x, ε) ⊂ Ai ⊂
⋃
i∈I
Ai. Öå îçíà÷à¹, ùî òî÷êà x íàëåæèòü

äî
⋃
i∈I
Ai ðàçîì iç äåÿêèì ε-îêîëîì.

Ìíîæèíà
n⋂
i=1

Ai âiäêðèòà, áî ∀x ∈
n⋂
i=1

Ai ìà¹ìî, ùî ∀i = 1, n x ∈ Ai,

çâiäêè ∃εi > 0: B(x, εi) ⊂ Ai. Âiçüìåìî ε = min{ε1, . . . , εn}. Òîäi B(x, ε) ⊂
Ai äëÿ êîæíîãî i. Çâiäñè B(x, ε) ⊂

n⋂
i=1

Ai.
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13.8. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi, à òàêîæ îá'-
¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ.

Íåõàé Bi - äîâiëüíà êiëüêiñòü çàìêíåíèõ ìíîæèí i B =
⋂
i∈I
Bi. Ðîçãëÿ-

íåìî äîâiëüíó ãðàíè÷íó òî÷êó x ìíîæèíè B i äîâåäåìî, ùî âîíà íàëå-
æèòü äî B. Áóäü-ÿêèé îêië B(x, ε) ìiñòèòü íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê iç B.
Àëå òîäi òèì áiëüøå B(x, ε) ìiñòèòü íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê iç êîæíî¨
ìíîæèíè Bi. Îñêiëüêè âñi ìíîæèíè Bi çàìêíåíi, òî òî÷êà x íàëåæèòü
äî êîæíî¨ Bi. Òîìó x ∈ B =

⋂
i∈I
Bi.

Íåõàé C =
n⋃
i=1

Bi - ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí i íåõàé

òî÷êà x 6∈ C. Äîâåäåìî, ùî x íå ìîæå áóòè ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíî-
æèíè C. Ñïðàâäi, x íå íàëåæèòü äî æîäíî¨ ç çàìêíåíèõ ìíîæèí Bi i
òîìó íå ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ æîäíî¨ ç íèõ. Òîìó äëÿ êîæíîãî ií-
äåêñà i (âiä 1 äî n) ìîæíà çíàéòè òàêèé îêië B(x, εi), ÿêèé ìiñòèòü íå
áiëüøå íiæ ñêií÷åííå ÷èñëî òî÷îê iç Bi. Âiçüìåìî íàéìåíøèé ç îêîëiâ
B(x, ε1), . . . , B(x, εn). Äëÿ ÷èñëà ε = min{ε1, . . . , εn} îêië B(x, ε) ìiñòèòü
íå áiëüøå íiæ ñêií÷åííå ÷èñëî òî÷îê iç B, ùî é ò.á.ä.

13.9. Ïiäìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó âiäêðèòà òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ ¹ çàìêíåíèì.

Íåõàé M - âiäêðèòà ìíîæèíà â X. Òîäi êîæíà òî÷êà iç M ìà¹ îêië,
ÿêèé ïîâíiñòþ íàëåæèòü äî M , òîáòî íå ìà¹ íi îäíî¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè ç
äîïîâíåííÿì X \M . Òîìó íi îäíà ç òî÷îê, ùî íå íàëåæàòü äî X \M , íå
ìîæå áóòè òî÷êîþ äîòèêó äëÿ ìíîæèíè X \M , òîáòî ìíîæèíà X \M
çàìêíåíà.

Íàâïàêè, ÿêùî X \M çàìêíåíà, òî áóäü-ÿêà òî÷êà iç ìíîæèíèM ìà¹
îêië, ÿêèé ïîâíiñòþ ëåæèòü â M , òîáòî M âiäêðèòà (áî ÿêùî x ∈M , òî
x 6∈ X \M , òîáòî ∃ε > 0 B(x, ε) ∩ (X \M) = ∅, òîáòî B(x, ε) ⊂M).
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13.12. ×è ìîæå êóëÿ ðàäióñà 4 áóòè âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ
êóëi ðàäióñà 3?

Ìîæå. Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé
ïðîñòið âñiõ òî÷îê êðóãà x2 + y2 < 9 çi çâè÷àéíîþ åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ.
Íåõàé B2 = X - êóëÿ ðàäióñà 3, à B1 = {(x, y) : (x− 2)2+ y2 < 16} - êóëÿ
ðàäióñà 4. Òîäi B1 ⊂ B2 i 4 > 3.
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13.13. Äîâåñòè, ùî ÿêùî êóëÿ ðàäióñà 7 ìiñòèòüñÿ â êóëi ðà-
äióñà 3, òî öi êóëi çáiãàþòüñÿ (òîáòî ðiâíi).

Óìîâíà iëþñòðàöiÿ äî öüîãî ïðèêëàäó, áî, ÿê ìè áà÷èëè, êóëi ìîæóòü
âèãëÿäàòè iíàêøå:

Íåõàé d(x, y) < 3 i iñíó¹ z

òàêå, ùî

d(x, z) < 3, d(z, y) ≥ 7.

Òîäi
3 > d(x, y) ≥ |d(y, z)− d(x, z)| ≥ |7− 3| = 4

- ñóïåðå÷íiñòü. Òîìó íå ìîæå iñíóâàòè òàêèé åëåìåíò z. Öå é îçíà÷à¹, ùî
êóëi çáiãàþòüñÿ.
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13.14. Çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹
ïîâíèì.

Íåõàé (X, d) - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y ⊂ X - çàìêíåíèé ïiäïðî-
ñòið. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü â Y . Òîäi öÿ
ñàìà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó X, ÿêèé
ïîâíèé. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà x: xn → x ó
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X i x ∈ X. Àëå xn ∈ Y i ìíîæèíà Y çàìêíåíà,
òîáòî ìiñòèòü âñi ñâî¨ ãðàíè÷íi òî÷êè. Òîìó x ∈ Y . Îòæå, Y - ïîâíèé
ïðîñòið.

Ïðîñòîðè ïåðøî¨ òà äðóãî¨ êàòåãîði¨.

14.1. Äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü òàêèõ òâåðäæåíü:
à) IntM = ∅,
á)M íå ìiñòèòü âiäêðèòèõ êóëü (òîáòî íå ¹ ùiëüíîþ â æîäíié

âiäêðèòié êóëi),
â) M íå ìiñòèòü çàìêíåíèõ êóëü,
ã) M íå ìiñòèòü âiäêðèòèõ ìíîæèí .
Äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî:
à) ⇒ á) ßêáè ìíîæèíà M ìiñòèëà âiäêðèòó êóëþ, òî òîäi IntM 6= ∅
á) ⇒ â) ßêáè M ìiñòèëà çàìêíåíó êóëþ, òî òîäi M ìiñòèëà áè i öþ

ñàìó âiäêðèòó êóëþ
á)⇒ ã) ßêáèM ìiñòèëà âiäêðèòó ìíîæèíó, òî òîäi ðîçãëÿäà¹ìî áóäü-

ÿêó òî÷êó öi¹¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ðàçîì iç äåÿêèì ¨¨ îêîëîì - âiäêðèòîþ
êóëåþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi

â)⇒ á) Ìíîæèíà M çàìêíåíà. ßêáè âîíà ìiñòèëà âiäêðèòó êóëþ, òî
ìiñòèëà áè i öþ ñàìó çàìêíåíó

ã) ⇒ à) ßêáè IntM 6= ∅, òî M ìiñòèòü äåÿêó òî÷êó ðàçîì iç îêî-
ëîì - âiäêðèòîþ êóëåþ. Öå îçíà÷à¹, ùî M ìiñòèòü âiäêðèòó ìíîæèíó -
ñóïåðå÷íiñòü.

Çàâåðøèòè äîâåäåííÿ!
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14.2. ×è çàâæäè îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði?

Íi. Ó ïðîñòîði içîëüîâàíèõ òî÷îê Int{x} = {x} = Bε(x) 6= ∅.

14.3. Íàâåñòè ïðèêëàä äâîõ ñêðiçü ùiëüíèõ ìíîæèí, ïåðåòèí
ÿêèõ íå ¹ ñêðiçü ùiëüíèì.

Ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, d) çi çâè÷àéíîþ âiääàëëþ

Q = R, R \Q = R, àëå Q ∩ (R \Q) = ∅.

14.4. Äîâåñòè, ùî äîïîâíåííÿ äî âiäêðèòî¨ ñêðiçü ùiëüíî¨
ìíîæèíè ¹ íiäå íå ùiëüíèì.

Íåõàé A âiäêðèòà i ñêðiçü ùiëüíà, òîáòî A = X. Òîäi çà �13.9 äî-
ïîâíåííÿ äî A, òîáòî ìíîæèíà X \A =: CA, çàìêíåíå. Ïðèïóñòèìî, ùî
CA íå ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ, òîáòî IntCA 6= ∅. Òîäi (çà �14.1)
CA ìiñòèòü äåÿêó êóëþ. Àëå CA = CA. Òîìó CA ìiñòèòü äåÿêó êóëþ.
Çâiäñè A íå ìiñòèòü öi¹¨ êóëi, òîáòî ∃x ∃ε > 0 ∀a ∈ A d(x, a) ≥ ε, òîáòî x
íå ¹ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A i A 63 {x} - ñóïåðå÷íiñòü.

8



14.5. ßêùî X - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, X =
∞⋃
k=1

Fk i êîæíà

ç ìíîæèí Fk (k = 1, 2, . . .) ¹ çàìêíåíîþ, òî õî÷à áè îäíà ç ìíîæèí
Fk ìiñòèòü âiäêðèòó êóëþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî æîäíà ç ìíîæèí Fk íå ìiñòèòü íi îäíî¨ âiäêðèòî¨
êóëi. Îñêiëüêè Fk çàìêíåíà (Fk = Fk), öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà ìíîæèíà
Fk íiäå íå ùiëüíà. Ïðîñòið X ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì íiäå íå ùiëüíèõ
ìíîæèí Fk, òîáòî âií ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Çà óìîâîþ âií ïîâíèé, à öå ñóïå-
ðå÷èòü òåîðåìi Áåðà ïðî êàòåãîði¨.

14.8. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê ¹ íå-
çëi÷åííèì.

Íåõàé X - ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê, òîáòî
êîæíà òî÷êà x ¹ ãðàíè÷íîþ: ∀ε > 0 B(x, ε) ∩X - íåñêií÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî X =
∞⋃
i=1

{xi} - çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ îäíîòî÷êîâèõ ìíî-

æèí. Òîäi çà òåîðåìîþ Áåðà õî÷à áè îäíà ç ìíîæèí {xi} íå ¹ íiäå íå ùiëü-
íîþ, òîáòî Int{xi} 6= ∅. Òîìó (çà �14.1) ∃ε B(x, ε) ⊆ {xi}. Öå îçíà÷à¹,
ùî xi - içîëüîâàíà òî÷êà ìíîæèíè X - ñóïåðå÷íiñòü.

14.9. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, ¹
ïîâíèì. ×îìó öå íå ñóïåðå÷èòü òåîðåìi Áåðà?

Ñóïåðå÷íîñòi íåìà¹, áî îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x} íå ¹ íiäå íå ùiëü-
íîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X = {x}. Öÿ ìíîæèíà ¹ ñêðiçü ùiëüíà â X:
{x} = X.

9



Ïðèíöèï ñòèñêàþ÷èõ âiäîáðàæåíü

16.1. Íåõàé ∀x ∈ R f(x)
def
= π

2
+ x− arctg x. Äîâåñòè, ùî

∀x ∈ R ∀y ∈ R ∃α ∈ (0; 1) : |f(x)− f(y)| < α|x− y|,

ïðîòå f íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê.

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣π
2
+ x− arctgx− π

2
− y − arctg y

∣∣∣ =
= |x− y − (arctg x− arctg y)|.

Àëå çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïðî êiíöåâi ïðèðîñòè

|arctg x− arctg y| =
∣∣∣(arctg t)′|t∈[x;y] · (x− y)

∣∣∣ =
=

1

1 + t2
· |x− y| ≤ |x− y|.

Íàñïðàâäi òóò ñòðîãèé çíàê íåðiâíîñòi, áî ðiâíiñòü

arctg x− arctg y = x− y

íåìîæëèâà. Ñïðàâäi, ÿêáè âîíà âèêîíóâàëàñÿ, òî òîäi

x− arctg x = y − arctg y,

ùî íåìîæëèâî, áî ôóíêöiÿ v = u− arctg u ¹ ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòàþ-
÷îþ: (u− arctg u)′ = 1− 1

1+x2
= x2

1+x2
> 0 äëÿ âñiõ x 6= 0.

Iç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî

|f(x)− f(y)| < |x− y|,

ùî ìîæíà çàïèñàòè i òàê:

|f(x)− f(y)| < α|x− y|,
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äå êîíñòàíòà α ∈ (0, 1) ìîæå çàëåæàòè âiä x i y.
Ðiâíÿííÿ f(x) = x íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, áî ÿêùî

π

2
+ x− arctg x = x,

òî
arctg x =

π

2
,

ùî íåìîæëèâî.

16.2. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà
â ñåáå ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó.

ßêùî f(a) = a àáî f(b) = b,

òî f ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî f(a) > a i f(b) < b.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(x) = f(x)− x.

Çà ïðèïóùåííÿì g(a) > 0 i g(b) < 0. Çà òåîðåìîþ ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ iñíó¹ òàêà òî÷êà x0 ∈ (a, b), ùî g(x0) = 0. À öå
îçíà÷à¹, ùî

f(x0)− x0 = 0,

òîáòî
f(x0) = x0,

x0 - íåðóõîìà òî÷êà.
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16.4. Äîâåñòè, ùî ÿêùî 0 ≤ a ≤ 1, x0 = 0 i

∀n ∈ N xn+1
def
= xn −

1

2
(x2n − a), òî lim

n→∞
xn =

√
a.

Çíàéäåìî äåêiëüêà ïîñëiäîâíèõ çíà÷åíü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi xn:

x1 =
1
2
a,

x2 =
1
2
a− 1

2

(
1
4
a2 − a

)
= a− 1

8
a2,

x3 = a− 1
8
a2 − 1

2

(
(a− 1

8
a2)2 − a

)
= . . .

i ò.ä. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü xn çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà
√
a.

Òàêèé ìåòîä ïîáóäîâè âñå òî÷íiøèõ íàáëèæåíü
√
a áóâ âiäîìèé ùå â

Ñåðåäíüîâi÷÷i.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x− 1

2
(x2− a) íà [0; 1] çà óìîâè a ∈ [0; 1].

�¨ ãðàôiêîì ¹ ïàðàáîëà, ïðè÷îìó f(0) = 1
2
a, f(1) = 1

2
+ 1

2
a,

f ′(x) = 1 − x ≥ 0, âåðøèíà ïàðàáîëè ó òî÷öi x = 1. Íàðèñóâàòè
ãðàôiê!

Çðîçóìiëî, ùî f(x) - íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ [0; 1] â ñåáå. Òîìó
çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 16.2 iñíó¹ íåðóõîìà òî÷êà x âiäîáðàæåííÿ
f , òîáòî òàêà, ùî x = f(x). Iç ðiâíÿííÿ x = x − 1

2
(x2 − a) âèïëèâà¹, ùî

x =
√
a.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîÿñíèòè, ùî âêàçàíà âèùå ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî√
a. Ó âèïàäêó a = 0 ìà¹ìî: ∀n ∈ N xn = 0.
Ó âèïàäêó 0 < a ≤ 1 ðîçãëÿíåìî âêàçàíó âèùå ôóíêöiþ íà âiäðiçêó

[a
2
; 1]. Ëåãêî äîâåñòè, ùî â öüîìó âèïàäêó f ¹ ñòèñêîì:

|f(x)− f(y)| = |x− 1
2
(x2 − a)− y + 1

2
(y2 − a)| =

= |x− y − 1
2
x2 + 1

2
y2| = |x− y − 1

2
(x− y)(x+ y)| =

= |x− y| · |1− x+y
2
| ≤ α · |x− y|,

äå α = 1− a
2
< 1, òîìó ùî x, y ≥ a

2
.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ñòèñêóþ÷i âiäîáðàæåííÿ âêàçàíà ïîñëi-
äîâíiñòü {xn} çáiãà¹òüñÿ äî íåðóõîìî¨ òî÷êè âiäîáðàæåííÿ f .
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16.5. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : R3 → R3, ÿêèé ó êàíîíi÷íié
áàçi öüîãî ïðîñòîðó âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ0 1 1

0 0 1
0 0 0

 ,

¹ óçàãàëüíåíèì ñòèñêîì (íåçàëåæíî âiä âèáîðó îäíi¹¨ ç ìåòðèê d1, d2,
d∞).

Òå, ùî A ¹ óçàãàëüíåíèì ñòèñêîì, îçíà÷à¹, ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà k
âiäîáðàæåííÿ Ak ¹ ñòèñêîì. Ùîá çíàéòè ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðà A íà
âåêòîð (x1, x2, x3), ïîòðiáíî ïîìíîæèòè äàíó ìàòðèöþ íà äàíèé âåêòîð.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ îïåðàòîðà (âiäîáðàæåííÿ) A2:0 1 1
0 0 1
0 0 0

 ·
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


Òåïåð çíàéäåìî ìàòðèöþ A3:0 0 1

0 0 0
0 0 0

 ·
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


Òîìó A3 - öå íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ (A3 : R3 → {0}), òîáòî ñòèñê.
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16.7. Ïðè ÿêèõ λ ∈ R çàñòîñîâíèé ïðèíöèï ñòèñêàþ÷èõ âiä-
îáðàæåíü ó ïðîñòîði C[0; 1] ç ìåòðèêîþ d(x, y) = max

0≤t≤1
|x(t) − y(t)|

äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x(t) = λ

1∫
0

t2 · s · x(s) ds+ t ?

Ïðè λ = 1
2
çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ A : C[0; 1]→ C[0; 1], ÿêå äi¹ çà ôîðìóëîþ

(Ax)(t) = λ

1∫
0

t2 · s · x(s) ds+ t.

Îöiíèìî

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| = |λ| ·

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

t2 · s · (x(s)− y(s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ |λ| · max
0≤t≤1

t2 · max
0≤s≤1

|x(s)− y(s)| ·
1∫

0

s ds =

= |λ| · 1 · d(x, y) · 1
2
=
|λ|
2
d(x, y).

Òîìó A - ñòèñê ïðè |λ| < 2.
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Íåõàé òåïåð λ = 1
2
. Ìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(t) =
1

2

1∫
0

t2 · s · x(s) ds+ t.

Âiçüìåìî íóëüîâå íàáëèæåííÿ x0(t) ≡ 0. Îá÷èñëþ¹ìî íàñòóïíi íàáëèæå-
ííÿ:

x1(t) = t,

x2(t) =
t2

2

1∫
0

s2 ds+ t =
t2

6
+ t,

x3(t) =
t2

2

1∫
0

(
s3

6
+ s2

)
ds+ t =

t2

2

(
1

24
+

1

3

)
+ t =

t2

48
+
t2

6
+ t,

x4(t) =
t2

2

1∫
0

(
s3

48
+
s3

6
+ s2

)
ds+ t =

t2

384
+
t2

48
+
t2

6
+ t,

x5(t) =
t2

2

1∫
0

(
s3

384
+
s3

48
+
s2

6
+ s2

)
ds+ t =

t2

3056
+

t2

384
+
t2

48
+
t2

6
+ t,

i ò.ä. Ëåãêî äîâåñòè, ùî xn(t) → 4
21
t2 + t ïðè n → ∞ (

1
6

1− 1
8

= 4
21
).

Ôóíêöiÿ x(t) = 4
21
t2 + t ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì äàíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ ïðè λ = 1
2
.
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16.13. Âèçíà÷èìî â Rn ìåòðèêó òàê: d2(x, y) =

(
n∑
k=1

(xk − yk)2
)1/2

.

Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : Rn → Rn ç ìàòðèöåþ {ai,j}ni,j=1 ¹

ñòèñêóþ÷èì, ÿêùî
n∑

i,j=1

a2i,j < 1.

Çíàéäåìî i îöiíèìî êâàäðàò âiäñòàíi ìiæ îáðàçàìè äîâiëüíèõ âåêòîðiâ
x, y ∈ Rn:

d22(Ax,Ay) =
n∑
k=1

((Ax)k − (Ay)k)
2 =

n∑
k=1

(
n∑
j=1

akjxj −
n∑
j=1

akjyj

)2

=

=
n∑
k=1

(
n∑
j=1

akj(xj − yj)

)2

≤

≤
n∑
k=1

(
n∑
j=1

a2kj ·
n∑
j=1

(xj − yj)2
)

=
n∑
i=1

(
n∑
j=1

a2ij

)
· d22(x, y)

(òóò âèêîðèñòàëè íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî).
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17. Êîìïàêòíiñòü ó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî òâåðäæåííÿ ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Âi-
äîìà ëåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ (äåêîëè íàçèâàþòü ëåìîþ Áîðåëÿ-Ëåáåãà) ñòâåð-
äæó¹:

Iç áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè iíòåðâàëiâ, ùî ïîêðèâàþòü ñêií÷åííèé

âiäðiçîê, ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííó ïiäñèñòåìó, ùî òàêîæ ïî-

êðèâà¹ öåé âiäðiçîê.

(Ñàìîñòiéíî äîâåñòè àáî çíàéòè äîâåäåííÿ.)

Öÿ ëåìà ôóíäàìåíòàëüíà äëÿ àíàëiçó i òîïîëîãi¨. Íà îñíîâi öüîãî
òâåðäæåííÿ çàïðîâàäæåíî ðiçíi ïîíÿòòÿ êîìïàêòíîñòi.

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íàçèâàþòü êîìïàêòíèì, ÿêùî ç áóäü-ÿêîãî
éîãî ïîêðèòòÿ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ìîæíà âèäiëèòè ñêií÷åííå ïiäïî-
êðèòòÿ, òîáòî ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè {Gα} âiäêðèòèõ ìíîæèí òàêî¨,
ùî X = ∪

α
Gα, iñíóþòü òàêi Gα1 , Gα2 , . . . , Gαn ∈ {Gα}, ùî X =

n
∪
i=1

Gαn .

Ìíîæèíó K ⊂ X íàçèâàþòü êîìïàêòíîþ, ÿêùî K, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç iíäóêîâàíîþ ìåòðèêîþ, ¹ êîìïàêòíèì.

Íåñêëàäíî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà K ¹ êîìïàêòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ç áóäü-ÿêî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ ìîæíà âèáðàòè
çáiæíó â K ïiäïîñëiäîâíiñòü. (Ñàìå öå âçÿòî çà îçíà÷åííÿ ó ëåêöiÿõ.)

17.1. Äëÿ ìíîæèíè (0, 1), ÿêó ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ïiäïðîñòið ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó (R, d), äå d(x, y) = |x−y|, íàâåñòè ïðèêëàä âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ,
ùî íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ðîçãëÿíåìî òàêó íåñêií÷åííó ñèñòåìó âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ:

(
1

2n
, 1), äå n = 1, 2, 3, . . .
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Çðîçóìiëî, ùî êîæíå äiéñíå ÷èñëî x ∈ (0, 1) íàëåæèòü äî
iíòåðâàëiâ öi¹¨ ñèñòåìè, áî x > 1

2n
äëÿ âñiõ íîìåðiâ n, ïî÷èíàþ÷è

ç äåÿêîãî n0.

Òîìó (0, 1) =
∞
∪
n=1

( 1
2n
, 1). Iç öüîãî íåñêií÷åííîãî ïîêðèòòÿ iíòåðâàëó

(0, 1) íåìîæëèâî âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ, áî ó áóäü-ÿêîãî ñêií-
÷åííîãî íàáîðó òàêèõ iíòåðâàëiâ çíàéäåòüñÿ íàéáiëüøèé íîìåð N i âiäïî-
âiäíèé íàéìåíøèé ëiâèé êiíåöü 1

2N
i òîäi âñi ÷èñëà x ∈ (0, 1

2N
] çàëèøàòüñÿ

íåïîêðèòèìè.

17.2. Äëÿ ìíîæèíè ([0, 1]× [0, 1]) \ {0, 0} íàâåñòè ïðèêëàä âiäêðèòîãî
ïîêðèòòÿ, ùî íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Çàäàíà ìíîæèíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ êâàäðàò çi ñòîðîíîþ 1 ç âèêîëîòîþ
ëiâîþ íèæíüîþ âåðøèíîþ íà ïëîùèíi. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, òàêå

ïîêðèòòÿ öi¹¨ ìíîæèíè âiäêðèòèìè êiëüöÿìè:
∞
∪
n=1
{(x, y) ∈ R2 :(

1
2n

)2
< x2 + y2 < 22}. (Çîâíiøíié ðàäióñ ìîæíà çìåíøèòè ÿê çàâãî-

äíî áëèçüêî äî ÷èñëà
√
2 i êîæíèé íàñòóïíèé çîâíiøíié ðàäióñ òàêîæ

ìîæíà çìåíøèòè.)
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Î÷åâèäíî, ùî íiÿêà ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà öi¹¨ ñèñòåìè êiëåöü íå ïî-
êðè¹ ëiâèé íèæíié êóò öüîãî êâàäðàòà.

17.4. Äîâåñòè, ùî êîìïàêòíà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Íåõàé ìíîæèíà K ⊂ X ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ ó ìåòðè÷íîìó ïðî-
ñòîði (X, d). Äîâåäåìî, ùî äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè K ¹ âiäêðèòîþ ìíî-
æèíîþ. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà òî÷êà x0 ∈ X \ K ¹ âíóòði-
øíüîþ òî÷êîþ öüîãî äîïîâíåííÿ, òîáòî íàëåæèòü äî äîïîâíåííÿ ðà-
çîì iç äåÿêèì ñâî¨ì îêîëîì. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ K ïîçíà÷èìî
r(x) = 1

3
d(x, x0). Òîäi çðîçóìiëî, ùî âiäêðèòà êóëÿ B(x, r(x)) ç öåíòðîì ó

òî÷öi x i ðàäióñîì r(x) íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç âiäêðèòîþ êóëåþ B(x0, r(x)).
Î÷åâèäíî, ùî ñóêóïíiñòü âñiõ êóëü {B(x, r(x)) : x ∈ K} ¹ âiäêðèòèì
ïîêðèòòÿì ìíîæèíè K. Çà óìîâîþ ìíîæèíà K êîìïàêòíà, òîìó ç öüîãî
ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
{B(x1, r(x1)), B(x2, r(x2)), . . . , B(xn, r(xn))}, äå n - äåÿêå ñêií÷åííå
÷èñëî. Ïîçíà÷èìî ε := min(r(x1), r(x2), . . . , r(xn)). Äëÿ êîæíîãî íîìå-

ðà i (âiä 1 äî n) B(xi, ε) ∩ B(x0, ε) = ∅. Êðiì öüîãî, K ⊂
n⋃
i=1

B(xi, ε).

Òîìó K ∩B(x0, ε) = ∅. À öå îçíà÷à¹, ùî B(x0, ε) ⊂ X \K, ùî é ò.á.ä.
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17.6. Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïàêòíèõ ìíî-
æèí ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

Íåõàé ìíîæèíà A ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ¹ îá'¹äíàí-

íÿì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïàêòíèõ ìíîæèí: A =
n
∪
k=1

Ak. Ìiðêó¹ìî

çãiäíî ç îçíà÷åííÿì êîìïàêòíîñòi. Íåõàé G = ∪
α
Gα - äîâiëüíå ïîêðè-

òòÿ ìíîæèíè A. Òîäi çðîçóìiëî, ùî G ¹ i ïîêðèòòÿì êîæíî¨ ç ìíîæèí
A1, A2, . . . , An. Îñêiëüêè ìíîæèíà A1 êîìïàêòíà, òî iñíó¹ ñêií÷åííå ïiä-

ïîêðèòòÿ
n1∪
i=1

Gαi
⊃ A1, à îñêiëüêè ìíîæèíà A2 êîìïàêòíà, òî iñíó¹ ñêií-

÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
n2∪
i=1

Gαi
⊃ A2, i ò.ä. äî íîìåðà n âêëþ÷íî. Îá'¹äíà¹ìî

âñi åëåìåíòè Gα öèõ ñêií÷åííèõ ïiäïîêðèòòü. Îäåðæèìî ñêií÷åííèé íà-

áið. Òîäi î÷åâèäíî, ùî
n
∪
k=1

nk∪
i=1

Gαi
⊃ A. À öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà A

êîìïàêòíà.
Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ (ñêií÷åííî¨ ÷è íå-

ñêií÷åííî¨) êiëüêîñòi êîìïàêòíèõ ìíîæèí ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

17.14. Íåõàé A - êîìïàêòíà ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d).
Äîâåñòè, ùî

(∀x ∈ X)(∃y ∈ A) d(x, y) = inf
α∈A

d(x, α)
def
= dist(x,A),

äå dist(x,A) íàçèâàþòü âiääàëëþ âiä åëåìåíòà x äî ìíîæèíè A. (Iíøè-
ìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî âiääàëü âiä äîâiëüíîãî åëåìåíòà x äî
êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ íà ïåâíîìó êîíêðåòíîìó åëå-
ìåíòi y.)

Íåõàé an - ïîñëiäîâíiñòü ó ìíîæèíi A, ÿêà ðåàëiçó¹ öþ òî÷íó íèæíþ
ãðàíü (iíôiìóì), òîáòî (çãiäíî ç îçíà÷åííÿì òî÷íî¨ íèæíüî¨ ãðàíi ÷èñëî-
âî¨ ìíîæèíè) ∀n ∈ N ∃an ∈ A: d(x, an) < inf

a∈A
d(x, a) + 1

n
.

Îñêiëüêè A - êîìïàêòíà ìíîæèíà, òî ìîæíà âèáðàòè çáiæíó â A
ïiäïîñëiäîâíiñòü (ank

). Íåõàé ank
→ y ∈ A ïðè k →∞. Òåïåð âèêîðèñòà-

¹ìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ âiääàëi d (íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ d âèïëèâà¹
ç âïðàâè 12.1, ÿêó ðîçãëÿäàëè â òåìi "Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè"). Iç çàïèñà-
íî¨ âèùå íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî lim

k→∞
d(x, ank

) = d(x, y) ≤ inf
a∈A

d(x, a).

Îñêiëüêè y ∈ A, òî çâiäñè çðîçóìiëî, ùî d(x, y) = inf
a∈A

d(x, a).
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22. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè.

22.3. ßêùî H - óíiòàðíèé ïðîñòið, à x, y ∈ H, òî x ⊥ y òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè

∀λ, µ ∈ C ‖λx‖2 + ‖µy‖2 = ‖λx+ µy‖2.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé x ⊥ y. Öå îçíà÷à¹, ùî (x|y) = 0. Òîäi, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ íîðìîþ òà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i âëàñòèâîñòi
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, ìà¹ìî
‖λx+µy‖2 = (λx+µy|λx+µy) = (λx|λx)+(µy|λx)+(λx|µy)+(µy|µy) =

‖λx‖2 + ‖µy‖2.
Äîñòàòíiñòü. ßêùî ∀λ, µ ∈ C ‖λx‖2 +‖µu‖2 = ‖λx+µy‖2, òî (âðà-

õîâóþ÷è ðiâíiñòü ó äîâåäåííi íåîáõiäíîñòi) îäåðæó¹ìî
µλ(y|x) +λµ(x|y) = 0 àáî òàê: λµ(x|y) +λµ(x|y) = 0, çâiäêè âèïëèâà¹,

ùî ∀c ∈ C c(x|y) + c(x|y) = 0, çâiäêè 2Re c(x|y) = 0.
Íåõàé (x|y) = u + iv. Òîäi ïðè c ∈ R îäåðæó¹ìî, ùî cu = 0, òîáòî

u = 0.
Òåïåð âiçüìåìî c = i. Òîäi Re c(x|y) = −v = 0.
Îòæå, (x|y) = 0, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

22.7. Äîâåäåìî, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ:
|(xn|yn) − (x|y)| = |(xn|yn) − (xn|y) + (xn|y) − (x|y)| ≤ |(xn|yn − y)| +

|(xn − x|y)| ≤ ‖xn‖ · ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ · ‖y‖ → 0 ïðè n→∞,
äå âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü äëÿ àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè, íåðiâíiñòü Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî, îáìåæåíiñòü ‖xn‖ i ‖y‖, à òàêîæ çáiæíiñòü äî íóëÿ (çà
óìîâîþ) ‖yn − y‖ i ‖xn − x‖.

22.9. i) Íi, áî äëÿ âåêòîðà x = (1, 0, 1
2
, 0, 1

3
, 0, 1

4
, . . .) ìà¹ìî ñêàëÿðíèé

êâàäðàò

(x|x) = −
∞∑
n=1

1

n
· 1

n
= −

∞∑
n=1

1

n2
= −π

2

6
< 0,

ùî ñóïåðå÷èòü àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

À öåé âåêòîð, î÷åâèäíî, íàëåæèòü äî ïðîñòîðó `2, áî
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6
<∞.

ii) Íi, áî äëÿ âåêòîðà x = (1, 0, 1
2
, 0, 1

3
, 0, 1

4
, . . .) (x|x) = 0, ùî ñóïåðå÷èòü

àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, áî x 6= 0.

1



22.12. H = `2, (x|y) =
∞∑
n=1

1
n
xnyn.

Ðÿä
∞∑
n=1

1
n
xnyn çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, òîìó ùî 1

n
|xnyn| ≤ 1

2n
(|xn|2 +

|yn|2). Àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ëåãêî ïåðåâiðèòè.
Äîâåäåìî, ùî `2 iç òàêèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹ ïîâíèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé (x(k)) = (ξ
(k)
n )∞k=1 - ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü. Öå îçíà÷à¹, ùî

∀ε > 0 ∃k0 òàêå, ùî ïðè r > k0, s > k0

∞∑
n=1

1

n
|ξ(r)n − ξ(s)n |2 < ε2.

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N òèì áiëüøå âèêîíó¹òüñÿ
òàêà íåðiâíiñòü:

m∑
n=1

1

n
|ξ(r)n − ξ(s)n |2 < ε2.

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (ξ
(k)
n )∞k=1 ïðè êîæíîìó n ∈ N çáiãà¹-

òüñÿ äî äåÿêî¨ ãðàíèöi ξn: ξn = lim
k→∞

ξ
(k)
n .

Ñïðÿìó¹ìî â îñòàííié íåðiâíîñòi s→∞ i îäåðæèìî

m∑
n=1

1

n
|ξ(r)n − ξn|2 ≤ ε2.

Îñêiëüêè öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà m, òî

∞∑
n=1

1

n
|ξ(r)n − ξn|2 ≤ ε2.

Çi çáiæíîñòi ðÿäiâ
∞∑
n=1

1
n
|ξ(r)n |2 i

∞∑
n=1

1
n
|ξ(r)n − ξn|2 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó

∞∑
n=1

1
n
|ξn|2 (â ñèëó íåðiâíîñòi (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2)).

Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (åëåìåíò ïðîñòîðó, åëåìåíòàìè
ÿêîãî ¹ çíàéäåíi ÷èñëà ξn, à íå ðàíiøå ðîçãëÿíóòà ïîñëiäîâíiñòü) x =
(ξn) ∈ (`2, (·|·)). Îñêiëüêè ÷èñëî ε äîâiëüíå, òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹,
ùî

lim
k→∞
‖x(k) − x‖2 = lim

k→∞

∞∑
n=1

1

n
|ξ(k)n − ξn|2 = 0.

Öå äîâîäèòü, ùî (`2, (·|·)) - ïîâíèé ïðîñòið.
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22.16.Ïðàâèëüíà óìîâà òóò òàêà: Äîâåñòè, ùî â åâêëiäîâîìó ïðî-
ñòîði Hâèêîíó¹òüñÿ îñü ùî: ∀x, y ∈ H (x|y) = 1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).

Ïåðåòâîðèìî ïðàâó ÷àñòèíó, âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ íîðìîþ i
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, à òàêîæ âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó:

1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
=

1

4
((x+ y|x+ y)− (x− y|x− y)) =

=
1

4
((x|x) + (y|x) + (x|y) + (y|y)− (x|x) + (y|x) + (x|y)− (y|y)) =

=
1

4
(2(x|y) + 2(y|x)) = (x|y),

òîìó ùî òóò ïðîñòið åâêëiäiâ, òîáòî (x|y) = (y|x).

22.19. Ùîá äîâåñòè, ùî â ïðîñòîði C[0; 1] íåìîæëèâî ââåñòè ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê, ùî ïîðîäæó¹ íîðìó öüîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, äîñòàòíüî
ïîêàçàòè, ùî äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y íå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ïàðàëå-
ëîãðàìà iç �22.18.

Íåõàé x(t) ≡ 1
2
, y(t) ≡ 1

2
t. Òîäi ‖x‖ = ‖y‖ = 1

2
, ‖x−y‖ = 1

2
, ‖x+y‖ = 1.

Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà äëÿ öèõ åëåìåíòiâ íå âèêîíó¹òüñÿ:

12 +
1

22
6= 2(

1

22
+

1

22
),

5

4
6= 1.

22.20. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði `p äâà òàêi âåêòîðè: x = (1, 0, 0, 0, . . .) i
y = (0, 1, 0, 0, . . .).

Çíàéäåìî íîðìè, çàäiÿíi â ðiâíîñòi ïàðàëåëîãðàìà:

‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x+ y‖ = 2
1
p , ‖x− y‖ = 2

1
p .

Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà 2
2
p + 2

2
p = 2(11 + 12) = 4 âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè

ïðè p = 2.
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24. Îðòîãîíàëüíà ïðî¹êöiÿ.

24.1. à) Íåõàé x ∈ M ∩M⊥. Òîäi (x|x) = 0 i çà àêñiîìîþ ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî x = 0.

á) Íåõàé xn ∈ M⊥ i xn → x ó ïðîñòîði H. Òîäi ∀m ∈ M (xn|m) = 0.
Çà íåïåðåðâíiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî
lim
n→∞

(xn|m) = (x|m) = 0. Òîìó x ∈M⊥.

24.2. Íåõàé x ∈M . Òîäi ∀y ∈M⊥ (y|x) = 0. Çâiäñè (x|y) = (y|x) = 0.
Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ öå îçíà÷à¹, ùî x ∈(

M⊥)⊥ = M⊥⊥. Òîìó M ⊂M⊥⊥.

24.3. Îñêiëüêè M ⊂ N , òî äëÿ êîæíîãî m ∈ M âèêîíó¹òüñÿ m ∈ N .
Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò x ∈ N⊥. Äëÿ íüîãî i äëÿ äîâiëüíîãî
m ∈ N âèêîíó¹òüñÿ (x|m) = 0.

Iç âèùåñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ÿêùî m ∈ M , òî (x|m) = 0. Îòæå,
x ∈M⊥. Òîìó N⊥ ⊂M⊥.

24.4. Ïîÿñíåííÿ ïîçíà÷åííÿ: spM ïîçíà÷à¹ ëiíiéíó îáîëîíêó ìíîæè-
íè M , òîáòî ñóêóïíiñòü âñiõ ñêií÷åíèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié åëåìåíòiâ iç
M .

à) Äîâåäåìî, ùî (spM)⊥ ⊂ M⊥. Íåõàé x ∈ (spM)⊥, òîáòî
∀m ∈ spM (x|m) = 0, òîáòî ∀α, β ∈ Φ ∀n, p ∈ M (x|αn + βp) = 0.
Çâiäñè α(x|n) + β(x|p) = 0. Îñêiëüêè ÷èñëà α, β äîâiëüíi, òî ç öüîãî âè-
ïëèâà¹, ùî (x|n) = 0 i (x|p) = 0 äëÿ âñiõ n, p ∈M . Öå îçíà÷à¹, ùî x ∈M⊥.
Îòæå, (spM)⊥ ⊂M⊥.

Äîâåäåìî, ùî M⊥ ⊂ (spM)⊥. Íåõàé x ∈M⊥. Òîäi ∀m ∈M (x|m) = 0.
Çâiäñè ∀α, β ∈ Φ ∀n, p ∈M (x|αn+βp) = α(x|n)+β(x|p) = 0. Öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ (spM)⊥. Îòæå, M⊥ ⊂ (spM)⊥.

á) Äîâåäåìî, ùî M
⊥ ⊂ M⊥. Íåõàé x ∈ M⊥

, òîáòî ∀m ∈ M (x|m) =
0. Àëå M ⊂ M . Òîìó ∀m ∈ M (x|m) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî x ∈ M⊥.

Îòæå, M
⊥ ⊂M⊥.

Äîâåäåìî, ùî M⊥ ⊂ M
⊥
. Íåõàé x ∈ M⊥, òîáòî ∀m ∈ M (x|m) = 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó òî÷êó y ∈M , òîáòî y - òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè
M . Öå îçíà÷à¹, ùî ∀ε > 0 (B(y, ε) ∩M) 6= ∅, òîáòî (äëÿ εn = 1

n
) çíàéäå-

òüñÿ ïîñëiäîâíiñòümn ∈M òàêà, ùî ‖y−mn‖ < 1
n
. Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé

äîáóòîê (x|y) = (x|y −mn +mn) = (x|y −mn) + (x|mn). Ìà¹ìî (x|mn) =

4



0, áî mn ∈ M , à çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî |(x|y − mn)| ≤
≤ ‖x‖ · ‖y − mn‖ ≤ ‖x‖

n
. Ïðè n → ∞ iç öüîãî îäåðæó¹ìî, ùî (x|y) = 0.

Òîìó x ∈M⊥
.

24.5. H = C4. Çíàéòè îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ìíîæèíè
M = {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)}.

Íåõàé x ∈ M⊥. Ó öüîìó ïðîñòîði óìîâà ∀m ∈ M (x|m) = 0 îçíà÷à¹,
ùî

((x1, x2, x3, x4)|(m1,m2,m3,m4)) =
4∑
i=1

ximi = 0.

Äî ìíîæèíèM âõîäÿòü òiëüêè äâà âåêòîðè: (m1,m2,m3,m4) = (1, 0, 1, 0)
i (0, 1, 0, 1). Òîìó x1 + x3 = 0 i x2 + x4 = 0.

Ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü{
x1 + x3 = 0,
x2 + x4 = 0

¹ âñi âåêòîðè x ó C4 òàêi, ùî x = (x1, x2,−x1,−x2).
Òîìó M⊥ = {x ∈ C4 : x = (x1, x2,−x1,−x2)}, äå xi ∈ C.

24.6. H = `2, M = {x = (x1, x2, . . . , xn, . . . , ) ∈ `2 : x2 = x4 = . . . = 0}.
Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó. Íåõàé x = (x1, x2, . . .) ∈ M ,

y = (y1, y2, . . .) ∈ M⊥. Çãàäàâøè, ÿê çàäàíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê â `2,
îäåðæó¹ìî, ùî ∀x ∈M ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ òàêà óìîâà:

(x|y) = x1y1 + 0 · y2 + x3y3 + 0 · y4 + · · · = 0.

Ïðèéìåìî òóò x1 = 1, x3 = x5 = . . . = 0. Òîäi îäåðæó¹ìî y1 = 0. Àíàëî-
ãi÷íî y3 = y5 = y7 = . . . = 0.

Êîìïîíåíòè y2, y4, y6, . . . äîâiëüíi ç òîþ óìîâîþ, ùî âåêòîð y ïîâèíåí
íàëåæàòè äî `2:

M⊥ = {y ∈ `2 : y = (y1, y2, . . .), y1 = y3 = y5 = . . . = 0}.

24.7. H = `2, M - ìíîæèíà ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
Íåõàé x ∈M⊥. Òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ∀m ∈M (x|m) = 0. Âiçüìåìî

m = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸
j

, 0, . . .) ∈ M . Òîäi (x|m) = xi − xj = 0,
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çâiäêè âèïëèâà¹, ùî xi = xj = C äëÿ âñiõ íîìåðiâ i, j. Îñêiëüêè âåêòîð

x = (C,C, . . .) íàëåæèòü äî `2, òîáòî
∞∑
n=1

C2 <∞, òî C = 0.

Âiäïîâiäü: M⊥ = {0}.

24.8. H = L2(a, b), M = {x ∈ H : x(t)
ì.ñ.

= 0 íà [c, d] ⊂ [a, b]}.
Âiäïîâiäü: M⊥ = {x ∈ H : x(t)

ì.ñ.

= 0 íà [a, b] \ [c, d]}.
(Òóò ì.ñ. - öå ñêîðî÷åííÿ òåðìiíó "ìàéæå ñêðiçü", ïðèéíÿòîãî ó òåîði¨

ìiðè é iíòåãðàëà Ëåáåãà. Ðiâíiñòü f(x)
ì.ñ.

= g(x) îçíà÷à¹, ùî çíà÷åííÿ
ôóíêöié f i g ðiâíi ó âñiõ òî÷êàõ x ìíîæèíè, ïðî ÿêó éäåòüñÿ â çàäà÷i,
çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, äåÿêî¨ ìíîæèíè ìiðè íóëü (çà Ëåáåãîì).)

24.9. H = L2(0; 1), M = {x ∈ H :
1∫
0

x(t) dµ = 0} (òóò µ - ìiðà Ëåáåãà

íà [0; 1]).
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ x ∈M⊥ íàáóâà¹ äîäàòíèõ çíà÷åíü íà äåÿêié

(âèìiðíié) ìíîæèíi A ⊂ (0; 1) i âiä'¹ìíèõ íà iíøié ìíîæèíi B òàêî¨ ñàìî¨
äîäàòíî¨ ìiðè. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

m(t) :=


1, x ∈ A,
−1, x ∈ B,
0, x ∈ (0; 1) \ (A ∪B),

ùî íàëåæèòü äî ìíîæèíè M , áî
1∫
0

m(t) dµ = 1 · µ(A) − 1 · µ(B)+

+0 · µ(A ∪ B) = 0. Òîäi (çãàäóþ÷è îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â ïðî-

ñòîði L2(0; 1)) ç óìîâè (x|m) =
1∫
0

x(t)m(t) dµ =
∫

A∪B
|x(t)| dµ = 0 âèïëèâà¹,

ùî x(t)
ì.ñ.

= 0 íà ìíîæèíi A∪B. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ x(t) ¹ ì.ñ.
äîäàòíà àáî ì.ñ. âiä'¹ìíà (ó òàêèõ âèïàäêàõ íåìîæëèâî âèáðàòè âêàçàíi
âèùå ìíîæèíè A i B) àáî ì.ñ. äîðiâíþ¹ íóëþ íà [0; 1].

Òàê ñàìî äîâîäèìî, ùî x(t)
ì.ñ.

= const - äîâiëüíà êîíñòàíòà. ßêáè ôóí-
êöiÿ x(t) íå áóëà ì.ñ. ïîñòiéíîþ, òîáòî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà C1 âèêîíóâà-
ëàñÿ íåðiâíiñòü x(t) > (≥)C1 íà äåÿêié ìíîæèíi A (íåíóëüîâî¨ ìiðè) i
x(t) ≤ (<)C1 íà iíøié B, òî àíàëîãi÷íî âèáèðà¹ìî ôóíêöiþ m ∈M i òîäi
(x|m) 6= 0, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.

Âiäïîâiäü: M⊥ = {x ∈ H : x(t)
ì.ñ.

= const}.
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24.10. H = Cm, G = {g = (g1, . . . , gm) ∈ H : gm = 0}. Çíàéòè îðòî-
ãîíàëüíó ïðî¹êöiþ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x = (x1, x2, . . . , xm) íà çàäàíèé
ïiäïðîñòið G.

Íåõàé g0 - îðòîãîíàëüíà ïðî¹êöiÿ åëåìåíòà x íà ïiäïðîñòið G.
Çà îçíà÷åííÿì îðòîãîíàëüíî¨ ïðî¹êöi¨ ìà¹ìî îñü ùî: g0 ∈ G (òîìó
g0 = (g01, g02, . . . , g0,m−1, 0)) i ∀g ∈ G (x− g0|g) = 0. Òîìó çãiäíî ç îçíà÷å-
ííÿì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â öüîìó ïðîñòîði ìà¹ìî

0 = (x− g0|g) =
m∑
i=1

(xi − g0i)gi =
m−1∑
i=1

(xi − g0i)gi, áî gm = 0.

ßêùî ó öié ðiâíîñòi ïðèéíÿòè g1 = 1, g2 = . . . = gm−1 = 0, òî îäåðæèìî,
ùî g01 = x1. Àíàëîãi÷íî g02 = x2, . . ., g0,m−1 = xm−1.

Îòæå, g0 = (x1, x2, . . . , xm−1, 0) = ïðGx.

24.12. H = L2(0; 1), G =

{
x ∈ H :

1∫
0

g(t) dt = 0

}
, x(t) = t.

Íåõàé g0 - îðòîãîíàëüíà ïðî¹êöiÿ ôóíêöi¨ x íà ïiäïðîñòið G. Òîäi

∀g ∈ G
1∫
0

(t − g0(t)) · g(t) = 0. Òîäi (ÿê ó �24.9) t − g0(t)
ì.ñ.

= const ,

g0(t) = t− C.

Îñêiëüêè g0 ∈ G, òî
1∫
0

(t−C) dt = 0 = t2

2

∣∣∣1
0
−C = 1

2
−C, çâiäêè C = 1

2
.

Îòæå, g0(t) = ïðGx = t− 1
2
.

24.13. H = `2, x = (0, 1, 3, 5, 7, 0, . . .),

G = sp{a1, a2, a3}, a1 = (1, 1, 2, 0, . . .), a2 = (1, i, 0, . . .),
a3 = (0, 1,−1, 0, . . .).

Íåõàé g0 = (g1, g2, g3, . . .) = ïðGx. Îñêiëüêè ó âåêòîðiâ a1, a2, a3 òiëü-
êè òðè ïåðøi êîîðäèíàòè íåíóëüîâi, à âåêòîð g0 íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨
îáîëîíêè öèõ âåêòîðiâ, òî g4 = g5 = . . . = 0. Îñêiëüêè âåêòîð x − g0
îðòîãîíàëüíèé äî ïiäïðîñòîðó G, òî (x − g0|ai) = 0, i = 1, 2, 3. Òîìó
îäåðæó¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ êîîðäèíàò g1, g2, g3:

(−g1, 1− g2, 3− g3, . . .)|(1, 1, 2, 0, . . .)) = 0,
(−g1, 1− g2, 3− g3, . . .)|(1, i, 0, 0, . . .)) = 0,
(−g1, 1− g2, 3− g3, . . .)|(0, 1,−1, 0, . . .)) = 0.
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Êîðîòøå: 
−g1 + 1− g2 + 6− 2g3 = 0,
−g1 + i− ig2 = 0,
1− g2 − 3 + g3 = 0.

Ùå êîðîòøå: 
−g1 − g2 − 2g3 = −7,
−g1 − ig2 = −i,
−g2 + g3 = 2.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè òàêèé: g1 = 0, g2 = 1, g3 = 3.

Îòæå, g0 = (0, 1, 3, 0, . . .).

24.17. Íåõàé M =

{
x = (x1, x2, . . .) ∈ `2 :

∞∑
k=1

xk = 0

}
. Äîâåñòè, ùî

M ñêðiçü ùiëüíà â `2 (òîáòî M = `2).

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî M⊥ = {0}. Íåõàé x ∈ M⊥. Òîäi ∀m ∈ M

(x|m) =
∞∑
i=1

ximi = 0, äå
∞∑
i=1

mi = 0. Ðîçãëÿíåìî ÿêi-íåáóäü äâi êîîð-

äèíàòè xi òà xj âåêòîðà x. Îñêiëüêè ïðè mi = 1, mj = −1 ìà¹ìî
m = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸
j

, 0, . . .) ∈ M , òî xi − xj = 0, çâiäêè âè-

ïëèâà¹, ùî xi = xj. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ∀i = 1, 2, 3, . . . x1 = x2 = x3 =
. . . = C, äå C - äåÿêà êîíñòàíòà. Îñêiëüêè x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ `2, òîáòî
∞∑
i=1

x2i <∞, òî C = 0. Îòæå, x = (0, 0, 0, . . .).

24.18. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ôiíiòíèõ ôóíêöié ç L2(R) ùiëüíà â öüî-
ìó ïðîñòîði.

Ôóíêöiþ x ∈ L2(R) íàçèâàþòü ôiíiòíîþ, ÿêùî âîíà (ìàéæå ñêðiçü)
äîðiâíþ¹ íóëþ çîâíi äåÿêîãî ñêií÷åííîãî âiäðiçêà, òîáòî ∃a, b ∈ R (a < b)
òàêi, ùî x(t)

ì.ñ.

= 0 íà ìíîæèíi R \ [a, b].

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè ôiíi-
òíèõ ôóíêöié â L2(R) ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëüîâî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé
x ∈M⊥. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôiíiòíî¨ ôóíêöi¨ m ∈M ìà¹ìî

+∞∫
−∞

x(t)m(t) dx = 0 =

b∫
a

x(t)m(t) dx
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äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë a i b, ùî çàëåæàòü âiä m, áî m(t)
ì.ñ.

= 0 ïðè t ∈ R \ [a, b].
Òåïåð âèáåðåìî òóò çàìiñòü ôiíiòíî¨ ôóíêöi¨ m(t) ôóíêöiþ x(t) íà

[a, b]. Çðîçóìiëî, ùî m ∈ L2(R). Òîäi (ÿêùî ðîçêëàñòè ôóíêöiþ x íà
äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè i âðàõóâàòè, ùî x(t)x(t) = (y(t) + iz(t))(y(t) −
iz(t)) = y2(t) + z2(t) = |x(t)|2)

b∫
a

|x(t)|2 dt = 0.

Çâiäñè çà âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëà Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî x(t)
ì.ñ.

= 0 íà
[a; b]. Îñêiëüêè âiäðiçîê [a; b] òóò ìiã áóòè âèáðàíèé äîâiëüíî, òî ç öüîãî
âèïëèâà¹, ùî x(t)

ì.ñ.

= 0 íà R, ùî é ò.á.ä.

24.19. Íåõàé n ∈ N. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà

M =

{
x = (x1, x2, . . .) ∈ `2 :

n∑
k=1

xk = 0

}

¹ çàìêíåíèì ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó `2 i çíàéòè M
⊥.

Íåõàé x, y ∈M , α, β ∈ C. Òîäi

n∑
k=1

(αxk+βyk) =
n∑
k=1

(αxk)+
n∑
k=1

(βyk) = α
n∑
k=1

xk+β
n∑
k=1

yk = α ·0+β ·0 = 0.

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî M ¹ ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì.
Òåïåð äîâåäåìî çàìêíåíiñòüM . Íåõàé x(k) ∈M i x(k) → x ïðè k →∞

ó ïðîñòîði `2. Öå îçíà÷à¹, ùî

√ ∞∑
i=1

(x
(k)
i − xi)2 → 0 ïðè k →∞. Çâiäñè äëÿ

êîæíîãî i x
(k)
i → xi ïðè k →∞. Çîêðåìà, ∀i = 1, n x

(k)
i → xi ïðè k →∞.

Àëå çà óìîâîþ x
(k)
1 + . . .+ x

(k)
n = 0 i, êðiì öüîãî, öÿ ñóìà çáiãà¹òüñÿ (ïðè

k → ∞) äî ñóìè x1 + x2 + . . . + xn. Òîìó x1 + x2 + . . . + xn = 0. À öå é
îçíà÷à¹ çàìêíåíiñòü M .

Î÷åâèäíî, M⊥ = {x ∈ `2 : (c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .)}, äå C ∈ R - äîâiëüíà

êîíñòàíòà. Ïîÿñíèìî öå. ßêùî âçÿòè m = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1, 0, . . .), òî äëÿ

x ∈M⊥ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (x|m) = xn+1 = 0. Àíàëîãi÷íî xn+2 = . . . = 0.
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ßêùî x ∈ M⊥, òî âçÿâøè m = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸
j

, 0, . . .) ∈ M ,

îäåðæó¹ìî (x|m) = xi − xj = 0. Òîìó x1 = x2 = . . . = xn = C, äå C -
äîâiëüíà êîíñòàíòà. Íà âiäìiíó âiä �2417 òóò ÷èñëî C íå ìóñèòü áóòè
íóëåì.
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23. Ïðîñòîðè ñóìîâíèõ ôóíêöié

23.1. Ìíîæèíà M =

{
f : [a, b]→ C :

b∫
a

|f(x)|2 dx < +∞
}

ëiíiéíîãî

ïðîñòîðó íå óòâîðþ¹.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ìíîæèíà íå ¹ çàìêíåíîþ. Íåõàé äëÿ ïðîñòîòè a = 0,
b = 1. Îñêiëüêè ìíîæèíà Q çëi÷åííà, ìè ìîæåìî çàïèñàòè âñi ðàöiî-
íàëüíi ÷èñëà âiäðiçêà [0, 1] ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi cn, n = 1, 2, . . .
Ðîçãëÿíåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié xn(t) ∈M :

xn(t) =

{
1, t ∈ {c1, . . . , cn},
0, t ∈ [0, 1] \ {c1, . . . , cn}.

Îá÷èñëèìî iíòåãðàëè
1∫
0

|xn(t)|2 dt =
1∫
0

0 dt = 0, áî êîæíà ôóíêöiÿ xn(t) ¹

íóëüîâîþ ôóíêöi¹þ, çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê. Öÿ ïîñëiäîâ-
íiñòü ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî äî ôóíêöi¨

x(t) =

{
1, t ∈ Q,
0, t ∈ [0, 1] \Q.

Öÿ ôóíêöiÿ íå ¹ iíòåãðîâíà i íå ¹ iíòåãðîâíà ç êâàäðàòîì, òîìó íå íàëå-
æèòü äî ìíîæèíè M .

23.2. Íîðìà ïðîñòîðó L1(a, b) íå ïîðîäæó¹òüñÿ íiÿêèì ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ öüîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó íå
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà ‖x+ y‖2+ ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2+ ‖y‖2).

Íåõàé äëÿ ïðîñòîòè a = 0, b = 1 i íåõàé x(t) = t, y(t) = 1−t, t ∈ (0, 1).
Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìà â ïðîñòîði L1(0, 1) âèçíà÷åíà òàê:
‖f‖1 :=

∫
(0,1)

|f(t)| dµ. Òîìó

‖x‖ =
1∫

0

|t| dt = 1

2
, ‖y‖ =

1∫
0

|1− t| dt = 1

2
,

‖x+y‖ =
1∫

0

1 dt = 1, ‖x−y‖ =
1∫

0

|2t−1| dt =

1
2∫

0

(1−2t) dt+
1∫

1
2

(2t−1) dt = 1

2
.

Ìà¹ìî 12 + 1
22
6= 2

(
1
22

+ 1
22

)
.
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23.3. Íåõàé −∞ < a < b < +∞, f ∈ L2(a, b). Äîâåñòè, ùî f ∈ L1(a, b)
i ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤ (b− a)
b∫

a

|f(x)|2 dx.

Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ïðè p = q = 2. Î÷åâèäíî, ùî îäè-
íè÷íà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L2(a, b) i çà óìîâîþ f ∈ L2(a, b).
Òîìó∣∣∣∣∣∣

b∫
a

1 · f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤

 b∫
a

12 dx

 ·
 b∫

a

|f(x)|2 dx

 = (b− a)
b∫

a

|f(x)|2 dx.

Íàëåæíiñòü ôóíêöi¨ f äî ïðîñòîðó L1(a, b) (òîáòî iñíóâàííÿ iíòåãðàëà
b∫
a

|f(x)| dx) âèïëèâà¹ iç äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà.

23.4 Íàâåñòè ïðèêëàä ôóíêöi¨;
à) f ∈ L2(0, 1) òàêî¨, ùî f

2 6∈ L2(0, 1),
á) f ∈ L1(0, 1) òàêî¨, ùî f 6∈ L2(0, 1).

à) Íåõàé f(x) = 1
3√x . Òîäi

1∫
0

(
1
3√x

)2
dx =

1∫
0

x−
2
3 dx = 3x

1
3

∣∣∣1
0
= 3 < +∞,

òîáòî f ∈ L2(0, 1). Àëå f
2(x) = 1

3√
x2
6∈ L2(0, 1), áî

1∫
0

1
3√
x4
dx - ðîçáiæíèé

iíòåãðàë (òóò 4
3
> 1).

á) f(x) = 1√
x
.

23.5. Çíàéòè íîðìó ôóíêöi¨ f(x) = x−2 ó òèõ ïðîñòîðàõ Lp(0, 1), äî
ÿêèõ öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü.

Îá÷èñëèìî ‖ · ‖p ôóíêöi¨ f :

‖f‖p =

 1∫
0

(x−2)p dx


1
p

=

 1∫
0

(x−2p) dx


1
p

=

(
x1−2p

1− 2p

∣∣∣∣1
0

) 1
p

=

(
1

1− 2p

) 1
p

òiëüêè çà óìîâè, ùî 2p < 1 (ïðè p ≥ 1
2
öåé iíòåãðàë íå iñíó¹; ïiäñòàíîâêà

íóëÿ îçíà÷à¹ òóò îá÷èñëåííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ ó òî÷öi x = 0). Òîìó öÿ
ôóíêöiÿ íå íàëåæèòü äî æîäíîãî ç ïðîñòîðiâ Lp(0, 1), p ≥ 1.
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23.6. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ÿêà çáiæíà â C[a, b],
¹ çáiæíîþ â Lp(a, b) (p ≥ 1).

Ïðèïóñòèìî, ùî fn → f ïðè n→∞ â C[a, b], òîáòî

‖fn − f‖C[a,b] := max
a≤t≤b

|fn(x)− f(x)| → 0, n→∞.

Òîäi

‖fn − f‖p =

 b∫
a

|fn(x)− f(x)|p dx


1
p

≤

≤ max
a≤t≤b

|fn(x)− f(x)|

 b∫
a

dx


1
p

→ 0, n→∞,

äå iíòåãðàë Ëåáåãà çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè iíòåãðàëà ìîæíà ðîçóìiòè ÿê
iíòåãðàë Ðiìàíà, áî ôóíêöi¨ fn, f ∈ C[a, b].

23.7. Íàâåñòè ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ç C[0, 1], ÿêà çáiãà¹òüñÿ
â L1(0, 1) òà â L2(0, 1), àëå íå çáiãà¹òüñÿ â C[0, 1].

Íåõàé fn(x) = xn, n = 1, 2, . . ., x ∈ [0, 1]. Íàðèñóéòå ãðàôiêè!
Òîäi ïðè n→∞ ìà¹ìî:

fn(x)→

{
0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1
=: f(x).

Ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ f , î÷åâèäíî, ìàéæå ñêðiçü íà (0, 1) äîðiâíþ¹ íóëþ (â
ñåíñi ìiðè Ëåáåãà) i òîìó åêâiâàëåíòíà äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà [0, 1] i òîìó
iíòåãðîâíà, à òàêîæ iíòåãðîâíà ç êâàäðàòîì. Äîâåäåìî çáiæíiñòü fn äî f
â L1(0, 1) òà â L2(0, 1):

‖fn − 0‖1 = ‖fn‖1 =
1∫
0

xn dx = 1
n+1
→ 0, n→∞;

‖fn‖2 =

√
1∫
0

x2n dx = 1√
2n+1

→ 0, n→∞.

Ïîñëiäîâíiñòü fn íå çáiãà¹òüñÿ â C[0, 1], áî max
0≤x≤1

|xn − f(x)| íå iñíó¹
i, òèì áiëüøå, íå çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè n→∞.

Òóò íàñïðàâäi sup
0≤x≤1

|xn − f(x)| = 1 6→ 0.
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23.8. Íåõàé fn(x) = n2xe−nx. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ≥ 0
lim
n→∞

fn(x) = 0, àëå ïîñëiäîâíiñòü {fn}∞n=1 íå ¹ çáiæíîþ â L2(0, 1).

∀x ≥ 0 lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x
enx = 0 (ÿê âiäíîøåííÿ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ äî

ïîêàçíèêîâî¨ íà íåñêií÷åííîñòi àáî æ çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ). Ãðàíè÷íà
ôóíêöiÿ f(x) ≡ 0.

‖fn − 0‖L2 =

 1∫
0

n4x2e−2nx dx


1
2

=

−n3

2

1∫
0

x2 d(e−2nx)


1
2

=

=

− 1

2
n3x2e−2nx

∣∣∣∣1
0

+
n3

2

1∫
0

e−2nx · 2x dx


1
2

=

=

− n3

2e2n
− n2

2

1∫
0

x d(e−2nx)


1
2

=

=

− n3

2e2n
− n2

2
xe−2nx

∣∣∣∣1
0

+
n2

2

1∫
0

e−2nx dx


1
2

=

=

(
− n3

2e2n
− n2

2e2n
− n2

4n
e−2nx

∣∣∣∣1
0

) 1
2

=

=

(
− n3

2e2n
− n2

2e2n
− n

4e2n
+
n

4

) 1
2

→∞ ïðè n→∞.

4



23.9.Çíàéòè êóò ìiæ åëåìåíòàìè x òà y â L2(0, π), ÿêùî
x(t) = sin t, y(t) = t.

Êóò ìiæ åëåìåíòàìè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó L2(0, π) âèçíà÷èìî çà
äîïîìîãîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó:

cosϕ =
(x|y)
‖x‖ · ‖y‖

.

Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê i íîðìè çàäàíèõ åëåìåíòiâ:

(sin t|t)L2 =

π∫
0

sin t · t dt = −
π∫

0

t d(cos t) = −t cos t|π0 +
π∫

0

cos t dt = π,

äå t = t, áî ôóíêöiÿ äiéñíîçíà÷íà,

‖ sin t‖2 =

 π∫
0

sin2 t dt

 1
2

=

 π∫
0

1− cos 2t

2
dt

 1
2

=
(π
2

) 1
2
,

‖t‖2 =

 π∫
0

t2 dt

 1
2

=

(
t3

3

∣∣∣∣π
0

) 1
2

=

√
π3

√
3
.

Çâiäñè

cosϕ =
π

√
π√
2
·
√
π3√
3

=

√
6

π
≈ 0, 779696801,

ϕ = arccos

√
6

π
≈ 0, 67 ðàä.
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Ëiíiéíi îïåðàòîðè. Íîðìà îïåðàòîðà.

Äîâåäåìî ëiíiéíiñòü äåÿêèõ îïåðàòîðiâ. Òåðìií "ëiíiéíèé îïåðàòîð"
- öå ñèíîíiì òåðìiíó "ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ".

1. Íåõàé X = C1[a, b] - ëiíiéíèé ïðîñòið íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié (òîáòî ôóíêöié, ÿêi ñàìi òà ¨õ ïîõiäíi ¹ íåïåðåðâíi), Y = C[a, b]
- ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [a, b]. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ A
iç X â Y äi¹ òàê: ∀f ∈ C1[a, b] Af = f ′.

Òóò ìàþòü íà óâàçi, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà x ∈ [a, b] (Af)(x) = f ′(x),
õî÷à ó âèðàçi Af = f ′ i íå áóëî æîäíîãî x.

Äîâåäåìî ëiíiéíiñòü A, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîõiäíî¨, âiäîìi
ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó: äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ X i λ ∈ C ìà¹ìî

A(f + g)(x) = (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) = Af(x) + Ag(x),

A(λf)(x) = (λf)′(x) = λf ′(x) = λAf(x).

Öi äâà ðÿäêè äîâåäåííÿ ìîæíà çàìiíèòè i òàêèì îäíèì ðÿäêîì:

A(λf + µg)(x) = (λf + µg)′(x) = λf ′(x) + µg′(x) = Af(x) + Ag(x).

2. Íåõàé X = L(a, b) - ïðîñòið iíòåãðîâíèõ (çà Ëåáåãîì) ôóíêöié íà
iíòåðâàëi (a, b), Y = C - ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (ïîëå ñêàëÿðiâ) i

íåõàé îïåðàòîð äi¹ òàê: ∀f ∈ L(a, b) Af =
b∫
a

f(t) dt.

(Çàóâàæåííÿ. Òóò ìàþòü íà óâàçi iíòåãðàë Ëåáåãà i òîìó ïðàâèëüíî
áóëî áè ïèñàòè dµ çàìiñòü dt, àëå ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çâè÷íå
ïîçíà÷åííÿ, îñêiëüêè äëÿ çâè÷àéíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié öi iíòåãðàëè
ðiâíi. Íåîáõiäíî ïàì'ÿòàòè ñïðàâæíié çìiñò öèõ ïîçíà÷åíü ó êîæíîìó
êîíòåêñòi!)

Îïåðàòîð A ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöi¨ f äåÿêå êîìïëåêñíå ÷è-
ñëî Af , ðiâíå iíòåãðàëó âiä öi¹¨ ôóíêöi¨ ïî iíòåðâàëó (a, b). Òàêèé îïåðà-
òîð íàçèâàþòü ôóíêöiîíàëîì. Äîâåäåìî, ùî âií ëiíiéíèé, âèêîðèñòîâóþ-
÷è âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà (Ëåáåãà) i îçíà÷åííÿ ñóìè ôóíêöié òà äîáóòêó
ôóíêöi¨ íà ñêàëÿð:

A(λf + µg) =

b∫
a

(λf + µg)(t) dt =

b∫
a

λf(t) dt+

b∫
a

µg(t) dt =

= λ

b∫
a

f(t) dt+ µ

b∫
a

g(t) dt = λAf + µAg

(çâåðíiòü óâàãó, ùî òóò íåìà¹ æîäíîãî x íà âiäìiíó âiä ïðèêëàäó 1).
Íîðìè çàäiÿíèõ ïðîñòîðiâ íå âiäiãðàâàëè ðîëi.
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3. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : C[0, 1]→ C[0, 1], ùî äi¹ çà ôîð-

ìóëîþ Ax(t) =
t∫
0

x(τ) dτ .

(Ìîæíà çàïèñóâàòè i òàê: (Ax)(t) - i ïîòðiáíî ðîçóìiòè, ùî öå ¹ çíà-
÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ Ax ó òî÷öi t ∈ [0, 1]. Ëiíiéíiñòü äîâåñòè ñàìî-
ñòiéíî.)

Çíàéäåìî éîãî íîðìó. Äëÿ öüîãî îöiíèìî íîðìó îáðàçó äîâiëüíîãî
åëåìåíòà (âðàõóâàâøè íîðìó çàäàíîãî ïðîñòîðó):

‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

|(Ax)(t)| = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
t∈[0,1]

t∫
0

|x(τ)| dτ ≤

≤ max
t∈[0,1]

1∫
0

|x(τ)| dτ =

1∫
0

|x(τ)| dτ ≤ max
τ∈[0,1]

|x(τ)|
1∫

0

dτ = ‖x‖ · 1.

Ìè äîâåëè îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà A. Íîðìà îïåðàòîðà A - öå ìiíiìàëüíå
÷èñëî C òàêå, ùî ∀x ∈ X ‖Ax‖ ≤ C‖x‖. Òîìó iç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹,
ùî ‖A‖ ≤ 1 (∗). Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôiêñîâàíó ôóíêöiþ-ñòàëó x0(t) ≡ 1 ∈
C[0, 1]. Äëÿ íå¨ ìà¹ìî

‖x0‖ = max
t∈[0,1]

1 = 1, Ax0(t) =

t∫
0

dτ = t, ‖Ax0‖ = max
t∈[0,1]

|t| = 1.

Îäåðæàëè, ùî ‖Ax0‖ = 1 · ‖x0‖. Iç öi¹¨ ðiâíîñòi ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
êîíñòàíòó 1 ó íåðiâíîñòi (∗) íå ìîæíà çìåíøèòè. Òîìó ‖A‖ = 1.

4. A : L2(0, 1) → L2(0, 1), Ax(t) = t
1∫
0

x(τ) dτ . Çíàéäåìî íîðìó öüîãî

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Îöiíèìî íîðìó îáðàçó äîâiëüíîãî åëåìåíòà:

‖Ax‖ =

√√√√√ 1∫
0

|Ax(t)|2 dt =

√√√√√ 1∫
0

∣∣∣∣∣∣t
1∫

0

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
2

dt =

=

√√√√√
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
2 1∫
0

t2 dt =

√√√√√
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

1 · x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
2
√√√√√ 1∫

0

t2 dt ≤

2



≤

√√√√√ 1∫
0

12 dτ ·
1∫

0

|x(τ)|2 dτ

√√√√√ 1∫
0

t2 dt =

(òóò çàñòîñóâàëè iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî)

=

√√√√√ 1∫
0

|x(τ)|2 dτ

√√√√√ 1∫
0

t2 dt = ‖x‖ · 1√
3
.

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ ≤ 1√
3
. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ x(t) ≡ 1, t ∈ (0, 1),

ÿêà íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L2(0, 1), áî
1∫
0

12 dt = 1 < +∞. Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨

âèêîíó¹òüñÿ îñü ùî:

‖x‖ =

√√√√√ 1∫
0

12 dt = 1,

1∫
0

x(τ) dτ =

1∫
0

dτ = 1,

Ax(t) = t, ‖Ax‖ =

√√√√√ 1∫
0

t2 dt =
1√
3
.

Òîìó ‖A‖ = 1√
3
.

Çàóâàæèìî, ùî ó äåÿêèõ ïðèêëàäàõ íå âäà¹òüñÿ çíàéòè òàêî¨ ôóíêöi¨
(àáî òàêîãî åëåìåíòà ïðîñòîðó) x, ùî ‖Ax‖ = ‖A‖ · ‖x‖. Ó òàêèõ âèïàä-
êàõ ïîòðiáíî çíàõîäèòè ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ xn, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi ‖Axn‖ = Cn‖xn‖, ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë Cn çðîñòàþ÷à i
çáiæíà (äî ‖A‖).
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29. Íîðìà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

29.6. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ A : C[a, b]→ C[a, b] ¹ ëiíiéíèì íåïå-
ðåðâíèì îïåðàòîðîì i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî (Ax)(t) = tx(t).

Öå îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó. Âií âèçíà÷åíèé íà âñüî-
ìó ïðîñòîði C[a, b], áî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ x(t) ¨ ¨ äîáóòîê
íà ôóíêöiþ x(t) = t òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Éîãî ëiíiéíiñòü
î÷åâèäíà (ñàìîñòiéíî!). Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü öüîãî îïåðàòîðà. Íàãàäà-
¹ìî, ùî íîðìà â ïðîñòîði C[a, b] âèçíà÷åíà òàê: ‖x‖ = max

a≤t≤b
|x(t)|. Òåïåð

îá÷èñëèìî íîðìó îáðàçó äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ i îöiíèìî ¨¨:

‖Ax‖ = max
a≤t≤b

|(Ax)(t)| = max
a≤t≤b

|t · x(t)| ≤ max(|a|, |b|) · max
a≤t≤b

|x(t)| = C · ‖x‖.

Iç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ ≤ C = max(|a|, |b|). Òîìó îïåðàòîð
A îáìåæåíèé. Íåïåðåðâíiñòü (ëiíiéíîãî!) îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà éîãî
îáìåæåíîñòi çãiäíî ç äîâåäåíîþ íà ëåêöi¨ òåîðåìîþ. Òîìó îïåðàòîð A
¹ íåïåðåðâíèì. Éîãî íîðìà äîðiâíþ¹ max(|a|, |b|), òîìó ùî äëÿ ôóíêöi¨
x0(t) ≡ 1, íîðìà ÿêî¨ ¹ ÷èñëî 1, íîðìà ¨¨ îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííi A òàêà:
‖Ax0‖ = max

a≤t≤b
|t| = max(|a|, |b|).

Çàóâàæèìî, ùî âiäðiçîê [a, b] òóò áóâ ñêií÷åííèé. ßêùî ðîçãëÿíóòè
òàêèé ñàìèé îïåðàòîð â ïðîñòîði C[0,+∞) (äå íîðìà òàêà:
‖x‖ = sup

0≤t<+∞
|x(t)|), òî âií áóäå íåîáìåæåíèé. Ó öüîìó ïðîñòîði îïåðàòîð

A ìà¹ òàêó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ: D(A) = {x ∈ C[0,+∞) : sup
0≤t<+∞

|tx(t|) <

+∞}. Äëÿ ïðèêëàäó, ôóíêöiÿ x(t) = 1
1+
√
t
¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó, àëå íå

íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, áî sup
0≤t<+∞

t
1+
√
t
= +∞.

Ðîçãëÿíåìî ó öüîìó ïðîñòîði òàêó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié:

xn(t) =
n

n+ t
, t ≥ 0, n = 1, 2, 3, . . . .

Öi ôóíêöi¨ íàëåæàòü äî D(A), áî ‖xn‖ = sup
0≤t<+∞

n
n+t

= 11 i

‖Axn‖ = sup
0≤t<+∞

nt
n+t

= n < +∞2. Îñêiëüêè ÷èñëî n ìîæå áóòè ÿê çàâ-

ãîäíî âåëèêå, òî çðîçóìiëî, ùî íå iñíó¹ òàêî¨ êîíñòàíòè C, äëÿ ÿêî¨ áè
âèêîíóâàëîñÿ ∀x ∈ C[0,+∞) ‖Ax‖ ≤ C‖x‖.

1Ïîäèâiòüñÿ íà òî÷êó t = 0!
2ßê ôóíêöiÿ ïîâîäèòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi?
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29.11. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, 1] → C[0, 1] ¹ ëiíiéíèì, íåïå-

ðåðâíèì i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî (Ax)(t) =
1∫
0

et−sx(s) ds.

Ëiíiéíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü. Íåõàé x, y ∈ C[0, 1]
òàêi, ùî ‖x− y‖ < δ. Òîäi

‖Ax− Ay‖ = ‖A(x− y)‖ = max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

et−s(x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ max
0≤s≤1

|x(s)− y(s)| · max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

et−s ds

∣∣∣∣∣∣ =
= ‖x− y‖ · (e− 1) < δ(e− 1) = ε, δ =

ε

e− 1
.

Iç äîâåäåíî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ÿêùî xn →
n→∞

x ó ïðîñòîði C[0, 1], òî

Axn →
n→∞

Ax, òîáòî îïåðàòîð A íåïåðåðâíèé. Íåïåðåðâíiñòü

îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà éîãî îáìåæåíîñòi, ïðè÷îìó ç äîâåäåíîãî
âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ ≤ e − 1. Äîâåäåìî, ùî ‖A‖ = e − 1. Íåõàé x(t) ≡ 1.

Òîäi ‖x‖ = 1, (Ax)(t) =
1∫
0

et−sx(s) ds =
1∫
0

et−s ds = et
(
−e−s|10

)
=

= et(−e−1 + 1) i max
0≤t≤1

et(−e−1 + 1) = e(1− 1
e
) = e− 1.

29.33. Äîâåñòè, ùî A : C1[0, 1] → C[0, 1] - ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî (Ax)(t) = x′(t).

C1[0, 1] - öå ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ç íîðìîþ
‖x‖ = max

0≤t≤1
|x(t)|+max

0≤t≤1
|x′(t)|. Íîðìà ó ïðîñòîði C[0, 1], ÿê i ðàíiøå, òàêà:

‖x‖ = max
0≤t≤1

|x(t)|. Çàäàíèé îïåðàòîð íàçèâàþòü îïåðàòîðîì äèôåðåíöiþ-

âàííÿ. Éîãî ëiíiéíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü:

‖Ax‖C[0,1] = max
0≤t≤1

|Ax(t)| = max
0≤t≤1

|x′(t)| ≤ max
0≤t≤1

|x(t)|+max
0≤t≤1

|x′(t)| = ‖x‖C1[0,1].

Òîìó ‖A‖ ≤ 1 (∗). Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié xn(t) = tn ∈
C1[0, 1]. Äëÿ öèõ ôóíêöié îäåðæó¹ìî, ùî ‖xn‖ = max

0≤t≤1
|tn|+max

0≤t≤1
|ntn−1| =

1 + n, (Axn)(t) = ntn−1, ‖(Axn)‖ = max
0≤t≤1

ntn−1 = n. Ìà¹ìî ‖(Axn)‖ = n =

Cn‖xn‖ = Cn(1 + n), çâiäêè Cn = n
n+1

. ×èñëî n ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî
âåëèêèì, à äðiá n

n+1
ÿê çàâãîäíî áëèçüêèì äî îäèíèöi, òîìó êîíñòàíòó 1

ó íåðiâíîñòi (∗) çìåíøèòè íå ìîæíà.

2



29.44. Íåõàé X = `2, x = (x1, x2, x3, . . .), äå xk ∈ C. Äîâåñòè, ùî
îïåðàòîð A ∈ B(`2) i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî Ax = (x1,

1
2
x2, . . . ,

1
k
xk, . . .).

`2 - öå ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé, ñóìîâíèõ ç êâàäðàòîì. Çàïèñ A ∈ B(`2)
îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð ¹ ëiíiéíèé îáìåæåíèé i äi¹ ç ïðîñòîðó `2 ó òîé
ñàìèé ïðîñòið `2. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x ∈ `2 îäåðæó¹ìî,
ïðèéíÿâøè äî óâàãè íîðìó ïðîñòîðó:

‖Ax‖`2 =

√√√√ ∞∑
k=1

(Ax)2k =

√√√√ ∞∑
k=1

(
1

k
xk

)2

=

√√√√ ∞∑
k=1

x2k
k2
≤

√√√√ ∞∑
k=1

x2k = ‖x‖`2 ,

çâiäêè ‖A‖ ≤ 1.
Âiçüìåìî âåêòîð x = (1, 0, 0, . . .) ∈ `2. Òîäi ‖x‖ = 1 i

‖Ax‖ = ‖(1, 0, 0, . . .)‖ = 1. Òîìó ‖A‖ = 1.

28. Íîðìà ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà

28.1. Äîâåñòè, ùî f : X → C ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì
i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî X = Cm

1 , f(x) = x1 + x2 + · · ·+ xm, äå xk ∈ C,
k = 1,m.

Ëiíiéíiñòü î÷åâèäíà. Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìà â ïðîñòîði X = Cm
1 âè-

çíà÷åíà òàê: ‖x‖ = ‖(x1, x2, . . . , xm)‖ =
m∑
k=1

|xk|. Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü

çàäàíîãî ôóíêöiîíàëà:

|f(x)| = |x1 + x2 + · · ·+ xm| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xm| = ‖x‖
(òóò ëiâîðó÷ çíàê | · | àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà f(x), áî
â C íîðìà ñàìå òàêà). Òîìó ‖f‖ ≤ 1 (à òóò çíàê íîðìè ‖ · ‖ ôóíêöiîíàëà,
íàòîìiñòü |f | - öå êîðiíü ç ñóìè êâàäðàòiâ éîãî äiéñíî¨ i ÿâíî¨ ÷àñòèí).
Ðîçãëÿíåìî âåêòîð x = (1, 0, 0, . . . , 0). Îá÷èñëèìî ‖x‖ = 1 i |f(x)| = 1.
Òîìó ‖f‖ = 1.

28.4. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiîíàë f(x) = 1
3
[x(−1) + x(1)] íà ïðîñòîði

C[−1; 1] ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì i çíàéòè éîãî íîðìó.
Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü:

|f(x)| ≤ 1

3
[|x(−1)|+ |x(1)|] ≤ 1

3

[
max
t
|x(t)|+max

t
|x(t)|

]
=

=
2

3
max
t
|x(t)| = 2

3
‖x‖C[−1;1].

ßêùî x(t) ≡ 1, òî ‖x‖ = 1 i |f(x)| = 1
3
[1 + 1] = 2

3
. Òîìó ‖f‖ = 2

3
.
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28.21. Çíàéòè íîðìó ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà C[0; 1] 3 x 7→ x(0) ∈ C
i äîâåñòè, ùî öåé ôóíêöiîíàë ¹ íåîáìåæåíèì ÿê âiäîáðàæåííÿ
Lp(0; 1)→ C.

Çàïèñ C[0; 1] 3 x 7→ x(0) ∈ C îçíà÷à¹, ùî çàäàíî ôóíêöiîíàë f íà
ïðîñòîði C[0; 1] i âií äi¹ çà ôîðìóëîþ f(x) = x(0). Äîâåäåìî, ùî öåé
ôóíêöiîíàë ¹ îáìåæåíèé i çíàéäåìî éîãî íîðìó:

|f(x)| = |x(0)| ≤ max
0≤t≤1

|x(t)| = ‖x‖C[0;1],

ïðè x(t) ≡ 1 ìà¹ìî ‖x‖ = 1 i f(x) = x(0) = 1.

Òîìó ‖f‖ = 1.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë, ùî äi¹ çà òîþ ñàìîþ ôîðìóëîþ íà

ïðîñòîði Lp(0; 1), p ≥ 1. Íåõàé äëÿ ïðîñòîòè p = 1. Äëÿ äîâåäåííÿ íå-
îáìåæåíîñòi öüîãî ôóíêöiîíàëà ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

xn(t) =

{
1− nt, 0 ≤ t ≤ 1

n
,

0, 1
n
≤ t ≤ 1,

n = 1, 2, 3, . . .

Îá÷èñëèìî íîðìè öèõ ôóíêöié ó ïðîñòîði L1(0; 1) i çíà÷åííÿ ôóí-
êöiîíàëà íà íèõ:

‖xn‖L1(0;1) =

1∫
0

|xn(t)| dt =

1
n∫

0

|1−nt| dt = 1

2n
→
n→∞

0 (ïëîùà òðèêóòíèêà),

à f(xn) = xn(0) = 1 6→
n→∞

0.

Òîìó ôóíêöiîíàë íåîáìåæåíèé íà L1(0; 1).
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Äëÿ çíà÷åíü p > 1 îá÷èñëèòè íîðìè ‖xn‖Lp(0;1) ñàìîñòiéíî.

28.26. Äîâåñòè, ùî f : `2 → C ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì
i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x = (x1, x2, . . .) ∈ `2 ôóíêöiîíàë
äi¹ òàê: f(x) =

∞∑
k=1

xk
k
.

Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìà ó ïðîñòîði `2 âèçíà÷åíà òàê: ‖x‖ =
√
∞∑
k=1

|xk|2.

Îöiíèìî çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà:

|f(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xk
k︸ ︷︷ ︸

öå ñêàëÿðíèé äîáóòîê

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

|xk|
k
≤

(òóò çàñòîñó¹ìî ÷èñëîâó íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ íåñêií÷åí-
íî¨ ñóìè)

≤

√√√√ ∞∑
k=1

1

k2
·

√√√√ ∞∑
k=1

|xk|2︸ ︷︷ ︸
öå äîáóòîê íîðì

=
π√
6
· ‖x‖

(ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî
∞∑
k=1

1
k2

= π2

6
; äèâ. çáiðíèê

çàäà÷ Á.Ï.Äåìèäîâè÷, �2961).
Òåïåð ðîçãëÿíåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ïðîñòîðó `2:

x1 = (1, 0, 0, . . .),

x2 = (1,
1

2
, 0. . . .),

· · ·

xn = (1,
1

2
, . . . ,

1

n
, 0, . . .),

· · ·

Çíàéäåìî ‖xn‖ =
√

n∑
k=1

1
k2

i f(xn) =
n∑
k=1

1
k2

=

√
n∑
k=1

1
k2
· ‖xn‖,

ïðè÷îìó

√
n∑
k=1

1
k2
→
n→∞

π√
6
. Òîìó ‖f‖ = π√

6
.
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28.29. Äîâåñòè, ùî f : L2(0; 1) → C ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóí-
êöiîíàëîì i çíàéòè éîãî íîðìó, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L2(0; 1)

ôóíêöiîíàë äi¹ òàê: f(x) =
1∫
0

t−
1
3x(t) dt.

Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìà ó ïðîñòîði L2(0; 1) âèçíà÷åíà òàê:

‖x‖ =

√
1∫
0

|x(t)|2 dt (òî÷íiøå dµ; ìè ïðî öå äîìîâëÿëèñÿ).

Îöiíèìî çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà:

|f(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1∫

0

t−
1
3x(t) dt

︸ ︷︷ ︸
öå ñêàëÿðíèé äîáóòîê

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

1∫
0

t−
1
3 |x(t)| dt ≤ 3

(òóò çàñòîñó¹ìî iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî)

≤

 1∫
0

t−
2
3 dt


1
2

·

 1∫
0

|x(t)|2 dt


1
2

︸ ︷︷ ︸
öå äîáóòîê íîðì

=
√
3 · ‖x‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖f‖ ≤
√
3. ßêùî âçÿòè ôóíêöiþ x(t) = t−

1
3 ,

òî ‖x‖ =

(
1∫
0

t−
2
3 dt

) 1
2

=
√
3 i |f(x)| =

∣∣∣∣ 1∫
0

t−
2
3 dt

∣∣∣∣ = 3 =
√
3 · ‖x‖.

Òîìó äîâåäåíî, ùî ‖f‖ =
√
3.

3Çàóâàæåííÿ. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié |x(t)|2 - íå òå ñàìå, ùî x2(t),
áî ÿêùî x(t) = y(t) + iz(t), òî |x(t)|2 = y2(t) + z2(t), íàòîìiñòü

x2(t) = y2(t) − z2(t) + 2iy(t)z(t); äëÿ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié öi âèðàçè ðiâíi,

áî â öüîìó âèïàäêó z(t) = 0. Òå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i ïðèêëàäó 28.26: òàì |xk|2 íå

îáîâ'ÿçêîâî äîðiâíþ¹ x2
k.
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30. Ñèëüíà, ñëàáêà òà ∗-ñëàáêà çáiæíiñòü

30.1. Íåõàé {en} - îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
H. Äîâåñòè, ùî w−lim

n→∞
en = 0 (òóò ðèñêà íå îçíà÷à¹ çíàê ìiíóñ, öå ñëàáêà

ãðàíèöÿ; à 0 - öå íóëüîâèé åëåìåíò ïðîñòîðó, à íå ÷èñëî íóëü), à lim
n→∞

en íå

iñíó¹. (Îðòîíîðìîâàíà ïîñëiäîâíiñòü â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ñëàáêî
çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, à â ñèëüíîìó ðîçóìiííi íå çáiãà¹òüñÿ.)

Íàãàäà¹ìî, ùî òåðìií "îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà" îçíà÷à¹, ùî âñi âå-
êòîðè en ¹ îðòîãîíàëüíi, òîáòî (ei|ej) = 0 ïðè i 6= j, i âñi âåêòîðè ìàþòü
íîðìó 1, òîáòî ‖ei‖ = 1, i = 1, 2, . . .. Çà îçíà÷åííÿì çàïèñ w−lim

n→∞
en = 0

îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà f íà ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H (òîáòî f ∈ H ′) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lim

n→∞
f(en) = 0

(òóò ÷èñëî íóëü ÿê çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà). Äîâåäåìî, ùî öå ñïðàâäi òàê,
çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Ðiñà:

lim
n→∞

f(en) = lim
n→∞

(en|y),

äå y ∈ H - ïåâíèé ôiêñîâàíèé åëåìåíò, ÿêèé îäíîçíà÷íî çàëåæèòü âiä
ôóíêöiîíàëà f . ßêáè ãiëüáåðòiâ ïðîñòið áóâ çàäàíèé êîíêðåòíî, íàïðè-
êëàä, H = `2, òî ìîæíà çàïèñàòè ÿâíèé âèðàç äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
(y|en) i îöiíèòè éîãî. Åëåìåíò y ∈ `2 - öå ïîñëiäîâíiñòü (y1, y2, . . . , yn, . . .),
åëåìåíò en - öå (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, . . .), à ñêàëÿðíèé äîáóòîê â `2, ÿê âiäîìî,

çàäàíî òàê: (x|y) =
∞∑
n=1

xnyn. Òîìó (y|en) = yn. Àëå ‖y‖ =

√ ∞∑
n=1

|yn|2 <

+∞. Öåé ðÿä ïiä êîðåíåì çáiæíèé, òîìó |yn| →
n→∞

0. Iç öüîãî âèïëèâà¹,

ùî lim
n→∞

(en|y) = 0. Ó âèïàäêó äîâiëüíîãî (ñåïàðàáåëüíîãî) ãiëüáåðòîâî-

ãî ïðîñòîðó ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî içîìîðôiçì ãiëüáåðòîâèõ
ïðîñòîðiâ i ðîçãëÿíóòè ðåàëiçàöiþ H ó âèãëÿäi `2.

30.2. Íåõàé xn(t) = eint, t ∈ [−π, π], n ∈ N. Äîâåñòè, ùî xn
w→

n→∞
0

â L2(−π, π).

Çãiäíî ç ëiíiéíiñòþ ôóíêöiîíàëà i òåîðåìîþ Ðiñà äëÿ êîæíîãî
f ∈ (L2(−π, π))′

f(eint) = f(cosnt) + if(sinnt) = (cosnt|y) + i(sinnt|y) =

=
π∫
−π

cosnty(t) dt+ i
π∫
−π

sinnty(t) dt,

äå y(t) ∈ L2(−π, π). Çà ëåìîþ Ðiìàíà (òâåðäæåííÿ ç êóðñó ìàòåìàòè-
÷íîãî àíàëiçó ïðè âèâ÷åííi òåîði¨ ðÿäiâ Ôóð'¹) âiäîìî, ùî öi iíòåãðàëè
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çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ïðè n → ∞ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y, iíòåãðîâíî¨ çà
àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ. À òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ y iíòåãðîâíà çà àáñî-
ëþòíîþ âåëè÷èíîþ, âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ ïðèêëàäó 23.3.

Îòæå, lim
n→∞

f(eint) = 0, ùî é ò.á.ä.

30.3. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, x, x1, x2, . . . , xn, . . . ∈ H, xn
w→

n→∞
x,

‖xn‖ →
n→∞

‖x‖. Äîâåñòè, ùî x = lim
n→∞

xn, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî

x i ñèëüíî.

Ðîçãëÿíåìî íîðìó ðiçíèöi åëåìåíòiâ xn i x:

‖xn − x‖ =
√
(xn − x|xn − x) =

√
(xn|xn)− (x|xn)− (xn|x) + (x|x) =

=
√
(xn|xn)− (x|xn − x)− (x|x)− (xn − x|x)− (x|x) + (x|x) =

=
√
(xn|xn)− (x|x)︸ ︷︷ ︸

→0

− (x|xn − x)︸ ︷︷ ︸
→0

− (xn − x|x)︸ ︷︷ ︸
→0

→
n→∞

0,

äå (xn|xn)−(x|x) →
n→∞

0, áî ‖xn‖ →
n→∞

‖x‖, à (x|xn−x) →
n→∞

0 i (xn−x|x) →
n→∞

0,

áî xn
w→

n→∞
x.

30.4. Äëÿ êîæíîãî x = (x1, x2, . . .) ∈ `2 ïðèéìåìî fn(x) = xn. Äîâåñòè,
ùî fn

w→
n→∞

0. ×è ïðàâèëüíî, ùî lim
n→∞

fn = 0?

ßê i â ïðèêëàäi 30.1, äëÿ êîæíîãî x = (x1, x2, . . .) ∈ `2 ìà¹ìî
fn(x) = xn →

n→∞
0 = 0(x), äå 0 ïîçíà÷à¹ íóëüîâèé ôóíêöiîíàë.

Òîìó fn
w→

n→∞
0.

Àëå ‖fn − 0‖ = ‖fn‖ = inf{C : ∀x ∈ `2 |fn(x)| ≤ C‖x‖} =

= sup{|fn(x)| : ‖x‖`2 ≤ 1} = 1,

òîìó ùî ‖fn‖ = sup
x
|fn(x)| = sup

x
|xn| ≤ sup

x
‖x‖ ≤ 1 i ïðè x = en îäåðæó¹-

ìî fn(en) = 1. Òîìó lim
n→∞

fn 6= 0. Öÿ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ çáiãà¹òüñÿ

äî íóëüîâîãî ôóíêöiîíàëà ñëàáêî, àëå íå ñèëüíî.
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31. Ðiâíîìiðíà, ñèëüíà òà ñëàáêà çáiæíiñòü

ïîñëiäîâíîñòåé îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði B(X;Y )

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé îïåðàòîðiâ â ïðîñòîði B(X;Y ):

à) ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü {An} äî A îçíà÷à¹, ùî lim
n→∞

‖An − A‖ = 0;

á) ñèëüíà çáiæíiñòü îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà lim

n→∞
Anx = Ax;

â) ñëàáêà çáiæíiñòü îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà f ∈ Y ′

i êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lim
n→∞

f(Anx) = f(Ax).

I òîäi ïèøóòü âiäïîâiäíî: A = lim
n→∞

An, A = s−lim
n→∞

An, A = w−lim
n→∞

An.

Àáî òàê: An →
n→∞

A, An
s→

n→∞
A, An

w→
n→∞

A.

31.1. Äîâåñòè, ùî ÿêùî lim
n→∞

An = A, òî s− lim
n→∞

An = A.

Äîâåäåííÿ â îäèí ðÿäîê:

‖Anx− Ax‖ = ‖(An − A)x‖ ≤ ‖An − A‖ · ‖x‖ →
n→∞

0,

òîìó ùî ‖An − A‖ →
n→∞

0 çà óìîâîþ, à ‖x‖ - ôiêñîâàíå ÷èñëî.

31.2. Äîâåñòè, ùî ÿêùî s−lim
n→∞

An = A, òî w−lim
n→∞

An = A.

Äîâåäåííÿ. |f(Anx)−f(Ax)| = |f(Anx−Ax)| ≤ ‖f‖·‖Anx−Ax‖ →
n→∞

0,

òîìó ùî çà óìîâîþ ‖Anx − Ax‖ →
n→∞

0 äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x,

à ‖f‖ - äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî.

31.3. Íåõàé {en}∞n=1 - îðòîíîðìîâàíà áàçà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H
i, êðiì öüîãî,

∀n ∈ N ∀x ∈ H Anx =
n∑
k=1

(x|ek)ek.

3



Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {An} ñèëüíî, àëå íå ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî
îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé Ix = x - îäèíè÷íèé (òîòîæíèé) îïåðàòîð. Íàãàäà¹ìî, ùî êî-
æíèé åëåìåíò x ìîæíà ðîçêëàñòè çà åëåìåíòàìè áàçè ïðîñòîðó òàê:

x =
∞∑
k=1

(x|ek)ek, äå (x|ek) - êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî x ∈ H

‖Anx− Ix‖ = ‖
n∑
k=1

(x|ek)ek − x‖ = ‖
n∑
k=1

(x|ek)ek −
∞∑
k=1

(x|ek)ek‖ =

= ‖
∞∑

k=n+1

(x|ek)ek‖ =

√√√√ ∞∑
k=n+1

|xk|2 →
n→∞

0

ÿê çàëèøîê çáiæíîãî ðÿäó, à íîðìó îá÷èñëþ¹ìî ÿê â `2.
Òîìó I = s−lim

n→∞
An.

Ç'ÿñó¹ìî, ÷è ‖An−I‖ = sup
x 6=0
‖Anx−Ix‖ →

n→∞
0. Âiçüìåìî x = en+1. Òîäi

Anx = 0 i ‖Anx− Ix‖ = ‖0− en+1‖ = 1 6→
n→∞

0. Òîìó i lim
n→∞

‖An − I‖ 6= 0.

31.4. Íåõàé {en}∞n=1 - î.í.ñ. â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, f ∈ H,

∀n ∈ N ∀x ∈ H Anx = (x|f)en.

Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {An} ñëàáêî, àëå íå ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íó-
ëüîâîãî îïåðàòîðà.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî g ∈ H ′

g(Anx) = g((x|f)en) = (çà ò. Ðiñà ) = ((x|f)en)|y)

i

|g(Anx)− g(0 · x)| = |g(Anx)| = |((x|f)en)|y)| = | (x|f)︸ ︷︷ ︸
const

· yn︸︷︷︸
→0

| →
n→∞

0,

òîìó ùî yn →
n→∞

0, à (x|f) - öå äåÿêà êîíñòàíòà ïðè ôiêñîâàíîìó x. Òîìó

ïîñëiäîâíiñòü {An} ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâîãî îïåðàòîðà.
Ðàçîì ç öèì ‖Anx − 0 · x‖ = ‖(x|f)en‖ = |(x|f)| = const 6→

n→∞
0. Òîìó

ïîñëiäîâíiñòü {An} íå çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî äî íóëüîâîãî îïåðàòîðà.
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31.7. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ:

(w−lim
n→∞

Bn = 0) ∧ (w−lim
n→∞

xn = 0) ⇒ w−lim
n→∞

Bnxn = 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó {en}∞n=1 â
`2 i ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ {Bn}, ùî äiþòü òàê:

Bnek =

{
0, k < n,
ek−n+1, k ≥ n.

Òîäi äiÿ îïåðàòîðiâ Bn âèçíà÷åíà çà ëiíiéíiñòþ i äëÿ âñiõ x ∈ `2.
Çíàéäåìî

B1e1 = e1, B2e1 = 0, · · · Bne1 = 0, · · ·
B1e2 = e2, B2e2 = e1, · · · Bne2 = 0, · · ·
B1e3 = e3, B2e3 = e2, · · · Bne3 = 0, · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · Bnen = e1, · · ·
· · · · · · · · · Bnen+1 = e2, · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

ßê âæå äîâåäåíî, (en)
w→

n→∞
0 (�30.1). Êðiì öüîãî, Bn

w→
n→∞

0. Òóò

íàñïðàâäi Bn
s→

n→∞
0, òîìó ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ H îäåðæó¹ìî

‖Bnx‖ = ‖(xn, xn+1, xn+2, . . .)‖ =

√√√√ ∞∑
k=n

|xk|2 →
n→∞

0.

Àëå Bnen = e1 6
w→

n→∞
0.
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32. Îáîðîòíiñòü òà êîðåêòíà îáîðîòíiñòü

ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

ßê âiäîìî ç êóðñó àëãåáðè, äîáóòîê ìàòðèöü, âçàãàëi êàæó÷è, íåêî-
ìóòàòèâíèé (çãàäàéòå àáî ïðèäóìàéòå ïðîñòi ïðèêëàäè ìàòðèöü A i B
ðîçìiðó 2× 2 òàêèõ, ùî AB 6= BA). Ïðîòå äîáóòîê ìàòðèöü ìà¹ âëàñòè-
âiñòü àñîöiàòèâíîñòi: (AB)C = A(BC). Òå ñàìå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëü-
íèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

32.3. Íåõàé A,B : X → X - ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ i iñíóþòü îïåðàòîðè
(AB)−1 òà (BA)−1. ×è âèïëèâà¹ çâiäñè îáîðîòíiñòü îïåðàòîðiâ A òà B?

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî çàïèñóâàòè òóò ðiâíiñòü (AB)−1 = B−1A−1

(äåõòî çi ñòóäåíòiâ íåïðàâèëüíî íàïèñàëè òàê: (AB)−1 = A−1B−1) ìè íå
ìà¹ìî ïðàâà, òîìó ùî íåâiäîìî, ÷è iñíóþòü îïåðàòîðè A−1 i B−1. Öÿ
ðiâíiñòü ïðàâèëüíà òiëüêè òîäi, êîëè âiäîìî ùî öi îáåðíåíi îïåðàòîðè
iñíóþòü.

Äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî iç çàïèñàíîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹
îáîðîòíiñòü îïåðàòîðiâ A i B. Ïðèïóñòèìî, ùî, íàïðèêëàä, îïåðàòîð A
íå ¹ îáîðîòíèé, òîáòî ker A = {x : Ax = 0} 6= {0}. Òîäi äëÿ âåêòîðiâ
x 6= 0 iç ÿäðà îïåðàòîðà A áóäåìî ìàòè, ùî (BA)x = 0. Öå ñóïåðå÷èòü
óìîâi îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà BA. Àíàëîãi÷íî iç ïðèïóùåííÿ ker B 6= {0}
âèïëèâà¹, ùî ker (AB) 6= {0}.

Òîìó âiäïîâiäü òàêà: òàê.
32.4. Íåõàé A,B : X → X - ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ i iñíó¹ îïåðàòîð

(I − AB)−1. Äîâåñòè îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà I −BA.
Çà óìîâîþ îïåðàòîð I − AB (äâîñòîðîííüî) îáîðîòíèé. Ðîçãëÿíåìî

òåïåð ðiâíÿííÿ
(I −BA)x = y, (∗)

ùî îçíà÷à¹, ùî
Ix− (BA)x = y.

Çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó îïåðàòîðiâ öå îçíà÷à¹, ùî

x−B(Ax) = y. (∗∗)

Ïîäi¹ìî íà öþ ðiâíiñòü çëiâà ëiíiéíèì îïåðàòîðîì A:

Ax− ABAx = Ay.

Ïåðåòâîðèìî òàê:
(I − AB)Ax = Ay,

Ax = (I − AB)−1Ay, áî iñíó¹ (I − AB)−1,

BAx = B(I − AB)−1Ay.
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Òåïåð iç ðiâíîñòi (∗∗) âèïëèâà¹, ùî

x− y = B(I − AB)−1Ay,

x = y +B(I − AB)−1Ay.

À öå é îçíà÷à¹ îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà I −BA (äèâ. (∗)) i òå, ùî

(I −BA)−1 = I +B(I − AB)−1A.

32.7. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A ∈ B(`p) (p ≥ 1) ¹ êîðåêòíèì i çíàéòè
A−1, ÿêùî Ax = (x1 + x2, x1 − ix2, x3, x4, . . .). (Îïåðàòîð A ïåðåòâîðþ¹
ïåðøi äâi êîîðäèíàòè âåêòîðà x, âñi iíøi çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè.)

Ëiíiéíiñòü öüîãî îïåðàòîðà î÷åâèäíà. Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü:

‖Ax‖`p = ‖(x1 + x2, x1 − ix2, x3, x4, . . .)‖`p‖ =

= ‖(x1,−ix2, x3, x4, . . .) + (x2, x1, 0, 0, . . .)‖ ≤
≤ ‖(x1,−ix2, x3, x4, . . .)‖+ ‖(x2, x1, 0, 0, . . .)‖ ≤ ‖x‖+ ‖x‖ = 2‖x‖,

çâiäêè ‖A‖ ≤ 2.
Ëåãêî äîâåñòè, ùî iñíó¹ îáåðíåíèé äî A îïåðàòîð, òîìó ùî kerA =

{x ∈ `p : Ax = 0} = {0} = {(0, 0, . . . , 0, . . .)} (ïîäóìàòè ñàìîñòiéíî, à â
íàñòóïíîìó àáçàöi öå áóäå ïîêàçàíî ïðè y = 0).

Òåïåð çíàéäåìî A−1 (îáåðíåíèé äî A). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿ-
ííÿ Ax = y i çàïèøåìî éîãî ïîêîîðäèíàòíî:

(x1 + x2, x1 − ix2, x3, x4, . . .) = (y1, y2, y3, y4, . . .).

Ïîðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè, áà÷èìî, ùî ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ
òàêà íåñêií÷åííà ñèñòåìà ðiâíîñòåé:

x1 + x2 = y1,
x1 − ix2 = y2,
x3 = y3,
. . .

Çâiäñè îäåðæó¹ìî: 
x1 =

iy1+y2
1+i

= −1+i
2
y1 +

1−i
2
y2,

x2 =
y1−y2
1+i

= 1−i
2
y1 − 1−i

2
y2,

x3 = y3,
. . .
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Òîìó

x = A−1y =

(
−1 + i

2
y1 +

1− i
2

y2,
1− i
2

y1 −
1− i
2

y2, y3, y4, . . .

)
.

Öåé îïåðàòîð íåïåðåðâíèé. Öå ëåãêî äîâåñòè òàê ñàìî, ÿê âèùå. Òîìó
îïåðàòîð A êîðåêòíèé.

32.14. Íåõàé äëÿ êîæíîãî x ∈ `2 Ax =
(
x1,

1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . .

)
. Äîâåñòè,

ùî A ∈ B(`2) îáîðîòíèé, àëå íå êîðåêòíî îáîðîòíèé îïåðàòîð.
Îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà A ëåãêî äîâåñòè çà íåðiâíiñòþ Êîøi. Îáîðî-

òíiñòü îïåðàòîðà A î÷åâèäíà, òîìó ùî ker A = {0}. Òåïåð ðîçãëÿíåìî
ðiâíÿííÿ Ax = y, òîáòî(

x1,
1

2
x2, . . . ,

1

n
xn, . . .

)
= (y1, y2, . . . , yn, . . .).

Òîìó ïîêîîðäèíàòíî âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

x1 = y1,
1

2
x2 = y2, . . . ,

1

n
xn = yn, . . .

Î÷åâèäíî, ùî

x = A−1y = (y1, 2y2, 3y3, . . . , nyn, . . .).

Îòæå, îáåðíåíèé äî A iñíó¹. Àëå öåé îïåðàòîð íåîáìåæåíèé, áî

‖A−1en‖ = ‖(0, . . . , 0, n︸︷︷︸
n

, 0, . . .)‖`2 = n→ +∞.

Äîäàòêîâå ïèòàííÿ äî öüîãî ïðèêëàäó: ÷è îïåðàòîð A−1 âèçíà÷åíèé íà
âñüîìó ïðîñòîði `2?

32.22. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî A ∈ B(`2), äîâåñòè êîðåêòíiñòü îïåðàòîðà A

i çíàéòè A−1, ÿêùî Ax =

(
x1 +

∞∑
n=1

xn
n
, x2, x3, . . .

)
.

Îöiíèìî íîðìó îïåðàòîðà A:

‖Ax‖ =
∥∥∥∥(x1 + ∞∑

n=1

xn
n
, x2, x3, . . .

)∥∥∥∥ ≤
≤ ‖(x1, x2, x3, . . .)‖+

∥∥∥∥( ∞∑
n=1

xn
n
, 0, 0, . . .

)∥∥∥∥ =

= ‖x‖+
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

xn
n

∣∣∣∣ ≤ ‖x‖+ ‖x‖ ·√ ∞∑
n=1

1
n2 =

3



(îñòàííÿ íåðiâíiñòü çà íåðiâíiñòþ Êîøi)

=

(
1 +

π√
6

)
‖x‖,

çâiäêè ‖A‖ ≤ 1 + π√
6
. Çíàéäåìî A−1:(

x1 +
∞∑
n=1

xn
n
, x2, x3, . . .

)
= (y1, y2, y3, . . .).

Çâiäñè x2 = y1, x3 = y2 i ò.ä. Äëÿ çíàõîäæåííÿ x1 ïðèðiâíÿ¹ìî ïåðøi
êîîðäèíàòè:

2x1 +
x2
2

+
x3
3

+ . . . = y1.

Çâiäñè

x1 =
1

2
(y1 −

y2
2
− y3

3
− . . .) = 1

2
y1 −

∞∑
n=2

yn
2n
.

Îòæå,

A−1y =

(
1

2
y1 −

∞∑
n=2

yn
2n
, y2, y3, . . .

)
=

(
y1 −

∞∑
n=1

yn
2n
, y2, y3, . . .

)
.

Çðîçóìiëî, ùî ‖A−1‖ ≤ 1 + 1
2
π√
6
.

32.28. Äîâåñòè êîðåêòíiñòü îïåðàòîðà A ∈ B(X) i çíàéòè A−1,
ÿêùî X = C[0; 1], (Ax)(t) = x(t)− x(0) · sin t.

Îöiíèìî íîðìó:

‖Ax‖C[0;1] = max
0≤t≤1

|x(t)− x(0) sin t| ≤ (1 + sin 1) · ‖x‖.

(Òóò âðàõîâàíî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ sin íà âiäðiçêó [0; 1].)
Çíàéäåìî A−1:

Ax(t) = y(t),

x(t)− x(0) sin t = y(t).

Ïðè t = 0 ìà¹ìî
x(0)− x(0)0 = y(0),
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çâiäêè
x(0) = y(0).

Äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1] îäåðæó¹ìî

x(t) = y(t) + y(0) sin t.

Òîìó
A−1y(t) = y(t) + y(0) sin t.

Çðîçóìiëî, ùî ‖A−1‖ ≤ 1 + sin 1.
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34. Ñïðÿæåíi îïåðàòîðè

34.1. Çíàéòè îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(`2), ÿêùî

Ax = A(x1, x2, . . . , xn︸︷︷︸
n

, . . .) = (0, x1, x2, . . . , xn−1︸︷︷︸
n

, . . .).

Öåé îïåðàòîð â ïðîñòîði `2 íàçèâàþòü îïåðàòîðîì çñóâó íà îäèíèöþ
âïðàâî. Îïåðàòîð ó ïðèêëàäi 34.2 íàçèâàþòü îïåðàòîðîì çñóâó íà n− 1
îäèíèöü âëiâî. Çà îçíà÷åííÿì ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ïîâèííà âèêîíóâà-
òèñÿ òàêà ðiâíiñòü (òóò A∗ ïîçíà÷àòèìå ñïðÿæåíèé äî A îïåðàòîð):

∀x, y ∈ `2 (Ax|y) = (x|A∗y).

Îñêiëüêè ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði `2 âèçíà÷åíî òàê: (x|y) =
∞∑
n=1

xnyn,

òî ìîæåìî çàïèñàòè ñêàëÿðíi äîáóòêè ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷:

(Ax|y) =
∞∑
n=1

(Ax)nyn,

(x|A∗y) =
∞∑
n=1

xn(A∗y)n.

Òîìó
∞∑
n=1

(Ax)nyn =
∞∑
n=1

xn(A∗y)n

àáî ðîçãîðíåíî:

0 · y1 + x1 · y2 + x2 · y3 + · · · = x1 · (A∗y)1 + x2 · (A∗y)2 + x3 · (A∗y)3 + · · ·

Çâiäñè (îñêiëüêè ÷èñëà xn, yn ìîæíà âèáðàòè äîâiëüíî) çíàõîäèìî:

(A∗y)1 = y2, (A∗y)2 = y3, (A∗y)3 = y4, . . .

Òîìó

A∗y = (y2, y3, y4, . . .).

Ñïðÿæåíèé äî A îïåðàòîð A∗ ¹ îïåðàòîðîì çñóâó íà îäèíèöþ âëiâî.
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34.11. Òå ñàìå äëÿ Ax = (2x1 − x3, ix2, 0, x3, 0, 0, . . .).
Çà îçíà÷åííÿì ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

((2x1 − x3, ix2, 0, x3, 0, 0, . . .)|(y1, y2, y3, y4, . . .)) =
(2x1 − x3) · y1 + ix2 · y2 + 0 · y3 + x3 · y4 + 0 · y5 + 0 =

x1 · 2y1 + x2 · (−iy2) + x3 · (−y1 + y4) + x4 · 0 + 0 =
((x1, x2, x3, x4, . . .)|(2y1,−iy2,−y1 + y4, 0, . . .)).

Òîìó
A∗y = (2y1,−iy2,−y1 + y4, 0, . . .).

34.22. Çíàéòè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A ∈ B(L2(0, 1)),

ÿêùî (Ax)(t) =
t∫
0

x(s) ds.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði L2(0, 1) âèçíà÷åíî òàê:

(x|y) =
1∫
0

x(t) · y(t) dt.

Òîìó

(Ax|y) =
1∫

0

 t∫
0

x(s) ds

 · y(t) dt =
(òóò âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîòðiáíî âìiòè çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â
ïîâòîðíîìó iíòåãðàëi, ùî ïðî-õî-äè-ëè1 â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó;
äèâiòüñÿ ðèñóíîê)

1∫
0

 1∫
s

x(s)y(t) dt

 ds =

1∫
0

x(s)

1∫
s

y(t) dt ds.

1òî÷íî ïðîõîäèëè, àëå íåâiäîìî, ÷è âñi i ÿê çàñâî¨ëè
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Òîìó îäåðæó¹ìî

(A∗y)(s) =

1∫
s

y(t) dt,

ùî ìîæíà çàïèñàòè i òàê:

(A∗y)(t) =

1∫
t

y(s) ds.
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35. Ñïåêòð òà ðåçîëüâåíòà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

35.1. Íåõàé A : X → X - ëiíiéíèé îáîðîòíèé îïåðàòîð. Äîâåñòè, ùî
A òà A−1 ìàþòü îäíàêîâi âëàñíi åëåìåíòè.

ßêùî Ax = λx (x 6= 0) i A îáîðîòíèé, òî A−1Ax = A−1(λx) = λA−1x
(áî A−1 òàêîæ ëiíiéíèé). Çâiäñè A−1x = 1

λ
x, ÿêùî λ 6= 0. Öå îçíà÷à¹,

ùî îïåðàòîð A−1 ìà¹ âëàñíèé åëåìåíò x, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
çíà÷åííþ 1

λ
.

ßêùî æ λ = 0, òî ç óìîâè îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî
x = 0. À öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð A íå ìà¹ âëàñíèõ åëåìåíòiâ, ùî âiäïî-
âiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = 0.

Î÷åâèäíî, ùî òå ñàìå ñïðàâåäëèâî i â îáåðíåíó ñòîðîíó.

35.2. Íåõàé X - áàíàõiâ ïðîñòið i A ∈ B(X), ïðè÷îìó A2 = 0 (íóëüî-
âèé îïåðàòîð). ×è ìîæå îïåðàòîð A ìàòè íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ?

Äîâîäèìî âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî λ 6= 0 i
åëåìåíò x ∈ X, x 6= 0 òàêi, ùî Ax = λx. Òîäi A2x = A(Ax) = A(λx) =
λAx = λ2x 6= 0, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi A2 = 0.

35.4. Ó äiéñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði C[0; π] çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i
âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A äâîêðàòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (Ax = x′′),
ÿêùî D(A) = {x ∈ C[0; π] : x′′ ∈ C[0; π], x(0) = x(π) = 0}.

Öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
2-ãî ïîðÿäêó ç êðàéîâèìè óìîâàìè:{

d2x
dt2

= λx(t),
x(0) = x(π) = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäà¹ òàê:
x(t) = C1e

√
λt + C2e

−
√
λt, äå C1, C2 - äîâiëüíi ñòàëi. Âðàõîâóþ÷è êðàéî-

âi óìîâè, îäåðæó¹ìî {
C1 + C2 = 0,

C1e
√
λπ + C2e

−
√
λπ = 0,

çâiäêè C2 = −C1 = −C. Òîìó C(e
√
λπ − 1

e
√
λπ
) = 0, çâiäêè e2

√
λπ = 1,√

λ = ni (áî e2πni = 1, äå n ∈ Z), λ = −n2.
Òåïåð çàïèøåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öi êðàéîâi

óìîâè:

x(t) = Ceint − Ce−int = C(cosnt+ i sinnt− cosnt+ i sinnt) = 2iC sinnt

(òóò âèêîðèñòàëè ôîðìóëó Åéëåðà eiϕ = cosϕ+ i sinϕ).
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Ç òî÷íiñòþ äî äîâiëüíîãî ïîñòiéíîãî ìíîæíèêà âëàñíèé åëåìåíò x,
ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = −n2, ìîæíà çàïèñàòè òàê:

x(t) = sinnt.

Ìà¹ìî áåçëi÷ âëàñíèõ çíà÷åíü i êîæíîìó ç íèõ âiäïîâiäà¹ ïî îäíié (ëiíié-
íî íåçàëåæíié) âëàñíié ôóíêöi¨. Íàïðèêëàä, âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = −1
âiäïîâiäà¹ âëàñíèé åëåìåíò x(t) = sin t.

Ðåçóëüòàòè íàñòóïíèõ äâîõ ïðèêëàäiâ âiäîìi ç ëåêöi¨ "Ðåçîëüâåíòà i
ñïåêòð îïåðàòîðà". Ïîâòîðåííÿ äëÿ âiäñòàþ÷èõ.

35.9. Íåõàé A ∈ B(X), |λ| > ‖A‖. Äîâåñòè, ùî λ ∈ ρ(A) (ðåçîëüâåíòíà
ìíîæèíà îïåðàòîðà A), ‖Rλ(A)‖ ≤ (|λ| − ‖A‖)−1. (Òóò Rλ(A) ïîçíà÷à¹
îïåðàòîð (A− λI)−1.)

Ðîçãëÿíüìî îïåðàòîð A−λI i âèíåñåìî ïîñòiéíèé ìíîæíèê λ çà äóæ-
êè: A − λI = −λ(I − 1

λ
A). Òîìó Rλ(A) = (A − λI)−1 =

= − 1
λ
(I − 1

λ
A)−1 = − 1

λ

∞∑
k=0

Ak

λk
. ßêùî |λ| > ‖A‖, òî öåé ðÿä Íåéìàíà

çáiãà¹òüñÿ i çàäà¹ íà âñüîìó ïðîñòîði îáìåæåíèé îïåðàòîð, òîáòî λ ∈ ρ(A).
(Âèïàäîê λ = 0 òóò íåìîæëèâèé çà óìîâîþ.)

Êðiì öüîãî,

‖Rλ(A)‖ ≤
∞∑
k=0

‖Ak‖
|λ|k+1︸ ︷︷ ︸

ãåîìåòð.ïðîãð.

=

1
|λ|

1− ‖A‖|λ|
= (|λ| − ‖A‖)−1.

35.10. Íåõàé λ ∈ ρ(A), µ ∈ C, |µ − λ| < ‖Rλ(A)‖−1. Äîâåñòè, ùî
µ ∈ ρ(A).

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó ïðî çáóðåííÿ êîðåêòíîãî îïåðàòîðà ç ëåêöi¨
"Ðÿä Íåéìàíà": ÿêùî A,B ∈ B(X;Y ), A - êîðåêòíèé îïåðàòîð,

C = A−1(A − B) i çáiãà¹òüñÿ ðÿä Íåéìàíà
∞∑
n=0

Cn, òî îïåðàòîð B òàêîæ

êîðåêòíèé i B−1 = (I − C)−1A−1.
Ó ðîëi îïåðàòîðiâ A i B ó öié òåîðåìi ïiäñòàâèìî îïåðàòîðè A− λI i

A− µI. Çà óìîâîþ iñíó¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð (A− λI)−1, âèçíà÷åíèé íà
âñüîìó ïðîñòîði. Òîäi C = (A− λI)−1(A− λI − A + µI) = (µ− λ)Rλ(A).

Äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó Íåéìàíà
∞∑
n=0

Cn äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà
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‖C‖ < 1, òîáòî |µ−λ| < 1
‖Rλ(A)‖

. Çà öi¹¨ óìîâè çãiäíî ç òåîðåìîþ îïåðàòîð

A− µI òàêîæ êîðåêòíèé. À öå é îçíà÷à¹, ùî µ ∈ ρ(A).

35.12. Äîâåñòè ðåçîëüâåíòíó òîòîæíiñòü Ãiëüáåðòà:

(∀λ, µ ∈ ρ(A)) Rλ(A)−Rµ(A) = (λ− µ)Rλ(A)Rµ(A).

Ðîçãëÿíüìî i ïåðåòâîðèìî òàêèé äîáóòîê îïåðàòîðiâ:

[(Rλ(A)−Rµ(A))(A− µI)] (A− λI) =
= (Rλ(A) · (A− µI)− I)(A− λI) =

= (A− λI)−1(A− µI)(A− λI)− (A− λI) =
= A− µI − A+ λI = (λ− µ)I

(∗)

(òóò âèêîðèñòàíî òîòîæíiñòü B−1AB = A, ÿêà ïðàâèëüíà äëÿ êîìóòóþ-
÷èõ îïåðàòîðiâ A i B; à â íàøîìó âèïàäêó ñïðàâäi (A − µI)(A − λI) =
(A− λI)(A− µI)).

Iç ðiâíîñòi (∗), ÿêùî äîìíîæèòè ¨¨ ñïðàâà ñïî÷àòêó íà Rλ(A), à ïîòiì
íà Rµ(A), i âèïëèâà¹ òîòîæíiñòü Ãiëüáåðòà.

35.24. Ó ïðîñòîði C[0, 1] ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ A :
x → x′ iç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) = {x ∈ C[0, 1] : x(0) = 0}. Äîâåñòè
ïðàâèëüíiñòü òàêîãî òâåðäæåííÿ: σ(A) = ∅ (ñïåêòð ïîðîæíié).

Äîâåäåìî, ùî ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà ρ(A) = C. Ïîòðiáíî ïîêàçà-
òè, ùî äîâiëüíå ÷èñëî λ ∈ C ¹ ðåçîëüâåíòíèì çíà÷åííÿì, òîáòî ùî
ker(A−λI) = {0} i R(A−λI) = C[0, 1] (òóò R(A−λI) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó
çíà÷åíü îïåðàòîðà A− λI).

Ðîçãëÿíüìî ðiâíÿííÿ (A − λI)x = 0 iç óìîâîþ x(0) = 0. Ìà¹ìî
ðiâíÿííÿ x′(t) = λx(t), çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹ ôóíêöiÿ
x(t) = Ceλt. Ç óìîâè x(0) = 0 âèïëèâà¹, ùî C = 0. Òîìó x(t) ≡ 0.
À öå îçíà÷à¹, ùî ker(A− λI) = {0}.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (A − λI)x = y iç óìîâîþ x(0) = 0,
äå y ∈ C[0, 1] - äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Çàäà÷à çâåëàñÿ äî òàêî¨ çàäà÷i
Êîøi: {

x′(t)− λx(t) = y(t),
x(0) = 0.

Iç êóðñó äèôåðåííöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäîìî, ùî òàêà çàäà÷à ìà¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê, áî λx(t) + y(t) - íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Öå é îçíà÷à¹, ùî
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ðiâíÿííÿ (A − λI)x = y ðîçâ'ÿçíå äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y. Òîìó
R(A− λI) = C[0, 1].

35.27. Íåõàé

∀x = (x1, x2, . . .) ∈ `2 Ax = (0, x1, x2, . . .), Bx = (x2, x3, . . .).

Çíàéòè òî÷êîâèé, çàëèøêîâèé i íåïåðåðâíèé ñïåêòðè êîæíîãî ç öèõ
îïåðàòîðiâ.

Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè òâåðäæåííÿ ïðî ñïåêòð, äîâåäåíi ó ëåêöiÿõ, i òå, ùî öå ¹ îïåðàòîðè

ïðàâîñòîðîííüîãî i ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó, ÿêi ìè âæå ðîçãëÿäàëè ó �34.1 i ïîêàçàëè, ùî A∗ = B.

Ðîçãëÿíüìî ðiâíÿííÿ Ax = λx ïîêîîðäèíàòíî:

(0, x1, x2, . . .) = λ(x1, x2, x3, . . .),
0 = λx1,
x1 = λx2,
x2 = λx3,
. . .

ßêùî ó ïåðøîìó ðÿäêó íåñêií÷åíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü λ = 0, òî òîäi x1 =
x2 = x3 = · · · = 0. ßêùî æ x1 = 0, à λ 6= 0, òî òîäi x2 = x3 = · · · = 0.
Ó êîæíîìó âèïàäêó x = 0. Òîìó îïåðàòîð A íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü:
σp(A) = ∅.

Ðîçãëÿíüìî ðiâíÿííÿ Bx = λx ïîêîîðäèíàòíî:

(x2, x3, . . .) = λ(x1, x2, x3, . . .),
x2 = λx1,
x3 = λx2,
x4 = λx3,
. . .

×èñëî x1 ìîæå áóòè äîâiëüíå, à âñi íàñòóïíi êîîðäèíàòè âåêòîðà x
òàêi: x2 = λx1, x3 = λx2 = λ2x1, x4 = λx3 = λ3x1, ..., xn = λn−1x1, ...
Àëå âåêòîð-ïîñëiäîâíiñòü x íå äîâiëüíèé. Âií ïîâèíåí íàëåæàòè äî ïðî-
ñòîðó `2:

(x1, λx1, λ
2x1, λ

3x1, . . .) ∈ `2,
òîáòî íîðìà öüîãî åëåìåíòà ìà¹ áóòè ñêií÷åííà:√

|x1|2 + |λx1|2 + |λ2x1|2 + |λ3x1|2 + · · · =
= |x1|

√
1 + |λ|2 + |λ|4 + |λ|6 + · · · =
= |x1|

√
1

1−|λ|2 < +∞.
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Öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî |λ| < 1 (òîäi ïiä êîðåíåì ñóìà íåñêií÷åí-
íî ñïàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨). Òîìó σp(B) = {λ ∈ C : |λ| < 1}
(âíóòðiøíiñòü êðóãà ðàäióñà 1):

Äëÿ ÷èñëà λ âiäïîâiäíèé âëàñíèé åëåìåíò òàêèé: x1(1, λ, λ
2, λ3, . . .).

Îñêiëüêè ñïåêòð îïåðàòîðà çàâæäè ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òî âåñü
êðóã {λ : |λ| ≤ 1} íàëåæèòü äî σ(B). ßê âæå âiäîìî ç ïîïåðåäíüîãî
ìàòåðiàëó, ‖B‖ = 1 (à òàêîæ i ‖A| = 1). Ñïåêòð îïåðàòîðà ìiñòèòüñÿ â
êðóçi ç öåíòðîì ó òî÷öi 0 i ðàäióñîì, ùî äîðiâíþ¹ íîðìi îïåðàòîðà. Òîìó
σ(B) = {λ : |λ| ≤ 1}.

Òåïåð äîñëiäèìî òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, â ÿêèõ |λ| = 1. Äëÿ òà-
êèõ ÷èñåë λ îïåðàòîð B−λI îáîðîòíèé, áî λ 6∈ σp(B). Çíàéäåìî ìíîæèíó
çíà÷åíü R(B − λI), òîáòî ñóêóïíiñòü òàêèõ åëåìåíòiâ y = (y1, y2, . . .), ùî

x2 − λx1 = y1,
x3 − λx2 = y2,
. . .

Î÷åâèäíî, ùî R(B − λI) ìiñòèòü âñi ôiíiòíi âåêòîðè y (òîáòî òi, ó ÿêèõ
ñêií÷åííà êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò), ùî ¹ îáðàçàìè ôiíiòíèõ âå-
êòîðiâ x ïðè âiäîáðàæåííi B−λI. (Ñïðàâäi, áåðåìî x1 äîâiëüíèì ÷èíîì,
à x2 = λx1 + y1, x3 = λx2 + y2, i ò.ä.) Ìíîæèíà ôiíiòíèõ âåêòîðiâ âñþäè
ùiëüíà â ïðîñòîði `2.

1 Òîìó ìíîæèíà R(B−λI) âñþäè ùiëüíà â `2, òîáòî
R(B − λI) = `2. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñïåêòðó öå îçíà÷à¹, ùî íåïåðåðâíèé
ñïåêòð σc(B) = {λ : |λ| = 1}, à çàëèøêîâèé ñïåêòð σr(B) = ∅.

1Ïîÿñíåííÿ äëÿ òèõ, õòî íå ïîâiðèâ íà ñëîâî, àëå ñàì íå çíà¹, ÷îìó öå òàê. Áóäü-

ÿêèé âåêòîð x = (x1, x2, . . .) ç ÿêîþ çàâãîäíî òî÷íiñòþ ìîæíà íàáëèçèòè çà íîðìîþ

ïðîñòîðó `2 òàêîþ ïîñëiäîâíiñòþ ôiíiòíèõ âåêòîðiâ: x(n) = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .), áî

‖x− x(n)‖ =
√

+∞∑
k=n+1

|xk|2 →
n→∞

0 ÿê çàëèøîê çáiæíîãî ðÿäó.
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Çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè íåïåðåðâíèé i çàëèøêîâèé ñïåêòðè îïåðàòîðà A.
Îñêiëüêè îïåðàòîðè A i B âçà¹ìíî ñïðÿæåíi, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì
ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ñïåêòðiâ ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

σ(A) = σ(B) = {λ : |λ| ≤ 1} = σr(A) ∪ σc(A).

Êðiì öüîãî, ÿê âiäîìî,

λ ∈ σr(A)⇒ λ ∈ σp(A∗) i λ ∈ σp(A)⇒ λ ∈ σp(A∗) ∪ σr(A∗).

Òîìó äëÿ λ ∈ σp(B) (òîáòî äëÿ ÷èñåë |λ| < 1) ìà¹ìî, ùî
λ ∈ σp(A) ∪ σr(A) = σr(A). Îòæå, {λ : |λ| < 1} ⊆ σr(A). Ëåãêî
çðîçóìiòè, ùî òóò ìóñèòü áóòè çíàê ðiâíîñòi, áî ÿêáè
ïåâíå ÷èñëî λ0 iç |λ0| = 1 íàëåæàëî äî σr(A), òî òîäi âiäïîâiäíå
ñïðÿæåíå ÷èñëî λ0 ∈ σp(B), ùî, ÿê ìè áà÷èëè, íåïðàâèëüíî. Iç öüîãî
îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî, ùî íåïåðåðâíèé ñïåêòð σc(A) = {λ : |λ| = 1}.

Ïiäñóìîê òàêèé:

σp(A) = ∅, σr(A) = {λ : |λ| < 1}, σc(A) = {λ : |λ| = 1},

σp(B) = {λ ∈ C : |λ| < 1}, σc(B) = {λ : |λ| = 1}, σr(B) = ∅.

35.33. Íåõàé îïåðàòîð A âèçíà÷åíî â ïðîñòîði C[0; 1] ðiâíiñòþ
(Ax)(t) = t · x(t) (îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó). Äîâåñòè,
ùî σ(A) = σr(A) = [0; 1].

Äëÿ âèçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó öüîãî îïåðàòîðà ðîçãëÿíåìî ðiâ-
íÿííÿ tx(t) = λx(t), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(t− λ)x(t) = 0, t ∈ [0; 1].

Òóò çìiííà t ïðîáiãà¹ [0; 1], à ÷èñëî λ - äîâiëüíå êîìïëåêñíå. Î÷åâèäíî,
ùî x(t) = 0 çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, îäíî¨ òî÷êè t = λ. Àëå ôóíêöiÿ x(t)
çà óìîâîþ íåïåðåðâíà, òîìó x(t) ≡ 0. Îòæå, σp(A) = ∅.

Îöiíèìî íîðìó îïåðàòîðà A:

‖Ax‖ = max
0≤t≤1

|(Ax)(t)| = max
0≤t≤1

|tx(t)| ≤ max
0≤t≤1

|x(t)| = ‖x‖,

çâiäêè ‖A‖ ≤ 1. Äëÿ ôóíêöi¨ x(t) ≡ 1 ìà¹ìî: ‖x‖ = 1 i ‖Ax‖ =
= max

0≤t≤1
|t| = 1, òîìó ‖A‖ = 1. Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð A ñàìîñïðÿæå-

íèé. Òîìó éîãî ñïåêòð äiéñíèé i ìiñòèòüñÿ ó âiäðiçêó [−1; 1].
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Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (A− λI)x(t) = y(t) äëÿ ÷èñåë λ ∈ [−1; 1]. Çàïè-
øåìî éîãî òàê:

(t− λ)x(t) = y(t).

ßêùî λ ∈ [−1; 0), òî ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

x(t) =
y(t)

t− λ

i ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð (A− λI)−1 : y(t)→ y(t)
t−λ ¹ îáìåæåíèé

i çàäàíèé íà âñüîìó ïðîñòîði. Òîìó [−1; 0) ⊂ ρ(A).

ßêùî æ λ ∈ [0; 1], òî îäåðæó¹ìî, ùî y(λ) = 0, ôóíêöiÿ y ìà¹ çíà÷å-
ííÿ 0 ïðè t = λ. Âèñíîâîê iç öüîãî òàêèé: îïåðàòîð Rλ(A) = (A − λI)−1
iñíó¹, àëå éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç òèõ ôóíêöié
y(t) ∈ C[0; 1], ÿêi ïåðåòâîðþþòüñÿ â 0 ïðè t = λ. Òàêà ìíîæèíà ôóíêöié
íå ùiëüíà â ïðîñòîði C[0; 1] (òîìó ùî íå êîæíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ ìî-
æíà íàáëèçèòè ÿê çàâãîäíî òî÷íî òàêèìè ôóíêöiÿìè y(t) çà íîðìîþ
ïðîñòîðó C[0; 1]; ñïðàâäi, max0≤t≤1, y∈C[0;1], y(λ)=0 |z(t) − y(t)| ≥ |z(λ)|).
Òîìó σr(A) = [0; 1] i σc(A) = ∅ i σ(A) = σr(A) = [0; 1].

35.37. Çíàéòè ñïåêòð, ðåçîëüâåíòó òà ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ îïåðàòîðà
A : C[0; 1]→ C[0; 1], ÿêùî (Ax)(t) = x(0) + tx(1).

Îïåðàòîð A çàäàíèé íà âñüîìó ïðîñòîði C[0; 1], à ìíîæèíà éîãî çíà-
÷åíü ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç ìíîãî÷ëåíiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ. Î÷åâèäíî, ùî
öå ëiíiéíèé îïåðàòîð. Iç íåðiâíîñòi

‖Ax‖ = max
0≤t≤1

|x(0) + tx(1)| ≤ 2‖x‖

âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ ≤ 2. Äëÿ ôóíêöi¨ x(t) ≡ 1 ìà¹ìî ‖x‖ = 1 i (Ax)(t) =
1 + t, ‖Ax‖ = 2, çâiäêè ‖A‖ = 2.

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A. Ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ

x(0) + tx(1) = λx(t), 0 ≤ t ≤ 1.

Ó âèïàäêó λ 6= 0 áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ x(t) ìà¹ òàêèé âèãëÿä: x(t) = α+βt.
Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç ó ðiâíÿííÿ:

α + t(α + β) = λα + λβt.
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Îñêiëüêè ôóíêöi¨ 1 i t ëiíiéíî íåçàëåæíi íà [0; 1], òî îäåðæó¹ìî ñèñòåìó{
(1− λ)α = 0,
α + (1− λ)β = 0.

ßêùî λ 6= 1, òî α = 0 i β = 0. Íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê x(t) íàñ íå âëàøòîâó¹,
áî âií íå ¹ âëàñíèì åëåìåíòîì. Òîìó λ = 1, iç äðóãîãî ðiâíÿííÿ α = 0,
à ÷èñëî β äîâiëüíå. Âiäïîâiäíèé âëàñíèé åëåìåíò x(t) = βt àáî ïðîñòî
x(t) = t ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè.

Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëî λ = 0 òàêîæ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A.
Òåïåð ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

x(0) + tx(1) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹ ïðè t = 0 i t = 1, ùî x(0) = 0, x(1) = 0. Òîìó íå-
òðèâiàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ÿêi
ïåðåòâîðþþòüñÿ â 0 ó òî÷êàõ t = 0 i t = 1.

Ðîáèìî âèñíîâîê, ùî îïåðàòîð A ìà¹ äâà âëàñíi çíà÷åííÿ: 0 i 1. Òåïåð
äîâåäåìî, ùî âñi iíøi òî÷êè λ ∈ C ¹ ðåãóëÿðíèìè òî÷êàìè öüîãî îïåðà-
òîðà. Íåõàé λ 6= 0 i λ 6= 1 i y = y(t) - äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó C[0; 1].
Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ

(Ax)(t)− λx(t) = y(t), 0 ≤ t ≤ 1,

x(0) + tx(1)− λx(t) = y(t).

Ïiäñòàâèìî ó öå ðiâíÿííÿ ñïî÷àòêó t = 0, à ïîòiì t = 1 i çíàéäåìî

x(0) =
y(0)

1− λ
, x(1) =

y(1)

1− λ
− y(0)

(1− λ)2
.

Òîìó ðîçâ'ÿçîê x(t) öüîãî ðiâíÿííÿ òàêèé:

x(t) =
y(0)

λ(1− λ)
+ t

y(1)

λ(1− λ)
− t y(0)

λ(1− λ)2
− y(t)

λ
.

Òóò ôóíêöiÿ y(t) ìîæå áóòè äîâiëüíîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Îòæå,
ìíîæèíà çíà÷åíü îïåðàòîðà A − λI (ïðè λ 6= 0 i λ 6= 1) ¹ âåñü ïðîñòið,
îïåðàòîð A−λI ìà¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð, äiÿ ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(A− λI)−1y(t) = y(0)

λ(1− λ)
+ t

y(1)

λ(1− λ)
− t y(0)

λ(1− λ)2
− y(t)

λ
.
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Âèäíî áåçïîñåðåäíüî, ùî öåé îïåðàòîð íåïåðåðâíèé. Öå òàêîæ âèïëèâà¹
i ç òåîðåìè Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð. Òîìó âií ¹ ðåçîëüâåíòîþ
îïåðàòîðà A ïðè λ 6= 0 i λ 6= 1.

Òåïåð îñòàòî÷íà âiäïîâiäü ïðî ñïåêòð: σ(A) = σp(A) = {0, 1} - äâî-
åëåìåíòíà ìíîæèíà.

Ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì r(A) îïåðàòîðà íàçèâàþòü ìàêñèìóì ìîäóëÿ
òî÷îê ñïåêòðà. Î÷åâèäíî, äëÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà r(A) = 1.

Ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìîæíà îá÷èñëèòè i çà ôîðìóëîþ

r(A) = lim
n→∞

(‖An‖)
1
n . Çíàéäåìî ñòåïåíi îïåðàòîðà A:

(Ax)(t) = x(0) + tx(1),

(A2x)(t) = A(Ax)(t) = A(x(0) + tx(1)) =

= x(0) + t(x(0) + x(1)),

(A3x)(t) = A(x(0) + t(x(0) + x(1))) = x(0) + t(x(0) + x(0) + x(1)) =

= x(0) + t(2x(0) + x(1)),

. . .

(Anx)(t) = x(0) + t((n− 1)x(0) + x(1)),

. . . .

Òîìó ‖Anx‖ = max
0≤t≤1

|x(0) + t((n − 1)x(0) + x(1))| ≤ (1 + n)‖x‖.
Äëÿ ôóíêöi¨ x(t) ≡ 1 ìà¹ìî: ‖x‖ = 1 i ‖Anx‖ = 1 + n, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî ‖An‖ = 1 + n. Ïðè n = 1 ‖A‖ = 2, ùî ìè âæå çíàëè
i âèùå. Òîìó

r(A) = lim
n→∞

(1 + n)
1
n = lim

n→∞
n
√
1 + n = 1.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî õòîñü ïîäóìàâ, ùî òóò ïîòðiáíî çãàäàòè âàæëèâó ãðàíèöþ, ÿêà äîðiâíþ¹ e,

òî öå íàñëiäîê ïåðåâòîìè âiä ÷èòàííÿ òàêîãî äîâãîãî òåêñòó i éîìó êîðèñíî îñâiæèòè ãîëîâó.

Çàäà÷à iç ñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè. Íåõàé A i B - ëiíiéíi îïå-
ðàòîðè ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði Cn òàêi, ùî AB = BA. Äîâåñòè,
ùî iñíó¹ ñïiëüíèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ öèõ îïåðàòîðiâ.

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð x ∈ Cn òàêèé, ùî
Ax = λx i Bx = µx.
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/ Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé v - âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A, òîáòî Av = λv,
äå λ ∈ C. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð A(Bv):

A(Bv) = B(Av) = B(λv) = λ(Bv).

Öå îçíà÷à¹, ùî Bv - òàêîæ âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A iç âëàñíèì çíà-
÷åííÿì λ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ k ∈ N âåêòîð

A(Bkv) = Bk(Av) = Bk(λv) = λ(Bkv).

Òîìó Bkv - òàêîæ âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A iç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ,
äå k > 0. Îòæå, ∀a ∈ C A(aBkv) = λ(aBkv).

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà f(z) ∈ C[z] f(B)v -
òàêîæ âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A iç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ. Ñïðàâäi,
íåõàé

f(z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n.

Òîäi
f(B)v = c0v + c1Bv + . . .+ cnB

nv,

A(f(B)v) = c0Av + c1A(Bv) + . . .+ cnA(B
nv) =

= c0λv + c1λBv + . . .+ cnλB
nv = λf(B)v.

Îòæå,
A(f(B)v) = λf(B)v. (1)

Ðîçãëÿíåìî ñïèñîê n+ 1 âåêòîðiâ ó ïðîñòîði Cn:

v, Bv, B2v, . . . , Bnv.

Îñêiëüêè âîíè ëiíiéíî çàëåæíi, òî iñíóþòü ÷èñëà a0, a1, . . . , an, íå âñi ðiâíi
íóëþ, òàêi, ùî

a0v + a1Bv + a2B
2v + . . .+ anB

nv = 0.

Âèçíà÷èìî ïîëiíîì

p(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . .+ anz

n.

Çðîçóìiëî, ùî p(B)v = 0. Ðîçêëàäåìî p(z) íà ìíîæíèêè:

p(z) = a(z − µ1)(z − µ2) . . . (z − µn).
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Òîäi
a(B − µ1I)(B − µ2I) . . . (B − µnI)v = 0.

Ðîçãëÿäà¹ìî öåé äîáóòîê ñïðàâà íàëiâî i âñòàíîâëþ¹ìî, iç ÿêîãî íîìåðà
äîáóòîê ñòà¹ íóëüîâèì. Íåõàé äëÿ íîìåðà m äîáóòîê íåíóëüîâèé, à äëÿ
m− 1 ñòà¹ íóëüîâèì:

(B − µmI) . . . (B − µnI) 6= 0.

Ïîçíà÷èìî
q(z) = (z − µm)(z − µm+1) . . . (z − µn)

òàê, ùî
q(B)v 6= 0, à (B − µm−1I)q(B)v = 0.

Ïåðåïîçíà÷èìî µ = µm−1 i çàïèøåìî

(B − µI)q(B)v = 0. (2)

Ïðèéìåìî
w := q(B)v 6= 0.

Òîäi çà (2) Bw = µw i çà (1) Aw = λw. Öå äîâîäèòü, ùî w - ñïiëüíèé
âëàñíèé âåêòîð. I
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38. Êîìïàêòíi îïåðàòîðè

38.1. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ êîìïàêòíèì îïåðàòîð

A : `2 3 x = (x1, x2, . . .) 7→ Ax ∈ `2,

ÿêùî:
i) Ax = (0, x1, x2, . . .); ii) Ax = (x2, x3, . . .).

Çàäàíî îïåðàòîðè ïðàâîñòîðîííüîãî i ëiâîñòîðîíüîãî çñóâó íà îäíó
îäèíèöþ. Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð A : X → Y íàçèâàþòü êîìïàêòíèì,
ÿêùî âií ïåðåâîäèòü êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó E ïðîñòîðó X ó âiäíî-
ñíî êîìïàêòíó ìíîæèíó AE ïðîñòîðó Y . (Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî îïåðà-
òîð ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó êóëþ ó âiäíîñíî êîìïàêòíó ìíîæèíó, òî âií
êîìïàêòíèé.) Ó öüîìó ïðèêëàäi X = Y = `2. Ìíîæèíó E íàçèâàþòü
îáìåæåíîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòüñÿ â äåÿêié êóëi. Ìíîæèíó M íàçèâàþòü
âiäíîñíî êîìïàêòíîþ, ÿêùî êîæíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê öi¹¨
ìíîæèíè ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü (ïðîòå, íà âiäìiíó âiä îçíà÷åí-
íÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè, òà ïiäïîñëiäîâíiñòü ìîæå çáiãàòèñÿ äî åëåìåíòà,
ùî íå íàëåæèòü äî ñàìî¨ ìíîæèíè M). ßê âiäîìî ç ëåêöi¨, ó íåñêií÷åí-
íîâèìiðíîìó ïðîñòîði H = `2 iñíó¹ îáìåæåíà, àëå íå öiëêîì îáìåæåíà
ìíîæèíà, à ñàìå ìíîæèíà E = {en}∞n=1 îðòiâ ïðîñòîðó: e1 = (1, 0, 0, . . .),
e2 = (0, 1, 0, . . .), e3 = (0, 0, 1, 0, . . .), . . ., en = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, . . .), . . ..

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàóñäîðôà öÿ ìíîæèíà îðòiâ íå ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ,
òîáòî íå êîæíà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê öi¹¨ ìíîæèíè ìiñòèòü ôóíäàìåí-
òàëüíó ïîñëiäîâíiñòü. Òîìó çðîçóìiëî, ùî öÿ ìíîæèíà E íå ¹ âiäíîñíî
êîìïàêòíîþ. Îïåðàòîð A ç ïóíêòó i) ïåðåâîäèòü îáìåæåíó ìíîæèíó E â
¨¨ ïiäìíîæèíó AE = {en}∞n=2, ÿêà íå ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ. Âèñíîâîê:
îïåðàòîð A íå ¹ êîìïàêòíèì. Îïåðàòîð A iç ïóíêòó ii) ïåðåâîäèòü ìíî-
æèíó E ó ìíîæèíó AE = {0} ∪E, ÿêà òàêîæ íå ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ.
Âèñíîâîê: öåé îïåðàòîð A òàêîæ íå ¹ êîìïàêòíèì.

38.2. i) Ax = (x1,
1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . .); ii) Ax = (x1,

1
2
x2, . . . ,

n−1
n
xn, . . .).

Äëÿ äîâåäåííÿ êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðà A ïóíêòó i) ðîçãëÿíåìî
òàêó ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ An:
Anx = (x1,

1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, 0, . . .) (òîáòî çàíóëþ¹ìî âñi êîîðäèíàòè âåêòîðà

ïiñëÿ íîìåðà n). ßê âiäîìî, âñi ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè ¹ êîìïàêòíè-
ìè. Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà

1



A çà íîðìîþ (òîáòî ðiâíîìiðíî):

‖A− An‖ = sup
‖x‖=1

‖(A− An)x‖ = sup
‖x‖=1

(
∞∑

k=n+1

| 1
k
xk|2

)1/2

≤

≤ sup
k>n

1
k
· sup
‖x‖=1

(
∞∑

k=n+1

|xk|2
)1/2

≤ 1
n+1
· 1 →

n→∞
0.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ, ùî ìíîæèíà êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíèì äâîñòîðîííiì iäåàëîì àëãåáðè âñiõ ëiíiéíèõ îáìå-
æåíèõ îïåðàòîðiâ, iç öüîãî âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà A.

Çíîâó ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó îðòiâ ïðîñòîðó `2: E = {en}∞n=1. Çíàéäåìî
îáðàç öi¹¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ïðîñòîðó `2 ïðè âiäîáðàæåííi A ïóíêòó ii).
Î÷åâèäíî, ùî Ae1 = (1, 0, 0, . . .), Ae2 = (0, 1

2
, 0, . . .), Ae3 = (0, 0, 2

3
, 0, . . .),

. . ., Aen = (0, . . . , 0,
n− 1

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .), . . .. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà AE, ÿê i

ñàìà ìíîæèíà E, íå ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ i íå ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ.
Îïåðàòîð A ïåðåâîäèòü îáìåæåíó ìíîæèíó ó ìíîæèíó, ÿêà íå ¹ âiäíîñíî
êîìïàêòíîþ. Òîìó âií íå ¹ êîìïàêòíèì.

38.5. Íåõàé {an}∞n=1 - ôiêñîâàíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë (äié-
ñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ). Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : `2 3 x 7→
(a1x1, a2x2, . . . , anxn, . . .) êîìïàêòíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè lim

n→∞
an = 0.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé en = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n

, 0, . . .), n = 1, 2, . . .. Îñêiëü-

êè öÿ ïîñëiäîâíiñòü îðòîíîðìîâàíà, òî âîíà ñëàáî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ:
en

w→
n→∞

0. Îïåðàòîð A êîìïàêòíèé, òîìó âií (çãiäíî ç òâåðäæåííÿì ç ëå-

êöi¨) ïåðåâîäèòü öþ ïîñëiäîâíiñòü ó ñèëüíî çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî
‖Aen‖ →

n→∞
0. Àëå ‖Aen‖ = |an|. Çâiäñè lim

n→∞
|an| = 0 i lim

n→∞
an = 0.

Äîñòàòíiñòü. Ñàìîñòiéíî çà àíàëîãi¹þ ç äîâåäåííÿì ïðèêëàäó 38.2i).
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38.12. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç çàçíà÷åíèõ îïåðàòîðiâ A : C[0, 1] → C[0, 1]
¹ êîìïàêòíèìè:

i) (Ax)(t) = x(0) + tx(1);

ii) (Ax)(t) = x(t2);

iii) (Ax)(t) =
1∫
0

etsx(s) ds.

i) Öåé îïåðàòîð, î÷åâèäíî, ¹ ëiíiéíèé i íåïåðåðâíèé. Êîìïàêòíiñòü
îïåðàòîðà A ìîæíà äîâåñòè çãiäíî ç òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi. Íåõàé M
- îáìåæåíà ìíîæèíà ôóíêöié ó ïðîñòîði C[0, 1], òîáòî iñíó¹ òàêå ÷èñëî
C > 0, ùî ∀x ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖x‖ ≤ C, äå x(t) - íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ íà [0, 1]. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà AM ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà é
îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.

Ñïðàâäi, ïî-ïåðøå,

∀x ∈M ‖Ax‖ = max
0≤t≤1

|x(0) + tx(1)| ≤
≤ max

0≤t≤1
|x(0)|+ max

0≤t≤1
|tx(1)| ≤ 2‖x‖ ≤ 2C,

ïî-äðóãå,

∀x ∈M i ∀t1, t2 ∈ [a, b], ÿêùî |t1 − t2| < δ, òî
|(Ax)(t1)− (Ax)(t2)| = |x(0) + t1x(1)− x(0)− t2x(1)| ≤

≤ δ · ‖x‖ ≤ δ · C = ε, ïðè÷îìó δ = C
ε
.

(Çàóâàæåííÿ. ßêùî ðîçãëÿäàòè öåé ñàìèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði L2(0, 1),
òî âií íå ¹ êîìïàêòíèé. Ñàìîñòiéíî ïîÿñíèòè ïðè÷èíó öüîãî ôàêòó. Õòî
ïîÿñíèòü, áóäå âèíàãîðîäæåíèé.)

ii) Íi, áî A ïåðåâîäèòü îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü xn(t) = tn ó ìíîæè-
íó, ÿêà íå âiäíîñíî êîìïàêòíà â ïðîñòîði C[0, 1]. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî
n ìà¹ìî ‖xn‖ = max

0≤t≤1
|tn| = 1, à Atn = t2n, ïðè÷îìó ç ïîñëiäîâíîñòi t2n

íåìîæëèâî âèáðàòè çáiæíó â C[0, 1] ïiäïîñëiäîâíiñòü, òîìó ùî öÿ ïîñëi-
äîâíiñòü ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨.

iii) Äîâåäåìî êîìïàêòíiñòü öüîãî îïåðàòîðà çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi.
Íåõàé M - îáìåæåíà çà íîðìîþ ïðîñòîðó C[0, 1] ìíîæèíà ôóíêöié, òîá-
òî ∃C > 0 ∀x ∈ M ‖x‖ ≤ C. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó N = AM = {Ax :
x ∈M}. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà N âiäíîñíî êîìïàêòíà â C[0, 1], ùî çãi-
äíî ç òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi îçíà÷à¹, ùî âîíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà
é îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà. Ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü (ÿêà îçíà÷à¹, ùî âñi
ôóíêöi¨ öi¹¨ ìíîæèíè îáìåæåíi çà íîðìîþ îäíèì ÷èñëîì, à öå ñèëüíiøà
âèìîãà, íiæ îáìåæåíiñòü çà íîðìîþ êîæíî¨ îêðåìî¨ ôóíêöi¨) ìíîæèíè
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N âèïëèâà¹ ç îáìåæåíîñòi ìíîæèíè M :

‖Ax‖ = max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

etsx(s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ e · max
0≤s≤1

|x(s)| ·
1∫

0

ds = e‖x‖ ≤ Ce.

Äëÿ äîâåäåííÿ îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi (ÿêà îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî δε > 0, íåçàëåæíå âiä ôóíêöi¨ x, äëÿ
ÿêîãî ç óìîâè |t1 − t2| < δ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |(Ax)(t1)− (Ax)(t2)| < ε)
ìíîæèíè N ðîçãëÿíåìî

|(Ax)(t1)−(Ax)(t2)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(et1s − et2s)x(s) ds

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

et2s(e(t1−t2)s − 1)x(s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ e

1∫
0

|e(t1−t2)s − 1| · |x(s)| ds ≤ Ce

1∫
0

|e(t1−t2)s − 1| ds ≤

≤ Ce

1∫
0

e|t1 − t2|s ds =
1

2
Ce2|t1 − t2|

(òîìó ùî ex − 1 ≤ ex ïðè 0 ≤ x ≤ 1). Çàóâàæèìî, ùî òóò ìîæíà áóëî
îöiíþâàòè i çà ôîðìóëîþ Ëàãðàíæà ïðî êiíöåâèé ïðèðiñò.

ßêùî òåïåð ïðèéíÿòè, ùî |t1 − t2| < δ = 2ε
Ce2

, òî ç öèõ íåðiâíî-
ñòåé îäåðæó¹ìî |(Ax)(t1) − (Ax)(t2)| < ε äëÿ âñiõ ôóíêöié x ∈ M .
Äîâåäåííÿ çàêií÷åíå.

38.18. Äîâåñòè, ùî îðòîïðî¹êòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði êîìïà-
êòíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî îáëàñòü çíà÷åíü ñêií÷åííîâèìiðíà.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé P : H → G êîìïàêòíèé. Äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëå-
æíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî G - íåñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåñêií÷åííó ìíîæèíó îðòiâ (òîáòî âåêòîðiâ ç íîð-
ìîþ 1, ÿêi âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi) ó ìíîæèíi G. Çðîçóìiëî, ùî îïåðàòîð
P âiäîáðàæà¹ öþ ìíîæèíó ñàìó íà ñåáå. Öÿ ìíîæèíà îðòiâ îáìåæåíà,
àëå íå âiäíîñíî êîìïàêòíà (öå äîâåäåíî ó ëåêöi¨). Òîìó îïåðàòîð P íå ¹
êîìïàêòíèì. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç óìîâîþ.
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Äîñòàòíiñòü. ßêùî P : H → G - îðòîïðî¹êòîð i G - ñêií÷åííîâèìið-
íèé ïiäïðîñòið, òî îïåðàòîð P ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, à òîìó i êîìïàêòíèì.

38.23. Äîâåñòè, ùî êîìïàêòíèé îïåðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
âiäîáðàæà¹ ñëàáêî çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi ó ñèëüíî çáiæíi.

Ó ëåêöiÿõ ¹ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ. Òóò ðîçãëÿíåìî cïðîùåíå
äîâåäåííÿ. Íåõàé A : H → H - êîìïàêòíèé îïåðàòîð i íåõàé xn

w→
n→∞

x â

H. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ xn ñëàáêî çáiæíà, òî âîíà îáìåæåíà
çà íîðìîþ (öå ëåãêî äîâåñòè). À îñêiëüêè îïåðàòîð A êîìïàêòíèé, òî âií
ïåðåâîäèòü öþ îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü ó âiäíîñíî êîìïàêòíó ìíîæèíó,
òîáòî ç ìíîæèíè îáðàçiâ Axn ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü
Axnk

. Íåõàé Axnk
→

k→∞
y. Àëå ïîñëiäîâíiñòü Axn, ÿê ëåãêî âèâåñòè ç íåïå-

ðåðâíîñòi A, ¹ ñëàáêî çáiæíîþ. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü Axn íå ìîæå ìàòè
áiëüøå îäíî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè. Îòæå, Axn - çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü.
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39. Íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíi òà

ôðåäãîëüìîâi îïåðàòîðè

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçèâàþòü íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèì,
ÿêùî ìíîæèíà çíà÷åíü R(A) öüîãî îïåðàòîðà çàìêíåíà â H, òîáòî
R(A) = R(A) àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, H = R(A) ⊕ kerA∗. (Ïðî
ïîçíà÷åííÿ: kerA∗ - öå òå ñàìå, ùî Z(A∗) - ÿäðî îïåðàòîðà.)

Îïåðàòîð íàçèâàþòü ôðåäãîëüìîâèì, ÿêùî, êðiì òîãî, dimkerA =
dimkerA∗ < +∞.

39.2. ×è ¹ îïåðàòîð A : L2(0, 1)→ L2(0, 1) òàêèé, ùî

∀x ∈ L2(0, 1) (Ax)(t) =

t∫
0

x(s) ds,

íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèì?
Ó ïðèêëàäi 34.22 ìè çíàéøëè ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà A:

(A∗y)(t) =

∫ 1

t

y(t) dt.

Çíàéäåìî ÿäðà îïåðàòîðiâ A i A∗. ßêùî
t∫
0

x(s) ds = 0, òî ç âëàñòèâî-

ñòåé iíòåãðàëà Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî x(t)
ì.ñ.

= 0. Òîìó n = dimZ(A) =

dimkerA = 0. ßêùî
1∫
t

y(s) ds = 0, òî y(t)
ì.ñ.

= 0. Òîìó m = dimZ(A∗) =

dimkerA∗ = 0. Îòæå, ìîæåìî çíàéòè iíäåêñ îïåðàòîðà:
indA = n − m = defA − codefA = 0. ßêáè îïåðàòîð A áóâ íîðìàëü-
íî ðîçâ'ÿçíèì i m = codefA = 0, òî R(A) = L2(0, 1) = H. Ïðîòå öå,
î÷åâèäíî, ¹ íåïðàâèëüíî, òîìó ùî âñi ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè çíà÷åíü R(A)
îïåðàòîðà A àáñîëþòíî íåïåðåðâíi (ÿê iíòåãðàë Ëåáåãà) i äîðiâíþþòü íó-
ëþ ó òî÷öi 0. Ïðîñòið L2(0, 1) ìiñòèòü çíà÷íî áiëüøå ôóíêöié. Âèñíîâîê:
îïåðàòîð A íå ¹ íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèì.
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39.3. Äîñëiäèòè íà íîðìàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü òà ôðåäãîëüìîâiñòü òàêi
îïåðàòîðè A ∈ B(H):

i) A - îðòîïðî¹êòîð;
ii) A ∈ Bf (H) (òîáòî ñêií÷åííîâèìiðíèé: dimR(A) < +∞);
iii) H = `2, Ax = (0, x1, x2, . . .);
iv) H = `2, Ax = (x2, x3, . . .);
v) H = `2, Ax = (x1,

1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . .);

vi) H = `2, Ax = (2x1,
3
2
x2, . . . , (1 +

1
n
)xn, . . .).

i) Îðòîïðî¹êòîð A : H → G íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèé, áî
R(A) = G - çàìêíåíèé ïiäïðîñòið. Îðòîïðî¹êòîð çàâæäè ñàìîñïðÿæå-
íèé i òîìó dimkerA = dimkerA∗.

ßêùî îáèäâà ïðîñòîðè H i G íåñêií÷åííîâèìiðíi, òî
dimkerA, ÿê ðiçíèöÿ ðîçìiðíîñòåé ïðîñòîðiâ H i G, ìîæå áóòè ñêií÷åí-
íèì ÷èñëîì, à ìîæå áóòè i íåñêií÷åííèì. Ó ïåðøîìó âèïàäêó îïåðàòîð
ôðåäãîëüìiâ, à â äðóãîìó - íi.

ßêùî ïðîñòið H íåñêií÷åííîâèìiðíèé i G ñêií÷åííîâèìiðíèé, òî
dimkerA =∞ i òîìó A íå ¹ ôðåäãîëüìîâèì.

ßêùî æ H i G - ñêií÷åííîâèìiðíi, òî dimkerA = dimkerA∗ < +∞ i
A - ôðåäãîëüìiâ îïåðàòîð.

ii) ßêùî A ∈ Bf (H), òî ìíîæèíà R(A) çàìêíåíà â H i A - íîðìàëüíî
ðîçâ'ÿçíèé.

ßêùî ïðîñòið H íåñêií÷åííîâèìiðíèé i (çà óìîâîþ) R(A) ñêií÷åííî-
âèìiðíà, òî dimkerA∗ =∞ i òîìó A íå ¹ ôðåäãîëüìîâèì.

ßêùî ïðîñòið H ñêií÷åííîâèìiðíèé i R(A) ñêií÷åííîâèìiðíà, òî îáè-
äâà ÷èñëà dimkerA∗ i dimkerA ñêií÷åííi. ßêùî âîíè ðiâíi (ùî ìîæå
âèêîíóâàòèñÿ, à ìîæå i íå âèêîíóâàòèñÿ), òî òîäi îïåðàòîð A ôðåäãîëü-
ìiâ.

iii) i iv) äîñëiäæó¹ìî ðàçîì. Iç ïðèêëàäiâ 34.1 i 34.2 çíà¹ìî, ùî öi
îïåðàòîðè âçà¹ìíî ñïðÿæåíi. Äëÿ îïåðàòîðà A iç ïóíêòó iii) ìíîæèíà

R(A) = {(0, x1, x2, . . .) : (x1, x2, . . .) ∈ `2}

çàìêíåíà â `2. Êðiì öüîãî, äåôåêò îïåðàòîðà dimkerA = 0 (áî ÿêùî Ax =
0, òî x = 0). Êðiì öüîãî, êîäåôåêò îïåðàòîðà dimkerA∗ = 1 (áî ÿêùî
A∗x = 0, òî x2 = x3 = . . . = 0, à x1 - äîâiëüíå ÷èñëî, ïðè÷îìó åëåìåíòè
(x1, 0, 0 . . .) óòâîðþþòü îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið â `2). Äëÿ îïåðàòîðà A iç
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iv) äåôåêò i êîäåôåêò âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 1 i 0 (òîáòî ïðîñòî íàâïàêè
äî îïåðàòîðà A). Âèñíîâîê: öi îïåðàòîðè, î÷åâèäíî, íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíi,
àëå íå ¹ ôðåäãîëüìîâèìè.

v) Öåé îïåðàòîð, î÷åâèäíî, ñàìîñïðÿæåíèé i (çãiäíî ç 38.2 àáî 38.5)
êîìïàêòíèé. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî dimkerA = dimkerA∗ = 0. ßêáè îïå-
ðàòîð A áóâ ôðåäãîëüìîâèì, òî öå áè îçíà÷àëî, ùî R(A) = `2. Àëå êîì-
ïàêòíiñòü îïåðàòîðà A ðàçîì iç íåñêií÷åííîâèìiðíiñòþ R(A) ñóïåðå÷àòü
íîðìàëüíié ðîçâ'ÿçíîñòi A. Ïîêàæåìî öå, ïðîñòî ïðåä'ÿâèâøè âåêòîð
y ∈ `2, ÿêèé íå ìà¹ ïðîîáðàçó ïðè âiäîáðàæåííi A. Íåõàé
y = (1, 1

2
, . . . , 1

n
, . . .). Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ Ax = y íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó

â ïðîñòîði `2 (áî ïîñëiäîâíiñòü (1, 1, 1, . . .) 6∈ `2). Âèñíîâîê: îïåðàòîð íå ¹
ôðåäãîëüìîâèì.

vi) Öåé îïåðàòîð òàêîæ ñàìîñïðÿæåíèé i (çãiäíî ç 38.5) íå êîìïà-
êòíèé. Î÷åâèäíî, ùî dimkerA = dimkerA∗ = 0. Äîâåäåìî, ùî R(A) = `2.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ax = y, äå y - äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó `2.
Áà÷èìî, ùî x1 =

1
2
y1, x2 =

2
3
y2, ..., xn = n

n+1
yn, . . . Åëåìåíò

x = (1
2
y1,

2
3
y2, . . . ,

n
n+1

yn, . . .) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó `2, áî ‖x‖`2 ≤ ‖y‖`2 .
Âèñíîâîê: îïåðàòîð A ôðåäãîëüìiâ.

Ñïåêòð êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà

39.8. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîðA : `2 → `2 òàêèé, ùîAx = (0, x1,
x2
2
, x3

3
, . . .)

êîìïàêòíèé i çíàéòè éîãî ñïåêòð.

Ïîçíà÷èìî ëiòåðàìè B i C âæå âiäîìi îïåðàòîðè:

Bx = (0, x1, x2, x3, . . .), Cx = (x1,
x2
2
,
x3
3
, . . .).

Îïåðàòîð B îáìåæåíèé, àëå çãiäíî ç 38.1 íå êîìïàêòíèé, à îïåðàòîð C
çãiäíî ç 38.5 êîìïàêòíèé. Çàäàíèé îïåðàòîðA ¹ äîáóòêîì öèõ îïåðàòîðiâ:

A = B · C,

ïðè÷îìó ñàìå â òàêîìó ïîðÿäêó. (Îïåðàòîð C · B 6= B · C.) Çãiäíî ç
òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê îáìåæåíîãî i êîìïàêòíîãî îïåðàòîðiâ îïåðàòîð A
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¹ êîìïàêòíèì. Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi åëåìåíòè îïåðàòîðà A.
Ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ Ax = λx ïîêîîðäèíàòíî:

(0, x1,
x2
2
,
x3
3
, . . .) = λ(x1, x2, x3, . . .).

Áà÷èìî, ùî 

λx1 = 0,

λx2 = x1,

λx3 =
x2
2
,

. . .

λxn = xn−1

n−1
,

. . .

ßêùî ó ïåðøié ðiâíîñòi λ = 0, òî ç íàñòóïíèõ x1 = x2 = x3 = . . . = 0.
ßêùî x1 = 0 i λ 6= 0, òî x2 = x3 = . . . = 0. Ó êîæíîìó âèïàäêó x = 0.
Òîìó îïåðàòîð íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü. Îñêiëüêè A êîìïàêòíèé, òî éîãî
íåïåðåðâíèé àáî çàëèøêîâèé ñïåêòð ìîæå ìiñòèòè òiëüêè îäíå ÷èñëî
λ = 0. Êðiì öüîãî, äëÿ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà çàâæäè 0 ∈ σ(A). Ðîçãëÿ-
íåìî ðiâíÿííÿ Ax− λx = y äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ïðè λ = 0:

(0, x1,
x2
2
,
x3
3
, . . .) = (y1, y2, y3, . . .).

Çâiäñè x1 = y2, x2 = 2y3, ..., xn = nyn+1, . . . i x = (y2, 2y3, . . . , nyn+1, . . .).
Çðîçóìiëî, ùî R(A− λI)

λ=0

= `2 (áî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiíiòíîãî âåêòîðà y

iñíó¹ ïðîîáðàç x), àëå R(A− λI)
λ=0

6= `2 (áî, íàïðèêëàä, äëÿ åëåìåíòà

y = (C, 1, 1
2
, 1
3
, . . .), äå C äîâiëüíå, âiäïîâiäíèé åëåìåíò x íå íàëåæèòü äî

ïðîñòîðó `2). Âèñíîâîê: σ(A) = σc(A) = {0}.
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39.9. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : L2(−1, 1)→ L2(−1, 1) òàêèé, ùî

∀x ∈ L2(0, 1) (Ax)(s) =

1∫
−1

s2tx(t) dt,

êîìïàêòíèé i çíàéòè éîãî ñïåêòð.

Ö¹ ¹ îïåðàòîð iç íåïåðåðâíèì ÿäðîì K(t, s) = s2t. Êîìïàêòíiñòü îïå-
ðàòîðà A ìîæíà ïîÿñíþâàòè äîâãî: ðîçãëÿíóòè îäèíè÷íó êóëþ â ïðîñòî-
ði L2(−1, 1) i äîâåñòè, ùî ¨¨ îáðàç ïðè âiäîáðàæåííi A ¹ âiäíîñíî êîì-
ïàêòíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði C[−1, 1](!), à òèì áiëüøå â L2(−1, 1).
� êîðîòêå ïîÿñíåííÿ: öå îäíîâèìiðíèé îïåðàòîð (áî (Ax)(s) = Cs2, äå
ñòàëà C çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ x), òîìó âií êîìïàêòíèé.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü: (Ax)(s) = λx(s), òîáòî

1∫
−1

s2tx(t) dt = λx(s),

çâiäêè çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ x(s) ìà¹ òàêèé âèãëÿä: x(s) = Cs2. Öåé
âèðàç ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ ç iíòåãðàëîì:

s2
1∫

−1

t · Ct2 dt = λ · Cs2.

Ëiâîðó÷ iíòåãðàë ïî ñèìåòðè÷íîìó âiäðiçêó âiä íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ (ïî
çìiííié t) äîðiâíþ¹ 0, òîìó λ = 0 (à Cs2 äîðiâíþ¹ íóëþ òiëüêè â îäíié
òî÷öi s = 0). Ëåãêî çäîãàäàòèñÿ, ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ äëÿ íåâiäîìî¨
ôóíêöi¨ x (ïðè λ = 0)

s2
1∫

−1

t · x(t) dt = 0,

ùî éîãî ðîçâ'ÿçêàìè ¹ âñi ïàðíi ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó L2(−1, 1). Ïàðíi ôóí-
êöi¨ óòâîðþþòü íåñêií÷åííîâèìiðíó ìíîæèíó, áî áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ëi-
íiéíà êîìáiíàöiÿ ïàðíèõ ñòåïåíiâ çìiííî¨ t àáî êîñèíóñiâ êðàòíèõ äóã ¹
ïàðíîþ ôóíêöi¹þ. Âèñíîâîê: σ(A) = {0}, ÷èñëî λ = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åí-
íÿì íåñêií÷åííî¨ êðàòíîñòi.
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40. Ñàìîñïðÿæåíi êîìïàêòíi îïåðàòîðè.

Òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî ïîâíîòó

40.1. Íåõàé A = A∗ ∈ B(H). Äîâåñòè, ùî ∀n ∈ N ‖An‖ = ‖A‖n,
çîêðåìà r(A) = ‖A‖.

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ äëÿ n = 2. À äëÿ áiëüøèõ ÷èñåë àíàëîãi÷íî
àáî çà iíäóêöi¹þ. Ïî-ïåðøå, ÿê âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ íîðìè îïåðàòîðà,
äëÿ äîáóòêó áóäü-ÿêèõ äâîõ îïåðàòîðiâ A i B âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖. Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî îáìåæåíîãî îïåðàòîðà
A âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖A2‖ ≤ ‖A‖2. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî äëÿ
ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ó öié íåðiâíîñòi áóäå çíàê ðiâíîñòi.

ßê âiäîìî ç ïîïåðåäíiõ òåì (äèâ. îçíà÷åííÿ íîðìè îïåðàòîðà àáî
�27.23), ‖A‖ = sup

‖x‖≤1, ‖y‖≤1
|(Ax|y)| äëÿ A ∈ B(H). Òîìó

‖A2‖ = sup
‖x‖≤1

|(A2x|x)| = sup
‖x‖≤1

|(Ax|Ax)| =

= sup
‖x‖≤1

(‖Ax‖ · ‖Ax‖) =

(
sup
‖x‖≤1

‖Ax‖

)2

= ‖A‖2,

äå ìè ñïî÷àòêó âèêîðèñòàëè ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà A, ïîòiì íåðiâ-
íiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, ÿêà â öüîìó âèïàäêó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâ-
íiñòü, áî Ax = 1 · Ax, ïîòiì âëàñòèâiñòü ñóïðåìóìó äîáóòêó îäíàêîâèõ
ìíîæíèêiâ, i, â êiíöi, îçíà÷åííÿ íîðìè îïåðàòîðà.

ßê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A òàêå:
r(A) = lim

n→∞
n
√
‖An‖ = lim

n→∞
n
√
‖A‖n = ‖A‖.

40.4. Íåõàé A - ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði H, ñïåêòð ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âëàñíèõ çíà÷åíü
λ = 0 òà λ = 1. Äîâåñòè, ùî A - îðòîïðî¹êòîð.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ax = 0 ·x = 0. Âîíî çà óìîâîþ ìà¹ íåòðèâiàëüíi
ðîçâ'ÿçêè. Ïîçíà÷èìî G = kerA.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ax = 1 ·x = x. Âîíî çà óìîâîþ ìà¹ íåòðèâiàëüíi
ðîçâ'ÿçêè. Ïîçíà÷èìî K = {x : Ax = x}.

Îïåðàòîð òîòîæíèé (I) íà ïiäïðîñòîði K i íóëüîâèé íà ïiäïðîñòîði
G. Îñêiëüêè H = G ⊕ K i ∀h ∈ H h = g + k, äå g ∈ G, k ∈ K, òî
Ah = Ag + Ak = Ak = k. À öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð A ïðî¹êòó¹ âåêòîð
h íà ïiäïðîñòið K.

(Ïèòàííÿ äëÿ ïåðåâiðêè ðîçóìiííÿ: à äå âèêîðèñòàëè óìîâó ñàìîñïðÿ-
æåíîñòi îïåðàòîðà?)
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40.5. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : L2(0, 1)→ L2(0, 1), äå

∀x ∈ L2(0, 1) (Ax)(s) =

1∫
0

st(1− st)x(t) dt,

¹ ñàìîñïðÿæåíèì êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì i çíàéòè éîãî ñïåêòð.
Çàïèøåìî äiþ îïåðàòîðà òàê:

(Ax)(s) = s

1∫
0

tx(t) dt− s2
1∫

0

t2x(t) dt −

à öå ¹ ðiçíèöÿ äâîõ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ. Òîìó A êîìïàêòíèé. Ìîæíà
ïîÿñíþâàòè iíàêøå: îñêiëüêè (Ax)(s) = C1s + C2s

2, äå C1, C2 - äåÿêi
÷èñëà, ùî çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ x(s), òî îïåðàòîð äâîâèìiðíèé, òîìó
êîìïàêòíèé.

Äîâåäåìî ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà: äëÿ âñiõ x, y ∈ L2(0, 1)

(Ax|y) =
1∫
0

(Ax)(s)y(s) ds = (ðiçíèöÿ äâîõ ñàìîñïðÿæåíèõ) =

=
1∫
0

(
s

1∫
0

tx(t) dt− s2
1∫
0

t2x(t) dt

)
y(s) ds =

(çìiíþ¹ìî ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ)

=
1∫
0

(
t

1∫
0

sy(s) ds− t2
1∫
0

s2y(s) ds

)
x(t) dt = (x|(A∗y)),

äå (A∗y)(t) =
1∫
0

(ts− t2s2)y(s) ds. ßêùî òóò ïîìiíÿòè ðîëi s i t, òî áà÷èìî,

ùî A = A∗.
Iç ñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðà âèïëèâà¹, ùî éîãî ñïåêòð äiéñíèé:

σ(A) ⊂ [inf A, supA], äå inf A = inf
‖x‖=1

|(Ax|x)|, supA = sup
‖x‖=1

|(Ax|x)|, i,

êðiì öüîãî, âñi íåíóëüîâi òî÷êè ñïåêòðó - âëàñíi çíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî
ðiâíÿííÿ Ax = λx ó äâîõ âèïàäêàõ: λ 6= 0 i λ = 0.

à) λ 6= 0,

s

1∫
0

tx(t) dt− s2
1∫

0

t2x(t) dt = λx(s),
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çâiäêè x(s) = C1s+ C2s
2. Öåé âèðàç ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ:

s
1∫
0

t(C1t+ C2t
2) dt− s2

1∫
0

t2(C1t+ C2t
2) dt = λC1s+ λC2s

2,

s(C1 · 13 + C2 · 14)− s2(C1 · 14 + C2 · 15) = λC1s+ λC2s
2.

Îñêiëüêè òóò s - äîâiëüíå ÷èñëî ç [0, 1], à ôóíêöi¨ s i s2 ëiíiéíî íåçàëåæíi,
òî îäåðæó¹ìî ñèñòåìó äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò C1 i C2:{

λC1 = C1

3
+ C2

4

λC2 = −C1

4
− C2

5
,

çâiäêè {
C1(

1
3
− λ) + C2

4
= 0,

C1

4
+ C2(

1
5

+ λ) = 0.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè òiëüêè òîäi, êîëè âèçíà÷íèê äîðiâ-
íþ¹ íóëþ: ∣∣∣∣13 − λ 1

4
1
4

1
5

+ λ

∣∣∣∣ = 0, òîáòî 240λ2 − 32λ− 1 = 0.

Êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ òàêi:

λ1,2 =
16±

√
496

240
=

4±
√

31

60
=

1

15
±
√

31

60
.

Âiäïîâiäíi âëàñíi åëåìåíòè çíàõîäÿòüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî êîí-
ñòàíò, òîáòî âiäïîâiäíi âëàñíi ïiäïðîñòîðè îäíîâèìiðíi.

á) λ = 0. Î÷åâèäíî, ùî öå ÷èñëî òàêîæ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðà-
òîðà A, áî ðiâíÿííÿ

s

1∫
0

tx(t) dt− s2
1∫

0

t2x(t) dt = 0

ìà¹ áåçëi÷ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ:
1∫
0

tx(t) dt = 0,

1∫
0

t2x(t) = 0.
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Ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó òàêîìó âèãëÿäi:
x(t) = C1 + C2t+ C3t

2 àáî x(t) = C1t
10 + C2t

100 + C3t
1000.

Îòæå, σ(A) = σp(A) = {0, λ1, λ2}.

40.6. Íåõàé

K(t, s) =

{
t(1− s), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

i ∀x ∈ L2(0, 1) (Ax)(t) =

1∫
0

K(t, s)x(s) ds.

Äîâåñòè, ùî A = A∗ ∈ B∞(L2(0, 1)) i çíàéòè éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ òà
âëàñíi åëåìåíòè.

Äiþ îïåðàòîðà A ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(Ax)(t) =
t∫
0

s(1− t)x(s) ds+
1∫
t

t(1− s)x(s) ds =

= (1− t)
t∫
0

sx(s) ds+ t
1∫
t

(1− s)x(s) ds.

Äîâåäåííÿ ñàìîñïðÿæåíîñòi àíàëîãi÷íå äî ïðèêëàäó 40.5, àëå òóò çìi-
íà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ òîíøà, áî ìåæi çìiííi. Çàâäàííÿ: ñàìîñòiéíî
çàïèñàòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê (Ax|y), íàðèñóâàòè îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ,
çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ i ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîð ñàìîñïðÿæå-
íèé. Êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà ïîÿñíþ¹ìî àíàëîãi÷íî äî 40.5.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ åëå-
ìåíòiâ:

(1− t)
t∫

0

sx(s) ds+ t

1∫
t

(1− s)x(s) ds = λx(t). (∗)

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè öå ðiâíÿííÿ, äâi÷i äèôåðåíöiþ¹ìî ïî çìiííié t (òóò ïîòði-
áíî çãàäàòè ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ iíòåãðàëiâ çi çìiííèìè ìåæàìè):

−
t∫

0

sx(s) ds+ (1− t)tx(t) +

1∫
t

(1− s)x(s) ds− t(1− t)x(t) = λx′(t),

4



−tx(t)− (1− t)x(t) = λx′′(t),

−x(t) = λx′′(t).

Êðiì öüîãî, ç íàøîãî ðiâíÿííÿ (∗) çðîçóìiëî, ùî x(0) = x(1) = 0.
Îäåðæàëè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç êðàéîâèìè

óìîâàìè: {
λx′′(t) + x(t) = 0,

x(0) = x(1) = 0.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ òàêèé:

x(t) = C1e
i 1√

λ
t
+ C2e

−i 1√
λ
t
.

Âðàõó¹ìî êðàéîâi óìîâè:{
C1 + C2 = 0,

C1e
i√
λ + C2e

−i√
λ = 0.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè òiëüêè òîäi, êîëè∣∣∣∣∣ 1 1

e
i√
λ e

−i√
λ

∣∣∣∣∣ = 0,

çâiäêè e
−i√
λ = e

i√
λ àáî e

2i√
λ = 1. Òîìó 2√

λ
= 2πn, λ = 1

π2n2 , äå n - äîâiëüíå

öiëå ÷èñëî. Ïðè öüîìó xn(t) = sin(nπt).
Áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ â ðiâíÿííÿ ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öi ÷è-

ñëà i ôóíêöi¨ ñïðàâäi ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè i âëàñíèìè åëåìåíòàìè.

36.2. Äîâåñòè, ùî ïðè |λ| < 1 ðiâíÿííÿ

x(s)− λ
1∫

0

K(s, t)x(t) dt = y(s)

êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíå â C[0, 1], ÿêùî

K(s, t) =

{
2
3
t(s+ 1), s ≤ t,

2
3
s(t+ 1), s > t.
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Çíàéäåìî íîðìó iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà A, ùî äi¹ òàê:

(Ax)(s) =
1∫
0

K(s, t)x(t) dt. Íåõàé ‖x‖ = 1. Òîäi

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ = max
0≤s≤1

|(Ax)(s)| = max
0≤s≤1

∣∣∣∣ 1∫
0

K(s, t)x(t) dt

∣∣∣∣ ≤
≤ max

0≤s≤1

1∫
0

|K(s, t)| · |x(t)| dt ≤

≤ max
0≤s≤1

[
s∫
0

2
3
s(t+ 1) dt+

1∫
s

2
3
t(s+ 1) dt

]
=

= max
0≤s≤1

[
2
3
s( s

2

2
+ s) + 2

3
(s+ 1)(1

2
− s2

2
)
]

=

= 1
3

max
0≤s≤1

[[s3 + 2s2 + s+ 1− s3 − s2] =

= 1
3

max
0≤s≤1

[s2 + s+ 1] = 1
3
[12 + 1 + 1] = 1

(ìàêñèìóì ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ íà [0, 1] ó ïðàâîìó êiíöi âiä-
ðiçêà).

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ ÷èñåë λ òàêèõ, ùî |λ| < 1, íîðìà
iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà λA òàêîæ ìåíøà âiä îäèíèöi. Òîìó çãiäíî ç
òâåðäæåííÿìè ïðî ðÿä Íåéìàíà i ðiâíÿííÿ u − λAu = v öå ðiâíÿííÿ ¹
êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíèì.

36.4. Äîâåñòè, ùî ïðè |λ| < 1 ðiâíÿííÿ

x(s)− λ
1∫

0

K(s, t)x(t) dt = y(s)

êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíå â L2(0, 1), ÿêùî K(s, t) =
√
te

1
2
(1−st).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ íîðìè öüîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà îïåðàòîðà A,
âðàõîâóþ÷è íîðìó â ïðîñòîði L2(0, 1), äîñòàòíüî îá÷èñëèòè òàêå ÷èñëî:

 1∫
0

1∫
0

(√
te

1
2
(1−st)

)2
dsdt


1
2

.
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Ïðîñòî äâi÷i iíòåãðó¹ìî:

1∫
0

1∫
0

(√
te

1
2
(1−st)

)2
ds dt =

1∫
0

1∫
0

te(1−st) ds dt = −e
1∫
0

1∫
0

d(e−st)dt =

= −e
1∫
0

(e−t − 1)dt = −e(−e−t − t)|
1

0
= −e(−1

t
− 1 + 1) = 1.

36.7. Ó ïðîñòîði C[−π
4
; π
4
] çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

π
4∫

−π
4

K(s, t)x(t) dt = y(s),

ÿêùî K(s, t) = tg t, y(s) ≡ 1.
Ìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

π
4∫

−π
4

tg t · x(t) dt = 1.

Îñêiëüêè öåé iíòåãðàë ÿâëÿ¹ ñîáîþ äåÿêó êîíñòàíòó (çàëåæíó âiä x),
òî x(s) = C. Ùîá çíàéòè òî÷íå çíà÷åííÿ C, ïiäñòàâëÿ¹ìî öåé âèðàç â
iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ:

C − λC

π
4∫

−π
4

tg t dt = 1.

Iíòåãðàë âiä íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ tg t, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó C = 1.
Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ x(s) ≡ 1 äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü λ. Öå
ëåãêî ïåðåâiðèòè, ïiäñòàâèâøè öþ ôóíêöiþ â ðiâíÿííÿ.
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36.8. Ó ïðîñòîði C[0; π
2
] çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

π
2∫

0

K(s, t)x(t) dt = y(s),

ÿêùî K(s, t) = sin s cos t, y(s) = sin s.
Ìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

π
2∫

0

sin s cos t · x(t) dt = sin s.

Iç âèãëÿäó ðiâíÿííÿ î÷åâèäíî, ùî

x(s) = λ

π
2∫

0

sin s cos t · x(t) dt+ sin s = C0 sin s+ sin s = C sin s.

Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç ó ðiâíÿííÿ:

C sin s− λ
π
2∫
0

sin s cos t · C sin t dt = sin s,

C sin s− λC sin s

π
2∫
0

sin t d(sin t) = sin s,

ñêîðî÷ó¹ìî sin s:
C − λC 1

2
= 1,

C(1− λ
2
) = 1,

C = 2
2−λ , ÿêùî λ 6= 2.

Òîìó x(s) = 2 sin s
2−λ , ÿêùî λ 6= 2. Áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ â ðiâíÿííÿ

ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öå ïðàâèëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïðè λ = 2 ðiâíÿííÿ íå
ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.
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36.15. Ó ïðîñòîði C[0; 2π] çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âëàñíi ôóí-
êöi¨ ÿäðà ðiâíÿííÿ

x(s)− λ
2π∫
0

K(s, t)x(t) dt = 0,

ÿêùî K(s, t) = sin(s+ t).
Íàãàäà¹ìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèìè ÷èñëàìè ÿäðà K íàçèâàþòü òàêi

çíà÷åííÿ λ 6= 0, äëÿ ÿêèõ çàïèñàíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåíóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê x(s). Âiäïîâiäíó ôóíêöiþ x(s) íàçèâàþòü âëàñíîþ ôóíêöi¹þ
ÿäðà. Î÷åâèäíî, ùî λ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷èñëîì ÿäðà K òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè 1

λ
∈ σp(A), äå A - iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì K:

(Ax)(s) =
2π∫
0

K(t, s)x(t) dt.

Ìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ:

x(s)− λ
2π∫
0

sin(s+ t)x(t) dt = 0,

x(s)− λ
2π∫
0

(sin s cos t+ cos s sin t)x(t) dt = 0,

x(s) = λ sin s
2π∫
0

cos tx(t) dt+ λ cos s
2π∫
0

sin tx(t) dt = C1 sin s+ C2 cos s.

Öåé âèðàç ïiäñòàâëÿ¹ìî â iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ:

C1 sin s+ C2 cos s =

= λ sin s
2π∫
0

cos t(C1 sin t+ C2 cos t) dt+ λ cos s
2π∫
0

sin t(C1 sin t+ C2 cos t) dt =

= λ sin sC2π + λ cos sC1π

(òóò îá÷èñëåíî
2π∫
0

cos t sin t dt = 0 i
2π∫
0

cos2 t dt =
2π∫
0

sin2 t dt = π), çâiäêè

(λπC2 − C1) sin s+ (λπC1 − C2) cos s = 0.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ sin s i cos s ëiíiéíî íåçàëåæíi íà [0, 2π], òî âèêîíóþòüñÿ
òàêi äâi ðiâíîñòi: {

λπC2 − C1 = 0,

λπC1 − C2 = 0.
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Çâiäñè C2 = λπC1, C1 = λπC2, C2 = λ2π2C2. Îòæå, λ
2 = 1

π2 , λ = ± 1
π
.

à) Íåõàé λ = 1
π
. Òîäi C1 = C2 i x(s) = C(sin s+ cos s) = C

√
2 sin(s+ π

4
)

àáî êîðîòøå x(s) = C sin(s + π
4
), C 6= 0. Ùå êîðîòøå: x(s) = sin(s + π

4
)

ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè;
á) Íåõàé λ = − 1

π
. Òîäi C2 = −C1 i x(s) = C(sin s−cos s) = C

√
2 sin(s−

π
4
) àáî êîðîòøå x(s) = C sin(s− π

4
), C 6= 0. Ùå êîðîòøå: x(s) = sin(s− π

4
)

ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè.

36.20. Ó ïðîñòîði C[−1; 1] çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

x(s)− λ
1∫

−1

K(s, t)x(t) dt = y(s),

ÿêùî K(s, t) = st, y(s) = αs2 + βs+ γ.
Ìà¹ìî òàêå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ:

x(s)− λ
1∫

−1

stx(t) dt = αs2 + βs+ γ.

Çðîçóìiëî, ùî ðîçâ'ÿçîê x(s) ìà¹ òàêèé âèãëÿä: as2 + bs + c,
ïðè÷îìó a = α, c = γ, b ïåâíèì ñïîñîáîì ïîâ'ÿçàíå ç β. Ïiäñòàâèìî
âèðàç αs2 + bs+ γ çàìiñòü x(s) ó ðiâíÿííÿ:

αs2 + bs+ γ − λs
1∫

−1

t(αt2 + bt+ γ) dt = αs2 + βs+ γ,

bs− λsα
1∫

−1

t3 dt

︸ ︷︷ ︸
=0

−λsb
1∫

−1

t2 dt

︸ ︷︷ ︸
=2/3

−λsγ
1∫

−1

t dt

︸ ︷︷ ︸
=0

= βs,

bs− λsb2

3
= βs,

b(1− 2λ

3
) = β,
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b =
β

1− 2λ
3

, ÿêùî λ 6= 3

2
.

Îòæå, ïðè λ 6= 3
2
ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòiâ

α, β, γ ∈ C: x(s) = αs2 + β

1− 2λ
3

s + γ. Ïðè λ = 3
2
ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òiëüêè

òîäi, êîëè β = 0. Òîäi ÷èñëî b ìîæå áóòè äîâiëüíå: x(s) = αs2 + bs + γ,
b äîâiëüíå.

36.23. Ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(s)−
s∫

0

x(t) dt = 1.

Öå ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. Iç çàäàíîãî ðiâ-
íÿííÿ î÷åâèäíî, ùî x(0) = 1 i (ÿêùî ïðîäèôåðåíöiþâàòè ðiâíÿííÿ)
x′(s)−x(s) = 0. Çàäàíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå äî òàêî¨ çàäà÷i
Êîøi: {

x′(s) = x(s),

x(0) = 1.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ òàêèé: x(s) = Ces.
Îñêiëüêè x(0) = 1, òî C = 1. Òîìó ðîçâ'ÿçêîì ¹ ôóíêöiÿ x(s) = es.
Öå ëåãêî ïåðåâiðèòè.

Çàóâàæåííÿ. Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó

x(s)− λ
x∫
a

K(s, t)x(t) dt = y(s)

¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíå â C[a, b] äëÿ âñiõ λ ∈ C i äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ K âiä äâîõ çìiííèõ.
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36.25. Ó ïðîñòîði C[0; 1] çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âëàñíi ôóí-
êöi¨ ÿäðà ðiâíÿííÿ

x(s)− λ
1∫

0

K(s, t)x(t) dt = 0,

ÿêùî K(s, t) =

{
s, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

t, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.
.

Ìà¹ìî òàêå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (ïðîìiæîê [0, 1] ðîçáèâà¹ìî íà äâà:
[0, s] i [s, 1]):

x(s)− λ
s∫

0

tx(t) dt− λ
1∫
s

sx(t) dt = 0.

Çíàéäåìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêà ðiâíî-
ñèëüíà äî çàäàíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Äèôåðåíöiþ¹ìî ïî çìiííié
s:

x′(s)− λsx(s)− λ
1∫
s

x(t) dt+ λsx(s) = 0,

x′′(s) + λx(s) = 0.

Êðiì öüîãî, iç ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ i ïåðøîãî ç öèõ ðiâíÿíü âèïëèâà¹,
ùî x(0) = 0 i x′(1) = 0. Îäåðæàëè òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

x′′(s) + λx(s) = 0,

x(0) = 0,

x′(1) = 0.

Íåõàé ñïî÷àòêó λ 6= 0. Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê x(s) ó âèãëÿäi

C1e
√
−λs + C2e

−
√
λs. Òîäi{

x(0) = C1 + C2 = 0,

x′(1) = C1

√
−λe

√
−λ + C2(−

√
−λ)e−

√
λ = 0,

àáî
C2 = −C1 = −C, C

√
−λ(e

√
−λ + e−

√
−λ) = 0, äå C 6= 0.
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Òîäi
e2
√
−λ + 1 = 0, e2

√
−λ = −1 = cos(π + 2πk) + i sin(π + 2πk),

2
√
−λ = π(1 + 2k)i, äå i - óÿâíà îäèíèöÿ.

Çâiäñè
−4λ = −π2(1 + 2k)2, λ = (1+2k)2

4
π2 = (π

2
+ πk)2, k ∈ Z.

Ïðè òàêèõ λ ìà¹ìî x(s) = C
(
e
iπ
2
(1+2k)s − e− iπ2 (1+2k)s

)
= 2iC sin(π

2
(1+2k)s)

àáî êîðîòøå x(s) = sin(π
2
(1 + 2k)s).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ = 0. Òîäi x′′(s) = 0, çâiäêè x(s) = c1s+c2.
Îñêiëüêè x(0) = c2 = 0, òî c2 = 0, à îñêiëüêè x′(1) = c1 = 0, òî c1 = 0.
Òîìó x(t) ≡ 0, ùî íàñ íå âëàøòîâó¹. ×èñëî λ = 0 íå ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì
÷èñëîì öüîãî ÿäðà.

36.33. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹ â êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ

s∫
0

(t− s)x(t) dt = y(s),

ÿêùî y(s) = cos s.
Öå ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó. Äèôåðåíöiþ¹ìî

ïî s: (
s∫
0

tx(t) dt− s
s∫
0

x(t) dt

)′
= (cos s)′,

sx(s)−
s∫
0

x(t) dt− sx(s) = − sin s,

−x(s) = − cos s,
x(s) = cos s.

Ïåðåâiðèìî, ÷è öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ:

s∫
0

(t− s) cos t dt = cos s,

s∫
0

t cos t dt− s
s∫
0

cos t dt = cos s,

s∫
0

t d(sin t)− s · sin t|
s

0
= cos s,

t sin t|
s

0
−

s∫
0

sin t dt− s sin s = cos s,

s sin s+ cos t|
s

0
− s sin s = cos s,

cos s− 1 = cos s, ùî íåìîæëèâî.
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Âèñíîâîê: öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Çàóâàæåííÿ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïåð-

øîãî ðîäó íåìà¹ òàêî¨ ðîçâèíåíî¨ òåîði¨, ÿê äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
äðóãîãî ðîäó.
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Äîäàòîê

Ïðî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ1

1. Ïîáóäóâàòè ðåçîëüâåíòó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ϕ(t)− λ
t∫

0

K(t, s)ϕ(s) ds = f(t)

i çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïðè K(t, s) = e−(t−s), λ = 1, f(t) = tet
2/2.

Çíàéäåìî iòåðîâàíi ÿäðà öüîãî ðiâíÿííÿ:

K1(t, s) = K(t, s) = e−(t−s),

K2(t, s) =
t∫
s

K(t, τ)K(τ, s) dτ =
t∫
s

e−(t−τ)e−(τ−s) = e−(t−s)(t− s),

K3(t, s) =
t∫
s

K(t, τ)K2(τ, s) dτ =
t∫
s

e−(t−τ)e−(τ−s)(τ − s) dτ = e−(t−s) (t−s)
2

2
.

Òîìó î÷åâèäíî (àáî çà iíäóêöi¹þ), ùî

Kn(t, s) = e−(t−s)
(t− s)n−1

(n− 1)!
, n ∈ N.

Ìîæåìî çàïèñàòè ðåçîëüâåíòó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

R(t, s, λ) =
∞∑
k=0

λke−(t−s)
(t− s)k

k!
= e−(t−s) · eλ(t−s) = e(t−s)(λ−1),

à ïðè λ = 1 ðîçâ'ÿçîê çãiäíî ç ôîðìóëîþ ϕ(t) = f(t)+λ
t∫
0

R(t, s, λ)f(s) ds

áóäå òàêèé:

ϕ(t) = tet
2/2 +

t∫
0

ses
2/2 ds = tet

2/2 + es
2/2
∣∣∣t
0

= (t+ 1)et
2/2 − 1.

1Òiëüêè äëÿ òèõ, õòî ïðåòåíäó¹ íà ïîçèòèâíó îöiíêó
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2. Ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó

t∫
0

et−sϕ(s) ds = sin t.

Çâåäåìî öå ðiâíÿííÿ äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ðîäó. Äëÿ
öüîãî äèôåðåíöiþ¹ìî ïî t:

ϕ(t) +

t∫
0

et−sϕ(s) ds = cos t.

Òóò ÿäðîK(t, s) = et−s, λ = −1, f(t) = cos t. Òàê ñàìî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó
ïðèêëàäi, çíàõîäèìî ðåçîëüâåíòó:

R(t, s, λ) = e(λ+1)(t−s).

Òîìó çãiäíî ç ôîðìóëîþ ϕ(t) = f(t) + λ
t∫
0

R(t, s, λ)f(s) ds îäåðæó¹ìî

ϕ(t) = cos t−
t∫

0

cos s ds = cos t− sin t.

Öþ ñàìó âiäïîâiäü ëåãêî çíàéòè i áåç ðåçîëüâåíòè òàê: ïðîäèôåðåíöiþ-

âàòè ðiâíÿííÿ
t∫
0

e−sϕ(s) ds = e−t sin t; âèéäå e−tϕ(t) = −e−t sin t+e−t cos t;

ñêîðîòèòè e−t i ìà¹ìî ϕ(t) = − sin t+ cos t.

3. Ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà éîãî çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1(−∞,∞) (òîáòî àáñîëþòíî iíòåãðîâíî¨
íà âñié äiéñíié îñi) âèçíà÷àþòü ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òàê:

g(λ)
def
=

1√
2π

∞∫
−∞

f(t)e−iλt dt (iíøå ïîçíà÷åííÿ: F (f)(λ)).
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Öå îçíà÷åííÿ ìà¹ çìiñò äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1(−∞,∞). Ìîæíà
äîâåñòè, ùî òîäi ôóíêöiÿ f âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ g òàê:

f(x) =
1√
2π

∞∫
−∞

g(λ)eiλx dλ.

Öþ ôîðìóëó íàçèâàþòü ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.
Öå âæå íå îçíà÷åííÿ, à òâåðäæåííÿ. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi íà
ôóíêöiþ f ïîòðiáíî íàêëàñòè, êðiì iíòåãðîâíîñòi, ùå äîäàòêîâi óìîâè,
íàïðèêëàä, óìîâó Äiíi.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä. Íåõàé f(x) =

{
1, |x| ≤ a,

0, |x| > a.
Òîäi

g(λ) =

∞∫
−∞

f(x)e−iλx dx =

a∫
−a

e−iλx dx =
eiλa − e−iλa

iλ
=

2 sinλa

λ
.

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìà¹ áàãàòî çàñòîñóâàíü. Ðîçãëÿíåìî îäíå ç íèõ -
äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî F (f ′) = iλF (f). Ñïðàâäi, çà äîïîìîãîþ iíòå-
ãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ìà¹ìî:

∞∫
−∞

f ′(x)e−iλx dx = f(x)e−iλx
∣∣∞
−∞ + iλ

∞∫
−∞

f ′(x)e−iλx dx = iλF (f)(λ),

äå ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íà ±∞ äîðiâíþþòü íóëþ çà ïåâíèõ äîäàòêîâèõ
óìîâ íà ôóíêöiþ, à |e−iλx| = 1.

Àíàëîãi÷íî ëåãêî äîâåñòè, ùî

F (f (k)) = (iλ)kF (f).

Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

2x′(t) + x(t) = y(t),

äå y(t) - âiäîìà ôóíêöiÿ. Ïîäi¹ìî íà öå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹.
Îäåðæèìî

2iλF (x) + F (x) = F (y),
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äå F (x) - ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ x, à F (y) - âiäîìå ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹ ôóíêöi¨ y. Iç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî

F (x)(λ) =
F (y)(λ)

1 + 2iλ
.

Çíàéøëè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ x(t). Òåïåð çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
îáåðíåííÿ ìîæíà çíàéòè íåâiäîìó ôóíêöiþ x:

x(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

F (y)(λ)

1 + 2iλ
eiλx dλ.

4. Ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

Íåõàé êîìïëåêñíà ôóíêöiÿ ϕ(t) (äå t ∈ R) ëîêàëüíî ñóìîâíà, ðiâíà
íóëþ ïðè t < 0 i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |ϕ(t)| < Mes0t äëÿ âñiõ t (M > 0,
s0 ≥ 0). Òàêi ôóíêöi¨ ϕ(t) íàçèâàþòü ôóíêöiÿìè-îðèãiíàëàìè. ×èñëî
s0 íàçèâàþòü ïîêàçíèêîì çðîñòàííÿ ôóíêöi¨. Ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà
ôóíêöi¨ ϕ(t) íàçèâàþòü ôóíêöiþ Φ(p) êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ p = s + iτ ,
ÿêó âèçíà÷åíî òàê:

Φ(p) =

+∞∫
0

e−ptϕ(t) dt. (1)

Ôóíêöiÿ Φ(p) âèçíà÷åíà ó ïiâïëîùèíi Re p > s0 i ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi-
¹þ. Òîé ôàêò, ùî Φ(p) - ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, çàïèñó¹ìî òàê:

ϕ(t)
•

=
•

Φ(p).

Ìîæíà äîâåñòè, ùî òîäi ϕ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç Φ òàê:

ϕ(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

ept Φ(p) dp, γ > s0. (2)

Öå ôîðìóëà îáåðíåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Òóò iíòåãðàë áåðåòüñÿ ïî
âåðòèêàëüíié ïðÿìié Re p = γ i iíòåãðàë ïîòðiáíî ðîçóìiòè â ñåíñi ãîëîâ-
íîãî çíà÷åííÿ, òîáòî ÿê

lim
ω→∞

γ+iω∫
γ−iω

ept Φ(p) dp.
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5. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çíàéòè ðåçîëüâåíòó ií-
òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ϕ(t)−
t∫

0

sin(t− s)ϕ(s) ds = f(t).

ßäðî ó öüîìó ïðèêëàäi çàëåæèòü òiëüêè âiä ðiçíèöi t − s. Êàæóòü, ùî
öå ðiçíèöåâå ÿäðî. Ç ôîðìóë äëÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð i ðåçîëüâåíòè çðîçóìi-
ëî, ùî âîíè òàêîæ çàëåæàòü òiëüêè âiä t − s. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öüîãî
ïðèêëàäó çàïðîâàäèìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

ϕ(t)
•

=
•

Φ(p), f(t)
•

=
•
F (p), K(t)

•
=
•
K(p).

Ïîäi¹ìî íà çàäàíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà:

Φ(p)−K(p)Φ(p) = F (p),

çâiäêè

Φ(p) =
F (p)

1−K(p)
, ÿêùî K(p) 6= 1. (3)

Iç ðiâíÿííÿ

ϕ(t) = f(t) +

t∫
0

R(t− s)f(s) ds

àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî

Φ(p) = F (p) + R̂(p)F (p).

çâiäñè

R̂(p) =
Φ(p)− F (p)

F (p)
= (3) =

K(p)

1−K(p)
.

Iç (1) çíàõîäèìî sin t
•

=
•

1
p2+1

= K(p), à òîìó R̂(p) = 1
p2
. Òîäi R(t) = t i,

íàðåøòi, R(t, s, 1) = t− s.
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