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Âñòóï

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ÿê ñàìîñòiéíà äèñöèïëiíà ïî÷àâ ñâié ðîçâèòîê íà ïî÷àòêó 20 ñòîëiòòÿ
i ïåðåæèâ ïåðiîä áóðõëèâîãî ðîçâèòêó ó ìiæâî¹ííèé ïåðiîä (1920-1939 ðð.) Öåé ðîçâèòîê çíà÷íîþ
ìiðîþ ¹ ðåçóëüòàòîì àêòèâíî¨ äiÿëüíîñòi ëüâiâñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè, ÿêó î÷îëþâàâ Ñòåôàí
Áàíàõ. Éîãî ìîíîãðàôiÿ "Òåîðiÿ ëiíiéíèõ îïåðàöié" , ÿêà áóëà âèäàíà â 1932 ðîöi ó Âàðøàâi
ôðàíöóçüêîþ ìîâîþ, ñòàëà ïåðøèì ïiäðó÷íèêîì ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. Â 1948 ðîöi âèéøîâ
¨¨ óêðà¨íñüêèé ïåðåêëàä ïiä íàçâîþ "Êóðñ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó". Âií ¹ ó íàøié ôàêóëüòåò-
ñüêié áiáëiîòåöi. Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ïåðåêëàä ìîíîãðàôi¨ Ñ.Áàíàõà áóâ çðîáëåíèé Ìèðîíîì
Çàðèöüêèì, ÿêèé òàêîæ äîïîâíèâ ïåðåêëàä íîâèìè ðåçóëüòàòàìè, ùî áóëè îòðèìàíi ïiñëÿ 1932
ðîêó. Ùå îäèí ïåðiîä àêòèâíîãî ðîçâèòêó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ïðèïàäà¹ íà ïåðiîä âiä 1960
ð. äî 1980 ð. Òåïåðiøíié ÷àñ ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòè ÿê ïåðiîä ñòàëîãî ðîçâèòêó. Ïî÷èíàþ÷è ç
60-òèõ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ïî÷èíà¹ âõîäèòè â íàâ÷àëüíi ïðîãðàìè
óíiâåðñèòåòiâ.

Ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ¹ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i ç'ÿâèâñÿ â ðåçóëüòàòi ðîçâèòêó
iäåé êëàñè÷íîãî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Íüþòîíà i Ëåéáíiöà. Íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íîãî àíàëi-
çó, ÿêèé áóâ çîñåðåäæåíèé íà âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé îêðåìèõ ôóíêöié, ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç
âèâ÷à¹ âëàñòèâîñòi ïðîñòîðiâ ðiçíî¨ ïðèðîäè, çîêðåìà, âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ.
Ïîíÿòòÿ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó âèÿâèëèñÿ çðó÷íèìè, à ïiäõîäè ïðîäóêòèâíèìè. Òîìó ìîâà
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ñòàëà âèêîðèñòîâóâàòèñÿ i â iíøèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè. Íàïðèêëàä,
ìîâà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó àêòèâíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, â òåîði¨ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, â òåîði¨ ôóíêöié.

Íàø êóðñ ìè ïî÷íåìî ç âèâ÷åííÿ îñíîâ òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.
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Ðîçäië I. Îñíîâíi êëàñè ïðîñòîðiâ

1. Òåîðiÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

1.1. Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ïðèêëàäè ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Íåõàé X � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà i çàäàíà ôóíêöiÿ d : X ×X → R.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âiäîáðàæåííÿ d íàçèâàþòü ìåòðèêîþ (âiäñòàííþ), ÿêùî

1) ∀x, y ∈ X d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y (àêñiîìà íåâiä'¹ìíîñòi);

2) ∀x, y ∈ X d(x, y) = d(y, x) (àêñiîìà ñèìåòðè÷íîñòi);

3) ∀x, y, z ∈ X d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà).

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì ìè íàçèâà¹ìî ïàðó (X, d), ó ÿêié X � íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà, à ôóíêöiÿ d � ìåòðèêà.

Ïåðåéäåìî äî ïðèêëàäiâ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Âñiõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ äóæå áàãàòî (íå-
ñêií÷åííà êiëüêiñòü). Àëå, ðåàëüíî â ìàòåìàòèöi àêòèâíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äåêiëüêà äåñÿòêiâ
(òî÷íiøå äåêiëüêà äåñÿòêiâ êëàñiâ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ). À ùî ñòîñó¹òüñÿ íàñ, òî ìè áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè äóæå íåâåëèêèé íàáið ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðèêëàäè ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðîñòið R. Ïiä ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì R, ÿê ïðàâèëî ðîçóìiþòü ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë ç
ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|. Õî÷à, ìåòðèêó íà ìíîæèíi R ìîæíà ââåñòè i iíøèìè ñïîñîáàìè. Àëå,
ÿêùî íi÷îãî íå ñêàçàíî, òî öå ìåòðèêà d(x, y) = |x− y|. Ïåðåâiðêà àêñiîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹
çîâñiì ïðîñòà i âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ x 7→ |x|.

Ïðîñòið Rn. Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíòàìè ìíîæèíè Rn ¹ âñi âïîðÿäêîâàíi ïîñëiäîâíîñòi
(x1, . . . , xn) äiéñíèõ ÷èñåë xj , j = 1, ..., n.. Îòæå, òî÷êîþ (åëåìåíòîì) â Rn ¹ ïîñëiäîâíiñòü. ßê
ïðàâèëî, íà Rn ðîçãëÿäàþòü åâêëiäîâó âiäñòàíü, òîáòî

d(x, y) =

 n∑
j=1

(xj − yj)
2

1/2

, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ìåòðèêè â äàíîìó âèïàäêó ¹ åëåìåíòàðíîþ. Àëå, ùî ñòîñó¹òüñÿ
íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà, òî òóò âèíèêà¹ ïðîáëåìà. Ïîòðiáíî çíàòè êëàñè÷íó íåðiâíiñòü, ÿêó íàçèâà-
þòü ïî-ðiçíîìó. Âàðiàíòè: 1) íåðiâíiñòü Êîøi; 2) íåðiâíiñòü Øâàðöà; 3) íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà;
4) íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî; 5) íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. ß áóäó íàçèâàòè ¨¨ íåðiâíiñòþ
Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Âîíà çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 n∑

j=1

x2j

1/2 n∑
j=1

y2j

1/2

.
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Ïðîñòið Cn. Ïðîñòið Cn ¹ êîìïëåêíèì àíàëîãîì ïðîñòîðó Rn. Åëåìåíòàìè ìíîæèíè Cn ¹
âñi ïîñëiäîâíîñòi (xj)nj=1 êîìïëåêñíèõ ÷èñåë xj (j = 1, .., n). ßê ïðàâèëî, íà Cn ðîçãëÿäàþòü
åâêëiäîâó âiäñòàíü:

d(x, y) =

 n∑
j=1

|xj − yj |2
1/2

, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ êîìïëåêñíîãî âèïàäêó

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xj yj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 n∑

j=1

|xj |2
1/2 n∑

j=1

|yj |2
1/2

.

Ïðîñòið C[a, b]. Â ïðîñòîði C[a, b] íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà [a, b], ìåòðèêó, ÿê
ïðàâèëî, ââîäÿòü çà ôîðìóëîþ:

d(x, y) := max
a≤t≤b

|x(t)− y(t)|, x, y ∈ C[a, b].

Öÿ ìåòðèêà íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ, îñêiëüêè âîíà ïîðîäæó¹ ðiâíîìiðíó çái-
æíiñòü.

Ïåðåâiðèìî àêñiîìè ìåòðèêè.
1) Íåõàé x, y ∈ C[a, b]. Ç ðiâíîñòi d(x, y) = 0 âèïëèâà¹, ùî |x(t)− y(t)| ≤ 0 äëÿ âñiõ t ∈ [a, b]. À

öå îçíà÷à¹, ùî x = y. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî x = y, òî d(x, y) = 0.
2) Ç âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ âèïëèâà¹, ùî |x(t)− y(t)| = |y(t)− x(t)|. Òîìó

d(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t)− y(t)| = max
a≤t≤b

|y(t)− x(t)| = d(y, x).

3) Íåõàé x, y, z ∈ C[a, b]. Òîäi

|x(t)− y(t)| ≤ |x(t)− z(t)|+ |z(t)− y(t)|, t ∈ [a, b].

Ç îçíà÷åííÿ âiäñòàíi âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ [a, b]

|x(t)− z(t)| ≤ d(x, z), |z(t)− y(t)| ≤ d(z, y).

Òîìó
|x(t)− y(t)| ≤ d(x, z) + d(z, y).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
d(x, y) = max

a≤t≤b
|x(t)− y(t)| ≤ d(x, z) + d(z, y),

òîáòî d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Ïðîñòið ℓ∞. ×åðåç ℓ∞ ïîçíà÷àþòü ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé, òîáòî

ℓ∞ := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i sup
j∈N

|xj | <∞}.

Ìåòðèêó ó ïðîñòîði ℓ∞ ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

d(x, y) := sup
j∈N

|xj − yj |, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.
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Ïåðåâiðêà àêñiîì òàêà ñàìà, ÿê ó âèïàäêó ïðîñòîðó C[a, b]. Ïîäàìî äîâåäåííÿ ëèøå íåðiâíîñòi
òðèêóòíèêà. Âîíî ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ó âèïàäêó ïðîñòîðó C[a, b]. Íåõàé

x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N, z = (zj)j∈N.

Îñêiëüêè
|xj − yj | ≤ |xj − zj |+ |zj − yj |, j ∈ N,

òî
|xj − yj | ≤ |xj − zj |+ |zj − yj | ≤ d(x, z) + d(z, y), j ∈ N.

Òîìó ÷èñëî d(x, z) + d(z, y) ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ äëÿ ìíîæèíè {|xj − yj |}j∈N, à, îòæå,

d(x, y) := sup
j∈N

|xj − yj | ≤ d(x, z) + d(z, y).

Ïðîñòið ℓ1. ×åðåç ℓ1 ïîçíà÷àþòü ïðîñòið ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ1 := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj | <∞}.

Ìåòðèêó ó ïðîñòîði ℓ1 ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

d(x, y) :=
∞∑
j=1

|xj − yj |, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.

Ïåðåâiðèìî ëèøå àêñiîìó òðèêóòíèêà. Ïåðåâiðêà äâîõ ïåðøèõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. Íåõàé

x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N, z = (zj)j∈N.

Îñêiëüêè
|xj − yj | ≤ |xj − zj |+ |zj − yj |, j ∈ N,

òî
∞∑
j=1

|xj − yj | ≤
∞∑
j=1

(|xj − zj |+ |zj − yj |) ≤
∞∑
j=1

|xj − zj |+
∞∑
j=1

|zj − yj |,

òîáòî d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Ïðîñòîðè ℓp. Äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ (1,∞) ÷åðåç ℓp ïîçíà÷àþòü ïðîñòið

ℓp := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj |p <∞}.

Ìåòðèêó ó ïðîñòîði ℓp ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

d(x, y) :=

 ∞∑
j=1

|xj − yj |p
1/p

, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. À íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Ìií-
êîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.
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Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà Ìiíêîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

×èñëà p, q ∈ (1,∞), ÿêi ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

1

p
+

1

q
= 1,

íàçèâàþòü âçà¹ìíî ñïðÿæåíèìè ïîêàçíèêàìè. ßêùî p = 1, òî ñïÿæåíèì äî íüîãî ïîêàçíèêîì
ââàæàþòü q = ∞.

Íåõàé p òà q � âçà¹ìíî ñïðÿæåíi ïîêàçíèêè i (xi)ni=1 òà (yi)
n
i=1 � äâi äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi ç

Rn. Ãåëüäåð äîâiâ, ùî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

n∑
i=1

|xi yi| ≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|yi|q
)1/q

. (1.1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ìîæíà äîâåñòè íåðiâíiñòü(
n∑

i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
)1/p

, (1.2)

ÿêó íàçèâàþòü íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî.

Ç íåðiâíîñòåé (1.1), (1.2) ìîæíà îòðèìàòè íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà òà Ìiíêîâñüêîãî äëÿ íåñêií-
÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåõàé p i q ïàðà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ ïîêàçíèêiâ i (xj)∞j=1, y = (yj)
∞
j=1 - äîâiëüíi ÷èñëîâi ïîñëi-

äîâíîñòi. Ïðèïóñòèìî, ùî
∞∑
j=1

|xj |p <∞,

∞∑
j=1

|yj |q <∞.

Òîäi ðÿä
∞∑
j=1

xjyj àáñîëþòíî çáiæíèé i

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

xjyj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 ∞∑

j=1

|xj |p
1/p ∞∑

j=1

|yj |q
1/q

. (1.3)

Öÿ íåðiâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.
À ÿêùî

∞∑
i=1

|xi|p <∞,
∞∑
i=1

|yi|p <∞,

òîäi ðÿä
∞∑
i=1

|xi + yi|p çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

( ∞∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

( ∞∑
i=1

|yi|p
)1/p

, (1.4)

ÿêó íàçèâàþòü íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.
Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, íåðiâíiñòü (1.3).
Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà äëÿ ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

n∑
i=1

|xi yi| ≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|yi|q
)1/q

.

5



Çâiäñè î÷åâèäíî îòðèìó¹ìî, ùî

n∑
i=1

|xi yi| ≤

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p( ∞∑

i=1

|yi|q
)1/q

, n ∈ N.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑
i=1

xi yi àáñîëþòíî çáiæíèé i

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

xi yi

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=1

|xi yi| ≤

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p( ∞∑

i=1

|yi|q
)1/q

.

Ïðîñòîðè ñóìîâíèõ ôóíêöié Lp(X)
Íåõàé çàäàíî ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ). (Òóò X � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, U � σ-àëãåáðà

ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, µ � çëi÷åííî-àäèòèâíà ïîâíà ìiðà, âèçíà÷åíà íà U .) Çàôiêñó¹ìî äåÿêó
A ⊂ X � âèìiðíó ìíîæèíó i äåÿêå ÷èñëî p (1 ≤ p <∞).

Ïîçíà÷èìî Lp(A) (àáî ñêîðî÷åíî Lp) ñóêóïíiñòü âèìiðíèõ äiéñíèõ ÷è êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóí-
êöié, âèçíà÷åíèõ íà öüîìó ïðîñòîði, òàêèõ ùî∫

A
|f(x)|p dµ <∞.

Ó ìíîæèíi Lp ôóíêöi¨, ÿêi ðiâíi ìiæ ñîáîþ ìàéæå ñêðiçü, îòîòîæíþþòü, òîáòî ìíîæèíà Lp

ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ íà A ôóíêöié:

Lp := {f̂ | f ∈ Lp}, äå f̂ := {g ∈ Lp | g ∼ f} − êëàñ åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî Lp ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì C, ÿêùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ êëàñiâ
i ìíîæåííÿ êëàñó íà ÷èñëî ââåñòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

f̂ + ĝ = f̂ + g, λf̂ = λ̂f .

Ïðîñòið Lp íå ¹ ôóíêöiîíàëüíèì, áî éîãî åëåìåíòè ¹ íå ôóíêöi¨, à êëàñè ôóíêöié. Îäíàê, ìè áó-
äåìî ç íèì ïðàöþâàòè ÿê ç ôóíêöiîíàëüíèì ïðîñòîðîì, ââàæàþ÷è, ùî éîãî åëåìåíòè öå ôóíêöi¨.
Óÿâèìî ñîái, ùî ìè íå ïîìi÷à¹ìî ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè. Ó öüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî ñïðèéìàòè
êëàñ åêâiâàëåíòíèõ ìiæ ñîáîþ ôóíêöié ÿê îäíó ôóíêöiþ.

Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà Ìiíêîâñüêîãî äëÿ iíòåãðàëiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.3. Íåõàé p > 1 i p òà q � âçà¹ìíî ñïðÿæåíi ïîêàçíèêè. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ
f, g ∈ Lp ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà äëÿ iíòåãðàëiâ:

∫
A

|f(x)g(x)| dµ ≤

∫
A

|f(x)|p dµ

1/p∫
A

|g(x)|q dµ

1/q

. (1.5)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè p = 2 íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íåðiâíiñòü Êîøi�Áóíÿêîâñüêîãî:∣∣∣∣∣∣
∫
A

f(x)g(x) dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
√√√√∫

A

|f(x)|2 dµ

√√√√∫
A

|g(x)|2 dµ. (1.6)
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Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé p ≥ 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ Lp ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü
Ìiíêîâñüêîãî äëÿ iíòåãðàëiâ:∫

A

|f(x) + g(x)|p dµ

 1
p

≤

∫
A

|f(x)|p dµ

1/p

+

∫
A

|g(x)|p dµ

1/p

. (1.7)

Ó ïðîñòîði Lp (1 ≤ p < ∞) ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ âiäñòàíi ìiæ éîãî åëåìåíòàìè íàñòóïíèì
÷èíîì:

d(f, g) =

(∫
A
|f(x)− g(x)|p dµ

) 1
p

, f, g ∈ Lp.

Ïåðåâiðèìî âñi àêñiîìè ìåòðèêè (âiäñòàíi).

1) d(f, g) ≥ 0 ; d(f, g) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êëàñè f òà g ñïiâïàäàþòü (ñàìå òîìó ïðîñòið
Lp ñêëàäà¹òüñÿ íå ç îêðåìèõ ôóíêöié, à ç êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié);

Âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà

2) d(f, g) = d(g, f);

Âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà

3) íåõàé f, g, h � åëåìåíòè ïðîñòîðó Lp, òîäi d(f, g) ≤ d(f, h) + d(f, g).

Íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêîãî

Îòæå, Lp ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Ïðîñòið Lp ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïðîñòîðîì ôóíêöié, ÿêi iíòå-
ãðîâíi ç p ñòåïåíåì.

Îòîæ, ìè áóäåìî ïðàöþâàòè ç òàêèìè ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè:

1. X = R, d(x, y) = |x− y|.

2. X = Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) (xi, yi ∈ R)

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|, d2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2, d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|.

3. X = Cn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) (xi, yi ∈ C)

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|, d2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2.

4. X = m � ïðîñòið îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (xn)n∈N

d(x, y) = sup
n

|xn − yn|, x, y ∈ m.

5. X = c � ïðîñòið çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (xn)n∈N

d(x, y) = sup
n

|xn − yn|, x, y ∈ c.
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6. X = c0 � ïðîñòið çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (xn)n∈N

d(x, y) = sup
n

|xn − yn|, x, y ∈ c0.

7. X = l1, x = (x1, ..., xn, ..) :
∞∑
i=1

|xn| <∞

d(x, y) =

∞∑
i=1

|xi − yi|, x, y ∈ l1.

8. X = l2, x = (x1, ..., xn, ..) :
∞∑
i=1

|xn|2 <∞

d(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi − yi|2, x, y ∈ l2.

9. X = C[a, b] := {x = x(t)| x(t)− íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà [a, b]}

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|, x, y ∈ C[a, b].

10. X = C1[a, b] := {x = x(t)| x(t)− íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöiÿ íà [a, b]}

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|+ max
t∈[a,b]

|x′
(t)− y

′
(t)|, x, y ∈ C1[a, b].

11. X = L(a, b)− ïðîñòið iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié íà (a, b)

d(x, y) =

∫ b

a
|x(t)− y(t)| dt, x, y ∈ L(a, b).

12. X = Lp(a, b)− ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié f íà (a, b), äëÿ ÿêèõ
b∫
a
|f(x)|p dx <∞

d(f, g) =

(∫ b

a
|f(t)− g(t)|p

) 1
p

dt, f, g ∈ Lp(a, b).

Çàäà÷i íà ïåðåâiðêó àêñiîì ìåòðèêè.

Ïðèêëàä 1.5. ×è ¹ ìåòðèêîþ íà äiéñíié ïðÿìié R ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

1. d(x, y) = |x2 − y2|;

2. d(x, y) = |x3 − y3|;

3. d(x, y) = | sinx− sin y|;

4. d(x, y) = (x− y)2;

5. d(x, y) = |x− y|1/2;

6. d(x, y) = |x+ y|;
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7. d(x, y) = |2x− y|.

Ïðèêëàä 1.6. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði Rn ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

1. d(x, y) = max
1≤j≤n

|xj − yj |, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1;

2. d(x, y) =
n∑

j=1
|xj − yj |, x = (xj)

n
j=1, y = (yj)

n
j=1;

3. d(x, y) = |x1 − y1|, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1;

4. d(x, y) =
n∑

j=1
(xj − yj)

2, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1;

5. d(x, y) = min
1≤j≤n

|xj − yj |, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1;

6. d(x, y) =
n∑

j=1
|x2j − y2j |, x = (xj)

n
j=1, y = (yj)

n
j=1;

7. d(x, y) = max
1≤j≤n

|xj + yj |, x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1.

Ïðèêëàä 1.7. ×è ¹ ìåòðèêîþ ó ïðîñòîði C[0, 1] ôóíêöiÿ d, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

1. d(f, g) = |f(0)− g(0)|;

2. d(f, g) = |f(0)− g(1)|;

3. d(f, g) = max
0≤x≤1/2

|f(x)− g(x)|;

4. d(f, g) = min
0≤x≤1

|f(x)− g(x)|;

5. d(f, g) = max
0≤x≤1

|f(x)− g(x)|2;

6. d(f, g) =
1∫
0

|f(x)− g(x)| dx;

7. d(f, g) = |f(0)− g(0)| −
1∫
0

|f(x)− g(x)| dx.

1.2. Çáiæíiñòü â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

Ðîçãëÿíåìî òàêå âàæëèâå ïîíÿòòÿ, ÿê ïîíÿòòÿ ïîâíîòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ,
ÿêùî

∃x ∈ X : xn −→ x.

Îçíà÷åííÿ 1.9.

xn −→ x
def
= d(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞,

òîáòî
xn −→ x

def
= ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : d(xn, x) < ε.
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Îçíà÷åííÿ 1.10. Ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîþ àáî ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi, ÿêùî

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 ∀m > n0 d(xn, xm) < ε.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîþ, ÿêùî

lim
n,m→∞

d(xn, xm) = 0.

Êîæíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹ ôóíäàìåíòàëüíà.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî êîæíà ôóíäàìåíòàëü-
íà ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè äîâåäåííÿ íåïîâíîòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 1.12. Çàäàìî íà ìíîæèíi Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìåòðèêó ôîðìóëîþ d(x, y) = |x− y|.
Òîäi ïðîñòið (Q, d) ¹ íåïîâíèì. Äiéñíî, íåõàé rn ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

|
√
2− rn| < 10−n, n ∈ N.

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (rn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà. Àëå, âîíà íå ¹ çáiæíà, îñêiëüêè ÷èñëî√
2 íå ¹ ðàöiîíàëüíèì.

Ïðèêëàä 1.13. Çàäàìî íà C[−1, 1] (ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [−1, 1]) iíòå-
ãðàëüíó ìåòðèêó

d(f, g) :=

1∫
−1

|f(x)− g(x)| dx, f, g ∈ C[a, b].

Òîäi òàêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïîâíèé.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ùîá äîâåñòè íåïîâíîòó äîñèòü çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü ÿêà íå
¹ çáiæíà. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) = arctg nx, n ∈ N, x ∈ [−1, 1].

Âîíà ôóíäàìåíòàëüíà. Äiéñíî, íåõàé n,m ∈ N i m ≤ n. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fn òà fm ¹ íåïàðíi, òî
ôóíêöiÿ |fn − fm| ¹ ïàðíà. Òîìó

d(fn, fm) :=

1∫
−1

|fn(x)− fm(x)| dx = 2

1∫
0

|fn(x)− fm(x)| dx.

Ôóíêöiÿ arctg ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà [0,∞), òîìó fn ≥ fm, à, îòæå,

d(fn, fm) = 2

1∫
0

|fn(x)− fm(x)| dx = 2

1∫
0

fn(x) dx− 2

1∫
0

fm(x) dx = Jn − Jm,

äå

Jk = 2

1∫
0

fk(x) dx, k ∈ N.
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Îñêiëüêè | arctg x| ≤ π/2, òî

Jk = 2

1∫
0

fk(x) dx ≤ π

1∫
0

dx = π.

Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíiñòü (Jk)k∈N ìîíîòîííî çðîñòà¹, áî fk+1 ≥ fk. Òîìó çãiäíî òåîðåìè Âåé¹ð-
øòðàñà ïîñëiäîâíiñòü (Jk)k∈N çáiãà¹òüñÿ. À, îòæå,

lim
n,m→∞

d(fn, fm) = lim
n,m→∞

(Jn − Jm) = lim
n→∞

Jn − lim
m→∞

Jm = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ¹ çáiæíà â íàøîìó ïðîñòîði. Òîäi iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ
f ∈ C[−1, 1], ùî

lim
n→∞

1∫
−1

|f(x)− fn(x)| dx = 0

Íà êîæíîìó ïðîìiæêó [α, 1] (α ∈ (0, 1)) ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨
g ≡ π/2. Òîìó

1∫
α

|f(x)− g(x)| dx = 0,

à, îòæå, f(x) = g(x) ïðè x ∈ [α, 1]. Íà êîæíîìó ïðîìiæêó [−1,−α] (α ∈ (0, 1)) ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g ≡ −π/2. Òîìó

−α∫
−1

|f(x)− g(x)| dx = 0,

à, îòæå, f(x) = g(x) ïðè x ∈ [−1,−α]. Ç äîâiëüíîñòi α âèïëèâà¹, ùî

f(x) =

{
π/2, ÿêùî x ∈ (0, 1];
−π/2, ÿêùî x ∈ [−1, 0).

Àëå, òàêà ôóíöiÿ f ìà¹ ðîçðèâ â òî÷öi x = 0. Ñóïåðå÷íiñòü.

Íàâåäåìî ïðèêëàä äîâåäåííÿ ïîâíîòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 1.14. Çàäàìî íà C[a, b] (ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [a, b]) ðiâíîìiðíó
ìåòðèêó

d(f, g) := max
a≤x≤b

|f(x)− g(x)|, f, g ∈ C[a, b].

Òàêèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ïîâíèì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äiéñíî, íåõàé (fn)n∈N äîâiëüíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â C[a, b]. Òîäi

∀ε > 0 ∃nε ∀n,m > nε d(fn, fm) ≤ ε. (1.8)

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

∀ε > 0 ∃nε ∀n,m > nε ∀x ∈ [a, b] |fn(x)− fm(x)| ≤ ε. (1.9)

Îòæå, äëÿ êîæíîãî x ∈ [a, b] ïîñëiäîâíiñòü (fn(x))n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà â R. Òîìó âîíà çáiæíà
(áî ïðîñòið R ¹ ïîâíèé). Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

f(x) := lim
n→∞

fn(x), x ∈ [a, b].

11



Ïîêàæåìî, ùî f ∈ C[a, b]. Ïåðåéäåìî â (1.9) äî ãðàíèöi ïðè m→ ∞. Îòðèìà¹ìî, ùî

∀ε > 0 ∃nε ∀n > nε ∀x ∈ [a, b] |fn(x)− f(x)| ≤ ε. (1.10)

Àëå, öåé çàïèñ îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî íà [a, b] çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f .
Îñêiëüêè ðiâíîìiðíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ äî íåïåðåðâíî¨, òî
f ∈ C[a, b]. Êðiì òîãî, çàïèñ

∀x ∈ [a, b] |fn(x)− f(x)| ≤ ε

åêâiâàëåíòíèé òîìó, ùî d(fn, f) ≤ ε. Òîìó (1.10) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

∀ε > 0 ∃nε ∀n > nε d(fn, f) ≤ ε.

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f â C[a, b],

Ïðèêëàä 1.15. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið ℓ2 ç ìåòðèêîþ d(x, y) =

√
∞∑
k=1

|xk − yk|2 ¹ ïîâíèì.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé (x(n)) � äîâiëüíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â ℓ2. Öå îçíà÷à¹, ùî

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀n,m > N d2(x(n), x(m)) =

∞∑
k=1

|x(n)k − x
(m)
k |2 < ε. (∗)

Òóò x(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x(k), . . .). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çà áóäü-ÿêîãî k ∈ N ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|x(n)k − x
(m)
k |2 < ε,

òîáòî ïðè êîæíîìó k ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë (x
(n)
k ) ôóíäàìåíòàëüíà â R i òîìó çà êðèòåði¹ì

Êîøi çáiæíà â R. Ïîêëàäåìî
xk := lim

n→∞
x
(n)
k .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x ïîñëiäîâíiñòü (x1, x2, . . . , xk, . . .), òîáòî

x := (x1, x2, . . . , xk, . . .).

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî:

•
∞∑
k=1

|xk|2 <∞, òîáòî x ∈ ℓ2;

• lim
n→∞

d(x(n), x) = 0.

Ñïðàâäi, ç íåðiâíîñòi (∗) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî M

M∑
k=1

|x(n)k − x
(m)
k |2 < ε.

Ó öié ñóìi ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü äîäàíêiâ i ìîæíà, çàôiêñóâàâøè n, ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè
m→ ∞. Îäåðæèìî

M∑
k=1

|x(n)k − xk|2 ≤ ε.

Öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî M . Âiäíîâèìî íåñêií÷åííèé ðÿä, ïåðåéøîâøè äî ãðà-
íèöi ïðè M → ∞

∞∑
k=1

|x(n)k − xk|2 ≤ ε. (1.11)
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iç çáiæíîñòi ðÿäiâ
∞∑
k=1

|x(n)k |2 i
∞∑
k=1

|x(n)k − xk|2 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
k=1

|xk|2, òîáòî ïåðøå òâåð-
äæåííÿ äîâåäåíå.

Äàëi, îñêiëüêè ε ÿê çàâãîäíî ìàëå, òî íåðiâíiñòü (1.11) îçíà÷à¹, ùî

lim
n→∞

d(x(n), x) = lim
n→∞

√√√√ ∞∑
k=1

|x(n)k − xk|2 = 0,

òîáòî x(n) → x ïðè n→ ∞ â ìåòðèöi ℓ2.

1.3. Äåÿêi òîïîëîãi÷íi ïîíÿòòÿ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

Îçíà÷åííÿ 1.16. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið.
Ìíîæèíó

B(x0, r) := {x ∈ X | d(x, x0) < r}

íàçèâàþòü âiäêðèòîþ êóëåþ â (X, d) ç öåíòðîì x0 ∈ X i ðàäióñîì r > 0.
Ìíîæèíó

B(x0, r) := {x ∈ X | d(x, x0) ≤ r}

íàçèâàþòü çàìêíåíîþ êóëåþ â (X, d) ç öåíòðîì x0 ∈ X i ðàäióñîì r > 0.

Îêîëîì òî÷êè x0 íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ìíîæèíà U , ùî ìiñòèòü äåÿêó êóëþ B(x0, r).

Ïðèêëàä 1.17. ×è ìîæå êóëÿ ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìiñòèòè êóëþ áiëüøîãî ðàäióñà?

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ìîæå. Íåõàé ìíîæèíà X = [0, 6] íàäiëåíà ïðèðîäíîþ ìåòðèêîþ d(x, y) =
|x− y|. Òîäi

B(0, 4) = [0, 4), B(2, 3) = [0, 5),

à îòæå, B(0, 4) ⊂ B(2, 3), òîáòî êóëÿ ðàäióñà 4 ìiñòèòüñÿ ó êóëi ðàäióñà 3.

Íåõàé E � äîâiëüíà ìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d). Ïðîâåäåìî êëàñèôiêàöiþ òî÷îê
òàêî¨ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E, ÿêùî iñíó¹ òà-
êèé îêië öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â E, òîáòî

∃ r > 0 : B(x0, r) ⊂ E.

Ìíîæèíó âñiõ âiäêðèòèõ òî÷îê ìíîæèíè E ïîçíà÷à¹ìî IntE, òîáòî

IntE := {x ∈ E | x− âíóòðiøíÿ òî÷êà}.

Îçíà÷åííÿ 1.19. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
îêië öi¹¨ òî÷êè, â ÿêîìó íåìà¹ iíøèõ òî÷îê ç ìíîæèíè E, êðiì òî÷êè x0.

Çðîçóìiëî, ùî ÿê içîëüîâàíà, òàê i âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè íàëåæàòü öié ìíîæèíi.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè E, ÿêùî ó êîæíîìó îêîëi
öi¹¨ òî÷êè ¹ õî÷ îäèí åëåìåíò ç ìíîæèíè E, òîáòî

∀ r > 0 : B(x0, r)
⋂
E 6= ∅.
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Óñi òî÷êè ìíîæèíè E ¹ ¨¨ òî÷êàìè äîòèêó, àëå ìîæóòü iñíóâàòè òî÷êè äîòèêó, ÿêi íå íàëåæàòü
äî öi¹¨ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.21. Ìíîæèíà óñiõ òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè E íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ çàìèêàííÿì i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E.

Îçíà÷åííÿ 1.22. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E, ÿêùî ó êîæíî-
ìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè E, õî÷ ñàìà òî÷êà x0 íå
îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà íàëåæàòè äî E, òîáòî

∀ r > 0 : (B(x0, r)\{x0})
⋂
E 6= ∅.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè E ¹ ¨¨ òî÷êîþ äîòèêó, àëå íå êîæíà òî÷êà
äîòèêó ¹ ãðàíè÷íîþ. Êðiì òîãî,

E ≡ E
⋃

{x : x− ãðàíè÷íà äëÿ E}.

Òî÷êà a ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X (ñêîðî-
÷åíèé çàïèñ: a = lim

n→∞
xn àáî xn → a), ÿêùî ó êîæíîìó îêîëi òî÷êè x0 ìiñòÿòüñÿ âñi ÷ëåíè öi¹¨

ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà, òîáòî(
a = lim

n→∞
xn

)
def
= (∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 d(xn, a) < ε) .

Òâåðäæåííÿ 1.23. Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êà x0 áóëà ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè E, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ðiçíèõ òî÷îê ìíîæèíè E, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x0,
òîáòî

x0 − ãðàíè÷íà äëÿ E ⇐⇒ ∃ (xn) ⊂ E xn → x0.

Âiäêðèòi i çàìêíåíi ìíîæèíè òà ¨õ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.24. Ìíîæèíà E íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî âîíà ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì çàìèêàí-
íÿì:

E − çàìêíåíà ìíîæèíà
def
= E = E.

Âëàñòèâîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí.

• Çàìèêàííÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè ¹ çàìêíåíà ìíîæèíà.

• Ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèíè ∅ òà X çàìêíåíi. Çàìêíåíèìè ó íüîìó
áóäóòü i âñi ìíîæèíè çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ òà çàìêíåíi êóëi öüîãî ïðîñòîðó.

• Ó ïðîñòîði R çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè ¹, çîêðåìà, áóäü-ÿêi âiäðiçêè òà îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi âiäðiçêiâ.

• Ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi òà îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíà
ìíîæèíà.

• Îá'¹äíàííÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí íå îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíà ìíîæèíà.
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Îçíà÷åííÿ 1.25. Ìíîæèíà E íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî êîæíà ¨¨ òî÷êà ¹ âíóòðiøíÿ:

E − âiäêðèòà ìíîæèíà
def
= ∀x ∈ E x ∈ IntE.

Âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí.

• Ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ∅ òà X ¹ âiäêðèòèìè.

• Âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ i âñi âiäêðèòi êóëi ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

• À ó ïðîñòîði R êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ îá'¹äíàííÿì ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi iíòåðâàëiâ, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî êîæíà
íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà íà ÷èñëîâié ïðÿìié ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó.

• Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà A áóëà âiäêðèòà, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ äîïîâíåííÿ A′ :=
X \A áóëî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

• Îá'¹äíàííÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi òà ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòà
ìíîæèíà.

Ñåïàðàáåëüíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 1.26. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ ó ìíîæèíi B, ÿêùî

A ⊃ B,

i âñþäè ùiëüíîþ ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî

A = X.

Íàïðèêëàä, ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ âñþäè ùiëüíà ó ïðîñòîði R.

Îçíà÷åííÿ 1.27. Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, â ÿêèõ iñíó¹ çëi÷åííà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà, íàçèâà-
þòüñÿ ñåïàðàáåëüíèìè ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè.

Ïðèêëàäè ñåïàðàáåëüíèõ ïðîñòîðiâ.

• Ó ïðîñòîði R çëi÷åííà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà ¹ ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q, òîìó ïðî-
ñòið R ¹ ñåïàðàáåëüíèé.

• Ó ïðîñòîðàõ Rn çëi÷åííi ñêðiçü ùiëüíi ìíîæèíè óòâîðþþòü åëåìåíòè x = (xj)
n
j=1 ç êîîðäè-

íàòàìè xj ∈ Q.

• Ó ïðîñòîðàõ C[a, b] òàêi ìíîæèíè ñêëàäàþòüñÿ ç ìíîãî÷ëåíiâ iç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè. Òîìó êîæåí ç öèõ ïðîñòîðiâ ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Àëå, íàïðèêëàä, ïðîñòið ℓ∞ âñiõ îáìåæåíèõ äiéñíîçíà÷íèõ (àáî êîìïëåêñíîçíà÷íèõ) ïîñëi-
äîâíîñòåé ç âiäñòàííþ

d(x, y) = sup
j∈N

|xj − yj |, x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N,

íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ó öüîìó ïðîñòîði ëèøå ïîñëiäîâíîñòi, ùî ñêëàäàþòüñÿ
ç íóëiâ òà îäèíèöü. Âîíè óòâîðþþòü íåçëi÷åííó ìíîæèíó, ðiâíó çà ïîòóæíiñòþ ìíîæèíi äié-
ñíèõ ÷èñåë âiäðiçêà [0, 1]. Âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíèìè äâîìà òàêèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè äîðiâíþ¹ 1.
Îòî÷èìî êîæíó òî÷êó öi¹¨ ìíîæèíè âiäêðèòîþ êóëåþ ðàäióñà r < 1/2. Îñêiëüêè òàêi êóëi íå
ïåðåòèíàþòüñÿ, òî ó êîæíié ç íèõ ìà¹ áóòè ïðèíàéìíi ïî îäíîìó åëåìåíòó ñêðiçü ùiëüíî¨ â ℓ∞
ìíîæèíè. Îòæå, æîäíà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà ó öüîìó ïðîñòîði íå ¹ çëi÷åííîþ.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ íà äàíó òåìàòèêó.

Ïðèêëàä 1.28. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A = {(x, y) ∈ R2 : x+ y ≤ 2} ¹ çàìêíåíîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ùîá äîâåñòè öå, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
ìíîæèíè A òåæ íàëåæèòü A. Íåõàé ((xn, yn))n∈N çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü â A i ¨ ¨ ãðàíèöåþ ¹ (x, y).
Òîäi ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (yn)n∈N çáiãàþòüñÿ äî x òà y âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè

xn + yn ≤ 2, n ∈ N,

òî, çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè n→ ∞, îòðèìó¹ìî, ùî

x+ y ≤ 2,

òîáòî (x, y) ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ.

Ïðèêëàä 1.29. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà B = {f ∈ C[0, 1] | ∀x ∈ [0, 1] f(x) ≤ 1} ¹ çàìêíåíîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé (fn)n∈N çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèíè B i íåõàé f ∈ C[0, 1] ¨¨ ãðàíèöÿ.
Ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî, à îòæå i ïîòî÷êîâî. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ x ∈ [0, 1]

fn(x) ≤ 1, n ∈ N,

òî, çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè n→ ∞ â íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî

f(x) ≤ 1, x ∈ [0, 1],

òîáòî, ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ.

Ïðèêëàä 1.30. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà C = {f ∈ C[0, 1] | ∀x ∈ [0, 1] f(x) < 1} íå ¹ çàìêíåíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) := 1− 1

n
, x ∈ [0, 1], n ∈ N.

Öÿ ïîñëiäîâíiñòü íàëåæèòü ìíîæèíi C i çáiãà¹òüñÿ äî f(x) = 1, ÿêà íå íàëåæèòü ìíîæèíi C.
Îòæå, ìíîæèíà C íå ¹ çàìêíåíà.

Ïðèêëàä 1.31. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A = {(x, y) ∈ R2 | x+ y < 1} ¹ âiäêðèòà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ïåðøèé ñïîñiá.Ôóíêöiÿ f(x, y) = x+y ¹ íåïåðåðâíà, àA ¹ ïðîîáðàçîì âiäêðèòî¨
ìíîæèíè (−∞, 1) ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f . Òîìó A ¹ âiäêðèòà.

Äðóãèé ñïîñiá. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

B = {(x, y) ∈ R2 | x+ y ≥ 1},

ùî ¹ äîïîâíåííÿì äî A. Äîâåäåìî, ùî B ¹ çàìêíåíà. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ãðàíèöÿ
êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèíè B òåæ íàëåæèòü B. Íåõàé ((xn, yn))n∈N çáiæíà ïîñëiäîâ-
íiñòü â R2 i ¨ ¨ ãðàíèöåþ ¹ (x, y). Òîäi ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (yn)n∈N çáiãàþòüñÿ äî x i y âiäïîâiäíî.
Îñêiëüêè

xn + yn ≥ 1, n ∈ N,

òî, çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè n→ ∞, îòðèìà¹ìî, ùî

x+ y ≥ 1, n ∈ N,

òîáòî (x, y) ∈ B. Îòæå, ìíîæèíà B ¹ çàìêíåíà.
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Ïðèêëàä 1.32. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A = {(x, y) ∈ R2 | x+ y < 1} íå ¹ çàìêíåíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîñèòü çíàéòè â A çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü, ãðàíèöÿ ÿêî¨ íå íàëåæèòü A. Â íà-
øîìó âèïàäêó öå çðîáèòè ëåãêî. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

(1− 1/n, 0) , n ∈ N.

Âîíà íàëåæèòü A i çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (1, 0), ùî íå íàëåæèòü A. Îòæå, A íå ¹ çàìêíåíà.

Ïðèêëàä 1.33. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà A = {f ∈ C[0, 1] | ∀x ∈ [0, 1] f(x) < 0} íå ¹ çàìêíåíîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) := − 1

n
, n ∈ N, x ∈ [0, 1].

Öÿ ïîñëiäîâíiñòü íàëåæèòü ìíîæèíi A i çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ≡ 0, ÿêà íå íàëåæèòü ìíîæèíi
A. Îòæå, ìíîæèíà A íå ¹ çàìêíåíà.

Çàäà÷i íà âiäêðèòiñòü i çàìêíåíiñòü ìíîæèíè.

Ïðèêëàä 1.34. ×è ¹ âiäêðèòîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

1. A = {(x, y) ∈ R2 | x < y};

2. A = {(x, y) ∈ R2 | sinx < y};

3. A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x ≤ y};

4. A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x2 + y2 < 1};

5. A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x+ y < 1};

6. A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, x ≥ 0};

7. A = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| > 0}.

Ïðèêëàä 1.35. ×è ¹ çàìêíåíîþ â R2 ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

1. A = {(x, y) ∈ R2 | arctg x ≤ y};

2. A = {(n, n) ∈ R2 | n ∈ N};

3. A = {(1/n, 1/n) ∈ R2 | n ∈ N};

4. A = {(x, y) ∈ R2 | y = nx, n ∈ N};

5. A = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x+ y < 1};

6. A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0};

7. A = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| > 0}.
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Ïðèêëàä 1.36. ×è ¹ çàìêíåíîþ â C[0, 1] ìíîæèíà, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ:

1. A = {f ∈ C[0, 1] | |f(0)| > 1};

2. A = {f ∈ C[0, 1] |
1∫
0

f(x) dx = 0};

3. A = {f ∈ C[0, 1] | f(0) = f(1)};

4. A = {f ∈ C[0, 1] | ∀x ∈ [0, 1] f(x) ≤ x};

5. A = {f ∈ C[0, 1] | f(0) ≤ f(1)};

6. A = {f ∈ C[0, 1] | sin f(x) > 0};

7. A = {f ∈ C[0, 1] | f(0) =
1∫
0

f(x) dx}.

1.4. Ïðèíöèï âêëàäåíèõ êóëü. Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨

Òåîðåìà 1.37 (Ïðèíöèï âêëàäåíèõ êóëü). Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) ¹ ïîâíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè êîæíà ïîñëiäîâíiñòü (Bn)n∈N çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ îäíà â äðóãó êóëü Bn+1 ⊂ Bn ç
ðàäióñàìè, ÿêi ïðÿìóþòü äî íóëÿ, ìà¹ íåïîðîæíèé ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé (X, d) ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xn
öåíòð, à ÷åðåç rn ðàäióñ çàìêíåíî¨ êóëi Bn. Îñêiëüêè êóëi âêëàäåíi, òî äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈ N
òàêèõ ùî m > n ìà¹ìî

d(xn, xm) ≤ rn.

Îñêiëüêè rn → 0 ïðè n→ ∞, òî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à îòæå, i çáiæíà:

∃ x := lim
n→∞

xn.

Î÷åâèäíî, ùî òî÷êà x ¹ òî÷êîþ äîòèêó äëÿ âñiõ Bn. Îñêiëüêè êóëi çàìêíåíi, òî x ∈ Bn äëÿ âñiõ
n ∈ N. Îòæå, x ∈ ∩∞

n=1Bn, òîáòî ïåðåòèí ¹ íåïîðîæíèé.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Òîäi

∃n1 ∈ N ∀n > n1 d(xn, xn1) <
1

2
;

∃n2 ∈ N ∀n > n2 d(xn, xn2) <
1

4
;

Äàëi çà iíäóêöi¹þ áóäó¹ìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü n1 < n2 < ... < nk < ... òàêó ùî

(∀ k ∈ N) (∃nk ∈ N) ∀n > nk d(xn, xnk
) <

1

2k
.

Ðîçãëÿíåìî êóëi

Bk := B

(
xnk

,
1

2k−1

)
Öi êóëi çàìíêåíi i ¨õ ðàäióñè ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Ïîêàæåìî, ùî âîíè ¹ âêëàäåíi, òîáòî Bk+1 ⊂ Bk

äëÿ âñiõ k ∈ N.
Íåõàé x ∈ Bk+1. Òîäi d(xnk+1

, x) ≤ 1
2k
. À îòæå,

d(xnk
, x) ≤ d(xnk

, xnk+1
) + d(xnk+1

, x) ≤ 1

2k
+

1

2k
=

1

2k−1
.
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Öå îçíà÷à¹, ùî x ∈ Bk. Îòæå, ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ îäíà â äðóãó êóëü,
ðàäióñè ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Òîìó iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ X, ùî íàëåæèòü âñiì öèì êóëÿì. Öå
îçíà÷à¹, ùî

d(xnk
, x0) ≤

1

2k−1
.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (xnk
) çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x0. Òàêèì ÷èíîì, ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü

(xn) ìiñòèòü çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü, à îòæå, i ñàìà ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ çáiæíîþ.

Ïîïîâíåííÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ïîâíîòà ¹ õîðîøîþ âëàñòèâiñòþ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Íàø ïðàêòè÷íèé äîñâiä ïiäêàçó¹, ùî
îá'¹êòè ç õîðîøèìè âëàñòèâîñòÿìè ¹ â ìåíøîñòi.

Òîìó ïîñòà¹ ïèòàííÿ: "×è ìîæíà íåïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið çðîáèòè ïîâíèì øëÿõîì äî-
ïîâíåííÿ éîãî íîâèìè åëåìåíòàìè"

Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêàçàíå äâîìà ïðèêëàäàìè.
1) Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = (0, 1] ç ìåòðèêîþ dX(x, y) = |x − y|. Öåé ïðîñòið

íåïîâíèé, áî ïîñëiäîâíiñòü xn := 1/n, n ∈ N, ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, àëå íå ¹ çáiæíîþ. Îäíàê,
ÿêùî ìè äîäàìî äî ïðîñòîðó òî÷êó x0 = 0, òî ïðîñòið Y = [0, 1] ç ìåòðèêîþ dY (x, y) = |x − y| ¹
ïîâíèì.

2) Ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = Q ç ìåòðèêîþ dX(x, y) = |x − y| ¹ íåïîâíèì. Àëå, éîãî ìîæíà
ïîìiñòèòè â ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið Y = R ç ìåòðèêîþ dY (x, y) = |x− y|.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèêà dY â îáîõ ïðèêëàäàõ ¹ ïðîäîâæåííÿì ìåòðèêè dX (ôîðìóëà òà ñàìà,
àëå îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ðiçíi). Òàêèì ÷èíîì, ìåòðèêà íà âèõiäíîìó ïðîñòîði íà çìiíþ¹òüñÿ. Êðiì
òîãî, â îáîõ ïðèêëàäàõ çàìèêàííÿ X̄ ó ïðîñòîði Y ñïiâïàäà¹ ç Y .

Íàâåäåíi ïðèêëàäè ïiäêàçóþòü, ÿêèì ìîæå áóòè îçíà÷åííÿ ïîïîâíåííÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 1.38. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Y, dY ) íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâíåííÿì ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó (X, dX), ÿêùî:

1) X ⊂ Y i X = Y (X - çàìèêàííÿ X ó ïðîñòîði Y );

2) äëÿ âñiõ x, y ∈ X dY (x, y) = dX(x, y).

Ïðîòå, îçíà÷åííÿ 1.38 çàëèøà¹ ìàëî ñâîáîäè. Óìîâà X ⊂ Y ¹ îáòÿæëèâà. Ïåðøi ñåðéîçíi
ïðèêëàäè ïîáóäîâè ïîïîâíåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ïîêàçàëè, ùî, ÿê ïðàâèëî, ïðèðîäà åëåìåíòiâ
â ïîïîâíåííi âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðèðîäè åëåìåíòiâ âèõiäíîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 1.39. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ J : X → Y íàçè-
âà¹òüñÿ içîìåòðè÷íèì âêëàäåííÿì X â Y , ÿêùî

∀x, y ∈ X dY (Jx, Jy) = dX(x, y).

Ïðè öüîìó içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿì J íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ ïðîñòîðó X íà Y , ÿêùî JX = Y ,
òîáòî êîëè J ¹ ñþð'¹êöi¹þ.

Çàóâàæèìî, ùî içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ¹ ií'¹êöi¹þ, à içîìåòðiÿ ¹ ái¹êöi¹þ. Äiéñíî, ÿêùî äëÿ
äåÿêèõ x, y ∈ X Jx = Jy, òî

dX(x, y) = dY (Jx, Jy) = 0,

òîáòî x = y.

Îçíà÷åííÿ 1.40. Íåõàé (X, dX) i (Y, dY ) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ïðîñòîðè X i Y íàçèâà¹òüñÿ
içîìåòðè÷íèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ J : X → Y .
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Içîìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ òîòîæíèìè. Ìè ïðîñòî òèì
ñàìèì åëåìåíòàì äàëè iíøi íàçâè.

Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå, ìè ìîæåìî ïðèäàòè îçíà÷åííþ 1.38 íàñòóïíó áiëüø çàãàëüíó ôîðìó.

Îçíà÷åííÿ 1.41. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Y, dY ) íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâíåííÿì ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó (X, dX), ÿêùî ïðîñòið X ìîæíà içîìåòðè÷íî i âñþäè ùiëüíî âêëàñòè â Y .

Òåîðåìà ïðî ïîïîâíåííÿ ìà¹ äóæå ïðîñòå ôîðìóëþâàííÿ.

Òåîðåìà 1.42. Êîæíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ìîæíà ïîïîâíèòè, òîáòî içîìåòðè÷íî i âñþäè
ùiëüíî âêëàñòè â ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ïîïîâíåííÿ ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî içîìåòði¨.

Îñêiëüêè äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ äîñèòü äîâãèì i òåõíi÷íî ñêëàäíèì, ìè îáìåæèìîñÿ éîãî åñêi-
çîì. Iäåÿ äîâåäåííÿ íàëåæèòü Ãåîðãó Êàíòîðó. Âëàñíå, âií âèêîðèñòàâ öþ iäåþ äëÿ îáãðóíòóâàííÿ
òåîði¨ äiéñíîãî ÷èñëà. À ïîòiì öÿ æ iäåÿ áóëà âèêîðèñòàíà Õàóñäîðôîì äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè
ïðî ïîïîâíåííÿ.

Â îäíîìó ç åïiçîäiâ äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íåðiâíiñòü, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ ÷îòè-
ðèêóòíèêà.

Òâåðäæåííÿ 1.43. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷îòèðüîõ òî÷îê x, y, x′, y′

öüîãî ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|d(x, y)− d(x′, y′)| ≤ d(x, x′) + d(y, y′).

Äîâåäåííÿ. Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Åñêiç äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ïîïîâíåííÿ. Íåõàé (X, dX) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Öåíòðàëüíå ìiñöå
ó äîâåäåííi âiäiãðà¹ êîíñòðóêöiÿ ïðîñòîðó (Y, dY ), ÿêèé ¹ ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó X.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̃ ìíîæèíó âñiõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ïðîñòîðóX. Òàêèì ÷èíîì
åëåìåíò x̃ ∈ X̃ öå ¹ äåÿêà ôóíäàìåíòàëüíà â X ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N. Ââåäåìî íà X̃ ïñåâäîìå-
òðèêó d̃ ôîðìóëîþ

d̃(x̃, ỹ) = lim
n→∞

d(xn, yn), x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N.

Ïñåâäîìåòðèêîþ ìè íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ, ùî ìà¹ âñi âëàñòèâîñòi ìåòðèêè, çà âèíÿòêîì, ïåðøî¨.
Çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ ãðàíèöi â îçíà÷åííi ïñåâäîìåòðèêè âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ÷îòèðè-

êóòíèêà äëÿ ÷åòâiðêè xn, yn, xm, ym :

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| ≤ d(xn, xm) + d(yn, ym).

Ââåäåìî íà X̃ áiíàðíå âiäíîøåííÿ:

x̃ ∼ ỹ ⇔ d̃(x̃, ỹ) = 0.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâàâàëåíòíîñòi, òîáòî ¹ ðåôëåêñèâíèì,
ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì. Âîíî (âiäíîøåííÿ) ðîçáèâà¹ X̃ íà êëàñè, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ. Ìíîæèíó öèõ êëàñiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̂. Îòîæ, X̂ � âñåìîæëèâi êëàñè åêâiâàëåíòíèõ
ìiæ ñîáîþ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå âèùå ìîæåìî íà X̂ ââåñòè âiäñòàíü d̂ çà ôîðìóëîþ:

d̂(x̂, ŷ) = d̃(x̃, ỹ), x̃ ∈ x̂, ỹ ∈ ŷ.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî d̂ ¹ ìåòðèêîþ.
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Ïîáóäó¹ìî içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ïðîñòîðó X â ïðîñòið X̂. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ÷åðåç Jx
ïîçíà÷èìî òîé êëàñ â X̂, ÿêèé ìiñòèòü ôóíäàìåíòàëüíó (ñòàöiîíàðíó) ïîñëiäîâíiñòü

xn ≡ x, n ∈ N.

ßêùî x, y ∈ X, òî
d̂(Jx, Jy) = lim

n→∞
d(x, y) = d(x, y).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìåòðè÷íèì âêëàäåííÿì.
Äîâåäåìî, ùî JX = X̂. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå x̂ ∈ X̂. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíäàìåíòàëüíó

ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ç êëàñó x̂. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Jxk)k∈N çáiãà¹òüñÿ äî x̂.
Äiéñíî,

d̂(x̂, Jxk) = lim
n→∞

d(xn, xk), k ∈ N.

Òîìó
lim
k→∞

d̂(x̂, Jxk) = lim
n,k→∞

d(xn, xk) = 0,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (Jxk)k∈N çáiãà¹òüñÿ äî x̂. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíà òî÷êà x̂ ∈ X̂ ¹ òî÷êîþ
äîòèêó äëÿ ìíîæèíè JX.

Äîâåäåìî ïîâíîòó ïðîñòîðó X̂. Íåõàé (x̂n)n∈N ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â X̂. Îñêiëüêè
JX âñþäè ùiëüíå â X̂, òî äëÿ êîæíîãî x̂n iñíó¹ xn ∈ X òàêå, ùî d̂(x̂n, Jxn) < 1/n. Ïîêàæåìî, ùî
ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ôóíäàìåíòàëüíà â X. Äiéñíî,

d(xn, xm) = d̂(Jxn, Jxm) ≤ d̂(Jxn, x̂n) + d̂(x̂n, x̂m) + d̂(x̂m, Jxm) ≤

≤ d̂(x̂n, x̂m) + 1/n+ 1/m→ 0 ïðè n,m→ ∞,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ôóíäàìåíòàëüíà âX. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x̂ êëàñ, ùî ìiñòèòü ôóíäàìåí-
òàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N. Ç äîâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Jxn)n∈N çáiãà¹òüñÿ
äî åëåìåíòà x̂. Îñêiëüêè

d̂(x̂n, x̂) ≤ d̂(x̂n, Jxn) + d̂(Jxn, x̂) ≤ 1/n+ d̂(Jxn, x̂) → 0 ïðè n→ ∞,

òî ïîñëiäîâíiñòü (x̂n)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî x̂.
Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî ÿêùî ìè ìà¹ìî äâà ðiçíi ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó X, òî âîíè ¹

içîìåòðè÷íèìè.

Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨

Ðîçãëÿíåìî òåîðåìó Áåðà ïðî êàòåãîði¨.
Iñòîðè÷íà äîâiäêà: Ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Ðåíå-Ëó¨ Áåð (1874-1932) îäèí ç òâîðöiâ ñó÷àñíî¨

òåîði¨ ôóíêöié. Çîêðåìà, âií ââiâ ïîíÿòòÿ ìíîæèí ïåðøî¨ i äðóãî¨ êàòåãîði¨, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ÿê ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì iñíóâàííÿ. Ñòåôàí Áàíàõ âèñîêî öiíóâàâ ðîáîòè Áåðà.

Îçíà÷åííÿ 1.44. Ìíîæèíà E â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ íiäå íå ùiëüíîþ, ÿêùî
âîíà íå ¹ ùiëüíîþ â æîäíîìó îêîëi. Iíøèìè ñëîâàìè, E íiäå íå ùiëüíà â X, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ
íå ìiñòèòü âíóòðiøíèõ òî÷îê, òîáòî IntE = ∅.

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ íàëåæèòü Áåðó.

Îçíà÷åííÿ 1.45. Ìíîæèíà E â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïåðøî¨
êàòåãîði¨, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñêií÷åííå àáî çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí.
Ìíîæèíà E â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨, ÿêùî âîíà
íå ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
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Òàêèì ÷èíîì, Áåð ðîçáèâ âñi ïiäìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íà äâà êëàñè: íà êëàñ ìà-
ëèõ ìíîæèí (ìíîæèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨) i íà êëàñ âåëèêèõ ìíîæèí (ìíîæèíè äðóãî¨ êàòåãîði¨).
Äèâíî, ùî òàêà, çäàâàëîñÿ ïðîñòà ïðîöåäóðà, ñòàëà åôåêòèâíèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ òåîðåì iñíó-
âàííÿ.

Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 1.46. (Òåîðåìà Áåðà ïðî êàòåãîði¨) Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ïðîñòîðîì äðóãî¨
êàòåãîði¨.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íå ¹ ïðîñòîðîì äðóãî¨ êàòåãîði¨.
Òîäi éîãî ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ

⋃
n∈NAn çëi÷åííîãî ÷èñëà íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí, òîáòî

X =
⋃
n∈N

An, IntAn = ∅.

Âiçüìåìî äîâiëüíó çàìêíåíó êóëþ B0.
Îñêiëüêè A1 íå ¹ ùiëüíà â B0, òî â B0 iñíó¹ çàìêíåíà êóëÿ B1 ç ðàäióñîì < 1 òàêà, ùî

B1

⋂
A1 = ∅.

Îñêiëüêè A2 íå ¹ ùiëüíà â B1, òî â B1 iñíó¹ çàìêíåíà êóëÿ B2 ç ðàäióñîì < 1
2 òàêà, ùî

B2

⋂
A2 = ∅.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (Bn)n∈N çàìêíåíèõ âêëàäåíèõ êóëü òàêó,
ùî

Bn

⋂
An = ∅, rn <

1

n
, n ∈ N.

Çãiäíî ç êðèòåði¹ì ïîâíîòè ïåðåòèí
⋂

n∈NBn ¹ íåïîðîæíèé, òîáòî ìiñòèòü äåÿêó òî÷êó x ∈ X. Àëå
çãiäíî ç ïîáóäîâîþ òî÷êà x íå íàëåæèòü æîäíié ìíîæèíi An, à îòæå, x /∈ X. Ñóïåðå÷íiñòü.

1.5. Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ

Îçíà÷åííÿ 1.47. Íåõàé (X, dX), (Y, dY ) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y, dom f = X, x0 ∈ X.
Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0, ÿêùî

(∀ ε > 0) (∃ δ > 0) (∀x ∈ X) [ dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε ].

ßêùî f ¹ íåïåðåðíèì âiäîáðàæåííÿì ó êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó X, òî êàæóòü, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ íåïåðåðâíå íà ïðîñòîði X.

Òâåðäæåííÿ 1.48. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íåïåðåðâíå â òî÷öi x0 òîäi i ëèøå òîäi êîëè

lim
n→∞

xn = x0 =⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Òåîðåìà 1.49. Íåõàé (X, d) - ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à (xn)n∈N i (yn)n∈N äâi çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi
â X, ÿêi çáiãàþòüñÿ äî x i y âiäïîâiäíî. Òîäi

lim
n→∞

d(xn, yn) = d(x, y).

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi ÷îòèðèêóòíèêà ìà¹ìî, ùî

|d(xn, yn)− d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(yn, y) → 0 ïðè n→ ∞.

À öå îçíà÷à¹, ùî
d(xn, yn) → d(x, y) ïðè n→ ∞.
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Òåîðåìà 1.50. (Êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi)
Íåõàé f : X → Y . Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1. Âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå íà X;

2. Ïðîîáðàç âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ¹ ìíîæèíà âiäêðèòà

G âiäêðèòà â Y =⇒ f−1(G)
def
= {x ∈ X : f(x) ∈ G} ¹ âiäêðèòîþ â X;

3. Ïðîîáðàç çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ¹ ìíîæèíà çàìêíåíà

F çàìêíåíà â Y =⇒ f−1(G) ¹ çàìêíåíîþ â X.

Îçíà÷åííÿ 1.51. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå íà ïðîñòîði X, ÿêùî

(∀ ε > 0) (∃ δ > 0) (∀x1 ∈ X) (∀x2 ∈ X) [ dX(x1, x2) < δ =⇒ dY (f(x1), f(x2)) < ε ].

Ïðèêëàä 1.52. Íåõàé ôóíêöiÿ f : X → Y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ:

∃ α > 0 : ∀x, y ∈ X dY (f(x), f(y)) ≤ αdX(x, y).

Òîäi öå âiäîáðàæåííÿ áóäå ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì (äîñòàòíüî ïîêëàñòè δ := ε
α).

Ïðèíöèï ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ

Îçíà÷åííÿ 1.53. Íåõàé X,Y � íåïîðîæíi ìíîæèíè i ôóíêöiÿ f : X → Y ìà¹ îáëàñòü âèçíà÷å-
ííÿ dom f . Ôóíêöiÿ g : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f (ñêîðî÷åíèé çàïèñ f ⊂ g),
ÿêùî dom f ⊂ dom g i ∀x ∈ dom f f(x) = g(x). Ïðè öüîìó, ôóíêöiþ f íàçèâàþòü çâóæåííÿì
ôóíêöi¨ g.

Ïðèíöèïîì ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.54. Íåõàé (X, dX) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, (Y, dY ) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y - ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå i ùiëüíî çàäàíå (dom f = X). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà
íåïåðåðâíà âñþäè çàäàíà (îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ¨¨ ñïiâïàäà¹ çi âñiì X) ôóíêöiÿ f̃ : X → Y , ÿêà ¹
ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f . Áiëüøå òîãî, f̃ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ. Íåõàé x ∈ X. Îñêiëüêè dom f = X, òî â dom f iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(xn)n∈N, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (f(xn))n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â Y .

Äiéñíî, îñêiëüêè f : X → Y - ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà, òî

(∀ ε > 0) (∃ δε > 0) (∀x, x′ ∈ dom f) [ dX(x, x′) < δε =⇒ dY (f(x), f(x
′)) < ε ].

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i íåõàé δ = δε. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ çáiæíîþ, òî âîíà ¹
ôóíäàìåíòàëüíîþ, à îòæå, iñíó¹ n0 ∈ N òàêå ùî

dX(xn, xm) < δ äëÿ âñiõ n,m > n0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
∀ n,m > n0 dY (f(xn), f(xm)) < ε.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (f(xn))n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â Y . Ç ïîâíîòè ïðîñòîðó Y âèïëèâà¹,
ùî ïîñëiäîâíiñòü (f(xn))n∈N ¹ çáiæíîþ â Y , òîáòî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

f(xn).

23



Ïîêàæåìî, ùî öÿ ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó â dom f ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N, ÿêà çáiãà¹òüñÿ
äî x. Âiçüìåìî â dom f äâi äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N òà (x′n)n∈N, ùî çáiãàþòüñÿ äî x. Ç âæå
äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ãðàíèöi lim

n→∞
f(xn) i lim

n→∞
f(x′n). Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî âîíè ðiâíi.

Äëÿ öüîãî óòâîðèìî íîâó ïîñëiäîâíiñòü

x′′ := (x1, x
′
1, x2, x

′
2, ....).

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N òà (x′n)n∈N çáiãàþòüñÿ äî x, òî ïîñëiäîâíiñòü (x′′n)n∈N òåæ çáiãà¹-
òüñÿ äî x. Ç âæå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ãðàíèöÿ lim

n→∞
f(x′′n) iñíó¹. Àëå ïîñëiäîâíîñòi (f(xn))n∈N

òà (f(x′n))n∈N ¹ ïiäïîñëiäîâíîñòÿìè ïîñëiäîâíîñòi (f(x′′n))n∈N, à îòæå,

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(x′′n) = lim
n→∞

f(x′n).

Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì
f̃(x) := lim

n→∞
f(xn),

äå (xn)n∈N � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü â dom f , ùî çáiãà¹òüñÿ äî x. Ôóíêöiÿ f̃ ¹ ïðîäîâæåííÿì
ôóíêöi¨ f . Äiéíî, ÿêùî x ∈ dom f , òî ïîñëiäîâíiñòü

xn ≡ x, n ∈ N,

çáiãà¹òüñÿ äî x, à îòæå,
f̃(x) := lim

n→∞
f(x) = f(x).

Ïîêàæåìî, ùî f̃ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Òîäi iñíó¹ δ > 0 òàêå
ùî

(∀x, x′ ∈ dom f) [ dX(x, x′) < δ =⇒ dY (f(x), f(x
′)) < ε ].

Íåõàé x, x′ ∈ X i dX(x, x′) < δ. Â dom f iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N òà (x′n)n∈N, ùî çáiãàþòüñÿ
äî x òà x′ âiäïîâiäíî. Ç íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

d(xn, x
′
n) = d(x, x′).

Îñêiëüêè dX(x, x′) < δ, òî iñíó¹ íîìåð n0 ∈ N òàêèé ùî

dX(xn, x
′
n) < δ, n > n0.

Òîäi
dY (f(xn), f(x

′
n)) < ε, n > n0.

ïåðåõîäÿ÷è â îñòàííié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞, îòðèìà¹ìî, ùî

dY (f(x), f(x
′)) ≤ ε, n > n0.

Òèì ñàìèì ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f̃ äîâåäåíà.
�äèíiñòü. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ¹äèíiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ. Ïðèïóñòèìî iñíóþòü

äâi íåïåðåðâíi âñþäè çàäàíi ôóíêöi¨ g, h : X → Y , ÿêi ¹ ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f . Íåõàé x ∈ X i
ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ç dom f çáiãà¹òüñÿ äî x. Òîäi

g(x) = lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

h(xn) = h(x),

òîáòî g = h.
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1.6. Ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü

Îçíà÷åííÿ 1.55. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, A : X → X.

A � ñòèñê
def
= ∃α ∈ (0, 1) : ∀x, y ∈ X d(Ax,Ay) ≤ αd(x, y).

Îçíà÷åííÿ 1.56. Íåõàé A : X → X, x ∈ X.
x � íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ A, ÿêùî x = Ax.

Ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 1.57. (Òåîðåìà Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó)
Íåõàé (X, d) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, A : X → X � ñòèñê. Òîäi ∃!x ∈ X : x = Ax.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ. Íåõàé x0 ∈ X. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

x1 = Ax0, x2 = Ax1, ..., xn+1 = Axn, ...

Ïîêàæåìî, ùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈ N:

d(xn, xn+p) ≤ αd(xn−1, xn+p−1) ≤ ... ≤ αnd(x0, xp) ≤ αn[d(x0, x1) + d(x1, x2) + ...+ d(xp−1, xp)] ≤

≤ αn[1 + α+ ...+ αp−1]d(x0, x1) <
αn

1− α
d(x0, x1) → 0, n→ ∞.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, òî ç ïîâíîòè ïðîñòîðó X áóäå âèïëèâàòè,
ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)n∈N ¹ çáiæíîþ, òîáòî

∃ lim
n→∞

xn =: x.

Îñêiëüêè ñòèñêóþ÷å âiäîáðàæåííÿ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, òî

Ax = A lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

xn+1 = x.

Îòæå, x � íåðóõîìà òî÷êà.
�äèíiñòü. Íåõàé x = Ax, y = Ay. Òîäi

d(x, y) = d(Ax,Ay) ≤ αd(x, y).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(1− α)d(x, y) ≤ 0.

Îñêiëüêè α ∈ (0, 1), òî d(x, y) = 0, à òîìó x = y.

Çàñòîñóâàííÿ Ïðèíöèïó ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü

Íåõàé −∞ < a < b < +∞, K(x, y) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ÿê ôóíêöiÿ âiä äâîõ çìiííèõ,
x, y ∈ [a, b], λ ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 1.58. Ðiâíÿííÿ

f(x)− λ

∫ b

a
K(x, y)f(y) dy = g(x), (1.12)

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó.

Òåîðåìà 1.59. Íåõàé

M
def
= max

(x,y)∈[a,b]×[a,b]
|K(x, y)|, λ <

1

M(b− a)
.

Òîäi
∀ g ∈ C[a, b] ∃! f ∈ C[a, b] : f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.12).
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ∀ f ∈ C[a, b]

(Af)(x)
def
= g(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)f(y) dy.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.12) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f = Af . Òîìó äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî A � ñòèñê. Ñïðàâäi, ∀ f1, f2 ∈ C[a, b]

|(Af1)(x)− (Af2)(x)| ≤ |λ|
∫ b

a
|K(x, y)| |f1(y)−f2(y)| dy ≤ |λ|

(∫ b

a
|K(x, y)| dy

)
max |f1(y)−f2(y)|,

òîìó
d(Af1, Af2) ≤ |λ|M(b− a) d(f1, f2) = αd(f1, f2), äå α < 1.

Ïðèêëàä 1.60. Çà ÿêîãî çíà÷åííÿ λ âiäîáðàæåííÿ

A : f(x) 7→ λ

∫ 1

0
xtf(t)dt+

5

6
x

¹ ñòèñêîì â ïðîñòîði C[0, 1]?

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé f, g ∈ C[0, 1]. Îñêiëüêè âiäñòàíü â ïðîñòîði C[0, 1] âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê
d(f, g) = max

0≤t≤1
|f(t)− g(t)|, òî

d(Af,Ag) = max
0≤x≤1

|λ
∫ 1

0
xt(f(t)− g(t))dt| ≤ |λ| max

0≤t≤1
|f(t)− g(t)|

∫ 1

0
tdt =

|λ|
2
d(f, g).

Òîìó, ùîá âiäîáðàæåííÿ A áóëî ñòèñêîì â ïðîñòîði C[0, 1] íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá 0 < |λ|
2 < 1,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî 0 < |λ| < 2.

1.9. Çàäà÷i ïî òåìi

Ïîâíîòà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

1) ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = (0,∞) ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|?
2) ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = Z ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|?
3) ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = {1/n} ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|?
4) ×è ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = (0, 1]× [0, 1] ç ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|, x = (x1, x2), y = (y1, y2))?

Ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü.

1) ×è ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiÿ A, ùî äi¹ ó ïðîñòîði C[a, b] çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) = sin f(x), x ∈ [a, b].

2) ×è ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiÿ A, ùî äi¹ ó ïðîñòîði C[−1, 1] çà ôîðìóëîþ

(Af)(x) = f(−x), x ∈ [−1, 1].

Äî òåîðåìè Áåðà.
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Ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X = R ç ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|.
1) ×è ¹ ìíîæèíà A = Z íiäå íå ùiëüíîþ â X?
2) ×è ¹ ìíîæèíà A = {1/n}∞n=1 íiäå íå ùiëüíîþ â X?
3) ×è ¹ ìíîæèíà A = (0, 1) íiäå íå ùiëüíîþ â X?
4) ×è ¹ ìíîæèíà A = (0, 1) âñþäè ùiëüíîþ â X?
5) ×è ¹ ìíîæèíà A = {2r | r ∈ Q} âñþäè ùiëüíîþ â (0,∞)?

Äî ïðèíöèïó ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü.

1) Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âiäîáðàæåííÿ f(x) = x2+2
2x ñòèñêîì íà ïðîìiæêó [1, 2] ç ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x− y|.
2) Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âiäîáðàæåííÿ f(x) = sin(x/2) ñòèñêîì íà ïðîìiæêó [0, π] ç ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x− y|.
3) Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âiäîáðàæåííÿ f(x) = 1

2 arctg x ñòèñêîì íà iíòåðâàëi [0,∞) ç ìåòðèêîþ
d(x, y) = |x− y|.

4) ×è ¹ ñòèñêîì ó ïðîñòîði C[0, 1] ç ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ âiäîáðàæåííÿ:

(Af)(x) =

1/2∫
0

f

(
x+ y

2

)
dy, x ∈ [0, 1].

1.7. Êîìïàêòíiñòü â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 1.61. Ñèñòåìà âiäêðèòèõ ìíîæèí G = {Gα ⊂ X : α ∈ I} íàçèâà¹òüñÿ ïîêðèòòÿì
ìíîæèíè K ⊂ X, ÿêùî

K ⊂
⋃
α∈I

Gα.

Îçíà÷åííÿ 1.62. Ñèñòåìà G̃ ⊂ G íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîêðèòòÿì G, ÿêùî îá'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ
ç G̃ ÿê i ðàíiøå ìiñòèòü ìíîæèíó K.

Îçíà÷åííÿ 1.63. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèé, ÿêùî ç áóäü-ÿêîãî éîãî
âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ, òîáòî

(X, d) − êîìïàêòíèé ïðîñòið
def
= 1) ∀ α ∈ I : Gα − âiäêðèòà ìíîæèíà;

2) X =
⋃
α

Gα;

3) ∃α1, ..., αnk
: X =

nk⋃
i=1

Gαi .

Îçíà÷åííÿ 1.64. Ìíîæèíà K ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ (X íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ áóòè
êîìïàêòíèé), ÿêùî ç áóäü-ÿêîãî éîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïî-
êðèòòÿ, òîáòî

K − êîìïàêòíà ìíîæèíà â X
def
= 1) ∀ α ∈ I : Gα − âiäêðèòà ìíîæèíà;

2) K ⊂
⋃
α

Gα;

3) ∃α1, ..., αnk
: K ⊂

nk⋃
i=1

Gαi .
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Îçíà÷åííÿ 1.65. Ìíîæèíà K ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ ¨¨ ïîñëiäîâíîñòi
ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü çáiæíó â K, òîáòî

K − êîìïàêòíà ìíîæèíà â X
def
= ∀ (xn) ⊂ K ∃ (xnk

) : xnk
→ x0 ∈ K.

Ïðèêëàä 1.66. Íåõàé X = R, d(x, y) = |x− y|, A = (0, 1).
Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìíîæèíè A:

Gn =

(
1

n
, 1− 1

n

)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
⋃∞

n=1Gn = (0, 1). Îòæå, öå ïîêðèòòÿ. Àëå ç äàíîãî ïîêðèòòÿ íå ìîæíà
âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî

∃ k1, ..., km :

km⋃
i=k1

Gi = (0, 1)

i íåõàé km - íàéáiëüøå ÷èñëî ñåðåä k1, ..., km. Òîäi
⋃km

i=k1
Gi = Gkm =

(
1
km
, 1− 1

km

)
. Î÷åâèäíî,

ùî, íàïðèêëàä, òî÷êó 1
km+1 öå ïiäïîêðèòòÿ íå ïîêðè¹. Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

ìíîæèíà A íå êîìïàêòíà.

Òåîðåìà 1.67. (Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â ïðîñòîðàõ Rn òà Cn)
Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà áóëà êîìïàêòíîþ â ïðîñòîði Rn (Cn) íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âîíà

áóëà çàìêíåíîþ òà îáìåæåíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.68. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, E ⊂ X. Òîäi

1) ìíîæèíà E íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ â X, ÿêùî âîíà ìiñòèòüñÿ â äåêié êóëi;

2) E íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì îáìåæåíîþ â X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ¨¨ ìîæíà ïîêðèòè ñêií-
÷åííîþ êiëüêiñòþ êóëü ðàäióñà ε.

Âïðàâà. 1) Êîæíà îáìåæåíà ìíîæèíà â Rn ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ.
2) Êîæíà öiëêîì îáìåæåíà ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ¹ îáìåæåíîþ. Íàâïàêè íåâiðíî.

Íèæ÷å ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä îáìåæåíî¨, àëå íå öiëêîì îáìåæåíî¨ ìíîæèíè.

Ïðèêëàä 1.69. Íåõàé X = l1, (x = (x1, x2, ...) :
∑∞

n=1 |xn| < ∞), d(x, y) =
∑∞

n=1 |xn − yn|.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

M = {en ∈ l1 : en = (0, ...0, 1, 0...)}, 1 ñòî¨òü íà n− ìó ìiñöi.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî M ⊂ B(0, 1), d(en, em) = 2. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ¹ îáìåæåíîþ, àëå íå
öiëêîì îáìåæåíà, áî äëÿ ε < 1 ñêií÷åííà êiëüêiñòü êóëü íå ïîêðèþòü ìíîæèíó M .

Òåîðåìà 1.70. (Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði)
Íåõàé (X, d) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i E ⊂ X. Ìíîæèíà E ¹ êîìïàêòíîþ â ïðîñòîði

X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ öiëêîì îáìåæåíîþ òà çàìêíåíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.71. Ìíîæèíà K ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäêîìïàêòíîþ, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ ¹ êîì-
ïàêòíà ìíîæèíà.

Òâåðäæåííÿ 1.72. (Òåîðåìà Ãàóñäîðôà)
Íåõàé (X, d) � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, M ⊂ X. Òîäi

M − öiëêîì îáìåæåíà ìíîæèíà â X ⇐⇒ M ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ.
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Êðèòåðié êîìïàêòíîñòi â ïðîñòîði C[a, b]

Íåõàé ïðîñòið C[a, b] íàäiëåíèé ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.73. 1) Ìíîæèíà M â ïðîñòîði C[a, b] íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ, ÿêùî

∃C > 0 ∀x ∈M ∀ t ∈ [a, b] : |x(t)| ≤ C;

2) Ìíîæèíà M â ïðîñòîði C[a, b] íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ, ÿêùî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈M ∀ t1, t2 ∈ [a, b] : |t1 − t2| < δ =⇒ |x(t1)− x(t2)| < ε.

Çàóâàæåííÿ. Ìíîæèíà M îáìåæåíà â C[a, b] ⇐⇒ M ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â C[a, b].
Íàñòóïíà òåîðåìà íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi i äà¹ êðèòåðié âiäíîñíî¨ êîìïàêòíîñòi

(öiëêîì îáìåæåíîñòi, ïåðåäêîìïàêòíîñòi) ìíîæèíè ó ïðîñòîði C[a, b].

Òåîðåìà 1.74. (Òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëi)
Ìíîæèíà M â ïðîñòîði C[a, b] âiäíîñíî êîìïàêòíà òîäi i ëèøå òîäi êîëè âîíà ðiâíîìiðíî

îáìåæåíà i îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.

Ïðèêëàä 1.75. ×è ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ ìíîæèíà ôóíêöié

M = {xn(t) = sinnt, n ∈ N}

ó ïðîñòîði C[0, 1] ?

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi. Î÷åâèäíî, ùî öÿ ìíîæèíà îáìåæå-
íà. Äîâåäåìî, ùî âîíà íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ. Ñïðàâäi, ÿêùî t1 = 0, t2 = 1

n , 0 < ε < 2 sin2 1
2 ,

òî |t1−t2| = 1
n i | sinnt1−sinnt2| > 2 sin2 1

2 > ε. Çâiäñè çðîçóìiëî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃ t1, t2 ∈ [0, 1] ∃ xn ∈M : |t1 − t2| < δ ∧ |xn(t1)− xn(t2)| > ε.
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2. Òåîðiÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ

2.1. Ëiíiéíi ïðîñòîðè

Ìè ïåðåõîäèìî äî íîâî¨ òåìè. Íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ áiëüø ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ, íiæ ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið. Íîðìîâàíèé ïðîñòið îòðèìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïî¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ ñòðóêòóð. À
âëàñíå, ïî¹äíàííÿ ñòðóêòóðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i ñòðóêòóðè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Áiëüøå òîãî,
öi äâi ñòðóêòóðè ¹ óçãîäæåíi ìiæ ñîáîþ.

Ïî÷íåìî ç òîãî, ùî íàãàäà¹ìî ñîái îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i äåÿêi ïðîñòi ôàêòè, ÿêi
ñòîñóþòüñÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.76. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì (âåêòîðíèì) ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì ñêàëÿðiâ Φ (Φ = R àáî Φ = C), ÿêùî íà L çàäàíà âíóòðiøíÿ îïåðàöiÿ L × L 3 (x, y) →
x + y ∈ L, ùî íàçèâà¹òüñÿ äîäàâàííÿì òà çîâíiøíÿ Φ × L 3 (λ, x) → λx ∈ L � ìíîæåííÿ íà
ñêàëÿð, ïðè öüîìó ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ âiñiì àêñiîì:

1. x+ y = y + x (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);

2. x+ (y + z) = (x+ y) + z (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);

3. ∃0 ∈ L ∀ x ∈ L x+ 0 = x (iñíóâàííÿ íóëÿ);

4. ∀ x ∈ L ∃(−x) ∈ L x+ (−x) = 0 (iñíóâàííÿ ïðîòèëåæíîãî);

5. α(β) = (αβ) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð);

6. ∃1 ∈ L ∀ x ∈ L 1x = x (iñíóâàííÿ îäèíèöi);

7. (α+ β)x = αx+ βx (äèñòðèáóòèâíiñòü ñòîñîâíî âåêòîðíîãî ìíîæíèêà);

8. α(x+ y) = αx+ αy (äèñòðèáóòèâíiñòü ñòîñîâíî ñêàëÿðíîãî ìíîæíèêà).

Ëiíiéíi ïðîñòîðè L òà L∗ íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî ìiæ ¨õ åëåìåíòàìè ìîæíà âñòà-
íîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü, óçãîäæåíó ç îïåðàöiÿìè, òîáòî

x↔ x∗, y ↔ y∗, x+ y ↔ x∗ + y∗, αx↔ αy∗.

Içîìîðôíi ïðîñòîðè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðiçíi ðåàëiçàöi¨ îäíîãî i òîãî æ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
Ïðèêëàäè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

1. R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ÷èñåë.

2. Rn � ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (x1, ..., xn) äiéñíèõ ÷èñåë ç ïîêîîðäèíàòíèìè îïåðà-
öiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî.

3. Cn � ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (x1, ..., xn) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ïîêîîðäèíàòíèìè
îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî.

4. C[a, b] � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [a, b] ôóíêöié çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâà-
ííÿ ôóíêöié òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî.

5. c � ìíîæèíà çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x1, ..., xn, ..) ç ïîêîîðäèíàòíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ
òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî.

6. m � ìíîæèíà îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (x1, ..., xn, ..) ç ïîêîîðäèíàòíèìè îïåðàöiÿìè äîäà-
âàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî.
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7. l2 � ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé (x1, ..., xn, ..) òàêèõ, ùî
∞∑
n=1

|xn|2 < ∞, ç ïîêîîðäèíàòíèìè

îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî.

Îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè. Íåõàé {xi}ni=1 � íàáið (ñèñòåìà)
åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, à {αi}ni=1 � íàáið ñêàëÿðiâ. Òîäi ñóìà

n∑
i=1

αixi

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ x1, ..., xn.
Åëåìåíòè x1, ..., xn ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, ÿêùî ðiâíiñòü

α1x1 + ...+ αnxn = 0 ìîæëèâà ëèøå çà óìîâè, ùî âñi êîåôiöi¹íòè α1, ..., αn ¹ íóëÿìè.
Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó òàêó ñèñòåìó åëåìåíòiâ íàçèâàþòü ëiíiéíî çàëåæíîþ. Iíøèìè

ñëîâàìè, ñèñòåìó åëåìåíòiâ íàçèâàþòü ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî îäèí ç íèõ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ðåøòè åëåìåíòiâ.

Íåñêií÷åííà ñèñòåìà {xi}i∈I åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî êî-
æíà ¨¨ ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

ßêùî ó ïðîñòîði L iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà iç n åëåìåíòiâ, à êîæíà ñèñòåìà iç n+ 1
åëåìåíòiâ ëiíiéíî çàëåæíà, òî êàæóòü, ùî öåé ïðîñòið ìà¹ ðîçìiðíiñòü n. Òàêèìè, çîêðåìà, ¹
ïðîñòîðè Rn òà Cn.

Ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A ⊂ L (ïîçíà÷åííÿ linA àáî spA) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ
ëiíiéíèõ êîìáiíàöié åëåìåíòiâ ìíîæèíè A.

Áàçîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà {xj}j∈I , äëÿ ÿêî¨

lin{xj}j∈I = L.

Âñi áàçè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìàþòü îäíó i òó æ ïîòóæíiñòü. ßêùî áàçà ¹ ñêií÷åííîþ, òî
ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì, à ÷èñëî âåêòîðiâ â áàçi íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíiñòþ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó.

Ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ éîãî ïiä-
ïðîñòîðîì, ÿêùî âîíà ñàìà ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî âèçíà÷åíèõ â L îïåðàöié. Iíøèìè
ñëîâàìè, ïiäìíîæèíà F ⊂ L ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, ÿêùî

∀x, y ∈ F ∀α, β ∈ Φ (αx+ βy) ∈ F.

2.2. Íîðìîâàíi ïðîñòîðè

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî îçíà÷åííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó.
Ïî÷íó ç iñòîði¨. Äëÿ öüîãî ¹ âàãîìà ïðè÷èíà. Ïîíÿòòÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó òiñíî ïîâ'ÿçàíå

çi Ëüâîâîì. Äî âèíàéäåííÿ ïîíÿòòÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ¹ ïðè÷åòíèìè òðî¹ ìàòåìàòèêiâ: Íîð-
áåðò Âiíåð, Ãàíñ Ãàí i Ñòåôàí Áàíàõ. Àëå, ïåðøi äâî¹ ìàòåìàòèêiâ íå ñôîðìóëüîâàëè çàäîâiëüíå
îçíà÷åííÿ. Âîíè ïiäiéøëè áëèçüêî, ïðîòå, öå íå ¨õ âèíàõiä. Íàòîìiñòü, Ñòåôàí Áàíàõ íå òiëüêè
äàâ ÷iòêå îçíà÷åííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (ÿêèì ìè êîðèñòó¹ìîñÿ äîíèíi), àëå òàêîæ ó ñâî¨é
äèñåðòàöi¨ (1922 ðiê) âèâ÷èâ îñíîâíi âëàñòèâîñòi íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ. Äèñåðòàöiþ Áàíàõ çàõè-
ùàâ ó Ëüâîâi ó ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi. Òîìó, íîðìîâàíi ïðîñòîðè ìîæíà ââàæàòè ëüâiâñüêèì
âèíàõîäîì.

Îçíà÷åííÿ 1.77. Íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì X íàä ïîëåì Φ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé ïðîñòið X íàä
ïîëåì Φ ç ââåäåíîþ íà íüîìó íîðìîþ, òîáòî ôóíêöi¹þ ‖ · ‖ : X → R, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi òðè âëàñòèâîñòi:

1) ∀x ∈ X ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

2) ∀ λ ∈ Φ ∀x ∈ X ‖λx‖ = |λ|‖x‖;
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3) ∀x, y ∈ X ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Çàóâàæèìî, ùî ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖ âèÿâèëîñÿ äóæå âäàëèì. Âîíî ïîäiáíå íà ïîçíà÷åííÿ ìîäóëÿ
i ìà¹ âëàñòèâîñòi ïîäiáíi íà âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ, àëå, âîäíî÷àñ, ïîçíà÷åííÿ íîðìè äîñòàòíüî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîçíà÷åííÿ ìîäóëÿ. ßêùî ìè ïðàöþ¹ìî ç ðiçíèìè íîðìîâàíèìè ïðîñòîðàìè, òî
äëÿ ðîçðiçíåííÿ íîðì ìîæåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y i òä.

Íà ïî÷àòêó ëåêöi¨ áóëî ñêàçàíî, ùî íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ ðåçóëüòàòîì ïî¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ
ñòðóêòóðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i ñòðóêòóðè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
ìè áà÷èìî. À äå ñòðóêòóðà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó?

Ìåòðèêà â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ââîäèòü äóæå ïðîñòî i ïðèðîäíî:

d(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ç àêñiîì íîðìè ëåãêî âèïëèâàþòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi ìåòðèêè.
Îçíà÷åííÿ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X ïðèéìà¹ ôîðìó:

∃x ∈ X ∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ‖x− xn‖ < ε.

Âiäïîâiäíî îçíà÷åííÿ òîãî, ùî lim
n→∞

xn = x ïðèéìå âèãëÿä:

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ‖x− xn‖ < ε.

2.3. Ïðèêëàäè íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ

Çàðàç ìè ïîáà÷èìî, ùî íàøi ïðèêëàäè ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi áóëè íà ïåðøié ëåêöi¨, íà-
ñïðàâäi ¹ ïðèêëàäàìè íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðîñòið R. Çàäàìî íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði R íîðìó

‖x‖ := |x|, x ∈ R.

Ç âëàñòèâîñòåé ìîäóëÿ âèïëèâà¹, ùî ìè ìà¹ìî íîðìîâàíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ïðè
öüîìó âêàçàíà íîðìà ïîðîäæó¹ ñòàíäàðòíó ìåòðèêó â R.

Ïðîñòið Rn. Íàãàäàþ, ùî Rn ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Åâêëiäîâà íîðìà
â Rn çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

 n∑
j=1

x2j

1/2

, x = (xj)
n
j=1.

Î÷åâèäíî, ùî âîíà ïîðîäæó¹ åâêëiäîâó âiäñòàíü â Rn.
Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì íîðìè ¹ åëåìåíòàðíîþ. Ùî ñòîñó¹òüñÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà,

òî ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî. Íåõàé x = (xj)
n
j=1 i y = (yj)

n
j=1. Òîäi

n∑
j=1

(xj + yj)
2 =

n∑
j=1

x2j +
n∑

j=1

y2j + 2
n∑

j=1

xjyj .

Çãiäíî íåðiâíîñòi Áóíÿêîâñüêîãî∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 n∑

j=1

x2j

1/2 n∑
j=1

y2j

1/2

= ‖x‖‖y‖.

Òîìó
‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2.
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Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
Ïðîñòið Cn. Ëiíiéíèé ïðîñòið Cn ¹ êîìïëåêíèì àíàëîãîì ïðîñòîðó Rn. Åâêëiäîâà íîðìà

çàäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íîþ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

 n∑
j=1

|xj |2
1/2

, x = (xj)
n
j=1.

Ïåðåâiðêà àêñiîì òàêà ñàìà.
Ïðîñòið C[a, b]. Â ëiíiéíîìó ïðîñòîði C[a, b] íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ðiâíîìiðíà íîðìà çàäà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ:
‖f‖ := max

a≤x≤b
|f(x)|, f ∈ C[a, b].

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ïîâòîðþ¹ âiäïî-
âiäíi ìiðêóâàííÿ, ùî áóëè ó ïåðøié ëåêöi¨.

Íåõàé f, g ∈ C[a, b]. Òîäi

|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ‖f‖+ ‖g‖, x ∈ [a, b].

À, îòæå,
‖f + g‖ = max

a≤x≤b
|f(x) + g(x)| ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

Ïðîñòið ℓ∞. Íàãàäàþ, ùî ÷åðåç ℓ∞ = ℓ∞(N) ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ
êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé, òîáòî

ℓ∞ := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i sup
j∈N

|xj | <∞}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ℓ∞ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çà äîäàâàííÿ
åëåìåíòiâ ìè áåðåìî çâè÷àéíå äîäàâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

Íîðìó ó ïðîñòîði ℓ∞ ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

‖x‖ := sup
j∈N

|xj |, x = (xj)j∈N.

Ïîäàìî äîâåäåííÿ ëèøå íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà. Íåõàé x = (xj)j∈N. Îñêiëüêè

|xj + yj | ≤ |xj |+ |yj | ≤ ‖x‖+ ‖y‖, j ∈ N.

òî
‖x+ y‖ = sup

j∈N
|xj + yj | ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Ïðîñòið ℓ1. ×åðåç ℓ1 ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ1 := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj | <∞}.

Íîðìó ó ïðîñòîði ℓ1 ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

∞∑
j=1

|xj |, x = (xj)j∈N.

Ïåðåâiðèìî ëèøå àêñiîìó òðèêóòíèêà. Ïåðåâiðêà äâîõ ïåðøèõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. Íåõàé

x = (xj)j∈N, y = (yj)j∈N.
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Îñêiëüêè
|xj + yj | ≤ |xj |+ |yj |, j ∈ N,

òî
∞∑
j=1

|xj + yj | ≤
∞∑
j=1

(|xj |+ |yj |) ≤
∞∑
j=1

|xj |+
∞∑
j=1

|yj | = ‖x‖ = ‖y‖.

òîáòî ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ = ‖y‖.
Ïðîñòîðè ℓp. Äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ (1,∞) ÷åðåç ℓp ïîçíà÷àþòü ïðîñòið

ℓp := {x = (xj)j∈N | (∀j ∈ N xj ∈ C) i
∞∑
j=1

|xj |p <∞}.

ℓp óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêíèõ ÷èñåë (ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî).
Íîðìó ó ïðîñòîði ℓp ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ:

‖x‖p :=

 ∞∑
j=1

|xj |p
1/p

, x = (xj)j∈N.

Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹ î÷åâèäíîþ. À íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Ìií-
êîâñüêîãî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ëåáåãiâñüêi ïðîñòîðè Lp(X,µ). Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ. Ðîçãëÿíåìî L(X,µ) �
ëiíiéíèé ïðîñòið iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié íà X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1(X,µ) ìíîæèíó, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ

f̂ := {g ∈ L(X,µ) | g ∼ f}, f ∈ L(X,µ),

òîáòî
L1(X,µ) := {f̂ | f ∈ L(X,µ}.

Ââåäåìî â L1(X,µ) íîðìó ôîðìóëîþ

‖f̂‖ :=

∫
X
|f | dµ, f ∈ L(X,µ). (1.13)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëà (1.13) çàäà¹ íîðìó íà ïðîñòîði L1(X,µ). Ïðîñòið L1(X,µ) íå
¹ ôóíêöiîíàëüíèì, áî éîãî åëåìåíòè ¹ íå ôóíêöi¨, à êëàñè ôóíêöié. Îäíàê, ìè áóäåìî ç íèì
ïðàöþâàòè ÿê ç ôóíêöiîíàëüíèì ïðîñòîðîì, ââàæàþ÷è, ùî éîãî åëåìåíòè öå ôóíêöi¨. Óÿâèìî
ñîái, ùî ìè íå ïîìi÷à¹ìî ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè. Ó öüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî ñïðèéìàòè êëàñ
åêâiâàëåíòíèõ ìiæ ñîáîþ ôóíêöié ÿê îäíó ôóíêöiþ.

Çà àíàëîãi¹þ ç ïðîñòîðîì L1(X,µ) ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðîñòîðè Lp(X,µ) ç p ∈ (1,∞). Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç L̃p(X,µ) ìíîæèíó âñiõ âèìiðíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ |f |p ¹
iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ. Ìîæíà äîâåñòè, ùî L̃p(X,µ) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, à ôîðìóëà

‖f‖p :=
(∫

X
|f |p dµ

)1/p

âèçíà÷à¹ êâàçiíîðìó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp(X,µ) ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi â ïðîñòîði
L̃p(X,µ). Ïðèéìàþ÷è çà íîðìó êëàñó íîðìó éîãî äîâiëüíîãî ïðåäñòàâíèêà ìè ïåðåòâîðþ¹ìî
Lp(X,µ) íà áàíàõiâ ïðîñòið.

Íåïåðåðâíiñòü íîðìè. Íåõàé (X, ‖ · ‖) - íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Äiéñíî, ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ìà¹ìî, ùî

‖x‖ = ‖y + (x− y)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖, ‖y‖ = ‖x+ (y − x)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖,
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òîáòî
|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.

Ç íåðiâíîñòi
|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖, x, y ∈ X,

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ X 3 x 7→ ‖x‖ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà, áî çàäàâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çi
ñòàëîþ C = 1.

Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.78. Íåõàé (X, ‖ · ‖) - íîðìîâàíèé ïðîñòið. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1 çáiãà¹òüñÿ ó

ïðîñòîði X äî x, òî
lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖.

Îçíà÷åííÿ 1.79. Íåõàé (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) äâà íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Ìè ñêàæåìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ J ¹ içîìåòðè÷íèì âêëàäåííÿì X â Y , ÿêùî âèêîíàíi óìîâè:

1. ∀x, y ∈ X dY (Jx, Jy) = dX(x, y);

2. ∀x, y ∈ X J(x+ y) = Jx+ Jy;

3. ∀x ∈ X ∀λ ∈ C J(λx) = λJx.

ßêùî içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ (òîáòî JX = Y ), òî J íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ
ïðîñòîðó X íà Y .

ßêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X íà íîðìîâàíèé ïðîñòið Y , òî ìè ãîâîðèìî,
ùî ïðîñòið X ¹ içîìåòðè÷íèé ïðîñòîðó Y (ñêîðî÷åíèé çàïèñ X ∼ Y ).

Âïðàâà 1.80. Äîâåäiòü, ùî âiäíîøåííÿ X ∼ Y , ùî ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi 1.79 ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.81. Ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið íàçèâàþòü áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Äëÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ïðî ïîïîâíåííÿ. Âîíà ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòó-
ïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 1.82. Êîæíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ìîæíà ïîïîâíèòè, òîáòî içîìåòðè÷íî i âñþäè
ùiëüíî âêëàñòè â ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Ïîïîâíåííÿ ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî içîìåòði¨.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 1.82 íå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè ïðî ïîïîâíåííÿ äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ,
áî ó âèïàäêó íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ïîâèííî çáåðiãàòè îïåðàöi¨ (ïîâèííî
áóòè ëiíiéíèì). Òîìó äëÿ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ ïîòðiáíî ïåðåäîâîäèòè òåîðåìó ïðî ïîïîâíåííÿ.
Àëå, öå ¹ íåâàæêî. Ïîòðiáíî íà ïîïîâíåííi ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ââåñòè ëiíiéíó ñòðóêòóðó i
óçãîäèòè ¨¨ ç íîðìîþ.

2.4. Åêâiâàëåíòíi íîðìè

Îçíà÷åííÿ 1.83. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið, à ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 äâi íîðìè íà X.
1) Íîðìà ‖ · ‖1 íàçèâà¹òüñÿ ñëàáøîþ çà íîðìó ‖ · ‖2 (ïèøóòü ‖ · ‖1 ≺ ‖ · ‖2), à íîðìà ‖ · ‖2

ñèëüíiøîþ çà íîðìó ‖ · ‖1 (ïèøóòü ‖ · ‖2 � ‖ · ‖1), ÿêùî

∃C > 0 ∀x ∈ X ‖x‖1 ≤ C‖x‖2. (1.14)

2) Ìè ñêàæåìî, ùî íîðìè ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 ¹ åêâiâàëåíòíèìè (ïèøóòü ‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖2), ÿêùî
iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

‖x‖1 ≤ C1‖x‖2, ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1. (1.15)
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Âïðàâà 1.84. Äîâåñòè, ùî åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî ¹
ñèìåòðè÷íèì ðåôëåêñèâíèì i òðàíçèòèâíèì âiäíîøåííÿì.

Åêâiâàëåíòíi íîðìè ïîðîäæóþòü íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði îäíó i òó æ òîïîëîãiþ. Òîìó, ç òî÷êè
çîðó òîïîëîãi¨, çàìiíà íîðìè íà ¨é åêâiâàëåíòíó ñóòò¹âî íi÷îãî íå çìiíþ¹. Íàïðèêëàä, öÿ çàìiíà
íå âïëèâà¹ íà ïîâíîòó ïðîñòîðó ÷è íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié, ùî äiþòü ó öüîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 1.85. Âñi íîðìè â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì C i dimX = n. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó áàçó

{ej}nj=1 â ïðîñòîði X. Äëÿ äîâiëüíîãî x =
n∑

i=1
λi ei ∈ X ïîêëàäåìî

‖x‖1 :=
n∑

i=1

|λi|.

Ïîêàæåìî, ùî ‖ · ‖ ∼ ‖ · ‖1. Îñêiëüêè

‖x‖ = ‖
n∑

i=1

λi ei‖ ≤
n∑

i=1

|λi| ‖ei‖ ≤ max
1≤i≤n

‖ei‖
n∑

i=1

|λi|,

òî ‖ · ‖ ≺ ‖ · ‖1.
Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ‖ · ‖1 ≺ ‖ · ‖. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(λ) := ‖
n∑

i=1

λi ei‖, λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn.

I íåõàé

S := {λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn |
n∑

i=1

|λi| = 1}

îäèíè÷íà ñôåðà â Cn. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ äîäàòíîþ i íåïåðåðâíà íà ñôåði S, à îäèíè-
÷íà ñôåðà ¹ êîìïàêòíîþ (îñêiëüêè ¹ çàìêíåíîþ òà îáìåæåíîþ â Cn). Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ
Âåé¹ðøòðàñà f äîñÿãà¹ íà S ñâîãî íàéáiëüøîãî (M = max f) i íàéìåíøîãî (m = min f) çíà÷åííÿ.
Òîáòî äëÿ âñiõ λ ∈ S

0 < m ≤ f(λ) ≤M.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî λ ∈ Cn âåêòîð λ
n∑

i=1
|λi|

íàëåæèòü ñôåði S. Òîìó

f(λ) = f

 λ
n∑

i=1
|λi|

 n∑
i=1

|λi| ≥ m

n∑
i=1

|λi|,

à öå ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî

‖
n∑

i=1

λi ei‖ ≥ m‖
n∑

i=1

λi ei‖1.

Çâiäêè âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü íîðì ‖ · ‖ i ‖ · ‖1. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1.86. Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ¹ çàìíêåíèì.

Íàñëiäîê 1.87. Ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì.
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Ïðàêòè÷íi çàäà÷i ïî òåìi: Ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè

1. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið C[a, b] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà [a, b] ôóíêöié ¹ áàíàõîâèì ïðî-
ñòîðîì ùîäî íîðìè ‖x‖ = max

t∈[a,b]
|x(t)|.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì íîðìè òðèâiàëüíà. Ç'ÿñó¹ìî ëèøå ÿê ïåðåâiðèòè
íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Î÷åâèäíî, ùî

∀ t ∈ [a, b] |x(t) + y(t)| ≤ |x(t)|+ |y(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)|+ max
t∈[a,b]

|y(t)|.

Òîìó ‖x+ y‖ = max
t∈[a,b]

|x(t) + y(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)|+ max
t∈[a,b]

|y(t)| = ‖x‖+ ‖y‖.

Äîâåäåìî, ùî C[a, b] ç òàêîþ íîðìîþ ¹ ïîâíèì ïðîñòîðîì, òîáòî äîâåäåìî, ùî êîæíà ôóíäà-
ìåíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ. Íåõàé (xn) ⊂ C[a, b] � ôóíäàìåíòàëüíà, òîáòî

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n,m > N max
t∈[a,b]

|xn(t)− xm(t)| < ε. (1.16)

Î÷åâèäíî, ùî (1.16) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n,m > N ∀ t ∈ [a, b] |xn(t)− xm(t)| < ε. (1.17)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∀ t ∈ [a, b] ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (xn(t)) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à òîìó i çáiæíîþ

(íà ïiäñòàâi ïîâíîòè R àáî C). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ [a, b] 3 t 7→ x(t)
def
= lim

n→∞
xn(t). Äîâåäåìî, ùî

x ∈ C[a, b] i ïîñëiäîâíiñòü (xn) çáiãà¹òüñÿ äî x ùîäî íîðìè, çàçíà÷åíî¨ â óìîâi. Ïåðåõîäÿ÷è äî
ãðàíèöi ïðè m→ ∞ ó íåðiâíîñòi (1.17), îäåðæó¹ìî

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N ∀ t ∈ [a, b] |xn(t)− x(t)| < ε. (1.18)

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) çáiãà¹òüñÿ äî x ðiâíîìiðíî íà [a, b]. Ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó âiäîìî, ùî ãðàíèöÿ ðiâíîìiðíî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ¹ íåïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ. Îòæå, x ∈ C[a, b]. Ç (1.18) âèïëèâà¹, ùî xn → x. Ïîâíîòà ïðîñòîðó C[a, b] äîâåäåíà.

2. Íåõàé X � ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, Y � ëiíiéíèé ìíîãîâèä â X. Äîâåñòè, ùî Y � ïîâíèé
íîðìîâàíèé ïðîñòið (ùîäî íîðìè, âçÿòî¨ ç X) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Y � çàìêíåíèé â X.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé x ∈ Y (çàìèêàííÿ ìíîæèíè Y ). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(xn) ⊂ Y , ÿêà çáiãà¹òüñÿ â X äî åëåìåíòà x. Àëå â òàêîìó âèïàäêó (xn) ôóíäàìåíòàëüíà â X, à
òîìó i â Y . Ç ïîâíîòè Y âèïëèâà¹, ùî x ∈ Y . Îòîæ, äîâåäåíî âêëþ÷åííÿ Y ⊂ Y , ÿêå ðiâíîñèëüíå
çàìêíåíîñòi Y .

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (xn) ôóíäàìåíòàëüíà â Y . Òîäi (xn) ôóíäàìåíòàëüíà â X,
à îòæå, çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà x ∈ X (íà ïiäñòàâi ïîâíîòè X). Àëå Y çàìêíåíà, à òîìó
x ∈ Y . Îòæå, (xn) çáiãà¹òüñÿ â Y . Ïîâíîòà ïðîñòîðó Y äîâåäåíà.

3. Äîâåäåìî, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið C1[−1, 1] äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà [−1, 1] ôóí-
êöié ç íîðìîþ ‖x‖ = max

t∈[−1,1]
|x(t)| íå ¹ ïîâíèì ïðîñòîðîì.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ çàäà÷ó, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà C1[−1, 1] íå
¹ çàìêíåíîþ ó ïðîñòîði C[−1, 1], íàäiëåíîìó íîðìîþ ‖x‖ = max

t∈[−1,1]
|x(t)|. Ðîçãëÿíåìî â C1[−1, 1]

ïîñëiäîâíiñòü (xn), xn(t) =
√
t2 + 1

n2 , n ∈ N. Äîâåäåìî, ùî (xn) çáiãà¹òüñÿ â C[−1, 1] äî ôóíêöi¨

x(t) = |t|. Ñïðàâäi, √
t2 +

1

n2
− |t| = 1/n2√

t2 + 1
n2 + |t|

≤ 1

n
, t ∈ [a, b].

Îòæå, ‖xn − x‖ ≤ 1
n , çâiäêè xn → x ïðè n → ∞. Àëå x 6∈ C2[−1, 1], áî ôóíêöiÿ x(t) = |t| íå ¹

äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi t = 0. Îòîæ, ìíîæèíà C1[−1, 1] íå ¹ çàìêíåíîþ â C[−1, 1].
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4. Äîâåñòè, ùî â ïðîñòîði C1[a, b] íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà [a, b] ôóíêöié íîðìè

‖x‖1 = max
t

|x(t)|+max
t

|x′(t)| i ‖x‖2 = |x(a)|+max
t

|x′(t)|

åêâiâàëåíòíi.
Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ç î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi |x(a)| ≤ max

t
|x(t)| îäåðæó¹ìî, ùî

∀x ∈ C1[a, b] ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü
t∫
a
x′(t) dt = x(t)− x(a), ìà¹ìî

‖x‖1 = max
t

|x(t)|+max
t

|x′(t)| = max
t

|
t∫

a

x′(t) dt+ x(a)|+max
t

|x′(t)| ≤

≤ |x(a)|+
b∫

a

|x′(t)| dt+max
t

|x′(t)| ≤ |x(a)|+ (b− a+ 1)max
t

|x′(t)| ≤ C‖x‖2,

äå C = max{1, b− a+ 1}. Îòîæ, çàçíà÷åíi íîðìè åêâiâàëåíòíi.
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3. Òåîðiÿ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

3.1. Ïåðåäiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

Ñüîãîäíi ìè ïî÷èíà¹ìî âèâ÷àòè ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.88. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêíèõ ÷èñåë. Ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì ó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

X ×X 3 (x, y) 7→ (x | y) ∈ C,

ÿêà âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1. ∀x, y, z ∈ X ∀α ∈ C (x + y | z) = (x | z) + (y | z), (αx | y) = α(x | y) (ëiíiéíiñòü çà
ïåðøèì àðãóìåíòîì);

2. ∀x, y ∈ X (y | x) = (x | y) (åðìiòîâà ñèìåòðè÷íiñòü);

3. ∀x ∈ X \ {0} (x | x) > 0, ïðè÷îìó (x | x) = 0 ⇔ x = 0 (äîäàòíà âèçíà÷åííiñòü).

Çàóâàæèìî, ùî ç âëàñòèâîñòåé (1) i (2) âèïëèâà¹, ùî

∀x, y, z ∈ X ∀α, β ∈ C (z | αx+ β̄y) = ᾱ(z | x) + β(z | y).

Öÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ ïiâëiíiéíiñòü çà äðóãèì àðãóìåíòîì.
Òîìó ìîæíà äàòè òàêîæ íàñòóïíå (åêâiâàëåíòíå) i áiëüø ëàêîíi÷íå îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó.

Îçíà÷åííÿ 1.89. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêcíèõ ÷èñåë. Ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì íà ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ïiâòîðàëiíiéíà åðìiòîâî ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âèçíà÷åíà
ôîðìà íà X.

Îçíà÷åííÿ 1.90. Ëiíiéíèé ïðîñòið ç çàäàíèì íà íüîìó ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ ïðî-
ñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì àáî ïåðåäãiëüáåòðîâèì ïðîñòîðîì.

ßêùî ó äiéñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ââåäåíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê, òî öåé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
åâêëiäîâèì. ßêùî ó êîìïëåêñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ââåäåíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê, òî öåé ïðî-
ñòið íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì.

3.2. Ââåäåííÿ íîðìè â ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà 1.91. Íåõàé (· | ·) - ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ëiíiéíîìó ïðîñòîði X. Òîäi ôîðìóëà

‖x‖ :=
√
(x | x), x ∈ X, (1.19)

çàäà¹ íîðìó íà ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî àêñiîìè íîðìè.
1) ßêùî x 6= 0, òî (x | x) > 0, à, îòæå, ‖x‖ > 0. ßêùî x = 0, òî

(x | x) = (0 · x | x) = 0 · (x | x) = 0,

à, îòæå, ‖x‖ = 0. Ç äðóãîãî áîêó, ÿêùî ‖x‖ = 0, òî (x | x) = 0, à, îòæå, x = 0.
2) Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i λ ∈ C
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‖λx‖2 = (λx | λx) = λλ̄(x | x) = |λ|2‖x‖2,

òîáòî ‖λx‖ = |λ|‖x‖.
3) Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X

(x+ y | x+ y) = (x | x) + (x | y) + (y | x) + (y | y) = ‖x‖2 + 2Re(x | y) + ‖y‖2.

Íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî äà¹, ùî

Re(x | y) ≤ |(x | y)| ≤ ‖x‖‖y‖.

Òîìó
‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2,

à, îòæå, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ç äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði X ïîðîäæó¹ íîðìó,
ùî çàäàíà ôîðìóëîþ (1.19). Íàäàëi, ìè áóäåìî çàâæäè ââàæàòè, ùî öÿ íîðìà ¹ ïðèðîäíîþ
íîðìîþ ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹ îêðåìèì
âèïàäêîì íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. Îòæå, ìè ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî ïîâíîòó ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.92. Ïîâíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèì ïðî-

ñòîðîì.

Çàóâàæåííÿ 1.93. Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (1.19) íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáó-
òêó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó áiëüø çðó÷íié ôîðìi:

|(x | y)| ≤ ‖x‖‖y‖, x, y ∈ X. (1.20)

Çàïàì'ÿòà¹ìî òàêîæ ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòà íîðìè ñóìè:

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re(x | y) + ‖y‖2, x, y ∈ X, (1.21)

ÿêà ¹ âiäïîâiäíèêîì òåîðåìè êîñèíóñiâ.

Ãåîìåòðiÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Çà ñâî¹þ ãåîìåòði¹þ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ¹ ïîäiáíèé äî
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2 àáî R3. Ìè âæå ìà¹ìî âiäïîâiäíèê òåîðåìè êîñèíóñiâ (äèâ. ôîðìóëó
(1.21). Âiä íå¨ ìè ëåãêî ïðèéäåìî äî àíàëîãó òåîðåìè Ïiôàãîðà.

Îçíà÷åííÿ 1.94. Íåõàé X ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (· | ·). Âåêòîðè x, y ∈ X íàçèâàþ-
òüñÿ îðòîãîíàëüíèìè (ñêîðî÷åíèé çàïèñ x ⊥ y), ÿêùî (x | y) = 0 .

Òåîðåìà Ïiôàãîðà ó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Íåõàé X - ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì. Òîäi

∀x, y ∈ X x ⊥ y =⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2. (1.22)

Ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà. Íåõàé X - ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi

∀x, y ∈ X ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2. (1.23)

Äîâåäåííÿ ðiâíîñòåé (1.22) i (1.23) ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ ç ðiâíîñòi (1.21).

Òåîðåìà 1.95. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ ‖ · ‖. Öÿ íîðìà ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà.
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Êóò ìiæ âåêòîðàìè. Ç íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî |(x | y)| ≤ ‖x‖‖y‖ âèïëèâà¹, ùî äëÿ
âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ

|(x | y)|
‖x‖‖y‖

≤ 1, −1 ≤ (x | y)
‖x‖‖y‖

≤ 1.

Òîìó äàíèé âèðàç ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êîñèíóñ äåÿêîãî êóòà φ ìiæ âåêòîðàìè x òà y:

cosφ =
(x | y)
‖x‖‖y‖

.

Çîêðåìà, äâà âåêòîðè îðòîãîíàëüíi, ÿêùî

cosφ = 0.

.

Çàóâàæåííÿ 1.96. Íóëüîâèé âåêòîð çà îçíà÷åííÿì ââàæà¹ìî îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âå-
êòîðà.

Âïðàâà 1.97. Íåõàé x1, . . . , xn íàáið ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
H. Äîâåäiòü, ùî ∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=1

‖xj‖2.

3.3. Íåïåðåðâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

Òåîðåìà 1.98. Íåõàé H -ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (· | ·). Òîäi ñêàëÿðíèé
äîáóòîê ¹ íåïåðåðâíèé çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òîáòî, ÿêùî ïîñëiäîâíîñòi (xn)n∈N i (yn)n∈N ó
ïðîñòîði H çáiãàþòüñÿ äî x i y âiäïîâiäíî, òî

lim
n→∞

(xn | yn) = (x | y).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x, y, x′, y′ âåêòîðè â H. Ç âëàñòèâîñòåé ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

(x | y)− (x′ | y′) = (x− x′ | y) + (x′ | y − y′).

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

|(x | y)− (x′ | y′)| ≤ ‖x− x′‖ ‖y‖+ ‖x′‖ ‖y − y′‖.

Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (xn)n∈N i (yn)n∈N

0 ≤ |(xn|yn)− (x | y)| ≤ ‖xn − x‖ ‖yn‖+ ‖x‖ ‖yn − y‖ −→ 0 ïðè n→ ∞.

3.4. Ïðèêëàäè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

Ïðîñòið Cn. Ëiíiéíèé ïðîñòið Cn ç åâêëiäîâîþ íîðìîþ

‖x‖ :=

 n∑
j=1

|xj |2
1/2

, x = (xj)
n
j=1,

41



¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Äiéñíî, åâêëiäîâà íîðìà ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(x | y)Cn :=
n∑

j=1

xjyj , x = (xj)
n
j=1, y = (yj)

n
j=1. (1.24)

Ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Ïðîñòið ℓ2. ×åðåç ℓ2 ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ2 := {x = (xj)j∈N | ∀j ∈ N xj ∈ C ∧
∞∑
j=1

|xj |2 <∞}.

Íîðìà ó ïðîñòîði ℓ2 çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

 ∞∑
j=1

|xj |2
1/2

, x = (xj)j∈N.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíà ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì:

(x | y)ℓ2 :=

∞∑
j=1

xjyj , x = (xj)
∞
j=1, y = (yj)

∞
j=1. (1.25)

Çàóâàæèìî, ùî ðÿä ó ôîðìóëi (1.25) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì. Äiéñíî, íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî äà¹,
ùî

∞∑
j=1

|xjyj | ≤

 ∞∑
j=1

|xj |2
1/2 ∞∑

j=1

|yj |2
1/2

.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Ïðîñòið ℓ2(Z). ×åðåç ℓ2(Z) ìè ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ äâîñòî-
ðîííiõ ïîñëiäîâíîñòåé:

ℓ2(Z) := {x = (xj)j∈Z | ∀j ∈ Z xj ∈ C ∧
∑
j∈Z

|xj |2 <∞}.

Ïðîñòið ℓ2(Z) ¹ àíàëîãîì ïðîñòîðó ℓ2. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â íüîìó çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

(x | y)ℓ2(Z) :=
∑
j∈Z

xjyj , x = (xj)j∈Z, y = (yj)j∈Z. (1.26)

Ïîðîäæåíà íèì íîðìà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

‖x‖ :=

∑
j∈Z

|xj |2
1/2

, x = (xj)j∈Z.

Ïåðåâiðêà àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òàêà æ ÿê i ó âèïàäêó ïðîñòîðó ℓ2.
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3.5. Îðòîãîíàëüíi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 1.99. Ïiäïðîñòîðîì áàíàõîâîãî (ãiëüáåðòîâîãî) ïðîñòîðó X ìè çàâæäè áóäåìî íà-
çèâàòè çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â X.

Îçíà÷åííÿ 1.100. Íåõàé G ïiäìíîæèíà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Ìè ñêàæåìî, ùî âåêòîð
f ∈ H ¹ îðòîãîíàëüíèé äî G (f ⊥ G), ÿêùî

∀g ∈ G g ⊥ f.

Ìíîæèíó âñiõ îðòîãîíàëüíèõ äî G âåêòîðiâ ìè íàçâåìî îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì äî G i
ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç G⊥, òîáòî

G⊥ def
= {x ∈ H : ∀ g ∈ G (x|g) = 0}.

Âïðàâà 1.101. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè G ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H ìíîæèíà
G⊥ ¹ ïiäïðîñòîðîì â H.

Îçíà÷åííÿ 1.102. Àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ G,F ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíà

G+ F := {g + f | g ∈ G, f ∈ F}.

Îçíà÷åííÿ 1.103. Äâà ïiäïðîñòîðè G,F ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî îð-
òîãîíàëüíèìè, ÿêùî

∀f ∈ F ∀g ∈ G f ⊥ g.

Îðòîãîíàëüíîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ G,F íàçèâà¹òüñÿ ¨õ àëãåáðà¨÷íà ñóìà ó âèïàäêó, êîëè
G,F ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè àëãåáðà¨÷íó i îðòîãîíàëüíó ñóìó äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïiäïðîñòî-
ðiâ. À âëàñíå, ìíîæèíà

{f =
n∑

j=1

gj | ∀j gj ∈ Gj}

íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ Gj , j = 1, . . . , n. Öÿ ñóìà áóäå îðòîãîíàëüíîþ,
ÿêùî ðiçíi ïðîñòîðè Gj ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè. Äëÿ îðòîãîíàëüíî¨ ñóìè ïðîñòîðiâ Gj ìè
âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ⊕n

j=1Gj .

Âïðàâà 1.104. Îðòîãîíàëüíà ñóìà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ.

3.6. Òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ

Îçíà÷åííÿ 1.105. Íåõàé H � ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið, G ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H, f ∈ H.
Åëåìåíò g ∈ H íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ åëåìåíòà f íà ïiäïðîñòið G (ñêîðî÷åíå
ïîçíà÷åííÿ g = prG f), ÿêùî

1) g ∈ G;

2) f − g ⊥ G.

Çàóâàæèìî, ùî íà ìîâi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó f − g ⊥ G îçíà÷à¹, ùî ∀ g′ ∈ G (f − g|g′) = 0.

Òåîðåìà 1.106. Íåõàé G ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H i f ∈ H. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà îðòî-
ãîíàëüíà ïðîåêöiÿ åëåìåíòà f íà ïiäïðîñòið G.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H i d := infg∈G ‖f − g‖. Ç îçíà÷åííÿ òî÷íî¨ íèæíüî¨ ãðàíi âèïëèâà¹, ùî â
G iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (gn)n∈N òàêà, ùî

lim
n→∞

‖f − gn‖ = d.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíà. Íåõàé λ ∈ C, h ∈ G. Òîäi, îñêiëüêè ïiäïðî-
ñòið G ¹ çàìêíåíèì, gn + λh ∈ G. À òîìó

‖f − (gn + λh)‖2 ≥ d2;

òîáòî
‖(f − gn)− λh‖2 ≥ d2.

Öå îçíà÷à¹, ùî
((f − gn)− λh|(f − gn)− λh) ≥ d2. (1.27)

Ïîêëàäåìî
dn := ‖f − gn‖.

Òîäi íåðiâíiñòü (1.27) áóäå ìàòè âèãëÿä

d2n − λ(h|f − gn))− λ((f − gn)|h) + |λ|2‖h‖2 ≥ d2,

òîáòî
λ(h|f − gn)) + λ((f − gn)|h)− |λ|2‖h‖2 ≤ d2n − d2.

Íåõàé h 6= 0. Ïîêëàäåìî

λ =
(f − gn|h)

‖h‖2

â îñòàííþ íåðiâíiñòü:
|(f − gn|h)| ≤ ‖h‖

√
d2n − d2. (1.28)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ G

|(gn − gm|h)| ≤ |((f − gm)− (f − gn)|h)| ≤ |(f − gm|h)|+ |(f − gn|h)| ≤ ‖h‖(
√
d2m − d2 +

√
d2n − d2).

Âiçüìåìî h = gn − gm. Îòðèìà¹ìî îöiíêó

‖gn − gm‖2 ≤ (
√
d2m − d2 +

√
d2n − d2)‖gn − gm‖,

òîáòî
‖gn − gm‖ ≤ (

√
d2m − d2 +

√
d2n − d2) −→ 0 ïðè n,m→ ∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà. Íåõàé g = lim
n→∞

gn. Îñêiëüêè

ïðîñòið çàìêíåíèé, òî ãðàíè÷íèé åëåìåíò g íàëåæèòü äî G.
Ïîêàæåìî, ùî (f − g) ⊥ G. Ïåðåéøîâøè â íåðiâíîñòi (1.28) äî ãðàíèöi, îòðèìà¹ìî

|(f − g|h)| ≤ 0 ⇐⇒ (f − g|h) = 0 ∀h ∈ G.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f − g ∈ G⊥.
Iñíóâàííÿ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ äîâåäåíî. Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü

g1, g2 ∈ G òàêi, ùî (f − gj) ∈ G⊥. Òîäi (g1− g2) ∈ G⊥. Îòæå, âåêòîð (g1− g2) íàëåæèòü îäíî÷àñíî
G i G⊥, òîáòî âåêòîð (g1 − g2) ¹ îðòîãîíàëüíèé ñàì äî ñåáå. Öå îçíà÷à¹, ùî

‖g1 − g2‖2 = 0,

òîáòî g1 = g2. �äèíiñòü äîâåäåíà.
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Íàñëiäîê 1.107. Îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ g åëåìåíòà f íà ïiäïðîñòið G ðåàëiçîâó¹ âiäñòàíü âiä
f äî G, òîáòî

‖f − g‖ = inf
v∈G

‖f − v‖ =: dist(f,G).

Äðóãå ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ.

Òåîðåìà 1.108. Íåõàé G ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H. Òîäi H = G⊕G⊥.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H i g = prG f . Òîäi g ∈ G i (f − g) ∈ G⊥. Îñêiëüêè

f = g + f − g,

òî f ∈ G⊕G⊥. Îòæå, H = G⊕G⊥.

Îáåðíåííÿ òåîðåìè ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ.

Òåîðåìà 1.109. Íåõàé G òà F ïiäïðîñòîðè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H i H = G ⊕ F. Òîäi
F = G⊥.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè H = G⊕ F , òî F ⊥ G, à, îòæå F ⊂ G⊥.
Âiçüìåìî äîâiëüíèé âåêòîð h ∈ G⊥. Îñêiëüêè H = G ⊕ F , òî h ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

h = g + f, äå g ∈ G, f ∈ F . Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî g = h − f ∈ G⊥ − F ⊂ G⊥, òîáòî g ∈ G ∩ G⊥.
Îòæå, g = 0 i h = f ∈ F . À öå îçíà÷à¹, ùî G⊥ = F.

3.7. Ðÿäè â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Îçíà÷åííÿ 1.110. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið i (xn)n∈N � ïîñëiäîâíiñòü â X.
Ðÿäîì â ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíà ñóìà

x1 + x2 + ...+ xn + ... =:

∞∑
n=1

xn.

Ìè êàæåìî, ùî ðÿä
∞∑
n=1

xn çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî â X iñíó¹ ãðàíèöÿ ÷àñòêîâèõ ñóì, òîáòî ãðàíèöÿ

S = lim
N→∞

SN ,

äå SN
def
=

N∑
n=1

xn. ßêùî ãðàíèöÿ iñíó¹, òî ìè ¨¨ íàçèâà¹ìî ñóìîþ âêàçàíîãî ðÿäó i çàïèñó¹ìî öåé

ôàêò ó âèãëÿäi ðiâíîñòi S =
∞∑
n=1

xn.

Ïðèêëàä 1.111. Íåõàé X = C[0, 1]. ×è çáiãà¹òüñÿ â X ðÿä

∞∑
n=1

(
tn

n
− tn+1

n+ 1

)
?
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Òåîðåìà 1.112. [Êðèòåðié çáiæíîñòi ðÿäó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði]

Ðÿä
∞∑
n=1

xn ¹ çáiæíèì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀ k > N ∀ p ∈ N

∥∥∥∥∥
k+p∑

n=k+1

xn

∥∥∥∥∥ < ε. (1.29)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � áàíàõîâèé ïðîñòið. Òîäi çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
n=1

xn åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi

ïîñëiäîâíîñòi (Sn)∞n=1 éîãî ÷àñòêîâèõ ñóì:

Sn :=

n∑
j=1

xj , n ∈ N.

Îñêiëüêè ïðîñòið X ¹ ïîâíèé, òî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (Sn)∞n=1 ðiâíîñèëüíà ôóíäàìåíòàëüíîñòi
ïîñëiäîâíîñòi (Sn)∞n=1. À öå îçíà÷à¹, ùî

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀ k > N ∀ p ∈ N ‖Sk+p − Sk‖ =

∥∥∥∥∥
k+p∑

n=k+1

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Íàñëiäîê 1.113. ßêùî ðÿä
∞∑
n=1

xn � çáiæíèé, òî lim
n→∞

xn = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.114. Ìè ãîâîðèìî, ùî ðÿä
∞∑
n=1

xn ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé, ÿêùî

∞∑
n=1

‖xn‖ <∞.

Äîñòàòíÿ óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 1.115. ßêùî ðÿä
∞∑
n=1

xn â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé, òî âií çái-

æíèé i ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖xn‖. (1.30)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðÿä
∞∑
n=1

xn ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé i Sn � éîãî ÷àñòêîâà ñóìà. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ

n,m ∈ N òàêèõ, ùî m < n, ìà¹ìî

‖Sn − Sm‖ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1+m

xj

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1+m

‖xj‖ → 0 ïðè m→ ∞.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà (áî ïðîñòið X ¹
ïîâíèé).
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Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà äëÿ íîðìè âèïëèâà¹, ùî∥∥∥∥∥
N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
N∑

n=1

‖xn‖.

Ïåðåõîäÿ÷è â íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè N → ∞, ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi íîðìè îòðèìó¹ìî
íåðiâíiñòü (1.30). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 1.116. Íåõàé H - ïåðåäãiëüáåðòîâèé ïðîñòið i äëÿ n ∈ N xn ∈ H.

Ðÿä
∞∑
n=1

xn íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì, ÿêùî

xn ⊥ xm ïðè n 6= m.

Òåîðåìà 1.117. [Êðèòåðié çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòî-

ði] Íåõàé
∞∑
n=1

xn � îðòîãîíàëüíèé ðÿä â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Äëÿ òîãî, ùî âií çáiãàâñÿ íåîá-

õiäíî i äîñèòü, ùîá çáiãàâñÿ ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖2. ßêùî îñòàííié çáiãà¹òüñÿ, òî ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

‖xn‖2. (1.31)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

Sn :=

n∑
j=1

xj , n ∈ N.

Ç îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈ N òàêèõ, ùî m < n,

‖Sn − Sm‖2 =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1+m

xj

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=1+m

‖xj‖2.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (Sn)n∈N ¹ åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó
∞∑
n=1

‖xn‖2. Äiéñíî, ÿêùî ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖2 çáiãà¹òüñÿ, òî

‖Sn − Sm‖2 =
n∑

j=1+m

‖xj‖2 → 0 ïðè m→ ∞.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà, à, îòæå, çáiæíà (áî ïðîñòið ¹
ïîâíèé).

À ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (Sn)n∈N çáiæíà, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà i
n∑

j=1+m

‖xj‖2 = ‖Sn − Sm‖2 → 0 ïðè n,m→ ∞,

à, îòæå, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Êîøi ðÿä
∞∑
n=1

‖xn‖2 çáiãà¹òüñÿ.

Ïåðåõîäÿ÷è â ðiâíîñòi ∥∥∥∥∥
N∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥
2

=

N∑
n=1

‖xn‖2

äî ãðàíèöi ïðè N → ∞, ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi íîðìè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1.31). Òåîðåìà
äîâåäåíà.
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Ðîçäië II. Ëiíiéíi íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ

1. Ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

1.1. Îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì Φ (Φ = R àáî Φ = C).

Îçíà÷åííÿ 2.1. Âiäîáðàæåííÿ A : X → Y íàçèâàþòü ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî
1) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(A) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó X;
2) ∀α, β ∈ Φ ∀x, y ∈ D(A) A(αx+ βy) = αAx+ βAy.

Ïîçíà÷èìî

D(A) � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà À,

R(A) := {y = Ax : x ∈ D(A)} � îáëàñòü çíà÷åíü îïåðàòîðà À,

kerA := {x ∈ D(A) : Ax = 0} � ÿäðî îïåðàòîðà À.

Íàäàëi, ÿêùî íå ñòâåðäæó¹òüñÿ ïðîòèëåæíå, ââàæàòèìåìî, ùî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ðîçãëÿ-
äóâàíîãî îïåðàòîðà ¹ âåñü ïðîñòið Õ.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið, A : X → X. Ïîêëàäåìî

Ax = x, x ∈ X.

Îïåðàòîð À, ÿêèé ïåðåâîäèòü êîæíèé åëåìåíò â ñåáå, íàçèâàþòü îäèíè÷íèì îïåðàòîðîì.
Ïîçíà÷àþòü îäèíè÷íèé îïåðàòîð ÷åðåç IX .

Âïðàâà. Íåõàé À � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi

1) À0 = 0, äå 0 � íóëüîâèé åëåìåíò;

2) R(A), kerA � ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Íåõàé X, Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A : X → Y .
À � îáìåæåíèé îïåðàòîð, ÿêùî

∃C > 0 ∀x ∈ X ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X . (2.1)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî À � îáìåæåíèé îïåðàòîð òîäi i ëèøå òîäi êîëè âií îáìåæåíó ìíîæèíó
ïåðåâîäèòü â îáìåæåíó.

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 2.3, ëåãêî äàòè îçíà÷åííÿ íåîáìåæåíîãî îïåðàòîðà. Ïðîòå íà ïðàêòèöi
íàì çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ îçíà÷åííÿì íåîáìåæåíîãî îïåðàòîðà íà ìîâi ïîñëiäîâíîñòåé, à ñàìå:

Îçíà÷åííÿ 2.4. Îïåðàòîð À � íåîáìåæåíèé, ÿêùî

∀n ∈ N ∃xn ∈ X : ‖Axn‖Y > n‖xn‖X .
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Îçíà÷åííÿ 2.5. Îïåðàòîð À � íåïåðåðâíèé â òî÷öi x0, ÿêùî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X : ‖x− x0‖X < δ ⇒ ‖Ax−Ax0‖Y < ε.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Îïåðàòîð À � íåïåðåðâíèé â òî÷öi x0 òîäi i ëèøå òîäi êîëè

lim
n→∞

xn = x0 =⇒ lim
n→∞

Axn = Ax0.

Òâåðäæåííÿ 2.7. Íåõàé X, Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A : X → Y � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi
íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

à) ∃x0 ∈ X : A íåïåðåðâíèé â òî÷öi x0;
b) ∀x ∈ X : A íåïåðåðâíèé â òî÷öi x;
c) À � îáìåæåíèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. a) ⇒ b) Íåõàé x ∈ X i xn → x. Òîäi

xn + x0 − x→ x0,

a îòæå,
A(xn + x0 − x) → Ax0.

Áåðó÷è äî óâàãè ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà À, îòðèìà¹ìî Axn +Ax0 −Ax→ Ax0, òîáòî

Axn → Ax.

b) ⇒ c) Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ b) îïåðàòîð À ¹
íåîáìåæåíèì, òîáòî

∀n ∈ N ∃xn ∈ X : ‖Axn‖ > n‖xn‖.

Ïîêëàäåìî
yn =

xn
‖xn‖n

.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ‖yn‖ = 1
n , òîáòî yn → 0. Áåðó÷è äî óâàãè íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà À â

êîæíié òî÷öi â Õ, îòðèìà¹ìî, ùî Ayn → 0.
Ç iíøîãî áîêó,

‖Ayn‖ =

∥∥∥∥A xn
‖xn‖n

∥∥∥∥ =
‖Axn‖
n‖xn‖

>
n‖xn‖
n‖xn‖

= 1.

(Ñóïåðå÷íiñòü!)
c) ⇒ a) Íåõàé xn → 0. Îñêiëüêè À � îáìåæåíèé, òî

∃C > 0 ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Axn → 0 (= A0). Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð À ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi.

Äàíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî ïîíÿòòÿ îáìåæåíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ òiñíî
ïîâ'ÿçàíi, òîáòî ëiíiéíèé îïåðàòîð íåïåðåðâíèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âií îáìåæåíèé.

Ïîçíà÷èìî

B(X,Y ) := {A : X → Y |A � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð,D(A) = X}.

ßêùî X = Y , òî ïèøóòü ñêîðî÷åíî B(X).

Òâåðäæåííÿ 2.8. Íåõàé dimX, dimY <∞, A : X → Y � ëiíiéíèé îïåðàòîð, D(A) = X. Òîäi

A ∈ B(X,Y ).
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1.2. Ïðèêëàäè ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ

Ïðèêëàäè ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ:

1. Íåõàé X = C[a, b], (Ax)(t) = tx(t). Îñêiëüêè |(Ax)(t)| ≤ max |t| max |x(t)|, òîäi

‖Ax‖ ≤ max(|a|, |b|) ‖x‖.

2. X = Y = l2, Ax = (0, x1, x2, ...), x = (x1, x2, ...)

‖Ax‖2 =
∞∑
j=1

|xj |2 = ‖x‖2 ⇒ ‖Ax‖ = ‖x‖.

Ïðèêëàä ëiíiéíîãî íåîáìåæåíîãî îïåðàòîðà:

Íåõàé X = Y = C[a, b], A : X → Y,D(A) = C1[a, b].

∀x ∈ D(A) (Ax)(t) = x
′
(t).

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð À íåîáìåæåíèé. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

xn(t) = eint.

Îñêiëüêè (Axn)(t) = ineint,

‖Axn‖
‖xn‖

= n→ ∞ ⇒ A � íåîáìåæåíèé.

1.3. Àëãåáðà B(X,Y )

Ìíîæèíà B(X,Y ) ñòà¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì C, ÿêùî ìè ââåäåìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
îïåðàòîðiâ i ìíîæåííÿ îïåðàòîðà íà ÷èñëî çà ôîðìóëàìè:

(A+B)x := Ax+Bx, (λA)x = λ(Ax), x ∈ X, λ ∈ C.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè, ùî âèêîíóþòüñÿ âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó:

• A+B = B +A

• (A+B) + C = A+ (B + C)

• A+OX = OX + A = A; òóò OX � íóëüîâèé îïåðàòîð â X, òîáòî ∀x ∈ X OXx = 0Y , äå 0Y
� íóëüîâèé âåêòîð â Y

• ∃ (−A) : ∀A A + (−A) = (−A) + A = OX ; òóò (−A) � ïðîòèëåæíèé îïåðàòîð, òîáòî
∀x (−A)x = −Ax

• λ · (A+B) = λ ·B + λ ·A

• (α+ β) ·A = α ·A+ β ·A, α, β ∈ Φ

• (α · β) ·A = α · (β ·A)

• IX ·A = A ; òóò IX � îäèíè÷íèé îïåðàòîð
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Íåõàé X, Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Ââåäåìî íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði B(X,Y ) íîðìó çà ôîðìóëîþ:

‖A‖ = ‖A‖B(X,Y ) := min{C ≥ 0 | ∀x ∈ X ‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X}. (2.2)

Òîáòî, íàéìåíøó ç êîíñòàíò â îçíà÷åííi 2.3, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 2.1, íàçâåìî
íîðìîþ îïåðàòîðà À i ïîçíà÷àòèìåìî ‖A‖.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îçíà÷åííÿ íîðìè îïåðàòîðà òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ôîðìóëè:

‖A‖ = sup
x ̸=0

‖Ax‖
‖x‖

= sup
y ̸=1

‖Ay‖ = sup
∥y∥≤1

‖Ay‖

Ç ôîðìóëè (2.2) î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî

‖Ax‖Y ≤ ‖A‖‖x‖X , x ∈ X. (2.3)

Öþ âëàñòèâiñòü íîðìè ìè áóäåìî ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòè.
Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ àêñiîì íîðìè äëÿ íîðìè îïåðàòîðà. Ïåðåâiðêà ïåðøèõ äâîõ àêñiîì ¹

î÷åâèäíîþ. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà.
Íåõàé A,B ∈ B(X,Y ). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X

‖(A+B)x‖Y ≤ ‖Ax‖Y + ‖Bx‖Y ≤ ‖A‖‖x‖X + ‖B‖‖x‖X = (‖A‖+ ‖B‖)‖x‖X .

Îòæå, ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.
Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé ïðîñòið B(X,Y ) ç îïåðàòîðíîþ íîðìîþ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íîðìîâàíèé

ïðîñòið. À ÷è ¹ öåé ïðîñòið ïîâíèì?

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé X òà Y íîðìîâàíi ïðîñòîðè. ßêùî ïðîñòið Y ¹ ïîâíèé, òî íîðìîâàíèé
ïðîñòið B(X,Y ) òåæ ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäàþ ïðîñòið íàçèâàþòü ïîâíèì, ÿêùî êîæíà â íüîìó ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâ-
íiñòü ¹ çáiæíîþ. Ðîçãëÿíåìî ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N ó ïðîñòîði B(X,Y ). Òîäi

∀ε > 0 ∃n0 ∀n,m > n0 ‖An −Am‖ < ε.

Îñêiëüêè
‖Anx−Amx‖Y ≤ ‖An −Am‖‖x‖X ,

òî
∀ε > 0 ∃n0 ∀x ∈ X ∀n,m > n0 ‖Anx−Amx‖Y < ε‖x‖X . (2.4)

À öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðíà ïîñëiäîâíiñòü (Anx)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíà ó ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè Y
ïîâíèé, òî ïîñëiäîâíiñòü (Anx)n∈N çáiãà¹òüñÿ â Y . Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Ax = lim
n→∞

Anx.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, ìà¹ìî

A(x+ y) = lim
n→∞

An(x+ y) = lim
n→∞

(Anx+Any) = Ax+Ay,

A(λx) = lim
n→∞

An(λx) = λ lim
n→∞

Anx = λAx.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ îáìåæåíèì. Ïåðåéäåìî â (2.4) äî ãðàíèöi ïðè m → ∞. Âðàõîâóþ÷è íåïå-
ðåðâíiñòü íîðìè, îòðèìó¹ìî, ùî

∀ε > 0 ∃n0 ∀x ∈ X ∀n > n0 ‖Anx−Ax‖Y ≤ ε‖x‖X .
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Çâiäñè, âèïëèâà¹, ùî ïðè n > n0 îïåðàòîð (An −A) ¹ îáìåæåíèé i

‖An −A‖ ≤ ε.

Îñêiëüêè
A = An − (An −A)

i îïåðàòîðè An òà (An − A) ¹ îáìåæåíi, òîáòî íàëåæàòü B(X,Y ), òî îïåðàòîð A òåæ íàëåæèòü
B(X,Y ). Çi ñêàçàíîãî âèùå òàêîæ âèïëèâà¹, ùî

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ‖An −A‖ ≤ ε,

à, îòæå, An → A ïðè n→ ∞. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íîðìó îïåðàòîðà À çàçâè÷àé øóêàþòü â íàñòóïíié ïîñëiäîâíîñòi:

Êðîê 1. ∀x ∈ D(A) çíàõîäÿòü òàêó êîíñòàíòó Ñ>0, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Ax‖ ≤ C‖x‖.

Çíàéäåíà îöiíêà äîçâîëÿ¹ çðîáèòè íàì âèñíîâîê, ùî ‖A‖ ≤ C.

Êðîê 2. Äîâîäèìî, ùî çíàéäåíà êîíñòàíòà ¹ íàéìåíøîþ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çíàéòè òàêèé
åëåìåíò x0, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

‖Ax0‖ = C‖x0‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ = C.

×àñòî íà ðîëü x0 çðó÷íî áðàòè îäèíè÷íi åëåìåíòè âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ. À ñàìå,
1) C[a, b], x0(t) = 1 � îäèíè÷íà ôóíêöiÿ;
2) lp, x0 = (1, 0, 0, .....).

Àëå íå çàâæäè áóäå iñíóâàòè òàêèé åëåìåíò x0. Â öüîìó âèïàäêó äîâîäÿòü, ùî ‖A‖ = C,
âèêîðèñòîâóþ÷è ïîñëiäîâíîñòi, à ñàìå áóäóþòü ïîñëiäîâíiñòü (xn) ⊂ D(A) òàêà, ùî

‖Axn‖
‖xn‖

→ C ïðè n→ ∞.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ‖A‖ = C.
Ïðèêëàä. Çíàéòè íîðìó ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà

A : C1[0, 1] → C[0, 1], (Ax)(t) = x′(t).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé X = C1[0, 1], Y = C[0, 1]. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X

‖Ax‖Y = max
0≤t≤1

∣∣x′(t)∣∣ ≤ max
0≤t≤1

|x(t)|+ max
0≤t≤1

∣∣x′(t)∣∣ = ‖x‖X ,

òîìó ‖A‖ ≤ 1.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî x0(t) ≡ 1, òî ∥Ax0∥Y
∥x0∥X

= 1, òîìó ‖A‖ ≥ 1. Îòæå, ‖A‖ = 1.

Ñèëüíà, ñëàáêà òà ∗-ñëàáêà çáiæíiñòü

Íåõàé X � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, x, x1, . . . , xn, .. ∈ X.

52



Îçíà÷åííÿ 2.11. Ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1 çáiãà¹òüñÿ äî x (ïîçíà÷àòü lim

n→∞
xn = x), ÿêùî

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Ó öüîìó âèïàäêó x íàçèâà¹òüñÿ (ñèëüíîþ) ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn)
∞
n=1.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Ïîñëiäîâíiñòü (xn) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî x (ïîçíà÷àòü w− lim
n→∞

xn = x), ÿêùî

∀f ∈ X
′

lim
n→∞

f(xn) = f(x).

Îçíà÷åííÿ 2.13. Íåõàé f, f1, . . . , fn, .. ∈ X
′
.

Ïîñëiäîâíiñòü (fn) ∗-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî f (ïîçíà÷àþòü ∗w − lim
n→∞

fn = f), ÿêùî

∀x ∈ X lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Ðiâíîìiðíà, ñèëüíà òà ñëàáêà çáiæíiñòü â B(X,Y )

Íåõàé X,Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A,A1, . . . , An, .. ∈ B(X,Y ).

Îçíà÷åííÿ 2.14. Ïîñëiäîâíiñòü (An) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî A (ïîçíà÷àòü lim
n→∞

An = A),
ÿêùî

lim
n→∞

‖An −A‖ = 0.

Îçíà÷åííÿ 2.15. Ïîñëiäîâíiñòü (An) ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî A (ïîçíà÷àòü s − lim
n→∞

An = A),
ÿêùî

∀x ∈ X lim
n→∞

Anx = Ax.

Îçíà÷åííÿ 2.16. Ïîñëiäîâíiñòü (An) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî A (ïîçíà÷àòü w − lim
n→∞

An = A),
ÿêùî

∀f ∈ X
′ ∀x ∈ X lim

n→∞
f(Anx) = f(Ax).

Òàêîæ lim
n→∞

An = A çàïèñóþòü òàê: An −−−→
n→∞

A.

Âïðàâà. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi iìïëiêàöi¨:

lim
n→∞

An = A ⇒ s− lim
n→∞

An = A ⇒ w − lim
n→∞

An = A.

Íàâïàêè, âçàãàëi êàæó÷è íåâiðíî. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä. Íåõàé H = l2, Anx = (x1, x2, ..., xn, 0, 0, ..). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

∀x ∈ l2 Anx→ x,

òîáòî s− lim
n→∞

An = I. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü (An) íå çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî. Äëÿ öüîãî

íàì ïîòðiáíî îöiíèòè íîðìó ‖Anx− x‖:

‖Anx− x‖2 =
∞∑

k=n+1

|xk|2 ≤
∞∑
k=1

|xk|2 = ‖x‖2.

Îòæå, ‖Anx− x‖ ≤ ‖x‖.
Ïîêëàäåìî, x0 = (0, ..., 0, 1, 0, ..), äå îäèíè÷êà ñòî¨òü íà n+ 1-ìó ìiñöi. Î÷åâèäíî, ùî ‖x0‖ = 1

i ‖Anx0 − x0‖ = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖An − I‖ = 1 6= 0, à îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (An) çáiãà¹òüñÿ
ñèëüíî, àëå ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íå áóäå.
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Äîáóòîê îïåðàòîðiâ

Ââåäåìî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ. Íåõàé X,Y, Z íîðìîâàíi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ), B ∈
B(Y, Z). Äîáóòêîì BA îïåðàòîðiâ A i B íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

(BA)x = B(Ax), x ∈ X,

òîáòî äîáóòêîì îïåðàòîðiâ ¹ ¨õ êîìïîçèöiÿ. Äîáóòîê BA ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì.
Äiéñíî êîìïîçèöiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, à êîìïîçèöiÿ íåïåðåðâíèõ ¹
íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì. Áiëüøå òîãî,

‖(BA)x‖Z = ‖B(A)x‖Z ≤ ‖B‖‖Ax‖Y ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖X , x ∈ X,

òîáòî
‖BA‖ ≤ ‖B‖‖A‖.

Äîáóòîê îïåðàòîðiâ ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Äiéñíî, íåõàé A,A0 ∈
B(X,Y ), B,B0 ∈ B(Y, Z). Òîäi

‖BA−B0A0‖ = ‖B(A−A0) + (B −B0)A0‖ ≤ ‖B‖‖A−A0‖+ ‖B −B0‖‖A0‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íà ìíîæèíi

{(A,B) ∈ B(X,Y )× B(Y, Z) | ‖A‖, ‖B‖ ≤ C},

äå C > 0, äîáóòîê îïåðàòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

‖BA−B0A0‖ ≤ C(‖A−A0‖+ ‖B −B0‖),

òîáòî ¹ íåïåðåðâíèì.
Äîìîâèìîñÿ íîðìîâàíèé ïðîñòið B(X,X) ïîçíà÷àòè ñêîðî÷åíî ÷åðåç B(X). ßêùî X - áàíàõiâ

ïðîñòið, òî, ÿê ìè âæå äîâåëè, B(X) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. Îäíàê, â B(X) ìè ìà¹ìî ùå îïå-
ðàöiþ ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ. Â ðåçóëüòàòi B(X) óòâîðþ¹ ñòðóêòóðó, ÿêó íàçèâàþòü íîðìîâàíîþ
(áàíàõîâîþ, ÿêùî X áàíàõiâ ïðîñòið) àëãåáðîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìà¹ìî ñòðóêòóðó êîìïëåêñíî¨
àëãåáðè i íàêëàäåíó íà íå¨ ñòðóêòóðó íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. Äî àêñiîì íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó
ïîòðiáíî äîäàòè íàñòóïíi àêñiîìè:

1. (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ)

2. λ(AB) = (λA)B = A(λB)

3. (A+B)C = AC +BC, C(A+B) = CA+ CB (äèñòðèáóòèâíiñòü);

4. IA = AI = A ( I - îäèíè÷íèé îïåðàòîð);

5. ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ (ìóëüòèïëiêàòèâíà íåðiâíiñòü)

6. ‖I‖ = 1.

1.4. Ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè

Âàæëèâèì îêðåìèì âèïàäêîì ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ¹ ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè.
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Îçíà÷åííÿ 2.17. Ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ â ïðîñòið Φ(R àáîC) íàçèâàþòü ëiíiéíèì ôóí-

êöiîíàëîì.

Ïîÿñíèìî áiëüø äåòàëüíiøå. Íåõàé X - ëiíiéíèé ïðîñòið íàä C (íàä R). Ëiíiéíèì ôóíêöiîíà-
ëîì íà X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ùî äi¹ ç X â C (â R) i :

1. ∀x, y ∈ X f(x+ y) = f(x) + f(y);

2. ∀x ∈ X ∀α ∈ C(R) f(αx) = αf(x).

Ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà X óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿ-
ìè äîäàâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ i ìíîæåííÿ ôóíêöiîíàëà íà ÷èñëî. Öåé ëiíiéíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
àëãåáðà¨÷íèì ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç X∗.

ßêùî ïðîñòið X ¹ íîðìîâàíèì, òî ïiäïðîñòið â X∗, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöiîíàëiâ íà X, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ñïðÿæåíèì äî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç X ′. Ïðîñòið X ′ ìè íàäiëÿ¹ìî íîðìîþ

‖f‖ := sup
∥x∥=1

|f(x)|,

òîáòî íîðìîþ ïðîñòîðó B(X,C). Îòæå, ìè ìà¹ìî, ùî X ′ = B(X,C). Îñêiëüêè C ¹ áàíàõîâèì
ïðîñòîðîì, òî ç òåîðåìè ïðî ïîâíîòó íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó B(X,Y ) âèïëèâà¹, ùî X ′ çàâæäè ¹
áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (íàâiòü êîëè X ¹ íåïîâíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.)

Ñïðÿæåíèé ïðîñòið X ′ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ. Éîãî âëàñòèâîñòi
òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿìè âèõiäíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó. Äëÿ êëàñè÷íèõ áàíàõîâèõ ïðîñòî-
ðiâ çíàéäåíi ñïðÿæåíi ïðîñòîðè. Ïiä çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ñïðÿæåíîãî ðîçóìiþòü
çàäà÷ó ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó íà X. Iíøèìè ñëîâàìè, öå
îçíà÷à¹ çíàéòè îïèñ ïðîñòîðó içîìîðôíîãî äî X ′. Íàïðèêëàä, âiäîìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ñïðÿæå-
íèé äî ïðîñòîðó ℓp (1 ≤ p <∞) ¹ içîìîðôíèé ïðîñòîðó ℓq, äå q - ñïðÿæåíèé ïîêàçíèê äî p (òîáòî
1/p+ 1/q = 1.)

Îçíà÷åííÿ 2.18. Áàíàõiâ ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíèì, ÿêùî éîãî äðóãèé ñïðÿæåíèé
X ′′ := (X ′)′ içîìîðôíèé ïðîñòîðó X.

Ðåôëåêñèâíi áàíàõîâi ïðîñòîðè ìàþòü êðàùi âëàñòèâîñòi â ïîðiâíÿííi ç íåðåôëåêñèâíèìè
ïðîñòîðàìè. Ç ðåôëåêñèâíèìè áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè ïðàöþâàòè ïðîñòiøå. Ïðîñòîðè ℓp ç p ∈
(1,∞) ¹ ðåôëåêñèâíèìè, íàòîìiñòü ïðîñòîðè ℓ1, ℓ∞, C[0, 1] íå ¹ ðåôëåêñèâíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.19. Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f : X → Φ íàçèâàþòü îáìåæåíèì, ÿêùî

∃C > 0 ∀x ∈ X |f(x)| ≤ C‖x‖. (2.5)

Ïîçíà÷èìî

X
′
:= {f : X → Φ |f − ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë,D(f) = X}.

Ïðîñòið X
′
íàçèâàþòü ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàäè îáìåæåíèõ ôóíêöiîíàëiâ:

1. X = Cn, x = (x1, ...xn), f(x) = x1 : |f(x)| = |x1| ≤ |x1|+ |x2|+ ...+ |xn| = ‖x‖.

2. X = C[a, b], δa(x) = x(a) : |δa(x)| ≤ max |x(t)| = ‖x‖.

3. H � ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið, x0 ∈ H, f(x) = (x|x0) : |f(x)| = |(x|x0)| ≤ ‖x0‖ ‖x‖.

Ïðèêëàä íåîáìåæåíîãî ôóíêöiîíàëó:

X = C[−1, 1], ‖x‖ =
∫ 1
−1 |x(t)| dt, f(x) = x(0).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó
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xn → 0, f(xn) = 1 ⇒ f � íåîáìåæåíèé.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÐIÑÑÀ ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó

â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà 2.20. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, f ∈ H
′
. Òîäi

∃! yf ∈ H ∀x ∈ H : f(x) = (x|yf ), ‖f‖H′ = ‖yf‖H .

Äîâåäåííÿ. a) �äèíiñòü. Íåõàé

∀x ∈ H f(x) = (x|y1) = (x|y2).

Òîäi, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, ìà¹ìî

∀x ∈ H : (x|y1 − y2) = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî x = y1 − y2, òî çà âëàñòèâiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó îòðèìà¹ìî, ùî
y1 − y2 = 0, à, îòæå, y1 = y2.

á) Iñíóâàííÿ. ßêùî f = 0, òî yf = 0.
ßêùî f 6= 0, òîäi iñíó¹ l ∈ H : f(l) = 1. (Çàóâàæèìî, ùî òàêèé åëåìåíò iñíó¹, îñêiëüêè ìè

ìîæåìî éîãî îòðèìàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî f(l̃) = k, òî l := l̃
k .) Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî

∀x ∈ H : f(x− f(x)l) = f(x)− f(x)f(l) = 0,

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
∀x ∈ H : x− f(x)l ∈ ker f.

Îñêiëüêè f � íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë, òî ïiäïðîñòið ker ¹ çàìêíåíèì ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì. Ç
îãëÿäó íà òåîðåìó ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ

∃u 6= 0 : u ∈ (ker f)⊥.

À òîìó
∀x ∈ H : (x− f(x)l|u) = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (x|u) = (f(x)l|u), à îòæå (x|u) = f(x)(l|u). Îñòàííþ ðiâíiñòü ïîäiëèìî íà
(l|u) 6= 0. Îòðèìà¹ìî

f(x) =

(
x| u

(u|l)

)
.

Ðîëü åëåìåíòà yf áóäå âèêîíóâàòè u
(u|l) , òîáòî

yf :=
u

(u|l)
.

Ïîêàæåìî, ùî ‖f‖ = ‖yf‖. ßê çàçâè÷àé, äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî â äâà êðîêè:
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Êðîê 1. Îñêiëüêè f(x) = (x|yf ), òî

|f(x)| = |(x|yf )| ≤ ‖yf‖ ‖x‖.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

∀x ∈ H
|f(x)|
‖x‖

≤ sup
x ̸=0

|f(x)|
‖x‖

⇒ ‖f‖ ≤ ‖yf‖.

Êðîê 2. Ïîêëàäåìî x0 := yf . Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî

f(yf ) = (yf |yf ) = ‖yf‖2.

À îòæå,

f

(
yf
‖yf‖

)
= ‖yf‖ ⇒ (‖f‖ =) sup

∥x∥≥0
|f(x)| ≥ ‖yf‖ ⇒ ‖f‖ ≥ ‖yf‖.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàäà÷i ïî òåìi Ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè òà ôóíêöiîíàëè

Ïðèêëàä 2.21. Ïåðåâiðèòè ëiíiéíiñòü, íåïåðåðâíiñòü i çíàéòè íîðìè òàêèõ ôóíêöiîíàëiâ:
à) C[0, 1] 3 x 7→ x(0);

á) ℓ1 3 x = (x1, x2, . . .) 7→
∞∑
k=1

xk
k ;

â) L2(0, 1) 3 x 7→
t∫
0

t−1/3x(t) dt; ,

ã) C[0, 1] 3 x 7→ lim
n→∞

n∑
k=0

1
2k
x
(

1
2k

)
.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. à) Ïîçíà÷èìî çàçíà÷åíèé ôóíêöiîíàë ÷åðåç f . Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü. Äëÿ äîâiëü-
íèõ x, y ∈ C[0, 1], α, β ∈ C

f(αx+ βy) = (αx+ βy)(0) = αx(0) + βy(0) = αf(x) + βf(y).

Ç î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi |x(0)| ≤ max
t

|x(t)| îòðèìà¹ìî, ùî

|f(x)− f(x1)| = |f(x− x1)| = |(x− x1)(0)| ≤ max
t

|(x− x1)(t)| = ‖x− x1‖.

Ç'ÿñîâàíî, ùî ôóíêöiîíàë íåïåðåðâíèé, îñêiëüêè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, x1 ∈ C[0, 1] ‖x− x1‖ < δ ⇒ |f(x)− f(x1)| < ε = δ.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ‖f‖ = inf{C : ∀x |f(x)| ≤ C‖x‖}, òîìó ‖f‖ ≤ 1. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
x(t) ≡ 1, òî f(x) = x(0) = 1 i ‖x‖ = max

t
|x(t)| = 1, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |f(x)| = ‖x‖. Îòæå,

‖f‖ = 1.

á) Ëiíiéíiñòü çàçíà÷åíîãî ôóíêöiîíàëà î÷åâèäíà.
Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi äîñòàòíüî äîâåñòè îáìåæåíiñòü ôóíêöiîíàëà. Ìà¹ìî

∀x ∈ ℓ1 |f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xk
k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|xk|
k

≤
∞∑
k=1

|xk| = ‖x‖,
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òîáòî ôóíêöiîíàë îáìåæåíèé, ïðè÷îìó ‖f‖ ≤ 1. ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, äîâåäåìî, ùî äëÿ
äåÿêîãî åëåìåíòà x ∈ ℓ1 |f(x)| = ‖x‖. Ñïðàâäi, íåõàé x = (1, 0, 0, . . .). Òîäi

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xk
k

∣∣∣∣∣ = 1 = ‖x‖.

Îòîæ, ‖f‖ = 1.

â) Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü. ∀x, y ∈ L2(0, 1), ∀α, β ∈ C

f(αx+ βy) =

1∫
0

t−1/3(αx(t) + βy(t)) dt =

= α

1∫
0

t−1/3x(t) dt+ β

1∫
0

t−1/3y(t) dt = αf(x) + βf(y).

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi � Áóíÿêîâñüêîãî, îäåðæó¹ìî, ùî

|f(x)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

t−1/3x(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
 1∫

0

t−2/3dt


1
2
 1∫

0

|x(t)|2dt


1
2

=
√
3‖x‖,

òîáòî ‖f‖ ≤
√
3. ßêùî x(t) = t−1/3, òî ‖x‖=

(
1∫
0

t−2/3 dt

)1/2

=
√
3 i |f(x)| =

∣∣∣∣ 1∫
0

t−2/3 dt

∣∣∣∣ = 3 =
√
3‖x‖.

Îòæå, ‖f‖ =
√
3.

ã) Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü.

f(αx+βy) = lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k
(αx+βy)

(
1

2k

)
= α lim

n→∞

n∑
k=0

1

2k
x

(
1

2k

)
+β lim

n→∞

n∑
k=0

1

2k
y

(
1

2k

)
= αf(x)+βf(y).

Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü. Äëÿ äîâiëüíîãî ∀x ∈ C[0, 1]

|f(x)| =

∣∣∣∣∣ limn→∞

n∑
k=0

1

2k
x

(
1

2k

)∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k

∣∣∣∣x( 1

2k

)∣∣∣∣ ≤ max
t

|x(t)| lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k
= 2‖x‖.

Îòîæ, ôóíêöiîíàë îáìåæåíèé i ‖f‖ ≤ 2. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî x(t) ≡ 1, òî |f(x)| = 2. Òîìó
‖f‖ = 2.

Ïðèêëàä 2.22. Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið C[0, 1] ç íîðìîþ ‖x‖ =
1∫
0

|x(t)| dt. ×è ¹ íåïåðåðâíèì

ôóíêöiîíàë X 3 x 7→ x(0)?

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çàçíà÷åíèé ôóíêöiîíàë íå ¹ íåïåðåðâíèì. Öå ìîæíà äîâåñòè äâîìà ñïîñîáàìè.
à) Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiîíàë íåîáìåæåíèé, òîáòî

(∀n ∈ N) ∃xn |f(xn)| > n‖xn‖.

Ïðèéìåìî

xn(t) =

{
n(1− nt), 0 ≤ t ≤ 1

n ,
0, 1

n ≤ t ≤ 1.
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Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨ xn(t) íåïåðåðâíi (íàðèñóéòå ãðàôiêè!) i ‖xn‖ =
1/n∫
0

n(1− nt) dt = 1
2 . Ðàçîì

ç òèì |f(xn)| = |xn(0)| = n > n
2 = n‖xn‖.

á) Çàïåðå÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëà îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1, ùî

‖xn‖ → 0 (òîáòî xn → 0) i f(xn) 6→ 0. Òàêîþ ¹, íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

xn(t) =

{
1− nt, 0 ≤ t ≤ 1

n ,
0, 1

n ≤ t ≤ 1.

Ñïðàâäi, ‖xn‖ =
1/n∫
0

(1 − nt) dt = 1
2n → 0 ïðè n → ∞. Îäíàê f(xn) = xn(0) = 1 äëÿ âñiõ n, òîáòî

f(xn) 6→ 0.

Ïðèêëàä 2.23. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiîíàëè:

à) ℓ1 3 x = (x1, x2, . . .) 7→
∞∑
k=1

xk
k ;

á) C[0, 1] 3 x 7→ lim
n→∞

n∑
k=0

1
2k
x
(

1
2k

)
íàëåæàòü äî âiäïîâiäíîãî ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó é îá÷èñëèòè ¨õíi íîðìè.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. à) Ñïðÿæåíèì äî ℓ1 ¹ ïðîñòiðm îáìåæåíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ç íîðìîþ
‖y‖m = sup

k
|yk|, òîáòî êîæíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði ℓ1 ìà¹ âèãëÿä f(x) =

∞∑
n=1

xnyn, äå y = (y1, y2, . . .) ∈ m, ïðè÷îìó ‖f‖ = ‖y‖m. Ôóíêöiîíàë x 7→
∞∑
k=1

xk
k íàëåæèòü (ℓ1)

∗,

îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü
(
1, 12 ,

1
3 , . . .

)
¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó m. Ó öüîìó âèïàäêó ‖f‖ = ‖y‖m =

sup
k
{ 1
k} = 1.

á) Êîæíèé íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði C[a, b] ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
iíòåãðàëà Ñòiëòü¹ñà

f(x) =
b∫
a
x(t) dg(t),

äå g � äåÿêà ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà [a, b]. Ó öüîìó âèïàäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ‖f‖ =

V b
a [g]. Òóò ôóíêöiîíàë ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

b∫
a
x(t) dg(t), äå g(t) = Ck,

1
2k+1 < t < 1

2k
, k = 0, 1, . . .,

Ck − Ck+1 = 1
2k+1 , g(1) = C0 + 1. Ôóíêöiÿ g ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ i V b

a [g] =
∞∑
k=0

1
2k

= 2. Îòîæ,

‖f‖ = 2.

Ïðèêëàä 2.24. Çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä i îá÷èñëèòè íîðìó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â áàíàõîâîìó

ïðîñòîði Rm ç íîðìîþ ‖x‖ =
∞∑
i=1

|xi|.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Êîæíèé âåêòîð x ∈ Rm ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x =
m∑
i=1

xiei, äå ei =

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), xi ∈ R. Íåõàé T : Rm → Rm � ëiíiéíèé îïåðàòîð, òîäi Tx =
m∑
i=1

xiTei.

Îòæå, îïåðàòîð T âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà åëåìåíòàõ áàçè ïðîñòîðó Rm. Îñêiëüêè

Tei =
m∑
j=1

ajiej , i = 1, . . . ,m, òî êîîðäèíàòè yj âåêòîðà Tx ìàþòü âèãëÿä yj =
m∑
i=1

ajixi. Îòîæ,

êîæíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði Rm ïîäà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó m.
Îá÷èñëèìî íîðìó îïåðàòîðà T . Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ

‖T‖ = inf{C : ∀x ‖Tx‖ ≤ C‖x‖}.
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Ìà¹ìî ‖Tx‖ =
m∑
j=1

|yj | =
m∑
j=1

∣∣∣∣ m∑
i=1

ajixi

∣∣∣∣ ≤ m∑
i=1

(
m∑
j=1

|aji|

)
|xi| ≤ max

i

(
m∑
j=1

|aji|

)
m∑
i=1

|xi| = max
i

(
m∑
j=1

|aji|

)
·

‖x‖, òîáòî

‖T‖ ≤ max
i

(
m∑
j=1

|aji|

)
.

Íåõàé ïðè i = i0 ñóìà
m∑
j=1

|aji| íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ. Òîäi ‖Tei0‖ =
m∑
j=1

|aji0 | =

max
i

(
m∑
j=1

|aji|

)
· ‖ei0‖. Îòæå,

‖T‖ = max
i

(
m∑
j=1

|aji|

)
.

Ïðèêëàä 2.25. Ïåðåâiðèòè ëiíiéíiñòü, íåïåðåðâíiñòü i çíàéòè íîðìó (ÿêùî îïåðàòîð íåïå-
ðåðâíèé) îïåðàòîðà A : X → Y :

à) X = Y = C[−1, 1], Ax(t) =
1∫

−1

(t+ s)x(s) ds;

á) X = Y = L2(0, 1), Ax(t) = tx(t);
â) X = Y = ℓ1, Ax = (0, 0, 3x1 − 2x4, x5, x2 + x5, 0, . . .), äå x = (x1, x2, . . .).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. à) Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü. A(αx+βy)(t) =
1∫

−1

(t+ s)(αx(s)+βy(s)) ds = α
1∫

−1

(t+

s)x(s) ds+ β
1∫

−1

(t+ s)y(s) ds = αAx(t) + βAy(t). Îòæå, îïåðàòîð ëiíiéíèé.

ßêùî x ∈ C[−1, 1], òî ‖x‖ = max
t

|x(t)|. Íåõàé x, y ∈ C[−1, 1] òàêi, ùî ‖x− y‖ < ε. Òîäi

‖Ax− Ay‖ = ‖A(x− y)‖ = max
t

∣∣∣∣∣ 1∫
−1

(t+ s)(x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣∣ ≤ max
s∈[−1,1]

|x(s)− y(s)|· max
t

1∫
−1

|t+ s| ds =

const · ε.
Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî xn → x ó ïðîñòîði C[−1, 1], òî Axn → Ax ïðè

n → ∞, òîáòî îïåðàòîð A íåïåðåðâíèé. Íåïåðåðâíiñòü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà éîãî
îáìåæåíîñòi, ïðè÷îìó ç ïîïåðåäíüî¨ îöiíêè âèïëèâà¹, ùî

‖A‖ ≤ max
t

1∫
−1

|t+ s| ds = max
t

(
−

−t∫
−1

(t+ s) ds+
1∫

−t

(t+ s) ds

)
=

= max
t

(1 + t2) = 2.

Äîâåäåìî, ùî ‖A‖ = 2. Äëÿ öüîãî òðåáà àáî çàïèñàòè òàêèé åëåìåíò x ∈ C[−1, 1], ùî ‖Ax‖ = 2‖x‖,
àáî äîâåñòè, ùî ∀ ε > 0 ∃xε ∈ C[−1, 1] ‖Axε‖ > (2 − ε)‖xε‖. Îñòàíí¹ ðiâíîñèëüíå äî òîãî, ùî
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (xn), ùî ∀n ∈ N ‖xn‖ = 1 i ‖Axn‖ →

n→∞
2. Âiçüìåìî x(t) ≡ 1. Òîäi ‖x‖ = 1

i ‖Ax‖ = max
t

∣∣∣∣∣ 1∫
−1

(t+ s) ds

∣∣∣∣∣ = max
t

|2t| = 2. Îòæå, ‖A‖ = 2.

á) Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà A î÷åâèäíà. Ïåðåâiðèìî îáìåæåíiñòü.

‖Ax‖ =

(
1∫
0

|Ax(t)|2 dt
)1/2

=

(
1∫
0

t2|x(t)|2 dt
)1/2

≤

≤ max
t

|t|
(

1∫
0

|x(t)|2 dt
)1/2

= 1 · ‖x‖.
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Îòîæ, ‖A‖ ≤ 1. Äîâåäåìî, ùî ‖A‖ = 1. Íåõàé xn(t) =
√
2n+ 1 tn. Òîäi ‖xn‖ =

(
1∫
0

(2n+ 1)t2n dt

)1/2

=

1 i

‖Axn‖ =

(
1∫
0

(2n+ 1)t2n+2 dt

)1/2

=
√

2n+1
2n+3 =

=
(
1− 2

2n+3

)1/2
→ 1 ïðèn→ ∞.

Îòæå, ‖A‖ = 1.
â) Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà î÷åâèäíà. Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü. ‖Ax‖ = |3x1−2x4|+ |x5|+ |x2+x5| ≤

3|x1|+ |x2|+ 2|x4|+ 2|x5| ≤ 3
∞∑
i=1

|xi| = 3‖x‖. Îòîæ, ‖A‖ ≤ 3. Íåõàé x = (1, 0, 0, . . .). Òîäi ‖x‖ = 1 i

‖Ax‖ = ‖(0, 0, 3, 0, . . .)‖ = 3, òîáòî ‖A‖ = 3.

Ïðèêëàä 2.26. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : X → C[0, 1], äå (Ax)(t) = dx
dt , à X � ïðîñòið C1[0, 1] ç

íîðìîþ ‖x‖ = max
t

|x(t)|, íå ¹ íåïåðåðâíèì. Ðàçîì ç òèì îïåðàòîð A íåïåðåðâíî äi¹ ç ïðîñòîðó

C1[0, 1] â ïðîñòið C[0, 1]. Çíàéòè éîãî íîðìó.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Îñêiëüêè íåïåðåðâíiñòü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà éîãî îáìåæåíîñòi,
òî â ïåðøîìó âèïàäêó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî A íåîáìåæåíèé. Äëÿ öüîãî òðåáà çíàéòè òàêó ïîñ-
ëiäîâíiñòü (xn) ⊂ X, ùî ‖xn‖ = 1 i ‖Axn‖ → ∞ ïðè n → ∞ àáî ‖xn‖ → 0 i ‖Axn‖ ≥ c > 0 ïðè
n → ∞. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü xn(t) = 1

n sinnt. Âñi ôóíêöi¨ xn íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi i
‖xn‖ ≤ 1

n , òîáòî ‖xn‖ → 0 ïðè n → ∞. Ðàçîì ç òèì ∀n ∈ N ‖Axn‖ = max
t

| cosnt| = 1. Îòæå,

îïåðàòîð A íåîáìåæåíèé.
Íåõàé òåïåð îïåðàòîð A äi¹ ç C1[0, 1] ç íîðìîþ

‖x‖ = max
t

|x(t)|+max
t

|x′(t)|

â C[0, 1]. Òîäi ‖Ax‖ = max
t

|x′(t)| ≤ max
t

|x(t)|+max
t

|x′(t)| = ‖x‖. Îòîæ, îïåðàòîð A îáìåæåíèé i

‖A‖ ≤ 1. Âiçüìåìî ïîñëiäîâíiñòü xn(t) = 1
n+1 t

n. Äëÿ òàêèõ ôóíêöié ‖xn‖ = 1 i ‖Axn‖ = n
n+1 . Öå

îçíà÷à¹, ùî ‖A‖ = 1.
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2. Îáîðîòíiñòü òà êîðåêòíà îáîðîòíiñòü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

Äëÿ çðó÷íîñòi, ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿòü, iíòåãðàëüíi ÷è äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿ-
ííÿ çàïèñóþòü ó âèãëÿäi îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ Ax = y. ßêùî iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1,
òî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi x = A−1y. Òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà
âñòàíîâèòè óìîâè, çà ÿêèõ iñíó¹ îïåðàòîð A−1, à òàêîæ îïèñàòè âëàñòèâîñòi ñàìîãî îáåðíåíîãî
îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.27. Íåõàé X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè.
Îïåðàòîð A : X → Y íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì, ÿêùî iñíó¹ îïåðàòîð B : R(A) → X òàêèé,

ùî
AB = IX = BA.

ßêùî âêàçàíèé îïåðàòîð B iñíó¹, òî âií ¹ ¹äèíèì i ìè ïîçíà÷à¹ìî éîãî ÷åðåç A−1 òà íàçèâà¹ìî
îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà A.

Îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà ðîçóìi¹ìî â ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàííi íàñòóïíèì ÷èíîì:

Îçíà÷åííÿ 2.28. Îïåðàòîð A : X → Y íàçèâàþòü îáîðîòíèì, ÿêùî

∀ y ∈ R(A) ðiâíÿííÿ Ax = y ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

ßêùî îïåðàòîð îáîðîòíèé, òî êîæíîìó åëåìåíòó y ∈ R(A) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü
¹äèíèé åëåìåíò x ∈ D(A), ùî áóäå ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ax = y. Îïåðàòîð, ÿêèé çäiéñíþ¹ öþ
âiäïîâiäíiñòü, íàçèâàþòü îáåðíåíèì îïåðàòîðîì äî îïðåðàòîðà A i ïîçíà÷àþòü A−1. ßêùî iñíó¹
îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1, òîäi A−1y = x.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî îáåðíåíèé îïåðàòîð äî ëiíiéíîãî áóäå òåæ ëiíiéíèì.

ßêùî A � ëiíiéíèé, òîäi A îáîðîòíèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè kerA = {0}.

Çàóâàæèìî, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà íå çàâæäè çáiãà¹òüñÿ çi âñiì ïðîñòî-
ðîì Y . Êðiì òîãî, íå çàâæäè îáåðíåíèé îïåðàòîð áóäå îáìåæåíèì, íàâiòü ÿêùî òàêèì ¹ îáåðíåíèé
îïåðàòîð. Òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà ó âñòàíîâëåííi óìîâ, ïðè ÿêèõ îáåðíåíèé îïåðàòîð áóäå îáìå-
æåíèì. Ñïî÷àòêó ââåäåìî ïîíÿòòÿ êîðåêòíîñòi îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.29. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, A : X → X � ëiíiéíèé îïåðàòîð.
Îïåðàòîð A : X → X íàçèâàþòü êîðåêòíî îáîðîòíèì (êîðåêòíèì), ÿêùî

• A îáîðîòíèé

• A−1 ∈ B(X).

Çàóâàæèìî, ùî A êîðåêòíî îáîðîòíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

kerA = {0},

R(A) = X,

‖A−1‖ <∞.

Âïðàâà. 1) Íåõàé A,B êîðåêòíi îïåðêòîðè, òîäi äîáóòîê AB êîðåêòíèé;
2) A êîðåêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ B ∈ B(X) òàêèé ùî AB = BA = IX .

Â öüîìó âèïàäêó, B = A−1.
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Ïðèêëàä 2.30. X = l2, Ax = (0, x1, x2, ...), Bx = (x2, x3, ....).
Îïåðàòîð A îáîðîòíèé, àëå íå êîðåêòíî îáîðîòíèé, à îïåðàòîð B íå îáîðîòíèé.

Ðÿä Íåéìàíà

Îçíà÷åííÿ 2.31. Ðÿäîì Íåéìàíà îïåðàòîðà A ∈ B(X) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé ðÿä
∞∑
n=0

An,

òîáòî ôîðìàëüíà ñóìà îïåðàòîðíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨.

Ëåìà 2.32. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, V ∈ B(X), ‖V ‖ < 1. Òîäi îïåðàòîð IX + V êîðåêòíèé,
çîêðåìà

(IX + V )−1 =

∞∑
n=0

(−V )n (ðÿä Íåéìàíà).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

∞∑
n=0

‖(−V )n‖ ≤
∞∑
n=0

‖V n‖ ≤
∞∑
n=0

‖V ‖n =
1

1− ‖V ‖
<∞,

òîáòî ðÿä
∑∞

n=0 ‖(−V )n‖ ¹ çáiæíèì, îòðèìà¹ìî, ùî

(IX + V )
∞∑
n=0

(−V )n = lim
k→∞

(
(IX + V )(IX − V + V 2 − ...+ (−V )k)

)
= lim

k→∞

(
IX + (−1)kV k+1

)
= IX ,

îñêiëüêè
‖(−1)kV k+1‖ = ‖V k+1‖ ≤ ‖V ‖k+1 −−−→

k→∞
0.

Òàêèì ÷èíîì,

(IX + V )
∞∑
n=0

(−V )n = IX .

Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî
∞∑
n=0

(−V )n(IX + V ) = IX .

Òåîðåìà 2.33 (ïðî çáóðåííÿ êîðåêòíîãî îïåðàòîðà). Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A, V ∈
B(X), ïðè÷îìó A êîðåêòíèé, à ‖V ‖ < 1

∥A−1∥ . Òîäi îïåðàòîð A+ V òàêîæ êîðåêòíèé.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè (çà óìîâîþ)

‖A−1V ‖ ≤ ‖A−1‖‖V ‖ < 1,

òî ç îãëÿäó íà ëåìó 2.72 îïåðàòîð IX +A−1V ¹ êîðåêòíèì. À òîìó áóäå êîðåêòíèì i îïåðàòîð

A+ V = A (IX +A−1V )

ÿê äîáóòîê äâîõ êîðåêòíèõ îïåðàòîðiâ.

Òåîðåìà 2.34 (Ñ. Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð). Íåõàé X,Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè,
A ∈ B(X,Y ), kerA = {0}, R(A) = Y . Òîäi

A−1 ∈ B(Y,X).
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Ïîäèâèìîñÿ íà ïîíÿòòÿ êîðåêòíîãî îïåðàòîðà â êîíòåêñòi äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ëiíiéíîãî
ðiâíÿííÿ

Ax = y. (∗)
ßêùî îïåðàòîð A êîðåêòíî îáîðîòíèé, òî äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = A−1y äëÿ
äîâiëüíîãî y. ßêùî ðîçãëÿíóòè ðîçâ'ÿçîê x̃ ðiâíÿííÿ ïðè iíøié ïðàâié ÷àñòèíi ỹ (òîáòî x̃ = A−1ỹ),
òî ‖x − x̃‖ ≤ ‖A−1‖‖y − ỹ‖. Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó ìàëî¨ çìiíè ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (∗),
ðîçâ'ÿçîê x çìiíèòüñÿ ìàëî, òîáòî çàäà÷à (∗) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà.

Ïðèêëàä 2.35. Íåõàé X1 = {x(t) ∈ C1[0, 1] : x(0) = 0} ç íîðìîþ ‖x‖ = max
t

|x(t)| +max
t

|x′(t)|.
Îïåðàòîð A : X1 → C[0, 1] âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

Ax(t) = x′(t)− 2t x(t), t ∈ [0, 1].

Äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A−1.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îïåðàòîðà A−1 çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ{

x′(t)− 2tx(t) = y(t),
x(0) = 0.

(2.6)

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ x′(t)− 2t x(t) = 0. Öå ðiâíÿííÿ ç ðîçäiëå-
íèìè çìiííèìè i, ÿê âiäîìî ç êóðñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, x(t) = Cet

2
. Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (2.6) ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨, òîáòî ïðèïóñêà¹ìî, ùî x(t) = C(t)et
2
. Äëÿ C(t) âèíèêà¹

ðiâíÿííÿ C ′(t)et
2
= y(t). Âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó, çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.6):

x(t) = et
2

t∫
0

e−s2y(s) ds =

t∫
0

et
2−s2y(s) ds.

Îòæå, A−1y(t) =
t∫
0

et
2−s2y(s) ds. Îñêiëüêè ÿäðî et

2−s2 öüîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íåïåðåðâíå

íà [0, 1]× [0, 1], òî îïåðàòîð A−1 îáìåæåíèé.

Ïðèêëàä 2.36. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, 1] → C[0, 1], ÿêèé äi¹ òàê:

Ax(t) = x(t) +

∫ 1

0
es+tx(s) ds,

íåïåðåðâíî îáîðîòíèé i çíàéòè A−1.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé y ∈ C[0, 1]. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ax = y. Çàóâàæèìî, ùî

x(t) = y(t)− Cet, äå C =

∫ 1

0
esx(s) ds

� äåÿêà íåâiäîìà (ïîêè ùî) êîíñòàíòà. Iíòåãðóþ÷è ðiâíiñòü etx(t) = ety(t)− Ce2t íà [0, 1], çíàõî-
äèìî

C =
2

e2 + 1

∫ 1

0
ety(t) dt.

Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ C[0, 1] ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

x(t) = y(t)− 2

e2 + 1

∫ 1

0
et+sy(s) ds ≡ (A−1y)(t).

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, çâiäñè âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà A−1.
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3. Îñíîâíi ïðèíöèïè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

Ïðèíöèïàìè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó íàçèâàþòü íàñòóïíi òðè ôóíäàìåíòàëüíi òåîðåìè:
1) Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà).
2) Ïðèíöèï âiäêðèòîñòi âiäîáðàæåííÿ (òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð).
3) Ïðèíöèï ïðîäîâæåííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà (òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà).

ßê âè áà÷èòå ç êîæíîþ ç öèõ òåîðåì ¹ ïîâ'ÿçàíå iì'ÿ Ñòåôàíà Áàíàõà.
Ïî÷íåìî ç òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. Âîíà ìà¹ äåêiëüêà ðiçíèõ ôîðì. Ìè ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨

â íàéáiëüø âæèâàíîìó âèãëÿäi.

Îçíà÷åííÿ 2.37. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ìíîæèíà ó ïðîñòîði B(X,Y ). Ìíîæèíà
A íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ, ÿêùî

sup
A∈A

‖A‖ <∞,

i ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî (ñèëüíî) îáìåæåíîþ, ÿêùî

∀x ∈ X sup
A∈A

‖Ax‖Y <∞.

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ x ∈ X i A ∈ A

‖Ax‖Y ≤ ‖A‖‖x‖X ,

òî ç ðiâíîìiðíî îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A ⊂ B(X,Y ) âèïëèâà¹ ¨¨ ïîòî÷êîâà îáìåæåíiñòü. Íåñïîäi-
âàíèì ¹ òå, ùî ñïðàâåäëèâà îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ.

Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà.

Òåîðåìà 2.38. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ⊂ B(X,Y ). ßêùî ìíîæèíà A ¹ ïîòî÷êîâî
îáìåæåíà, òî âîíà ¹ òàêîæ i ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà A ¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíà. Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði X ïiäìíîæèíè

Xn =
⋂
A∈A

{x ∈ X | ‖Ax‖Y ≤ n}, n ∈ N.

Îñêiëüêè îïåðàòîð A ∈ A ¹ íåïåðåðâíèì, à ìíîæèíà

Xn,A := {x ∈ X | ‖Ax‖Y ≤ n}

¹ ïðîîáðàçîì çàìêíåíî¨ êóëi (ó ïðîñòîði Y ) ïðè âiäîáðàæåííi A, òî Xn,A ¹ çàìêíåíåíà ìíîæèíà.
À, îòæå, çàìêíåíîþ ¹ êîæíà ìíîæèíà Xn. Ç ïîòî÷êîâî¨ îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A âèïëèâà¹, ùî
êîæíà òî÷êà x ∈ X íàëåæèòü äåÿêîìó Xn, òîáòî

X =
⋃
n∈N

Xn.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áåðà áàíàõiâ ïðîñòið X ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨, òîìó iñíó¹ n0 ∈ N òàêå,
ùî ìíîæèíà Xn0 íå ¹ íiäå íå ùiëüíà. Îñêiëüêè ìíîæèíà Xn0 ¹ çàìêíåíà, òî âîíà ìóñèòü ìàòè
âíóòðiøíi òî÷êè. Öå îçíà÷à¹, ùî â X iñíó¹ çàìêíåíà êóëÿ B̄(x0, r) (ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ∈ X i
ðàäióñîì r > 0), ÿêà ìiñòèòüñÿ â Xn0 . Âiçüìåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ X òàêèé, ùî ‖x‖X ≤ 1.
Éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x =
1

r
(rx+ x0 − x0) =

1

r
(y1 − y2),
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äå y1 = rx+ x0 i y2 = x0. Çàóâàæèìî, ùî y1, y2 ∈ B̄(x0, r). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ A

‖Ax‖Y =
1

r
‖A(y1 − y2)‖Y ≤ 1

r
(‖Ay1‖Y + ‖Ay2‖Y ) ≤

2n0
r
.

Îñêiëüêè x ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì îäèíè÷íî¨ êóëi (â X), òî çà îçíà÷åííÿì íîðìè îïåðàòîðà

‖A‖ = sup
∥x∥X≤1

‖Ax‖Y ≤ 2n0
r
, A ∈ A.

Îòæå,

sup
A∈A

‖A‖ ≤ 2n0
r
.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ç òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà âèïëèâà¹ íàñòóïíèé

Íàñëiäîê 2.39. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i (An)n∈N ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ â B(X,Y ).
ßêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X âåêòîðíà ïîñëiäîâíiñòü (Anx)n∈N çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði Y , òî:

1. supn∈N ‖An‖ <∞;

2. iñíó¹ A ∈ B(X,Y ) òàêèé, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X lim
n→∞

Anx = Ax i ‖A‖ ≤ supn∈N ‖An‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè íàñëiäêó. Çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði ¹ îáìå-
æåíà, òîìó supn∈N ‖Anx‖Y <∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, ìíîæèíà {An}n∈N ¹ ïîòî÷êîâî îáìå-
æåíîþ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áàíàõà-Øòåéíãàóçà supn∈N ‖An‖ <∞.

Äîâåäåìî äðóãó ÷àñòèíó íàñëiäêó. Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Ax := lim
n→∞

Anx, x ∈ X.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Äiéñíî, ìà¹ìî

A(x+ y) = lim
n→∞

An(x+ y) = lim
n→∞

(Anx+Any) = Ax+Ay,

A(λx) = lim
n→∞

An(λx) = λ lim
n→∞

Anx = λAx.

Ïîêàæåìî, ùî A ¹ îáìåæåíèì. Äiéñíî, íåõàé α := supn∈N ‖An‖. Òîäi

‖Anx‖Y ≤ ‖An‖‖x‖X ≤ α‖x‖X , x ∈ X.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü íîðìè, ìà¹ìî

‖Ax‖Y = lim
n→∞

‖Anx‖Y ≤ α‖x‖X , x ∈ X,

òîáòî A ∈ B(X,Y ) i ‖A‖ ≤ α.

ßê âè áà÷èòå, äîâåäåííÿ òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà íå ¹ íàäòî ñêëàäíèì i îñíîâíèì éîãî
ìîìåíòîì ¹ êðàñèâå âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Áåðà ïðî êàòåãîði¨. Íàòîìiñòü äîâåäåííÿ òåîðåìè
Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð ¹ ñêëàäíèì.

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 2.40. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ). ßêùî îïåðàòîð A ¹ ái¹êöi¹þ, òî
îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 íàëåæèòü ïðîñòîðó B(Y,X).
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Âïðàâà 2.41. Íåõàé X,Y - íîðìîâàíi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ). Îïåðàòîð A ¹ ái¹êöi¹þ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè kerA = {0}, ImA = Y.

Ç îãëÿäó íà âïðàâó 2.41 òåîðåìó Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð ìîæíà òàêîæ ñôîðìóëþâàòè
ó âèãëÿäi

Òåîðåìà 2.42. Íåõàé X,Y - áàíàõîâi ïðîñòîðè i A ∈ B(X,Y ). ßêùî
kerA = {0} i ImA = Y , òî A ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé, A−1 ∈ B(Y,X).

Òåîðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð ¹ äóæå ñèëüíèì iíñòðóìåíòîì. Ç àëãåáðà¨÷íî¨ âëà-
ñòèâîñòi (ái¹êöi¨) âèïëèâà¹ òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü (íåïåðåðâíiñòü).

Îçíàéîìèòèñÿ ç äîâåäåííÿì ìîæíà çà ïiäðó÷íèêîì Êîëìîãîðîâà i Ôîìiíà.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî òðåòüîãî ïðèíöèïó.
Òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà.

Ñïåðøó ñôîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî òåîðåìó Ãàíà-Áàíàõà äëÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 2.43. Íåõàé L äiéñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ
p : L → [0,∞) íàçâåìî äîäàòíüî-îäíîðiäíèì îïóêëèì ôóíêöiîíàëîì (àáî êàëiáðîâî÷íèì ôóí-
êöiîíàëîì), ÿêùî :

1. ∀x ∈ L ∀α ≥ 0 p(αx) = αp(x);

2. ∀x, y ∈ L p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Òåîðåìà 2.44. Íåõàé p - êàëiáðîâî÷íèé ôóíêöiîíàë ó äiéñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L i f0 -
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé çàäàíèé íà ëiíiéíîìó ïiäïðîñòîði L0 ⊂ L i ïiäïîðÿäêîâàíèé p, òîáòî

∀x ∈ L0 f0(x) ≤ p(x).

Òîäi f0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âñüîìó L çi çáåðåæåííÿì óìîâè
ïiäïîðÿäêóâàííÿ, òîáòî ∀x ∈ L f(x) ≤ p(x).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Ïåðøà ÷àñòèíà ïîëÿãà¹ â
ïîáóäîâi ïðîäîâæåííÿ ôóíêöiîíàëà íà ïiäïðîñòið Y := lin{L0∪{z}}, äå z äîâiëüíèé âåêòîð â L\L0.
Öþ ÷àñòèíó äîâåäåííÿ ìîæíà íàçâàòè àðèôìåòè÷íîþ. Äðóãà ÷àñòèíà ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi
òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ (ëåìè Öîðíà). Ìè îáìåæèìîñÿ ïåðøîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ. Ç äðóãîþ
÷àñòèíîþ áàæàþ÷i ìîæóòü îçíàéîìèòèñÿ ó ïiäðó÷íèêó.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð z ∈ L\L0. Òîäi ïiäïðîñòið Y , ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè
L0 ∪ {z}, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âåêòîðiâ âèãëÿäó

y = x+ tz, x ∈ L0, t ∈ R.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöiîíàëó f0 íà ïðîñòið Y âæå ïîáóäîâàíå. Òîäi

f(x+ tz) = f(x) + tf(z) = f0(x) + tc,

äå c = f(z). Îòæå, âñå çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùîá ïiäiáðàòè ÷èñëî c ∈ R, äëÿ ÿêîãî

f0(x) + tc ≤ p(x+ tz), x ∈ L0, t ∈ R \ {0}. (2.7)

Áåðó÷è äî óâàãè îäíîðiäíiñòü ôóíêöiîíàëà f i äîäàòíó îäíîðiäíiñòü ôóíêöiîíàëó p, áà÷èìî,
ùî äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (2.7) äîñèòü, ùîá âîíà âèêîíóâàëàñÿ äëÿ t = 1 i t = −1. Äiéñíî,
(2.7) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f0(x)± tc ≤ p(x± tz), x ∈ L0, t > 0.
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Âèêîíóþ÷è äiëåííÿ íà t > 0, îòðèìó¹ìî

f0(x/t)± c ≤ p(x/t± z), x ∈ L0, t > 0.

Îñêiëüêè x/t ∈ L0, òî íàì äîñèòü, ùîá äëÿ âñiõ x ∈ L0

f0(x) + c ≤ p(x+ z), f0(x)− c ≤ p(x− z),

òîáòî
f0(x)− p(x− z) ≤ c ≤ p(x′ + z)− f0(x

′), x, x′ ∈ L0. (2.8)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, x′ ∈ L0

f0(x) + f0(x
′) = f0(x+ x′) ≤ p(x+ x′) ≤ p(x− z + x′ + z) ≤ p(x− z) + p(x′ + z),

òîáòî
f0(x)− p(x− z) ≤ p(x′ + z)− f0(x

′), x, x′ ∈ L0. (2.9)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

A := {f0(x)− p(x− z) | x ∈ L0}, B := {p(x′ + z)− f0(x
′) | x′ ∈ L0}.

Ç (2.9) âèïëèâà¹, ùî
∀a ∈ A ∀b ∈ B a ≤ b. (2.10)

Çãiäíî ç àêñiîìîþ ïîâíîòè äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ç óìîâè (2.10) âèïëèâà¹, ùî

∃c ∈ R ∀a ∈ A ∀b ∈ B a ≤ c ≤ b,

òîáòî iñíó¹ c ∈ R, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ (2.8). Àðèôìåòè÷íà ÷àñòèíà äîâåäåííÿ âèêîíàíà.

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó Ãàíà-Áàíàõà äëÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 2.45. Íåâiä'¹ìíèé ôóíêöiîíàë p íà êîìïëåêñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçâåìî
ïiâíîðìîþ, ÿêùî äëÿ íüîãî âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi:

1. ∀x, y ∈ L p(x+ y) ≤ p(x) + p(y);

2. ∀x ∈ L ∀α ∈ C p(αx) = |α|p(x).

Òåîðåìà 2.46. Íåõàé p - ïiâíîðìà ó êîìïëåêñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L i f0 - ëiíiéíèé ôóí-
êöiîíàë, ÿêèé çàäàíèé íà ëiíiéíîìó ïiäïðîñòîði L0 ⊂ L i ïiäïîðÿäêîâàíèé p, òîáòî

∀x ∈ L0 |f0(x)| ≤ p(x).

Òîäi f0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âñüîìó L çi çáåðåæåííÿì óìîâè
ïiäïîðÿäêóâàííÿ, òîáòî

∀x ∈ L |f(x)| ≤ p(x).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LR i L0,R ïðîñòîðè L i L0, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ëiíiéíi ïðîñòî-
ðè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî íà ïiäïðîñòîði L0,R äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó LR

äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë
g0(x) := Re f0(x), x ∈ L0,R.

Î÷åâèäíî, ùî âií ¹ ëiíiéíèé. Êðiì òîãî,

g0(x) ≤ |Re f0(x)| ≤ |f0(x)| ≤ p(x), x ∈ L0,R.
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Çðîçóìiëî, ùî ïiâíîðìà ¹ òàêîæ êàëiáðîâî÷íèì ôóíêöiîíàëîì íà LR. Òîìó çãiäíî ç äiéñíèì
âàðiàíòîì òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà g0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî äåÿêîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó g, ÿêèé
çàäàíèé íà âñüîìó LR i

g(x) ≤ p(x), x ∈ LR.

Âèêîðèñòà¹ìî äiéñíîçíà÷íèé ôóíêöiîíàë g äëÿ ïîáóäîâè ïîòðiáíîãî íàì êîìïëåêñíîçíà÷íîãî
ôóíêöiîíàëó f . Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

f(x) = g(x)− ig(ix), x ∈ L.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L

f(x+ y) = g(x+ y)− ig(ix+ iy) = g(x)− ig(ix) + g(y)− ig(iy) = f(x) + f(y)

i äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ R i x ∈ L

f(αx) = g(αx)− ig(iαx) = α(g(x)− ig(ix)) = αf(x).

Êðiì òîãî,
f(ix) = g(ix) + ig(x) = i(g(x)− ig(ix)) = if(x), x ∈ L.

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî λ = u+ iv (u, v ∈ R) i äîâiëüíîãî x ∈ L ìà¹ìî

f(λx) = f(ux) + f(ivx) = uf(x) + ivf(x) = λf(x).

Îòæå ôóíêöiîíàë f ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Ïîêàæåìî, ùî f ¹ ïðîäîâæåííÿì f0. Äiéñíî, íåõàé
x ∈ L0. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëiâ f i g0 âèïëèâà¹, ùî

Re f(x) = g(x) = g0(x) = Re f0(x),

Im f(x) = −g(ix) = −g0(ix) = −Re f0(ix) = −Re if0(x) = Im f0(x).

Òîìó f(x) = f0(x). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

|f(x)| ≤ p(x), x ∈ L.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå x ∈ L. Òîäi
f(x) = reiφ,

äå r = |f(x)| i φ ∈ [0, 2π). Òîìó

|f(x)| = r = f(e−iφx) = g(e−iφx) ≤ p(e−iφx) = |e−iφ|p(x) = p(x),

òîáòî
|f(x)| ≤ p(x).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàîñòàòîê äîâåäåìî òåîðåìó Ãàíà-Áàíàõà â òîïîëîãi÷íié ôîðìi.

Òåîðåìà 2.47. Íåõàé L - êîìïëåêñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið i f0 - ëiíiéíèé îáìåæåíèé ôóíêöiî-
íàë íà ïiäïðîñòîði L0 ⊂ L. Òîäi f0 ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f íà âñüîìó
L çi çáåðåæåííÿì éîãî íîðìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ‖f0‖ íîðìà ôóíêöiîíàëà f0. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî ‖f0‖ 6= 0. (ßêùî
‖f0‖ = 0, òî f0 = 0 i çà f ìîæíà âçÿòè íóëüîâèé ôóíêöiîíàë.) Ïîêëàäåìî

p(x) = ‖f0‖‖x‖L, x ∈ L.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî p ¹ íîðìîþ, à, îòæå, i ïiâíîðìîþ. Êðiì òîãî,

|f0(x)| ≤ ‖f0‖‖x‖L = p(x), x ∈ L0.

Çãiäíî ç êîìïëåêñíèì âàðiàíòîì òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ f0 äî ëiíiéíîãî ôóí-
êöiîíàëà f íà âåñü L çi çáåðåæåííÿì óìîâè ïiäïîðÿäêóâàííÿ:

|f(x)| ≤ p(x) = ‖f0‖‖x‖L, x ∈ L0.

Ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî
‖f‖ ≤ ‖f0‖.

Àëå,
‖f0‖ = sup

x∈L0, ∥x∥L=1
|f0(x)| = sup

x∈L0, ∥x∥L=1
|f(x)| ≤ sup

x∈L, ∥x∥L=1
|f(x)| = ‖f‖.

Îòæå, ‖f‖ = ‖f0‖. Òåîðåìà äîâåäåíà

Ç òîïîëîãi÷íî¨ ôîðìè òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 2.48. Íåõàé X - íîðìîâàíèé ïðîñòið i x0 ∈ X, ‖x0‖ = 1. Òîäi iñíó¹ f ∈ X ′ òàêèé,
ùî f(x0) = 1 i ‖f‖ = 1.
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4. Ñïðÿæåíi îïåðàòîðè

Ïîíÿòòÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà áóäåìî âèâ÷àòè ó âèïàäêó ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ëèøå äëÿ
îáìåæåíèõ îïåðàòðiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.49. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ∈ B(H).
Îïåðàòîð A∗ ∈ B(H) íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì äî A, ÿêùî âií ïîâ'ÿçàíèé ç îïå-

ðàòîðîì A ðiâíiñòþ
∀x, y ∈ H (Ax|y) = (x|A∗y).

Òåîðåìà 2.50. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ∈ B(H). Òîäi

∃ ! A∗ ∈ B(H) : A∗ ¹ ñïðÿæåíèì äî A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ B(H), y ∈ H. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë

∀x ∈ H fy(x) = (Ax|y).

Ïîêàæåìî, ùî fy ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì. Ëiíiéíiñòü áóäå âèïëèâàòè ç âëàñòèâî-
ñòåé ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, òîìó äîâåäåìî éîãî íåïåðåðâíiñòü. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
ôóíêöiîíàë ¹ îáìåæåíèì. Ñïðàâäi,

|fy(x)| = |(Ax|y)| ≤ ‖Ax‖‖y‖ ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
‖fy‖ ≤ ‖A‖‖y‖. (2.11)

Òîìó (çà òåîðåìîþ Ðiññà)

∃ ! zy ∈ H ∀x ∈ H fy(x) = (x|zy) i ‖fy‖ = ‖zy‖.

Ïîêëàäåìî
A∗y := zy.

Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî
(Ax|y) = (x|A∗y).

Ïîêàæåìî, ùî A∗ ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì. Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà áóäå âèïëèâàòè ç
íàïiâëiíiéíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó çà äðóãèì àðãóìåíòîì:

(x|A∗(αy1 + βy2)) = (Ax|αy1 + βy2) = α(Ax|y1) + β(Ax|y2) =

= (x|αA∗y1) + (x|βA∗y2) = (x|αA∗y1 + βA∗y2).

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà A∗ âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü (2.11):

‖A∗y‖ = ‖zy‖≤‖A‖‖y‖, y ∈ H.

Çâiäñè áóäå âèïëèâàòè, ùî
‖A∗‖ ≤ ‖A‖,

à îòæå, îïåðàòîð A∗ ¹ îáìåæåíèì (íåïåðåðâíèì). Òàêèì ÷èíîì, A∗ ∈ B(H).
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ¹äèíiñòü ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Ïðèïóñòèìî, ùî â àëãåáði B(H) iñíóþòü

îïåðàòîðè A∗
1 òà A

∗
2 òàêi, ùî

∀x, y ∈ H (Ax|y) = (x|A∗
1y) = (x|A∗

2y).

Òîäi
∀x, y ∈ H (x|(A∗

1 −A∗
2)y) = 0,

òîáòî
∀ y ∈ H (A∗

1 −A∗
2)y ⊥ H.

Öå îçíà÷à¹, ùî
∀ y ∈ H (A∗

1 −A∗
2)y = 0,

òîáòî A∗
1 = A∗

2. �äèíiñòü, à îòæå i òåîðåìà, äîâåäåíà.
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Îçíà÷åííÿ 2.51. Âiäîáðàæåííÿ

B(H) 3 A −→ A∗ ∈ B(H)

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàöi¹þ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî.

Âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî.

Òåîðåìà 2.52. Îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1. I∗ = I, 0∗ = 0;

2. (A+B)∗ = A∗ +B∗;

3. (λA)∗ = λ̄A∗;

4. (AB)∗ = B∗A∗;

5. (A∗)∗ = A;

6. ‖A∗|| = ‖A‖;

7. ÿêùî îïåðàòîð A îáîðîòíèé â àëãåáði B(H), òî A∗ òåæ îáîðîòíèé â àëãåáði B(H) i
(A∗)−1 = (A−1)∗.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïóíêòó (1) ¹ î÷åâèäíèì.
Íåõàé A,B ∈ B(H) i λ ∈ C. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

((A+B)x | y) = (x | A∗y) + (x | B∗y) = (x | (A∗ +B∗)y),

(λAx | y) = λ(Ax | y) = λ(x | A∗y) = (x | (λ̄A∗)y),

((AB)x | y) = (Bx | A∗y) = (x | B∗A∗y) = (x | (B∗A∗)y),

(A∗x|y) = (y | A∗x) = (Ay | x) = (x | Ay).
Ç âèïèñàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòåé (2− 5).

Äîâåäåìî (6). Ç òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü ‖A∗‖ ≤ ‖A‖.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (5) ìà¹ìî, ùî

‖A‖ = ‖(A∗)∗‖ ≤ ‖A∗‖,
à, îòæå, ‖A∗‖ = ‖A‖.

Äîâåäåìî (7). Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A ∈ B(H) ¹ îáîðîòíèé. Òîäi

A−1A = I = AA−1.

Ç ïóíêòiâ (1), (4) âèïëèâà¹, ùî

I = (A−1A)∗ = A∗(A−1)∗, I = (AA−1)∗ = (A−1)∗A∗,

òîáòî
A∗(A−1)∗ = I = (A−1)∗A∗.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð A∗ ¹ îáîðîòíèé i

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà A i ÿäðîì ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà

A∗.
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Òåîðåìà 2.53. Íåõàé A ∈ B(H) i ranA - îáðàç îïåðàòîðà A. Òîäi

(ranA)⊥ = kerA∗, ranA = (kerA∗)⊥.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü. Ìà¹ìî

(y ⊥ ranA) ⇔ (∀x ∈ H (Ax | y) = 0) ⇔ (∀x ∈ H (x | A∗y) = 0) ⇔
⇔ (A∗y ⊥ H) ⇔ (A∗y = 0) ⇔ (y ∈ kerA∗).

Îòæå,
(ranA)⊥ = kerA∗.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(kerA∗)⊥ = [(ranA)⊥]⊥.

Ç íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

(ranA)⊥ = (ranA)⊥.

À çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ

[(ranA)⊥]⊥ = ranA.

Òîìó
ranA = (kerA∗)⊥.

Îçíà÷åííÿ 2.54. Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî A∗ = A.

Çàóâàæåííÿ 2.55. A = A∗ =⇒ ∀x ∈ H (Ax|x) ∈ R.

Ïðèêëàä 2.56. H = Cn, A ∼ (aij), A∗ ∼ (aji).

Ïðèêëàä 2.57. H = l2, Ax = (0, x1, x2, ...).

∀ y ∈ H : (Ax|y) = x1y2 + x2y3 + ... = (x|A∗y), äå A∗y = (y2, y3, ...).

Ïðèêëàä 2.58. H = l2, Ax = (x1,
1
2x2, ...,

1
nxn, ...) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì.

Ïðèêëàä 2.59. H = l2, Ax = (x1 + x2, ix2, x3 − x4, x4, x5, ...).

Ïðèêëàä 2.60. H = l2, Ax = (x1, 2x1, x3, x4, x5, ...).

Ïðèêëàä 2.61. H = L2(a, b), φ : [a, b] → C � âèìiðíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ i

(Ax)(t) = φ(t)x(t).

Òîäi ∀x, y ∈ H :

(Ax|y) =
∫ b

a
φ(t)x(t)y(t)dt =

∫ b

a
x(t) φ(t)y(t)dt = (x|A∗y),

äå
(A∗y)(t) = φ(t)y(t).

ÍåõàéH � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,H = G
⊕
G⊥, äå G � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðóH.
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Îçíà÷åííÿ 2.62. Îïåðàòîð H 3 x→ Px ∈ H, ÿêèé äi¹ çà ôîðìóëîþ

Px =

{
x, ÿêùî x ∈ G;

0, ÿêùî x /∈ G,

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ (àáî îðòîïðîåêòîðîì) íà G.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

(Px|y) = (Px|Py) i (x|Py) = (Px|Py),

çâiäêè áóäå âèïëèâàòè, ùî P ∗ = P , òîáòî P ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì.
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5. Ñïåêòð òà ðåçîëüâåíòà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Ïîíÿòòÿ ñïåêòðó îïåðàòîðà ¹ ÷è íå íàéâàæëèâiøîþ â òåîði¨ îïåðàòîðiâ. Çîêðåìà, ¨¨ àêòèâíî çà-
ñòîñîâóþòü â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi òà êâàíòîâié ìåõàíiöi. ßêùî ãîâîðèòè ïðî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ
ñïåêòðó îïåðàòîðà, òî ìîæíà ñêàçàòè, ùî ñïåêòð îïåðàòîðà � ìíîæèíà ÷èñåë, ùî õàðàêòåðèçó¹
ëiíiéíèé îïåðàòîð. Ñàìå ïðî öþ õàðàêòåðèñòèêó ìîâà éòèìå íà öié ëåêöi¨.

Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî ñïåêòðàëüíó òåîðiþ îïåðàòîðiâ äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêó.

Íåõàé A ∈ B(Cn), I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð â ïðîñòîði Cn, λ ∈ C.

Îçíà÷åííÿ 2.63. ×èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A : Cn → Cn, ÿêùî
ðiâíÿííÿ

Ax = λx

ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.
Òàêèé ðîçâ'ÿçîê x íàçèâàþòü âëàñíîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà A, ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ.
Ñóêóïíiñòü âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A íàçèâàþòü ñïåêòðîì öüîãî îïåðàòîðà, à âñi

iíøi çíà÷åííÿ λ � ðåãóëÿðíèìè.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî λ ¹ ðåãóëÿðíà òî÷êà, ÿêùî îïåðàòîð

A− λI

¹ îáîðîòíèì. Ïðè öüîìó îáåðíåíèé îïåðàòîð (A− λI)−1, âèçíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði Cn i ÿê
áóäü-ÿêèé îïåðàòîð â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði ¹ îáìåæåíèì. Òîìó ìîæíà ïîñèëèòè õàðàêòå-
ðèñòèêó îïåðàòîðó A− λI i ñêàçàòè, ùî öåé îïåðàòîð ¹ êîðåêòíî îáîðîòíèì.

Îòîæ, â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði iñíó¹ äâi ìîæëèâîñòi:

1. Ðiâíÿííÿ Ax = λx ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A i
íàëåæèòü ñïåêòðó öüîãî îïåðàòîðà; îïåðàòîð (A− λI)−1 íå iñíó¹.

2. Iñíó¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð (A− λI)−1, âèçíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði, òîáòî λ ¹ ðåãóëÿðíà
òî÷êà.

Àëå, ÿêùî îïåðàòîð âèçíà÷åíèé â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði X, òî îïåðàòîð (A− λI)−1

ìîæå iñíóâàòè, òîáòî ðiâíÿííÿ Ax = λx ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, àëå öåé îïåðàòîð áóäå
âèçíà÷åíèé íå íà âñüîìó ïðîñòîði X. Ðîçãëÿíåìî òàêèé âèïàäîê, êîëè îïåðàòîð âèçíà÷åíèé â
íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A ∈ B(X), I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð â ïðîñòîði X, λ ∈ C.

Îçíà÷åííÿ 2.64. ρ(A)
def
= {λ ∈ C : A−λI - êîðåêòíèé} � ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà îïåðàòîðà A.

Çàóâàæåííÿ 2.65.

λ ∈ ρ(A)
def
= ker(A− λI) = {0},

R(A− λI) = X

‖(A− λI)−1‖ <∞ (2.12)
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Îçíà÷åííÿ 2.66. Íåõàé λ ∈ ρ(A).
Îïåðàòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ

Rλ(A) := (A− λI)−1

íàçèâàþòü ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà À, ùî âiäïîâiäà¹ ðåçîëüâåíòíîìó çíà÷åííþ λ.

Îçíà÷åííÿ 2.67. σ(A)
def
= C \ ρ(A) � ñïåêòð îïåðàòîðà A.

Êëàñèôiêàöiÿ ñïåêòðà

1. Òî÷êîâèé ñïåêòð (äèñêðåòíèé) (σp(A)):

λ ∈ σp(A)
def
= ker(A− λI) 6= {0}

2. Íåïåðåðâíèé ñïåêòð (σc(A)):

λ ∈ σc(A)
def
= ker(A− λI) = {0}, R(A− λI) = X, R(A− λI) 6= X

3. Çàëèøêîâèé ñïåêòð (σr(A)):

λ ∈ σr(A)
def
= ker(A− λI) = {0}, R(A− λI) 6= X

Çàóâàæåííÿ 2.68. λ ∈ σp(A) ⇐⇒ ∃ x ∈ X (x 6= 0) Ax = λx

Çàóâàæåííÿ 2.69. λ ∈ σc(A) ⇐⇒ ker(A− λI) = {0}, R(A− λI) = X, ‖(A− λI)−1‖ = ∞

Ñïðàâäi, íåõàé λ ∈ σc(A). Ïðèïóñòèìî, ùî ‖(A− λI)−1‖ <∞. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

A− λI : X → R(A− λI)

¹ ãîìåîìîðôiçìîì, òîáòî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå i íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîìó ïðîñòið

R(A− λI)

¹ çàìêíåíèì, à îòæå,
R(A− λI) = X.

À ñóïåðå÷èòü òðåòié óìîâi íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó.
Òåïåð ïîêàæåìî íàâïàêè. Ïðèïóñòèìî, ùî R(A − λI) = X. Òîäi çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî

îáåðíåíèé îïåðàòîð
||(A− λI)−1|| <∞,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.

Çàóâàæåííÿ 2.70. C = ρ(A) t σp(A) t σr(A) t σc(A)

Òàêèì ÷èíîì, îñíîâíà êëàñèôiêàöiÿ ñïåêòðó îïåðàòîðà A ¹ íàñòóïíà:
1) äèñêðåòíèé (òî÷êîâèé) ñïåêòð � ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A;
2) íåïåðåðâíèé ñïåêòð � ìíîæèíà çíà÷åíü λ, ïðè ÿêèõ ðåçîëüâåíòà (A− λI)−1 âèçíà÷åíà íà

âñþäè ùiëüíié ìíîæèíi â X, àëå íå ¹ íåïåðåðâíîþ;
3) çàëèøêîâèé ñïåêòð � ìíîæèíà òî÷îê ñïåêòðó, ùî íå âõîäÿòü íi äî äèñêðåòíî¨, íi äî íåïå-

ðåðâíî¨ ÷àñòèí.
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Ïðèêëàä 2.71. Çíàéòè íàéáiëüøå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A : C[0, 1] → C[0, 1], ÿêèé äi¹ çà
ôîðìóëîþ

(Ax)(t) = x(0) + tx(1).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A íàçèâà¹òüñÿ òàêå ÷èñëî λ, çà ÿêîãî ðiâíÿííÿ
Ax = λx ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî òàêi ÷èñëà λ. Ç îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ Ax = λx
îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü {

(1− λ)x(0) = 0;
x(0) + (1− λ)x(1) = 0.

ßêùî λ 6= 1 i λ 6= 0, òî x(0) = x(1) = 0, à òîìó ðiâíÿííÿ ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.
ßêùî λ = 1, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê x(t) = Ct, äå C� äîâiëüíà êîíñòàíòà, âiäìiííà âiä
íóëÿ. Îòæå, λ = 1 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì. Ëåãêî áà÷èòè, ùî λ = 0 ¹ òåæ âëàñíèì çíà÷åííÿì:
éîìó âiäïîâiäà¹, íàïðèêëàä, âëàñíà ôóíêöiÿ x(t) = t(t− 1).

Îòîæ, λ = 1 ¹ íàéáiëüøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A.

Çàìêíåíiñòü òà îáìåæåíiñòü ñïåêòðà

Äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó íàãàäà¹ìî òåîðåìè ïðî çáóðåííÿ êîðåêòíîãî îïåðàòîðà:

Ëåìà 2.72. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, V ∈ B(X), ‖V ‖ < 1. Òîäi îïåðàòîð I+ V êîðåêòíèé.

Òåîðåìà 2.73. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A, V ∈ B(X), ïðè÷îìó A� êîðåêòíèé, à ‖V ‖ < 1
∥A−1∥ .

Òîäi îïåðàòîð A+ V òàêîæ êîðåêòíèé.

Òåîðåìà 2.74. 1. Ñïåêòð σ(A) � çàìêíåíà ìíîæèíà.

2. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå âêëàäåííÿ

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ ‖A‖}.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîêàæåìî, ùî ñïåêòð çàìêíåíà ìíîæèíà. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ðåçîëü-
âåíòíà ìíîæèíà ρ(A) � âiäêðèòà. Ñïðàâäi, íåõàé λ0 ∈ ρ(A) i âiçüìåìî ÷èñëî λ ∈ C òàêå, ùî

|λ− λ0| <
1

‖(A− λ0I)−1‖
.

Òîäi

‖(λ0 − λ)I‖ = |λ− λ0| <
1

‖(A− λ0I)−1‖
.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî
A− λI = (A− λ0I) + (λ0 − λ)I,

îòðèìó¹ìî çà òåîðåìîþ ïðî çáóðåííÿ êîðåêòíîãî îïåðàòîðà îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîð A−λI � êî-
ðåêòíèé, à îòæå, λ ∈ ρ(A). Îòæå, ρ(A) � âiäêðèòà, à òîìó σ(A) � çàìêíåíà ìíîæèíà ÿê äîïîâíåííÿ
äî âiäêðèòî¨.

2. Äîâåäåìî ïðîòèëåæíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå: ÿêùî |λ| > ‖A‖, òî λ ∈ ρ(A).
Íåõàé |λ| > ‖A‖, òîäi

(A− λI) = −λ
(
I− A

λ

)
.

Îñêiëüêè ∥∥∥∥Aλ
∥∥∥∥ =

‖A‖
|λ|

< 1,

òî çà òåîðåìîþ ïðî çáóðåííÿ îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîð I− A
λ � êîðåêòíèé, à îòæå, êîðåêòíèé áóäå

i îïåðàòîð A− λI, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî λ ∈ ρ(A).

77



Çàóâàæåííÿ 2.75. dimX <∞ =⇒ ∀ A ∈ B(X) σr(A) = σc(A) = ∅

Ïðèêëàä 2.76. H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ∈ B(X). Òîäi λ ∈ σ(A) ⇔ λ ∈ σ(A∗).
Íàñïðàâäi äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

λ ∈ ρ(A) ⇔ λ ∈ ρ(A∗).

Ñïðàâäi, λ ∈ ρ(A) ⇔ A− λI - êîðåêòíèé ⇔ A∗ − λI - êîðåêòíèé ⇔ λ ∈ ρ(A∗).

Ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ

Òåîðåìà 2.77. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A ∈ B(X), ∃ k ∈ N : ‖Ak‖ < 1. Òîäi

•
∞∑
n=0

An � çáiæíèé;

• (I−A)−1 ∈ B(X);

• (I−A)−1 =
∞∑
n=0

An.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k ¹ òàêèì, ùî ‖Ak‖ < 1 i n = mk + r (r = 0, 1, ..., k − 1). Îñêiëüêè

‖Amk‖ ≤ (‖Ak‖)m −→ 0 ïðè m→ ∞,

òîäi

Sn = I+A+A2 + ...+An−1 =

(I+A+ ...+Ak−1) + (Ak + ...+A2k−1) + ...+ (A(m−1)k + ...+Amk−1) + (Amk + ...+Amk+r−1)

(I+A+ ...+Ak−1) +Ak(I+ ...+Ak−1) + ...+A(m−1)k(I+ ...+Ak−1) +Amk(I+ ...+Ar−1)

(I+Ak +A2k + ...+Ak(m−1))(I+A+ ...+Ak−1)︸ ︷︷ ︸
çáiæíèé ïðè m→∞

+ Amk(I+ ...+Ar−1)︸ ︷︷ ︸
çà íîðìîþ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðèm→∞

.

Òàêèì ÷èíîì,
∞∑
n=0

An = (I+A+ ...+Ak−1)

∞∑
m=0

(Ak)m.

Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ ïðî çáóðåííÿ îïåðàòîðà

∞∑
m=0

(Ak)m = (I−Ak)−1,

à îòæå,
∞∑
n=0

An = (I+A+ ...+Ak−1)(I−Ak)−1.

Çàóâàæåííÿ 2.78. ßêùî ∀ k ∈ N ‖Ak‖ ≥ 1, òî ðÿä Íåéìàíà
∑∞

n=0A
n � ðîçáiæíèé, îñêiëüêè

íå âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó: lim
n→∞

An = ∞.

Îçíà÷åííÿ 2.79. Íåõàé A ∈ B(X). ×èñëî

r(A)
def
= inf

n
‖An‖

1
n

íàçèâàþòü ñïåêòðàëüíèì ðàäióñîì îïåðàòîðà A.
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Çàóâàæåííÿ 2.80. ‖An‖ ≤ ‖A‖n ⇒ ‖An‖
1
n ≤ ‖A‖ ⇒ r(A) ≤ ‖A‖.

Òâåðäæåííÿ 2.81.
∞∑
n=0

λnAn � çáiæíèé ⇐⇒ |λ| < 1
r(A) .

Äîâåäåííÿ. (⇒) Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. ßêùî

|λ| ≥ 1

r(A)
=

1

inf
n
‖An‖

1
n

,

òî

∀n ∈ N |λ| ≥ 1

‖An‖
1
n

=⇒ |λ|n‖An‖ ≥ 1.

Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî, ùî ‖λnAn‖ ≥ 1, ùî îçíà÷à¹ òå, ùî íå ñïðàâäæó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà
çáiæíîñòi ðÿäó.

(⇐) ßêùî |λ| < 1
r(A) , òî

∃ k ∈ N |λ| < 1

‖Ak‖
1
k

,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ‖(λA)k‖ < 1.

Çàóâàæèìî, ùî

1) ÿêùî |λ| < 1
r(A) , òîäi îïåðàòîð I− λA � êîðåêòíèé i (I− λA)−1 = I+ λA+ λ2A2 + ...

2) σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ r(A)}, ïðè÷îìó íà êîëi ìiñòèòüñÿ õî÷à á îäíà òî÷êà ñïåêòðà.

Òâåðäæåííÿ 2.82. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A ∈ B(X). Òîäi iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
n→∞

‖An‖
1
n , ïðè

öüîìó

lim
n→∞

‖An‖
1
n = r(A).

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A ∈ B(X), |λ| > r(A). Òîäi

1) λ ∈ ρ(A);

2) (A− λI)−1 = −
∞∑
n=0

An

λn+1 � ðîçêëàä ðåçîëüâåíòè.

Äîâåäåííÿ. 1) |λ| > r(A) =⇒ 1
|λ| <

1
r(A) =⇒ I− 1

λA � êîðåêòíèé i
(
I− A

λ

)−1
=

∞∑
n=0

An

λn .

À òîìó

A− λI = −λ
(
I− 1

λ
A

)
=⇒ (A− λI)−1 = − 1

λ

(
I− A

λ

)−1

= −
∞∑
n=0

An

λn+1
.

Çàóâàæåííÿ 2.83. |λ| > ‖A‖ =⇒ λ ∈ ρ(A) i ‖(A− λI)−1‖ ≤ 1
|λ|−∥A∥ .

Ñïðàâäi,

(A− λI)−1 = −
∞∑
n=0

An

λn+1
=⇒ ‖(A− λI)−1‖ ≤

∞∑
n=0

∥∥∥∥ An

λn+1

∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

‖A‖n

|λ|n+1
=

1

|λ|
1

1− ∥A∥
|λ|

=
1

|λ| − ‖A‖
.
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Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ øèðîêî çàñòîñîâàíà â ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü, ïðî ÿêi ìîâà iòèìå äàëi. À
ñàìå, íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, A ∈ B(X), λ ∈ C. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

u− λAu = f. (2.13)

Òóò u � íåâiäîìà çìiííà, à f � âiäîìà çìiííà. ßêùî |λ| < 1
r(A) =⇒ ðiâíÿííÿ (2.13) ∀ f ∈ X ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè, òîáòî âiä f . Iíøèìè ñëîâàìè,

|λ| < 1

r(A)
=⇒ I− λA ¹ êîðåêòíèì îïåðàòîðîì,

à òîìó, çàïèñàâøè ðiâíÿííÿ (2.13) ó âèãëÿäi

(I− λA)u = f,

çíàõîäèìî
u = (I− λA)−1f.
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6. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì

Íåõàé −∞ < a < b < +∞, x ∈ C[a, b], K ∈ C([a, b]× [a, b]).

Îçíà÷åííÿ 2.84. Îïåðàòîð A, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè:

∀x ∈ C[a, b] (Ax)(s) =

∫ b

a
K(s, t)x(t) dt, (2.14)

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà (IÎÔ) â C[a, b] i K - ÿäðî îïåðàòîðà A.

Îçíà÷åííÿ 2.85. ßäðî K íàçèâàþòü âèðîäæåíèì, ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä

K(s, t) =
n∑

i=1

fi(s) gi(t).

Ïðèêëàä 2.86. K(s, t) = cos(s− t) ¹ âèðîäæåíèì ÿäðîì, îñêiëüêè

cos(s− t) = cos s cos t+ sin s sin t.

Òâåðäæåííÿ 2.87. A ∈ B(C[a, b]) ç íîðìîþ

‖A‖ = max
a≤s≤b

∫ b

a
|K(s, t)| dt.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîði¨ iíòåãðàëiâ çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà ìà¹ìî, ùî äîâiëüíèõ x ∈ C[a, b] iíòåãðàë∫ b
a K(s, t)x(t) dt âèçíà÷åíèé êîðåêòíî i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä s.
Ïîêàæåìî, ùî A ∈ B(C[a, b]).
1) Ëiíiéíiñòü � î÷åâèäíà.
2) Ïîêàæåìî, ùî ‖A‖ ≤ max

a≤s≤b

∫ b
a |K(s, t)| dt. Ñïðàâäi,

|(Ax)(s)| =
∣∣∣∣∫ b

a
K(s, t)x(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|K(s, t)| dt · max

a≤t≤b
|x(t)|.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖Ax‖ ≤ max
a≤s≤b

∫ b

a
|K(s, t)| dt · ‖x‖

Îòæå,

‖A‖ ≤ max
a≤s≤b

∫ b

a
|K(s, t)| dt

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî

‖A‖ ≥ max
a≤s≤b

∫ b

a
|K(s, t)| dt

Îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì, êîëè K(s, t) 6= 0. Ââåäåìî ôóíêöiþ

ψ(s)
def
=

∫ b

a
|K(s, t)| dt.

Ôóíêöiÿ ψ ¹ íåïåðåðâíîþ. Çãiäíî ç äðóãîþ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà

∃s0 ∈ [a, b] : ψ(s0) = max
a≤s≤b

ψ(s).
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Ïîêëàäåìî

φ(t) :=
K(s0, t)

|K(s0, t)|
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ‖φ‖ = 1 i

(Aφ)(s) =

∫ b

a

K(s, t)K(s0, t)

|K(s0, t)|
dt.

À òîìó

‖Aφ‖ = max
a≤s≤b

∣∣∣∣∣
∫ b

a

K(s, t)K(s0, t)

|K(s0, t)|

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∫ b

a

K(s0, t)|K(s0, t)|
|K(s0, t)|

dt

∣∣∣∣∣ =
∫ b

a
|K(s0, t)| dt = max

a≤s≤b

∫ b

a
|K(s, t)| dt .

Îçíà÷åííÿ 2.88. Íåõàé A � IÎÔ. Ðiâíÿííÿ

x− λAx = y, λ ∈ C, y ∈ C[a, b],

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

Ïîâíèé çàïèñ öüîãî ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

∫ b

a
K(s, t)x(t) dt = y(s). (2.15)

Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè ïðî çáóðåííÿ êîðåêòíîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹, ùî ÿêùî

|λ| < 1

‖A‖
:=

1

max
a≤s≤b

∫ b
a |K(s, t)| dt

,

òî ðiâíÿííÿ (2.15) ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíèì.

Íàñëiäîê 2.89. ßêùî |λ| < 1
M(b−a) , äå M = max

s,t
|K(s, t)|, òî ðiâíÿííÿ (2.15) ¹ êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíèì.

Ïðèêëàä 2.90. Ó ïðîñòîði C[a, b] çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.15), ÿêùî:

a = 0, b = 1, K(s, t) = s+ t− 2st, y(s) = s+ s2.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Éäåòüñÿ ïðî ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

1∫
0

(t+ s− 2st)x(t)dt = s+ s2,

àáî, ùî ðiâíîñèëüíî,

x(s)− λs

1∫
0

(1− 2t)x(t)dt− λ

1∫
0

tx(t)dt = s+ s2.

Ïðèéìåìî
1∫

0

(1− 2t)x(t)dt = a,

1∫
0

tx(t)dt = b. (2.16)
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Ìà¹ìî
x(s)− λas− λb = s+ s2,

òîáòî
x(s) = s2 + (1 + λa) s+ λb. (2.17)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.17) â (2.16), îòðèìó¹ìî{
(6− 3λ) a+ (12− 6λ) b = 5;
−4λa+ (12− 6λ) b = 7.

Âðàõîâóþ÷è, ùî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹

∆ = (6− 3λ)(12− 6λ) + 4λ(12− 6λ) = 6(2− λ)(6 + λ),

îäåðæó¹ìî

a =

∣∣∣∣ 5 12− 6λ
7 12− 6λ

∣∣∣∣
(12− 6λ)(6 + λ)

=
−2(12− 6λ)

(12− 6λ)(6 + λ)
=

−2

6 + λ
,

b =

∣∣∣∣ 6− 3λ 5
−4λ 7

∣∣∣∣
(12− 6λ)(6 + λ)

=
42− 21λ+ 20λ

(12− 6λ)(6 + λ)
=

42− λ

6(2− λ)(6 + λ)
.

Áåðó÷è äî óâàãè (2.17), áà÷èìî, ùî

x(s) = s2 +

(
1− 2λ

6 + λ

)
s+

λ(42− λ)

6(2− λ)(6 + λ)
.

Íåâàæêî çìiðêóâàòè, ùî ïðè λ ∈ {−6; 2} ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Îçíà÷åííÿ 2.91. Ðiâíÿííÿ∫ b

a
K(s, t)x(t) dt = y(s), y ∈ C[a, b],

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäó ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì.

Òâåðäæåííÿ 2.92. Íåõàé A � IÎÔ ç ÿäðîì K, B � IÎÔ ç ÿäðîì L. Òîäi AB � IÎÔ ç ÿäðîì

M(s, t) =

∫ b

a
K(s, u)L(u, t) du.

Äîâåäåííÿ.

((AB)(x))(s) =

∫ b

a
K(s, u)(Bx)(u) du =

∫ b

a
K(s, u)

∫ b

a
L(u, t)x(t) dt du =∫ b

a

{∫ b

a
K(s, u)L(u, t) du

}
x(t) dt. (2.18)

Íàñëiäîê 2.93. Íåõàé K1(s, t)
def
= K(s, t) i ∀n ∈ N Kn+1(s, t)

def
=
∫ b
a Kn(s, u)K(u, t) du. Òîäi

(Anx)(s) =

∫ b

a
Kn(s, t)x(t) dt.
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Ëåìà 2.94. Íåõàé A � IÎÔ ç ÿäðîì K.

Ðÿä
∞∑
n=0

λnAn çáiãà¹òüñÿ
def⇐⇒ ∃k ∈ N òàêå ùî |λ|k max

a≤s≤b

∫ b
a |Kk(s, t)| dt < 1. (2.19)

Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.15) ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíèì i

x(s) = y(s) +

∞∑
n=1

λn
∫ b

a
Kn(s, t) y(t) dt = y(s) + λ

∞∑
n=1

λn−1

∫ b

a
Kn(s, t) y(t) dt.

Òâåðäæåííÿ 2.95. Íåõàé K1(s, t)
def
= K(s, t) i ∀n ∈ N Kn+1(s, t)

def
=
∫ b
a Kn(s, u)K(u, t) du i

|λ| < 1
M(b−a) , äå M = max

s,t
|K(s, t)|. Òîäi

x(s) = y(s) + λ

∫ b

a

{ ∞∑
n=1

λn−1Kn(s, t)

}
y(t) dt.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A òà B � IÎÔ ç ÿäðîì K òà L âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó |Kn(s, t)| ≤ C1, |Ln(s, t)| ≤
C2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|M(s, t)| ≤
∣∣∣∣∫ b

a

{∫ b

a
K(s, u)L(u, t) du

}
x(t) dt

∣∣∣∣ ≤ C1C2(b− a).

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêöiþ

|K1(s, t)| ≤M =⇒ |K2(s, t)| ≤M2(b− a) =⇒ ... =⇒ |Kn(s, t)| ≤Mn(b− a)n−1

Òîìó
∞∑
n=1

|λn−1Kn(s, t)| ≤
∞∑
n=1

|λn−1Mn(b− a)n−1| =M
∞∑
n=1

|λM(b− a)|n−1 <∞.

Îòæå, ðÿä
∞∑
n=1

λn−1Kn(s, t)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî (îçíàêà Âåé¹ðøòàññà), à òîìó

∞∑
n=1

∫ b

a
λn−1Kn(s, t) y(t) dt =

∫ b

a

{ ∞∑
n=1

λn−1Kn(s, t)

}
y(t) dt.

Ìåòîä ðåçîëüâåíò äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó

Îçíà÷åííÿ 2.96. Ôóíêöiþ

R(s, t, λ) :=

∞∑
n=1

λn−1Kn(s, t),

äå ôóíêöi¨ Kn(s, t) çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè

K1(s, t) = K(s, t), Kn(s, t) =

∫ b

a
Kn−1(s, u)K1(u, t)dt, n = 2, 3, .... (2.20)

íàçèâàþòü ðåçîëüâåíòîþ Ôðåäãîëüìà.
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Òîäi ðîçâ'ÿçîê x(s) ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

b∫
a

K(s, t)x(t) dt = y(s) (2.21)

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

x(s) = y(s) + λ

b∫
a

R(s, t, λ)y(t) dt. (2.22)

Òàêèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü ìåòîä iòåðîâàíèõ ÿäåð àáî ìåòîä ðå-
çîëüâåíò. Öåé ìåòîä çàñòîñîâàíèé ó âèïàäêó êîëè |λ| < 1

∥A∥ . Çàóâàæèìî, ùî ó ïðîñòîði L2(a, b)
ìåòîä iòåðîâàíèõ ÿäåð çàñòîñîâàíèé, ÿêùî

|λ| < 1
b∫
a

b∫
a
|K(s, t)|2dsdt

.

Ïðèêëàä 2.97. Çíàéòè ðåçîëüâåíòó Ôðåäãîëüìà äëÿ ðiâíÿííÿ (2.21), ÿêùî:

K(s, t) = es+t, a = 0, b = 1.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Îá÷èñëèìî iòåðîâàíi ÿäðà çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2.20)

K1(s, t) = es+t, K2(s, t) =
∫ 1
0 e

s+ueu+tdu = es+t · 1
2(e

2 − 1), . . .

Kn(s, t) = es+t
(
e2−1
2

)n−1
.

Òîäi ðåçîëüâåíòà Ôðåäãîëüìà ðiâíÿííÿ (2.21) íàáóäå âèãëÿäó

R(s, t, λ) =

∞∑
n=1

λn−1es+t

(
e2 − 1

2

)n−1

= es+t 1

1− λ(e2−1)
2

= es+t 2

2− λ(e2 − 1)
.

Ïðèêëàäè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè:

Ïðèêëàä 2.98. Çíàéòè ðåçîëüâåíòó Ôðåäãîëüìà äëÿ ðiâíÿííÿ (2.21), ÿêùî:
a) K(s, t) = sin s cos t, a = 0, b = π

2 ;
b) K(s, t) = s · et, a = −1, b = 1;
c) K(s, t) = s · t, a = −1, b = 1.

Ïðèêëàä 2.99. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì iòåðîâàíèõ ÿäåð ðiâíÿííÿ

x(s) = 1 +

1∫
−1

s2 · t2x(t)dt.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà ôîðìóëîþ (2.20) çíàõîäèìî

K1(s, t) = s2t2,

K2(s, t) =
1∫

−1

s2u2 · u2t2du = 2
5s

2t2, ...,

Kn(s, t) =
(
2
5

)n−1
s2t2,
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À îòæå,

R(s, t, λ) =
∞∑
n=0

λn
(
2

5

)n

s2t2 = s2t2 · 1

1− 2λ
5

.

Âðàõîâóþ÷è, ùî â íàøîìó âèïàäêó λ = 1 îòðèìó¹ìî, ùî

x(s) = 1 +

1∫
−1

R(s, t, 1) · 1 dt = 1 +

1∫
−1

s2t2 · 5
3
dt = 1 +

10

9
s2.

Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

Òâåðäæåííÿ 2.100. Íåõàé x0 ∈ C[a, b]. Òîäi

xn(s) = y(s) + λ

b∫
a

K(s, t)xn−1(t) dt, (2.23)

ïðè λ, ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó |λ| < 1
∥A∥ , iñíó¹ lim

n→∞
xn =: x, ïðè÷îìó x ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(2.15).

Õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ ÿäðà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 2.101. Íåíóëüîâå ÷èñëî λ íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷èñëîì ÿäðà K, ÿêùî
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

b∫
a

K(s, t)x(t) dt = 0

ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê x0, ÿêèé íàçèâàþòü âëàñíîþ ôóíêöi¹þ öüîãî ÿäðà.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî λ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷èñëîì ÿäðà K òîäi i ëèøå òîäi, êîëè 1
λ íàëåæèòü

òî÷êîâîìó ñïåêòðó îïåðàòîðó A.

Ïðèêëàä 2.102 (36.16). Ó ïðîñòîði C[0, 1] çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà λ i âëàñíi ôóíêöi¨
φ äëÿ ðiâíÿííÿ

x(s)− λ

∫ π

0
cos(s+ t)x(t) dt = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

x(s)− λ cos s

∫ π

0
cos t x(t) dt+ λ sin s

∫ π

0
sin t x(t) dt = 0.

Òîäi
x(s) = λ cos sC1 − λ sin sC2,

äå

C1 =

∫ π

0
cos t x(t) dt, C2 =

∫ π

0
sin t x(t) dt.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ C1, C2 îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
C1 =

π∫
0

cos t (λ cos tC1 − λ sin tC2) dt,

C2 =
π∫
0

sin t (λ cos tC1 − λ sin tC2) dt,
(2.24)
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àáî {
C1(1− π

2λ) = 0,
C2(1 +

π
2λ) = 0.

(2.25)

Îñêiëüêè íàñ öiêàâèòü íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè C1, C2 íå ìî-
æóòü îäíî÷àñíî äîðiâíþâàòè íóëþ. Îòæå, λ = 2

π i C1 � äîâiëüíå, àáî λ = − 2
π i C2 � äîâiëüíå.

Îòîæ, õàðàêòåðèñòè÷íèìè çíà÷åííÿìè ðiâíÿííÿ ¹ ÷èñëà λ = 2
π , λ = − 2

π , à âiäïîâiäíèìè ¨ì âëà-
ñíèìè ôóíêöiÿìè � ôóíêöi¨ x(s) = cos s, x(s) = sin s.

Ïðèêëàä 2.103. Ó ïðîñòîði C[0, 1] çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà λn i âëàñíi ôóíêöi¨ φn äëÿ
ðiâíÿííÿ

x(t)− λ

∫ b

a
K(t, s)x(s) ds = 0,

äå K(t, s) =

{
t(s+ 1), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
s(t+ 1), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

.
Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çíàéäåìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêà åêâiâàëåíòíà

äî çàäàíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî äâà ðàçè ðiâíiñòü

x(t) = λ

(∫ t

0
t(s+ 1)x(s) ds+

∫ 1

t
s(t+ 1)x(s) ds

)
. (2.26)

Ìà¹ìî
x′(t) = λ

(∫ t
0 (s+ 1)x(s) ds+

∫ 1
t sx(s) ds

)
,

x′′(t) = λ((t+ 1)x(t)− tx(t)) = λx(t).
(2.27)

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöié x(t) i x′(t) ó òî÷êàõ t = 0 i t = 1 (ç (2.26) i (2.27))

x(0) = λ
∫ 1
0 sx(s) ds, x(1) = λ

∫ 1
0 (s+ 1)x(s) ds;

x′(0) = λ
∫ 1
0 sx(s) ds, x′(1) = λ

∫ 1
0 (s+ 1)x(s) ds.

Îòîæ, çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë i âëàñíèõ ôóíêöié ðiâíÿííÿ (2.26) ðiâíîñèëüíå çíà-
õîäæåííþ âëàñíèõ ÷èñåë i âëàñíèõ ôóíêöié òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

x′′ = λx, x(0) = x′(0), x(1) = x′(1). (2.28)

Íåõàé λ = ρ2. Òîäi ôóíêöiÿ x(t) = C1e
ρt + C2e

−ρt ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ, à êðàéîâi óìîâè íàáóâàþòü âèãëÿäó{

C1 + C2 = ρ(C1 − C2),
C1e

ρ + C2e
−ρ = ρ(C1e

ρ − C2e
−ρ).

(2.29)

Íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (2.28) iñíóþòü ïðè λ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1− ρ2)(e−ρ− eρ) = 0,
òîáòî êîëè âèçíà÷íèê ñèñòåìè (2.29) äîðiâíþ¹ íóëåâi. Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ òàêi: ρ = ±1,
ρ = ikπ. Òîìó âëàñíèìè çíà÷åííÿìè çàäà÷i (2.28) (i õàðàêòåðèñòè÷íèìè ÷èñëàìè ðiâíÿííÿ (2.26))
¹ λ0 = 1, λk = −k2π2, k ∈ N. Çíàéäåìî âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨. Íåõàé λ = 1. Ç (2.29) âèïëèâà¹,
ùî C2 = 0 (àáî C1 = 0), òîáòî x(t) = C1e

t. Îòîæ, φ0 = et. Ïðè λ = −k2π2 ñèñòåìà (2.29) íàáóâà¹
âèãëÿäó

C1 + C2 = ikπ(C1 − C2), (2.30)

à ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.28) ìà¹ âèãëÿä

xk(t) = (C1 + C2) cos kπt+ i(C1 − C2) sin kπt. (2.31)

Âðàõîâóþ÷è (2.30), ç (2.31) îòðèìó¹ìî φ(t) = sin kπt+ kπ cos kπt.

87



Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà 2-ãî ðîäó ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì

Íåõàé −∞ < a < b < +∞, x ∈ C[a, b], 4 = {(s, t) ∈ R2 : a ≤ s ≤ b, a ≤ t ≤ s}, K ∈ C(4).

Îçíà÷åííÿ 2.104. Îïåðàòîð A, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè

∀x ∈ C[a, b] (Ax)(s) =

∫ s

a
K(s, t)x(t) dt, (2.32)

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì Âîëüòåððà (IÎÂ) â C[a, b] i K � ÿäðî îïåðàòîðà A.

Îçíà÷åííÿ 2.105. Íåõàé y ∈ C[a, b]. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x(s)− λ

∫ s

a
K(s, t)x(t)ds = y(s) (2.33)

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó.

Ïðèêëàä 2.106. [a, b] = [0, 1], K(s, t) = 1

(Ax)(s) =

∫ s

0
x(t) dt.

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð Âîëüòåððà � ÷àñòêîâèé âèïàäîê îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà.

Òâåðäæåííÿ 2.107. A ∈ B(C[a, b]).

Òâåðäæåííÿ 2.108. (ìíîæåííÿ IÎÂ) Íåõàé A � IÎÂ ç ÿäðîì K, B � IÎÂ ç ÿäðîì L. Òîäi AB
- IÎÂ ç ÿäðîì

M(s, t) =

∫ s

t
K(s, u)L(u, t) du.

Äîâåäåííÿ.

((AB)(x))(s) =

∫ s

a
K(s, u)(Bx)(u) du =

∫ s

a
K(s, u)

∫ u

a
L(u, t)x(t) dt du =∫ ∫

△
K(s, u)L(u, t)x(t) du dt =

∫ s

a

∫ s

t
K(s, u)L(u, t)x(t) du dt =

∫ s

a

{∫ s

t
K(s, u)L(u, t) du

}
x(t) dt.

Íàñëiäîê 2.109. Íåõàé K1(s, t)
def
= K(s, t) i

∀n ∈ N Kn+1(s, t)
def
=

∫ s

t
Kn(s, u)K(u, t) du.

Òîäi An � IÎÂ ç ÿäðîì Kn.

Ëåìà 2.110. |K(s, t)| ≤M =⇒ |Kn(s, t)| ≤ Mn(s−t)n−1

(n−1)! .

Äîâåäåííÿ. |K2(s, t)| =
∣∣∫ s

t K(s, u)K(u, t) du
∣∣ ≤M2(s− t).

|Kn+1(s, t)| ≤
s∫

t

|Kn(s, u)| |K(u, t)| du ≤
s∫

t

Mn(s− u)n−1

(n− 1)!
du =

Mn+1

(n− 1)!

s∫
t

(s−u)n−1 du =
Mn+1(s− t)n

n!
.
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Íàñëiäîê 2.111. Íåõàé |K(s, t)| ≤M . Òîäi ‖An‖ ≤ Mn(b−a)n

(n−1)! .

Äîâåäåííÿ.

|(Anx)(s)| =

∣∣∣∣∣∣
s∫

a

Kn(s, t)x(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
s∫

a

Mn(s− t)n−1

(n− 1)!
dt ‖x‖ ≤ Mn

(n− 1)!
(b−a)n−1(b−a) ‖x‖ =

Mn

(n− 1)!
(b−a)n ‖x‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖Anx‖ ≤ Mn

(n− 1)!
(b− a)n ‖x‖.

Íàñëiäîê 2.112. r(A) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C > 0. Òîäi

‖An‖ ≤ Mn

(n− 1)!
(b− a)n =

Mn(b− a)n

Cn
· Cn

(n− 1)!
.

Ïðè n→ ∞ : Cn

(n−1)! → 0. Îòæå,

‖An‖ ≤
(
M(b− a)

C

)n

ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n.

À òîìó

‖An‖
1
n ≤ M(b− a)

C
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî r(A) ≤ M(b−a)
C . Îñêiëüêè C äîâiëüíå, òî r(A) = 0.

Òâåðäæåííÿ 2.113. ∀λ ∈ C ðiâíÿííÿ Âîëüòåðà 2-ãî ðîäó (2.34) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíå.

Ìåòîä ðåçîëüâåíò äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿòü Âîëüòåððà 2-ãî ðîäó

Íàãàäà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x(s)− λ

∫ s

a
K(s, t)x(t)ds = y(s) (2.34)

íàçèâàþòü iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó.
ßêùî ÿäðî òà âiëüíèé ÷ëåí íåïåðåðâíi, òîäi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíå â C[a, b]

ïðè âñiõ λ ∈ C i ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.34) ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ðåçîëü-
âåíòè ó âèãëÿäi

x(s) = y(s) + λ

∫ s

a
R(s, t, λ)y(t)dt.

Òóò

R(s, t, λ) =
∞∑
n=1

λn−1Kn(s, t),

äå ôóíêöi¨ Kn âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

Kn(s, t) =

∫ s

t
Kn−1(s, u)K(u, t)du.
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Ïðèêëàä 2.114. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ìåòîäîì ðåçîëüâåíò ó ïðîñòîði C[0, 1]:

à) x(s) = es +
∫ s
0 e

s−tx(t)dt, 0 ≤ s ≤ 1;

á) x(s) = sin s+ 2
∫ s
0 e

s−tx(t)dt, 0 ≤ s ≤ 1;

â) x(s) = 1− 2s−
∫ s
0 e

s2−t2x(t)dt, 0 ≤ s ≤ 1;

ã) x(s)−
∫ s
0 e

s−tx(t)ds = te
s2

2 , 0 ≤ s ≤ 1;

ä) x(s) = e−s +
∫ s
0 x(t)dt, 0 ≤ s ≤ 1.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. à) Çíàéäåìî iòåðîâàíi ÿäðà öüîãî ðiâíÿííÿ:

K1(s, t) = es−t,

K2(s, t) =

∫ s

t
K1(s, u)K1(u, t)du =

∫ s

t
es−ueu−tdu = es−t(s− t),

K3(s, t) =

∫ s

t
K2(s, u)K1(u, t)du =

∫ s

t
es−u(s− u)eu−tdu = es−t (s− t)2

2
, . . . . . .

Kn(s, t) = es−t (s− t)n−1

(n− 1)!
.

Îòîæ, ÿäðî ðåçîëüâåíòè íàáóâà¹ âèãëÿäó

R(s, t, 1) =

∞∑
n=1

Kn(s, t) =

∞∑
n=0

es−t · (s− t)n

n!
= es−t · es−t = e2(s−t)

i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

x(s) = es +

∫ s

0
e2(s−t)etdt = e2s.

á) Çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè îòðèìó¹ìî, ùî

Kn(s, t) = es−t (s− t)n−1

(n− 1)!
, R(s, t, 2) =

∞∑
n=0

2nes−t (s− t)n

n!
= e3(s−t).

À òîìó

x(s) = sin s+ 2e3s
s∫

0

e−3t sin tdt = sin s− 1

5
(3 sin s+ cos s) +

1

5
e3s.

Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððà

Òâåðäæåííÿ 2.115. Íåõàé x0 ∈ C[a, b]. Òîäi

xn(s) = y(s) + λ

∫ s

a
K(s, t)xn−1(t) dt (2.35)

ïðè âñiõ λ ∈ C iñíó¹ lim
n→∞

xn =: x, ïðè÷îìó x ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.15).
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Ïðèêëàä 2.116. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ðiâíÿííÿ

x(s) = 1−
s∫

0

(s− t)x(t)dt, x0(s) ≡ 0.

Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëó (2.35), îòðèìó¹ìî

x1(s) ≡ 1, x2(s) = 1−
∫ s

0
(s− t)dt = 1− s2

2!
,

x3(s) = 1−
∫ s

0
(s− t) ·

(
1− t2

2!

)
dt = 1− s2

2!
+
s4

4!
, .......

À òîìó x(s) = lim
n→∞

xn(s) = cos s.

Ïðèêëàäè íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó

Ïðèêëàä 2.117. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ðiâíÿííÿ

à) x(s) = 1 +
∫ s
0 x(t)dt, 0 ≤ s ≤ 1;

á) x(s) = s−
∫ s
0 (s− t)x(t)dt, x0(s) ≡ 0;

â) x(s) = 1−
∫ s
0 (s− t)x(t)dt, x0(t) ≡ 0.
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7. Êîìïàêòíi îïåðàòîðè

I. Ñêií÷åííîâèìiðíi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 2.118. Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðîñòið, A : X → X - ëiíiéíèé îïåðàòîð.

A � ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð
def
= dimR(A) <∞.

Ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé X � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið.

A ∈ Bf (X)
def
= 1) A − ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð

2) A ∈ B(X)

Ïðèêëàä 2.119. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, f, g ∈ H.

∀x ∈ H Ax = (x|f)g.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî dimR(A) = 1. Îòæå, A ∈ Bf (H).

Ïðèêëàä 2.120. Íåõàé X = C[0, 1], ‖x‖ = max
0≤t≤1

|x(t)|.

∀x ∈ X (Ax)(t) = x(0) + tx(1) +

(∫ 1

0

x(t) dt

)
et.

Ìà¹ìî, ùî A ∈ B(X), dimR(A) = 3. Îòæå, A ∈ Bf (X).

Ïðèêëàä 2.121. Íåõàé X = C[0, 1], ‖x‖ =
∫ 1

0
|x(t)| dt.

∀x ∈ X (Ax)(t) = x(0)φ, φ ∈ C[0, 1].

Â öüîìó âèïàäêó, dimR(A) = 1. Ïðîòå A /∈ B(X). Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié

xn(t) =

{
0, ÿêùî 1

n
< t ≤ 1,

−nt+ 1, ÿêùî 0 ≤ t ≤ 1
n

Ëåãêî áà÷èòè, ùî xn → 0, Axn → φ. Çâiäñè âèïëèâàëî á, ùî φ = 0, àëå φ 6= 0, òîìó
A /∈ B(X), à îòæå, A /∈ Bf (X).

Òåîðåìà 2.122. (ïðî ñóìó òà äîáóòîê ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ)
Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, îïåðàòîðè A,B ∈ Bf (X), C ∈ B(X), λ ∈ C. Òîäi

A+B, λA, AC, CA ∈ Bf (X).

Äîâåäåííÿ. 1. A+B, λA, AC, CA ∈ B(X) î÷åâèäíî.
2. a) R(A+B) ⊂ R(A) +R(B) =⇒ dimR(A+B) ≤ dimR(A) + dimR(B) <∞;
á)

R(λA) =

{
R(A), ÿêùî λ 6= 0,
{0}, ÿêùî λ = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî dimR(λA) <∞;
â) R(AC) ⊂ R(A) =⇒ dimR(AC) ≤ dimR(A) <∞;
ã) íåõàé φ1, ..., φk � áàçà â R(A). Òîäi

R(CA) = sp{Cφ1, ..., Cφk} =⇒ dimR(CA) ≤ k = dimR(A).
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Òåîðåìà 2.123. (ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà â ãiëü-

áåðòîâîìó ïðîñòîði)
Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ∈ Bf (X), dimR(A) = n. Òîäi iñíóþòü ëiíiéíî

íåçàëåæíi φ1, ..., φn ∈ H òà ëiíiéíî íåçàëåæíi ψ1, ..., ψn ∈ H òàêi, ùî

∀x ∈ H Ax =
n∑

i=1

(x|φi)ψi.

Ïðè öüîìó,

∀ y ∈ H A∗y =
n∑

i=1

(y|ψi)φi,

çîêðåìà, dimR(A) = dimR(A∗).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ψ1, ..., ψn} � îðòîíîðìîâàíà áàçà â R(A). Òîäi

∀x ∈ H ∃ c1, ..., cn ∈ C : Ax =
n∑

i=1

ciψi.

Òîìó

(Ax|ψj) = (
n∑

i=1

ciψi|ψj) = cj,

à îòæå,
cj = (Ax|ψi) = (x|A∗ψi).

Ïîêëàäåìî

A∗ψi
def
= φi, i = 1, ..., n.

Òîäi

∀x ∈ H Ax =
n∑

i=1

(x|φi)ψi.

Çíàéäåìî A∗. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

(x|A∗y) = (Ax|y) =

(
n∑

i=1

(x|φi)ψi|y

)
=

n∑
i=1

(x|φi) (ψi|y) =
n∑

i=1

(x| (y|ψi)φi) =

(
x|

n∑
i=1

(y|ψi)φi

)
.

Îòæå,

∀ y ∈ H A∗y =
n∑

i=1

(y|ψi)φi,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî R(A∗) = sp{φ1, ..., φn}, à òîìó dimR(A∗) ≤ n. Îñêiëüêè

dimR(A∗) ≤ n = dimR(A),

òî

dimR(A∗) ≤ dimR(A) =⇒ n = dimR(A) = dimR(A∗∗) ≤ dimR(A∗) =⇒ n ≤ dimR(A∗).

Îòæå, dimR(A) = dimR(A∗) = n =⇒ φ1, ..., φn ëiíiéíî íåçàëåæíi.
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II. Êîìïàêòíi îïåðàòîðè
Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà M � âiäíîñíî êîìïàêòíà, ÿêùî ç áóäü-ÿêî¨ ¨¨ íåñêií÷åííî¨

ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, ïðè÷îìó ãðàíè÷íà òî÷êà ìîæå i íå
íàëåæàòè äî M .

Òåîðåìà 2.124. (Ãàóñäîðô)
Íåõàé X áàíàõiâ ïðîñòið, M ⊂ X.
M � âiäíîñíî êîìïàêòíà ⇐⇒M � öiëêîì îáìåæåíà.

Îçíà÷åííÿ 2.125. M � öiëêîì îáìåæåíà
def
= ∀ε > 0 ∃ ñêií÷åííà ε-ñiòêà äëÿ M .

Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíàM � öiëêîì îáìåæåíà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ¨¨ ìîæíà
ïîêðèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ âiäêðèòèõ êóëü ðàäióñà ε.

Îçíà÷åííÿ 2.126. Mε � ε−ñiòêà äëÿ M
def
= ∀m ∈M ∃mε ∈Mε ‖m−mε‖ < ε.

Îòæå, Mε ¹ ε-ñiòêîþ äëÿ M , ÿêùî ìíîæèíó Mε ìîæíà ïîêðèòè âiäêðèòèìè êóëÿìè
ðàäióñàìè ε iç öåíòðàìè â òî÷êàõ mε, òîáòî

M ⊂ B(mε, ε), mε ∈Mε.

Ïðèêëàä 2.127. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, dimH = ∞, U = {x ∈ H : ‖x‖ ≤ 1}.
Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà U îáìåæåíà (ìîæíà â ÿêîñòi êóëi, ÿêà áóäå ìiñòèòè

ìíîæèíó U âçÿòè B(x0, r), äå x0 äîâiëüíèé åëåìåíò ç ïðîñòîðó H, à r := 1 + ‖x0‖).
Àëå U íå öiëêîì îáìåæåíà. Ñïðàâäi, íåõàé {en}∞n=1 îðòîíîðìîâàíà áàçà â H. Òîäi ∀n ∈
N en ∈ U . Îñêiëüêè

d(en, em) = ‖en − em‖ =
√
(en − em|en − em) =

√
(en|en) + (em|em) =

√
2 (n 6= m),

òî äëÿ ε >
√
2 íå iñíó¹ ñêií÷åííî¨ ε-ñiòêè äëÿ M .

Ïîíÿòòÿ êîìïàêòíîãî (öiëêîì íåïåðåðâíîãî) îïåðàòîðà

Îçíà÷åííÿ 2.128. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, A : X → X - ëiíiéíèé îïåðàòîð.
Îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì (ö.í.), ÿêùî âií áóäü-ÿêó îáìåæåíó ìíîæèíó

ïåðåâîäèòü ó âiäíîñíî êîìïàêòíó.

Îòæå,

A− êîìïàêòíèé, ÿêùî [M − îáìåæåíà =⇒ AM âiäíîñíî êîìïàêòíà]

Êðèòåðié âiäíîñíî êîìïàêòíîñòi â ïðîñòîði C[a, b]

Íåõàé ïðîñòið C[a, b] íàäiëåíèé ðiâíîìiðíîþ ìåòðèêîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.129. 1) Ìíîæèíà M â ïðîñòîði C[a, b] íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæå-
íîþ, ÿêùî

∃C > 0 ∀x ∈M ∀ t ∈ [a, b] : |x(t)| ≤ C;

2) Ìíîæèíà M â ïðîñòîði C[a, b] íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ, ÿêùî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈M ∀ t1, t2 ∈ [a, b] : |t1 − t2| < δ =⇒ |x(t1)− x(t2)| < ε.
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Òåîðåìà 2.130. (Òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëi)
Ìíîæèíà M â ïðîñòîði C[a, b] âiäíîñíî êîìïàêòíà òîäi i ëèøå òîäi êîëè âîíà ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíà i îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.

Ïðèêëàä 2.131. ×è ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ ìíîæèíà ôóíêöié

M = {xn(t) = sinnt, n ∈ N}

ó ïðîñòîði C[0, 1] ?

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi. Î÷åâèäíî, ùî öÿ ìíîæèíà
îáìåæåíà. Äîâåäåìî, ùî âîíà íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ. Ñïðàâäi, ÿêùî t1 = 0, t2 =

1
n
,

0 < ε < 2 sin2 1
2
, òî |t1 − t2| = 1

n
i | sinnt1 − sinnt2| > 2 sin2 1

2
> ε. Çâiäñè çðîçóìiëî, ùî

âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃ t1, t2 ∈ [0, 1] ∃ xn ∈M : |t1 − t2| < δ ∧ |xn(t1)− xn(t2)| > ε.

Êðèòåðié âiäíîñíî êîìïàêòíîñòi â ïðîñòîði l2

Òåîðåìà 2.132. Ìíîæèíà E â ïðîñòîði l2 âiäíîñíî êîìïàêòíà òîäi i ëèøå òîäi êîëè
âîíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé ùî äëÿ âñiõ x ∈ E
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∑
k=n0

|xk|2 < ε.

Ïðèêëàä 2.133. Íåõàé A : ℓ2 → ℓ2 äi¹ òàê, ùî

A(x1, x2, . . .) = (x1,
1

2
x2, . . . ,

1

n
xn, ...).

Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A � êîìïàêòíèé.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Âiçüìåìî îáìåæåíó ìíîæèíó E. Òîäi

∃C > 0 ∀x ∈ E ‖x‖ ≤ C.

Ïîêàæåìî, ùî AE � ïåðåäêîìïàêòíà.
1) Íåõàé x ∈ E. Òîäi

‖Ax‖ =

√
|x1|2 +

1

4
|x2|2 + ...+

1

n2
|xn|2 + ... ≤

√
|x1|2 + ‖x2|2 + ...+ |xn|2 + ... = ‖x‖ ≤ C.

Îòæå, ìíîæèíà AE ðiâíîìiðíî îáìåæåíà.
2) Íåõàé x ∈ E. Òîäi

∞∑
k=n0

∣∣∣∣1kxk
∣∣∣∣2 = ∞∑

k=n0

1

k2
|xk|2 ≤

1

n0
2

∞∑
k=n0

|xk|2 ≤
1

n0
2

∞∑
k=1

|xk|2 =
1

n0
2
‖x‖2 ≤ C2

n2
0

< ε2.

Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî

n0 := max

{[
C

ε

]
, 1

}
.

Òîìó çà êðèòåði¹ì ïåðåäêîìïàêòíîñòi â ïðîñòîði l2 ìíîæèíà AE ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíà, à
îòæå, îïåðàòîð A êîìïàêòíèé.

Ïîâåðíåìîñÿ äî âëàñòèâîñòåé êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ.
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Ïðèêëàä 2.134. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A = IH .
1) dimH <∞ :

M − îáìåæåíà =⇒ AM =M
Áîëüöàíî-Âåé¹ðøòðàññà

=⇒ AM − âiäíîñíî êîìïàêòíà.

Òîáòî A ¹ êîìïàêòíèì.
2) dimH = ∞ :
Âiçüìåìî M = U , äå U îäèíè÷íà êóëÿ. Òîäi AM = U . Àëå AM � íå âiäíîñíî êîìïà-

êòíà, òîìó A íå ¹ êîìïàêòíèì.

Ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé X,Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè.

B∞(X,Y ) = {A : X → Y | ëiíiéíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð, D(A) = X}

B∞(X)
def
= B∞(X,X)

Íàäàëi ÷åðåç U áóäåìî ïîçíà÷àòè îäèíè÷íó êóëþ â X, òîáòî

U = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.

Òâåðäæåííÿ 2.135. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, A : X → X - ëiíiéíèé îïåðàòîð.
Òîäi

A � êîìïàêòíèé îïåðàòîð ⇐⇒ AU � âiäíîñíî êîìïàêòíà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. 1) =⇒ 2) î÷åâèäíî.
2) =⇒ 1) : Íåõàé M � îáìåæåíà. Òîäi

∃ c > 0 ∀x ∈M ‖x‖ ≤ c.

Íåõàé {xn}∞n=1 ⊂M. Òîäi
{

xn

c

}
⊂ U . Òîìó ∃ {xnk

} :
{
A
(xnk

c

)}
→ y. À îòæå,

{A (xnk
)} → cy, k → ∞.

Òâåðäæåííÿ 2.136. Äëÿ äîâiëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X

Bf (X) ⊂ B∞(X) ⊂ B(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}. ßêùî A ∈ Bf (X), òîäi AU � îáìåæåíà (ç
íåïåðåðâíîñòi)i AU ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó ñêií÷åííîâèìiðíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði. Çà
ëåìî Áîëüöàíî�Âåé¹ðøòðàñà AU � âiäíîñíî êîìïàêòíà ìíîæèíà, à îòæå, A ∈ B∞(X).

ßêùî A ∈ B∞(X), òî çà òåîðåìîþ Ãàóñäîðôà AM − öiëêîì îáìåæåíà. À òîìó AM −
îáìåæåíà. Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî A ∈ B(X).

Òåîðåìà 2.137. (ïðî ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ)
Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið, ∀n ∈ N An ∈ B∞(X), iñíó¹ A ∈ B(X) : A = lim

n→∞
An.

Òîäi A ∈ B∞(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0 i iñíó¹ N ∈ N : ∀n > N ‖An − A‖ < ε
2
.

Çàôiêñó¹ìî òàêå n:

∀x ∈ U : ‖Anx− Ax‖ ≤ ‖An − A‖‖x‖ < ε

2
.
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Îñêiëüêè An ∈ B∞(X), òî AnM − öiëêîì îáìåæåíà, òîáòî ìà¹ ñêií÷åííó ε−ñiòêó.
Íåõàé L �ñêií÷åííà ε

2
−ñiòêà äëÿ AnU . Òîäi L �ñêií÷åííà ε−ñiòêà äëÿ AU . Äiéñíî, íåõàé

x ∈ U . Çà îçíà÷åííÿì ñiòêè:

∃ l ∈ L : ‖Anx− l‖ < ε

2
.

Òîäi

‖Ax− l‖ ≤ ‖Ax− Anx‖+ ‖Anx− l‖ < ε

2
+
ε

2
< ε.

Íàñëiäîê 2.138. Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ ¹ êîìïàêòíèì
îïåðàòîðîì.

Ïðèêëàä 2.139. X = l2, ∀x ∈ X Ax = (x1,
1
2
x2,

1
3
x3, ...,

1
n
xn, ...) � äiàãîíàëüíèé îïå-

ðàòîð. Ïîêàæåìî, ùî A ∈ B∞(X).
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ

Anx = (x1,
1

2
x2,

1

3
x3, ...,

1

n
xn, 0, 0, ...).

Îñêiëüêè dimR(An) = n <∞, òî ∀n ∈ N A ∈ Bf (X). Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è, ùî

‖Anx− Ax‖2 =
∞∑

k=n+1

1

k2
|xk|2 <

1

(n+ 1)2

∞∑
k=n+1

|xk|2 ≤
1

(n+ 1)2
‖x‖2,

òîáòî

‖An − A‖ ≤ 1

(n+ 1)2
.

îòðèìó¹ìî, ùî A = lim
n→∞

An. Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäîê 2.138, îòðèìà¹ìî, ùî A ∈ B∞(X).

Òåîðåìà ïðî àïðîêñèìàöiþ.

Òåîðåìà 2.140. Íåõàé H - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ∈ B∞(H). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ (An) ⊂ Bf (H) : A = lim

n→∞
An.

Iäåàë B∞(X).

Òåîðåìà 2.141. Íåõàé A,B ∈ B∞(H), C ∈ B(X), λ ∈ C. Òîäi
1) A+B ∈ B∞(H);
2) λA ∈ B∞(H);
3) AC ∈ B∞(H);
4) CA ∈ B∞(H);
5) A∗ ∈ B∞(H).

Äîâåäåííÿ. 3) Íåõàé ∃ {An} ⊂ Bf (H) : A = lim
n→∞

An. Òîäi ìà¹ìî,ùî

∀n ∈ N AnC ∈ Bf (H).

Îñêiëüêè lim
n→∞

AnC = AC, òî AC ∈ B∞(H).
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5) Íåõàé {An} òàêå ÿê âèùå. Òîäi

∀n ∈ N An
∗ ∈ Bf (H).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖A∗
n − A∗‖ = ‖(An − A)∗‖ = ‖An − A‖ → ∞.

Íàñëiäîê 2.142. Íåõàé dimR(A) = ∞, A ∈ B∞(H). Òîäi 0 ∈ σ(A).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 ∈ ρ(A). Òîäi A � êîðåêòíèé îïåðàòîð, òîáòî ∃A−1 ∈ B(H) : A−1A = I.
Îñêiëüêè A−1 ∈ B(H) i A ∈ B∞(H), òî I ∈ B∞(H). À çâiäñè âèïëèâà¹, ùî dimH < ∞.
Ñóïåðå÷íiñòü.

8. Ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. Âñþäè â äàíié òåìi H - ãiëüáåðòiâ
ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 2.143. Îïåðàòîð A ∈ B(H) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî A∗ = A.

Îçíà÷åííÿ 2.144. Êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

H 3 x→ (Ax | x) ∈ C.

Òåîðåìà 2.145. Ùîá îïåðàòîð A ∈ B(H) áóâ ñàìîñïðÿæåíèì íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá
éîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà áóëà äiéñíîçíà÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé îïåðàòîð A ∈ B(H) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H

(Ax | x) = (x | Ax) = (Ax | x).

À, îòæå, ÷èñëî (Ax | x) ¹ äiéñíèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
2) Íåõàé êâàäðàòè÷íà ôîðìà îïåðàòîðà A ∈ B(H) ¹ äiéñíîçíà÷íà. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ

x ∈ H ìà¹ìî
(x | Ax) = (Ax | x) = (Ax | x). (2.36)

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H

(A(x+ y) | x+ y) = (Ax | x) + (Ay | y) + (Ax | y) + (Ay | x)

i
(x+ y | A(x+ y)) = (x | Ax) + (y | Ay) + (x | Ay) + (y | Ax),

òî ç âðàõóâàííÿì (2.36) ìà¹ìî, ùî

(Ax | y) + (Ay | x) = (x | Ay) + (y | Ax).

Çàóâàæèìî, ùî

(Ax | y)− (y | Ax) = (Ax | y)− (Ax | y) = 2 Im(Ax | y)

i
(x | Ay)− (Ay | x) = (x | Ay)− (x | Ay) = 2 Im(x | Ay).
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Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî

Im(Ax | y) = Im(x | Ay), x, y ∈ H.

Çàìiíþþ÷è â îñòàííié ðiâíîñòi x íà ix, ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

Re(Ax | y) = Re(x | Ay), x, y ∈ H.

Îòæå,
(Ax | y) = (x | Ay), x, y ∈ H,

òîáòî A∗ = A.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íàì ùå îäíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ íîðìè ñàìîñïðÿæåíîãî
îïåðàòîðà.

Òåîðåìà ïðî íîðìó îáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 2.146. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi

‖A‖ = sup
∥x∥=1

|(Ax | x)|.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè i

α := sup
∥x∥=1

|(Ax | x)|.

1) Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî îòðèìó¹ìî, ùî

|(Ax | x)| ≤ ‖Ax‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖2 = ‖A‖, ÿêùî ‖x‖ = 1.

Òîìó α ≤ ‖A‖.
2) Íåõàé x ∈ H \ {0}. Òîäi

|(Ax | x)| = ‖x‖2|(A x
∥x∥ | x

∥x∥)| ≤ α‖x‖2.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
|(Ax | x)| ≤ α‖x‖2, x ∈ H.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H

(A(x+ y) | x+ y)− (A(x− y) | x− y) = 2(Ax | y) + 2(Ay | x) =
= 2(Ax | y) + 2(y | Ax) = 4Re(Ax | y). (2.37)

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

4|Re(Ax | y)| ≤ |(A(x+ y | x+ y)|+ |(A(x− y | x− y)| ≤
≤ α‖x+ y‖2 + α‖x− y‖2 = α(‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2). (2.38)

Íåõàé ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü ïàðàëåëîãðàìà, îòðèìó¹ìî

4|Re(Ax | y)| ≤ α(‖x+ y‖2 + ‖x+ y‖2) = α(2‖x‖2 + 2‖y‖2) = 4α.

Îòæå,
|Re(Ax | y)| ≤ α, ÿêùî ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ‖x‖ = 1 , ‖Ax‖ 6= 0 i ïîêëàäåìî y = Ax
∥Ax∥ . Îñêiëüêè ‖y‖ = 1 i

|Re(Ax | Ax
∥Ax∥)| = ‖Ax‖,
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òî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

‖Ax‖ ≤ α, ÿêùî ‖x‖ = 1,

òîáòî
‖A‖ ≤ α.

Ç äîâåäåíèõ íåðiâíîñòåé ìà¹ìî, ùî ‖A‖ = α. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà A i ÿäðîì ñïðÿæåíîãî îïå-
ðàòîðà A∗.

Òåîðåìà 2.147. Íåõàé A ∈ B(H). Òîäi

(ranA)⊥ = kerA∗, ranA = (kerA∗)⊥.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü. Ìà¹ìî

(y ⊥ ranA) ⇔ (∀x ∈ H (Ax | y) = 0) ⇔ (∀x ∈ H (x | A∗y) = 0) ⇔
⇔ (A∗y ⊥ H) ⇔ (A∗y = 0) ⇔ (y ∈ kerA∗).

Îòæå,
(ranA)⊥ = kerA∗.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(kerA∗)⊥ = [(ranA)⊥]⊥.

Ç íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

(ranA)⊥ = (ranA)⊥.

À çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ

[(ranA)⊥]⊥ = ranA.

Òîìó
ranA = (kerA∗)⊥.

Òåîðåìà ïðî ñïåêòð îáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 2.148. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi σ(A) ⊂ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ = ξ+iε, äå ξ, ε ∈ R i ε 6= 0. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A−λI ¹ îáìåæåíèé
çíèçó. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H

Im((A− λI)x | x) = − Imλ(x | x) = −ε‖x‖2,

à , îòæå,

|ε|‖x‖2 = | Im((A− λI)x | x)| ≤ |((A− λI)x | x)| ≤ ‖(A− λI)x‖‖x‖.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ íåðiâíiñòþ Áóíÿêîâñüêîãî. Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî

‖(A− λI)x‖ ≥ |ε|‖x‖.
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Òèì ñàìèì îáìåæåíiñòü çíèçó îïåðàòîðà A−λI äîâåäåíà. Ç îáìåæåíîñòi çíèçó âèïëèâà¹,
ùî

ker(A− λI) = {0}, λ ∈ C \ R.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà i ÿäðîì éîãî ñïðÿæåíîãî,
ìà¹ìî

ran(A− λI) = [ker(A− λI)∗]⊥ = [ker(A− λ̄I)]⊥ = {0}⊥ = H.

Îñêiëüêè îïåðàòîð A− λI îáìåæåíèé çíèçó i ran(A− λI) = H, òî âií ¹ îáîðîòíèé. Îòæå,

C \ R ⊂ ρ(A).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî σ(A) ⊂ R.

Ãðàíi ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.149. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. ×èñëà

β(A) := sup
∥x∥=1

(Ax | x), α(A) := inf
∥x∥=1

(Ax | x)

íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî âåðõíüîþ i íèæíüîþ ãðàíÿìè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A.

Óòî÷íåíà òåîðåìà ïðî ñïåêòð îáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 2.150. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi σ(A) ⊂ [α(A), β(A)], ïðè÷îìó ãðàíi α(A)
i β(A) ¹ òî÷êàìè ñïåêòðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ ∈ R, α := α(A) i λ < α. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A− λI ¹ îáìåæåíèé
çíèçó. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H \ {0}

(Ax | x) = (A
x

‖x‖
| x

‖x‖
)‖x‖2 ≥ α‖x‖2.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
(Ax | x) ≥ α‖x‖2, x ∈ H. (2.39)

Òîìó
((A− λ)x | x) = (Ax | x)− λ‖x‖2 ≥ (α− λ)‖x‖2

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

(α− λ)‖x‖2 ≤ ((A− λ)x | x) ≤ ‖(A− λ)x‖‖x‖.

À , îòæå,
‖(A− λI)x‖ ≥ (α− λ)‖x‖.

Òèì ñàìèì îáìåæåíiñòü çíèçó îïåðàòîðà A−λI äîâåäåíà. Ç îáìåæåíîñòi çíèçó âèïëèâà¹,
ùî

ker(A− λI) = {0}, λ ∈ C \ R.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáëàñòþ çíà÷åíü îïåðàòîðà i ÿäðîì éîãî ñïðÿæåíîãî,
ìà¹ìî

ran(A− λI) = [ker(A− λI)∗]⊥ = [ker(A− λI)]⊥ = {0}⊥ = H.

Îñêiëüêè îïåðàòîð A− λI îáìåæåíèé çíèçó i ran(A− λI) = H, òî âií ¹ îáîðîòíèé. Îòæå,

(−∞, α) ⊂ ρ(A).
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Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî
(β(A),∞) ⊂ ρ(A).

Òîìó σ(A) ⊂ [α(A), β(A)].
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, òî÷êè α(A) i β(A) ¹ òî÷êàìè ñïåêòðó. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî β(A) ∈

σ(A). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî

0 ≤ α(A) ≤ β(A).

Äiéñíî, ïðè ïîòðåái ìîæíà ïåðåéòè âiä îïåðàòîðà A äî îïåðàòîðà A − λI ç λ < α. Ïðè
öüîìó ìà¹ìî, ùî

α(A− λI) = α(A)− λ > 0, β(A− λI) = β(A)− λ > 0

i
σ(A− λI) = {ξ − λ | ξ ∈ σ(A)}.

Îòæå, íåõàé âèêîíàíà óìîâà
0 ≤ α(A) ≤ β(A).

i β := β(A). Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A − βI ¹ íåîáîðîòíèì, äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî âií íå ¹ îáìåæåíèé çíèçó. Ç îçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ãðàíi îïåðàòîðà A âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (en)n∈N â H òàêà, ùî ‖en‖ = 1 äëÿ âñiõ n ∈ N i

lim
n→∞

(Aen | en) = β.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî ‖Aen‖2 ≤ ‖A‖2 = β2, ìà¹ìî

‖(A− βI)en‖2 = ‖Aen‖2 − 2β(Aen | en)|+ β2 ≤
≤ β2 − 2β(Aen | en)|+ β2 = 2β(β − (Aen | en)) → 0 ïðè n→ ∞.

Îòæå,
lim
n→∞

‖(A− βI)en‖ = 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð A− βI íå ¹ îáìåæåíèé çíèçó. Òàêèì ÷èíîì β ∈ σ(A). Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Â ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà âiäñóòíié çàëèøêîâèé ñïåêòð.

Òåîðåìà 2.151. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. Òîäi σr(A) = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà λ ∈ R ¹ òî÷êîþ çàëèøêîâîãî ñïåêòðó ñàìîñïðÿæåíîãî
îïåðàòîðà A ∈ B(H). Òîäi ran(A− λI) 6= H, à, îòæå,

(ran(A− λI))⊥ 6= {0}.

Îñêiëüêè
(ran(A− λI))⊥ = ker(A− λI)∗ = ker(A− λI),

ker(A − λI) 6= {0}, òîáòî λ ∈ σp(A). Àëå, σp(A) ∩ σr(A) = ∅. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, σr(A) =
∅.

Òåîðåìà ïðî âëàñíi âåêòîðè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.
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Òåîðåìà 2.152. Íåõàé A ∈ B(H) i A∗ = A. ßêùî λ i µ äâà ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðà-
òîðà A, òî

ker(A− λI) ⊥ ker(A− µI).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ ker(A− λI) i g ∈ ker(A− µI), òîáòî

Af = λf, Ag = µg.

Òîäi
λ(f | g) = (Af | g) = (f | Ag) = µ(f | g).

Òóò ìè âðàõóâàëè, ùî λ, µ ∈ R.
Îòæå,

(λ− µ)(f | g) = 0.

Îñêiëüêè λ− µ 6= 0, òî (f | g) = 0. Òåîðåìà äîâåäåíà.

9. Òåîðåìè Ôðåäãîëüìà

Øâåäñüêèé ìàòåìàòèê Åðiê Ôðåäãîëüì (1866-1927), äîñëiäæóþ÷è iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ
äîâiâ ðÿä âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ç ÷àñîì íàçâàëè òåîði¹þ Ôðåäãîëüìà. Ðåçóëüòàòè Ôðå-
äãîëüìà áóëè óçàãàëüíåíi Øàóäåðîì i Ðiñîì. Ôàêòè÷íî ç òåîði¨ Ôðåäãîëüìà i ïî÷èíà¹òüñÿ
ðîçâèòîê òåîði¨ îïåðàòîðiâ. Ìè ðîçãëÿíåìî òåîðiþ Ôðåäãîëüìà â àáñòðàêòíié ïîñòàíîâöi,
ÿê òåîðiþ ðiâíÿíü ç êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 2.153. (Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà) Íåõàé A ∈ B∞(H).

I Ðiâíÿííÿ
x− Ax = f (2.40)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ∀ f ∈ H òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðiâíÿííÿ

x− Ax = 0 (2.41)

ìà¹ ëèøå íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

II Êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.41) ¹ ñêií÷åííà i äîðiâíþ¹ êiëü-
êîñòi ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

y − A∗y = 0. (2.42)

III Ðiâíÿííÿ (2.40) ìà¹ ðîç'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó y ðiâ-
íÿííÿ (2.42) :

(f |y) = 0.

Òåîðåìà 2.154. (Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà)
Íåõàé A ∈ B∞(H), λ ∈ C.
Ìà¹ ìiñöå îäíà i ëèøå îäíà ç äâîõ ìîæëèâîñòåé, ÿêi âèêëþ÷àþòü îäíà îäíó.

I ìîæëèâiñòü. Ðiâíÿííÿ
x− λAx = 0 (2.43)

ìà¹ òiëüêè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi ∀ f ∈ H ðiâíÿííÿ

x− λAx = f (2.44)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x ∈ H.
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II ìîæëèâiñòü. Ðiâíÿííÿ (2.43) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.43) ¹ ñêií÷åííà i äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

y − λA∗y = 0, (2.45)

à ðiâíÿííÿ (2.44) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f îðòîãîíàëüíèé äî áóäü-
ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó y ðiâíÿííÿ (2.45).

Ïðèêëàä 2.155. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ p, q, r, çà ÿêèõ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(t)− λ

1∫
−1

(1 + tτ)x(τ) dτ = pt2 + qt+ r

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà öüîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

x(t) = λ

1∫
−1

x(τ)(1 + tτ) dτ.

Íåõàé
1∫

−1

x(τ) dτ = C1,
1∫

−1

τx(τ) dτ = C2, òîäi x(t) = λ(C1 + C2t). Ïðîiíòåãðó¹ìî x(t) íà

ïðîìiæêó [−1, 1]

C1 = λ

1∫
−1

(C1 + C2t) dt = 2λC1, C1(1− 2λ) = 0.

Ïîìíîæèâøè x(t) íà t i ïðîiíòåãðóâàøè âiä −1 äî 1, îäåðæó¹ìî

C2 = λ

1∫
−1

(C1t+ C2t
2) dt =

2

3
λC2, C2(1−

2

3
λ) = 0.

Îòîæ, λ1 = 1
2
, λ2 = 3

2
� õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà öüîãî ðiâíÿííÿ, à x1(t) = 1, x2(t) = t �

âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨.
ßêùî λ 6= 1

2
i λ 6= 3

2
, òî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, à íåî-

äíîðiäíå ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çà áóäü-ÿêèõ p, q, r (çãiäíî ç àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà).
ßêùî λ äîðiâíþ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîìó ÷èñëó, òî íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

ëèøå äëÿ òàêèõ ôóíêöié y(t) = pt2+qt+ r, ÿêi îðòîãîíàëüíi äî âëàñíèõ ôóíêöié x1(t), x2(t).
Çàïèøåìî óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi

1∫
−1

(pt2 + qt+ r) dt = 0,

1∫
−1

t(pt2 + qt+ r) dt = 0.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî p
3
+ r = 0, q = 0.

Ïðèêëàä 2.156. Íåõàé M � îáìåæåíà â ïðîñòîði C[0, 1] ìíîæèíà. Äîâåñòè, ùî ìíî-

æèíà N ôóíêöié âèãëÿäó y(t) =
t∫
0

x(τ) dτ , äå x ∈M , ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíàN îáìå-
æåíà â C[0, 1] i îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà. Îáìåæåíiñòü ìíîæèíè N âèïëèâà¹ ç îáìåæåíîñòi
ìíîæèíè M

‖y‖ = max
t

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
t

t∫
0

‖x‖ dτ = ‖x‖ ≤ C.

(Òóò C = sup{‖x‖ : x ∈M}). Ùîá äîâåñòè îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü, ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

|y(t1)− y(t2)| =

∣∣∣∣∣∣
t2∫

t1

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
t2∫

t1

|x(τ)| dτ ≤ C|t1 − t2|.

Çâiäñè âèäíî, ùî ÿê òiëüêè |t1−t2| < δ < ε
C
, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ N |y(t1)−y(t2)| <

ε, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Òîìó ìíîæèíà N ïåðåäêîìïàêòíà.

Ïðèêëàä 2.157. ×è ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ ìíîæèíà ôóíêöié N = {tn, n ∈ N} ó ïðîñòîði
C[0, 1]?

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Äîâåäåìî, ùî öÿ ìíîæèíà íå îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà. Ñïðàâäi, íåõàé
t1 = 1, t2 = 1− 1

n
. Òîäi |t1− t2| = 1

n
→ 0 ïðè n→ ∞. Àëå |tn1 − tn2 | = |1− (1− 1

n
)n| → 1− 1

e
> 0

ïðè n→ ∞.

Ïðèêëàä 2.158. Äîâåñòè êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà A : C[0, 1] → C[0, 1] :

Ax(t) =

1∫
0

etsx(s) ds.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé M � îáìåæåíà (çà íîðìîþ ïðîñòîðó C[0, 1]) ìíîæèíà ôóíêöié,
òîáòî

∃C > 0 ∀x ∈M ‖x‖ ≤ C.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó N = {Ax : x ∈ M}. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà N ïåðåäêîìïàêòíà
â C[0, 1]. Îáìåæåíiñòü N â C[0, 1] âèïëèâà¹ ç îáìåæåíîñòi ìíîæèíè M . Äëÿ äîâåäåííÿ
îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìíîæèíè N ðîçãëÿíåìî

|Ax(t1)− Ax(t2)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(et1s − et2s)x(s) ds

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

et2s(e(t1−t2)s − 1)x(s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ e

1∫
0

|e(t1−t2)s − 1| |x(s)| ds ≤

≤ Ce

1∫
0

e|t1 − t2|s ds =
1

2
Ce2|t1 − t2|.

ßêùî òåïåð âèáðàòè

|t1 − t2| < δ =
2ε

Ce2
,

òî
|Ax(t1)− Ax(t2)| < ε

105



äëÿ âñiõ x ∈M . Òîìó ìíîæèíà N îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, à îòæå, ïåðåäêîìïàêòíà. Îòîæ,
îïåðàòîð A ïåðåâîäèòü êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó â ïåðåäêîìïàêòíó, òîìó âií êîìïàêòíèé.

Ïðèêëàä 2.159. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð A : C[0, 1] → C[0, 1], (Ax)(t) = tx(t) íå ¹ êîìïà-
êòíèì.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Äîñòàòíüî íàâåñòè ïðèêëàä îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ç ïðîñòîðó C[0, 1],
îáðàç ÿêî¨ íå ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

Íåõàé
M = {x ∈ C[0, 1] : xn(t) = tn−1, n = 1, 2, . . .}.

Î÷åâèäíî, ùî M � îáìåæåíà â ïðîñòîði C[0, 1].
Íåõàé N = AM , òîäi

N = {x ∈ C[0, 1] : xn(t) = tn, n = 1, 2, . . .}.

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà N íå ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ, à ñàìå, ùî âîíà íå ¹ îäíîñòàéíî íåïå-
ðåðâíîþ

∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃ t1, t2 |t1 − t2| < δ ∧ |tn1 − tn2 | > ε. (2.46)

Íåõàé t1 = 1 i t2 = 1− 1
n
. Òîäi t1 − t2 =

1
n
i i tn1 − tn2 = 1− (1− 1

n
)n → 1− 1

e
. Âiçüìåìî

ε =
1− 1

e

2
.

Òîäi ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹, ùî çà äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ N ÷èñëà
t1 i t2 áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ ÿê çàâãîäíî ìàëî (òîáòî |t1 − t2| < δ), à |tn1 − tn2 | > ε. Òîìó
âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ (2.46) i ìíîæèíà N íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ.
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10. Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ (ðîçïîäiëè)

10.1. Ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié

Íåõàé φ : R → R.

Îçíà÷åííÿ 2.160. φ ∈ D(R) def
= D (ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié), ÿêùî

φ ∈ C∞(R) i supp φ− êîìïàêò.

Òóò supp φ = {x ∈ R : φ(x) 6= 0} íîñié ôóíêöi¨ φ.

Îçíà÷åííÿ 2.161. Íåõàé ∀n ∈ N φn ∈ D.

φn
D→ 0

def
= 1) ∀ k ∈ N ∪ {0} : φ(k)

n (x) ⇒ 0;

2)∃K ⊂ R− êîìïàêò : ∀n ∈ N supp φn ⊂ K.

10.2. Ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Ïðîñòið D′(R) def
= D′ ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 2.162. Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ � öå ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðî-
ñòîði D∗, òîáòî

T ∈ D′ def
= {T : D → Φ| T − ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé, D(T ) = D}.

Îçíà÷åííÿ 2.163. T : D → Φ − íåïåðåðâíèé
def
= φn

D→ 0 =⇒ T (φn) → 0.

Ïðèêëàä 2.164. Íåõàé f(x) ∈ Lloc
1 (R) (ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà çà Ëåáåãîì íà êîæíîìó

êîìïàêòi). Òîäi ∀ φ ∈ D ïîêëàäåìî

Tf (φ) :=

∫
R
f(x)φ(x) dx. (2.47)

Ç òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðóþ÷ó çáiæíiñòü âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiîíàë Tf ∈ D′.

Íåõàé f1, f2 ∈ Lloc
1 (R), à Tf1 , Tf2 � âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëè.

Tf1 = Tf2
def
= f1(x) = f2(x) ì.ñ.

Îçíà÷åííÿ 2.165. Ôóíêöiîíàëè âèãëÿäó (2.47) (i òiëüêè òàêi) íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèìè,
à âñi iíøi åëåìåíòè ïðîñòîðó D′ íàçèâàþòü ñèíãóëÿðíèìè.

Ïðèêëàä 2.166. Ïðèêëàäè ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöiîíàëiâ:
1) ∀ φ ∈ D δ(φ) = φ(0) � ñèíãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé íàçèâàþòü δ-ôóíêöi¹þ.
2) ∀ φ ∈ D δ(φ) = φ(a) � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ, ÿêó íàçèâàþòü çìiùåíîþ δ-

ôóíêöi¹þ i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì δa. Âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ çàïèñ δ(x− a).
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Ó ïðîñòîði D′ ââîäÿòü òàêîæ ïîíÿòòÿ äîáóòêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f íà äîâiëüíi íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ g, âèçíà÷àþ÷è éîãî ðiâíiñòþ

(gT )(α) = T (gα).

Äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié íå ââîäÿòü, áî öå íå ìîæíà çðîáèòè òàê,
ùîá îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ áóëà íåïåðåðâíîþ.

Ïîõiäíà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié ôóíêöiþ f(x).
Iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè äëÿ íå¨ îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü∫

R
f ′(x)φ(x) dx = −

∫
R
f(x)φ′(x) dx.

Òîìó ïðèðîäíî ïîõiäíó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ T âèçíà÷èòè óìîâîþ

∀ φ ∈ D T ′(φ)
def
= −T (φ′).

Îñòàííþ ðiâíiñòü ïîêëàäàþòü â îñíîâó îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ áóäü- ÿêî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨
T . Îòðèìàíèé ïðè öüîìó ôóíêöiîíàë T ′ òåæ áóäå ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì,
âèçíà÷åíèì íà D. Çîêðåìà, äëÿ ïîõiäíî¨ δ-ôóíêöi¨ áóäåìî ìàòè δ′(φ) = −φ′(0).

Àíàëîãi÷íî ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi i ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ. Íàïðèêëàä,

T ′′(φ) = −T ′(φ′) = −(−T (φ′′)) = T (φ′′).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
T (n)(φ) = (−1)nT (φ(n)).

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíîþ.

Ïðèêëàä 2.167. Îá÷èñëèòè ïîõiäíó ðåãóëÿðíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ T , ïîðîäæåíî¨ ôóí-
êöi¹þ

f(x) =

{
x+ 1, ÿêùî x ≤ 1,
2x2 − x, ÿêùî x > 1

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè îòðèìó¹ìî

T ′
f (φ) =

∫
R
f ′(x)φ(x) dx = −

∫
R
f(x)φ′(x) dx = −

∫ 1

−∞
(x+1)φ′(x) dx−

∫ +∞

1

(2x2−x)φ′(x) dx =

= −2φ(1) +

∫ 1

−∞
φ(x) dx+ φ(1) +

∫ +∞

1

(4x− 1)φ(x) dx = −φ(1) +
∫
R
g(x)φ(x) dx,

äå

g(x) =

{
1, ÿêùî x ≤ 1,
4x− 1, ÿêùî x > 1.

Òàêèì ÷èíîì, Tf = −δ1 + Tg.
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