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PO3IIJ 1

EJIEMEHTHU BUINOI AJITEBPU
¢1. MaTpuIi ¥ onepaiil HaJ HAMHA

O3nauenns. IIpAMoOKyTHa TabINLA YUCE]T BUTIATLY

ail a1 A1n
a1 a2 azn
A= oo
Aml Am2 -+ Qmn

(ab0o A=(a;;)) Ha3MBAETHCA MaTPUILEIO PO3MIPDHOCTI mXn, a YUCIA a;; — €JIeMeHTaMu Il
MaTPHII.

Akio m=n, To MaTPUIIO HA3MBAIOTH KBAaAPATHOK IMOPAIKY n.

MaTpunio po3aMipHOCTI m X1 Ha3UBalOTh Mm-BUMIPDHUM BEKTOP-CTOBIIIIEM, a MaTPUITIO
PO3MIPHOCTI 1Xn — M-BUMIPHUM BEKTOP-PATKOM.

[IBi MaTpuii ogHaKOBOl po3MipHOcTi A=(a;;) Ta B=(b;;) piBHi (mmmyTs A=DB) Toxl
i e Togl, Komn Vi(1<i<m)Vj(1<j<n): a;j=b;;.

1°. fodasanna mampuys. SIxmo A=(a;;) Ta B=(b;;), To A+B=(a;;+bi;).

MaTtpumns 0, BCl eleMeHTH AKOI JOPIBHIOIOTH HYJIIO, Ha3UBAETHCA HYJIHOBOIO MATPHU-
ew.

IIporurexnoio no marpumi A= (a;j) € MaTpula —A=(—a;;).

2°. Mwoocenna mampuysi na ckaaap. kmo \ — nesaxe 4mcio, To AA=(Aa;j;).

3°.  Mmnoocenns mampuys. Hexann A=(a;j),— MaTpuus po3MipHOCTI mXn, a B=
=(bij), — MaTpuiA poaMipHOCcTi nXp. [JobyTkoM AB HasuBaeTbca MaTpuia C=(c;;) pos-

MipHOCTi mXp, eJIeMeHTU SIKOl BU3HAYAIOTHCA 34 IIpaBUJIOM

n
Ci]':Eilb1j+ai2b2j+"'+ainbnj:Z a;kbrj-
k=1

3ayBakumo, 1o g06yTKu AB i BA He 3aBX /U PiBHI, HABITh, AKIIO BOHU iCHYIOTh.

4°. Tpancnonysanns mampuyi. Hexan A=(a;;) — HIPAMOKYTHa MaTPUIA PO3MipHO-
cTi mXxn. llepeTBopeHHA, fAKe MoJATae y 3aMiHI MICHAMM PAJKIB 1 CTOBNIIIB MaTpHIll A,
Ha3WBa€ThCA TPAHCIOHYBaHHAM MaTpuili. TpaHCIOHOBaHY MaTpHIlio mosHadaTuMemo AT,
AT =(a;;). Marpuusa AT e MaTpuieo po3amMipHOCTI nxm.

BukonyioThcs BIacTHUBOCTI:

1. A+B=B+A. 6. (a+B)A=aA+SA.
2. (A+B)+C=A+(B+C). 7. a(A+B)=aA+aB.
3. A+0=A. 8. (AT)T=A.

4. A+(=A)=o0. 9. (A+B)"=AT4+B".
5. (aB)A=a(BA). 10. (AB)T=BT AT,
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1.4. Buxouarnu mii:
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L.5.

I.6.

1 -3 4 1 -1 0 3 -2 5
3) 2(2 3 —5>+4<2 3 5>_3<1 3 4)’

1 2 1 5 2 1
o1 4a]=2(3 7 ]+3[3 o0
3 2 2 —4 -5 2
O6uucaunTn:
2 1 1 -1 3 5 2 1
) <3 2) (1 1)’ 2) (6 -1 <—3 2>’
3 3
1 2 2 1 3
9 (b3) o (T4 D)
2
1 4
5) (—1 (3 -2 1 —1); 6) (3 2 _2> -2 |;
-4 1 3
2 1
2 1
2 -1 -1 2 1
po{o )G ) (B A) ()
(1 1 3 -3 3 -1 -3
13 -1\ -1 2 =3\ /5 0 -2
9 (o2 1| ; 10) 5 3 —1](3 1 1 |;
1 4 -3 2 4 1 1 2
3 4 -2\ /1 11
11) -2 1 3 3 3 3
1 -3 2 5 5 5
SHaAUTH MATPULIO, TPAHCIOHOBAHY 10 3aTaHOIL:
1 3 5
1) (; % ;), 2) 2 4 -11;
01 O
2 1 3 2
3) |3 -1]:; 4 [4 3 ;
4 0 2 0

1
1
0
1 2
-1 2 4 5
9 (324570 o (_34;

62. IloHATTS BU3HAYHUKA

O3snauenns 1. BU3HaATHUKOM MaTpHIN IEPUIOrO MOPAAKY HA3MBAETHCA BiLoOpakeH-

HA, AKe MaTpuli A=(ai1) CTaBUTh Y BiAINOBIIHICTH YHUCJIO aii.
»

BusHauHUK MaTpuIl HO3HaYa€ThcA CUMBOJIOM |A| abo det A. Otixke, Akmo A=(a11),

TO |A|:a11 abo det A=aqq.

O3nauennsa 2. BU3HAYHUKOM MaTpHUIIl IPYTOro MOPAIKY Ha3sMBa€ThCA BiJOOpaKeHHH,
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AKe MaTpHUIll

CTAaBUTH Y BIAMOBIIHICTH YTUCIO
det A=ai1a22—asz1a12.

O3nauennsa 3. BU3HaYHUKOM MaTpPHUI[l TPeTHOI'O MOPANKY HA3UBAETHCA BlLoOpaKeH-

HA, K€ MaTpPHUIl

ail aiz2 aig
A= a21 a2 a3
aszr a32 ass

CTAaBUTH Y BIANOBIAHICTDH YHUCJIO, IO OOYUCIIOETHCA 3a (POPMYJIOIO

det A=aj1a22a33+a12a23a31+0a21a32a13—0a13022031 —a12a21a33 — 2332011 -

1.7. O64yucauTu BUSHAYHUK MATPWUIII:

1)A=(3); 2)A=(=6); 3)A=(37,5); 4) A=(-1/6);
9 (5 3)0 (G ) (i Do (3 D)
IR G BUNE Sl RUN GR vV A L

r+1 -1
12)( x3 xz—x-l-l);

1.8. O6uucauTu:

tg
1 log, a
13) <logab 1 ) '

1 2 4 2 4 3 2 4 2
1) |-3 5 7/; 2) |1 2 0}; 3) 13 1 —=5];
8§ 2 3 3 7 8 1 2 1
-3 1 2 2 =31 6 4 -1
Hl4 37 500 9 9|; 6 |-2 3 —5];
-5 0 2 1 3 5 6 4 -1
4 0 =2 2 -5 3 4 -1 2
1 -2 2| 8|2 -4 1|; 9|6 3 3|
9 6 12 4 0 2 2 0 1

$3. BaacTuBOCTI BU3HAYHUKIB.

Busumauyauku BHUIITAX l'IOpﬂ,E(KiB

Ha mpakTuii npu o64ncieHH] BUSHAYHUKIB BUKOPUCTOBYIOTH iXHI BIaCTUBOCTI.
1. Ilpu TpaHCIOHYBaHHI MATpPHUIl il BUSHAYHUK HE 3MIHIOETHCA.

2. SIKmo y BM3HAYHUKY MOMIHATH MICHAMH ABa PALKH, TO MOTO 3HAK 3MIHUTHLCA Ha

MIPOTUIEKHAN.



3. Slkmio Bcl eleMeHTH IeAKOro pANKa BU3HAYHUKA JOPIBHIOIOTH HYJEBl, TO BU3HAY-
HUK [JOPIBHIOE HYJEBI.

4. Skumo BiANOBIAHI eJeMeHTH [BOX PAAKIB BU3HAYHUKA ONHAKOBI, TO BU3HAYHUK
MOPIBHIOE HYJIEBI.

5. Slkmio Bci ejeMeHTH [eSKOro psjKa BU3HAYHUKA MAIOTh CIUIBHUU MHOXKHUK, TO
MOT'0 MOXkKHA BUHECTH 3a 3HAK BU3HAYHUKA.

6. SIKio y BUBHAYHUKY €JeMeHTH JBOX PAJKIB IPONOPLINHI, TO BUSHAYHUK JOPIBHIOE
HYJIeBI.

7. SIKmo pAIKM BU3HAYHUKA JIHIMHO 3aJeXKHi, TO BU3HAYHUK JTOPIBHIOE HYJeEBi.

8. SIkmio Bcl eleMeHTH i-I'O pANKa BU3HAYHUKA MOXKHA IOJaTH Yy BUIVIALL CYMH IBOX
IOJaHKIB a;;=b;j+c;; (j=1,2,3), TO BUBHAYHUK [IOPIBHIOE CyMi IBOX BU3HAYHUKIB, B AKHUX
BCl pANKH, KPIM i-r0o, Takl caMi, AK 1 B 3a/JaHOrO BU3HAYHWKA, & i-MM PALOK IIEPIIOrO
BU3HAYHUKA CKJIATAETHCA 3 €JeMEHTIB b;;, a JPYIoro — 3 eJeMEHTIB c;j.

9. BenmnymHa BU3HAYHUKA He 3MIHUTHCA, AKIIO JO €JIeMEHTIB OJHOIO pAJKa J0NATH
BIIMIOBITHI €JIeMEeHTH I1HIIOrO pAJKa, MOMHOXKEHI Ha JesiKe TUCIO.

MiHopoM eleMeHTa a;; BU3HAYHUKA n-T'0 (n=2,3) HOPALKY A Ha3UBAETHCA BU3IHATHUK
(n—1)-ro mOpPAIKY, IIO yTBOPIOETHCA 3 A B pe3yabTaTi BUKPEeCIeHHA PAJKa Ta CTOBIIA,
SIKI MICTATH 1len edeMeHT. MiHOp eleMeHTa a;; [O3Ha4aeThCs M, ;.

AJII‘€6pH‘{HHM JOIIOBHEHHAM e€JIEeMEHTa a;; BU3HAIHUKaA A Ha3UBaIOThb YUCJIO
= 3N
Aij=(—1)""M;;.

10. KoxXHMI BU3HAYHUK MOXHA IOJATH AK CyMy JOOYTKIB €leMeHTIB OyIb-IKOI'O
pAAKa Ha iXHI aarebpaldHi TOIOBHEHHS.
PosBuneHHA BU3HAYHUKA IPYTOT0 HOPAIKY A 3a eleMeHTaMu i-ro (i=1,2) pagka Mae
BHUIIAL:
A=ai1Ai1taiz Aiz.

Po3BuHeHHsA BU3HAYHUKa TPETHOI'O MOPAIKY A 3a eleMeHTaMu i-r'o (i=1,2,3) paikKa
Ma€e BUTIAL:
A=a;1Ai1+ai2Ai2+aizAis.

11. Cyma no6yTKiB eleMeHTIB 6y Ab-AKOI'0 PAJKa BU3HAYHUKa Ha Bl AIIOBIIHI aarebpu-
9HI [OITIOBHEHHA €JleMEHTIB IHIIOrO PAAKa JOPIBHIOE HYJEBI.
AHaJOri4HI BJACTUBOCTI BUKOHYIOTHCS 1 CTOCOBHO CTOBIIIIB BU3HAYHUKIB MATPHUIL.

BusHavHIKOM MaTpHIll n-T'0 NOPAAKY (n>3) Ha3MBaIOTh BiJJOOpaKeHHH, AKe MaTPHIL

ail ai2 oo Q1n

a21 @22 ... @24,
A=

Anl Anp2 «.. Qnpnp

CTaBUTDH Yy BIJIOBIHICTH YUCJIO
A=ai11A11taizAra+...a1, A1n.

Jlisi BUBHAYHUKIB BUIIAX IMOPAJKIB CIPaBXKYIOTHCA BCl chOPMYJIbOBaHI paHiIle Bia-

CTHUBOCTI.



1.9. O6uucanTy BUSHAYHUKY, PO3KIABIIN iX 38 €IEMEHTAMY IIEPIIOr0 CTOBII-

I
1 2 3 -1 -1 2 2 1 2
(1 2 2|; 2)|1 0 1 3; 3)|-2 0 3.
3 1 1 2 4 1 1 1 5
1.10. O6uncanTy BUSHAYHUKN, PO3KIABIIY iX 33 €IeMEHTaMU MEPIIOro Ps-
Ka:
1 -2 1 5 0 2 -1 -1 =2
H|3 -3 2|; 2)|6 =3 1|; 3)|1 3 2
4 0 1 1 4 1 2 1 1

I.11. O6umcanTy BU3HAYHWKY, PO3KJIABIIN iX 3a €JeMeHTaMU TOr0 PA-
Ka(CTOBIIIA), [0 MICTUTH HAMOLIBIILY KIIBKICTH HYJIIB:

a 1 a 1 b 2 r 1 1 2z 3 0
1)|10 a 0 |; 2|0 =b b|; 3) |1 = 1|;4) |-1 =z =z]|.
1 a —a 1 1 1 0 -1 =« z 1 0
1.12. O6uucauTy BU3HAYHUKY, IOMEPEIHBO TEPETBOPUBINA 1X:
a —a a 1 3 6 3 2 =2 22 oz 1
) |a —a —al;2) -2 1 2[;3)(6 -1 3 [;4) |y> y 1|;
a a -—a 2 21 3 3 1 22 2z 1
l14+cosa 1+sina 1 m+4+a m-—a a sin3a cos3a 1
5)[1—sina 1+4+cosa 1|;6)|n+a 2n—a al;7)|sin2a cos2a 1].
1 1 1 a —a a sina  cosa 1
1.13. 3manuTu = 3 piBHAHHA:
22 2 1 22 oz 1 22 x 0
)|z 4 2|=0; 2)|6 2 1/=0; 3)|2 0 1 |=0;
0 1 3 1 1 1 -3 -2 -1
22 0 1
4) |x 2 —-1|=0.
1 1 1
1.14. O6uncanTy BU3SHAYHUKIN:
3 5 7 2 1 2 3 -1 0 2 1 3
1 2 3 4 -1 3 2 -1 1 0 2 1
) -2 -3 3 2/ 2) 2 -1 2 2 3) 21 0 2y
1 3 5 4 3 0o -1 -1 3 210
1 -2 3 4 -1 -1 -1 -1 1 2 3 0
2 1 -4 3 -1 -2 -4 -8 01 2 3
4) 3 -4 -1 =27 5) -1 -3 -9 =270 6) 3 01 2f
4 3 2 -1 -1 -4 —-16 —-64 2 3 01
12000 1 1 1 1 1+a 1 1 1
323 00
o 4 3 4 ofs a2 b ¢ d 9) 1 1—a 1 1
e b AR 1 1 1+b 1 |
005475 ad v oA & 1 1 1 1-b
0 00 6 5




T 0 O 0 ag
-1 =z 0 0 aq
10) 0O -1 = ... O as :
0 0 O T Qp_1
0 0 O -1 a,
1 —a —a —a —a
2 1 —a —a —a
3 2 1 —a —a
11) 4 3 1 —a
n n—1 n-2 n-3 ... 1
Bxra3siexa.
10) [lo mepmoro pAfKa JoaTH APYTHUH, TOMHOXKEHUHA Ha z, TPeTil — Ha z2 i T.1.

IToTiM po3KIaCTH OTPUMaHUU BU3HAYHUK 3a MEPIIAM PSATKOM.
11) Big KOXKHOTO CTOBIILA, IOYMHAIOYA 3 [IEPIIOro, BiAHATH HacTynHuil. [loriM 1mo-

OaTH ¥ BATVIALI CYMH IBOX BU3HAYHMUKIB 3a OCTAHHIM CTOBIIIIEM.
84. O6GepHeHa maTpuIs

KBajgpaTHa MaTpunsa A Ha3UMBaeThCA HEBUPOKeHOIO, AKINO det A#0. B inmomy Bu-
naJKy MaTpUIA A Ha3MBacTbCA BUPO/IXKEHOIO.
KsanpaTna maTpuisa A~ IOpAIKY n Ha3UBAE€THCA 06€PHEHOIO 10 MATPUII A TTOPAKY
n, AKIIO
AA" =AY A=],
ne I — oAMHUYHA MaTpHUIA.

Skmo MaTpunsa A HeBUpOIKeHA, TO

A11 A21 Anl
AT = g (A) T = gorg e A e
A1n  Azp Ann
IIpaBUiIbHI CHIBBI/JHOIIEHHA:
1) (A=hH)~1=4; 3) det A= =(det A)™Y;
2) (A-B)"'=B71ATY 4) (AT)Tl=(Aa7HT.
1.15. [l;1a 3aganol MaTpuUIl 3HAUTUTU OOEPHEHY:
3 =2 2 -1 -3 2 7 6 8 3
(3G ) (3G 5)o (s )
cosa — sina 2 5 7 2 7 3 3 2 2
6)<sina cos o >;7) 6 3 41:813 9 611591 3 1];
-5 2 3 1 5 3 5 3 4
2 3 2 1 2 -3 2 -1 1
10) (1 2 -3]; 1) (2 -1 -1 |; 12) [3 2 2];
3 4 1 1 3 4 1 -2 1



3 -2 4 -1 2 3 2 1 -1
13y 2 -1 3); 4994 5 —6); 151 -1 2 |;
-1 4 0 2 3 7 -1 2 1

1 1 1 1 1011

1 0 1
1 1 -1 -1 110 1
16)311’17)1—11—1’18)1111
1 -1 -1 1 1110

1.16. Posp’s3aTu piBHAHHS:

0 (5 2)x=(0) 2x (4 5)= (5 %)
o (3 4) (4 :
1

1
1
2 3 7 2
H -1 1 2lx=|(¢6 -1 |;
2 -1 0 -3 0
2 1 1 40 2
55X -1 2 0]=(2 4 2];
1 11 0 3 1
0 2 1 1 0 1 —4 7 1
6) [ 1 2 2 |x|-110)=(o0 13 38
-1 2 -2 1 11 ~12 -5 —12

§5. CucTemu JIHIMHUX PIBHAHD
Cucrema m JHIUHAX PIBHAHb 3 n HEBIJOMUMU T1,T2,...,Ty MAE BULUIAL
aj1z1t+aizee+-+ain T, =b1,
a21x1+az22r2+ - +azn T, =b2,

Am1T1+Cm2T2+  +AmnTn=bm

abo

n
Zai]‘z]':bi i:1,2,...,m.
j=1

TyT ai; — KoedimienTH cucremu, b; — BLIbHI WICHH.

Cucrema (1) Ha3MBAETHCS OJHOPIAHOIO, SAKINO BCl BUIBHI YIEHHU € HYJIAMH, i HEOLHO-
PiHOIO B IHIIOMY BHIAIKY.

Posp’siskom cucremu (1) HasmBaeThCA HAGIP BIOPALKOBAHUX N YUCEN (Q1,Q2,...,0n ),
IIPY IiCTAHOBIl AKUX B CUCTEMY 3aMICTh Z1, T2,...,T, KOXKHe PIBHAHHA II€PETBOPIOETHCA B
MPaBUIbHY PIBHICTE.

Cucrema (1) cymicHa, AKIIO BOHa Mae X04a 6 OQWH PO3B 30K, 1 HeCyMiCHa — SKIIO He
Mae xogaHoro. CyMmicHa cucTeMa JIHIMHUX PIBHAHb Ha3UBAE€THCA BU3HAYEHOIO, SAKIO BOHA

Mae€ JIUIIe OJUH PO3B’A30K, | HEBU3HAYEHOIO, AKIINO KIIBKICTE il po3B’A3KIiB 6lJbIe OJHOrO.

10



Posp’sa3aTu cucTeMmy piBHAHB O3HAYAE:

1) mocaiguTu ii Ha cyMicHICTB;

2) y pa3si cyMiCHOCTI BU3HAYUTH KIIbKICTb 11 po3B’A3KiB 1 3HAUTH I pO3B’A3KM.

JIBi cucTeMu piBHAHb HA3WBAIOTh €KBIBAJIEHTHUMU, AKIIO MHOXKWHU 1XHIX PO3B’A3KIB
36iraroThbCs.

Ilosna4quBIm

a1 @12 ... Gl b1 z1
a2  azz ... az, - b2 — T2

b = b €T = 9
@ml  @m2  +.+  Qmn bun Ton

sanumeMo cucreMy (1) y Marpuusin dpopmi
(2) AT=T.

Matpunsa A=(a;;) Ha3UBa€ThCA MaTPUIIEIO CUCTEMH, T — CTOBIIEM BLIbHUX HJIEHIB,
T — CTOBIIEM HeBiJOMUX.

IIpasuao Kpamepa 3aCTOCOBYIOTDH JIA PO3B’A3aHHA CUCTEM 3 KBaIPaTHOIO MaTPUIEIO
A. SIkmo Bm3HaYHWK A=det A MaTpHUIll CACTeMW BiAMIHHWE BiJ HyJA, TO CACTEMa MAae
€IMHUN PO3B’SA30K

Ay .
Zi,:f’: 1=1,2,...,n,

ne A;, (i=1,2,...,n) — BU3HAYHUK, AKAU OTPUMYETHCS 3 BU3HAYHMKA A 3aMiHOIO HOT'O i-I'0
CTOBIIA Ha CTOBIIEIlb BIIHHUX YJIEHIB.
Posp’a3ok cucreMnu (2) 3 HEBUPO/IKEHOIO KBaIPaTHOIO MATPUIEId A MOXKHA TaKOXK

3HAUTH 3a (HOPMYJIO0

a1 @12 ... ain | b1

a1 a2z ... a2, | b2
Ap= )

@m1  @m2 ... Qmn | bm

AKY OTPUMYIOTH LLIIXOM IIPU€IHAHHA 4O MaTPHUIl A CTOBILA BLIbHUX 4ieHiB cucTemu (1).

EneMeHnTapHUMU TepeTBOPEHHAMHN CUCTEMHU JIHIMHAX PIBHAHL HA3WBAIOTh TaKi oIle-
parrii:

1) mepecTaHOBKY JBOX DIBHAHB CHCTEMU,

2) MHOXKeHHs Oy/Ib-AKOI'0 PIBHAHHA CUCTEMU Ha YUCJIO, BiIMiHHE Bil HyJA.

3) ZoxaBaHHA O OJHOI'O PIBHAHHA CHCTEMU iHIIOTO ii PIBHAHHA, IIOMHOXEHOT'O HA
IesiKe YHUCJIO, BIAMIHHE Bl HYJIA.

KoxHe eqeMeHTapHe MepeTBOPEHHA Oy Ib-AKOl CUCTeMU JIHIMHUX PIBHAHD IIePeBOJUTH

il B eKBIBAJIEHTHY CHUCTEMY.
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OckinbKM cucTeMa JiHINHUX PIBHAHD IIOBHICTIO BU3HA4YAETHCHA CBOEI POBIIMPEHOO
MaTpHIelo, TO elleMeHTapHUM II€PEeTBOPEHHAM CHCTEMH BiJIIOBiTalOTH eJeMeHTapHi mepe-
TBOPEHHA PO3IIMPEHO] MAaTPHUIL.

Matpuis Ha3MBa€TbCA CX1A9acTOIO, AKIIO B KOXKHOMY il PANKY, NIOYMHAIOYU 3 APY-
roro, KiIbKiCTh IEpIINX HYJIHOBHX €JeMeHTIB Oilablla, HiXK y momepeinboMy. Cucrema
JHINHUX PIBHAHD, PO3IIMpPEHa MATPUIIA AKOI CXiJdacTa, HA3UBAETHCA CXiTIacTOIO.

[lis po3B’sA3yBaHHA CUCTeMHM m JIHIMHAX PIBHAHb 3 n HEBIJOMHMH MOXKHa BUKODPH-
cratu Meron layca, CyTh AKOTO NOJATAE B TOMY, IO KOXKHY CHCTEMY JiHINHUX PIBHSAHD
IUIAXOM ejleMeHTapHUX II€PeTBOPEHb 3a CKIHYeHHY KIIbKICTh KPOKIB MOXHAa 3BECTH O
eKBIBaJeHTHO]I 1 CXiA9acTol CUCTeMU.

IlosHaduumo psAgKM MaTpuili A Tak: a;:(ail,aig,... ain), 1=1,2,....m

JlininHOIO KOMOGIHAIi€l0 PAAKIB a},ah,...,a,, MATPULl Ha3UBATHUMeMO BUPa3 kia)+
+koab+kmal,, xe ki,ka,....km — HeAKI KOHCTAHTH.

Panku mMaTpumi A Ha3WBalOTh JIHIMHO He3aJeXXKHUMH, AKINO JiHIMHa KOMOIHAIA IIHX
PAJKIB TOPIBHIOE HYJEBlI TO/I 1 TITBKU TOJl, KOJU BCl KOHCTAHTHU JOPIBHIOIOTH HYJIEBI.

Panrom mMarpuni 3a psagkamMu (CTOBILAMHA) Ha3MBAalOTh MaKCHMalbHy KUIBKICTB Ji-
HIMHO He3aJeXXHUX PAAKIB (CTOBILIB) MaTpHUIi.

Panr cxiggacToi MaTpulll JOpiBHIOE KIIBKOCTI HEHYJIHLOBUX PAJKIB Ii€l MAaTPHUIIL.

IIpw eremeHnTapHUX IepeTBOPEHHAX PaHI MaTPHUIl He 3MIHIOETHCA.

Teopema Kponexrepa-Kaneaai. [Tasa cymicHocTi cucremu (1) HeoOXigHO 1 focTaTHBO,
mo6 paHT MaTpull A cucreMu 36iraBcA 3 paHI'OM il pO3IIMpeHOl MaTpuli Aj.

3ayBaxenHsa OJIHOPiIAHA cuCTeMa n JIHIMHUX PIBHAHb 3 n HEBlJOMUMY 3a YMOBH,
mo det A#0, Mae Jnle HyJIbOBUN PO3B’A30K, AKHUM Il Ha3UBaIOTh TPUBiaJIbHUM PO3B’A3KOM,

HEHYJIbOBI PO3B’A3KHM BOHA MOXKe MaTH Julle 3a yMoBu det A=0.

1.17. Posp’asaTtu cucremu piBHAHBL 3a MpaBmioM Kpamepa ab0 3HAXOIATN
00epHEHY MaTPUILO:

{2x+3y—14 ) {3x+2y:1, 3){5x—4y:7,
4x — 5y = —16; 4z — 6y = —10; 2z — 3y = 0;
{63}— Ty = 3, 5){5x+3y:1, 6){15x+3y:12,
—2x+3y=1; —10z — 2y = —1; —r 42y =-3;
2z + 3y — 5z = 12, x+ 3y + 2z =5,
{4x+5y+3z—10, 8) ¢ 2z —4y — z = -5,
r—4y+4z2= -6 3r+ 3y + 2z = —4;
20 =3y + 52 =0, 3z — 5y + 62 = —1,
{x+4y 8z =6, 10) ¢ —2z+4y+32=0,
=3z 42y + 4z = 4; r+3y+2z=-5;
342y +42 =2, 2v —y+3z=1,
11) ¢ 20—y +32=3, 12) ¢ 3z —2y+52= -1,

3x — 5y + 5z = —1; r+z=3;
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2x9 —x1 + 3x3 — 414 =
2x1 — 320 + 223 + 24
3x1 — 220 + 3 — 224

T 4+ To — 223 + 224 = 6;

13)

=1

2x4 — 321 + 220 — 423 = —11,
2x1 — 2o + x3 + 3x4 = 1,
T1 — Ty + 223 — 224 = 5,

—2x1 + 310 —x3 + x4 = 1.

1.18. Posp’s3aTu cuctemMu PiBHSAHBb, BUKOPUCTOBYIOUYN MeTo [ ayca:
3x +4y + 3z = 2, dxr — 3y + 5z =4,

1) x—5y—2z=1, 2) 2z + 2y —4z =6,
z+3y+z=-1; —2x + 5y — 6z =25;
3r+2y+42 =17, 20 — 2y — 5z = =5,
3){4$-{—3y—|-5207 4) ¢ 3x+3y+2z=1,
20 —y + 2z = §; 4 +4y+32=1;
3r+2y+4z =1, 2v +4y — z =2,
5){43:21/-{—32—37 6) 2z —2z =3,

20+ 6y + 5z = —1; 20 — 4y — 2z = 3;

T—y+z=2, 20 + 3y — z = 2,
7){2x+2y+z—1, 8) { 3z +2y+2z=3,

—x =Ty + 2z =4 dr —y + 5z =1;

2z 4+ 4y + 62 =8, 2042y + 62 = —1,
9){z+2y3z_1, 10) ¢ z+4y+32=2,

T+ 2y + 3z =4; z+ 3z =1,

x4+ 3y —2z=-2, =3z 42y =1,

11) ¢ 2z + 4y — 4z = 3, 12) ¢ 20—y +52=2,
-2z —y+4z=0; —6x + Sy + 152 = 10;
T1 + 2w + 4wz — 204 = 7,

13) 21 —4xo 4+ 223+ 3204 = 9,

—x1 + 229 — 203 + x4 = —4,

xr1 + 3&72 — 3.%3 + 2.’E4 = -3.
1.19. O6uucauTu panr MaTpui:

3 5 7 1 2 -1 1 2 3 4
D1 23); 203 -1 —2|; 32456 8}|;
1 35 -3 8 1 36 9 12
1 23 6 43 2 2 020 0
Hl2316); 51021 1]; 6100 4];
312 6 00 3 3 00 3 0
1 21 3 4 1000 5
{3 426 8|; 8[0000 0];
1 21 3 4 2 0 0 0 11



EREREI SR
92 -1 4 -2 0 |; 10 ;
-4 9 -5 16 —4 b= =5 07

7T -5 1 4 1

1 2 -1 2 1 1 -3 2 -4 1

2 1 0 1 1 3 43 -2 6 1
Wla 42 0 17 W5 2 2 23
-2 0 1 -4 -2 41 0 2 2

1.20. [MocaianTu CyMiCHICTH CHCTEMU PIBHIHD:

2x1 + 320 + 203 — 414 = -3, 221 + 310 — 23 4+ 224 = —3,
3 3xy 4 229 + 43 — 204 = —3, %) 3x1 4+ 229 + 2203 —4day = —1,
2x1 + x2 — 223 + 314 = 2, —2x1 + 4o — 203 — T4 = —5,
\ —21 — 222 + 23 — 204 = —3; L —321 + 522 — Sx3 + Sy = 2
( 3x1 — 4w — 3w3 + Sx4 =0, 2x1 4 5x9 — 313 + 14 = 2,
3) 2x1 + 2a0 + 413 — 224 = 2, 5 221 + 2x0 — 223 + x4 = 3,
6x1 + 3x2 + Sx3 4+ 224 = —3, T1 4+ 2T + 33 — 224 =1,
=221 + 22 + 2203 + 14 = —1; L 321 + 22 + 223 — x4 = 5.

1.21. PosruagaeTbca n raitys3en TPOMUCIOBOCTI, KOXKHA 3 AKUX BUIYCKAE
CBOIO MPOAYKII. JacTuHa il Uae HA CHOXKUBAHHA THUMU CAMUMU CaJLy3sIMH,
a pelnTa Ipu3HavdeHa 1A KIHIeBOl peatisalii. EaemMenTn a;; MaTpuii npaMux
3aTpaT NOKa3yITh, AKA YaCTKA MPOAYKIII i-1 raaysi iae Ha CIIOXKUBAHHA J-10
raxysso. SIKuo z; — BaJOBUY BUIYCK -1 ramysi, a ¢; — KIHIEeBUN IPOAYKT i-
i ramysi, TO MOZeIb MiXKTaILy3eBoro bamancy (Mogeasb JICOHTbEBA) 3aMUCYIOTH
CHACTEMOIO DIBHAHD

T; = Z aijri +yi(i=1,...,n) (abo X = AX + Yy BexTopHin dopmi).
1=1

1. [ani mpo BUKOHAHHA OAaJaHCYy 3a 3BITHUU MEPIO HABELEHO B TaOJIMII

CnoxuBaHHSA Kinnesun|Baaosun
lamyss €HePreTUKA | MAINHOOY IYBAHHS | IPOAYKT | BUIIYCK
Enepreruka 7 21 72 100
MammHoOy 1yBaHHA 12 15 123 150

O6uncanTn HeOOXiMHUN 00’€M BAJOBOTO BUITYCKY KOXKHOI Taly3i, AKIIO
KIHIIeBe CIIOXKWBAHHA MPOIYKIIl €HepreTUKY 301IbIINTBCA Y ABIYL, & MAIIMHO-
Oy IyBaHHS HE 3MIHUTBCS.

2. [aHi IpO BUKOHAHH OAJAHCY 33 3BITHUU Hepioj HABELEHO B TaOIAIl

Cnoxupanua |Kinnesun |Bamosun
laxyss |ramyss 1|ramysb 2| IPOAYKT | BUITYCK
lamyss 1 100 160 240 500
lamyss 2| 275 40 85 400
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O6uncauTn HeOOXiqHUN 006’€M BAJOBOTO BUITYCKY KOXKHOI Taflysi, AKIIO
KIHIeBe CIIOXKUBAHHA NPOAYKIHl ramysi 1 s6inbmursca Ha 100%, a ramysi 2
— ma 20%.

§6. 3araJlbHMM PO3B’I30K CHCTEMU JIHIMHUX PIBHAHDL

Hexan nus ogHOpigHOl cucTeMu JiHIMHUX PiBHAHBL

a11z1+a12z2+ - +a1, €, =0,
a21®1+az22z2+-+a2, r, =0,

am1T1tamaz2+t- - +amn ., =0,

BUKOHYETLCA yMOBa rang A=r<n, ToAl 6yIb-AKI n—r JIHINHO He3aJeKHUX PO3B’A3KIB O1-
Hopiguoi cucremn piBHAHL P,z .. ("~ yrBoplolOTE ii (yHIaMeHTAILHY CHCTeMY

PO3B’s3KiB. 3arajJbHUM PO3B’A30K ONHOPIAHOI CUCTEMM 3alUCYIOTh Y BUALVIALI
e=C1zM4+Coz@ 4. 4C,_pa® ™),

ne C1,02,...,C, _, — IOBLIbHI cTaJi.

Ao a1 cucTeMu JTiHIMHUX PIBHAHDL

a11z1+a12z2++a1n T, =b1,
az1®1+a22z2+ +a2, Ty =b2,

Am1T1+Cm2T2+  +Amn T =bm,

BUKOHYETLCA yMOBa rang A=rang A,=r<n, TO il 3aTraJbHIN PO3B’A30K NOPIBHIOE CyMi 6y Ib-
SIKOT'O YaCTKOBOI'O PO3B’A3KY HEOTHOPIJHOI CHCTEMH Ta 3araJbHOI'0 PO3B’A3KY BiAIOBIAHOI
OMHOPIiTHOI CHCTEeMU JIHIMHUX PiBHAHBL

m:z*—‘,—Cla:(l)+Cza:(2)+~~~+Cn_,‘z("7"').

1.22. Posp’s3aTu cucteMu piBHSIHD:

T, — T + 223 = 2, —3x1 + 629 — 923 = —12,
1) { 2x1 — a9 + 223 = 4, 2) ¢ x1 — 29 + 323 = 4,
—x1 — T + 223 = —2; 2z1 — 4xo + 623 = §;
—2x1 + 3xo — 43 + 224 = 10, T — X9+ x4 =1,
2x1 — 3x9 + 523 4+ 314 = —6, —x1 + 229 + 23 — 34 = —1,
9 r1 + 2wo — 3x3 — 44 =4, ! T1 + 229 — 23 — 204 = —2,
3x1+ 22 —x3 — x4 =5 —To + 313 — x4 = —1;
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11)

13)

14)

15)

16)

17)

7

7

N 7

31 + a2 — 223 + 24 = 1, 21+ 220 + dag — 234 = —1;

201 —xo +2x3 — 314 = 1, 6 2x1 — 4xo + 203 4+ 3x4 = 3,
=321 + 4xe — 4dx3 + 224 = 2, —x1 + 229 — 203 + 14 = 2,
Txy + 4xy — 623 — 204 = 3; r1 + 3xy — 3x3 + 224 = 11;
2x1 + 3xo + 223 + 204 = 5, 4x1 + x5 — 33 + 214 = 2,
3x1 — 229 — 3wz +4x4 = 3, 8) R x1 + 32 — 2w3 + 224 = 5,
r1 + 222 + 23 — 314 = —2; —2x1 + 52 — w3 + 214 = §;
4x1 4+ 629 — 823 + 274 = 4, 1225 — 1623 4+ 8x4 — 421 = =38,
201 + 319 —4a3 + 24 =2, 10) { 27 — 32 + 43 — 224 = 2,
r1 — 2x9 + Sx3 — 314 = 2; 2x1 — 629 + 8x3 — 4wy = 4
T1 — To + T3 — T4 = 2, T1 + 223 + x4 = —1,

T — Xy — T3 —Tqg =1, 12) 3x1 4+ 223 — 14 = 2,

—x1 + 22+ 523 —Hry =1, T1 + a9 — a3 = 3,

2x1 — 229 — 214 = 3; —x1 — 2x9 + 423 + 514 = —1;

201 + 322 — 203+ 14 — x5 = 2,
T1 — Xo 4+ 223+ 24 + 25 = 3,

311 — 2x9 — a3 + 224 + 25 = 4,
—3x1 — 329 + Tx3 — x4 + 225 = 0;
3x1 + 4wy — 203 + T4 — 225 = =2,
27 — x2 + 3x3 + 234 + 45 = 3,
r1 — 6x9 + 8x3 + 314 + 1025 = 8§,
S5x1 + 3x2 + w3 + 3wg + 205 = 1
7wy + 222 + 423 + 514 + 325 = —1,
21 — x9 + 2x3 — 4wy = 2,

3x1 + 4wy + 1324 + 325 = —5,
621 + 222 + 323 + 11y — 225 = 3;
—x1 + 220 + T4 = 2,

201 —x3 + x5 =1,

221 + 3x9 — 4wz + 24 + 25 = 3,
51 + x3 + 314 + 225 = §;

T1 — T2 + 223 — x4 + 225 =0,
3xy —xo +4w3 + 214 — a5 =1,
1+ 22 —Sw5 =1,

5x1 — 3x0 + 8x3 + 4wy + 325 = 1,
—2x5 + 2x3 + 24 + T25 = — 14
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( —2x1 + 429 + 23 + 624 + 325 = 3,
4xy — 3x9 + 3 — 4wy — S5 = —1,

18) ¢ @1 + 220 — 23 + 224 =1,

T + 429 + 623 + 814 — x5 = 6,

r1 + Txo + 223 + 1024 + 25 = 6;.
3y + x2 + 223 — 44 = 0,

T1 — Ty + 2x3 — 224 = 0,

N\ 7

19)
T 4 229 + 223 — x4 =0,
—2x1 + 322 + 423 + 314 = 0;
2.’L’1 + Ty — X4 :O,
T +2.’L’2—3.’IJ3—.’IJ4 :O,

20)

—xo + 223 + 24 = 0,

Ty + 3x2 — drs — 224 = 0
(—x1 + 22 +2x4 +25 =0,

201 + 12 —x3 — x4 + 5 =0,
21) ¢ 2x1 + 29 — x4 — x5 =0,

3x1 — 2x3 + x4 + 525 = 0,

\ —21 +425 + 23 + 224 = 0;
(—2x1 + 4x3 4+ 224 + 325 = 0,
2x1 + 3x0 + 43 — 224 + 25 = 0,
22) —2x9 —4x3 — 225 = 0,

—2x1 — T3+ 224 + 25 =0,

\ 621 + T2 + 8x3 — 624 + x5 = 0.

§7. JIiHIMHUY BEKTOPHHUHU MIPOCTIP

1°. O3HAUEHHA ATHITUHO20 B8EKMOPHO20 MPOCMOPY

Muoxuna X, Ha AKII BBeJeHO OIepallilo JoJdaBaHHSA il €JeMeHTIB Ta OIlepallilo MHO-
JKeHHS eleMeHTIB 3 X Ha [MIMCHUU CKAJADP, HA3MBAETHCA JIHIMHUM BEKTOPHUM IIPOCTOPOM
Ha[ [ojleM JUCHUX YUCe, AKIIO MJ 11 eleMeHTIB CIpaBIXKYyIOTbCA TaKi aKCIOMHU.

I. Va,b,ceX: (a+b)+c=a+(b+c).

II. Va,beX: a+b=b+a.

III. 3e€X Va€EX: a+te=a.

IV. VaeX 3(—a)eX: a+(—a)=e.

V. Vu,veERVaeX: p(va)=(uv)a.

VI. Vp,veERVaeX: (putv)a=patva.

VII. VueRVa,beX: p(a+b)=pa+ub.

VIIIL. VaeX: 1.a=a.

EseMeHTH JiHINHOIO BEKTOPHOIO MPOCTOPY HA3WBAIOTH BEKTOPAMHU.

17



2°. Cucmemu sexmopis. Ilonamma 6a3u

Osnauenns. Bekropu @i, @s,...,d, HA3UBAIOTHCA JIHIMHO 3aJeKHUMM, AKIIO ICHYIOTH
TaKl 9UCIHA 1, Q2,...,Qp, 3 AKAX X04a 6 O/HEe He JOPIBHIOE HYJEBI, 1 IPU AKUX CIIPABIKY-
€THCS PIBHICTH

1@y tasdottand,=0.

Osnauenns. Bekrtopm @y, @a,...,d, Ha3UBaIOTLCA JIHINHO He3ajleXKHUMH, AKIIO PiB-
HicTh (1) MoxkJaMBa JMINe y BUIAKY, KOIU BCl 9UCIa a1, Q2,...,; LOPIBHIOIOTH HYJEBi.

JIiHiHO He3alleXXHI BEKTOPU YTBOPIOIOTHL 6a3Yy NPocmopy, AKIIO Oy Ib-AKUN BEKTOD
1IbOI'0 IPOCTOPY MOXKHa TOAaTH y BUTIAML JiHINHOI KoMb6iHaIlll 3aJaHNX BEKTOPIB.

Axuio B geskin 6asi {e; } 411 BeKTOpa = COPaBIXKYETHCA PIBHICTD
rz=z1€1+T2€2+ +Tnen,

TO YHCIA T1,T2,...,T, HA3UBAIOTH K0OpIUHAMAMY BeKTOpa = B 6a3i {e;}.
Byab-aki aBi 6a31 JiHITHOINO HPOCTOPY MalOTh OJHAKOBY KilbKICTh BEKTOPIB.
KiabKicTh BEKTOPIB 6a31 HA3WUBAIOTH PO3MIPHICTNIO NPOCMOPY.
Paur maTpuii, ckianeHol 3 KOOPAUHAT BEKTOPIB @1, @2,...,d, JeAKOI CUCTEMU, NTOPIB-
HIOE MAKCUMAJIbHIN KLILKOCTI JIHIMHO He3aJeXkHUX BEKTOPIB Il€l cucremu.

3°.36’a30% misc 6asamu. [lepemeopenns xoopdunam

Axmo {e;} 1 {e;} Bl 6231 JIHINHOTO BEKTOPHOT'O MPOCTOPY, MPUIOMY eﬂc:i aikei,
TO MaTpuIio A=(a;;), CTOBIYMKAMH AKOI € KOODJIUHATHU BEKTOPIB 6a3u {e;} vy éa;i {ei},
Ha3UBAIOTh Mampuyerw neperody Bin 6asu {e;} g0 6a3u {e;}

Matpuns nepexony € HeBupomgkeHoo. Ob6epHeHa MATPHUIA € MaTPHUIEIO IIEPEXOTy
Bi1 6asu {e;} no 6a3u {e;}.

Koopaunatu BekTopa = y 6a3i {e;} 1y 6a3i {e;-} OB’ A3aH1 CITIBBIIHOIIIEHHAMU

r=Az’, z'=A"1z.

1.23. Yu € JmiHIHEM DPOCTOPOM HAJ IOJIEM TIUCHUX YUCEI:

1) MHOXUHA BCIX BEKTOPIB IPOCTOPY MapaelbHUX 3aTaHIA MPAMIN;

2) MHOXKWHA BCIX BEKTODIB POCTOPY MEPIEHIANKYIAPHAX 3aJAHIN Mps-
MII;
3) MHOXWHA BCIX BEKTOPIB MPOCTOPY He MapaielbHUX 3aTaHIl TIPAMIN;
4) MHOXWHA BIOPSIKOBAHUX TAap MINCHUX YUCET, HA AKIN BBEIEHO TaKi

omepairii:

(al,bl) + (ag,bg) = (a1 + az,bl + bz); a(al,bl) = (aal,abl);

5) MHOXWHA BHODSIKOBAHUX TPIMOK MINCHUX YUCEN, HA SKIN BBEJEHO
TaKl omeparii:

(a17b1701) + (ag, ba, Cg) = (a1 + as, by + ba,c1 + Cg);

alar, b, c1) = (aay, aby, acy);

6) MHOXUHA BIODJAIKOBAHUX 7 AINCHUX HUUCET, HA SKIM BBEJEHO TaKl
omepairii:

(1,22, Tn) + (Y1,Y2, -y Un) = (X1 + Y1, 22 + Yo, . - ., Tn + Yn);

a(zy,z2,...,2n) = (w1, Q22, . .., QLy);

7) MHOXWHA KBaAPATHUX MATPULDL 7-T'O MOPALKY 31 3BUYANHAM IOIA-
BaHHAM MAaTPUIL 1 MHOXKEHHAM MATPHUI HA CKAJAD;
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8) MHOXWHA JIarOHAJIBHUX MATPUIB N-TO HOPAAKY 31 3BUYANHUM I0a-
BAHHAM MATPUIb 1 MHOXKEHHAM MATPHUIIL HA CKAJAD;

9) MHOXHUHA MATPHULIL PO3MIPHOCTI M X N 31 3BUYAUHUM JOLABAHHIM
MaTPHUIb 1 MHOXEHHIM MATPUI HA CKAJIAP;
r+y—z+t=0
r—y+z+t=0 o
3r+y—2+3t=0
y—2z2=0
Busuaure 6a3y i pO3MipHICTH KOXHOT'O IPOCTOPY .

10) MHOXUHA PO3B’A3KIB CUCTEMU PIBHAHBL

—
—

1.24. Yu 6yayTh JHIAHO 3a1eKHIMHI BEKTOPH @ = 11 — it + I, b = i1 +

)

N

c=m+, d=i— l_: AKIIO M, 71, [ — nimifiHO He3ATeRKHI.

1.25. BusHauuTu npu AKUX 3HAYEHHAX T 1 § BEKTOPU 4 Ta g, OB’ A3aHl1
cuiBBiguomeHHAM (T + 2y + 3)5—1— Brx—y+2)d= 0, MOXKyTb OyTH JiHIIHO
HE3AJeXKHIMU !

1.26. BusnauuTu npu SKux 3HAYEHHAX T, Y Ta 2 BEKTOPHU d, bi ¢, moB’si3aui
cmiBBigHOmenHAM (7 +y — 2 — 2)@+ (22 — 2y + 2 — 1)b+ (v — 1)@ = 0, MoxyTH
Oy THU JIIHIAHO HE3AJeKHIMUI

1.27. 3uao4u pO3BUHEHHA BEKTODIB d, bicaa TPHOMA, JIHINHO HE3AJTEKHUMUI
BEKTOpaMu N1, 7 1 f, mepeBipuTy, YU Oy Ay Thb JIHIMHO 3AJeKHUMU BEKTOPU d,
bic. AKIo Tax, TO BU3HAYUTY JIHINHY 3aJI€KHICTh MiXK HUMU:

Da=2m-ia—-Lb=2"—-m—1,é=2—m—i;

Ll
I

3)

e = (1,2,1) Bubparu 6a3y mpoctopy R2.

1.29. %HaﬁTH KOOpJuHATH § = @ + b+¢cn 06a3i, CKIaIeHill 3 BEKTODIB 11 =
=d+b—2¢,1=ad—"b,1=2b+ 3¢ (BekTopu @, b, ¢ — MHIUHO HE3AMEKHI).
1.30. Iloxasaru, mo Bexktopu f; = (2,1,-3), fo = (3,2,—5) ta f3 =
(1,—1,1) yrBopotors 6a3y Ta 3HAUTH KOOpAUHATH BekTopa = (6,2, —7) B
iz 6a3i.

1.31. 3BmamTu marpumio nepexoay Bix 6asu fi = (1,1,1), fo = (1,2,3),
f3=1(0,1,3) mo 6asu e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).

¢8. MaTpuns JiHIAHOTO omepaTopa

O3znauenna. Oneparop A:X—X Ha3WBaIOTH JIHINHUM OIEPaTOPOM Ha IpocTopi X,
SIKIO:

1°) Vz1,22€ X A(z1+22)=Az1+ Az

2°) Vee XVAEP:A(Az)=\Ax.

SAxuro posmipHicTh npocTopy X TOPIBHIOE n, TO [Ail0 omepaTopa A MOXKHa 3alaTH

KBa/PATHOI MaTPHUIE PO3MIPHOCTI n.
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O3nauenna. MaTpuiio A, CTOBHIAME fAKOI € KOOpIWMHATH 06pa3iB BeKTOpPIB 6a3u
npocTopy X, Ha3sMBalOThb MaTPUIEO JIHINHOrO oneparopa A: X —X y min 6asi.

Toxi o6paszoM BeKTopa = Hpu il onepaTopa A Oyje BeKTOp y=Az.

Marpumeo cymu gBox omepaTopiB A:X—X i1 B:X—X B geakin 6asi € cyma A+B
MaTpHIlb MUX OIepaTopiB y 3afaHinl 6a3i.

Marpunero komnosuuii (106yTKy) ABoX omepaTopiB A:X —X 1 B:X—X y ZedAKin 6asi
€ 106yTOK BA MaTpuIlb I[UX ONEpaTOpiB y Till caMin 6a3i.

Axuio MaTpuLsa A oepaTopa € HeBUPO/[XKEHOIO, TO A ollepaTopa A iCHye o6epHeHUN
oIepaTop, MaTPUIA AKOro AopiBHIOe A7

Axmo T marpunsa nepexony Big 6as3u {e;} go 6a3u {e;}, To MmaTpunsa A’ omeparopa

A B 6a3i {e}} o64ucioeTHCA 33 HOPMYIIOIO
A'=T~'AT.

1.32. Tlokasaru, mo OmepaTop, AKAU KOXKHOMY BEKTOPY ¥ = (Z1,ZT2,T3)
IPOCTOPY CTABUTH y BiAMOBIAHICTL BEKTOD § = (L1 — T2, T2 +2X3, L1+ T2 —x3)
€ JiHiTHNM 1 3HanTH Horo MaTpuio B 6asi e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 =
= (0,0,1).

1.33. IokasaTu, MO OPTOrOHATbHE NPOEKTYBAHHSA TPUBUMIPHOTO IPOCTOPY
Ha Bich Oz € THIFHIM OIEPATOPOM i 3HARTH Horo MaTpumo y 6asi i, j, k.
1.34. Tloxasarwu, 0 CUMETPisA TPUBUMIPHOI'O MPOCTOPY BiTHOCHO ILIOIIMHA
2Oz € JHITHAM OIEPATOPOM 1 3HAUTH MO0 MATPUIO y 6a3i 7, f, k.

1.35. Tloxasaru, mo cuMeTpis TPUBUMIPDHOT'O IPOCTOPY BigHOCHO oci Oy €
JHITHUM OMIepaTOpPOM i 3HAUTH UOr0 MATPUIO y 6a3i i, f, k.

1.36. IloxasaTwu, 1110 TOBOPOT TPUBUMIPHOT'O MPOCTOPY BiTHOCHO oci Oz €
JIHINHAM OIepaTOpPOM 1 3HAUTHU MOr0 MATPUI y Oasi 7, ;7 k.

1.37. Ilokasaru, mo omepaTop AU(EPEHINIBAHHA € JIHIMHUM OIePaTOPOM
Ha MPOCTOPI MHOT'OWIEHIB, CTENEeH] AKWX HEe BUI, HiXK APYTCHUU, Ta 3HAUTHU
fioro MaTpuo B 6a3i 1, z, z2.

1.38. 3manTu MaTpuUIli KOMIO3UIIN BigoOpaxens 3 npukiaamis 1.33 Ta 1.34 B
OMHOMY U IHIIIOMY MOPAAKY. # KOMYTYIOTBH Ii BigoOpaxKeHHsa?!

1.39. Omeparop A mepeBoguts BekTOpH a1 = (2,3,5), as = (0,1,2,) Ta
az = (1,0,0) Bigmosiguo y sextopu by = (1,1,1), bs = (1,1,-1), b3 =
(2,1,2). 3mauTu mMaTpuiio omeparopa A y Ti 6a3i, B AKIN 3a1aHI KOODIU-
HATU BEKTODIB.

1.40. Y 6a3si €', €5, €3, €, omepaTop Mae MaTPHUIIO

1 2 0 1
3 0 -1 2
A= 25 3 1
12 1 3

3HAUTH MATPUIIO IILOT'O omepaTopa B 6a3i 3 BEKTOPIB:
a) €1,€1 + €,63,E3 — €y
6) €1,€1 + €2,6 + €2 + €3,€1 + €2 + €3 + €4.
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§9. BiaacHi BekTopu 1 BJIacHI 3HAYEHHsA MAaTPHII

Osnauenns. HeHyaboBUU BEKTOpP &, IO 3aJOBOJbHSAE CIIBBIAHOIICHHA AZ=)\T Ha3U-
BAa€THCA BJIACHUM BEKTOPOM MATPHI A, a CKaJIAp A\ — BJIACHUM 3HaYeHHAM MaTpHUIi A, 10
BIITIOBIIa€ BJIACHOMY BEKTOPOBI T.

Orxe, ##0 € BIACHUM BeKTOPOM MaTpHI A, AKIIO BOHa IEePeBOJUTH BEKTOD & Y
KOJiHeapHUU MOMY BEKTOP A\T: ATF=A\ZT.

Cucrema piBHAHL (A—AE)z=0 MaTUMe HEHYJILOBUU PO3B’A30K TO/I 1 JUIIe TO/Ii, KOJIK

MaTpHUIA
a1 —A aiz ain
a21 az2—A\ azn
A=AE=| ... e
an1 an2 cee Qpp—A

6yae BupomgkeHoo. OTike, BIacHI 3HaYeHHA MaTpPHUIl A € KOpEHAMH MHOroOWIeHa f(\)=
det (A—\E), AKUU HAa3UBAIOTh XapaKTEePUCTUYHUM MHOI'OYIEHOM MaTpHUIL A,

Buacui BekTopu ¥y, &a,..., &n MATPUIl A, AKI BiAIOBIIaI0Th MOMAPHO PI3HUM BJIACHUM
3HQYEHHAM A1, A2, ..., Ay, € JIHITHO He3aJeKHAMH.

Matpunsa oneparopa A y 6a3uci, M0 CKJIATAETHCA 13 BIaCHUX BEKTOPIB IIbOI'O Ollepa-
Topa, € JiaroHaJIbHOIO.

1.41. 3nanTy BIACHI BEKTODHU 1 BIACHI 3HAYEHHS MaTPUL:

2 (5 o () (G e (4 2)

0o -1 1 1 2 -2 2 -1 2
nl-1 0 —-1];¢9(1 0 3 |;¢&) 5 -3 3 |;
-1 -1 0 1 3 0 -1 0 =2
0 1 0 4 =5 2 -7 12 -6
x) | -4 4 0);3) |5 =7 3);m)| -3 5 =3];
-2 1 2 6 -9 4 3 -6 2
2 19 30 -3 2 0 -1 -2 12
plo -5 —12):;) (-2 1 o)l;w| o0 4 3

0 2 ) 15 -7 4 0 5 6

1.42. 3’acysatu, AKy 3 MaTpHUIb MOXKHA 3BECTH [0 MIArOHAJILHOTO BUTJIAITY
[IUIAXOM IIePEeXOay 10 HOBOI 6a3u. 3HAUTH 10 6a3y 1 BiATOBIIHY il MATPUIO.

-1 3 -1 6 -3 -3

A= -3 5 -1]; B=|3 -2 -2

-3 3 1 2 -2 0
1.43. Hexan n kpaiH, HAIIOHATBHUU MOXiJ KOXHOI 3 AKUX BIAMOBITHO IO-
PIBHIOE X1, T2, ..., Ly IPOBOAATE MikK c00010 TOproBuu obmin. Hexan a;; —

YaCTKa HAIIIOHAJIBLHOT'O JOXOMY, III0 BUTPAAE ¢-Ta KPalHa Ha KYIIiBJIIO TOBAPiB
y j-ii kpaimi. BBaxkaTummeMmo, 0 BeCh HAIIOHAJLHUNU JOXiJ KOXKHOI KpaiHu
BUTPAYAETHCA HA 3aKYMKY TOBAPIB BcepeanHi KpaiHu abo Ha IMIOPT 3 1HIIMX
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n
KkpaiH, To6to Y. a;; = 1. Marpumo A = (a;j) Ha3UBAIOTH CTPYKTYPHOIO
=1
MaTpuner Topriemai. Topriag Mmixk Kpainamu Oyzxe 30aJaHCOBAHONO, SAKIIIO
AX = X. Ilokasaru, mo yucao 1 cpas i € BIaCHUM 3HAYEHHAM CTPYKTYPHOIL
MaTPULL TOPTIBJIL.
1.44. 3manTu CHiBBIIHOIIEHHs HAIIOHAJLHUX NOXOMIB TPHOX KpAaiH, SKe 3a-
6e3neunTh 30ATAHCOBAHY TOPTIBI MiXK HUME (IUB. IONEPEIHIO BIPABY ),
SIKIO CTPYKTYPHA MATPUIA TOPTIBIL MA€ BUIVIAI:

1/3 1/4 1/2 0,1 0,3 0,2
HA=1[1/3 1/2 1/2 |; 2A=1(08 06 0
1/3 1/4 0 0,1 0,1 0,8
§10. KBagpaTudyHa dopma
O3nauenna. KBagpaTudHoo (POPMOIO BiJ 3MIHHUX Z1, T2,..., T, HA3UBAIOTH OJHO-

PIIHUY MHOT'OWIEH JPYrOro CTeleHs BUTIALY
Q(21,22,.T0)= Y aijzizj,
ij=1

ne a;; — MUCHI YucIa, IPUIOMY a;;=aji, 1,j=L1,...,n.

Cumerpuyna mMaTpunsa A=(a;j), 1,j=1,...,n, CKIajeHa 3 Koedili€HTIB KBaIpaTUIHOI
dopMu Q, HA3MBAETHCA MATPUIEIO KBaAPATUIHOI (POPMU.

Ksagparudta popMa HasHBa€ThCA BUPOJKEHOIO (HEBUPOJKEHOIO), AKIIO BUPOIKe-
HOIO (HEBUPOIKEHOI0) € i MaTpuIs.

KBagparuyny dhopmy y 6asi €1, €2, ..., €, MOXKHA IOJATHA Y BULVIALIL

ne A=(a;;) — MaTpuLs KBaApaTU4HOlI opMu B min 6a3i.

JIBi KBaApaTU4IHI (POPMIU HA3UBAIOTHCA €KBIBaJeHTHUMHU, AKIIO Bl OJHIEl KBafpaTU4-
HOl pOpMHU MOXKHA TepeUTH IO IHIIOl ILIAXOM HEBUPOIKEHOr'O JIHIMHOI'O IepeTBOpEeHHS
3MIHHEX.

KBagpatuiyny ¢popmy Q HasuBalOTh KaAHOHIYHOIO, AKIIO IIPHU i#j BCl il KoedilieHTH

a;;=0, a KoedilleHTHN a;; JOPIBHIOIOTH 1, -1 ab6o 0, To6TO, AKIIO BOHA Ma€ BUIVIAJL
n
2 2 2 2
Q(z1,@2,....Tn)=a1x]tagzs+ Fape; = E a;Ty,
i=1

Je a; AOpIBHIOIOTH 1, -1 a6o 0.
Byap—aky xBagpaTuany dopMy Q(&) MOXKHA 3BeCTH HEBUPOIKEHUM IIepeTBOPEeHHAM

3MIHHUX O CYMH KBaJpaTiB, TOOTO 1O KaHOHIYHOT'O BUIIALY

JlnA IpakTUYHOI'O 3BeJeHHA KBaJpaTUIHOI (POPMU 10 KAHOHIYHOI'O BUIVIALY 3aCTO-

COBYIOTH MeTOJ BH[IJIEHHS NMOBHUX KBajapaTiB (Meron Jlarpamxka) aGo MeTO[ 3BeJeHHs
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KBapaTU4HOI (pOPMU [0 I'OJOBHHUX OcCel. B ocTaHHBbOMY BHUIAIKy KBapaTHdHa (popMma

3BOJUTHCA 1O BUTIALY
Q' (@)=(FNTA'Z' = a2+ Aoz 2+ A A2,

e \; — BIacHi 3HadeHHA MaTpuii A; A'=T"YAT; T71=TT T — maTpuns nepexoy Bij mo-
4aTKOBOI OPTOHOPMOBaHOI 6a3u 10 6a3M, CKJIAeHOl 3 OPTOHOPMOBAHUX BJIACHUX BEKTOPIB
MaTpuIl A.

Ksaaparuuny dopmy Q(F) HasMBalOTh LOAATHO (BiA'€MHO) BU3HAYeHOIO, AKIIO A
Oy Ab-AKOI'0 HEHYJIbOBOI'O BEKTOpa ¥ BUKOHYETBHCA CIIBBiHOMEHHA Q(Z)>0 (Q(&)<0).

CrpaB/KYIOTBCA TaKl TBepIXKEHHA:

1) kBagpaTudHa ¢popMa 101aTHO BU3HAUEHA TOJI I TUIBKY TO 1, KOJU BCi KoedilieHTn
B KaHOHIYHOMY BHUIVIAAI KBaJApaTUIHOl (POPMU [ONATHI,

2) xBajgpaTuydHa (GopMa [T0JaTHO BHU3HAIEHa TOJMI I TUILKM TOMI, KOIU BCi BIacHI
3HaYeHHsA MaTPUIll KBaJApaTUIHOl (GOpMHU T0TATHI;

3) sAKmo KBajpaTudHa (GopMa JOJATHO BU3HAYEHA, TO BU3HAYHUK MATPUIl KBalapa-
TUYHOI (POPMU JOJATHUN;

4) xpumepit Ciabeecmpa: KBajpaTudHa ¢dopMa JOAATHO BU3Ha4YeHa TOAL 1 TIIbKM
TO/1, KOJTU BCl I'OJOBHI MIHOPW MAaTpPHUIll KBaIpaTUIHOl (POPMU JOTATHI.
1.45. 3amnucaru kBagpaTuydHy gopmy 3 Marpuier A, akmo Mmarpuis A mae
BUIVISAA:

% % _% 17 -8 4 11 2 -8
a) s -1 § ;6) | -8 17 —4 ;8 2 2 10
_1 % z 4 —4 11 -8 10 5

1.46. 3BeC’I‘6;/I KBaIPATUIHY (POPMY [0 KAHOHIYHOIO BUTVIAIY:
a) Q(x1,x2,73) = 202 + 22 + 22 + 3w 120 + 421 23;
6) Q(z1,22,23) = T1T2 + T1T3 — 3T2T3;
B) Q(l‘l,$2,l’3) = 2(1)1(1)2 — 2.’L’1.’L’3 + 6.%'2.%'3.
1.47. 3a momomororo merony Jlarpamxka 3BecTu KBaApaTudHy (HOpMY OO
HOPMAJBHOTO BUTVISY:
a) Q(x1,22,73) = 23 + 22179 + 223 + da273 + 573;
6) Q(x1,22,73) = 23 — 4120 + 22123 + 423 + 23;
B) Q(z1,22,%3) = X122 + L1235 + Ta3;
r) Q(z1, 72, 73) = 23 — 4z 129 + 523 + 23273 + 1023.
1.48. 3sectn kBagpaTuIHy (GHOPMY A0 KAHOHIYHOIO BULVIALY. JaIUCATH
B1IIIOBITHE HEBUPOMXKEHE NePETBOPEHHA 3MIHHUX:
a) Q(x1,x2,73) = 23 + 523 — 423 + 27129 — 41735
6) Q(z1,79,73) = 423 + 23 + 2% — 4o 70 + 41703 — 32973;
B) Q(x1,%2,23,%4) = X1%2 + XT3 + T3T4 + T124.
1.49. 3manTy OpTOroHAILHE IEPETBOPEHHA, AKE 3BOANTDL KBAAPATUIHY (Op-
My 10 KAHOHIYHOT'O BUTVIALY Ta 3AMUCATHU el KAHOHIYHUN BUTJIAL:
a) Q(z1, 79, 73) = 223 + 23 — 4a179 — 41073;
6) Q(x1,22,73) = 3 + 223 + 303 — dw129 — 42735
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B) Q(x1,22,73) = 302 + 422 + 522 + 4y 79 — 4a073.
1.50. 3BecTu 10 TOJOBHUX OCEN KBAApaTUIHy (GOPMY. SHAUTHU BiANOBIIHE
OPTOrOHAJBHE MIEPEeTBOPEHHS:

a) Q(x1,72,73) = 302 + 223 + 23 + 4x122 + 422735

6) Q(z1,79,73) = 627 + 323 + 302 + 4wy 29 + 47123 — 8T213.
1.51. Ilokasaru, mo kBagpaTudHa GpopMa JOJATHO BU3HAUEHA!

a) Q(x1,19) = 1322 — 62129 + 522;

6) Q(z1, s, w3) = 4a? + 523 + 323 + 4179 + 221 73.
1.52. 3HanTu 3HAYEHHA MapaMeTpa A, IpU AKOMY KBaIpaTUIHa (popMa m0-
IATHO BU3HAYEHA!

a) Q(z1, 72, 73) = 527 + 23 + \a2 + w122 — 22173 + 22273;

6) Q(z1,72,73) = 2% + 23 + 522 + 2A\w122 — 27173 + d2273;

B) Q(z1,72,73) = 2% + 423 + 23 + 2\z122 + 102123 + 6T273;

r) Q(z1, 22, x3) = 227 + 23 + 322 + 2 v 29 + 221 73.
1.53. CdopmyaioBaTt O3HAMEHHA Ta O3HAKU Bl €MHOI BU3HAYEHOCTI KBaI-
paTUIHOL (POpMU.
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PO3AIJII

CUCTEMUA KOOPANHAT

61. [dexapToBa cucTeMa KOOPAWHAT

1°. Cucmema Koopdurnam ma npamit

IIpsiMa, Ha AKiM BUOGPAHO MOYATOK BIIIKY — TOYKY O, HaIPSAM 1 OJUHUILIIO TOBXKUHY,
Ha3MBa€ThCA Biccio KoopauHat. [i mosnadaioTh Ox.

Koopdunamoro mouku na npamit Ha3sUBaIOTh NOBXKUHY Biapiska OM, B3ATY 31 3Ha-
KOM ILTIOC, AKIIO TO4YKa M JIeXKUTh CIIpaBa BiJ MOYATKY KOOpJAWMHAT, 1 31 3HAKOM MIHYC,
SAKIIIO BOHA PO3MillleHa 3JiBa Big TOYKH O.

Koxnin Toum M Ha KOOpPAWHATHIA OCi MOXKHa MOCTAaBUTH y BiAMOBIAHICTL AiCHE
qucao ¢ — 11 koopaunaTy (puc. 1.) Ila BigmoBigHicTh MiX TOYKaM¥ IpAMOI 1 IX Koopau-
HaTaMU 3allucyeThcA Tak: M(3), N(5), K(—v/3).

2°. Cucmema K00pIUKAM HA NAOULUNE

JIBi B3a€MHO IepIeHAUKYJIAPHI KoopAuHaTHI oci Oz i Oy Ha IUIOMUHI 31 CIIBHUM
nogaTkoM O yTBOPIOIOTH MPAMOKYTHY CHCTeMY KOOPJAMHAT Ha ILIOMuHI. [i mozHavaroTh
Ozy. Bich Oz Ha3mBaioTh BicCIO abciuc, a Bich Oy — BICCIO OPAUHAT.

KoxkHin To4ni M IUIOIIKMHYU BiIOBIfae BIOPSAAKOBaHa mapa 4ucel (a;b), ge a — abe-
nuca, a b — opauHaTa Todku M (puc. 2).

Oci KoopAMHAT [NUIATH IUIOMIMHY Ha YOTUPU YaCTUHHU, AKI Ha3UBAIOTh YBEPTAMU.

¥
b
-3 01 3 5 3]
K O M N *
Puc. 1 Puc. 2 Puc. 3

3°. Cucmema xoopdurnam y npocmopi

Tpu B3aeMHO nepreHAUKYJIAPHI oci Oz, Oy i Oz 31 cHlIbHUM IO9aTKOM O yTBOPIOIOTH
y TIIpOCTOpi MPAMOKYTHY cUcTeMy KoopauHaT. [i mosHadaioTh Oxyz.

Koxuin Todni M npocTopy BiANoOBifae BIOpsAAKOBaHa TpilKa 4uceld (a;bic), ne a —

abciuca, b — opauHaTa, ¢ — amiikara Toduku M (puc. 3).

I1.1. 3HanTu KOOPAMHATY TOYKMA CUMETPUIHOI 3 TOUKOW A(4) momo:

1) nouarky xoopaunar; 2) Touku B(—1); 3) Touku C(6).
11.2. Cropona kBaapaTa NOPIiBHIOE 1. 3HAUTH KOODAUHATU UOTO BEPIINH,
AKIIO OCAMM KOOPAUHAT € ABl MOr0 JiarOHAI.

11.3. 3manTu KOOPAMHATH TOYOK, CAMETPUIHAX 10 TOYKU M CTOCOBHO ocen
Ta MOYATKy KoopauHat, akmo: 1) M(1;—2); 2) M (—3;0); 3) M(1;2; —4).
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11.4. 3HauTM KOOpAUHATHU BEPIIWH MPABUILHOTO IMIECTUKYTHUKA, CTOPOHA
SAKOT'O TOPIBHIOE @, KOJU BIIOMO, IO MOYATOK KOOPIUHAT € B IIEHTPI IIeCTU-
KyTHHUKA, & BiCb aOCIUC MPOXOIUTDL YePe3 OTHY 3 MO0 AiarOHAJIEN.
I1.5. Ky6 3 pe6pom a cToiTh Ha miomudi Ory Tak, U0 IeHTP UOr0 OCHOBU
36iraeThCA 3 TOYATKOM KOOPAUHAT, a 6iuHi pebpa JexKaTh Ha KOOP TUHATHUX
IUTOLIMHAX. SHAUTH KOODIUHATHU BEpIINH KyOa.
I1.6. 3umanTu KOOpIMHATHU BEpIINH KyOa 3 peOpoM a, SKIIO OJHA 3 BEPIIUH
OCHOBU JIEXKUTh B MOYATKY KOOPAUHAT, a pebpa TPUIPAHHOIO KyTa B IIHN
BepIINHI 36iral0ThCA 3 OCAMHU KOOD IUHAT.
I1.7. 3HanTu KOOPAMHATH BEPIIUH IPABAILHOI TPUKYTHOI MpaMiAn 3 BUCO-
TOIO h, SKIIO ii BepIKHA € B IOYATKY KOOPIUHAT, & BEPIINHN OCHOBU — HA
0CSX KOODJAMUHAT.
I1.8. flx po3awmimieni y mpocTOpl TOYKHU, OIA AKUX:

Ha=y;, 2)y=2; ) arx=y=2z.
I1.9. BussauuTu KOOpOMHATHM TOYKM, WO cuMeTpudHa Touui M (x;y) mo-
no: 1) oci abcuuc; 2) oci opauHaT; 3) MOYATKY KOOpAUHAT; 4) GicekTpucu
[IEPIIOrO KOOPAMHATHOTO KyTa.
I1.10. Io6yaysaTu B mpocTopi Touku M7(2;4;6) 1 Mo(3;—2;5).
I1.11. O6uucauTu KOOPAUHATU TOYKM, CUMeTpudIHOl 3 Toukow M (a;b;c)
10 10:

1) mnoumwuu Ozy; 2) oci Ox; 3) oci Oy; 4) moYaTKy KOODAUHAT.
I1.12. Tlo6yagyBaTtu 061acTi, KOOPpIUHATH TOUOK SIKUX 3aJOBOJBLHAIOTH He-
PIBHOCTI:

y<2-—uxz, y>2—ux, %-{-%Sl,
1) z> -2, 2) { T <4, 3 y>a+2,
y> -2 y <0; y > —4.

§2. BigcTanp MiXK ABOMa TOYKaMu

1°. Bidcmanb mioe mourkamu wa npamitd. Bigcranb d Mix ToukamMu A(zi) i B(xsz)

Ha oci O obuncioeTbes 32 dopmyoo

d:\/ ($2—$1)2:|932—931|,

2°. Bidcmanb mioe mouwkamu na naowunt. BigcTaHb d Mixk ToukamMu A(wzi,yi) 1

B(z2,y2) Ha ILIOMINHI 06YHUCIIOETHCA 3a (POPMYJIOIO

d=v/(z2—21)>+(y2—11)2.

3°. Bidcmanb mioe moukamu y npocmopi. Bigcranb d MikK TouxkaMu A(wzi,y1,21) 1

B(z2,y2,2z2) y IPOCTOPI OOYUCTIOETHCA 3a (POPMYJIOIO0

d=\/(9327w1)2+(y27y1)2+(z2721)2.
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I1.13. IloGyaysaTu Ha YncaoBin npamin Touku A(—>5), B(4) i C(—2), sauantn
nosxunnu Bigpiskis AB, BC i AC ma oci. Ilepesiputn, un |AB| = |BC|+
+|AC]|.
I1.14. Bukonaru nonepeguio 3anady aas To90k A(+1), B(—4) i C(+5).
I1.15. Io6ynysaTu Ha yucaosin npamin Touku A(1), B(—2) i C'(—3), snan-
Tu gosxkuHu Bigpiskis AB, BC' i AC wHa oci. Ilepesiputu, mo |AB|+|BC| =
= |AC]|.
I1.16. Touka B cumerpuuna 1o A(4;—1) cToCOBHO GiCEKTpHCH MEPIIOrO
KOOPJUHATHOrO KyTa. SHAUTH NJOBXUHY ADB.
I1.17. 3mauTu KOOpAMHATH TOYKW, DIBHOBimaseHol Bix Touox A(—4;0) i
B(—3; —7), aka po3MilieHa Ha:

1) oci Oz; 2) ua oci Oy.
I1.18. Ilo6yanyBaTu TpuKyTHUK 3 BepumHamu B Touxkax A(—4;2), B(0;—1)
i C(3;3). BusnauuTu noro nepumeTp i KyTu.
I1.19. Josectu, mo TpukyTHUK 3 Bepmmaamu A(—3; —2), B(0; —1) 1 C(-2;5)
OPAMOKY THUN.
I1.20. Io6yaysatu Touku A(—4;0), B(—1;4) i Touku Ay, B;, cumeTrpudni
3agaHuM cTOCOBHO oci Oy. O6uucautu nepumerp Tpanenii ABB A .
I1.21. Ha mommui nobyaysatu Touku A(—7;0), B(0;1) i Touku A, B,
CUMETPUYHI JaHUM BiTHOCHO OICEKTPUCHU IMEPIIOr0 Ta TPETHOT'0 KOO IUHAT-
Hux KyTiB. O6uunciautu nepumerp Tpamneiili ABB; A;.
I1.22. 3manTu TOUKy, WO BiAjateHa HA 5 OnWHULDL AK Big Touku A(2;1),
Tak i Bix oci Oy.
11.23. Ha oci opauHAT 3HAUTH TOYKY, II0 OJHAKOBO BilJaJeHa Bil MOIATKY
KoopauHatT 1 Big Touku A(—2;5).
I1.24. Ha oci abcruc 3naiitn TO4UKy, Bigganeny Big Toukn A(—2;3) ma 3v/5
OIMHUIID.
I1.25. Ha oci opamHAT 3HAUTH TOYUKY, WO BignameHa Big Toukum A(4;—1)
Ha 5 omuHMIL. [lOACHUTH 3a NOMOMOrOI0 MOOYIOBU, YOMY OTPUMAHO IBA
DPO3B’A3KMU.
I1.26. Ha oci abcuuce 3manT TOUKy, Bignaneny Bixg Touku A(a;b) Ha ¢ ogu-
Huub. [JocaiguTn pos3s’a3ok npu ¢ > |b], ¢ =|b| i ¢ < |b].
11.27. Ha oci Ox 3HauTH TOYKY, OMHAKOBO BiJaNEHY BiJ MOYATKY KOODIU-
HaT i Big Touku A(8;4).
I1.28. 3mauTuy meHTp i PaaiyC KoJa, OMUCAHOIO HABKOJIO TPUKYTHUKA 3 BEpP-
[IMHAMU:

1) A(4;3), B(—3;2) 1 C(1;-6); 2) A(-3;-1), B(5;3) 1 C(6;—4).

63. ITogin BiApi3Ka y 3aJaHOMY BlJHOIIIEHHI.
IIroma MHOTOKYy THUKA

1°.  [lodia 8idpizka Ha naowuni y 3adanomy eidnouwienni. KoopAMHATH TOYKHU

M (z;y), 0 TITUTH BiAPi30oK AB 3 KiHIAMA A(z1,y1) Ta B(z2,y2) y BigHOmeHHI AM: M B=2),
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BU3HAYaIOTh 32 POpMyIaMu

z_zl+>\z2 _y1tAye
=71 o =TT

IIpu ainenHi Biapiska HaBmia (TO6TO y BigHOmeEHHI A=1:1=1)

ﬁle—gxg’ y:yl-;yzl
2°. ITodia eidpizka y 3adanomy eidnowenns y npocmopi. Koopauuatu Touxn M (z;y;z),
o0 AIINTH BiAPi3oK AB 3 KiHuaAMu A(wz1,y1,21) Ta B(z2,y2,22) ¥ BifgHOIeHHI AM:M B=)\,

BU3HAYAIOTh 3a (GopMyJaMu

_z1tdzo _y1t+Aye _z1t+A20
=TI V=1 =TI

3°. I[Inowa mrozoxkymuura. Ilroma MHOIOKYTHHKA 3 BepIIuHAMU A1 (z1;y1),A2(T2;y2),
<y Ap (Tn;Yyn) LOPIBHIOE
1 Y1

T2 Y2 Tn  Yn

o=

r2 Y2 3 Y3

I1.29. Ilo6yaysatu Touku A(—2;1) i B(3;6) i smautu Touky M (z;y), mwo
manTh Biapizok AB y Bigmomenui AM : M B =3 : 2.

I1.30. 3agano touxku A(—2;1) i B(3;6). Posginuru Bigpisox AB y BigHO-
wenni AM : MB =2:3.

11.31. BusauuTu cepeiuHu CTOPiH TPUKYyTHUKa 3 BepumHamu A(2;—1),
B(4;3) i C(—2;1). O6uucauTu nepumMeTp HOBOYTBOPEHOT'O TPUKY THUKA.
I1.32. 3agano Bigpisox 3 kinmavmu A(1; —3) 1 B(31;17). Busuauuru xoop nu-
HATU TOYOK BiApi3Ka, WO OIATH UOro: 1) HABMLT; 2) Ha TPU PIBHI YacTUHH;
3) HA WICTH PIBHUX YACTUH.

11.33. 3manTu KOOpAMHATH KiHIIB BiIpi3Ka, IO JeXkKaTh Ha 0CAX KOOPAUHAT,
AKIIO WOro cepeanHa € B Toumi: 1) A(2;—1); 2) B(3;4).

I1.34. Y Toukax A(x1) i B(x2) oci Ox poamimeno mMacu my i mo. 3HAUTH
IIEHTP Mac Ii€l CUCTeMu.

I1.35. Y Toukax A(z1), B(xz2) i C(x3) oci Ox po3aMitmmeHo Macu my, mq i ms
. . . mix1 + MaZs + M3T3
Bianmosigno. IlokasaTu, mo B TOYM T = Gy e meHTp
mi +mg +mg3

Mac I€l cCucTeMu.

I11.36. Ha xinm ogHOpigHOTO cTepxkHA noBXKUHOK 40 cM 1 macoio 500 r
HacamxeHno Ky macoo 100 1 400 r. BusnauuTu meHTp Mac Ii€l CuCTeMH.
I1.37. Y rouxkax A(—3;—1) i B(4;6) npuxiageHo napajiejbHi CUIX, IO Bij-
nosiauro gopisawTL 30 140 H. Ha Biapisky AB 3HAUTHU TOYKY IPUK/IAJCHHA
PIBHOIINHOL.
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I1.38. Y Toukax A(—2;4), B(3;—1) i C(2;3) po3mimeHo BiAMOBIAHO MacH
60 r, 40 r i 100 r. BussauuTu HeHTP MAac Ii€l CuCTeMU.
I1.39. Y Toukax O(0;0), A(2;—5) i B(4;2) po3MilIeHO BiANOBIZHO MacCH
500r, 200r i 100r. BusHauuTu meHTp MacC i€l CUCTEeMH.
I1.40. Y TpuxyrHuxy 3 Bepumzamu A(—2;0), B(6;6) i C(1; —4) BusHauwuTn
noBxuHy OicekTpucu AFE.
I1.41. VY rpuxyrauky 3 Bepmmuamu O(0;0), A(8;0) i B(0;6) BusnaunTn
noxuny memiauu OC' i 6icekTpucu OD.
I1.42. 3manTu ueHTp Mac TPUKyTHUKA 3 BepumHamu A(x1;y1), B(xa;y2) 1
C(3;y3).

Bxasziexa. lleHTp Mac TPUKYTHUKa € B TOYIl IepeTUHY HOI'0 MeJiaH.
I1.43. 3anano nBi cymixHi BepmuHu napaaerorpama A(—4;—7) i B(2;6) i
TOYKa mepeTuHy uoro miarosamen M (3;1). 3HAUTH KOODAUHATHU BEPIUIMHHU,
110:

1) mporurexxkua 1o BepmmHu A; 2) IpOTWIEKHA 0O BEpIIMHU B.
I1.44. 3manTu meHTp Mac TpukyTHUKa 3 BepumHamu A(1;—1), B(6;4) i
C(2;6).
11.45. fIxi macu MOxXHa moMicTuTH B TOYKH A 1 B Tak, mob IeHTpoOM Mac
IBOX MaTepiaJbHUX TOYOK CTajia Taka Toduka M, 1o

1)AM:%BM; 2) AM =7BM?
11.46. 3mauTy HeHTp MAC YOTUPUKYTHOI OTHOPIAHOI TOIIKHU 3 BEPIINHAMU
A(-2;1), B(3;6), C(5;2) i D(0; —6).
11.47. [oBemiTh, MO MOJOXKEHHA IEHTPA MaC CUCTEMU MaTePIialbHUX TOYOK
He 3MIHUTBCA, AKIIO BCl MaCH IIUX MaTePlaJbHIX TOYOK 30LIBIINTHI B TY CaMy
KITBKICTBH PasiB.
11.48. O6GuucanTu wiomty TpukyTHUKa 3 Bepumaamu A(2;0), B(5;3) 1 C(2;6).
I1.49. Tlokasaru, mo Touxku A(1;1), B(—1;7) i C(0;4) nexars HA OAHIN
IPAMIN.
I1.50. OGuuciauru oy doTupuxkyTauka A(3; 1), B(4;6),C(6;3)iD(5; —2).
I1.51. 3agmaso touxku A(1;2) i B(4;4). Ha oci Oz Busnauutu Touky C

TakK, mob mioma rpukytauka A BC nopisaioBagaa 5. [To0yayBaTu TPUKy THUK
ABC.

64, PiBHAHHA JIiHII SK F€OMETPUYIHOI0 MICHI TOYOK

I1.52. IToxasaTu, mo PiBHAHHAM KOJa 3 pagiycoM R i 3 IeHTPOM B IOYATKY
kxoopauHAaT € 22 4 y? = R2.

I1.53. Hanucaru piBasuHs xoaa 3 uenTpom C(3;4) i pagiycom R = 5. Yu
aexars Ha upoMmy koai rouku: A(—1;1), B(2;3), O(0;0) i D(4;1)?

11.54. HanucaTu piBHAHHA JiHI1, B310BX AKOI pyxaeThca Touka M (x;y), mo
piBHOBignatena Big To9ok A(0;2) i B(4; —2). Yu aexaTs Ha Wil JiHI TOYKE
C(-1;1), D(1;-1), E(0; —2) i F(2;2)7
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I1.55. HanucaTu piBHAHHA JiHII, B3I0BX AKOI pyxaeThca Touka M (x;y), mo
PIBHOBifJaeHa Bl movaTKy KoopauHar i Bin Touku A(—4;2). Yu aexars
Ha win mginii Touku B(-2;1), C(2;3), D(1;7)7
11.56. HanucaTu piBuanns TpaekTopii Touku M (x;y), aka npu cBoeMy pyci
sanumaeTbesa Brpudi gam Big Touxku A(0;9), mix Big Touku B(0;1).
I1.57. Hanucaru piBaasas TpaekTopii Touku M (x;y), ska npu cBoeMy pyci
3aMUMIAETHCA yABIY Omekde Big TOYku A, HIXK Big Touku B, AKINO:
1) A(-1;1), B(=44);  2) A(0;-1), B(0;4).
11.58. HamucaTu piBHAHHA OiCEKTPUC KOOPIUHATHUX KYTIiB.
11.59. HammcaTu piBHAHHA T€OMETPUIHOIO MICIA TOYOK, CyMa BiicTaHen
Bi1 KOXKHOI 3 AKUX 10 To4U0K F(2;0) 1 Fy(—2;0) mopisrioe 2v/5. [TobyyaTn
JIHIO 3a 11 PIBHAHHAM.
11.60. HanucaTu piBHAHHA M€OMETPUYHOI'O MICIA TOYOK, PIBHOBIZTAJECHUX
Big Touxku F(2;2) i Big oci Ox. Iobyaysaru JiHito 3a il pIBHAHHAM.
11.61. HanucaTu piBHAHHA JiHII, B3I0BX AKOI pyXxaeThca Touka M (x;y), mwo
3aMUIIaEThCA yaBldl gami Big oci Oz, Hixk Big oci Oy.
11.62. Tlo6yxyBaTu JiHii:
Ny=2x+5 2)y=7-2x; 3)y=2x; 4)y=>5 5)y=4—2a%
6) y = 2% — 4z + 3.
I1.63. BussayuTé TOYKM MEPETUHY 3 OCAMU KOODIMHAT TAKUX JIHIN Ta
moOyIyBaTH IIi JTiHii:
1)3r—2y=12; 2)2x+5y+10=0; 3)y =22+ 4x;
4)y=3-2w—2% 5 y*=220+4 6)y’=4-u.
11.64. HanucaTu piBHAHHSA M€OMETPUTHOTO MICIIA TOYOK, PIBHOBIITAJCHUX
Big oci Oy i Big Touxku F'(4;0). Ilo6ygyBaTu KpuBy 3a ii pIBHAHHAM.
11.65. HanucaTu piBHAHHA M€OMETPUYHOI'O MICIIA TOYOK, PIBHOBIZTAJECHUX
Big oci Ox i Big Touku F(0;2). IloGyaysaru aiHito 3a ii pIBHAHHAM.
11.66. HanucaTu piBHAHHA P€OMETPUYHOTO MICIIA TOYOK, PI3HUIA BigCTaHen
Bil KOXKHOI 3 Akux 10 TO490K Fy(—2;—2) 1 F'(2;2) mopisamwoe 4. Ilo6ynyBaTn
JIHIO 3a 11 PIBHAHHAM.

85, IToaspHiI KOOpAMHATH

Y NoNApHIA cucTeMi KOOpAWHAT IOJNOXKEHHS TOYKYM Ha IUIOMIMHI BU3HAYAETHCA NO-
AAPHUM Padiycom — BIICTAHHIO Bifg noaoca O Ta noaspnum kymom ¢ (puc. 4). lonarui
KYTH ¢ BiIPaXoBYIOTh IPOTH PYXYy FOAMHHUKOBOI CTPLIKH, a Big'eMHI — 3a ii pyxoMm.

K110 IPUTHATHY MOJIOC 3a MOYATOK [1eKapTOBUX IPAMOKYTHUX KOODIMHAT, a MOJIAP-
Hy Bicb — 3a Bick abcuuc (puc. 5), To feKapToBi KoopAuHaTH (x;y) Touku M i 1i noaspHi

KoOpauHATHU (7;¢) OyAyTH 3B’A3aH] 3aleXkKHICTIO

T=7Ccos p, y=rsin ¢;

r=y/22+y2,  tgp="<.
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I1.67. VY momspuin cucremi xoopausar (r;¢) nmobysysatu touku A(3;0),
B(2;7/4), C(3;7/2), D(2;7), E(3;37/2).
11.68. Tlo6yxyBaTu TOUKM:
A2 —1/2), A(2:37/2);  B(3;—/3), Ba(3;57/3);
C(4;-3m/4), C1(4;57/4); D(3;—-27/3), D1(3;47/3).
11.69. Ilo6yayBaTu JdiHito 7 = 2 + 2 €OS .
I1.70. ITo6yayBaTu miHii:

1) r=ayp (apximenoBa cripab);
2)r= a(l — cos ) (xapaioiga);
3) r2 = a®cos2p (remuickara);
4 r=ale (rimep6omivHa CHipads);
5) r =a(l+2cosyp) (paBauk ITackamnsn).

I1.71. Ilo6yayBaTu miHii:

) r=a 2)4,92%;3)7*: sirligo'
I1.72. Hanucatu B HOJAPHUX KOOPAUHATAX DIBHAHHA:

1) mpsimoi, o BiATUHAE HA HOMAPHIN OCI BiAPI3OK ¢ 1 MEPIeHINKYIAPHA
IO Hel;

2) mpsaMoi, 10 IPOXOAUTE Yepe3 ToUKy A(a; a) 1 mapateapHa 10 HOAIPHOL

oci.
I1.73. HanucaTu B NOIAPHUX KOOPINHATAX PIBHAHHA IPAMO], IO TPOXOIUTDH
4gepe3 TOUKy A(a;a) 1 yTBOPIOE 3 HOMAPHOIO BicCio KyT 3.
I11.74. Hammcatu B NOMAPHUX KOOPJAMHATAX PIBHAHHA KOJA 3 IEHTPOM Yy
touri C'(0;a) i pagiycoM, O JOPIBHIOE a.
11.75. Tlo6yayBaTu Kpusi:

1) r=3—-2sin2p; 2) r =2+ cos3¢; 3) r =1 —sin3p.

Braszierxa. BuzHauuTH CrovaTKy KYTHU, IPUA AKUX TOCATAETHCA Tmax 1 Tmin-
11.76. Ilo6yayBaTu miHii:

1) r = asin 3¢ (TpunmemocTKOBa PO3a);

2) r = asin 2¢ (YOTUPUIETIOCTKOBA PO3a).
I1.77. 3anucaTu piBHAHHA JIHIA y MOJAPHUX KOOPIUHATAX:

1) 22 —y?> =a? 2) 2> +y?> =a?; 3) xcosa+ysina—p=10;4) y =

€;
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5) 4 +y? = az; 6) (2 1) = (2 — ),
I1.78. 3anmcaTu piBHAHHA JiHIN ¥ eKAPTOBUX KOOPAUHATAX i MOOYIyBATH
ix:

1) rcosg = a; 2) r = 2asing; 3) r?sin 2p = 2a?;

4) rsin (gp—l— %) =av?2;5) r=a(l + cosp).
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PO3A1JIIII
EJIEMEHTHU BEKTOPHOI AJITEBPA
§1. JoaaBaHHs BEKTOPIB, MHOXXE€HHS BEKTOpPA HAa CKAJLAP

1°.  O3snauenns. BeKTOPOM Ha3MBAETLCA HAIPAMICHUN BiApPi3oK AB (puc. 7), 3
IOYaTKOM y Todull A 1 KiHIIeM y To4Ili B.

BexTop xapakTepusyeThcsa TOBKMHOIO 1 HapAMoM. /loBKMHa BEKTOpa MO3HAYAE€ThCA
|ﬁ|, a6o |@|. /lBa BexTOpH @ i b (puc. 7) HA3MBAIOTHLCA PIBHUMMU, AKIIO BOHU MAlOTh:

1) piBHI 1OBXMHHM; 2) OZHAKOBI HAIIPAMHU.

33 @

Puc. 7 Puc. 8 Puc. 9

BekTopn, nmapajeabHi OQHIN NpAMIN, HA3WBAIOTHCA KOJMIHeapHUMU. KogiHeapHi BeK-
TOPW ONHAKOBO HaIpAMJEHI ab0 MPOTWIEKHO HalpAMJIeHI. BeKkTopu, mapajielbHi OXHIN
ILJIOIINHI, Ha3UBAIOTHCA KOMILTaHAPHUMU.

2°. Mmnoocenns sexwmopa Ha ckaasp. [lobyTkoM BekTopa @ Ha 4UCIO (CKaIAp) A
HA3WBAETHCA BEKTOP, IO MAa€ NOBXKHUHY |&|-|\| I HAIpAMIEHUN OJHAKOBO 3 &, AKINO A>0 i
IPOTUIEXHO 10 &, AKIO A<0 (puc. 8).

Ilns 6y b-AKOT'O BeKTOpa b iCHYe BeKTOp —b, TPOTHIEKHUN 3a1aHoMy, —b=—1-b.

Lodasanns sexmopis. CyMoOr0 BEKTOpIB OB i BC nasusaTuMeMo BEKTOD oc

(puc. 9). VY mapajenorpami, HoGyJOBaHOMY Ha BEKTOPAX OA=ad i @:5, OoJlHa BEKTOP-
JiaroHaJlb OC ¢ CyMoI0 d@+b 3aaHUX BEKTODIB, a Jpyra — AB — pisHuUMEo b—3a.

4°. Ilpoexyis eexmopa na eicb. Hexall BeKTOp @ yTBOPIOE KyT ¢ 3 Biccio Oz. Toni

MIPOEKIliA BEKTOpa Ha IO BiCh BU3HAYAETHCA (POPMYJIOIO
—
np,ad=|a| cos(a@,Oz)=|d| cos .

IIpoekiiis cymMu BeKTOPIB Ha BiCh JOPIBHIOE CYMi MPOEKIIX BEKTOPIB Ha IO BiCh

np, (d+b)=np,a+up, b.

IT11.1. Ha CTOpOHAX OAi10OB IPAMOKY THIKA OACB BigknaIeHo OquHUYHI
BEKTODH i i J. BupasuTu 1epes 7 Ta j BEKTOPH &)1 ﬁ C? ﬁ O? i E
axmo OA =3, OB = 4.

II1.2. Ha mrommusi 3agano touku A(0; —2), B(4;2) i C(4;—2). B mouarky
koopauHaT npukiaageno cuau OA, OB i OC. IloGymysaTu iX piBHOAIMHY
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m , BHAUTH 1l BeJIMYUHY 1 IPOEKIIii Ha Ocl KoopaAuHaT. Bupasutu cuin O_A),
OB, O? i OM wepes oauHuHI BeKTODH I TA f KOOD IUHATHUX OCEN.
IT1.3. Ha mmommuni 3agano Touxku A(3;3), B(—3;3) 1 C(—3;0). Y mouarky
KOOPAWHAT IPUKIATEHO CIUIN , Oj, O? i OC. Ilo6ynysaru piBHOgiUHY OM |
3HAUTH ii BeIMYMHY Ta MpOoeKIii Ha oci koopauHat. Bupasutu cuau OA, O
O? 1 OM depe3 OIMHUYHI BEKTOPU i Ta ; KOODAWHATHUAX OCEN.
I11.4. HepeBlpI/ITI/I aHaJIITI/I‘IHO Ta TeOMETPUTHO BeKTOle TOTOXKHOCTI:

1)+ b—a a_-H)7 2) i — a+b a—b

2 2 2

IT1.5. 3amamo BexTOpHU O_A> =ai O? =b. BekTop (ﬁ ¢ — memiaHa
tpukyTHuka OAB. Poskracrn:

1) BekTOp C 3a BekTOpamu @ i b;

2) BEeKTOD @ 3a BEKTOPAMHU bic.
II1.6. 3agano BexTopu @ 1 b, kyT mix akumu 120°. I[TobyaysaTu BeKTOp C =

3. .
=2d— §b 1 3HAITHU UOr0 JOBXKUHY, AKWIO |d| = 3, |b] = 4.

II1.7. 3amaHo Tpu KOMILIAHAPHI OAMHUYHI BEKTOpU 17, 7 1 P. (n{\fi) = 30°,
(7?33’) = 60°. IlobymyBaTu BeKTOp U = M + 271 — 3P 1 06YUCAUTH HOTO
TOBXKUHY.

IT1.8. 3agano Touku A(3;4), B(—4;8), C(6;9). Ilobyxysaru BekTOopu d =
(74)7 b= O?, ¢ = OC'. Posxnactu BeKTOp € 3a BEKTOpaMmu d 1 b.

II1.9. Y pisroGegpennin Tpanenii OACB xyr BOA = 60°, |OB| = |BC|
=|CA| =2, M i N — cepegunu cropia BC i AC. Bupasurtu Bexropu A

W[, OTV) i MN gepe3 m 1 71 — OJUHUYHI BEKTOPU HAIPAMIB (ﬁ i (ﬁ
I11.10. Y npsamoxkytauky OACB M i N — cepemunu cropin BC i AC.
Posxractn Bextop OC = & 3a Bextopamu OM = @ i ON = b, axmo |AC| =
=4,|BC| =3.

Braziexa. B yMOBY é=ma+nb I cTaBUTY BUPa3M IIg &, b 1 ¢ 4epe3 i Ta j i IPUPiB-

HATH KoedillieHTH 3J1iBa i cIipaBa IpHU 7 Ta j.
62, TIpAMOKYTHI KOOPAWMHATHA BEKTOpPa B IIPOCTOPI

1°. Padiyc-eexmop mouku 6 mpocmopi. Hexal y mpocTopi 3aJaHO NPAMOKYTHY
cucreMy KoopauHaT Ozyz 1 TOUKy M (z;y;z).
ey .
Osnauenna. Bekrop #*=0OM Ha3WMBaOTH PaliyCc-BEKTOPOM TOUIKH M.

[loBxKUHA pajiyc-BeKTOpa 7=OM BusHavacTLCA 32 ¢opmyroo

|7|=y/22+y?+22.

. 77 5 O 2 B .
O uHUYHI BeKTOpHU s 71 k KOO MHATHUX ocen O N Oy Ta Oz BIJIOBIJHO Ha3MBaIOTh
opTamMu. Paniyc-BeKTOp 7 MOXKHa 3alllCaTH Y BUMVIAAI PO3BUHEHHS
F=zityj+zk.
KoedimienTn z, y, z IHOI0 PO3BUHEHHS HA3WBAIOTH KOOPIWHATAMU BEKTOPA 7.

2°. Koopdunamu eexmopa, 3adanozo Kinyamu. Hexan sagano Todku A(zi,yi,z1) 1

B(z2,y2,22). IIpoexkiiii BekTopa @=AD Ha oci KOoOopauHaT 6y Iy Th:
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np, AB=X=x2—21,
np, AB=Y=y2—y1,

npzzTB):Z:zz —z1,
TOMY

G=AB=XT+Yj+2F,

li|=vVX2FY 2+ 2Z2=/(z2—21)2+(y2—v1)2+(22—21)2.
OckiabKHM B 3a/aHill CHCTeMI KOOPAMHAT BEKTOD i MOBHICTIO BU3HAYAETHCS TPhOMa
qucaamu X, Y, Z, To mumyTh 4=(X;Y;Z).
Axmio o, 3,y — KyTH, II0 YTBOPIOE BEKTOP @=AB 3 ocamn koopauHaT Owz, Oy Ta Oz
BIITIOBITHO, TO
— X — —
COs = 137> cos 3= T COSVY=TaT»
TOMY

cos? a+cos? ﬂ+cos2 y=1.

I11.11. 3agamo Touky M (2;3;5), BusHAuUnTH TOBXKUHY i Hampsawm ii pamiyc-
BEKTOpA.

II1.12. 3agano A(2;1;4) i B(—3;5;1). 3HauTu IOBXUHY BeKTOpa U = A_B)
1 IOro HAIIPAM.

II1.13. 3uauTu ONMHUYIHUN BEKTOD ), HAIPAM AKOT'O 36IMa€ThCA 3 HAIIPSI-
MOM BEKTOpa zﬁ7 ne A(4;0;5), B(7;1;3).

IT11.14. 3agano Touxku A(2;6) i B(0;2); nobygyBaTu BEKTOD ﬁ7 MO0 KOM-

IOHEHTH HA OCAX, 004ucanTu np, AB, np, AB i gosxuny |AB].

II1.15. Y roumi A(2;5) npukiagena cuia, npoekmii axoi ma oci X = 3 i
Y = 3. BusHauuTn KOOpAWMHATH KIHIIT BEKTOPA, IO 300paxae Iio CUIy, i
BEIMYUHY CUIN.

I11.16. VY Toumi A(—3;—2) mpuxiajeHo cuiy, Hpoexiis sxoi ¥ = —1, a
npoektia X goxaTHa. BusHavuTu KOOPIMHATH KIHIST BEKTOPA E, 1110 300-
pakae CIIy, AKIIO il BeImImHa, JOPiBHIOE 5v/2.

II1.17. 3anano Touku A(xq1;y1) 1 B(22;y2). B novaTky KoopauHaT npuxia-
IeHo cuin, AKi 306paxeno sekropamu OA i OB. IloGygyBaTu iX piBHOIINHY
OC'; moBecTH, IO IPOEKIIiA PIBHOAINHOI HA KOOPAMHATHY BiCh JOPIBHIOE CyMi
MIPOEKINNU CKJIAJIOBUX HA II0 CaMy BiCh.

IT11.18. BexTop yTBOpioe 3 ocamu koopauuat Ox i1 Oz xytum 30° i 60°.
3HAUTH KyT, 10 YTBOPIOE BEKTOP 3 Biccio Oy.

I11.19. Panxiyc-BekTop Touku M yTBOpioe 3 Biccio Ox kyT 45°, a 3 Biccio Oy
KyT 60°. Moro gosxuna r = 6. BussauuTu K00 auHaTH TOYKU M, AKIo il
KOOPIUHATA z Big'e€MHA, 1 Bupas3utu BekTop OM = 7 4epes opTu 7, f, k.
II1.20. BexTop OM = 7 yTBOpIOE 3 OCAMM KOOPAWHAT PIBHI TOCTPl KyTH.
BuszaunTy i KyTH i 06YIyBATH BEKTOD T, AKIIO HONO IOBXKHHA — 2v/3.
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I11.21. BexTop yTBOpioe 3 ocamu Oy i Oz kytu 60° i 120° Bignosiguo. Sxun
KyT BiH yTBODIOE 3 Biccio Oz?

II1.22. 3agauo Touku A(1;1;—2) i B(4;—5;3). Ilo6yayBaTu BEKTOD E =
=4 , WOro MPOEKINl Ha OCi KOOPAWHAT 1 BU3HAYUTH NOBXKWHY Ta HAIIPAM
BEKTOPA. SHAUTU KYTH, III0 YyTBOPIOE BEKTOP U 3 OCAMEU KOOPIUHAT.

I11.23. 3apganorouxu A(2;2;0)iB(0; —2;5). [lobyaysaru BeKTOpzﬁ =ai
BU3HAYUTHU UOT'O JTOBXKWHY 1 HAIIPAM.

I11.24. BexTop @ yTBOpIOE 3 ocsamu koopauuat Ox i Oy xytu 60° i 30°.
3HAUTHU Ky T, AKUK BiH yTBOPIOE 3 Biccio Oz, AKIIO NOTO JOBXKUHA TOPIBHIOE 3.
I11.25. TTo6yayBaTu mapamesorpaM Ha BEKTOPax (ﬂ = ?—l—;i O? = 3;— 21_5,
BU3HAYUTHU JlarOHAJIL IMapajegorpaMa Ta IXHIO TOBXKUHY.

II1.26. Y Toumi A(2;1; —1) npuknagena cuia R, IpUIOMY |é| = 7. 3Haw4n
Bl koopauuHaTu i€l com X = 21Y = —3, BU3HAYUTH HAIIPAM 1 KOO INHATH
KIHIIST BEKTOPA, IO 300PaXKa€ IO CUTY.

II1.27. 3agaso Tpu mocaigoBHI BepumHu napajienorpama A(l; —2;3),
B(3;2;1) 1 C(6;4;4). 3umauTu noro dersepty BepumHy D.

§3. Ckanapauu A06yTOK JBOX BEKTOPIB

1°. Craaspruti dobymox eexmopie na naowuni. Hexall Ha IUIOMIKHI 3a1aHO BEKTOPH
d(agz,ay) 1 b(by,by).
O3nauenns. CKaJIApHUM JOOYyTKOM JBOX BEeKTOPIB Ha3MBAcThCA BiJoOpaKeHHs, fKe

mapi X BEKTOPIB CTaBUTH y Bi/JIIOBIAHICTH YHUCIO

t‘z‘-gzaa,ba,Jra,,b,,.

slkmo BekTOp @ yTBOpIOoE 3 Biccio Oz KYT «, a BeKTOp b 3 Biccio Oz — KyT 3, TO
a=(|a| cos e;|@| sin @), 5:(‘5| cos B,‘E| sin 3).
3Bijgcu

@-b=|@|-|b|(cos o cos B+sin a sin B)=|a|-|b| cos(a—B)=|a|-|b| cos p,

Ie p=a—B — KyT MiX BEKTOPaMU & i b.

2°. Craaaprutd dobymox sexmopis y npocmopi. Hexall y npocTopi 3ajjaHO BEKTOPH
@(ax,ay,a2) 1 b(by,by,b.). Tofi ckataApHUEA JOGYTOK IUX BEKTOPIB BU3HAYAIOTH (GOPMYIOI0

@-b=ayby+ayby+azb..
Sk 1y BUNAKy IIOMIUHA
@-5=1a|-|5| cos ¢,

e ¢ — KyT MiX IIUMU BeKTOPaMU.

3°. Baacmusocmi cxaasaprnozo dobymry. CKaaApHUN N06YyTOK BOJOMI€ TAKUMU BJa-
CTUBOCTAMH:

1) @-@>0, npudoMy G@-@=0 ToAl i TLILKKM TO.l, Koau d=0;

4°. [foencuna eexmopa. OCKirbKu @-d=|d|-|d@| cos 0=|a@|?, To HOBXKUHY BeKTOpa a=
=(agz;ay;a.) 3HAXOAUMO 3a (HPOPMYJIOIO
|a|=Va-a= a§+a§+af.
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5°. Kym wminc sexmopamu. KyT Mix BeKTOpaMu @(az,ay,az) i 5(bs,by,b.) 06UHCTIOE-

MO 3a (OopMYyJIor0

a5 asbataybytasbs

|a||b| a2+a +a2 \/b°+b°+b2

6°. Ymosu Koaineaprocmi ma nepneu&uny./mpnocmz 8EKMOPLB.

cos p=

: or by by 1
Ymosa xoatneaprocmi: b=ma abo L—=-L—=2z_—
g " ay ax

Ymosa nepnendukyasprocmai: @-b=0 abo ayby+ayby+a-b.=0.

I11.28. BusmauuTu KyT MiXK BEKTOpaMK
)a= —Z+]iﬁ_f—2f+213 3d=i+]+2kib=1i—]+4Fk;
Nad=i+2+3kib=6i+4]—2k 4)d=i+2kib=—i—2j.
I11.29. Busuauutu xytum tpukytHuka ABC 3 Bepmmmamu A(2;—1;3),
B(1;1;1) 1 C(0;0;5).
I11.30. 3 BepmmHE KBajgpaTa MPOBEIEHO MPsIMi, IO MIATH MPOTUIEKHI
CTOPOHU HABIILI. SHAUTU KyT MiXK IIUMU IPAMIMA.
I11.31. 3manT; KyT MiXK JiarOHAMAME HapajenorpaMma, mobyIOBAHOTO Ha
BeKTOpax @ = 20+ i b= —2j + k.
II1.32. Poskpuru ayxku y supasi (20— J) - j + (J — 2k) - k + (1 — 2k)2.
I11.33. O6uucauTu:
1) (M + )2, axmio 71 i 7 — oAMHUYHI BeKTOPU 3 KyTOM Mix Humu 30°;
2) (@ — b)?, axmo |d@| = 2v/2, |b] = 4, (@,b) = 135°.
111.34. Tlpu axomy 3HAYEHH] 1M BEKTOPH { 1 gKOJIiHeapHiZ
1) a=mi+ 55, b=3i—j;
2)a=mi+4j+8k, b= —28i +7j + 14k?
I11.35. Tlpu axomy 3HAYEHH] M BEKTOPH d i gnepneﬂgnxyﬂﬂpni:
1) a=mi+j, b= 3i—3j+4k;
2) a=mi+ 35 +4k, b=4i+mj — 7k?
I11.36. BusHayuTu IOBXUHE JiarOHAJIEU MMapajeaorpaMa, mo0yIJ0BaAHOIO Ha
BEKTOPAX:
1) d=2m+ii b= m—2i1, 1e M 1 7l — OAMHWYHI BEKTOPH, (7%,\7'1’) = 60°;
2) @=3m + 2 i b= 27 — 37, ge || = |7| = 2, (@ b) = 60°.
II1.37. 3amamo BeKTOp d = 2m 7, me M 1 7 — OMUHUYHI BEKTOPH 3 KyTOM
120° mix HUMU. 3HAUTH cos(a m) i COS((;;?L).
II1.38. PoskpuTn ayxkm y supasax: 1) (@ + b)%; 2) (@ + b)2 + (@ — b)2.
3’scyBaT T€OMETPUIHUN 3MICT OfIePKAHUX (POPMY.I.
II1.39. Ha mrommui 3a1aH0 BeKTODH d, bid, raximo |@| =3, |b| =23 =5,

—

(a b) = 60°, (b,&) = 60°. IloGyiysatu BeKTOp @& = @ + b — & i 06qUCINTH

floro joBxkuHy 3a bopmyowo @ = /(@ + b — &)2.

I11.40. Ha ocax Oz, Oy i Oz BigkiacTu piBHI Bigpisku, ¢ = 4 i Ha HUX
mobynysatu Ky6. Hexam M — menTp BepxHBOI rpami, a N — meHTp mpasoi
6i4nol rpani Ky6a. BusnauuTtu BexkTopu OM 1 ON i KyT MiX HUMH.
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ITI1.41. 3azgano BekTOPU OA=ai0B = b, mpwaomy |@| = 2, |b| = 4, (@,b) =
= 60°. Busnauntu Kyt Mixk Megianoo OM tpuxyrauka AOB icToponoo O
I11.42. 3agaso Tpu nocaigoBHi Bepumuu mnapaierorpama A(—3;—2;0),
B(3;-3;1), C(5;0;2). 3uauTu gersepry Bepumny D i kyT mix AC i B
111.43. 3uauTu KyT MixX BekTOpamMu @ = 21m + 47 i b=nm— i, e mifn —
OJWHWYHI BEKTOPH, IIIO YTBOPIOIOTH KyT 120°.

I11.44. IlokasaTu, 0 KyT MiX AlarOHAIAME IPAMOKYTHHUKA, TOOY IOBAHOTO
Ha BEKTOpax d 1 b (@L 5), BU3HAYACTHCA 38 (POPMYJIOI0 COS Y = %
I11.45. I3 BepmmHEN DPAMOKYTHHKA 31 cTopoHaMu 6 cM 1 4 cM IpoBegeHO
pAMIi, 0 JIATH TPOTUICKHI CTOPOHU HABIII. 3HAUTU KYT (0 MiXK HUMH.
I11.46. 3anano rouku A(3;3; —2), B(0; —3;4), C(0;—3;0) 1 D(0;2; —4). Tlo-
oyaysatu BekTopu AB =ad1CD = b. 3uaiitu npag.

I11.47. Y pieuoGeaperin tpamnemii OACB (AC || OB) touku M i N —
cepenunu cropin |BC| = 21 |AC| = 2. Toctpunt kyT Tpamnenii gopisuioe 60°.

Buszauntu xyT mix BekTopamu OM i O

§4. BekTopHuUHA JO6YyTOK ABOX BEKTOPIB

1°.O3nauenns. BeKTopHUM T0GYTKOM BeKTOpa @ Ha BEKTOD b Ha3WBACTHCA BEKTOD
¢ (puc. 10):

1) mo Mae JOBXKWHY, AKa 4YHCEJIbHO NOPIBHIOE ILIOWII IapajelorpaMa, o0y I0BaHOIO
Ha BEKTOpPax @ i b;

2) mepueHJUKYIAPHUN [0 IUIOIMHYU IIapajelorpama,;

3) yTBOpIOE 3 BEKTOpaMu @ i b paBy TPIilKY.

BekTopHUI T06YyTOK MO3HATACTHCA: @Xb.

2°. Baacmusocmi eéexmopnozo dobymry. BexkTopHUU 10-
6yTOK BOJIOJi€ TaKUMU BIaCTUBOCTAMMT:

1) axb=—bxa; 2) @x(b+&)=axb+axa;
Puc. 10 3) Axumo al|b, To @xb=0, 30KpeMa, @xa=0.

3°. Bexmopnui dobymox opmie.
ixj=Fk, jxk=i, kxi=J, jxi=—k, kxj=—1, ixk=—].
4°. Bupascenns eekmoprnozo dobymry uepes koopdurnamu eexmopis. SKiio 3agaHo

BEKTOPH a(ay,ay,az) 1 b(by,by,b.), TO iX BEKTOPHAN NOOYTOK BH3HAYAIOTH 33 (POPMYJIOIO

ik
ax b= Ay  Qy Ay
by by b

5°. Ilaowa napaaeaozpama t mpukymuura. Ilaomnn mapartesorpaMa i TPUKYyTHUKA,
110 o6y AOBaHI Ha BeKTOpaX @ 1 b 06YUCIIOIOTEH BIAMOBIAHO 3a (hOpMyJaMu:

Suap=|@xF|,  Sa=% |axb|.

IT1.48. BusnatnTu i 1 OOy JyBaTl BEKTOP ( c=dax b AKIIO:
1)d=3i, b= 2k; 2)a—z—l-j,b—z—j7 3)a—22+3j,b—3j+2k
SHAUTH B KOXKHOMY BHIAIKY ILIOLLY Iapajegorpama, mobyIoBaHOO HA
BEKTOpax @ 1 b.
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I11.49. O6uucauTy WIOLUly TPUKYTHUKA 3 BepimHamu y Toukax A(7;3;4),
B(1;0;6) i C(4;5;-2).
I11.50. Poaxpnzn AYKKH 1 CHPOCTUTH BUPA3H:
Dix(G-kK+7xG—k+kx@—j+k);
2) (@+b—@) xa+(@—0) x+ax (b—c+a);
3) (2@ + 2b) x (G4 @) + (C+ @) x (@ + 2b);
4) (33 +2b) x (F— @)+ (b+0) x (@ —7) — @ x (2F+b).
IT1.51. 3agamo Touku A(1;2;1), B(2;3;4) i C(4;3;2). O6uucanTu mioury
TPUKYTHIKA 3 BEPIIMHAME B IIX TOYKAX.
II1.52. Bektopu @ i b YTBODIOIOTH KyT 45°. 3HauTU ILIONIy TPUKYTHUKA,
06y JOBAHOTO HA BeKTOpax @ — 2b i 3@ + 2b, axmo |@| = |b] = 5.
I11.53. O6uucanTy IWIOILY IapaiegorpaMa, 00y JOBAHOIO Ha, BEKTOPAX:
1) @=2m + 37, b = 5 — 7i, axmo || = || = 2, (m,7) = 60°.
2) @=p+3q, b=3p+q, axwo |p] = [q] = 1, (7, q) = 30°.
3)da=2m+1, b=nm— 7, axwo |m| =2, |fi| = 3, (m, ) = 135°.
4)d=m+2i1i b= 2+ e M 1 7l — OJMHUYHI BEKTOPHU, (ni\ﬁ) = 30°.
II1.54. [osectu, mo (@ — b) x (@ +b) = 2@ x b. 3’acyBaru reoMeTpuHMIt
3MICT IIl€l TOTOXKHOCTI.
I11.55. 3manTu miomy napaieaorpama, JaroHaIaMu SKOT'0 € BEKTOPH 2171 —
7l i 4m — 571, ge M i 7 — OAMHUYHI BEKTOPHU, 110 YTBOPIIOTE KyT 45°.
Braziexa. J[liaromam mapatenorpaMa — a+b=2m—i i a—b=4m—57, ge @ i b —
BEKTOPH-CTOPOHM IMapajelorpaMa. llepeMHOKUBIIM iX, 3HAMAeMO BEKTOP 2bX&, NOBIKIU-
Ha AKOT'O JOPIBHIOE MOJBOEHINM NIyKaHiH ILIOIII.
I11.56. Ilo6yayBaTu BeKTOPHU 4 = 3k — 2;, b=3i— 2;1 g=axb. O6mcnntn
IOBXKUHY BEKTOPa € 1 IOy TPUKYTHUKA, HOOYJOBAHOIO HA BEKTOPax d i b.
II1.57. Ho6yaysaru TpukyTHuxk 3 Bepumuamu A(1l;—2;8), B(0;0;4) i
C(6;2;0). O6uucauru noro mwiouty ta sucory BD.
I11.58. 3HauTy ONMHWYHUN BEKTOP, MEPIIEH IUKYIAPHAA 10 BEKTOPIB:
Da=i+j+2kb=21+j+2k 2)@=2i+3]+k b=2i—4]+2k.
I11.59. [losectn, mo (2d + b) x (@ + 2b) = 3@ x b.
I11.660. O64ucanrn ,lIlaFOHa,JIl Ta ILOLLY IapalenorpaMa, o0y JOBAHOIO Ha
BeKTopaxa—k—jlb—z-i-]-i-k

§5. Mimanuu g06yTOK TPhOX BEKTOPIB
1°. O3navenns. MimaHuMm 106yTKOM TPHOX BEKTOPIB &@, b 1 ¢ HA3UBAETLCA BHpa3
(@xb)-c.
2°. Bupaz miwanozo dobymxy uepes xoopdunamu eexmopis. SIkmo BexTopu @, b i

¢ 3ajlaHl CBOIMM KOOpAMWHATAMU, TO MIIIAHUK AO0YTOK BU3HAIAEMO (POPMYJIOIO



3°. Baacmusocmi miwanozo dobymry.

1. Bijg mepecTaHOBKU [BOX JOBLILHAX MHOXKHUWKIB MilIaHUM NOOYTOK 3MIHIOE 3HAK Ha
HPOTUICKHUN (aXb)-=—(ax)-b=—(xb)-a.

2. Ockinbkn (@xb)-=a-(bx¢&), To MilmaHmit Jo6yTOK 3aINCYIOTh y BUNIALL (&,5,E).

3. SIkmo nBa 3 TPHOX 3aJaHWX BEKTOPIB KoJiHeapHi, TO iX MilIaHWKA JOOGYTOK AOPIiB-
HIOE HYJIIO.

4. BexTopu @, b i ¢ KOMILTaHAPHI TOZI i JMIIe TOi, KOJII (5,3,5’):0.

5. O6’eM mapaJerinesa Ta mpaMigy, 106y I0BaHUX Ha BEKTOPAX &, b 1 & 0GYUCIIOI0Th

BIAMOBITHO 3a (opMyJaMu le,:|(a‘,g,5‘)|, Vnil,:%|(zi‘,5,5‘)|.

I11.61. Ho6y;;yBaTm mapaJjesernine Ha BeKTOpax d = 31+ 4]7 b= —3] +k
ic= 2] + 5k 1 O6‘H/ICJII/ITI/I noro o6’em. IlpaBy 4um JgiBy TPINIKy yTBOPIOIOTH
BEKTOPH @, b
I11.62. Ho6y,quaTI/I mipaminy 3 Bepumuamu A, B, C, D:
1) A(0;0;0), B(5;2;0), C(2;5;0), D(1;2;4), o6aucauru ii 06’em, mwioty
rpani BC'D i BucoTy mipaMiau, 110 OMyIIeHa Ha IO I'PaHb;
2) A(2;0;0), B(0;3;0), C(0;0;6), D(2;3;8), o6uucanru ii 06’eM i 3HANTH
BUCOTY, onyuieHy Ha rpaus ABC.
III 63. O6uucauTtu 06’em Iipamau, mo0yI0BaHOL Ha BEKTOPaxX a=3i— j,
b—6z+3]1c_21+]+6k
II1.64. IToxasaTu, mo Touku A, B, C, D jgexarTb B OJHIN ILIOIINHI:
1) A(2;-1;-2), B(1;2;1), C(2;3;0), D(5;0; —6);
2) A(1;2;4), B(3;—-1;0), C(4;3;13), D(2;6;7).
I1I1.65. HoriaaaTn, 110 BEKTOPH @, l_;, ¢ KOMILIAHAPHI 1 PO3KIACTHU C 32 BEK-
Topamu @ i b, _AKIIO: .
1) 6:—z+3]+ ,b:2i—3j—4k
2)d=1+3]+3k b=4j +2k, = 3i
I11.66. H0K§3aTI/I, mo
1) @+9)-[(@+) x ) = —(@ey
2) (@+26—&)-[(@—b) x (@—b—2)] =3(@ba).
I11.67. 3mauTtu 06’eM TeTpaempa, mMOOYIOBAHOIO HA BEKTOPaX @i FB> i

g=—30+6] +6k;
+ ] — 4k.

OC, Akwo 1 BEKTOPU HANPAMIEHI MO 6iCeKTPUCAX KOODIUHATHUX KyTIB 1
JOBXKITHA, KOXXHOT'O BEKTOPA JOPIBHIOE 2.

I11.68. Ilo6yyyBaTu BekTOpU @ = i 4 j + 4k, b =1 — 2] i &= 31 — 3] + 4k.
IMoxazaTu, M0 BOHM KOMILIAHAPHI, 1 3HAUTH JIHINHY 3aJ€XKHICTH MK HUMMU.
I11.69. OGuucautu 06’em mapadgernemninega OABCO, A1 B,Cy, B sxoMy 3a-
1aHoo Tpu BepumHu HIkHBOL ocuou O(0;0;0), A(2; —3;0), B(3;2;0) i Bep-
muHa BepXHbOI ocHOBU B (3;0;4), mo aexuts Ha 6ivaoMy pebpi BBj, mpo-
TuIexxHOMy 10 pebpa OO, .

I11.70. Hosectu, mo 06’em mapasneneminena, moOyI0BAHOTO HA, MIATOHAJIAX
rpaHel 33JaHOT0 Mapajeseninena, JOPIBHIOE MOABOECHOMY O0’€MYy 3aJaHOrO
apaJieseninea.
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PO3AIJ IV
AHAJITUYHA TEOMETPISI HA IIJIOIIMHI

61. PiBHaAHHSA npsaMol

1°.  PigHaHHA npamoi 3 Kymosum woediyienmom. PIBHAHHA NOpsAMOI 3 KyTOBUM
Koe®IIiEHTOM Ma€ BUIVIAL
y=kx+b.

ITapaMeTp k JOpPIBHIOE TaHI'€HCY KyTa o HaXWIy HOpsAMol go oci Oz (k=tg«a) i Hasm-
BaE€THCA KYTOBUM KOeDIIiEHTOM.

2°. 3azaabHe pre8HAHHA NPAMOTL. 3arajbHe PIBHAHHA IPIAMOI Ma€ BUINVIAL
Az+By+C=0.

3°. Pi8HANHA NPAMOL Y 610PI3KAT KA OCAL.

PiBuAHHA npsAMoOl y Bigpi3Kax Ha OCAX MA€ BUIJIAL
z Y
at7=L

e alb— aare6pUvHI BeIMYINHY BlPi3KiB, AKI BIATUHAIOTHCA IPAMOIO Ha OCAX KOOPIUHAT.

IV.1. [lo6ynyBaTu mpaMi, 10 3aJaI0THCA MapaMeTPAMU:

1) b= -2, a = 60° 2) b= —2, a = 120°. HanucaTu ixHi piBHAHHA.
IV.2. Buszauntu mapamerpu k i b mpsamoi, ika OPOXOIUTH Uepe3 TOUKY
M(—2;3) i yrBopioe 3 Biccro Oz kyT 45°. [loGyaysaTu npamy i HanucaTu ii
DIBHAHHA.

IV.3. I[lo6yayBaTu mpsamMy, ska BigTuHae Ha oci Oy BLAPI3oK b = 3 1 yTBOPIOE
3 Biccro Ox xyT: 1) 45°; 2) 135°. Hanucatu piBHAHHA IUX TPAMUX.

IV .4. Tlo6yagyBaTu mpsaMy, mo BigTuHae Ha oci Oy Biapizok b = —3 1 yTBO-
pioe 3 Biccio Ox xyT: 1) 60°; 2) 120°. Hanucaru piBHAHHA LUX NPAMUX.
IV.5. HanucaTu piBHAHHA NPAMOI, AKa MPOXOAUTH U€PE3 MOIATOK KOOPIU-
HAT 1 yTBOpIOE 3 Biccio Ox KyT:

1) 45°; 2) 60°; 3)90°; 4) 120°; 4) 135°.

IV.6. Ilo6ygyBaTu mpsamy, IO TPOXOIUTD Uepe3 MOYATOK KOOPAUHAT 1 Yepes
touky M (—2;3), nanucaTu il piBHAHHA.
IV.7. Busuaunru napamerpu k i b 1 KOXKHOI 3 IPAMUX:
1)20—3y=6; 2)2c+3y=0; 3)y=-3 4) %—i—%:l.
IV.8. Ilo6ygyBaTu mpsami:

D3z+4y=12; 2)3x—4y=0; 3)2x—-5=0; 4)2y+5=0.
IV.9. Busmauntu mapamerpu k i b mpsamoi, fika OPOXOIUTH U€pe3 TOUKY
A(2;3) i yrBOopioe 3 Biccio Ox kyT 45°. HamucaTu piBHAHHA 1i€l OPAMOI.
IV.10. PiBasuus npamux 1) 2x — 3y = 6; 2) 3x — 2y + 4 = 0 3anucaru y
BUIVIAT] PIBHAHB y Biapizkax. IloOyxyBaru i mpsami.

IV.11. 3aganmo Touxku O(0;0) i A(—3;0). Ha Bigpisky OA mobynosanui
napaJesorpaM, JlaroHamll SKOro nepeTuHaoThesa B To4ui B(0;2). Hamucarn
PIBHAHHA CTOPIH 1 JlaroHajJen mapaJeaorpaMa.
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IV.12. Hanucatu piBHAHHA OPAMOI, IO NPOXOAUTH 4Uepe3 Touky A(4;3) i
BIITUHAE Bi KOOPAMHATHOIO KyTa TPUKYTHUK, ILIOMIA AKOT'O JOPIBHIOE 3.
IV.13. [Ipamiy = —21y = 4 nepeTuHaoTh npamy 3x—4y—>5 = 0 BiAOB1JHO
B Toukax A i B. Ilo6yayBatu BekTOp AB, BUBHAYUTHU MOr0O IOBXKUHY i IOT'O
MIPOEKIIil Ha OCl KOOPAWHAT.

IV.14. Yu aexars Touku A(3;5), B(2;7), C(—1; —3) i D(—2; —6) na npsmin
y = 2z — 1, 4z BOHU posTaioBaui 'Buile”’ a0o0 ”"Hmkde” miei mpamoi?
IV.15. Ilpsavi x = —1 1 ¢ = 3 nepeTuHaOTh IpaMy y = 2z + 1 BiAIOBIIHO B
toukax A1 B. IlobynyBaru BekTOop AB, BUSHAYNTY UOT0 JOBXKUHY 1 MPOEKIIii
Ha OCl KOODJMHAT.

IV.16. PiBHOGeapeHHa Tparmeria 3 OCHOBaMU 8 CM 1 2 CM Ma€ TOCTPUU KyT
45°. HammcaTu piBHAHHA CTOPIH Tpamemii, TpUUHABIIN 33 Bick Ox Olabiry
OCHOBY 1 3a Bick Oy — Bich cumeTpii Tpamerrii.

IV.17. HanucaTtu piBHAHHA CTOpIH pomba 3 miaroHamaMu 10 cMm 1 6 cM,
MPUUHABIIM OLIBITY miaroHadb 3a Bick Ox, a MeHiry — 3a Bick Oy.

IV.18. HanucaTu piBHAHHA NPsAMOI, MO NPOXOAUTH Uepe3 TOUKy A(—4;6) i
BiATUHAE Bl KOOPAMHATHOI'O KyTa TPUKYTHUK, ILIOIIA SKOI'O TOPIBHIOE 6.
IV.19. Hanucatu piBHAHHA JiHil, 0 AKiN pyxaeTbesa Touka M (x;y), 3amu-
MIA0YIUCh yaBidl gaui Bix oci Ox, HiXK BT IpaMoi © = —3.

62, KyT mix npavumu. PiBHAHHA IIyYKa OPAMHAX,
110 TPOXOJATDH Yepe3 3ajaHy TO4YKYy. PIBHAHHA mpsamoi,
AKa IPOXOUTHL Yepe3 MBI 3ajaHi TOYKHU

1°. Kym mione npamumu. KyT Mix npamumu y=kiz+by 1 y=kox+bs BU3HAYAOTH 13
CITiBBITHOIIIEHH
—| k2—Fk1
tg o= 127k |
st npsAMUX, 110 3aJaHl PIBHAHHAMUI
Arz+B1y+C1=0 i Azz+B2y+C2=0,

BUKOPHUCTOBYIOTH (POPMYJIN

A1 By—Ag By

_ |[A1Ao+DB1Bo|
te v=| T A7 B,

cos p= .
VATEBIA3+83

abo

Ymosa napaseabnocmi npAMUL

A B
k1=ko abo ﬁ: By
Ymoea nepnenduryaapnocms npaAMUT
kg:—ﬁ abo A1 As+B; Bo=0.

2°. PigHanma nyurxa npamur. PIBHAHHA IMyYKa OPAMUX, IO IPOXOIATH Yepe3d TOUKY
A(z1;y1) Ma€ BATJIAL
y—y1:k(z—zl).
3°.  Pisnanna npamoi, wo nporodumb uepe3 06t mowku. PIBHAHHA HOPAMOI, IIO

MIPOXOJUTH 4Yepe3 3agaHl TOYKU A(z1;y1) 1 B(w2;y2) Mae BUTIAL

Yy—Yy1 __
y2—Y1 po =]’
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IV.20. BuszaunTy KyT MiX OIPAMIMU:
1)y = 2x — 3, y:§aj+1; )5z —y+7=0, 2x—-3y+1=0;

2)2x+y=0, y=3z—4 5)3z+2y=0, 6z+4y+9=0;
3)3r—4y=6, Sr+6y=11; 6)-+2 =1, LT4¥_1
a b b a
IV.21. 3apgaso piBusuHa npavmux: 3z — 2y +7 = 0, 6x — 4y — 9 = 0,
6x +4y —5=0, 2z 4+ 3y — 6 = 0. 3asHavuuTH, IKi 3 HUX MAPATEIHHI, AKi
TIepIeH UKy IAPHI.

IV.22. Hamwucatu piBHAHHA My9YKa OPAMUX, IO IPOXOIATH HUe€pe3 TOUKY
A(2;3). Bubpatu 3 poro mydvka mnpsami, Akl yTBOPIOIOTH 3 Biccio Ox KyTu:
1) 45°; 2) 60°; 3) 135°; 4) 0°. IloGyaysaTu ix.

1V.23. HanucaTu piBHAHHA CTOPIH i 3HAUTY Ky TU TPUKYTHUKA 3 BEPUITHAMEA
A(0;7), B(6;—1) 1 C(2;1).

IV.24. 3agano tpuxytHuk 3 BepmmHamu A(—2;0), B(2;4) i C(4;0). Ha-
[ICATH PIBHAHHA CTOPIH TPUKyTHUKa, Memianu AFE, sucoru AD i sHautu
noBxuHy Memianu AFE.

IV.25. Ilo6yaysatu Touky A(—2;5) i npamy 2x—y = 0. Hamucatu pisuanua
mydKa IPSIMUX, IO NPOXOLATH depe3 TOUKy A 1 BubpaTu 3 OO MyIKa
npsAMy, ska: 1) mapajenbHa 3aJaHil; 2) IepIeHIuKy/IIPHA 33 TaHId.

IV.26. VY rToukax meperuny mpsamoi 2x — 5y — 10 = 0 3 ocAaMu KOOpIUHAT
IIPOBEIEHO NEPIEHINKYJIAPH 10 331aH01 npamoi. HanucaTu ixHi piBHAHHA.
IV.27. Ilpsma 2z —y + 8 = 0 meperunae oci Oz i Oy B Toukax A 1 B.
Touka M mimute AB y Bignomenui AM : M B = 3 : 1. Hanucatu piBHAHHS
MePIeH TUKY/IApa, MpoBegeHoro B To4umi M mo npsamoi AB.

IV.28. HanucaTu piBHAHHA NPAMOI, AKa IPOXOANTL depe3 Touku A(—1;3)
i B(4;-2).

IV.29. Y rpuxyrauky 3 Bepmmaamu A(—2;0), B(2;6) i C'(4;2) nposeaeno
Bucoty BD i meniany BE. Hamucatu piBusuus cropouu AC, menianu BE
i Bucotu BD.

IV.30. 3mauTu BHYTPIIIHI KyTH TPUKYTHUKA, CTOPOHU AKOrO 3aTaHO PiB-
HamaaMu ¢ + 2y =0, xz+4y—-6=0, -4y —-6=0.

IV.31. [To6ynyBaTu TPUKYTHUK, CTOPOHU AKOT'O 33, IaHO PIBHAHHAMU L +Y =
=4,3r—y=0,r— 3y —8=0. 3HauTU KyTH i IOy TPUKYTHUKA.
IV.32. HanucaTu piBHAHHA NPAMUX, AKI IPOXOAATH U€pe3 MOYATOK KOOD-
auHAT mig KyToMm 45° mo mpsamoi y = 4 — 2.

IV.33. HanucaTtu piBHAHHA NPAMUX, AKI IPOXOAATH depe3 Touky A(—1;1)
mix kyToM 45° 1o mpamoi 2z + 3y = 6.

IV.34. BuszaunTy BepIMHU 1 KyTH TPUKYTHHUKA, CTOPOHH AKOTO 3aTaHO
piBaaEHAMH  + 3y =0, =3, z—-2y+3=0.

IV.35. 3nautu TOUKy mepeTUHy MeIiaH 1 TOYKY IepEeTUHY BUCOT TPUKYT-
Huka 3 Bepumnamu A(—4;2), B(2; —5) i C(5;0).
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§3. HopMmanbHe piBHAHHA npsmol. Bigcraus Bijf TOYKHA A0 HPAMOI.
PiBHsaHHA GicekTpuc. PiBHAHHSA IIyYKa NPAMHUX, AKI IIPOXOAATH
qepe3 TOYKY HEPEeTHUHY ABOX 3aJaHUX IPAMHUX

1°. Hopmaavne pisuannsa npamoi. HopMmaiabHe pIBHAHHA IPAMOI Ma€ BUIJIAL
x cos B4y sin f—p=0,
i€ p — JOBXKMHa [epIeH UKy IsApa (HopMaJi), IPOBeLeHOro 3 HOYaTKy KOOpANHAT Ha IPAMY,
a 3 — KyT HaXWiIy I[bOr'O MepIeHIuKyasapa 1o oci Ox.
[ITo6 3BecTH 3araibHe piBHAHHA IPAMOl Az+ By+C=0 10 HOPMAJIbHOT'O BUTIALY, Tpe-

L mo GepeThcsa 3i

VA24+B

6a BCl MOr'0 YIeHU JOMHOXKUTHU Ha HOpmylouuli MHOXKHUK M=d
3HAKOM, IIPOTUJIEKHUM [0 3HaKa BLIbHOIO WieHa C.

2°. Bidcmane 610 mouxu do npamoi. Bigcranb d Big ToUKE (zo;y0) OO IPAMOL
069nCTI0EMO 32 (POPMYJIOIO

d=1Az0+Byo+C]|

d=|xzq cos B+yo sin S—p| abo Voo
3°. Pienanna bicexmpuc wymie mizc deoma npamumu. PIBHAHHA GiceKTpHUC KYTiB
MiK OpaMuMu Az+By+C=01 Ajz+Biy+C1=0 Mae BUTJIALT
AstBy+C _ 4 Ajet+B1ytCy
2132 2,.p2
VA24+B \/A1+Bl

4°. Pisnanmna nyuxa npamur. PIBHAHHA IIy4YKa IPAMHUX, AKI IPOXOAATH Uepe3 TOUYKY

MIepeTUHY ABOX NaHWUX NpAMUX Az+By+C=01 Ajz+Biy+C1=0 Mae BATIAL
a(Az+By+C)+B(A1z+B1y+C1)=0.

IV.36. PiBusauua npamux

1)3z—4y—20=0; 2)x+y+3=0; 3)y=kx+b
3BECTH IO HOPMAJIBLHOI'O BUIVIALY.
IV.37. IloGyagyBaTu mpsAMy, AKINO AOBXKUHA HOpMaJl p = 2, a KyT (3 HaXumwIy
ii go oci Ox mopiemroe: 1) 45°; 2) 135°; 3) 225°; 4) 315°. Hamucarn
PIBHSHHS [AX PIMUX.
IV.38. 3uauru Bigcrans Big Touok A(4;3), B(2;1) i C(1;0) xo upsamoi 3z+
+4y — 10 = 0. ITobygyBaTu TOYKM 1 IPAMY.
IV.39. 3manTu BigcTaHb B IOYaTKY KOOP AUHAT A0 npamoi 122 —5y+39 = 0.
IV.40. Ilokasatu, mo npami 2z — 3y = 6 1 42 — 6y = 25 nmapajenbHi, 3HAUTHA
BIICTAHb MiX HUMU.

Bxasziexa. Ha oaHin i3 NpAMUX B3ATU JOBLIbHY TOYKY 1 3HAUTH BigcTaHb Bijg Hel 10
IPYTOl MPsAMOi.
IV.41. 3uautu k 3 ymoBu, 1mo mnpsama y = kx + 5 BiggaaeHa BiJ moIaTKy
KOOpAMHAT Ha Bigcranb d = /5.
IV.42. 3uanru gosxuny sucotu BD y TpuxkyTHuKy 3 Beprunaamu A(—3;0),
B(2;5)1 C(3;2).
IV.43. Hanucatu piBHAHHA OPAMOIL, IO NPOXOAUTH 4depe3d Touky A(2;4) i
Bl IaJeHa Bl MOYATKY KOODAMHAT HA BiACTaHb d = 2.
IV.44. Hanucartu piBHAHHSI T€OMETPUTHOIO MICIA TOYOK, 11O BigmajeHi BT
npsamoi 4z — 3y = 0 Ha Bigcraub d = 4.
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IV.45. Hanwcaru piBHAHHA OpAMOI, MO BignameHa Big Touxku A(4; —2) ma
BigcTanb d = 4 1 mapaseabna 10 npsamoi 8 — 15y = 0.

IV.46. Ilepesipuru, mo touku A(—4;-3), B(—5;0), C(5;6) i D(1;0) €
BEPUINHAMU TPAIlellii, 3HAUTH 11 BUCOTY.

IV.47. Yepes moyaTok KOOPAMHAT MPOBEICHA MIPAMA HA OTHAKOBIN BigcTaHi
Big Touok A(2;2) 1 B(4;0). 3HauTH L0 BiICTaHb.

IV.48. Hamucartu piBHAHHA OiCeKTPHUC KyTiB Mik npammMmu 22 + 3y = 10 1
3z + 2y = 10.

IV.49. HanucaTtu piBHAHHA 6iCEKTPUC KYTiB MixK mpaMuMmu 3z + 4y = 121
y =0.

IV.50. Hanumcatu piBHAHHA IeOMETPUYIHOI'O MICIf TOYOK, BifIadeHUX BiT
npaMoi & + 2y — 5 = 0 Ha BigCTaHb, MO AOPIBHIOE V/5.

IV.51. Hamucartu piBuaaHA TpaekTopil Touku M (z;y), AKa, PyXawduCh,
3aJUIMIAETHCA BABIYL qafi Bix npsamol y = 2x — 4, HiXx Big npamol y = 4 — 2x.
IV.52. HanucaTu piBHAHHA OPAMOIL, AKA OIPOXOAUTH depe3 Touky M mepe-
TuHy npsamux 2¢ +y + 6 =01 3z + 5y — 15 = 0 1 gepes Touky N(1;—2) (me
3Haxoaau ToIKu M).

IV.53. HanucaTu piBHAHHSA OPAMOi, AKa MIPOXOAUTH Uepe3 Touky M mepe-
Tury mpamux 5r —y + 10 = 01 8x + 4y + 9 = 0 i mapajeabHa 10 IPAMOL
x 4+ 3y = 0 (ue 3axogsun Touxu M).

IV.54. Hamucaru piBuauHS TpaekTopii Touku M (z;y), AKa, PyXaw4uch,
3aJUIMIAETHCA BABIYL Al Bl IPAMOL ¢y = X, HIXK BIJ IPAMOlL § = —X.

64. Pi3Hi 3agad4i Ha OIpPAMY

IV.55. Yepes novuaTok KOOPAUHAT MPOBECTU MPAMY, 110 YTBOPIOE 3 IPAMU-
MI 7 4y =aixr =0 TPUKyTHUK, ILIOMA AKOTO IOPIiBHIOE a2.

IV.56. 3agamo Touku A(—4;0) i B(0;6). Yepes cepeauny Bizpizska AB
[IPOBECTH IPAMY, IO BiaTuHae Ha oci O BiApI3OK, BABIYI OLILINNMN, HiXK HA
oci Oy.

IV.57. 3agano Touku A(—2;0) i B(2;—2). Ha Bigpisxy OA noGyzoBanun
napaaesorpam OACD, giarosani SKoro nmepeTuHaThCAa B Toum B. Hamn-
caTu PIBHAHHA CTOPIH, AlaroHaJen mapajierorpama i sHautu Kyt C AD.
IV.58. 3HauTu KyTH i IOy TPUKYTHUKA, YTBOPEHOr'O MPAMUMEA y = 2,
y=—-2zxiy=x+0.

IV.59. 3 mouarky KOOpIWHAT MPOBENEHO [ABI B3AEMHO MEPIEHIUKYJSAPHI
OpsaMi, AKi yTBOPIOIOTH 3 IPAMOIO 2% + Y = @ PIBHOOEIDEHUU TPUKYTHUK.
SHAUTHU ILIONIY [LOI'O TPUKYTHUKA.

IV.60. 3uauTu BHYTDIIHI KyTH TPUKYTHUKA, AKIIO 33,1aHO DIBHAHHI UOTO
cropin AB: ¢ —3y+3=01AC: x4+ 3y + 3 =01iocuosa D(—1;3) Bucorn
AD.
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IV.61. 3angano piBHAHHA OiYHUX CTOPIH PIBHOOEIPEHOrO TPUKYTHUKA 3T +
y==01x—3y =01 rouka (5;0) HA HOr0 OCHOBI. 3HAUTU HEPUMETD i
ILUTOLLY TPUKYTHUKA.

IV.62. Y tpuxkytuuky ABC 3anano: piBHsaHHA cTopou AB:3x + 2y = 12;
piBasauua Bucotu BM: x + 2y = 4; piBusuns sucotu AM:4x+vy =6, ne M —
TOYKa nepetuny Bucor. Hamucaru piBusuusa cropia AC, BC i Bucoru C'M.

§5. Koo

Pienanna xoaa 3 neHTpoM B Todli C(a;b) 1 pajiycoM, IO JOPIBHIOE R, Mae BUIVIAJ

M (z—a)*+(y—b)*=R>.

3arajbHe PiBHAHHA KOJa

(2) 22 +y*+matny+p=0.

1106 Big piBHAHHA (2) mepedTu Io piBHAHHA Buraanay (1), moTpi6HO B JIiBiM YacTHHI

piBHAHHA (2) BUAIIATHU [OBHI KBaJpaTu

(2+2)+(v+2) =22+ 22 —p.

IV.63. Hanucaru piBuauas koaa 3 uneatpom C(—4;3), pagiycom R = 5 i
noGyaysatu uoro. um sexkars Ha 1poMmy kKo Touku A(—1;—1), B(3;2),
0(0;0)?
IV.64. 3agano rouxy A(—4;6). Hanucaru piBHAHHA KOJa, 1iaMeTPOM SKOIO
cayrye Bigpisok OA.
IV.65. 3agano Touxu A(—3;0) i B(3;6). Hamucaru piBHAHHA KOIa, giame-
TPOM SIKOT'O CaIyrye Bigpizox AB.
IV.66. 3uanTu nedTpu Ta pamiycu Kil:

1) 22 +y? — 6z +4y — 23 =0; 2) 22+ y*+ 52— Ty +2,5=0;

3) 2% +y*+ Ty =0.

[To6yxyBaTy ni Koma.
IV.67. Ilo6yayBaTu Koma:

Da?+y?—42+6y—3=0;2)22+y?>-8r=0;3) 22 +9% +4y =0.
IV.68. [o6yaysatu koo 22 +y? + 5z = 0, mpamy = +y = 0 i 3HARTH TOYKU
IXHBOT'O TIEPETUHY.
IV.69. HamucaTu piBHAHHA KOJA, 10 JOTUKAETHLCA OCEM KOOPAUHAT i MPO-
xoauTh depe3 Touky A(1;2).
IV.70. 3naiTu KyT Mix pagiycamu koaa x2 +y%+4x—6y = 0, axi mposegeHo
B TOYKU MEPETUHY KOiaa 3 Biccio Oy.
IV.71. HamucaTu piBHAHHA KOIa, AK€ MPOXOAUTh depe3d Touku A(—1;3),
B(0;2) i C(1;-1).

Braziexa. HanucaTu piBHAHHA IIyKaHOTO KOJa Y BUTIAML x2+y+ma+ny+p=0, mj-

CTaBUTU B HBOI'O KOOpPJAWHATH KOXKHO1 TOYKHU 1 3HAUTHU m, n i p.
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IV.72. Hamucatu piBHAHHA KOJAa, IO NMPOXOAUTHL Uepe3 TOUYKU IEPETUHY
koma 12 + y? 4+ 4z — 4y = 0 3 mpaMoo y = —x i yepes Touxy A(4;4).
IV.73. Hanucaru piBHAHHA JOTHYHEX 10 Koaa x° + y2 — 8z — 4y + 16 = 0,
AKI IPOBENeHO 3 MOYATKY KOODIUHAT.

IV.74. 3agano touxky A(a;0). Touka M pyxaeTbcs Tak, 10 B TPUKYTHU-
Ky OMA xyt OM A 3ainmaeTses IpAMAM. BU3HAYUTH TPAEKTOPIIO PyXy
TOYKH.

IV.75. Busmauntu TpaexTopiio Touku M (z;y), AKa pyXaeThCs Tak, L0
cyma KBajparTiB Bigcrasen Bin Hei go Touok A(—a;0), B(0;a) i C(a;0) mo-
cTifiHO mopiBHIOE 3aZ.

IV.76. Koo gorukaerscs oci Ox B MOYATKY KOOPAUHAT i IPOXOAUTH YePe3
touxky A(0; —4). Hanucaru piBHAHHA OO KOIA I 3HAUTU TOYKU MEPETUHY
KOJIa 3 OiCeKTpucaMy KOOPAWHATHUX KYTIB.

IV.77. HanucaTu piBHAHHS KOJa, K TPOXOAUTEH Yepes3 MOYaTOK KOOPAUHAT
i wepes Touxu mepetuny xoxa z2 + y% = a® 3 mpamoro x +y +a = 0.
IV.78. HamucaTu piBHAHHA TOTUYIHUX, AKI MPOBEIEH] 3 TOYATKY KOODIUHAT
10 KOuza, o IpoxoauTs depes Touku A(1;—2), B(0;—1) i C'(-3;0).

IV.79. 3manTu KyT Mix pagiycamu xoma x2 + y> —4x + 6y — 5 = 0, mo
[IPOBE/IEH]I B TOYKH MEPETUHY KOJa 3 Biccio O.

IV.80. Touxka M (z;y) pyxaeThcs Tax, MO0 CyMa KBAAPATIB BiACTaHE! Bin
Hel 10 movaTKy kKoopamHaT i g0 Touku A(—a;0) mocriiio gopierioe a?. Bu-
3HAYUTU TPAEKTOPi0 pyxy Touku M.

§6. Euinc

Eaincom Ha3MBaeTbCA IeoOMeTpUYHE MicIle b
. " b M(xy)
TOYOK, CyMa BIJCTaHEN BIJ KOXHOI 3 SAKHUX [0

IBOX 3aJaHUX TOYOK Fy 1 Fh (LboxyciB) € cTajga

BeJanYnHa 2a OlIbINA, HIXK |Fi Fal. —a a
ouema, mix [ | K0 | B0
Kanoni4ne (HaumpocTinle) piBHAHHA eJilica

Ma€ BUIVIAL

2 2
il ¥y_—1
a2 + b2 .

-b

Euxinc, 3agannit KAHOHIYHUM PIBHAHHAM, CH-

Puc. 11

MEeTPUYHUN 00 ocell KoopauHaT (puc. 11).
IlapameTpu a 1 b Ha3WBaAIOTHCA MBOCAMU eqdinca. SKimo a>b, To dokycu Fi 1 Fa

po3MmiiieHi Ha oci Oz Ha BifcTaHl c=v/a2—b2 Bl eHTpa. BigHolIeHHA <=¢<1 Ha3UBAE€THCSA

a

eKCI[eHTPUCUTETOM eqinca. Bincrani Big Touku M(z;y) exinca 1o noro ¢pokycis (pokaibHi

pajiycy) BU3HA4aOTh 3a GopMyJIaMu

ri=a—ex, ro=a-+ex.

IV.81. Ilo6yayBaruu eminc x2 + 4y? = 16, 3HaiITH HOro GOKYCH Ta eKCIeH-
TPUCHTET.
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IV.82. Hamwcatm kaHOHIYHE DIBHAHHA €JilCa, 3HAIOYU, IIO: 1) BiACTAaHBL
Mixk oxycamu HopiBHIOE 8, a Masa miBBichk b = 3; 2) Giabiua miBeich a = 6, a
excuernTpucuret € = 0, 5.

IV.83. 3mauTu Many miBBICH b i €KCIEHTPUCUTET € eJimnca, o Mae OLIbIILY
miBBich @ = 5 1 mapameTp ¢, mwo gopisuioe: 1) 4,8; 2) 4; 3) 3; 4) 1,4; 5) 0.
[To6ynyBaTu KOXEH 3 eJIiICiB.

I1V.84. Euinc, cuMeTpUYHAN 11010 OCEU KOOPAWHAT, IPOXOIUTE Y€Pe3 TOUKU
M(2v/3;V/6) i A(6;0). Hamucaru Horo piBHAHHSA, 3HANTH €KCIEHTPHCHTET i
BigcTaub Big Touku M 1m0 GOKyciB.

IV.85. HanucaTu KkaHOHIYHE PIBHAHHA €IIICA, B AKOT'O BiACTAHI BiI OJHOTO
3 (OoKyCiB 10 KiHIIB OLIBIIOI OCI TOPIBHIOIOTH 51 1.

IV.86. 3emis pyXaeThCs IO EMdICcy, B OJHOMY 3 (POKYCIB AKOr'O 3HAXOIUTh-
ca Coune. Hanmenmma sigcranb Big 3emuni 10 COHIA IOPIBHIOE MPUOIM3HO
1475 v, KM, a HaubOLIbmmma 152,5 MIH. KM. 3HAUTHU OLIBIIY IiBBICH Ta
eKCIIeHTpUCUTET OpOITH 3eMui.

IV.87. Euainc, cuMeTpUYHAN IO L0 OCEU KOOPAWHAT, IPOXOIUTE YePe3 TOUKU
M (2;+/3) i B(0;2). HamucaTu #0ro piBHAHHA i 3HANTH BiJCTAHb B TOUKI
M no doxkycis.

IV.88. Eainc, cuMeTpUYIHUN IIOJ0 OCEN KOOPIUHAT, (POKYCH AKOrO JEXKATH
Ha oci Oz, IpoxXoaAuTh Yepe3 Touky M (—4; \/51) 1 Ma€ eKCIEeHTPUCUTET 8¢ =
= %. HanucaTu piBHAHHES einica i 3HAUTHU GOKATBHI paaiyc-BeKTOpU TOUKU M .
IV.89. 3manTu noBxkuHY X0opau eminca 2 + 2y? = 18, mo JMMTE KyT Mix
OCSIMU HaBIILI.

IV.90. 3HauTu eKCIEeHTPUCUTET EiMca, AKIO BiACTaHb MK (POKycaMu I0-
PIBHIOE BiJICTaHI MiX KIHI[AIMUA BEJIUKOI 1 MAJOl MBOCEN.

IV.91. Ha erminci 922 + 25y? = 225 3maiTu TOUKy, BiICTaHb Bif AKOL JO
IpaBoro (okyca B YOTUPU pa3u OLIBIIA, HIXK BIACTaHB IO JIBOTO (GOKyca.
IV.92. OpaunaTu BCixX TOOK Kota v°+y? = 36 amenmeni Brpudi. Hamucatn
PIBHAHHA OTPUMAHOI HOBOI KPUBOI.

IV.93. BusuatuTn TpaekTopito Touku M, sKa, PyXaioUucCh, 3aIUMIAETHCI

BABI4l 6imxk4ae 1o Touku F(—1;0), mixk 1o npavoi z = —4.
2,2
IV.94. 3uantu 10BXUHY XOPIM €IITICA, —+ Z—z = 1, mo HapAMJIEHA B3 TOBXK
a

miaroHaJll IPAMOKYTHUKA, TOOYI0BAHOT'O HA OCAX eMIirca.

IV.95. 3mafty cmitbHi Toukn ermimca x2 + 4y® = 4 i xoxa, MO IPOXOIUTD
gepes HOKYyCH elirnca i Mae IeHTP B UOr0 ”BepXHIN~ BEPIIUHI.

IV.96. Ha mpsamiu x = —5 3HAUTU TOYKYy, KA ONHAKOBO BilmajeHa Bij
" niBoro” ¢oxyca i Big ”BepxubOi” BepmmHE erinca 2 + 5y? = 20.

IV.97. A6cmucu To4ox kxomxa x2 + y? = 4 36inpmeni Basiui. BusnadnTn
OJIEPXKAHY KPUBY.

IV.98. BusuauuTn TpaekTopito Touku M, sKa, PyXaiUuCh, 3aIUMIAETHCI
BTpudyi 6imxde no Touku A(1;0), Hixk 10 npsamoi x = 9.
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§7. I'imep6oJa

I'inep60oa010 Ha3WBAETLCA FeOMeTPUYIHE MICIle TOYOK, PI3HUIA BiJCTaHEN Bl KOXKHOI
3 AKAX [0 IBOX 3aJaHUX TOYOK Fj 1 Iy (q)OKyciB) € CTaJoI0 BeJININHOIO 2a, (0<2a<|F1 F2|).

Kanoniuyne piBHAHHA Trinmep6oan

22 v _
oz =L

Y,

I'inep6oua, mo 3a1aHa KAHOHIYHUM PiBHAH- M)

HAM, CHMeTPHYHA LI0LO0 OCell KoopAMHAT (pHC. 4 £
I 1 3 x
12). Bona neperunae Bicb Oz B Todukax A(a;0) < |4 al ¢

i A1(—a;0) — BepmMHaAX apaboJX i He IepeTu-

Hae Bick Oy. IlapaMeTp a Ha3WBa€THCA NINCHOIO -5

miBBiccio rirmep6osau, a b — ii ysBHOIO MIBBICCIO.
[Tapamerp c=+v/a?+b2 € BigcTaHHIO Bl POKyca
P P boxy Puc. 12

IO IEHTPA.
BijgHomenHs £=¢>1 Ha3UBAETLCA eKCIeHTpUcHTEeTOM Tinep6onn. Ipami y=+2 ¢ Ha-
3UBAIOTHCA aCUMITOTaMH Iilep6oim.
Bigcrani Big Toukm M(x;y) rimep6oam go ii ¢okyci (pokanbHi pajgiyc-BeKTOPH)
BU3HAYaIOTh 3a POPMyIaMI
ri=lez—al, ro=le z+al.

lNimep6ona, B AKOi a=b, Ha3UBA€ThCA PIBHOCTOPOHHBOIO, ii piBHAHHA z2—y?=a?, a

PIBHAHHA aCUMITOT y==z.
2

. 2 . 22
linep6omn %5 — 4z=11i 45 — L3 =1 Ha3UBAIOTHCA CIPAKEHUMU.
a b a

o=
SRS

IV.99. Hamucaru kaHOHIYHE PIBHAHHSA TinepOOJu, 3HAIOTH, 110 BiACTaHI Bl

omuiel 3 ii BepruH 10 POKyCiB JOpiBHIOIOTH 9 1 1.

IV.100. Ilo6yaysaru rimep6oay x> — 4y?> = 16 i ii acummroTn. 3HalTH

doKyCcH, eKCIEHTPUCUTET 1 KyT MiK aCUMITOTAMU.

IV.101. Ha rinep6oui 22 —4y? = 16 B3aTo Touxy M 3 opauHaTomo 1. 3HalTn

BigCcTaHb Big Hel 10 (POKYCIB.

IV.102. Hamucatu kaHOHiIUHE DiBHAHHA rimep6oiau, 3Ha0YM, mO: 1) Bia-

cTaHb Mixk (okycamu gopisioe 10, a Mix BepmmHaMu 8; 2) gilicHa HiBBiChH

a= 2\/5, a eKCIIEHTPUCUTET € = /1, 2.

IV.103. Tinep6oaa, cuMeTpudHa IOA0 OCEU KOOPIAMHAT, MPOXOAUTEL Yepes3

Touky M (6;—2v/2) i Mae ysaBuy miBBich b = 2. Hammcaru ii piBmammsa i

3HAUTHU BiACTaHb Big Touku M 10 POKyciB.

IV.104. 3ma@Tu TOYKY MepeTWHy acuMITOT Timepbomu r? — 3y? = 12 3

KOJIOM, SIKa, MAa€ LIEHTP Yy MpaBoMy (OKycCi rimepOoIn i IpOXOIUTh depe3 IMo-

9aTOK KOODUHAT.

IV.105. Hamwucatu piBHAHHA ginepgonn, AKa Mae BepHIrHHN B (OKycax, a
Y

OKyCH — B Be ax emimnca — + =— = 1.
dOKyCr — B BepIINHAX €I 25+9

IV.106. Hanucarn piBHAHHA Timep6oan, SKa Ma€e eKCIEHTPUCHTET € = /2,
npoxoauTh Tepes Touxy M (2a;av/3) i cuMeTpuuHA MO0 OCEH KOO IUHAT.
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IV.107. To6yaysaru rinepbory y? = x? + a?, 3HANTH KOOPAWHATH ii (ho-
KyCIB 1 KyT MIXK aCHMITOTAaMH.

IV.108. Timep6ora, mpoxoauts wepes Touxy M (6;3v/5/2), cumerpuana
MO0 OCeM KOOPAWHAT 1 Mae miucHy miBBick a = 4. Hamucartu piBHAHHA
MIEePIIEHINKYIAPIB, OMYIIEHNX 3 JiBOT0 (GOKyca rimepOboau Ha il aCUMIOTOTH.

IV.109. 3uauTu BigcTans Big GoKyca rimepboim R 1 1o ii acumoToT
1 KyT MiX aCUMITOTAaMHU.

IV.110. 3HauTH eKCHEeHTPUCUTET TimepOoJaM, aCUMITOTA AKOl yTBOPIOE 3
mincHoo Biccio KyT: 1) 60°; 2) a.

IV.111. Busuauutu TpaekTopio Touku M (x;y), Aka, pyXaoIuch, 3aJuIa-
€ThCsA B4l 6imKde 1o npaMol x = 1, mix mo Touku F'(4;0).

IV.112. Ha rinep6omi 922 — 16y? = 144 3mailTé TOYKY, BigcTaHb Big AKOi
10 JTBOTO (DOKyca BABIYUI MEHIIA, HiXk 0 MPABOTO.

IV.113. Touka M ximuTsh BigcTamb Mixk (oxycamu rimepbomu 9z2 — 16y% =
= 144 y siguomenni FA1M : MF = 2 : 3, ne F} — aiBun ¢dokyc rinep6oun.
Yepes Touxy M nposegeno mpsaMy mig KyToMm 135° no oci Ox. 3HauTu TOYKA
TIepEeTHUHY IIi€l IPAMOL 3 aCUMITOTAMU TinepboJn.

IV.114. Busumauutu TpaekTopiio TOYku M, AKa, PyXalOInCh, 3aIUMIAETHCI
BABi4l gami Big Touxku F'(—8;0), mix Big mpamol x = —2.

§8. ITapabosa

¥

Iapaboaoto Ha3UBAETHLCA NeOMeTpPUYHE Miclle TO-
490K, OJHAKOBO BiJJaleHUX Bij 3ajgaHol Touku (dokyca)
i 3agaHol npsAMol (AupeKTpucH).

Kanoniune piBHAHHA mapabojaud Ma€ BUIVIAL

y2=2px.

[Mapa6ona y>=2pz Mae poKyc F(%;O) 1 JUpeKTpucy

z=—5; oxkasbHUN pajiyc-BeKTOp TOYKYM M (z;y) Ha HIN

r=z+%.

Puc. 18
IV.115. HamwucaTtu piBHAHHA T€OMETPUIHOTO MICIA TOYOK, IO OTHAKOBO
Bignaneni Big Touku F'(0;2) i Big npamoi y = 4. 3HAUTH TOYKY [EPETUHY
iei KpUBO1 3 OCAME KOOPIUHAT 1 mOOyAyBaTH ii.
IV.116. Hamucatu piBHAHHA MeOMETPUIHOIO MICIT TOYOK, SKI OTHAKOBO
Bl JaJIeHl Bil MOYATKY KOOPAUHAT 1 Big mpsaMol ¥ = 4. 3HAUTH TOYKU Iepe-
TUHY ITi€i KPUBOI 3 OCAME KOOPIUHAT 1 MOOyAyBaTH ii.
IV.117. Hamucatu piBHAHHA I€OMETPUYHOI'O MICIS TOYOK, AK1 OTHAKOBO
BiJaJieHl BiJ IOYATKy KOOPAUHAT 1 Big mpsaMoi ¥ = —4. 3HaUTU TOYKU
IepeTUHy i€l KPUBOI 3 OCAME KOODJAUHAT 1 MO0y yBaTH ii.
IV.118. Hamwucatu piBHAHHA I€OMETPUYHOI'O MICIS TOYOK, AKI OTHAKOBO
Biggasteni Bix Touku F'(2;0) i Big npsamoi y = 2. 3HaUTHU BepIIuHy mapaboun,
TOYKM MEPETUHY Ili€l KpuBoi 3 Biccro Ox 1 moOyyBaTH il.
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IV.119. Ilo6yayBaTu napaboau,aKi 3a1aHO PIBHAHHAMU:

1) y* =4a; 2)y> = —da;  3) 2® =4dy; 4) 27 = —4y,
BiAMITATH 1XHI (POKYCH 1 3aKUCATH PIBHAHHA JUPEKTPIUC.
IV.120. Hanucatu piBHAHHA mapabo/u, mo:
1) npoxoauts yepes Touku (0;0) i (1; —3) i cumerpuuna mwoxo oci Oz;
2) mpoxoauts depe3 Touxu (0;0) i (—1;2) i cumerpuana mwogo oci Ox;
3) mpoxonuts depe3 Touku (0;0) i (2; —4) i cumerpuina mwoao oci Oy;
4) mpoxoauts depes Touxu (0;0) i (2;4) i cumerpuyna mono oci Oy.

IV.121. Hamucaru piBHAHHA KOJa, SKe Ma€ IeHTP y (oKyci mapabomn y2 =
= 2px 1 JOTUKAETHCA 11 JUPEKTPUCH. SHAUTHU TOYKM IIepeTHHY mapaboin i

KoJ1a.

IV.122. Hamucatu piBHAHHA mapaboau i 11 AUpeKTpucH, AKIo mapadonaa
IIPOXOIUTE Yepe3 TOYKHU mepeTury mpaMoi x +y = 0 i koma 22 +y? +4y =0

1 cumeTpuyHa om0 oci Oy. [TobyxyBaTu KoI0, IpAMY 1 mapadoay.

IV.123. Ha mapa6omi y> = 6z 3HAHTH TOUKY, POKATLHUI paJiyc-BeKTOD

AKOl mopiBHIOE 4,5.

IV.124. Hamwucatu piBHAHHA mapaboau i 11 AUpeKTpucH, AKII0 mapadona
IPOXOJUTE Yepe3 TOUKU MepeTHHY mpAMOi y = ¥ i xoma a2 + y2 + 62 =0 i

cumerpudHa moao oci Oz. IlobygyBaTu Koj0, mpsaMy i mapabouy.
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PO341JIV
AHAJIITUYIHA TEOMETPIA B ITPOCTOPI
61. PiBHAHHSA ILIOLIUHYA

1°. Pi8HAHHA NAOWUHY, AKA NPOTOIUMD uepe3 3a0aHY MOUKY NEPREROURYAAPHO 00
3adanoeo sexmopa. Hexanm M(z;y;z) — goBlibHa Touka miommuu (puc. 14). Toxi piBHAH-
HA IUIOUIMHY, AKa IPOXOAUTHL 4Yepe3 TOUKY Mo(zo,Y0,20)
IepIeH INKYJIAPHO 10 BeKTopa i=(A;B;C) Mae BUIJIA]

A(z—z0)+B(y—yo)+C(2—z0)=0.
2°. 3azaavne PIBHAHHA NAOUWUNY. 3arajJbHe PiBHA-

HHA IJIONIMHYU Ma€ BUTJIAL
Az+By+Cz+D=0.
-, BekTop ©=(A;B;C) € BeKTOpOM HOpMaJl IO ILIONIUHHU.

3°. Pi8HAHHA NAOUWUHU, WO NPOTOIUMb UEPES MPU

mouru. Slkmo M(z,y,z) — JOBlIbHa TOYKa ILIOUIMHU, TO

Puc. 14 BekTopu M; M, M;Ms, M;M; KoMILIaHApHI 1 PiBHAHHA
ILIOIIVHY, AKa IPOXOMUTh Yepe3 TPU TOYKU M1 (z1,y1,21),
M (w2,y2,22), M3(z3,y3,23) Haby e BUIVIALY:
T—T1 Y=y z—z1
To—x1 Yya—y1 2z2—z1 |=0.
T3—T1  Y3—Y1 2Z3—21
4°. PieHAHHA NAOWUHY Y 6i0pI3KaAT Ha ocAT. PIBHAHHA IUIOIIVMHU y BiApi3kax Ha

OCAX Ma€ BUIVIAL

V.1. lobyaysaru wiomunn: 1) 5z —2y+32—10=0; 2)3z+2y—2z=0;
3)3x+22=6; 4)2z—-7=0; 5)2x4+y—2+6=0;, 6)xz—y—2z=0;
Ny—2248=0; 8 2xr—-5==0; 9)z+z=1 10)y+z=0.

V.2. llobyaysatu miomuun 1) 2x4+3y+62—12=0; 2)2r—2y+z—-6=0.
3HAUTU KyTH, IO YTBOPIOIOTH 3 OCAMEI KOOPAUHAT HOPMAJI [0 IUX ILIOIIAH.
V.3. Yepes Touky M (—1;2;3) npoBemeHa IIIOMMHA NEPIEHINKYIAPHA 10
OM . Hanucaru ii piBHAHHS.

V.4. 3anano Touku M;(0; —1;3) i M3(1;3;5). Hanucaru piBHAHHS mwiomu-
HU, IO TMPOXOAUTH Yepe3 TOYKy M; 1 mepneHAuKyJApHa OO BEKTOpa 7l =
M, M.

V.5. Hanucatu piBHAHHS IVIOMIMHIY, 10 IPOXOAUTH depes Touku M7 (0;1;3)
i M>(2;4;5) napamnensso 1o oci Oz. IToOyayBaTu L0 ILIOMIMHY.

V.6. HanucaTu piBHAHHA IUIOMWHY, IO IPOXOAUTD Yepe3 Touku My (2;2;0)
i M (4;0;0) mapaneasuo 1o oci Oz. [loGynyBaTu 3a1aHy ILIOMIKHY.

V.7. HanucaTtu piBHAHHA ILIOMINUHU, AKA IPOXOAUTL Yepe3 Bich Oz 1 TOYKY
M;(2; —4;3). oGy ayBaTu 3ajaHy [JIOMIAHY .
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V.8. HanucaTu piBHAHHA INIOMKHMY, 10 IPOXOAUTE depe3 Touky M (2; —1;3)
1 BIITUHAE HA OCAX KOOPAUWHAT PIBHI BiApI3KWU.

V.9. Hanwcaru piBHAHHS INIOLIMHI, IO IPOXOAUTE Yepe3 Touxy Mi(—4;0;4)
1 BigTuHae Ha ocax Ox i Oy Bigpisku a =41 b = 3.

V.10. HanucaTu piBHAHHA IIOMIMHY, 10 IPOXOAUTH Yepes Touku M (1;1;4),
M5(2;1;2) 1 M5(1;-1;2).

V.11. Hanucaru piBHAHHSA WIOMUHYA, 10 BigTrHAE HA ocax Oy 1 Oz Biapiskuy,
yaBidi 6labmi, Hix Ha oci Oz, 1 npoxoauTs Yepe3 Touky Mi(1;—3;5).
V.12. HanucaTtu piBHAHHA ILUIOMIMHY, IO HapajeabHa 10 oci Oy 1 BiaTuHAE
Ha ocax Ox 1 Oz Biapisku a i ¢. [ToGyayBaTu 110 ILIOMIKUHY .

62, KyT mix miommaamu. BigcTadb BiJf TOYKH JO ILIOIUHM.
PiBHAHHA ImydYKa ILIOINMH, IO IPOXOJATH Uepe3 JiHII0 epeTuHy
OBOX 3aaHUX ILIOLIAH

1°.  Kym mioc naowuramu. KyT MK mirommHaMu Ajz+Biy+Ciz2+D1=0 1 Asx+
+Boy+Caz+D2=0 3a10BOJbHSE CITIBBIIHOIIEHHS
77 1D A1 As+B1 Bo+C1Co

niny 4 ,
Inil-n2] = | /A2y B2+ 02\ /A2+ B2+C2
ne iy 1 i — BeKTOpHM HOpMaJel 10 iIomuH Ajz+B1y+Ciz+D1=01 Asz+Bay+Coz+Da=0

cos p==%

BI/ITTOBITHO.

Ymosa napaseabrocmi naowun

Ymoea nepnenoukysaprocmi naowun
A1A2+B1 B2+C1C2=0.

2°. Bidcmanb 610 mouru do naowuny. Bigcranb Bix Touku Mo(zo,y0,20) 4O ILIOLUIA-
HU Az+ By+Cz+ D=0 BU3HAYA€THCA 32 (POPMYIOIO
de [Azo+Byo+Cz0| )
VA24B24C?
3°. Pi8HAHHA NYUKA NAOWUH, WO NPOTOOAMb Uepe3 ATHI0 NEPEMUNHY 080T NAOUSUN.
PiBHAHHSA mydYKa IUIONIUH, IO IIPOXOAATH Yepe3 JiHiI0 [epeTUuHy IVIOMWuH Ajz+ Biy+Chz+

+D1=01 Asz+Boy+Caz+D>=0 Ma€e BUIVIAL

a(Arz+B1y+Cr2+D1)+B(A2a+B2y+C22+D2)=0.

V.13. 3HanTu KyT MiX ILVIOIIAHAME:

Har—2y+2:—8=0iz+2—-6=0; 2)z+22—6=0ix+2y—4=0.
V.14. 3HalTH WIONVHY, AKa IPOXOAUTE Yepe3 TouUKy M (2,2, —2) napajens-
HO 10 miaomusen  — 2y — 3z = 0.

V.15. HanucaTu piBHAHHA IWIOMIKXHMY, 10 IPOXO AUTH Yepe3 Touky M (2; —1;5)
IepPIEeH TUKYIAPHO 10 miIommH 3z — 2y + 2+ 7=015x —4y+32+1=0.
V.16. HanucaTu piBHAHHA IUIOIIXHMA, IO TIPOXOAUTDL Yepes Touxku M (2; —1;4)
i N(3;2; —1) nepuesaukyaspHo 10 mwiommuu ¢ +y + z — 3 = 0.
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V.17. 3uanrtu Bigcrans Big Touku A(5; 1; —1) go miomunan x—2y—2z+4 = 0.
V.18. 3maurtu Bigcrasb Big Touku (4;3;0) 0O mWIOMUHY, MO OPOXOAUTH
gepes Touku Mq(1;3;0), Ma(4;—1;2) i M3(3;0;1).

V.19. 3HanTu BiACTaHb MiX MapaielbHuMy mwiomuuamu 4x + 3y —52—8 = 0
idr+3y—52+12=0.

V.20. HanucaTu piBHAHHS ILVIOMIVH, TAPAJEIbHUX IO ILIOMINHA T — 2y + 22—
—5 =01 BiggajJeHNX Big Hel HA BLICTAHb, IO JOPIBHIOE 2.

V.21. Hanucatu piBHAHHA ILIOMIMHY, IO MPOXOIUTE Yepe3 JIiHII0 IepeTUuHY
mwionwH 2 —y + 32 —6 =0, x4+ 2y — z + 3 = 0 i uepe3 Touxy (1;2;4).
V.22. Hanucaru piBHAHHA IIOMMHY, IO IPOXOAUTE Yepe3 TOuKy (2; —1;1)
HepIeHJNKY/IAPHO A0 mmommH 32 + 2y — 2 +4=0ix+y+2—-3=0.
V.23. 3uaiTu piBHAHHA ILUIOMVHY, IO IPOXOAUTH Yepe3 Touku (2;0; —1) i
(1; —1; 3) mepuenguKkyaspHo 10 mwiomuHu 3z + 2y — 2z + 5 = 0.

V.24. 3uautu Bigcrans Big M(1;3; —2) xo mwromunu 2z — 3y — 4z + 12 = 0.
V.25. 3HanTu NOBXKWHY MEpIeHIuKYyIApa, OmyIneHoro 3 Touku M (2;3; —5)
Ha mwIomuHy 4 — 2y + 5z — 12 = 0.

V.26. 3HanTu piBHAHHA ILIOIIUHU, TOYKKU AKOI OJHAKOBO BifJajeHi Bil TO-
qok P(1;—-4;2) 1 Q(7;1;-5).

V.27. HanucaTu piBHAHHS ILIONINH, TAPATSIbHIX 10 IIOMWHYA 2T + 2y + 2 —
—8 = 0 i BiggaseHux Bijg Hel HA BigcTaHb d = 4.

63. PiBHAHHSA HpsAMol B IPOCTOPI

1°. Pi8HAHHA NPAMOL, U0 NPOTOIUMb UePe3 3a0AHY MOUKY NAPAAEALHO O 8EKMOPA.
PiBHAHHA TpAMOi, IO NPOXOAUTH 4Yepe3 TOYKY Mo (xo,y0,20) 1 HapajelbHa O BeKTOPa

I=(m;n;p) Mae BUTIAL

(1) TZTO_y—yo __ 220
m -~ n = p 7
ze M(z,y,z) — HoBlibHa To4ka InpsaMol. PiBHsHHs (1) Ha3sMBarOTh KaHOHIYHUM DiBHAHHIM

npsaMoi. BekTop (=(m;n;p) Ha3WBaOTh HAIPAMHUM BEeKTOPOM IIPAMOI.
2°. Ilapamempuune pienanns npamoi. llapameTpudHe PIBHAHHA HPAMOI, IO Mae

BUILJIAL
z=mt+zo, y=ntt+yo, =z=pt+zo,

OTpUMaeMo, IPUPIBHIOYN KOXKHe 3 BigHomens (1) go napamerpa ?.
3°.  Pisnanna npamoi, wo nporodumb uepe3 06t mowku. PIBHAHHA HOpPAMOI, IO

NIPOXOJUTH 4Yepe3 ABI TOYKU Mi(z1;y1;21) 1 Ma(w2;y2;22) Mae BATIAL

rT—r1 _ Y—y1 zZ—z1

T2—®1 Y2—Y1 z22—21

4°. Bazaavmne prewaAMHA NPAMOT. 3arajJbHe PIBHAHHA IPAMOI Ma€ BUIVIAL
{ Arz+B1y+Ci12+D1=0,

Asz+ Boy+Coz+D2=0.
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5°. PisHAHHA npamoi 6 npoeryiar. PIBHAHHA NPAMOI B IPOEKIIAX Ma€ BUIVIAL
r=mz-+zg,
{ y=nz+yo.

V.28. PiBasauusa npsamoi 20 —y+32—1=015x+4y — 2 — 7 = 0 3BecTn 10
KAHOHIYHOT'O BUIVIATY.
V.29. HamumcaTtu piBHAHHA OPSAMOI, IO NPOXOAuTh depe3 Touky A(4;3;0),
mapaJeJbHO 10 BEKTOPa P= (=1;1;1). ITobyayBaTu o npsamy.
V.30. HamumcaTtu piBHAHHA OpAMOi, IO IpoxXoauTh depes Touky (0; —4;0),
mapaJeJbHO 10 BEKTOPa 13(1; 2;3).
V.31. Ilo6yayBaTu mpsmi:

Hy=3,2=2;, 2)y=2,z=xz+1; 3)ax=4z2=y
1 BU3HAYMUTH iXHI HAIPAMHI BEKTODH.
V.32. PiBuanua npavoi 22 +y + 82 — 16 =0, z — 2y — z 4+ 2 = 0 HanucaTtu
B KQHOHIYHIN (POpMI.
V.33. Hanucaru piBHAHHA OPsMOI, IO IPOXOAUTDH Yepe3 Touku A(—1;2;3)
i B(2;6;—2), 3uanTu ii HAIPAMHI KOCUHYCH.
V.34. HanucaTu piBHAHHA TPAMOI, 10 IPOXOAUTH Yepe3 Touky N (5; —1; —3),
napaJieabHO 10 mpsaMol 2z + 3y + 2z —6=0,4r -5y — 2+ 2 =0.
V.35. HanwucaTtu piBHAHHA Ta MOOYAyBATH IPAMY, IO MPOXOIUTH HUepe3
rouku A(2;—1;3) i B(2;3;3).
V.36. Hanucatu mapamMeTpuyiHe PIBHAHHSA MPIMOL:

1) mo mpoxozuts 4epe3 Touxky A(—2;1;—1), mapaieibHO O BEKTOPa
P = (1;-23);

2) mo mpoxoauTk depes Touxku A(3;—1;4) i B(1;1;2).
V.37. HanucaTtu piBHAHHSA OPAMOI, IO NPOXOAUTE Yepe3 TouKy A(a;b;c):

1) mapaaensso 1o oci Oz; 2) mepneHauKyaapHo 1o oci Oz.
V.38. 3manTu KyT Mix npamomw r = 2z — 1, y = —2z + 1 i npamoro, 1o
IPOXOUTH Yepe3 MoYaToK KoopauHat i Touxy A(l; —1;—1).
V.39. 3HauTu KyT MiX OPAMUMU:

1 r—y+z—-4=0  [(ar+y+z-4=0

) {2x+y—22+520 ' { 20 +3y—2—-6=0"
5 20 —y—7=0 3r—-2y+8=0
){2x—z+5=0 ' {z=3x ’

Brasiexa. HanpaMHUU BEeKTOpP KOXKHOI 3 MpPAMHUX MOXKHA BU3HAYUTU AK BEKTOPHUU
106yTOK HOPMAJbHUX BEKTOPIB ILIOMIUH (13:]\71 ><]\72).
V.40. IloxazaTu, mo mpama g = % = ; IePIEeHINKYIAPHA 10 MPSIMOL T =
=z+1ly=1-=z.
V.41. HanucaTtu piBHAHHA OPAMOI, IO IPOXOAUTH depe3 Touky (—4;3;0),
mapajienbHo 10 OpsaMol ¢ — 2y+ +z2 =4, 2x +y — 2z =0.
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V.42. Hanucaru piBHAHHA NEPIEHIUKYIAPA, OMYIIEHOrO 3 TOYKU (2; —3;4)
Ha Bick Oz.
Bxasziexa. lllykaHa npAaMa NpoxXoJUTh Ie depe3 To4Ky (0;0;4).

V.43. 3uauntu Bigcrass Big Touku (2; —1;3) go mpsamoi
r+1 y+2 z-1

4
Bxasziexa. Touka A(—1;—2;1) J1eXuTh Ha UpAMil; p(3;4;5) — HANpPAMHUU BEKTOD
3agaHoi npamoi. Toxi d=|AM|sin a:|AM\%:%.

V.44. 3uautu Bigcrans Big Touku M (3;0;4) xo mpamol y = 2z + 1, z = 2.
V.45. llo6yaysaTu npamy ¢ = 3, z = 5 i 3HAUTHU 11 HATPAMHI KOCUHYCH.
V.46. 3uanTu BiACTaHb MiX MapaATCILHUMU IPAMUMU

r—2 y+1 2z+3 ; r—1 y—-1 z+1

1) = = ;
1 2 2 1 2 2
2)x—2 y+1 2z xz—-7 y—-1 2-3
= — = =1 = =
3 4 2 " 3 % 2
V.47. Y piBHAHHAX MPAMOIL 5= % = — BHU3HAYUTU HapaMeTp n Tak, Moo
— n
z+1 y+5 =z ..
I IPAMA IEPETUHAMACA 3 IPAMOIO s - 5 —1 1 3HAUTHU IXHIO TOYKY
epeTHuHy.
84, IIpsaMa i mwiommHAa
1°. Kym mioe npamoro i naowurnoto. KyT Mix npsMoro m:nmo :y—nyo:z—pzo 1 miIo-

muHOI Az+ By+Cz+ D=0 3a/J0BOJIbHAE CIIiBBiJHOIICHHA
|Nﬂ _ |Am+Bn+Cp|
IN|-|I] A2+B2+CQ\/m2+n2+p2.

Ymosa napaaeavnocmi npamoi i naowguny (7 L17)

sin p=

Am+Bn+Cp=0.
Ymosa nepnenouryaaprocms npamoi i naowuUHY (ﬁ H
A_ B _C

m n P’

~

2°. Toura nepemuny npamoi © naowyuru. [Jis 3HaAXOKEHHS TOYKHU IIePEeTUHY IPAMOI
1 IomuHY Tpeba mapaMeTpUdHe PIBHAHHA IPIAMOI
r=mt+xg,
y=nt+yo,
z=pt+zo
MiCTABUTHU B PIBHAHHA IUOMUHA Az+By+Cz+D=0 i 3HaUTH t., a TOTIM T¢, Y, 2c. Ko-

OpAVWHATHU TOYKHW IIEpEeTUHY HpHMOi i INVIONIVMHY Ha3WBAIOTHCA CJIi,I[OM.

3°. Ymoea posmiwenns 080T NPAMUL 6 00HIT NAOULUHT.
"

! ! ! " n
; s TT%9  _ Y7Y% - 2T s TTTo  __ YTY _ 2”29
[IBi mpami = = 1 = = JexaTh B
m 1 n 1 P 1 m 2 n 2 P 2
O/IHIN ILIOMIMHI, AKIIO BUKOHYETHCS CIIBBI/HOIIEHHS
! " ! " ! "
To—To Yo~Y 2o %0
mi ni p1 =0.
m2 n2 P2



V.48. Tlo6ynyBatu miomuuy - + y — 2 = 0 i OpAMYy, 10 IPOXOIUTDL UYepe3

touku A(0;0;4) i B(2;2;0). 3HauTH TOYKY [MEPETUHY NIPAMOI 3 IVIOMIUHOIO 1

KyT MIXK HUMH.

V.49. 3mantu KyT MiXK mpaMmon y = 3z — 1, 2z = —3z + 2 1 IWIOWIKHOKO

2r+y+2—-4=0.

x+1 y+1 2z-3
-1 3

z+1 y+1 2+4+3 . .
=7 =3 JIEXKUTD y UiN ILTOIINHI.

z—2

V.51. HanucaTu piBHAHHA INIOIIWHY, IO IPOXOAUTL Y€pPe3 MPSAMY ] =

V.50. Iloxasaru, mo mpsama napaJjeIbHa, ILIOIIIMHI

2 +y — 2z =0, a npama

y—3 z+1

5 i Touky A(3;4;0).

V.52. Hanucatu piBHAHHA ILIOIIMHY, KA NPOXoauTh udeped A(—1;2;—3)
MEePIEeHINKYIAPHO 10 OpsaMol x = 2, y — z = 1.

z—1
V.53. Hamucatu piBHAHHA IUIONIMHM, IO MPOXOIUTDL Uepe3 MPAMY ] =
_y+1l 242
=5 =

V.54. Hanucaru piBHAHHS IIOMIXHMA, III0 IPOXOIUTH Ue€pe3 MapaaelbHi IPaMi

x—3 'y z—1. z+1 y-1 =

2 1 2 2 1 2

V.55. HanucaTu piBHAHHA HPsAMOI, IO IPOXOAUTH Y€Pe3 MOYATOK KOOPIU-
HAT 1 yTBOPIOE piBHI KyTu 3 miommHaMu 4y = 3z, y = 01 z = 0. 3gauTu mi
KyTH.
V.56. 3uanTu TOYKy mepeTuHy mpsaMoi x =2t — 1,y =t+2, z=1—1t3
ILIOMWHOIO 37 — 2y + 2z = 3.

IePIEeH TNKY/IAPHO 10 IJIOMWHY 2T + 3y — 2 = 4.

-1 1
V.57. 3HaUTH TOYKY MEPETUHY MIPAMOI g S A Z; 3 IIOIIMHOIO

1
r+2y+32-29=0.

V.58. 3HauTu HAUKOPOTIILY BiACTAHb MiXK MUMOOIXKHUMU IPAMUAMU
z+1 'y z—-1. 2z y+1 2z2-2

1 1 2 ‘1773 T 1

Bxasziexa. 3HaUTH BUCOTY IapaJjelelilejfa yTBOPEHOI'0 HANPAMHUMY BEKTOpPaAMU

IUX NPSAMHUX 1 BEKTOPOM, IO 3’€HYE 3aaHi Ha HUX TOYKU.
V.59. Hanucaru piBHAHHS NepIeHIUKYIAPA, OILyIIeHoro 3 Touku (2; 1;0) Ha
npamy =3z — 1, y = 2z.

. =2 y—4 z-=2
V.60. Ilokaszaru, mo mpsami x =z — 2,y =2z+ 11 5 = 1 1

MEPETUHAIOTHCA, HANMCATU PIBHAHHA ILIOIINHY, B AKX BOHU PO3TAIIOBAHI.

V.61. HamucaTu piBHAHHS IIONIAHMA, III0 IPOXO AT Uepe3 MapateibHi IpaMi
r—1 y+1 2z-2 2 y+1 2z-1
= = ] - Y= = —
1 -2 3 1 -2 3
V.62. 3HanTu HAUKOPOTIIY BiACTaHBL MiXK MUMOOIXKHUMHI IPAMAMU
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r—9 y+2 z.z y+7 z-2

1 3 127 9 T 2
V.63. 3 Touku (3; —2;4) omycTUTH HEPUEHIUKYIID HA ILIOWUHY 5T — 3y—
—7z+1=0.

V.64. Hanucatu piBHAHHA IUIOIIMHYA, U0 IPOXOIUTH Yepe3 TOuKy (3;1; —2)
. r—4 y+3 =z

1 4epe3 mpaMy 5 =5 —7T

V.65. I[lo6yayBaTu WIOMMHY § = 2, IpAMY £ = —2 + 1, y = 2 1 3HauTH:

1) TouKy IXHBLOTO mepeTuHy; 2) KyT MiXK HUMH.
r+3 1 z4+1

+ :y—; = _{ ix=3z—4,y=2+2
NEepeTUHAIOTHCA. SHAUTH TOYKY IXHBOT'O TEPETHUHY.

V.67. Hanucaru piBHAHHA NEPIeHAUKYJIPA, OMyIIeHoro 3 Touku (1;0; —1)

rz+1 y-—1 z
HA OpAMYy —— = —— =

V.66. IlokasaTu, o mpami

1 2 -3
V.68. 3uantu npoexuio Touku M (3; —2;4) na miomuny 5z —3y—7z+1 = 0.
1
V.69. 3uanTu npoexuio Touku A(2;1;0) Ha mpsamy % = % =z

V.70. 3uauTu Touky, cumerpudny touui B(3;2; —4) mono:
x+1 y—-1 =z

1) mwrommun 2x + 2y — z = 5; 2) mpsamoi 5 3
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PO3IIJ VI
BCTYI 10 MATEMATUYHOI'O AHAJII3Y

§1.Muoxunu. [incui yucaa. Jloriuna cumBoika

SKII0 KOXKHUU elleMeHT MHOXKWHU A € OHOYACHO eeMeHTOM MHOXKWHU B, TO MHOXWUHY
A Ha3suBaIOTH NIOMHOHCUNOI0 MHOKUHU B i sanucyioTb ACB. 3 Toro, mo ACB i1 BCA ,
BUILIUBaE, o0 A=B.

06 ’ednannam MHOXKAH A 1 B Ha3MBalOTh MHOXKUHY, 110 CKIAJAETHCA 3 €JIeMeHTIB, AKi
HaJexXkaTh X04d OfHIN 3 MuX MHOXKUH. O6’c¢IHaHHA MHOXKMH A i B mosHadaioTb AUB.

Ilepepizom MHOXWH A 1 B Ha3sMBAalOTh MHOXKWHY, II0 CKJIAJA€THCSA 3 €JeMEHTIB, AKi
OJHOYACHO HAJeXKaTh AK M0 MHOXWUHUM A, Tak 1 go MHOkuHU B. Ilepepis mHOxXuH A 1 B
nosHavaloTb ANB.

CrpaB/KYIOTHCS PIBHOCTI:

1) AUB=BUA i ANB=BNA; 2) AU(BUC)=(AUB)UC i AN(BNC)=(ANB)NC;
3) (AUB)NC'=(ANC)U(BNC) i (ANB)UC=(AUC)N(BUC).

Piznuyero MHOXKUH A 1 B Ha3uMBalOTh MHOXKUHY C, fKa CKIATAETHCA 3 €JIeMEeHTIB, IO
HaJeXkaTh 10 A, alle He HajleXxaTh 1o B. PisHuiio MHOXHUH A 1 B mo3HadaioTs A\B.

MHOXUHY, eleMeHTaMH AKOl € BCl BHOPAJKOBaHI mapu (a,b), ne a€A, bE B, Ha3UBAIOThH
dexapmosum dobymrom MHOXKWH A i B i mosHadaioTh AXB. 3ayBaxkuMmo, 1m0 Ax B#
#BXxA, Ko A#B.

BykBamu N, Z, Q Ta R nmo3HavaloTh BiJIOBIJHO MHOXKWHM HATYPaJbHUX, IIJINX, palio-
HaJbHUX 1 JicHMX 4ucena. HasBaHi MHOXWHM ITOB’A3aHi cIiBBigHOmeEHHAM NCZCQCR.

A6COMIOTHOIO BEININHOIO, a60 MOIYJIeM NINCHOTO YNCTa ¢ Ha3WBAIOTh HEeBll €éMHe THICIO

z, xouam x>0,
|z|=

—x, xoau x<0.

Jloz2iunt cumsoau. 3anuc aAf o3Hadae “a i 37, 3anuc V[ o3Hadae "« abo 37, a 3amnuc
—o O03Ha4ae 3amepedeHHsa a (He "a”).

3amnuc a<»3 o3Ha4da€e: TBEP/IKEHHS o eKBIBaJeHTHE TBEPKEHHIO 3, TOOTO 3 o BUILIMBAE
(3, 1 HaBIlaK#, a 3anuc a=-(3 Tpeba po3yMITH, IO TBEPIKEHHS (3 BUILINBAE 3 TBeP/KEHHSI
a (ale He HaBIAKM).

3anuc Vo €X 9uTaeThCA: s 6y Ib-AKOT'O (;[JIH Bcix) z€X, a3anuc Jx€X: icHye (MO)KHa.
3HaI7ITI/I) reX. Hanpukiaan, 3anuc Vb>0Ja V: % +az+b>0 Tpeba YUTATU: IJIA OYAb-AKOT'O

qucia b>0 3HAAeTHCA TUCIO a, MO A BCIX © BUKOHYETLCHA HEPIBHICTEH x24az+b>0.

VI1. Hexan A={x € R| -1 <2 <2}iB={reR|l <z <4} 3uantn
AUB, ANB, AN Bi B\ A
VI.2. Hexan A = {z e N|2 <z < 6}iB={zrxe€Z|-1<zx <4}
C ={z € N|z? —4 =0}. 3 AKHUX €JIEMEHTIB CKIAJAI0THCA MHOKWUHU:

1) BUC;2) ANBNC;3) AUBNC;4)AU(BNC); 5) AxC;6) Cx A?
VI.3. [loBecTu piBHOCTI:

1) AN(ANB)=ANB; 2)ANB~C=A~N(BUC);

3) (ANB)NC=(ANC)~(BUA).



VI1.4. [lepeBipuTu NpaBUIbHICTH BKIIOYEHD

1) (AUB)NC CAU(BNC); 2)(AuC)~BC(A~B)UC.
VI1.5. 3anucaru pamioHaibHl 1pO6H %; é—l; %; —15—7 V BUIVIAIl HECKIHYEHHIX
IeCATKOBUX TPOOIB.
VI.6. Hogaru y Burmani panioHaasHuX Apo6is uucaa 0,125; 0,(3); 2,4(35);
0,2(9); 3,13(26).
VI.7. [osecTu, mo cyMa PalliOHAJBLHOTO U iPPALIOHAILHOTO YUCE] € TUCJIO0
ippamionaabHe. Yu Moxke OyTH PAIlOHAJIBLHOIO CYyMa ABOX 1PPAIlOHAJLHUX
qucen’
VI.8. [loBecTu TBEpIKEHHS:

1) (Va € B) : (ja] > 0) A (Ja] = | —al) A (~la] < a < |a]);

2) (Va € R)(Yb € R) : |a+b| < |a|] +1b];

3) (Va € R)(Vb € R) : |ab| = |al|b].
V1.9. [loBecTu HEPIBHOCTI:

1) Ja— b > [Ja] - [b]};

2) |z +x + a2+ x| 2] — (|| + |z + -+ |2n)-
VI1.10. Posp’s3aTu HEpiBHOCTI:

1) ]z + 1] < 0,05; 5) |+ 2|+ |z — 2] <12
2) |z — 2| > 10; 6)|le+1—|z—1>1;
3) 2| > |z +1]; e +1] -z = 1] < 1
4)22 - 1| < |z —1f; 8)|z(1 — x)| < 0,05;

62. KoMIuiekcHi dmcia

Bupas z=z+iy, e @,y — AilicHi Yucaa, i — yABHa oauHUNA (i>=—1), HA3UBAIOTH KOM-
IUIEKCHUM 9YUCIOM y ajrebpuunin gopmi. Yucaa Re z=z Ta Im z=y Ha3WBaloTh BiAIOBIIHO
NIMCHOIO W YABHOIO YaCTUHOIO KOMILUIEKCHOT'O YhCIa. UMCIO Z=r—iy Ha3WBAIOTL CIIPAKe-
HUM [0 4YuClIa 2=x+1Yy.

il HaJl KOMIUIEKCHUMU YUCIAMU 21=T1+1iy1 Ta zo=c2-+iy2 BUKOHYIOTHCSI TaK:

z1+zo=(z1+w2)+i(y14y2); z1-ze=(z122—y1Y2)+i(T2y1+T1Y2);
z1_21Z3 __ZT1ZT2HY1Y2 | . T2Y1—T1Y2
2o zoZo mg—&-yg + mg—&-yg
Skmo Ha muIomuHI BBeleHa AeKapToBa NMPAMOKYTHa cUCTeMa KoopauHaT ¢Oy, TO BCA-

KOMY KOMILIEKCHOMY YHCIY z=wx-+ty Ha ILIONIMHI BiAmnoBigae To4uka M (z,y), IpU IbOMY
KaxyThb, IO TO4Ka M (z,y) 300pakae KOMILIEKCHE YUCIO z=x+1y.

Ilromuua Oy, Ha AKIM 306paKaIOTHCA KOMILIEKCHI YUCIa, HA3UBAETHCSA KOMILIEKCHOIO
[UIOMIMHOO, IpK HboMYy Oz Ha3MBAKOTh MHCHOIO Biccio, a Oy — YABHOIO BICCIO.

YHucino r=4/z2+y? Ha3UBAIOTh MOJAYJEM KOMILIEKCHOI'O YHUCJIa z=z-+iy 1 HO3HAYAIOTh
|z|. MoayaIb KOMILIEKCHOT'O HHCJIa JTOPIBHIOE BifcTaHI J0 To4Yku M(z,y), AKa 300paxae
KOMILIEKCHE YMCJIO, Bl movYaTKy KoopauHaT. KyT ¢, AKAU yTBOpIOE BEKTOP OM 3 momaT-
HUM HalpAMOM oci Oz, Ha3UBalOTh apr'yMeHTOM KOMILIEKCHOT'O YMCJIa 1 TO3HAYAIOTh Arg 2.

3amuc z=r(cos ¢+isin ¢) HA3UBAIOTH TPUTOHOMETPUIHOIO (HPOPMOIO KOMILIEKCHOT'O THCIA.
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b b-AKe KOMILIeKCHe 4ucio z#0 (|z|#0) Mmae apryMeHT AKUK € PO3B’A3KOM CHCTEeMU
@

H T .
plBHHHL COos p= ? , SINn = % .

[lii HaJ KOMINIEKCHUMU 9IUCIaMU B TPUT'OHOMETPUYIHIN (POPMI BUKOHYIOTHCA TaK:
r(cos p+isin @)ry(cos p1+isin @1)=(r+r1)[cos(p+p1)+isin(e+e1)].

r(cos p+isin ) r .
T1(cos prfisinpr) — ry L(Cos(p—p1)Fisin(p—ep1)].

[r(cos p+isin¢)]"=r"(cos np+isin ne).

A/ r(cos p+isin p)= \/;(cos SDJerk +1sin SDJFiWk ) , nme k=0,1,2,...,n—1.

JB1 ocTanHl dpopMyan Ha3uBaloTh (Gopmyiaamu Myaspa.

Dopmyaa Ennepa

e'?=cos p+isin .

VI.11. Buxonatu nii:
a) (243i)(3—2i);  ©) (a+bi)(a—bi);  B) (3-20)% 1) (L+4)%

1 +1 2Z 4 — 3’L N3 \3
'H)l—i’ e)l—l—i’ €) 1130 x) (a+bi)” — (a — bi)".
VI1.12. Posp’sa3aTu piBHAHHS:

a)2>+25=0; 6) 22 —20+5=0; B) 22 +42x+13=0; r) 2> +8 = 0;

n) zt+4=0; e) 23 —8 = 0; e) 2%+ 64 = 0; x) x —81 =0.
VI.13. KommrekcHi qucia 300pa3uTu BEKTOPAMHU, BU3HAYUTH 1X MOIYJIL Ta
apryMeHTH 1 3aliCaTH B TPUTOHOMETPUIHIN (HOpMi:
D2=3;2)2=-23)2=3i;4)2=-2i;5)2=2-2i;6) 2 =1 +14V/3;
Ne=—V3—-0;82=4+4i;9) 2=-14+4/3;10)2=1—1i; 11) 2 = 5;
12) 2 = —vV2—iVv2; 13) 2 = =2 +iV/2; 14) z = sina + i(1 — cosa).
VI.14. Ilo6ygyBaTu 06JacTi TOYOK 2z 38 YMOBOIO:

3
a) |z <3 6)|2]>4 B)1<]|s <3 n£<¢<f;
x|zl <2 i g<<p<7r; e)2<|z|<4 i —m<ep<-T.
VI.15. 3amano To4Ky zg = —2 + 3i. IloOyayBaTu MHOXUHY TOYOK 2, IJIS

AKX |z — 2| < 1.

VI.16. 3agmano Touky zo = 3 — 4¢. IloGynyBaTu MHOXWHY TOYOK Z, IJIS
AKUX |z — 2g| < 5.

VI1.17. O6uucauru 3a ¢popmyaoo Myaspa:

a) (1+0)'% 6) 1-iv3)"; 2) (-1+0)% 1) 1-0)% 2) 2+iV12)";

4 6

e) (1+cos% +isin%) ;oe) 1+cosg+ising) ) XK) (\/g—i-i)g.
VI.18. 3maiiTu Bci 3HadYeHHA 2 = v/1 i 306pasuTu ix pajiyc-BeKTOPAMI,
o6y IyBaBIIN KOJIO, pajaiyca 1.

VI1.19. 3uanTu BCi 3HAYEHHS KOPEHIB 1 300pa3suTu iX paalyc-BeKTOPAMMU:

a) v—1; 6) V1.
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V1.20. 3uautu:
a) V1; 6) Vi; B) V/—1; r) =2+ 2.

VI.21. 3uautu cymy sinx + sin 2z + sin3z + - - - + sinnz.

in__—iw

e
21

Brasziexa. 3a dopmynoio Ennepa sanucatu sin z= .
V1.22. 3uantu cymy cos T + cos 2z + cos3x + - - - + cos nx.

§3. YucaoBa dpyHKIA

1°. Honamma Pynryii. Ko KoxkHOMY 4ucCIy x€X 3a IeBHUM IPABUIOM CTABUTHCA Y
BIMOBITHICTD €WHE YUCIO yE€Y , TO KaXyTh, III0 Ha MHOXKMHI X 3aJaHO YUCIOBY (DYHKIIIIO
y=f(x). MHOoXuHy X Ha3uBalOTh 00OJacTIO BU3Ha4deHHA (YHKINI f i mosHavaloTh Dy=X.
MHuoxuHOIO 3Ha49eHb (PYHKII f HasuBaloTh MHOXKUHY Ey={y€Y|JzcX:y=f(z)}.

DyHKIiA y=f(x) Ha3zUBaeTbCA NapHOIO, AKIO f(—z)=f(z) I HemapHOIO, AKIIO f(—z)=
——f (o).

DyHKIiO f(r) HA3MBAIOTb CTPOI'O MOHOTOHHO 3POCTal0Y0I0 (CIALHOI0), AKIIO f(z1)>
>f(z2) (f(z1)<f(x2)), Ko &1 >zz.

dyHKnio f(z) Ha3sMBAIOTH MOHOTOHHO 3POCTAI0YO0 (CmagHowo), AKmO f(z1)>f(z2)
(f(;z:l)gf(acz)), KOJU T1>T3.

2°. Obepnena Pynryia. Ko Ha geAKIN MHOXKUHI X ICHYE €[UHUN PO3B’A30K PIBHAHHA

f(@)=y,

ne yEEf, TO KaxKyTh, 0 Ha L[ill MHOXKUHI icCHye o6epHeHa 10 f DyHKIIA c=F"1(y).

Axmo yukuis y=f(z) cTporo MOHOTOHHA Ha MesAKil MHOXKUHI X, TO Ha Il MHOXKUHI
icaye o6eprena dynKIiA z=f"'(y), AKa TaKOX € CTPOr'o MOHOTOHHOIO.

3°. I'padiune 306padcenna Pyuryii. MHOXKUHY To49oK ImomuHN {(z,y)|z€Dys,y=F(z)}

Ha3WBalOTh IrpadikoM GyHKII y=f(z).

V1.23. BusuauuTyu 061acTi BUSHAYEHHSA TaKuX QyHKINN:

1 T 1 r+4
Ay==i 0)y=—= By=——>+—c ny=Vie-o*

x’ 1’ r+2 20-6
2
A)y=(4—$)\/2+x; e)y=v2+z—2% ¢)y=In(z-10)
-

x) y = logy(z — 2) + logs(2 + 2); 3) y =+sin2z; wu) y = arcsin

x .
1+’

i)y=— ; 1) y = arcsin (1 — ) + In(ln ).
sin rx
VI.24. Ha sky muoxuny E, Bizo6paxae muoxuny E, dyHkiis y = f(x),

y=1* E,={-1<s<2}
y=Ilgz, E,={10<z <100},

y = %arctgx, E,={-0<z<x}
y=ctg—, Eo={0<|z| <2}
my=lz|, E,={1<]|z|<2}.

V1.25. Busnauurn, aki 3 nux QyHKIIN TapHi, a AKI HEMAPHI:
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i@ =T e =t 3 Fa)=a
4) d(x) = a® L 5) f(x) =x sin? x — 2%, 6) fi(z) =z + 2>

a®’
VI.26. flka 3 eremenTapuux dyHKnin Mae Bractusocti f(1) = 0; f(a) =1

flzy) = f(z) + f(y)?

VI.27. flka 3 erementapunx ¢yskuin mae Bractusocti f(0) = 1; f(1) = q;
fl+y) = fa)f(y)?
2z +1

VI.28. [Mns ¢yukuil f(z) = po

-1), f (%x)
VI1.29. [Mna yuxmii p(r) = 2 o6uucautn plz+h) ; Pl = h).

VI.30. [Mna yuxmii f(z) = 42 — 22 o6aucmura f(a+1) — f(a —1).
VI1.31. f(z) = 2% — x + 1. O6uucauru f(0), f(1), f(=1), f(2), fla+1).

20 -3 3 1 1
VI.32. p(z) = ;—H O6uncantu ¢(0), p(—1), ¢ (§>, ® (;), 2@
VI1.33. F(x; y) = 2 — 3xy — y?. O6uucauru F(4; 3) i F(3; 4).

o6smenTa £(0), f(—2), f (--), fla—

V1.34. Tlo6yaysatu rpadik Jgirinaoi ¢pyHKIN y = ax npu a = 0; a = %;
a=1;a=2;a=-1.
V1.35. Ilob6ynyBaru rpadix miminaol ¢yukmii y = x + b opu b = 0; b = 1;
b=2,b=—1.
V1.36. IloGyaysatu rpadgiku JHITHIX QYHKIIN:

a)y =3z +2; 6) y =4 —2x; B)y:—§+5.
V1.37. Ha Biapisky —3 < z < 3 nobyaysaru rpadiku QyHKIIN:

a) y = 2x; 6) y =2x+2; B) y =2z — 2.
V1.38. Tlo6yaysaru rpadgikn GyHKIIN:

a)y=2% 6 y=2"+1 B y=(r—1)>
VI1.39. Ilo6yaysaru rpadik KBaIpaTHONO TPUIeHA § = ax? 4+ bx + ¢, 3BiBmm
fioro 10 BUrIALY y = yo + a(r — x0)>.

PosrusanyTu npukiamu:

a)y=4r —22%  6)y=2*-3x+2; B y=-2’+2r—1.
V1.40. Ilo6yayBaTu rpadiku HMInX paIiOHAJbHUX (PYHKIININ:

23
a)y=a’  0)y=2%  B)y=7;
x3 3 3
rfy=—3 Ay=5+L  ey=—--L
e) y =t x) y = 5xt — 3; 3) y = a® +at; n) y=a® — a3,
VI1.41. Ilo6yaysatu rpadik 1po6oBo-tiHinHOL GyHKHil (rimep6oman):
6 6 6
1) y=—; 2Q)y=—+2; y=——; 4Hy=——
Jy=; Jy=_+2 Vy=——p )y
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ar +b

V1.42. Tlo6yaysatu rpadik ApO6OBO-TiHINHOI QYHKIH y = wrd (TyT
cx
ad —bc#0, c¢#0),ssiBmu ii 10 BUrIALY §y = Yo + .
r — 2o
3z + 2

PosranyTu npuknang y = 573"

V1.43. Ilo6yayBatu rpadiku QpyHKIIN:
- 1 2 1

1

a)y—1+x, 6)y_1+x 2T 1-g
V1.44. Ilo6yaysaTtu rpadiku QyHKIIN:

a)y=2%  6)y=2"" B)y=logyz; 1)y=log =

SIKy 0cO6IMBICTE B PO3TALIYBAHHI X KPUBUX IIOAO0 OCEH KOOPAUHAT MO-
JKHA 3ayBaKUTH?
V1.45. Ilo6yaysaTtu rpadiku QyHKIIN:

a)y=lz[;  0)y=—le=2[; B)y=|r|-w

r) y =+ 4+ |z — 2| ma Bigpisky [—2; 5].
V1.46. 3mantu 061acTh BusHAUEHHA QPYHKINN i moOygyBaTu ixHi rpadiku:

a)y =z +2; 6) y = V9 — 22 B) y = V8x — a%;
-1
r)y=+v—x+V4+x; ;L)yzarcsinz2 ;
2+
e)yzx(Tﬁ); €) y =4z I—1;
x)y=vI-2% a)y=yviFi-yi=7,
4
u)y=1-—+2cos2x; )y=—f———.
)y % )y Y

V1.47. Ilo6yayBatu rpadiku QpyHKIIN:
3

x .
a)y=4-— 5 Ha BiApisKy lz] < 2;
2
x° . .
6) y = 3,5+ 3x — — Mix TOYKAMU EePEeTUHY 3 BicCo abCIuC.

V1.48. IloGyayBaTu rpadiku TpPUTrOHOMETPUYIHUX (DYHKITIN:

a) Yy = CcosT; 6) y = sinz; B) y = COs 2x;
r)y:sini; 1) y=—sinx; e)y=cosw;
e)y=sin’x; x)y=|cosz|; 3)y=tga;

u) y = ctga; i) y = ctg?a; i)y =—tga.

V1.49. Ilo6yaysaTtu rpadiku QyHKIIN:
a) y = 1 — cosx Ha Bigpisky |z| < 2m;
6) y =3+ 2cosuz; B) y =z +sinz.
VI1.50. IToGyayBatu rpadgiku 06epHEHUX TPUTOHOMETPUIHUX (DYHKITIN:

a) y = arcsin z; 6) y = arccos r; B) y = arctgx;

r) y = arcctgz; o) y = arcsin (z — 1); e) y = 2arccosx;

€) y = arcsinz +4; x) y = arccos’z; 3) y = 3 — arcsinz.
VI1.51. IloGygyBaTu Ha OLHOMY PHUCYHKY rpadgiku QYHKIIN y = sinx Ta
y = cosz. [oxaBaHHAM OpAMHAT LUX KPUBUX HOOYAYBATH HA LBOMY K
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pucyHKy rpadik QyHKIil y = sinx + cosz.
VI1.52. dyHKIIA Sgh £ BU3HAYAETHCA (HOPMYIOI0

-1, saxmo z <O0;
sgnx = 0, sakmo x=0;

1, saxmo z > 0.

[To6ynyBaTu rpadik mieil ¢pyHKiii.
V1.53. Ilo6yaysaru rpadgiku rinepO6omiaaux GyHKINN:
1
y=chzx, ne chz = 3 (e +e™%); y =shz, te shax = 3 (e* —e™®);
h
y=thz, ne the = il
) o . chzx
focaianTu iXHl BIACTUBOCTI.

VI1.54. Tlo6yayBaTu KpuBi, 10 3alUCaHl TapaMeTPUIHUMHA DiBHAHHAMU:
1 t3
1)z =t y:§t3; 2) x =1t y=35-5
Nr=2t—-1, y=1-—4t% Hr=t, y=t>-2.
3amucaTy PIBHAHHA KOXKHOL KpuBol y suruagi F(x,y) = 0.

VI.55. Ilogatu y Burasai F(z,y) =0 (abo y = f(x)) piBHAHHA KPUBHX, IIO
3ajlaHl mapaMeTPUIHO:

1) x =acost, y=bsint; 2) x =acos®t, y=bsin®t;
t —t t_ -t
3):5:%7 y:%; 4) r = tgt, y = cos? t.

VI1.56. Ilpunusasimm y = xt, OTpUMATH MapaMeTPUYHE PIBHAHHA ~ IeKap-
ToBoro qucta” 3 + y3 — 3ary = 0 i JOCTANTH PyX TOYKM 1O KPWBIH Ipu
MOHOTOHHIT 3MiHi ¢: 1) Big 0 10 +00; 2) Bixg -1 go 0; 3) Big —o0 mo -1.

64, I'paHuns OCAIZOBHOCTI

1°. O3nauenns 2panuyi nocaidosnocmi. TUCIOBOIO TOCHITOBHICTIO
L1y T2yeeesTyyyees
HA3UBAIOTh YHUCIOBY (DYHKINIO, 3aMaHy Ha MHOXWHI N HaTypaJbHUX YUCE.
KaxyTh, 0 MOCHIJOBHICTD T1,T2,...,&p,... 30ITAETHCA O HUCIA a, AKIIO
Ve>03IN=N(e) Vn>N: |z, —a|<e.
Y npoMy BUNAJKYy IULIYTH
lim z,=a.
n— o0
Ilocai foBHICTE, iKa He Ma€ I'PAHUIll, HA3UBAETHCA PO36i1KHOIO.
Ilocai foBHICTH Ha3WBAIOTH HECKIHYEHHO MAaJoOo, AKIIO lim z,=0.
n— o0
2°. Baacmusocmi 2panuyb nocaidosnocmed.

I. Axmo icayoTrs lim z, i lim y,, TO:
n— 00 n— 00

1) lim (zndys)= lim z,+ lim y,; 2) lim (z,yn)= lim z, lim yu;
n— o0 n— 00 n— 00 n— o0 n— 00 n— o0
lim =z,
3) lim 4:%, AKIMO lim  y,, #0; 4) AKmo 2, <y,, To lim z,< lim y,.
n—oo Yn 11_>m Yn n— 00 - n— o0 “n—oo
n— o0
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II. Axmo y,<z,<z, 1 lim y,= lim z,=c, TO lim z,=c.
n— oo n— oo n— oo
III. Byab-aKa MOHOTOHHa 1 06MeXKeHa IIOCTIOBHICTh Ma€ T'PAHUIIO.
3°. Yucao e.
. 1\ _
nll_)mx(l—‘,- - ) —e.
Yucno e ippallioHaJIbHe 1 ex2,7182818284.
4°. Heckinuenna epanuys. 3anuc lim z,=co O3HAYAE, 110

o0

VE>03IN=N(E)Vn>N: |z, |>E.
5°. Yacmkosi epanuyi. ducio £ HA3MBAETHCA YaCTKOBOIO I'PAHUIIECIO IOCJIJOBHOCTI Ty,
AKIIO icHY€ 11 MANOCTIIOBHICTD Ty, Thy s s Thyy 5---  (1<k1<k2<...) Taxa, IO n’liamoozk" =¢.
Koxna o6MexeHa MOCTIJOBHICTh Ma€ Xo4da 6 OJHY CKIHYEHHY YaCTKOBY I'DAHUIIIO.
Haimennry 3 4acTKOBUX I'paHHUIb (CKIHYeHHY ab0 HeCKiHYeHHY) IIOCIIJOBHOCTI z, Ha-

3MBAIOTh HUKHBOIO I'PAHUIEIO IIOCIJOBHOCT] (IO3HAYAIOTH lim @, ), & HAMOUIBILY — BepX-
n— o0
HBOIO I'DAHMUIIEIO ITi€l MOCII JOBHOCTI (HOBHa‘IaIOTb lim z,,,).
n— o0

Ilocai foBHICTH x, Ma€ TPAHULIO TOMI 1 TIILKKA TOMAl, KoM lim z,= lim x,.
n—o

n— oo —oe

V1.57. 3anucaTu mociifoBHOCTI 3HAYEHb

1 1 1\"
an—277 ﬁn——z—na ’Yn—<—§> .

[Tounnaro4um 3 AKOTO N, MOAYJIb KOXHOI'O 3 3HAUYEeHBb Oyme MeHmuM, HikK 0,1;
uixk 0,01; mixk 0,001; Hixk 3agane gogaTue £7
VI1.58. Hexan 2, =

n+1

BU3HAYMBIIA 11 KOXKHOTO € > 0 qucao N = N(eg) rake, mo koau n > N, TO
|z, — 1] <e.

(n = 1,2,...). [losectu, mo lim z, = 1,
n—oo

VI1.59. losectu, mo x, (n = 1,2,...) € HECKIHIYEHHO MaJa, 3HANIIOBIIN /LA
KOx)HOro € > 0 gncio N = N (e) Take, mo |z,| < € npu n > N, akmo
D, = ﬂ 2)x, = . 3z, = L 4)x, = (—1)" - (0,999)"
n — n ) n_n3+17 n_n!7 n — b .

VI1.60. oBecTu, 1o moc/aiT0BHOCTI
1) xp = (=1)"n; 2) z, = 2V 3) x, =lglgn (n>2)
€ HeCKIHYeHHO BEJUKUMU, BU3HAYUBIIM A1 Oyab-akoro E > 0 Taxe wucao

N =N(E), mo |z,| >E npun > N.
(=D"

2n+1°
HAIOYHU 3 SKOT'O N, Il 3HAYEHH BIAPI3HATUMYTHCA Big 1 Menmre, HixXK Ha 0,01;

HiXK Ha 3ajJaHe JOJaTHE &7
VI.62. [doeectn, mo npu n — oo mocaigosricTs 7/3,10/5,13/7, ..., (3n+
+4)/(2n + 1), ... 36iraeTscs go ducaa 3/2.

VI1.63. [lna KOXHOI 3 MOCTi TOBHOCTEM:
) 2n —1 6) 2n -1
a) Ty = —; Ty = ——;
" on+41 " n+1’

VI1.61. 3anucaTy mOCIiIOBHICTD 3HAYEHb 3MIHHUX X, = 1 + IToun-

nZn—l.

B) 2, = (—1) P
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. T
8 sin n§ 3n + (-1)"

r) x, = n—+4; o) Tp = T; e) xn, = 3~ "a sin nm;
1\" 1
€) v, =1+ <—§> ;K)o = (1) + o 3) T = (—1)"(2n + 1);
) x nsin i) x L sin i) x L sin 27
m) T, = snsin —-; n = 5osin n =g sin —
2 2 2n 2 2 n

3HAUTHU TPAHUINO, AKIIO BOHA ICHY€. J3HAUTH YACTKOBI M'DAHUI, BEPXHIO 1
HUXKHIO TPAHUI KOXHOI 3 IUX TOCJIi JOBHOCTEM.

V1.64. Bepmuna B tpuxytauka ABC pyxaeTbcs B3n0BXK npsamoi BE mapa-
JaeabHO 10 ctoporu AC, HeOOMEeXKeHO BiAaIAI0unuch BIpaBo. Sk 6yayTs npu
[IbOMY 3MIHIOBATUCSA CTOPOHU TPUKYTHHUKA, MOTO ILIOIA, BHYTPIIIHI KyTH, 1
soBHimHIL KyT BCD?

VI1.65. Hexan a,, — BHyTPIIIHIA KyT NPAaBUWILHOI'O N-KyTHUKA. /oBecTH, 110
lim «, =m.

n—oo
VI1.66. 3umanTu rpasui:
2 n n 1 n
1) lim <1+—> ; 2) lim (1—z> ; 3) lim (1——) ;
n——+oo n n—+oo n n—+o0 6n
5 n+3 3 5n _4 n/2
4) lim <1+—> . 5) lim <1+—> ; 6) lim <” > :
n——oo n n—oo n n—oo n
. n \" .
7) nl;rrgo <n+2> ; 8) nILHgO n[ln(n +4) — Inn];

1
9) lim tg™ <z+—>; 10) lim n[lnn —In(3 +n)].

n—00 4 n n— oo
§5. I'pannnga dyHKIi1

1°. I'panuys Pymryii 6 mouyi. Hexanm dyuxuis y=f(z) BU3HaYeHa Ha MHOXKMHI X i
a — BHYTPIIIHA TOYKa MHOXWHU. KaxXyTb, IO Ynucio A € rpaHuneio GyHKIi f, Koad x
npAMye 10 a (mumyTh lim f(z)=A), AKIo
z—a
Ve>036>0Vz: 0<|z—a|<d=|f(z)—A|<e.
3amuc lim f(z)=co 03Ha4aE, IO
r—a

VE>035>0Vz: 0<|z—a|<é=|f(z)|>E.

2°. Baacmusocmi 2panuyb
I. lim C=C.

z—a

II. Axmo icHytoTh rpanuni lim u(z) i lim v(z), TO:
T—a z—a

S, (o) ()=l u(o) - Jim, v(2)
Tim (u(x)o(2))=lim w() lim v(2);
. u(z) Jim u(z) .
:Ilzlarnu (m):m, AKIIO TIgnav(w);éO
III. Axmo u(x)l{_;,v(zac) Y JesKOMY OKOJI TOYKHU a ¥ iCHYIOTH IDaHUII :}i_r)r:u(ac) i :lim v(z),

r—ra
TO lim u(z)<lim v(z).
r—a r—a
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3°. Odnocmoponni epanuyi. KaxyTsb, 10 94uciIo A € TpaHHIeo 3IiBa QYHKIII f, KOJIU
z upaMye 10 a (OUILyTh L dim f(z):A) AKINO Ve>035>0Vz: 0<a—z<5=|f(z)—A|<e.

Yucio A € rpaHuIeio cnpaBa GdyHKII f, KOIKX = IPpAMYE 10 a (HI{IILIyTL 11m f(z) A),
AKIMO Ve>036>0Va: 0<z—a<d=|f(z)—A|<e.

Tnoni 3amicTh ;u—l)iT_()f(x)7 :u—lélﬂ-u f(z) numyTs BignoBigHo f(a—0) 1 f(a+0).

Jlna icHyBaHHA rpaHuIll MYHKIIL f(z) B TOYII a HEOOXITHO 1 JOCTATHBO, IIO6 iCHYBaIN
06U Bl OJTHOCTOPOHHI rpaHuni GyHKHl f i f(a—0)=f(a+0).

4°. Busmnaumni epanuyi.

. sinz . 1/@_
Ay e = e e
VI.67. [oBectu, 110 lim2 22 —4dx = —4.

T—r

V1.68. BukopucToByioun o3Ha49eHHs IpaHUL (PYHKII B TOUII, TOBECTH, IO
lim 2z —1) =5.
r—3

3 4
VI1.69. Josectu, mo lim Tt =3.
T—00 41’ 3
T —
VI.70. [osectn, mo lim = 2. Ilpm akux x 3HAYEHHA (QYHKITI

OyIyTh BIOPIZHATUCA Bl CBOEl rpaHui Menire, Hixk Ha 0,0017

VI1.71. 3ganTun lim Ta lim
=240 ¢ — 2 =20 —2°

VI1.72. Hosectu, mo sin o — HeCKiHYeHHO MaJja mpu o — 0.

. T+ 2 . S5r+ 2
VI1.73. [osectn, mo lim = 2,5, TOKa3aBIIH, 0 PI3HUATIA
T—00 x 2x

2,5 € HeCKIHYEHHO MaJa MPU T HECKIHYIEHHO BEJIUKOMY.
V1.74. HosecTu, 1o
1) lim 23 =27, 2 lim (22 4 22) = 3.
z—
VI. 75 3H3.I/ITI/I
1) lim 2YG=D.  2) lim 2Y@=1. 3) lim 322,

z—1—-0 z—14+0 z—7/4—0
2 2
4) lm 3%2, 5 lim —— im ——
z—m /440 z—n/2—0 1+ 2tg @ z—7r/240 1+ 2tg @
1 1 1
. - - : /(z—a).
D Jm ey 8 Jlm ey 9 Iim e ’
—4r+1 1 2
10) lim eY/@=);  11) lim w; 19) lim L5022,
z—a—0 z—2 2x +1 71— cos 4z’
T—r
4
5¢+42 —6r+8 2_16
13) lim 22+ 14) lim 26048 15) lim ——
24 20 + 3 e—2 12 —8xr + 12’ co—4 x+4
2 -9 x—2 w2 —zr+1
)ili%:p?—?) 17)515‘29@%390 10] )iblxux?—x—l
, ~ 1000 , 22— 9 —55+6
19) lim 5= 20x2 + 10000 2V %313 Zro_12 2 iﬁ% 2—z-6"
3z +6 472 — 3z — 3 5546
22) lim 22 23) lim —— " "2 24) lim 25246
ac—>2 2,1,‘ + 4’ z——3 2 -3 z—3 2 -9
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2 —x—12 2_25 2_7 10
x 26) lim L2 27) Tim L2+ 9.
=5 $2—8x+15 T2 $2—8$+12

25) lim, 22— Gz +8'

— 6224112 —6 1 2
28) lim 2’ — 6 + 11w . 29) lim x— ) lim ——
z—1 2 -3z +2 z—1 x3+x2+x z—>0 V3 _3
N ) Jaz —
31) lim Y2272, ) lim —— . 33) lim Y% L.

z—0 T :e—>0 \/4+3 z—=a T —Q
tgx_ i sinx — cosx . V2+ax—V2—x

34) 1i 35 . 36) 1
) 2 5% Sin 4z’ ) m—lgl/zl cos2x ) 250
T—tgr— I+t 1 21— 2
37) lim VI—tgr —+/ +g:v 38) lim\/ +x+:v‘ V4 x+:c;
e sin 2x 0 2 —x
V4 2 _9 2 Vr—14
39) lim verasta -2, 40) lim =Y "% 41) lim -,
z——1 r+1 c—8 12 — 64 a=0 Y142 —1
. 202 —1 513 — Tx 6r —1
2) lim e B in s w P44 Jim el
1023 — 7 423 4 3z — 2x° + 32
45) lim ——; 46) li 7; 47) lim ——'t°- — =
) i =5 40) im — 4l 4m4+3x+2
24 43 -1
48) lim 3z 9c+5; 49) lim 23 + 522 4+ 3z :
z—o0 20 — 322 4+ 6 z—o0 203 + 222 —4x + 5
3n+1 -6 mZ + 1
50) m —P L sy YEOT ) g V2L
n—o00 3n2 -1 z—oo 61+ 1 n—oo 2n —1
. xr
1+243+ .. in 5 S
53) lim ot 2 T sy gy SROT sy gy 4
n—oo on4 +1 z—0 €T z—0 €T
sin? v
2 t 2
56) lim ———; 57) lim ——; 58) lim 2=; 59) lim ;
=0 sin 5x t—0 tg3x t—=0 T =0 2
1 —cos4 in 4 V1—cos 2
60) lim ——— . 61) lim ————;  62) lim
z—0 TSIy z—0 /o —|— z—0 X
V1 inz—1 1—cos 5
63) lim YT IS gy, S mm; 65) lim — > °T.
z—0 aj2 z—0 x z—0 .T2
t tex — si 1-
66) lim -2 7) lim X" E 6y iy - P
z—0 SN nNx x—0 [L’3 x—0 ,’1/’2
1-— 27+t t
69) lim —— "% 70) lip L= 008 20+ g% 71) lim 287,
z—0 x ( 5 ) z—0 xT Sln(x 4) z—0 x( 1)
. arcsin (1 — 2z . arcsin (x + arctg (x —
72) lim ———— . 73) lim ——— . 74) lim —2
)xl_inl 4z2 -1 )ac—l>n—14 22 + 4z )z—>l 22 -3z+2’

75) lim T TS ey gim BT 77y lim (VaZ + 37 — 2);

/4 T —4x r—7w/2 T — 2% r—00
1 2
78) lim (V2 FoF1-va?—2);  79) lim <__ );
T—ro0 el \z—2 22-4

1 12
. _ ) . 3 ) .
80) il_}m2 <x—2 x3—8>’ 81) xlgr;o(\/a: + 82+ 3 — Va2 +4x + 3);
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82) lim (Va2 +ax +b— V22 + cx + d); 83) lim ( ! —L>;

T—00 z—3 x—3 ZL’2—9
. 1 1 .
84) lim — — = |5 85) lim (Va2 +x — Va2 — 2z + 1);
z—0 sin < x 4 sin 2= T—00
2
86) lim (Va2 +1— V22 —4x); 87) lim 1 —i—L ;
T—00 ’ z——2 \ 1+ 2 2 —4 ’
88) lim (x — Va2 —x +1); 89) lim <sm§c —tg2x>;
T—00 z—7/2 \ COS “T
1424+3+... +n n
90) 1i —2) o dim (a-2)¢
>n££.z( P 2> ) fim (2= 5) e

92) lim (1—2)tg —2;  93) lim (1+22)Y/%;  94) lim (1 — o)1=/
z—1 2 z—0 z—0

2x
2. 3xr—2
95) lim (sin2x)'8" 22; 96) lim (2 4 e*)'/*; 97) lim ( ‘ > ;

z—m/4 z—0 z—oo \ 3z + 1
3T 1 In(1-3 1 2) —1n2
98) lim 67; 99) lim u; 100) lim M;
T—roo x z—0 x z—0 T
) 22 452 +4\" . 22 +1\"
2 20 — 1\
: ctg”x. : 2 Ctgzw. ; .
103) lim (cos )& *; 104) lim (1 + 3tg? 2)°*¢” %5 105) lim_ (2x+1> ,
3 4 1 2 _
106) lim w; 107) lim 7*’*'1’3;
T—+00 V2x +1 z—4 \/_— 2
vV 4-2 — g
108) lim Y2272 109) lim ——b—:  110) lim 0T
z—0 sin 5x =0 V1 +2x—1 z—oo 4+ 6x
3-2 1 tox — si
111) lim Vet : Vot . 112) lim Lgsmx
r—3 1’2 -9 x—0 sin® &
2 —51+6 -2 348
113) lim w :114) lim Pio-2 :115) lim  —— *° .
z—3 — 8x + 15 rz——2 2 + 2z rz——2 sin (g: + 2)
dr — 3 34
116) lim W; 117) lim LB SVER
z—0 sin x z—oo \ 1 — 224
. cosx —cos3z 1-10°
118) alcli% — 2 119) xlgr;o T 10eFT
\/1 2 1+tge — V1 i
120)  lim TSI gy fiyy VIF BT VIdsine,
z—m /240 \/_— y/2x rz—0 .’E3
a? . sin(z —4)
122) lim ; 123) lim ———=;
)“HO V1+zsinz — \/cosz )xa4 Vo —2

. . tg3x — 3tga
124) 1 2 -3 - 2 -3z); 125) 1 —_
) o300 (Va? +2 v z); ) wﬂlgl/?) cos(z +7/6)’
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2sin?z 4+ sinz — 1

126) lim — - .
z—7/6 2sin“x — 3sinx + 1

§6. ITopiBHAHHA HECKIHYEHHO MAaIux

Hexant ¢yskmii a(z) i B(z) € HeCKIHYeHHO MaJuMM, Ko z—ra. Toxi:
1) axmo lim %:O, TO ((z) Ha3WBAIOTh HECKIHYEHHO MAJOIO BUIIOI'O MOPAKY, HiXK
Tr—a
a(z) (mumyTs B(z)=o(a(z)), Koau z—a);

B(z)

2) AKIIO }l_r)na m:k;éo, TO (3(z) Ha3UBAIOTh HECKIHYEHHO MaJOIO TOT'0 XK HOPAAKY, IO
n a(z) (mumyTs B(z)=0(a(z)), Koan z—a); Koau XK k=1, To B(z) i a(z) Ha3UBAIOTHCA
eKBIBaJEHTHUMY HECKIHY€HHO MaJMMU (3alMCyIOTh Iie Tak: B(z)~a(z));

3) sakuio 1113}1 f,,,(—&))quso, TO 3(z) Ha3MBAETHCA HECKIHYEHHO MAJOIO n-I'0 HOPALKY IOT0
a(z).

PisHuna nBoxX eKBiBaJeHTHUX HECKIHYEHHO MaJWX € HEeCKIHYEeHHO MaJolO0 BHIIOIO II0-

PAIKY IIONO0 KOXKHOI 3 HUX.

VI1.76. TlopiBHATH HECKIHYEHHO MaJi BeamauHN o = 5t2 + 25 i 3 = 3t2 4 2t
xoau t — 0.

VI.77. BusnauuTu DOpAIKYM HECKiHIeHHO Maaux: 1) 1 —cosz; 2) tge —sina
11010 HEeCKIHYEHHO MaJol .

VI.78. TlopiBHATH HeCKiHYeHHO MaJi BeamdnHn o =t sin®t i 3 = 2t sint.
VI.79. BusHauuTy DOPAIKN HECKIHYIEHHO MAJNX:

1) 2sin*x —2°, 2) Vsin?x + a1, 3)VI+a3 -1, 4)V1+a2 -1,
5) sin 22 — 2sinz, 6) 1—2cos (= + %) TVy=vItaosmz—1
100 HECKIHYIEHHO MAaJol .
VI.80. IlopiBHATU HECKIHYEHHO MaJli BEJUINHIU:
Ha=tn(l+t)ip =tsint, axmo (¢t — 0);
2) a =t%sin’t i § = ttgt, axmo t — 0;
a=14+z)"—-118=me, axkmo ¢ — 0 i m — pauioHaIbHEe T0JaTHE
YIncCJo.
VI1.81. 3umanTu rpaHuii:

in 6
a) lim s?n $; 6) lim
©—0 sin 2z t—0  tgbx

sin az + 22 . 4z +sin’z

)

im ——.
=0 8in 3x + 23
§7. HemepepBHicTb QyHKIIII

DyHKIiA f(r) Ha3UBa€ThCA HEIIEPEPBHOIO y TOYIlI r=a, AKIIO BOHA BU3Ha4YeHa B [eAKO-
MY OKOJI TO4YKH a 1 lim f(z)=f(a).
r—a
DyHKII0 HA3MBAIOTh HEllepepPBHOIO Ha BiAPI3KY [a,b], AKIIO BOHA HellepepBHA B KOXKHIN
To4Ill IPOMIXKKY (a,b), a Ha Woro KiHIAX lim  f(z)=f(a) 1 lim f(z)=f(b).
z—a+0 z—b—0
Touky, B AKIM MOPYIIy€ThCA HellepepBHICTh (PYHKIIII, HA3WBAIOTh 11 TOYKOIO PO3PUBY.
To4uku po3puBy, AJIsd AKUX ICHYIOTH CKIHYE€HHI OJHOCTOPOHHI I'PaHUIN
lim z)=f(a—0 1 lim z)=f(x+0
,Aim - f(z)=F(a—0) Lm - f(2)=F(z+0),

Ha3MBalOTh TOYKAMHU PO3PUBY IE€PUIOT'0 POAY, BCI IHII TOYKMA PO3PUBY — TOYKAMHU PO3-

pHBY JIpyroro popy.
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Skimo y To4ii po3puBYy IepIIOro poly BUKOHYeThCA PIBHICTBH f(a+0)=f(a—0), TO Taka
TOYKa Ha3UBAETHCA TOUKOIO YCYBHOI'O PO3PHUBY.

Axmo ¢yskmii f(x) i g(z) HemepepBHi B To4li z=a, To GyHKI f(z)+g(z), f(z)g(z),
% (9(a)#0) TaKoXK HellepepBHIi, KOJIU T=a.

SAxmo ¢yHKia f(r) HemepepBHa B OKOJI TOYKM z=a, a (PyHKIIA g(y) HellepepBHa B

okoai y=f(a), To dyHKIA g(f(z)) HellepepBHA, KOINA T=a.

6 .
VI1.82. BusnauuTtu TOuUKy po3puBy (dyHKUil y = ——, 3HauTH lim g,
T + 3 z——3—0

lim gy, lim yinobygyBatu cxemMaTudHO Ipadik GyHKILI.
z——3+0 r—Foo

sganTu  lim g,

VI1.83. BusnaunTu TOYKy pO3puBY (byHKII y = v ,
T+ 2 z——2-0

lim y, lim yimoobygyBaTu cxeMaTUIHO rpadik GyHKINI.
z——240 z—rFoo

) x
VI1.84. Iloxazatu, mo npu * = 4 QyHKIIA y = p— Ma€ PO3PUB.
T —
VI1.85. 3HauTu TOYKU PO3PUBY 1 MOOYyIyBATH CXeMaTUIHO rpadiknm (pyHK-

. 2
min: H)y= - 2) y = ctgx; Ny= gL

. 1
VI1.86. 3uautu TOYKu pO3puBy (YHKINI y = arctg 7 o6y IyBaT T'pa-
T —

dix PpyHKiIii.
VI1.87. 3uauTu TOYKM PO3pUBY (PyHKIIIN:

225 1
V=== V=G -De-9
V1.88. Ilo6GyayBaru rpadiku QpyHKIN:
1) T+2 2) L Er2 x+2
Y |z + 2| V= lz 42|

BuszauunTu xapakTep iXHIX TOYOK PO3PHUBY.
VI1.89. Ilo6yaysatu rpadik ¢pyHKIIil

0,522 mpu |z| < 2,
y=f(z)=4q 2,5 mpulz|=2,
3 opu |z| > 2.

1 BKa3aTu TOYKH i1 PO3PUBY.
VI1.90. Ilo6yaysatu rpadik ¢pyHKIIil

2 mpu x =01z = %2,
y=f(x) =< 4—2 mpu0 < |z| <2,
4 pu |z| > 2.
1 BKa3aTu TOYKH 11 PO3PUBY.
r+1

VI1.91. 3uauTu TO4YKEN PO3pUBY PYHKINL y =

23+ 622+ 112 +6
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. . . 1
VI1.92. MocaiguTu Ha HEMEPEPBHICTDH (PYHKIINIO Yy =

(x —1)(z —6)
mixkkax: 1) [2; 5];  2) [4; 10];  3) [0; 7].
VI1.93. BuszauuTu TOYKM PO3PUBY (PYHKIHHU 1 MOCHIAUTH XapakTep LUX
TOY0K, SAKIIO:

Ha IPO-

T 2+ 22 —1 x
1)y = - )y = C 3y = . — .
)y (14 x)2’ )y 1422’ )y 3 —3x+2’ )y sinz’
1
5 y=etT o 6)y= e

VI1.94. Nocaigutu QpyHKINI HA HEMIEPEPBHICTD 1 3’ICyBaTU XaPaKTEP TOUOK
PO3pUBY, SKIIO

1 (@) 22, mpu 0 <z <1, 2) f(x) x, umpu |z| <1,
xXr) = =
22—z, mpul<axz<2; 1, mpu |z| > 1.
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PO3I1JI VII

ANPEPEHIIAJIBHE YNCJAEHHA
®OYHKIIIN OAHIETI 3SMIHHOI

¢1. IMoxigHa QpyHukKIil
1°. Osnauennsa noxidnoi. IloxigHoio GyHKIl f(x) B TOWUI = Ha3UBAIOTL I'PAHMUIIIO

f’(z): lim M

Axz—0 Az
. d . ;
Tloxiguy mosnavdaoTh f'(z) abo ggf) 3HaXO0/IXKEeHHs IOXiTHOI HAa3WBaOTh ude-

PEeHIIIOBaHHAM (PYHKITI.
2°. Ocnosni npasuaa 3nazoddicenns norionoi. Skmo C=const, a pyHKHil u=u(z),

v=v(z), MaIOTh MOXiAHI B TOYII x, TO:

(C)'=o0; (Cu)'=Cu'; (utv) =u'+0';
r__ 1 1. N _u rv—uv
(uv) =u" - vtu-v'y (U) = o2
3°. Ocnosni gopmyau dudepenyitosanms:
1) (z”)/:nz""_l; 2) ( /: \/_
3) (sinz)'=cosu; 4) (cosz)'=—sinz;
1 1
5) (tge) =t 6) (ctge)=— o
inp) ——i . S SR
7) (arcsinz) =12 8) (arccosz)'= a2
1 1
9) (arctg m)':m; 10) (arcctga))':—m;
11)  (e") =e"; 12) (a”)'=a” lna;
13) (lnz)':%; 14) (log, z)’:wllm, (a>0);
15) (shz)'=chua; 16) (chz)'=shz;
1 1
17)  (thz) =575 18) (cth w)':—m.

VII.1. Kopucryo4yuck 0O3HaA9€HHAM [OX1THOI, 3HAUTHU MOXiTHI (DyHKIN:

1
a)y=a? 06)y=a% B)y = r)y =T, 1)y=r; e)y=tg;

€) y = ctgw; >K)y=$1—2; 3)y =2z +1; H)y=3x1+2~
VII1.2. 3uanTu noxigsi pyHKIIN:
1)y_$3—3—4$2+4$+6; 2) y = a® + 5a3x? — 2%
3)y:a;—5—2i+x — 4a; 4)y=cf—_:—bb; 5)y=x+4/x;
6>y=( >; Ny=(a-bedh 8 y=(1+ P
9)y= g 10)y= =~ —= 1)y =(z—a)x—b)
15x5 x4 Jr  \Jr



1 2 6 , 2
12)y:;+$—2—x—3; 13)y:$+\/§+%; 14)y:\/$2—ﬁ;
1 1 8 6
15)2/:@—@; 16)y=%—3_\/§; 17) y = o + cos x;
18) y = 223 + tg; 19) y = 25 + sin x; 20) y = a2t —tgw;
2z 1+ —a2? .
21)y:m§ 22)y=m; 23) y = x sin x;
2 1
24) y = 2Ptgx;  25)y=JTsinz;  26)y=5r+ = — —=
)y 718 T; )y 1\/518111%'7 )Z-/ x+{p2 33’
—Inz
27) y =xInw; 28) y = ; 29) y = 41 - — =
)y ﬂinx; )y — Jy=4lnz+—— o
30)y=1i; 31) y = 4aPlnz;  32) y = 3% lna — o
_efl)
33) y = 2° cos x; 34) y = 6a°ctg a; 35) y = %;
x

2

_1: 2 z 29z 2
= . — . — 4292 _ )
36) y poRGY 37) y =22 4+ 3%, 38) y=222%; 39)y=ae";
Ly’ : tgx
40)y=<1+\3/—5>; 41) y = (2 — 2?) cosx + 2z sina; 42)y=ﬁ;
CosT VT
43y = — 44) y = . 45) v = V1 — 22 :
)y 1+sinz’ )y VZ+1 ) y =+V1—a?+arccosz
22 -9 2
46) y = x + arcctg x; 47)y:m; 48)y:m_x+1;
sinx sinw — cosw
) 1+ 2sinz’ )y sinx 4 cosz’ Jy== x;
1+sh
52)?/:%; 53) y =tha +ctha; 54) y = — ctha.
3

VIL3. f(z) = % — 422 + 2x; o6uncautu f'(0), f'(1), f'(=1).
VIL.4. 3uaitu f'(1), axmo f(z) = Va2,
VILS5. f(x) = 521" 3uantu f'(0), f'(2), f'(-2).

1
VIL.6. f(x) =22+ Pyl o6uncautu f'(1) + f'(—1).
x
VIL.7. Tino, KuHyTE BEPTUKAILHO BrOPY, PYXAETHCA 3a 3aKOHOM h = 4+

+8t — 5t2. 3HaNTH MBHUIKICTH Tila ¥ MOMEHT IIOYATKY PYXy Ta B MOMEHT
nagiaaa. Ha Akiy BUCOTI MBUIKICTE Tila JOPIBHIOBATUME HYJIIO!

VII.8. 3anexHicTb MixkK BATpaTaMu BUPOOHUIITBA U 00’€MOM BUITYCKY MIPO-
IyKIii BupaxkaeThed GysKmieo y = 50z —0, 523, 3manTu cepeini Ta rpaHmd-
Hi BUTPATU BUPOOHUIITBA, AKIIO 00’€M BUIIYIIEHOI MPOAYKINi mopiBHioe 10.
VII.9. 3anexHicTb MixkK BATpaTaMé BUPOOHUIITBA U 00’€MOM BUITYCKY MIPO-
IyKmii BupaxaeTbca dymkiiero y = 10z — 0,043, 3maiiTu cepeami Ta
TPAHUYIHI BUTPATH BUPOOHUIITBA, AKIIO 00’€M BUMYIIEHOI IPOIYKIIi TOPiB-
HIOE 5.
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VII.10. O6csar npoaykiiii u, BUMymeHOI 6puraron POOITHUKIB, 331a€ThCSI
piBmaEEaM u = —5t% + 247 + 100t + 50, ge 1 < t < 8 — poboumi gac
y TOAUHAX. JSHAUTU NPOAYKTHUBHICTL MpAall Yepe3 TOIUHY MIiCAA MOIaATKY
poboTu 1 3a roguHy A0 il 3aBEpIICHH.

VII.11. O6car nponykiii u, BUMyIIEeHOI 6pUraron POOITHUKIB, 3aa€ThCS
piBHAHHEAM U = —t° —5t% 4+ 75t +425, 1e t — po6oUMH Yac y TOAUHAX. SHAHTH
IPOIYyKTUBHICTE Ipalll dyepes 2 roj mciad mo4aTtky poboTu.

62, IMoxigHa ckaageHol QyHKIIIL

Axmo u=¢(z) Mae HmoXifHY B To4Il z, a y=f(u) Mae MOXiAHYy B TOYII u=¢(z), TO

ckJIageHa GyHKIIA y=f(p(z)) TaKoXK Mae HOXiJHY B TOYIN x i

' (2)=f"(u(z)) v’ ().

VII.12. 3uauTu moxigHi Big PyHKIIN:

1) y = sin 8x; 2) y = tg(ax + b); 3)y=sin§+cos§;

4)y:8sin£; 5)y=(1-62)% 6)y=(z+3)7;

1 .
Ny= (14 22)% 8) y=v2+a®  9)y=Vsin3z;
1
10)y=———; 11)y=+2z +sin2z; 12)y = sin®x;
)y Veosta )y )y
13) y =sin*z; 14) y =sina?; 15) y =cos®x; 16) y = cos /x;
17) y =sin*z +costz;  18) y =tg’x — 2tg? x + 4dtgw;
2
; sin® cos T
19) y = V1 + 2 cos? x; 20) y = —; 21) y = ;
. +1COS ' )y sin z2 )y 2sin® z
T
2)y=————; 23)y=tg’s;  24)y=atsin’;
)y (1+Sin3£)4’ )y g 57 )y TS T
.3
sin” @ 1
25 =3 1—.’E2; 26 = ; 27 =
)y Vv - )y TR
28) y = (22°+1)5; 29)y = 5tgt3x;  30) y = (322 —4x+2) cos 2;
2
31) y = 2?sinz + 2z cosx — 2sin x; 32)y = (Sing_cosg> :
2 1 1 2 1
33) y =tg x;— ; 34)y:§sin3\/§—gsin5\/§+?sin7\/§;

1_ «
35)y: x7 36)?-/:\/61:—511161’, 37)y:$2\/1—x2’
2 1
38) y =sin*2?; 39)y = ¢1+sin9z; 40)y = 2tgr — gtg3x+ gtgs z;
1 —cos2x Var +1 ¢ Tt

- 42) y = . 43)y=4/= —sin=.
1+ cos2x’ )y x?2 )Y 5 My

VIL.13. f(t) = V1 + cos? t; snauTu f’ (g)
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VIL.14. f(z) = /x + 2y/z; smantu f'(1).

VII.15. 3HauTu moxigHi Big PyHKIIN:
1
1) y = In6x; 2) y =1In(1 —sinz); 3) y = In(cosz) — 1 sin® x;

x° x? 5 5
4)y—ln—x5+2; Sly=ln—07rm; 6y =(a’+3)[ln(2” +3)-1];
1+2a:
Ny=In(y/zr++/z+1);8) y=1In oy 9) y = 4/x —8In(2 + /x);
10) y = 422e*—81In(Va2 — 1); 11) y = In (2 — 4x); 12 zlnm—,
13) y = % +In (tgf); 14) y = a°°*7; 15) y = e
sin” x 2

16) y = x%e22; 18) y = 4(e®/* — e=2/%); 19) y = VzeV®
20) y = e*(sinx + cosz); 21) y =In(e® — ze®); 22) y = e*/sin %;

—T

2 1
23) y= ——;  24) y = (" + e ) 25)y=1n<tg r );

2 +1

TS
26)y:1n’/11_%; 27) y = In (322 + V921 + 1);

28) y = e~ +sin (e7%) cos (€7%); 29) y = 1 — e5in° 37 . cog? 3g;

—1)(x — 3)3
30) y = VT (VI —1);  31)y—ln G- D@3
)y =eVT (V2w —1); )y P TV
1
32)y:1nsinx—§sin2x; 33) y=In(vz+2 -z —2);
1+va2+1
34)y:1n¥; 35) y = In(cosz + V1 + cos? x);
T 1
36) y = In ——; 37) y = = In(ctgz) + In(sin z);
Jy=ln—"—s ) y = 5 In(ctgz) +In(sinz)
sin 22 sin 3z et —e "
38)y =1 — ) y=————; 0)y=——
)y n\/l—sin2av7 )y 1+ In(sin3x)’ )y p—
8z 1/]_ 2_1
41)y=2(e$/“— e /%) 42)y =In ¢ 43)y =1In vitr -2
2 68”3—}—1 VitzZ+1

44)y =z (In®* z—3mn* 2 +61nz—6); 45) y = In(sin /) - tg /T — /7;

1 1 1
46)y=1ntgg+cosm+§c083x; 47)y=1n<1—;>+;;

48) y = %; 49) y = arccosy/1 — 9x;  50) y = arccos %;
51)y = arcsiny/z;  52)y = arctgy/6r —1;  53)y = arcsin (1-22);
54) y = arctg 1+—z; 55)y = xm — arccos x;

56) y = arccose®® T 57) y = arcsine®® !, 58) y = arccos (1 — 22);
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2
60) y = arcsiny/1 — T

1 . .
N 5
61) y = /x - arcsin /T + /1 — x; 62) y = arctgv9z2 — 1;

1-V1-2a2
64) y = arcctg 73;;
x

59) y = arcctgz + arcsin

63) Yy = arcctg \/ﬁ,

D) 3 1-— 16 — °
65) y = arccos H—Lxe; 66) y = arcctg \/I—F:z; 67) y = arccos 16 + ; ;

sin . .
69) y = arcsine” + arcsin /1 — e2%;

V1 +sin2x;

68) y = arcsin

r+1
— 1 . 1 — 2 2z _ 1):
70) y = arctg ( —l—ﬂa’)—}—w2+2$+27 71) y = arccos (2¢ );
72) y = xarccosz — V1 — 22; 73) y = e"y/1 — e2? 4 arcsin e”;
3z — 23 arctgx T
74) y = tg ————— 75) vy = —1 .
) y = arctg T3 )y . g
76) y = sh? x; 77y =2Vchy —1; 78) y = In (chz);
79) y = In (thz); 80) y = arcsin (thz); 81) y = V1 + sh? 4x;
82)y=ch®z; 83)y=ash?x+th®z;  84) y = arccos (sh2 x);
85) y = \/4+ch24$; 86) y = 2> —In (shx); 87)y=1In th— - %
Va2 -1 1 tg?
88) y = + arcsin —; 89) y = g2
x

90) y = \/4x — 1+ arcctgv4x — 1; 91) y = In (e*' + 1) + 2arctg (e?);
1 1
92) y =4Invx — 4+ Va2 — 4x; 93)y=1tg4t—§tg2t—lncost;

1 Tr—a 1 \/ 414122
— In + — arct 95
g )y = W+m2

4da x+4+a 2a
1/2tg2 24 >
96) y = e'/2'8" T cosux; 97) y = arctgl 5 98) y = 2% e Inux;
—x

1 1
99) y = arccos /1 — 27; 100) y = In <—+\/—2+1>;
x x

2
2 e”

101) y = 21 102) y = 2(tg VT — Vx);  103) y = (arctgz)?.

Temnom 3mirny T, PyHKIII HASUBAIOTE BLIHOMIEHHA IOX1AHOL PYHKII 10
!/

Y

ii sgagenssa T, = —.

94) y

Eaacmuunicmio E,(y) dyskuil y = f(x) cTOCOBHO apryMeHTy X Ha3u-
BAIOTH I'PAHUIO BiTHOIIEHHSA BiTHOCHOTO IPUPOCTY (PYHKINI O BIITHOCHOI'O
IPUPOCTY apPIyMEHTY, KOJIU IPUPICT apryMeHTy HPAMY€ 10 HyJas, TOOTO

<%.H>_w i Y _ 2

E.(y) = lim y . =

11m .
Az—0 Y Az—0 Az Y
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VII.16. IlokaxiTs, m10:

1) T, = (Iny)" E.(y) = 2Ty;

2) B, (uw) = Eo(u) + Ex(v); B, (%) = E,(u) — E,(v).
VII.17. O6car nponykii u, BUMyIeHOi 6puraron POOITHUKIB, 3aa€ThCS
PIBHAHHAM U = —%t3 + %t2 + 100t + 50, me 1 < t < 8 — pobouun gac
y TOAuHAX. SHAUTHU MIBUIKICTL I TEMII 3MIHM IPOAYKTUBHOCTI MpaIl depes
2ropn micad movYaTKy 1 3a 2 rox [0 KiHIA pobOTH.
VII.18. 3aznexksicTs Mix cobiBapTicTio oguHuni mpoaykuii y (y Tuc.rpH)
i BumyckoM mpoxykuii x (Mapn. rpH) 3azaeTbes dyukiieno y = —0,5z+
+80. 3HaUTU eJACTUYHICTH COGIBAPTOCTI CTOCOBHO BUMYCKY TPOAYKIIi, AK-
IO BUITYCK IPOIYKIIl cTaHOBUTH 60 Mapa. rpH. K 3MiHUTHCA cOOIBapTICTH
npoaykuil (y %), Axmo Bumyck npoaykmii 36iabumThesa Ha 1%7
VII.19. ®yukiil monuTy ¢ i TPOHO3ultiil § TOBAPY, IO KYMYETHCA 1 IPOIO-
HY€TBCS 3a OAUHUITIO Yacy, 3aJ€XKHO BT I[IHU p TOBAPY 33,AaHO PIBHOCTAMU

p+ o . . .
= ) Ta s = p+0,5. 3HaUTU PIBHOBAXKHY IIIHY TOBAPY Ta €JACTUYHICTD
p
MONUTY 1 Mpomo3utiii npy mwint 1mini. K 3MiHUTHCS TPUGYTOK MpU 30LILIIeHH]

mian #Ha 2% Big PIBHOBAXKHOI?

VII.20. Pyukiiii nonuTy ¢ 1 IPOMO3UIil § TOBAPY 3aJ€XKHO Bl IIHHU p 33,1aHO
piBHOCTAMEU ¢ = 7 — p Ta § = p + 0,5. 3HaUTU PIBHOBaXKHY IiHYy TOBapy Ta
€IACTUYHICTE MONUTY 1 MPOMO3uIli mpu min IiHi. K 3MIHUTBCS TpPUOYTOK
npu 36inbmenHi minun Ha 5% Big piBHOBaXKHOI?

VII.21. fIk 3B’a3aHi rpaHnudHi Ta cepeIHi TOBHI BUTPATH IIi ATPUEMCTBA, IK-
110 eJACTUYHICTD IIOBHUAX BUTPAT 32 00’€MOM BUIYCKY OPOAYKIii qopiBHioE 17

§3. IToxigHa ob6epHeHOl DYyHKIIII.
Iloxigua dyHKI, 110 3agaHa IIapaMeTPUYIHO.
Iloxigua HessBHOI (pyHKITi]

1°. Ioziona obepnenoi gynruyii. Sxmo HemepepBHa PyHKUiA y=f(z), (a<z<b) Mac
OXiAHY B TO4I z¢€(a,b), npudoMy f’'(z0)7#0, TO B OKOJI Iji€l TOYKM BOHA Ma€ HelepepBHY
obepHeny yHKIIO z=f"'(y), AKa Tex Mae MOXiAHY, TPUIOMY
1
!/ . c—
v (yo)_y'(ﬂ%)) :
2°. Iozidna Pynryii, wo 3adana napamempuuno. SAxmo GyHKIN z=¢(t) 1 y=1(t),

(a<t<B) MaroTh MOXiAHI B TOUL] to, IpUIOMY ¢’ (to)#0, TOAI MapaMeTPUIHO 3ajaHa (HyHK-

. z=p(t), . . dy o
mis Ma€ y Toumi zo=¢(to) MOXiAHY -, AKa Moxe 6yTH 3HalljeHa 3a HOPMYJIO0
y:¢(t) ’
ﬂ(w )= y'(to)
da \PO) T g7 (to) "

3°. Ilozidna neasnoi gymwyii. Sximo piBHAHHA F(z,y)=0 y ZeAKOMY OKOJI TOUYKHI
(z0,90), fIKa € PO3B’A3KOM IIbOI'O DIBHAHHA, OJHO3HAYHO 3ajae PYHKINIO y=y(z), TO ii mO-

xigHy y'(z0) MOXKHA 3HAUTHU 3 PIBHAHHA
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=0,
T=T0,Y=Y0

(& treuon)

ne F(z,y(z)) po3ariamaloTh AK CKiIaJeHy (PYHKIIIO 3MIHHOI .

VII.22. Busnauuru o61acTi icHyBauHsa o6epHennx GyHkuin © = x(y) i 3Han-
TU iXHI MOXIiAHI, AKIIO:

a)y=z+Inz, (x >0); 6)y=z+e"; B)y=shz; r)y=thae
VII1.23. BussHauyuTu OMHO3HAYHI HEMEPEPBHI MJIKA 00EpHEHUX (PYHKIIN T =
= 2(y) 1 3HAUTH IXHI TOXiAHi, AKIIO

2

a) y = 222 — % 6)y:1_:£—w2; B) y =2e % —e 2%,

VII.24. TlokasaTu, mo icHye ogHO3HA4HA QYHKUiA y = y(x), MO BU3HAYA-

eTbeA piBHAREAM y° + 3y = w, i 3HafiTu ii noxigny ¥, .

VIIL.25. Ilokasaru, mo icHye ogHO3Ha4HA (QYHKIIA y = y(x), BU3HAUEHA
piBaaHHAM y — esiny = z, (0 < € < 1), i 3uanTn ii noxiguy y..

VII.26. 3uanTu noxigsi y,, SKIIo

a)xr =sin’t, y = cos’t; ,q)x:\s/l—\/f, y=1/1-Vt

6)x = acost, y=bsint; e)x =acht, y=bsht;
B)x =acos’t, y=>bsin®t; e x=a(t—sint), y=a(l—cost);
t t
2 2 2 ;2 :
r)xz =e“'cos’t, y=e’'sin’t;xk)xr = arcsin———, y = arccos———.
V1+ 2 1+ 2
VIIL.27. 3uanTu y' 3 piBHAHHA:
2 2 2 2
24 .2 _ 2. 2 _ ) z v _ . r Yy .
a)m—l—y = a7 6)y—2p(E, B)a_g_b_z_]-, F)a_2+b_z_17

ma®+y? —ay=0; e) 2®+ay+y>=6; €)2®+y®—3ary =0;
x) 223 +y?/3 = a?/3; 3)x =y +arctgy; u)e¥—e* +ay=0;
i) e*siny —e Ycosz = 0.

VI1.28. 3uairtu y'(0), axmo e*¥ — 2?2 +y3 = 0.

VIIL.29. Hosecru, mwo E,(y) = E—()
y(T

84, Nudepenmian pyHKILii

Dyukiio y=f(zr) HasuMBaOTh NU(EPEHIINOBHOI B TOYII z, AKIIO ii HpupicT y win

TOYIl MOXKHa 3alllCaTH Yy BUIVIALI

(1) flz+Az)—f(z)=AAz+o(Az)Az,

ne A=const, a a(Az)—0 npu Az—0.
DyHKINA € TUdEepeHIinoBHOIO B TOYI = TO/I 1 JUIIe TO, KOJU BOHA Ma€ B I[IM TOIIN
noxigHy, npudomy B (1) A=f'(z).
Yeska nudepeHIioBHA B 3aJaHiil TOYNI (PYHKINA € HelepepBHOIO B LM TOYI.
TlooBHy JMiHIMHY mOA0 Az YacTWHY IPHUPOCTY (PYHKIl Ha3MBalOTh AM(epeHIialoM

dyHKII y TOYII T
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dy=AAz.
BpaxysaBuu, mo A=f'(z), a de=Az, MOXKeMO 3alUCATH
dy=f'(z) dz.
OcTanHa dopMyTa He 3MIHIOETHCA 1 TOI1, KOIU @ € (PYHKINEI z=¢(t).
Ha migcrasi (1) MoxHa cTBepJKyBaTH, IO IPU LOCUTH MAJIOMy Az IpUpICT QyHKII

HaOJIMKEHO MOPIBHIOE i1 qudepeHIiary.

VIIL.30. s dyuxmii y = 22 smainta Ay i dy, AKIIO 2 3MIHIOETHCA BiT 2 10
2,01. IlopiBuATH iX.

VIIL.31. [lna ¢yuxnii y = 2 pussatutu Ay i dy mpu 3mimi 2 Big 2 10 1,98.
VIL.32. [lna ¢yukmii y = /o 3nautu Ay i dy, skmo z 3minoerbes sig 100
o 101.

VI1.33. 3uantu gudepenmianm GyHKINN:

a)y=2z"; 6) y = 2° — 322 + 3x; B) y = V1 + 2% r)s=>=—;

1 1 1
1) r =2 — sin 2¢; e)ac:t—2; € y=———; x)r=cos(a—by);
xr
3) s=vV1—1t2; m)y=Incosx; i)z =arctgy/du—1; i)s=e 2

VII.34. 3uanTu:
a) d(v/x +1); 6) d(tga — a); B) d(bt —e™"); r) d(Int —e™?);
1) d(sin® t); e) d(1—cosu); e)d (% + arctgg); x) d(a+1n );

LAY 1
3)d (cos 5), u) d (arcsmx)

VII1.35. Cropona ky6a x = 5 m £0,01 M. Busmauutu abcoaioTHy Ta Bii-
HOCHY ITOXUOKH IIpu o04uncieHHi 06’eMy Kyoa. )

VII.36. [loBxkwuna Temerpaduoro nposoay S = 2b (1 + %), me 2b — Bij-
CTaHb MIXK JBOMA TOYKAMHU IiaBiuryBaHHs, a f — HauOlLibmmyu nporuH. Ha-
CKLTBKHU 30UIBIINTBCA HPOruH [, AKIIO TOBXKUHA IPOBOAA Bl HAUDIBAHHSI
30ULIBIINTHCA HA dS7

VIIL.37. 3 AKOI0 TOYHICTIO IOTPIOHO B3ATH abCIUCy KpUBOi y = x2\/T mpu
z < 1, 106 npu o64uucIeHHi ii OpIUHATH JOMYCTUTH HOXUOKY He Olabury 0,17
VII.38. 3 K010 TOYHICTIO MOTPIOHO BUMIPATH paaiyc KyJi, o6 mpu 06<Iu-
caendi ii 06’emy gomycTuTu noxubky He Giabury 1%7

VIL.39. Ilepiox xonmBamus masTHuka 1T' = 274/1/980 ¢, ne | — moBxu-
Ha MagTHUKA B CaHTHUMETpax. K MOTPIOHO 3MIHUTU MOBXKUHY MaATHUKA
[ = 20 cMm, 06 mepio xKoauBaHb 3MeHmuBes Ha 0,1 ¢?

VI1.40. Hosectu dopmyry va™+x = a +

KOPUCTYIOYHUCH HEI0 O0YUCIUTH HAOINXKEHO:

a) vV9;  6) v80;  B) v100; 1) Y/1000.

— (a > 0, [z] < a), Ta
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§5. IToxiaHi 1 gudpepeHiagTy BULIAX HOPALKIB

1°. Ocnoeni o3nauenns. IloxigHl BUIMMX MOPAKIB BiJ MyHKI Y = f(x) BU3Ha4da-

IOTHCA CIIiBBIHOIIEHHAMHI
FN @)=V () (n=2,3,...).

Judepenniaay BUIIUX TOPAAKIB Bl GyHKII y=f(z) BU3BHAIAIOTHCA IOCIIJOBHO (HOp-

MyJTaMu
d"y=d(d""1y) (n=2,3,...),

ne dly=dy=y'dz.

Axmo z — HezanexkHa 3MiHHa, TO

d"’y:y(")dw" i y =g

2°. Dopmyau Jewoniya.

(u(z)v(z)) ™) (z)= Z CFu®) (2)o =k (2), d" (uv) Z CrdbudmFy

k=0

VII.41. 3HauTu noxigHy APYroro HOPSAAKY Bix (PyHKIII:
a)y=sin®z;  06)y=tgz; B)y=vVI+a% ny=e";
o)y = ctgx; e)y = arcsing.

VII.42. 3HauTu noxigHy TPeThOro MOPALKY Bif (hyHKII:

a) y = cos? x; 6)y:$—2; B)y==xsinz; T1)y=2xlnuz;

x
o) s=te ! e) y = arctg—.
a
VI1.43. 3uanTu noxigHy n—ro nopagky Big gpyHKIII:
a)y=e*/"% 6)y=Inz; B)y=z r)y=2"; 1) y=sin
3) y = sin? x.

2 x
e) y = cos” x; e) y=a"; xK) Yy = :
)y )y )y 1+ o
VII.44. TocaigoBHuM audepeHnitoBagHaM BuBecTu (popmyan JlenbHina:

(uv)’" =u"v + 2u'v' +uv”;
wv)" =u""v 4+ 3u"v" + 3u/ V" +uv”
(u U)(IV) = ulIV)y + 4y + 6uv" + 4u/vm + woUV).
VII1.45. 3a ¢opmyaow Jlenbrina 3HAUTH MOXIAHY APYLCOro HMOPALKY Bin

pyuKmin:

a)y=ce®cosx; 6)y=a"z%  B)y=a?sina.
VII.46. 3a Qopmyowno JlenbHina 3HANTH MOXiTHY TPETHOrO MOPALKY Bij
dyukin:

a) y =e * sinz; 6) y = 2% Inx; B) Y = X COSZ; r)y = 2%e?;

,q)y:xQSinf; e)y==xf'(a—x)+3f(a—2x).
VIL.47. f(x) :xgw/a. Suanru f(2), f)(x), £(M(0).
VILA4S. f(z) = arcsin%. Suaiirn £(2), £(2), f(2).
VII.49. f(x) = L losecTu, mo mpu n > 2

Vi+z
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n ne11l-2-5...(2n—3)
f( )(O) = (_1) ! 277,—1
VIIL.50. [JoBectu, mo (yHKINA y = €¥ cosx 3aJOBOIBHAE TudeEpEeHITiaIbHe
pisaauna y!V + 4y = 0.
VIIL.51. [oBectu, mo QyHKIA y = T €
pipaanns 23y —xy’ +y = 0.

- (=)
VIL52. f(x) = 22 e~ */%. Tosectn, mo f(™(0) = %.

VIL53. f(z) = e~ . Josectn, mo f(™(0) = —2(n — 1)f(=2)(0),

~1/% 3a0BOMBHAE AUEpEHITATbHE

FEm=Y0) =0, fE™(0) = (-2)"(2m—-1)(2m—3)...3-1 = (=2)™(2m—1)!!

VIL.54. f(x) = 2". Doeectu, mo f(1)+ fl(,l) + L (1) +-F A— = 2"
VIIL.55. BB&}Karqu T He3aJIeXKHOI0 3MIHHOIO, 3HaI/ITI/I d2y, AKIIO:
Inx
a)y=v1l+tar  Oy=— By=a’
SIk aMiEUTBCA Tel gudepeHmial, akmo ¢ = at + b, v = 27
VIIL.56. 3uanTu y"’ 3 piBHAHHA:

a) 22 +y* = a?; 6) ax + by —xy = ¢; B) ™ y™ =1;
r) 2?2 —y?=a% 1) arctgy = +y; e) 22 + zy + y* = a*;
€) (x—a)’ +(y - B)? = R%
VIL57. &+ ¥~ 1. 3uaitrn
s+ = y" B Touni (0;0)
VIL58. te /2 + set/2 = 2. 3naitn % mpu t = 0.

d
VIL59. tlnz —z Int = 1. 3ganTn d—f mpu t = 1.

VIL.60. z%siny — cosy + cos2y = 0. 3uairtu y' npu x = g
. d?%y .

VII.61. 3uantun T I (DYHKITIN:

x

t3
a)x =asint, y = acost; r)r =t y:§—t;
6)x = 2cost, y = sint; nNr=t>, y=14+1t%
B)z = a(t —sint), y=a(l—cost); e)z=e*, y=e

n

VIL.62. 3mautu moxigsi y.,, y'., y”; Big dysxmii y = y(x), mo 3azana
napaMeTPUIHO, AKIIO:
a)w=2t—1t2, y=3t—1t3 6) r = acost, y = asint;

B) x = a(t —sint), y= a(l — cost); r) x = e'cost, y=esint.
VIL.63. 3uantu noxigsi y.,, y7», y~s Gysxmii y = y(r), mo 3ataHa HeABHO,
AKIIO:

a) 2% +y? = 25; 6) y? = 2pu; B) 22 —ay +y? =1.
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VII.64. Bpaxamoun T He3aJIeXKHOI 3MIHHOI, 3HAUTHU AudepeHIiaiym 3a3Ha-
YEHOr'0 MOPSIKY, SKIIO:

a)y=2a°, d'y; 6 y=—=, d’y;  B)y=wxcos2z, d;
r)y=e“lnx; d*y.
86. [JoTw4Ha 1 HOpMaJIb O ILIOCKOl KPHUBOI1

KyroBunl koedinieHT goTudHoi 10 KpuBol y=f(z) B TO4li KpuBoi (z¢,yo) AOPIBHIOE
3HAYEHHIO MOX1AHOI QPYHKII f B TOYI z¢
k=tg p=F"(x0).
PiBHAHHA goTm4HOI B To4ll M(zo,yo) 4O KpUBOl y=f(x) Mae BUIIAL
y—f(xo)=f"(z0)(z—20).
PiBHAHHEA HOpMaJi y I TOYII

y—f(Io)Z—m(I—Io)

VIIL.65. 3HaiTu KyTu HaXmIy mapabomn y = x2 B Toukax ¥ = +2.

VII.66. Hanucatu piBHAHHA ZOTUYHUX OO rimepbomu xy = 4 B TOUKaxX
1 = 11 29 = —4 1 3HaWTU KyT MiX JOTUIHUMHU. [loOyayBaTu KpUBY i
MOTUHI.

VII1.67. 3maiTu piBEAEEA HOpMaJTi 10 mapabomu y? = 2px B Towumi M (xq, Yo)-

. . 2
VII.68. flkuu KyT yTBOpIOE 3 BICCIO aOCIUC TOTUYIHA IO KPUBOL Yy = gxf’—

—%x3, III0 TIPOBEJEHa B TOHUII 3 abCiucown x = 17

VII.69. HanucaTu piBHAHHA JOTHYHOI Ta HOPMAJ 0 mapabomm y = 4—x2 B
To4ni neperudy ii 3 Biccro Oz (mpu x > 0) i no6ygyBaTn napabouy, JOTUIHY
1 HOpMAJIb.

VIL.70. flkui xKyT yTBOPIOE 3 BiCCIO abCHMC NOTHYHA OO Mapaboidm y =
=22 — 3x + 5, mo mposenena B Toum M (2;3)? Hammcatu piBHAHHA i€l
MOTHUYIHOL.

VIIL.71. HamucaTu piBHAHHA IOTHYHUX 10 KpuBoi o2 +y? +4x —2y—3 =0
B TOYKAX mepeTuny ii 3 Biccio Oy.

VII.72. Hanucatu piBHAHHA JOTUYHOL B TOUMI (Z0;Yo) A0 KPUBUX:

2 2
1)x—2+%:1; 2) 42 = 2pa.
VIIL.73. 3manTu NOBXKUHY IIiJIOTUYHOL 1 IMiZHOpMAJI, HANMCATHA DPIBHAHHSA
JOTUYHOI Ta HOPMAaJi 0 KPUBUX
Dy=a*  2)y* =2’
y Toumi x = 1.
VIIL.74. Tlig axum KyToM TepeTuHAIOThHCS Kpubi 22 + y? = 51 y? = 427

VII.75. Hanucatu piBHAHHA JOTUYHUX 1 HOPMAaJE OO KPUBUX:
3

a)y:%BTo‘mixz—l;
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6)y =2% BrToukax 1 = 01i 29 = 1;

B) 22 + 2xy? +3y =6 B Toumi x = 1;

r) y = 4z — 22 B TOuKax mepeTuHy 3 Biccio Oz;

1) y = 4 — x B TOYKax mepeTuny 3 Bicco Oy;

e) y?> = (4 + )% B Touxkax neperuny 3 ocamu Oz i Oy;
2 2

€) % - % =1 B Toumi M(—9;-8).

VII.76. 3naiiTu BigcTass Bijg BepmmHu napaboan y = v2 —4x +5 10 foTuwd-
HOI, IO IIPOBeIeHa M0 Hel B TOoYll nepeTuny mnapaboau 3 Bicco Oy.

VIL.77. Ilig axum kyToMm mpsama y = 0,52 mepeTuHae KpuUBy y = cosx?
VII.78. 3maiTu KyT Mix KpuBuMu y = v/2sinz i y = v/2cosz.

VII.79. 3maiiTu KyT Mix mapabomaymu y = 8 — 22 i y = 22.

VII.80. HamucaTu piBHAHHA JOTHUHEX 10 Koaa x° 4+ 42 +4x —4y+3 =08
TOYKax mepeTuny uoro 3 siccro Ox. [lobyayBaTu KOO Ta JOTWYHI.
VII1.81. HammcaTu piBHAHHA NOTWYHOI 10 emimnca x2 + 4y? = 16 B Toui,
B AKIN MUIATHCA HABILI BiAPI30K NOTWYHOL, BIATATUN OCAMM KOODAUHAT, i
AKWUW JIEXKUTH Y TEPIIOMY KOODIUHATHOMY KYTi.

VII.82. Hanucaru piBHAHHA JOTUYHOI 10 nmkiaoigm x = a(t — sint), y =

T 3 .
=a(l — cost) B ToOUKax t = 5 1 t= > [To6ynyBaTn KpuBy Ta JOTUYHI.
VII.83. Hanmcatu piBHAHHA NOTUYHOL 4O PO3rOPTKEU Koaa x = a(cost+

T

+tsint), y = a(sint — tcost) B Toumi t = —.
§7. TeopeMu npo cepenHe

1°. Teopema Poana.
Axmo dyukuia y=f(z):
1)HenepepBHA Ha MPOMIKKY [a,b], 2) BcepeauHi Hboro mMae noxigny, 3) f(a)=f(b),
TO MiX a 1 b 3HAWeTbCA TaKa TOYKa c, B AKIN f'(c)=0.
2°. Teopema Jlaepanica.
Axmo dyskuia y=f(z):
1) HemepepBHa Ha MPOMIXKKY [a,b], 2) BCcepeinHi HBOI'O Ma€ MOXIiAHY,
TO Ha (a;b) 3HANAETHCA Taka TOYKa r=c, B AKIN f(b)—f(a)=(b—a) f'(c).
3°. Teopema Kow.
Axmo dynkmii f(z) 1 ¢(z):
1) HemepepBHI Ha NPOMIKKY [a,b], 2) MaloTb HOXiIHI Ha (a,b), mpudoMy ¢’ (z)7#0,

f(®)=f(a) _ f'(c)

TO Ha (a;b) 3HAUAETHCA TaKa TOYKa r=c, B AKIA 3 ——F—~= .
(a:0) omay = 2B =p(a) ~ ¥(0)

VII.84. IlepepipuTu, mo Mix koperamu ¢yukmii f(z) = 2% — 42 + 3 micTn-
ThCA KOPiHb i1 moxiguoi. [loscauTu rpadiuHo.

VII.85. Iu moxua 3acTocyBaTu Teopemy Pomra no dymkmii f(r) = 1— Va2
Ha BiApisky [—1;1]7
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VIIL.86. Ilo6ygysatu ayry AB xpupoi y = |sinz| Ha Bigpisky [—g; g]
YoMy Ha my3i He Mae NOTUYHOI, IO mapatenbHa xopmi AB? fka 3 ymoB
Teopemu Posis TYT HE BUKOHYETHCA?

VI1.87. Hamucatu dopmyay Jlarpamxa nas dysxmii f(z) = 22 ma Biapisxy
[a,b] i 3nanTu c. [loscauTu rpadidso.

VII.88. Hamucatu ¢opmyry Jlarpamxka f(b) — f(a) = (b — a)f'(c) maa
dbyukmii f(r) = z® i 3maiitu c.

VII1.89. Hamucaru dpopmyay Jlarpamka gia yskmii f(z) = /T Ha Biapisky
[1;4] i sHanuTH C.

VII.90. IToxasaru, mo Ha BigpisKy [—1; 2] HE MOXKHA 3aCTOCYBATH TEOPEMY

Jlarpamxa 10 GyHKIN y; = — 1 yo = 1 — V22, [loacuutu rpadidHo.
T

— 2
VIL.91. Ilobyagyeatu ayry AB xpusoi y = |cosz| Ha BigpisKy [O; ?ﬂ-] .

Yomy Ha Oy3i He Ma€ TOTUYHOL, w0 mapajeabHa xopai AB? flka 3 ymos
Teopemu JlarpaHxa TyT He BUKOHAHA?
VII.92. Hexan

x mpu |z] < 2,
flz) =
1 mpu |z| > 2.

[To6y nyBaTu rpadik miei gpyskuii i, B3asum Ha uboMy Touku O(0;0) i B(2; 1),
nokasaru, mo Mixk O i B Ha nupoMmy rpadgiky HeMae TOYKU, JOTUIHA B AKIN
6yna 6 napaneasna OB. flki ymoBu Teopemu Jlarpamxa mis miel ¢pyHknii Ha
Biapisky [0; 2] BukoHasi, a axi Hi?

VIL.93. Bigomo, mo f(x) HemepepsBHa Ha BiAPi3Ky [a;b] 1 Mae moxinuy B
KOXHil Touwi inTepsany (a;b). 3acrocysasmu Teopemy Pomrsa no ¢yuxmii

x flx) 1
D(x) = b [f(b) 1Y,
a f(a) 1

orpumaru Teopemy Jlarpamxka. 3’sacysatu reomerpudne sHadeHusa ®(z).
VI1.94. 3a gomomorow ¢opmyan Komi mosectu: saxmo f(0) = f'(0) =

=f"0)=..= f(”*l)(O) =0, To % = @, e 0<0O<1.

VII.95. Hanucatu dpopmyay Jlarpamxa i SHAUTH ¢ 115 dyuxmin:
a) f(z) = arctgr na Bigpisky [0;1];
6) f(x) = arcsinz Ha Binpisky [0; 1];
B) f(x) = Inz ma Bigpisky [1;2].

VI1.96. Hanucatu ¢popmyay Komri i 3HanTu ¢ 1y QyHKIHT:

. . : 3 T
a) sinx i cosx Ha Biapisky |0; 5]
6) 2% i \/r ma Bigpisky [1;4].
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VIL.97. Tlo6yaysatu rpadik ¢yukiii y = |z — 1| #a sigpisky [0;3]. Homy
HEe MOXHA, [IPOBECTU JOTUYHOI, 10 mapaJtenbua xopai? flka 3 ymoB TeopeMu
Jlarpanxa He BUKOHYETBCA?

VII.98. B skiit Toumi oTHIHA 10 KpuBOl y = 4 — o2 mapajenbHa JO XOpIu,
wo crarye Touku A(—2;0) 1 B(1;3)? Ioscuuru rpadiuso.

68. PoskpuTTsa HeBu3HadeHocTen. IlpaBmio JlomiTans

. 0 .
1°. Hesu3nauenicmo 0" Iepwe npasuao Jlonimaaa.

Axmo:
1) dyukuii f(z) i ¢(z) Bu3Ha4YeHI 1 HemepepBHI B [1eAKOMY OKOJI TOYKHU a, fe a —
9uCI0 abo CHMBOT oo, 1 lim f(z)=lim ¢(z)=0;
z—a z—a

2) moxigui f'(z) 1 ¢'(z) iICHYIOTH B OKONl TOYKHU a, 33 BUHATKOM, MOXKJIMBO, CaMOi

TOYKH a, IPUIOMY OJHOYACHO He IepeTBOPIOIOTHCA B HYJb IIPU T#a;

1
3) icHye ckiHdeHHa abo HeCKiHYeHHa I'paHUI lim f,(w) ,
sa #'(2)
TOI1 ,
lim e = lim f(2)
= o
ava P(2) To50 #'(@)

. fo'e) .
2°. Hesusnauenicmob o Apyee npasuao Jlonimaaa.
ko
1) dynkuil f(z) 1 ¢(z) HeCKIHYEHHO BeJMKI IpU z—ra, A€ a — GUCIO ab0 CUMBOJ oo;
2) moxigui f'(z) 1 ¢’ (z) iICHYIOTb B OKOJII TOYKH a, 3a BUHATKOM, MOXKJINBO, CAMOl TOYKH

a, IPUYOMY [AJA BCIX TOYOK IIbOI'O OKOJIY, KPIM TOYKHU @, BUKOHYETBHCA CIIiBBiTHOIIEHHA

12 (@) (@) 20 ,
3) icHye ckiHdeHHa abo HeCKIHYeHHa I'paHUIs lim ,gzg,
TOoml
f(z) f'(=)
Jim ey = ey
VII1.99. 3nanTu rpaHuii:
T s _q 3 L
1) lim S x; 2) lim e_. 3) lim r-a ; 4) lim < ;
z—=0 I z—0 sin4x’ z—a " — q" z—1 In 52
hr — ar _ bz
5) lim sinax 6) lim chx cosx; 7) lim e ' e
z—0 sin bz’ z—0 2 ) z—0 ?s)majl 1
t t — t — t
8) lim LML gy iy YL T2 10 fim 280 87 .
z—0 3 z—0 2 t—0 3sin4xr — 12sin 42:v
1 —si T —pT 1-—
11)  lim ﬂ; 2) lim ——; 13) lim ﬂ;
c—r/(20) (2ax — )2 e—0  tgx e—0 w2 sin x?
14) lim In(sin azx) 15) lim 1 —cosax 16) lim 1-— cjosx;
250 In(sin bx)’ 2—0 1 — cosbx’ a0 2
— t — x
7) lim LS gy BETSIT g
z—0 3 z—0 T —sinx z—too T3
z 1 1 t
20) lim —; 21) lim ﬂ; 22) lim nx7 lim 2o,
T——00 T T—oo I z—0 C c—7/2 1g 33:

87



24) lim (7 — ac)tg 25) lim z In z; 26) lim z"e™%;

b

T z—0 z—+o0
1-2 1-¢ 1
27) lim ﬂ; 28) lim ———:  29) lim ———;
c—=m/6  COS3T c—m/4 COS2T 2—0 In(1 + 2z)’
Inz 1
. _ : /(1—z).
30) il_}rnl =5 31) hrn(l e2®) ctg x; 32) ;1_>rnlx ;
1 1
33) lim ( — — —2> 34) lim (e** + 2)Y/*; 35) lim 2*;
z—0 rSsIinx €T x—0 x—0

3 T
36) lim (sinx)'8?; 37) lim <1 + —> : 38) lim (2 — z)t&™/2;
z—0 x z—1

T—0o0

39) lim (tgz)*®2®;  40) lim (ctgax)sin®.
z—m/4 z—0
VII.100. [losectu, o mpu x — 0
x® a
x —arctgr ~ —; a® —b" ~ xln —;
T —1-2r~22% 2z —In(l+2z) ~ 222
3

VII.101. [oBectu, mo x — sinx ~ 5 npu ¢ — 01 Tomy sinx ~ z 3
23
MOXUOKOIO, AKa HAOJMKEHO TOPIBHIOE 5 O6uncanty sin 1° 1 sin 6° i omiguTH
TOXUOKU.
23
VII.102. doBecTu, mpo arcsinx — & ~ —, koau x — 0.
b 6 b

§9. dopmysna Temnopa

Akmo ¢dysKIig y=f(xr) BU3HA4YeHa 1 HellepepBHa B OKOJI TOYKHM o, Ma€ HellepepB-
Hi Yy IIbOMY OKOJI IOXIAHI OO n-I'0 HOPAIKY, & B TOHUIl x( MOXiAHY n+1-TO MOPAAKY, TO
cupaB/KyeTbcs dpopmyia Tennopa

(1) £()=F(20)+5 (20) (2—20)+ T2 (5 )24 LLED (g iy

(n) z
oot LE (o) g (o).
3aIuIKOBUY WieH 7, (z) y dopmydi (1) 3anucyioTh B 0JHOMY 3 TPbOX BU/IB:
3aauwrosul waen y gopmi Jazpanaca

(n+1) _
T,,‘(x):f (Z::j-r?)'(m 20)) (z—z0)"*Y), (0<O<1);

3aauwrosul waen y gopmi Kows

(n+1) _
f (m():-!@(m mo))(l_e)n(m_mu)mﬂ)’ (0<O<1);

3aauwrosul waen y gopmi Ieano
ru(@)=o((z—w0)").

Axmo y dopmyai (1) zo=0, To ii HazuBaoTH dopMmyioo MakiopeHa.

o (z)=

Ha rnACTaBl q)opMme (1) MoxeMo 3ammcaTy TaKi PO3BUHEHH.

L ¢ ~1+z+2.+3,+ + r+o(z").
2271
II. sine=c— 5+ 3, + =] —---+(—1)" (2n 1),+o x> ™).
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4 2n

2
III. cos x:l—g—!-ﬁ-i—!—----‘r(—l)" (gn)' +o(z2ntlh),

2 3 n
IV. In(14e)=z— 5+ 5 —4(-1)" " T-4o(a").

V. () L P p mm =D m=2) 5

m(m_l)n'(m_n-"_l) a:"’—i—o(a:"')‘

VIIL.103. f(x) — MHOrOWIEH YeTBEPTOro CTemeHs. 3Hao4n, mo f(2) = —1,
f'(2) =0, f(2) = 2, f"(2) = =12, f1V(2) = 24, sanucaTu Hell MHOTOWICH
ta suautu f(—1), f'(0), f"(1).

VII1.104. [Taa muorourena f(z) = x1° — 32% + 22 + 2 sanucatu Tpu mepmi
WIEHN PO3BUHEHH: 3a GopMmyJor Temnopa B Toumi xo = 1. 3HanTu HaOIU-
xene 3Hadenss f(1,03).

VII.105. 3maiitu 3 ToumicTo 10 0,01 sravenna f(1,02), axmo f(z) = 2°°—
—2%0 + 7.

VII.106. 3amucatu ¢popmyny MakjaopeHa 3 3aJUMIKOBIM WIEHOM y GOpMi
[eano pms QyHKIin:

a) f(¢) =shw; 0) f(2) =cha; 8) fl@) =™ 1) f(a) =In(1-a?).
VII.107. 3anucatu gopmynry MakmopeHa 3 3alUIIKOBAM IEHOM y (POpMI
Jlarpamxa 01 QyHKIHN:

a) f(z) =V1+ux; 6) f(z) =1+ B) f(z) = Ya™ +z.
VII.108. ®yHKIIO Yy = tg s PO3BUHYTH 3a CTENCHAME T 10 “IeHa 3 T°.
VII.109. ®yukmito y = ° — 1 pO3BUHYTH 3a CTeNeHAMHU & — 1 10 4jeHa 3
(z —1)3.

VII1.110. Jlagmor, 3akpilleHni Ha, KiHIAX, Ol BILIMBOM BJIACHOI Baru Mpo-

BHCae 10 JiHil y = ach 2. [lepesipuTH, mo npu Maaux |x| ¢popma JaHIOra
2

HaOJINXKEHO OMHUCY€ETHCA Mapabomioo y = a + ;—

VII.111. Ha migcrasi ¢popmyau Temnopa 3 gaJII/IIHKOBI/IM wIeHOM y ¢opmi

Jlarpamxa a6o Ko omiruTu moxubxy Ghopmy.r:

1 1
a) \3/1+xz1+§x—§x2,ﬂ1<m00§1’§1;

1
6) tgx =~z + 52037 axmo |z| < 0,1;

Lo, 14 14
B)e* = 14+a+ —x*+ -2’ + —2a?, akmo —0,5 <z <0,5.

2 6 24
VI1.112. Kopucrywouucs ¢opmyaow Temwnopa, 00UMCINTH MPAHNUIL:
. cosz — e~ /2 . a*+a =2
a) im ——; r) lim ——;
z—0 5x4 z—0 x?
1 1
6) li - — ; li —2%In(1 +1 ;
)zlg%) (x sinz)7 %) A (v~ In(l +1/2));

ewSinl‘_fE(fL"*'l); e) lim (\(yx6+x5_\(yx6—x5).

z—0 x3 T—00
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§10. 3pocTaHHda 1 cuaganasa QYyHKIII.
Hanpsam onykaocTi. Touyku mmeperuny

Axmo dysKuia y=F(z) Mae gogarHy (Big’emHy) moxigny f'(z) Ha inTepBaii (a,b), TO
BOHa 3pocTae (cHajae) Ha I[bOMY IHTepBall.

Osnauenna. I'padik gudepeHinoBHO]l DYHKII HA3MBAIOTH OMYKIUM BHU3 (OILyKIMM
Bropy) Ha BIApPI3KYy [a,b], AKmo KpuBa y=f(z) (a<z<b) po3ramoBaHa Buile (HUKUe) J0-
THYHOI, IO IIpoBefeHa B OyAb-AKIM TOYI IbOrO BiApidKa. TO4YKOIO NeperuHy Ha3WBalOTh
TOYKY, B AKIN 3MIHIOETBCA HAIIPAM OMYKJOCTI rpadika (pyHKIII.

[JlocTaTHBOIO YMOBOIO OIYKJIOCTI Mpadika ABi4i AudepeHninoBHol GyHKIil BHU3 (yro-

PY), € BUKOHaHHs HepiBHOCTI f''(2)>0 (f'(2)<0), Koan a<z<b.
VII.113. [ocriguTu (pyHKINI HA 3POCTAHHA 1 CIIATAHHA:

1
a)y=a% 6)y=2% B)y=—; r)y=lhz 1)y=tgy
x
e)y=e%  e)y=4dr— a2
VII.114. BusHauuTu IpOMiKKKM MOHOTOHHOCTI TAKUX (PYHKIIIN:

2
a)y=2+r—2% 06)y=3+x—2% B)yZH—xe; r)y = x+cosz;
: z’ 2 2
I) y =+ |sin3z|; e)yze—z; €)y=a*—Ilnz’.

VII.115. [oBecTu, 1mio mpu 30LIBIIEHH] KITBKOCTI CTOPIH N MEPUMETD Pn
[IPABUILHOI'O N-KyTHUKA, BINCAHOIO B KOJIO, 3DOCTAaE, a nepumMerp P, mpa-
BUJIBHOI'O N-KYTHUKA, OMICAHOI'O HABKOJIO I[LOT'O KOJIA, 3MEHITyeThCsA. Buko-
pUCTOBYIOUM 1en (PaKT, JOBECTH, IO P, 1 P, MaIOTh CHULIBHY MDAHUIIO TPU
n — oo.
VII.116. [ocrianTu HA OMYKIICTh 1 MOOYIyBATH KPUBI:
a)y=ux* 06)y=2a° B)y=e"; n)y=hy pHy=z
VII.117. BusnauuTu OIpOMIXKKIA MOHOTOHHOCTI, TOYKY IEPETUHY KPUBUX Ta,
o6y IyBaTU KPUBI:
3 2 2 2x

xT
a = — — ; ) :_7“; = —F;
Jy=-g -2 Jy=e B) Y T2

5/3

r) y =2'/°.

§11. Excrpemym (pyHKIii.
Han6inpiite i HalMeHIlle 3HAYeHHA (QYyHKITI

DyHKUisA f(r) Mae JOKaIbHUM MAKCUMYM (MIHIMYM) y TO4I 2, AKIIO (DYHKIIS BU3HA-
YeHa B OKOJI TOYKH z( 1 JJIA BCIX TOYOK MeAKOl 06IacTi |z —z¢|<S§ BUKOHYETHCA HEPIBHICTH

f(2)<f(z0) (f(z)>F(20)).

Heobziona ymosa excmpemymy.

Touknu 3 o61acTi BU3HaYeHHA (PYHKIIII, B AKUX IT0X1JHa (PYHKII] He icHye abo TOPiBHIOE
HYJIIO, HA3UBAaIOTh KPDUTUIHUMU TOYKAMU.

Dyukiia y=f(z) MOKe MaTU eKCTPeMyM TLIbKH B TUX TO4YKaX, ge f'(z)=0 abo He

iCHYE.
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Locmamni ymosu excmpemymy.

I. Akwmo 1) dyHKUisA f(z) BU3HaYeHA | HEIlepepBHA B [eAKOMY OKOI |z —zo|<§ KpUTHI-
HOI TOYKH z¢; 2) f(z) Mae CKiHYeHHY HOXigHY f'(z) B obaacTi |z—xo|<d; 3) moxigua f'(x)
3MIHIOE 3HAK IIPU [epexo/i Yepe3 TOYKY x(, TO B IIH TOYI (PYHKIIA Ma€ JOKAIbHUHA eKC-
TpeMyM (MakcuMyM, Koau f'(z) 3MiHioe 3Hak 3 "+4” Ha " i MiHIMYM, Komu f'(z) 3MiHIOE
3Hak 3 " Ha "+47).

I1. fIkmo dyskuis f(z) aBi4l AudepeHNiNOBHA B OKOJII TOYKA To 1 B TOYII Ty BUKO-
HYIOTBCA YMOBHU

I/ (x0)=0 i I (z0)#0,

TO B Wil To4ni PYHKIiA f(z) Mae JOKaIbHUN eKcTpeMyM (MakcuMmyM, sAKio f(xo)<O0, i
MiHIMYM, AKmo f''(z0)>0).

ITI. Hexan ¢yukuisa f(z) Mae B IeAKOMY OKOJI TOYKU zo moximui f'(z), f"(z),...,
7 (@) 1 £ (2), npuomy

% (20)=0 (k=1,...,n—1), £ (zg)#0.

Togpi: 1) AKImO n — HapHe YUCIO, TO B TOUMI xo (MYHKUIA f(z) Mae JOKAIbHUN €KCTPEMYM
(MakcuMyM, Ko f"(z0)<0, 1 MiHIMyM, AKIO f™(z¢)>0); 2) AKIO n — HEIapHe YUCIO,
TO B Touli o GYHKIHA f(z) eKCTpeMyMy He Mae.

Abcomomnuti excmpemym.

Hambinbie (HaiMeHIIe) Ha BiapisKy [a,b] 3HadYeHHs HemepepBHOI (YHKII f(z) gocs-

raeTbca abo B KPUTHIHIA TOUMI Iiel GpyHKIi, abo B KIHIAX IIOTO Biapi3Ka.
VII.118. 3HauTu JOKaIbHI €KCTPEMYyMU (PYHKIIIN:
Dy=a?+4r+5 2)y=2+4+z—2% 3)y=(z+1)3%
Hhy=(@-1% By=r+5; 6)y=a+4dx+5;
3

3 4
7)y:4x4—%; 8)y:%—x2—3x; 9)y:1+2x2—%;
2
1O)y:%—x3; 11)y:§+—7 12) y = 2 — 622 + 9z — 4;
1
13) y = 22% — 2%, 14) y = x(x — 1)%(x — 2)3; 15) y =a + —;
x
2z 2? —3x+2
16)y=—""7 17)y=—""TT2 18) y =2z —aZ;
V=17 s )1% T
19) y = xe®; 20) y = /rlnx; 21) y = ———;
1+sin”x

1
22)y:arctgx—§ln(1+x2); 23) y = e®sinx.
VII.119. 3uanTy HaMeHIIe i HAUOLIbIIe 3HAYEHHA TAKUX QYHKIHN:
a) f(z) = 2z Ha BiApi3ky [—1;5];
(z) = 2% — 42 + 6 ma Biapisky [—3;10];
(z) = |2* — 3z + 2| ma Bigpisxy [—10;10];
(z) =
(z) =

=)}
S Sh Sh SR S

W

1
x)==x + = =a Biapisky [0, 01;100];

H

)
)
)
)
) V5 — 433 Ha Biapisky [—1;1].
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VI11.120. Permritkoro, goBxuHa akol 180 M, mOTPiOHO 3arOpOAUTHU HMPAMO-
KyTHY NPUCAIUOHY NIAHKY HanGineuiol mwiomi. BusnauuTu posmipu npsamo-
KYTHOl JLISHKU.

VII.121. Posknactu yucao 10 Ha gBa J0AaHKM TAK, 100 TOOYTOK IIAX TUCENT
OyB HAUOLIBIINM.

VII.122. Y TPUKyTHUK 3 OCHOBOI @ 1 BUCOTOM I BIIMCAHO IPAMOKYTHUK
HANOLIBINOI IO, BU3HAYUTH ILIOMLY IPAMOKYTHUKA.

VII.123. I3 xBaApaTHOrO JUCTKA KAPTOHY 31 CTOPOHOIO @ BUPI3aHO IO KyT-
KaX OMHAKOBI KBaIPATUKU. 3 Ti€l YACTUHU KAPTOHY, IO 3AJUIINIACS, CKJIe-
IOI0Th NPIMOKYTHY KOPOOKy. SfIkoio moBumHHA 6yTH CTOPOHA KBAIPATUKIB,
106 06’eM KOpOoOKM OyB HANOLIBIIAM !

VII.124. BussauwuTé po3Mmipu BifKpUTOro 6acelHy 3 KBAaJAPATHUM THOM,
06’eM Akoro 32 M? Tak, mo6 Ha OGIMIIOBAHHA CTiH i AHA MlILIA HAIMEHIIA
KUIBKICTB MaTepiamy.

VII1.125. Biuni cTOpoHU 1 MeHIa OCHOBA Tparmelii fopiBaioTh 10 cm. Bu-
3HAQYUTHU ii OLIBILY OCHOBY TakK, 100 ILIOMIA Tparmerii 6y1a HanOLIbIiIa.
VII.126. VY miBKpyr BOHCAHO TPAIENi0 TaK, IIO ii OCHOBOIO € miaMeTp IiB-
Kpyra. BusnauuTy KyT npu OCHOBI Tpamerri Tax, o0 Imioma Tparmerii oyaa
HAUOLIBIIOK.

VIL.127. Ilepepi3 TyHena mae GOPMY OPAMOKYTHUKA, IO 3aBEPIIYETHCA
nmiBkpyroMm. Ilepumerp mepepisy 18 m. IIpm Aaxomy papgiyci miBkpyra ILIOIIa
nepepisy Oyae HanOLIbIIO0

VII1.128. [Ipa JiTaku JeTATH B OAHIN ILIOMIKHI IPAMOMIHINHO mig KyTom 120°
3 0HAKOBOIO MIBUAKICTIO ¥ KM/T04. Y nesAKUI MOMEHT OJVH JITaK IPUIETIB
B TOUKY TePETUHY JiHIN PyXy, & IPYTUU He NOJETIB 10 Hel a kM. depes axun
9Jac BIACTAHb MiX JiTakaMu OyjJe HAUMEHIIOI 1 YOMy BOHA TODIBHIOE?
VII.129. VY ckiteku pasiB 06’eM KyJai Ourbmumé Big 06’eMy HaUOLIBIIOrO
MATIHIPA, M0 BOUCAHUN B IO KYJIIO?!

VII.130. [IBa xopumopu mmpuHoio 2.4 M i 1,6 M mepeTUHAITHCA Mig IPs-
MUM KyTOM. BU3HAYUTU HAMOLIBIIY TOBXUHY APAOUHH, IO MOXKHA IIPOHECTH
(rOpU30HTAIBHO) 3 OJHOI'O KOPUAOPY B iHIIAIL.

VII.131. V¥ komyc 3 pagiycom 4 aM i BUCOTOK 6 IM BNUCAHO IUIIHID HAU-
OLIBIIOrO 06’eMy. 3HAUTH 00’€M I[LOTO MUIIHAPA.

VII.132. VY miBkpyr pamiyca R BOMCAHO MPAMOKYTHUK HANOLIBIIOL ILIOII.
O69ucaIuTI UOro PO3MIpH.

V11.133. Hanapa6omiy = 22 3HalTH HAROIIK Ty 10 IPAMOL i = 20 —4 TOUKY.
VII1.134. KapTusa BucuThb Ha cTidi. Huxwin ii kigemns Ha b ¢M, a BEPXHIN HA
a CM BUIIE O4Yen crmocTepirada. Ha skiu BigcTaHl Bil CTIHU IIOBUHEH CTATH
crocTepirad, mob PO3AUBUTUCA KAPTUHY Ii1 HAUOLIBIIAM KyTOM?
VII.135. Y npAMOKYyTHUU TPUKYTHHK 3 IimoTeHy30o 8 c¢M i kyrom 60°
BIIMCAHO MPAMOKYTHHUK, OCHOBA SAKOT'O JIEKUTDH HA TiMoTeHy3i. ki moBuHHI
OyTH PO3MIpU NPAMOKYTHHUKA, 06 MO0 ILIOMIA, 0yJ1a HANOLILIIOK !
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VII.136. 3azano Touku A(0;3) i B(4;5). Ha oci Oz smautu Touxy M rax,
o6 Bigcrans S = AM + M B 6yjaa HanGiIbLIIOw0.

VII.137. 3 kpyra Bupi3aeTbCsa CEKTOp, IO MICTUTH KyT (, & MOTIM CEK-
TOpP 3ropTaeThCsA B KOoHyC. [Ipu sxomy 3HaveHHi KyTa o 06’€M KoHyca Oyme
HAOLTBITIM ?

VII.138. 3ajexHiCTh MiXK BUTPaTaMU BUPOOHUITBA i 06’€MOM BUILYCKY
npoayKimii BupaxaeTbea ¢yukmiero y = 10z — 0,0423. Taa axoro o6'emy
BUILYCKY MPOAYKIINi 3aTpaTu BUPOOHUIITBA Oy IyTh MAKCUMAILHIMMU !
VII.139. O6c¢car mpoaykiiii u, BUIyIIeHOI 6pura 0 poOITHUKIB, 33 1a€THCI
PIBHAHHAM U = —%t3 + %ﬁ + 100t + 50, me t — poboumn JIac y roAUHAX.
Yepes ckinbKy 9acy micias mo4aTkKy pobOdoro AHs NPOAYKTUBHICTH Iparil
Oy 16 MAKCUMAJIbHOI?!

. . gr

VII.140. IIporrosna nixa akuii mae Buriajg Cyp, = Cop————, ne Cp —
Te — T+ gr

IIOYATKOBA I[iHA, " — BIJHOCHUN IPUOYTOK KOPIOpAIii, g — JacTKa IpudyT-

Ky, BUIIIEHA HA BUILIATY AWBIAEHIIB, I'e — Haue(EKTUBHIINA CTABKa PEiH-

BecTuii JuBigeHiB. [HBecTOp mpogaB akilio 3 xapakrepuctukamu r = 0, 2,
re = 0,5 1 kynuB axito 3 xapakTepuctukamu r = 0,4, r. = 0,5. IIpu akomy
3HAYEHHI ¢ I OIepalifa IpUHeCe HANOLILINY OYiKyBaHUN IPUOYTOK?

§12. ITo6ymoBa rpadikis GyHKIIT

[lna nobynoBu rpadika GyHKIIl y=f(z) TOTpiGHO:

1) sHanTH obracTh BU3HAUEHHSA (YHKIII;

2) nepeBipuTH ii MapHICTh, HENAPHICTD 1 EPIOAUIHICTD;

3) BU3HAYATU TOYKH MEPeTUHY 3 ocaMu Oz i Oy;

4) 3HaWTH TOYKM pO3pHUBY (YHKII I IPOMIXKKK HellepepBHOCTI Ta JOCHIUTHU IIOBe-
NIHKY (DYHKII Ha KIHIAX IIPOMIXKKIB HEIIePEPBHOCTI;

5) BU3HAYUTH IIPOMIKKM 3PDOCTAHHA 1 cajaHHHA QYHKII, TOYKH €KCTPEeMYMY;

6) BU3HAYATU HANPAM OIYKIOCTI 1 TOYKU II€pEruHy;

8) mobyayBaTu rpadik GyHKILI.

Ilpu BukoHaHHI MyHKTY 4 Tpeba 3HAUTH ACUMITOTHU Ipadika, AKIO BOHU ICHYIOTD.

Axmo lim f(z)=zoo, To IpAMa r=a € BEpTUKAJIBHOIO aCUMIITOTOIO KpUBOi y=f(z).

z—a£0
S0 icHYIOTh CKIHYeHHI TpaHuIll  lim %:k, 1 lim [f(z)—kz]=b, TO IpaAMa y=
x— 400 x— 400
=ka+b € MOXUIOI aCUMIITOTOIO KpUBOi Ipadika (YHKIII, Koau z—+oo. Tak camo 3Hax0-

JATH IIOXWUJIY aCUMIITOTY, KOJIU T — —O0.

VII1.141. 3uanTu acUMOTOTH KPUBUX:

2\ 1 2? +1 a?
1)y=<1—5>; Jy=—a+ ;5 Jy=——— 4Yy=

T x—i—l;
x? 2 22—z -1 1—4zx
5)y=—— 6)y=——-1;, Ny="—-—"-"—"; 8)y=—":
)y oL )y i )Y 3 8)y 5o
3
x

10) y = o — 2 arctgx; 11) y:arctgi.
a—z
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2)y=va?+1-Va? -1 13)y=va>+1+Va’ -1
3
1— a2’

VII.142. ocaianTu dpyuKmio Ta nobyrysatu ii rpadix:
2
i

x—2’

1
14)3/:33_%% 15) y = 16) y?> = xe~°.

Dy=do—a% 2y=2>+22-3 3)y=

zt 1
fhYyy="-22% 5y=va2-1; 6\ y=-—7s;
)Y 1 z%; )y = Va1 )y 522
2 _6x+13 2
7)y:7m x;— : 8) y=a%(1—-ua); 9Ny=e";
Tz —
141
10) y = o + cos 2z Ha inTepBam (—7;7); 1)y = + nx;
x
12) y = & — arctg 2x; 13) y =z e /2 14) y =2 lnz;
15) y = Vsina2;  16) y = Ve —1;  17) y = sinz* + cos* z;
x 2?2 1
8 y=avi-z 19y=— "+ ) y=—+
Jy== x; )y TR Jy=5+-
3
21) y = ;—3; 22) y = x + In(cos x); 23) y = Iny1+22 —
22 —
arctg x;
24) y = |z| (x + 2); 25) y = 2%e”%; 26) y = 2z — 3Vw?;
27)y:u' 2)y=mze /2% 29) y=x —Inuz;
22417 ’
™ T
30) y = sin 2z — z Ha inTepBami (—5; 5); 31) y = 3a* — 823 + 62%;
1
32) y = x + arcctg 2x; 33) y = 2sinx + cos 2x; 34)y = 2;
x
3—a? 1 (4 — )3
35)y = : 36)y = — 3Ny=———=; 38)y=ae "
Jy=—53 3 y=z+- 3Ny 52— )y =ae"";
123/(x + 2)? 222 -1
— 3.5 3. — . — .
39) y = 3z° — 5, 40)1/_902—“;,2 A y=—7;
l+z+2
42) y = (1 —22)(1 —23); 43)y = ——=; 44) y = 2/ —x;
)y =@1-2a%)(1-27); V=1 )y =a+2v/—a;
(x + 3)3 o o
45)y:(+—2)2; 46) y = /1 — cos x; A7) y = e ** sin” .
x
VII1.143. docaiguTu mapaMeTPUIHO 3a1aHy (PyHKIII0 Ta T00y1yBaTH ii Tpa-
Pik:
3t 3t?
Nax=t3+3t+1 =3 —3t+1; 2) x = = ;

3) x=tet, y=te "
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§13. HabauxeHe po3B’sA3yBaHHA PIBHIHb

1°. Budiaenna diticnoeo xopens pisuanmusa f(x)=0.

SAxmo f(a) 1 f(b) MalOTh pi3HI 3HAKH, a f(z) HellepepBHa Ha BIAPI3KY [a,b], TO MiX a
1 b MiCTUTBCS KOpiHB piBHAHHA f(z)=0. fIkmo, kpim Toro, f'(z)#0 Ha BIAPI3KY [a,b], TO
1IeN KOPIiHb €IMHUMN.

2°. Memod zopd nabaudcenozo po3s’a3ysanns pienanna f(x)=0.

Hexan f(a)f(b)<0 i f'(x)#0, komu x&€(a;b), TOAl AK mepine HabIMKEHHs KOPEHs piB-
HAHHA f(z)=0 BUOMpaeMo TOUYKY z1 (puc. 15), miusa sakoi

z1—a__ —f(a)
b—a ~ f(b)—f(a)"

HacTynne HabiuxKeHHsA 3HAXOAUMO, 3aCTOCOBYIOUM IO K (POPMYJIY 1O TOTO 3 IIPO-
MiXKiB [a,z1], [z1,b], Ha AKoMy (yHKIiA HabyBae 3Ha4YeHb PI3HUX 3HaKiB. [Ipomec mpunu-
HSETHCS, KON HACTYIIHe HAaOIMKEHHS BiAPI3A€ThCA Bl HOMEPeTHLOIO MeHIIe, HiXK 3ajaHa
TOYHICTH 3HAXOKEHHS PO3B A3KY.

b4 be
) A ———————

@ b
Jia) f(a)J—//.
Puc. 15 Puc. 16

3°.Memod domuunuz (memod Heromona).

Hexan f(a)f(b)<01 f(2)#0, Komu z€(a;b) 1 HEXaM o — TOM i3 KIHIIB BigpisKa [a,b],
Ha AKOMY f(z0)-f"" (z0)>0. Toai mocai oBHUMY HAOIMKEHHAMU KOPeHs x 6YIyTh TOYKA T,
nepeTuHy 3 Biccio Oz JOTUYHMX 40 KpuBOi y=f(z) B ToUYKax (zn—1,f(zn—1)) (puc. 16),

AKI BU3HA4YAIOThCA 3a (HPOPMYJIOI0

x7l,=x7l,71—% (n=1,2,3,...).

4°. Memod imepayit.

Sximo piBHAHHA f(z)=0 MOXKHa 3BeCTHU [0 BUTIALY z=¢(z), IPUIOMY B JeIKOMY OKO-
Jai KopeHs |¢'(z)|<0<1 1 zo — JOBUIBHE YMUCIO 3 LBOI'O OKOJIY, TO 30i)KHa I[OCIITOBHICTH

HabIMKeHb PO3B’A3KIB DIBHAHHA MaTUMe BUDNAL z1=¢(z0), z2=¢(z1), z3=¢(z2),...

VI1I.144. 3ajano pipaasna f(z) = v —r—10 = 0. Ck1acTu TabIuIo 3HAKIB

Gyuxii f(z) gos x = 0,1,2,..., BUBHAYUTHE MeXi DO3MILIEHHA JOJATHOIO
KOpeHs u obuucauTu noro 3 Tourictio 0,01 3a 1omoMorown mMeTory xopa abo
MOTUIHUX.

VI1.145. Ilo6yaysasmm rpadiku ysxmii y = z* Ta, y = 15—3x, BusHaunTI
MexXi po3MilleHHA KopeHiB piBHAHHA ! + 32 — 15 = 0 i o6umciuTu ix 3
TounicTio 0,01.
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VI1.146. 3 Tounictio 0,01 3HAUTU 10JATHI KOPEHI PiBHAHD:

a) z° + 50z — 60 = 0; 6) 2° +2 —32=0.
VII1.147. MeTofoM iTepalliil 3HAITH JiHCHI KOpeHi piBHaHHA 2° 4+22—8 = 0,
06YNCIIOYY TOCTI0BHI HaOMKeHHA 3a (popMy.I000 T = /8 — 2.
VII1.148. MeTomom iTepaliil 3HAUTH AIMCHI KOPEHI PIBHAHD:

a) 1°+60r —80=0;6) 2° =4x;8) 23+ 2o+ =0;1) 2* —22 -2 =0.
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PO3A1J VIII
IHTETPAJIBHE YNCJIEHHA QYHKHIIZ OQHIETI 3SMIHHOI
¢1. HeBuaHaveHUU iHTerpas

1°. O3HauenHs HeBUBHAUEHO20 IHME2Pana

Dyukiia F(r) Ha3sWBa€ThCA MePBiCHOO Mg GYHKINI f(z), Akuo F'(z)=f(z).

HeBusnadeHum iHTErpajiom f f(x)dx Ha3MBA€THCA MHOXKUHA BCIX IEPBICHUX (yHK-
mii f(z)

[ f(@)da=F(z)+C.

2°. Baacmusocmi HEBUIHAUEHO20 THMEZPAAA.
d [udz=ude. 11 [ Auder=A [ udz.
fdu=u+C. V. f(u+v)da::f udac+f vdax.

3°. Tabauys 0CHOBHUT THMESPAALE.

1. fm"‘dm— ot —+C, (n#-1). 7. LOZTJL—tga:—i-C.

2. f%:ln|m|+c. 8. f Sigé‘m:—ctgz—i-c.

3. [e"de=e"4C. 9. [ ez =arctge+C.

4. faz de=2"+C. 10. f \/ll_Tzarcsinz—i-C.

5. fcosmdm:sinm-&-C. 11. f 1—11:2:%111“-1—: +C.

6. [sinede=—cosz+C. 2. [ \/ﬁzln}mmﬁc

4°. Ocnoeni memodu iHmepyeanHs.

1. Beedenna nosozo apaymenmy.

Axuro f f(z) de=F(z)+C, To f f(u) du=F(u)+C, ne u=¢(z) — HellepepBHO AudepeH-
HinoBHA QPYHKITIA.

2. 3amina 3MiHHOT.

SAxumo f(z) — HemepepBHa, TO NPUUHABIIUA z=¢(t), g€ (t) — HelepepBHa pa3oM 3i

CBO€IO TIOX1/THOIO (DYHKIIifl, OTPUMAEMO

ff( de= ff o (t) dt.
3. Inmezpysanna wacmuHamy.

Axmo u(z) 1 v(z) — nudepenuinosHi GyHKIii, TO

fudv:uvffvdu.

VIII.1. 3uauTtu inTerpaim:

1) [(z®+22+ 1) da; 2)]Mdm 3) [ £ da; 4)f(xz;3l)dx;
22_1)2 o Z+1)2

S)f%dx; 6)f(%/#—2 mf)dx 7f 2da: S)fw;ijl)dx;

3

) [ (VE + /) da; f(f o) des 1) [ Y a

12) [5=bde; 13) fer (1) dey 14) Jar (14 22) do

15) [ =522, q; 16)f(%+%+%) de; 17) [ (sinZ — cos 2)” da;

cos?2 zsin? x 2
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22) [sin® £ dx; 23) [ cos® £ du; 24) [ (1+z2 - \/ﬁ) dx;
25) [ 152:26) [ a7 (1+ %) dos27) [ 153505 do; 28) [ 22952 do

sm T COS‘

18) [e® (1 COSQ )dx 19) [ ctg?x dr; 20) [ —L——; 21) [ tg2a da;

VIII.2. 3uauTu inTerpaim:
1) fcos3udr; 2) [—%—; 3) [(e I/2+e_$/2 dx; 4) [V4z —1dx;
5) [(3—2x)*dx; 6) [ /5 — 6xda; f\/m 8) [(e® +e ") du;
9) [sin®z cos zdx;  10) [ \/1‘“—4, 11) [ cos(a — bx) dx;
12) [sin(a —br)de; 13) [ 2l=dr; 14) [ 555 15) [ =45

16) [ b 17) [ctgrdr;  18) [tgwdr; 19) [ S22y

1 1—3e2% sin © cosx
20) [ itessdey 21) [ i de 22) [ oy
23) [sin®x cos xdr; 24) [ cos® x sin x dx; 25) [ cogdr
26) [ mcl;sgg izv 27) [ 1AL da 28) [sin & cos x dz;

32) [1L Cg:“;z dx; 33) [ €5 * sin x dx; 34) [esn® cos x dx;
35) [e " xdr;  36) f fd’”, 37) [ava? + 1da;

w

8) [ Va7 =8 a2 f%;l%; 10) [ 5 4) [ A
2 fv1+1“$d$7 43) f\/1+4sinx cos xdr; 44) [ V1 — 6ad a* du;
45 f 1+sm 2 dac 46) fem3x2 dac, 47) iﬂ 48) fm

23

i~

)
)
)
)
)
29) [ VT+3rde;  30) [VI-228a%de;  31) [ e
)
)
)
)
)

Slll T

VIIIL.3. Hoeectu, 1o

dx
b/ a? + 12

2 T
dx
VI

dx 1

4) f7x2—a2 = %ln

= -7)

X — .

T —a T +a

VIII.4. BuxopucToByo4n (pOpMyId MOMEPENHbOl 3a1ad9i, 3HAUTHU iHTerpa-
JIn:

1 T .
= —arctg— + C, npunssaBum ¢ = atgt;
a a
. X o .
= arcsin— + C, npunHABIIHT T = @ Sin t;
a

=In | + V2?2 + k| + C, npunasasmn a2 + k =t — ;

1 1
+ C, BpaxyBaBIM, U0 ——— =

T —a
— X
2 —qa? 2a

xr+a

[t

)= 25’2 #1537t 9 [ v 5”%;

6) f(x e i s o ) de; 7) f(m \/T) dz; f42+5 dz:
9) [ iz, 10)fw+3, 1) [ e 12) [ 13) [ sl
W) [t 15) [ 16) [ =4 17) f5g+idx
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18) [ 32=4 du; 9) [ A do 0) [ AL da; 21) [ &dz,
22) [ Lz 23)fz24i1—z+5; 24)fz2+gﬁ; 25)f%; 26) [ 2
27) [ 7555 28) [ oty 29) [ s 30) [ ot

31) fm% 32) [ 2= 33) [ =% 3 [ mi=m

dx . rdr . dx
35) f \/3w2~2x71’ 36) f Vo—dz—a2’ 37) f z2+z+1’ 38) f Var2faz+3°
Bra3sisxa. Y mpukiangax 21, 22 moTpi6HO B i JiHTerpaJbHOMY HeNPaBUIbLHOMY Apo6i
BUIINTHY LIy JacTuHy. B npukiagax 23 — 38 Tpeba 3 KBa/JpaTHOI'O TpUHIeHa BUAIJINTH

MTOBHUU KBapaT.

VIIIL.5. Iarerpyoyn YacTUHAMY, 3HAUTHU IHTEPAJIH:
1) [lnade; 2) [zln(z—1)de; 3) [xe**dr; 4) [warctgadw;
5) [2?cos x dz; 6) [e"sinz dr; 7) [(Inx)?dz; 8) [ 24

sinZ x?
)f—l“;;dm; 10) fi‘““i—szdm; 11) [arcsinz du; 12) [a3e™" dx;

) [In(z? + 1) da; 14) [ cos(In z) dz; 15) [V In z du;
) [a?e ®/2dx; 17) [arctgz dv; 18) [ 24 19) [e® cos x da;

cos?
)fa:j;l; dp;  21) fzeesepde. 22) [arctgy/2x — Ldz.

§2. InTerpyBaHHSA palioOHATILHUX (PYyHKIIA

SAxmro migiHTerpaabHa PYHKIA € HEIPABUWILHUM Ipo6oM, TO Tpeba BUAIIUTHA 3 HHOI'O
Iy 9acTUHY.

SKIo 3HaMeHHUK MPAaBUILHOTO APO6Y PO3KIANA€THCA Ha MHOKHUKY BUNIALY (z—a)®
S o2 B 2 oo
i (z°+pz+q)”, ne p°<4q, TO IPaBWIBHAU API6 TaK PO3KIANAETHCA Ha CyMy eleMeHTapHUX

npoo6iB:
(a) _ A1
(z—a)® (z2+patq)P T—a +(1—a)-+ +(1—a)"+

@
Myz+Nyp Moz+No Mpgx+Ng

+ 224patq | (z2+4patq)P +"'+(m2+,,m+q)ﬁ .

Tyt P(z) — HOJIHOM CTeIleHs HUKYOI'O, HI)K CTelllHb 3HaMeHHUKA.

VIII 6. O6uucauTu iHTErpaIn:

x dx x d . dx . z3—1
f (z+1) (293-1—1)7 2) f 222 —-3z—2" 3) 6x3—Tz2—3a"’ f 4z3— dx
32z dx 2224+412—91 . (222 75 da:_
5) f(2z 1)(4z2 16m+15)’ 6) f (z—1)(z+3)(z—4)’ fa:‘1 512-{-6
"—{-z —8 zdzx . T —Qz +32°—922+4
8) [+ Edu; 9) | i dr; 10) [ L da.

VIIIL.7. O6uucauTu iHTEerpam:
1) | S ) [ A 3) f—m4f;§:f6mzdx- 4) [ e
5) [ o= 1m)2d:f2 1)’ 6) fu;zzimd fz3zqu2—)i_24dx’
VIII.8. O6uucauru inTerpanm:
) [t 25 3) [ 5% 4)f@3f)+7(§;*il)daz;
5) | satmde 6) [ aretmdes 1) [ pfeda
8) [ ttde; 9) [ s 10) [ ot 11)Iﬁ~
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VIII 9. 3aCTOCOBYIOYH METO[ OCTporpa,zICBKoro, O6‘II/ICJII/ITI/I iHTera,JII/II
d de . 2ot
f (z— 1;62 2+1)3’ 2) f (z‘l—ml)3’ 3) f 5 2;;1#—9:3 f (a:2+1)3
§3.IuTerpyBaHHs TPUTOHOMETPUIHUX PYHKIIN

1°. IaTerpaum BiJ MapHUX CTEIEHIB CHHYyCa 1 KOCUHYCa IYKalOTh, BUKOPUCTOBYIOYHN
¢opMyIn HOHMKEHHSA CTeIleHd

sin? w:—l_c‘; 2z cos? w=—1+c‘; 2z sin @ cos x==8n2z

2°. IHTerpanm BiJ HemapHUX CTeEIEHIB CHHYyca ab0 KOCHUHYCa IHIYKalOTh BHECEHHAM
mig nqudepeHItial oqHie 3 MuX GYHKINN 1 BUpaKeHHAM 1i depe3 inmy. Hampukran,
f sin® & cos? & de=— f(l—cosQ z) cos® & dcosz.
3°. IHTerpanm BUrIAIY f R(sinz,cosz) dx, 1e R — pallioHalbHa (PYyHKIifA, MOXYTb
OyTHU 3BeJJEHMMH [0 1HTerpaJa BiJ pallioHaJbHOI (PYHKII IIi[CTaHOBKOIO

2
@ _ C 2t _1-t __2t _ _2dt
tgs=t sinz=ys, cosr= T, tge=1="= de= —2—1_;t

VIII.10. 3mauTu iHTerpanu:
1) [sin® 3z dx; 2) [(14+2cos z)? dx; 3) [(1—sin 22)? dx; 4) [ cos* x dx;
5) [(1+3cos 2z)%dx; 6) [sin®zdx; 7) [sin® x cos? x dx; 8) [ cos® x da;

9) [sin*xcos?xdr;  10) [sin*xcostazdr;  11) [sin® 2 cos? z da;

12) [sin®zdz;  13) [sin®xcos®zdr;  14) [sin® xcos® zda;

15) fcos7 x du; 16) [(1+ 2cos x)® dx; 17) [(1 + 2sin 2)? da;

cos® x dx sin® z dx dx dx
18) 19) J —=—  20) ) =—— 21 | =—;
R e sin? ) cos? x )fsm2a: )fsma:
dx Cos T + sin x

22 ;23) [————; 24 Swdr; 2 S du.

)fcosx’ 3) [ R ) [tgixdr; 25) [ctgirdx
VIII.11. 3mauTu iHTErpann:
) [sin 3zsin xdx; 2) [sin 3z cos xdx; 3) [sin 3zsin 5z dz;

. ™ . m
4) [sin (x + E) cos x dx; 5) [ sin (535 - Z) cos (x + Z) dz;
6) [ cos mxcos nzdr; 7) [sin masin nzde;  8) [ sin ma cos na dz.

Brasziera. 3acrocynre GhopMyIn

sin « cos B:%[sin (a+B)+sin (a—p)], cos a cos B=1% 3 [cos (a+B)+cos (a—p3)],
sin a sin f=2%[cos (a—B)—cos (a+03)].

VIII.12. TuTerpyroum dacTuHAMU, TOBECTH (POPMY./IN ~MOHUKEHHA CTEIe-
”
HA
1 n—1
T+

sin" 2 z dx,

n
n 1 : n— n—1 n—2

cos"xdr = —sin x cos r+ —— [ cos rdz.

n n

. 1 e
sin" xdr = —— cos x sin™
n

Kopucryrouncs mumu popMynramMu, 3HAUTH

1) [sin®zdr;  2) [cos®zdz.
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VIII1.13. 3umanrtu imTerpaim:
dx dx dx
D ) e

sinx + cosx)?’ 2 3/

sinz + cosx’ asinz + bcosx’

dx dx 2 —sinx dx
V) D O o= de 7)) ==
)f5+4cosx’ )f1+tgazc7 )f2+cosm v >fl—l—sin236
dx dx dx
8) [ = ;9) [ $10) [ ———;
5—4sinx + 3cosx 44+tgr+4ctga sinx + 2secw
dx dx dx
11 ;12) [ ————;13
)fa2s1n2x+b2cos2x )fl—sin4a; )f4+5sin2x—3cos2x
VIII.14. 3uautu iHTerpa.HH 3p061x1131m/1 miICTAHOBKY BUIIAAY * —a = btgt:
dx . . dz .
1) f (14=2)2> 2) f( 2+p f Vz219’ 4) f (x2+21x+5)2 dx

¢4. InTerpyBaHHA AeAKWX ippalioOHAIbLHOCTEH

1°. IaTerpaxn
f R(x, m) dz,
ne R(wx,y) — pallioHaJdbHa (YHKINA, 3BOAUTHCA MO IHTerpaJja BiJ pallioHaJbHOI (yHKIII
3aMIHOIO az+b=t", a IHTerpaia

f R(z'm , m)z""_ldm

m

— 3aMiHOIO az'" +b=t"

2°. larerpan

j‘ Ma+N
(z—a)Vaz2+ba+tc

06YUCTIOETHCA 3aMIHOIO z—a:%.

3°. lgrerpanu BUTIALY
fR(z,\/az—zz) dz Ta fR(z,\/az—i-zZ) dz
06YMCIIOI0TH BIJIIOBIHO 3aMiHaMM z=asin t Ta z=atgt.

4°. 3 i"HTerpaja

m

f agr™4a1z™ . Fam,

\/az2+bz+c
MOYXKHa BUIUIATHU aIreOpUIHy IaCTUHY
agr™4ara™ 1. day, m—1
(1) Ik NCTE R =(Aoz™ A A1) WA, [ 2,

ne W=+v/az2+bz+c. HeBusHadeHi KoedillieHTH A; BU3HAYAIOTh Micaa AudepeHIiIoBaHHA
piBrOCTI (1).

5°. Iarerpan Big agudepeHniagsbHOro 6iHOMA

fac””(a+bm"‘)" dzx,

e m,n 1 p — pallioHAJbHI YUCIa, 3BOJAUTHCA 10 IHTerpaja Bij palioHaJbHOl (DYHKIII1 Juiie
y TPHOX BHIATKaX:

1) 3amiHoO0 =t*, fle s — CHUILHUY 3HAMEHHUK m i n, AKIIO p — IiJe YUCIIO;
mtl

n

2) 3aMiHOIO a+bz" =t ne s — 3HAMEHHWK p, KOJIU — TIIlJe Y9ucio;

3) 3aMmiHOIO % +b=t", 1€ s — 3HAMEHHUK p, KON %-ﬁ-p — IIiJIe 9HuCJIo.
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VIII 15 BuxopucToByoun migcTaHoBku 1°, 3HAUTH IHTErPAJIN:
f x+l dac 2) f __zdw . 3) dz .
VR ‘\/T\/B"
. dx dz
Y Jeva—wde ) [y O/ 75E
VIII 16 BI/IKOpI/ICTOByIO‘{I/I HI,E[CTaHOBKy 2°, 3HaI/ITI/I lHTel"pa.III/I
f zx/zz 17 f z\/2x2 -|—2av-|—l7 f x\/2ax IQ’ f (z—1)Vz 2+2z+2'

VIII.17. BI/IKOpI/ICTOByIO‘{I/I HI,ZICTaHOBKI/I 3°, 3HaI/ITI/I IHTerpaJsu:

a? — 22 dux; x2V/4 — 22 dx; + 22 — 22 dux;
) [V z V3

da . _ ade . x dz
4) f \/mv f (a2422 )o f \/T

VIII.18. 3uanuTu inTerpaan, BUKOPUCTOBYIOUN MPABUIO 4°:

2
)f%dm; 2) f\/%, 3) [Va? +kdx; 4) [V2ax — 22 dx.

VIII 19. 3Ha171TM iHTeraJII/I Big audepeHIiatbHux 6iHOMiB

f \/—37 fxs \?;i;xﬁ 3) f:z:2 \/((ilizz);;v f (agC %xg/z
VIII 20. 3HaI/ITI/I IHTerpaJu:
1) [ de; 2) [ 5rliti 8) [ 4) [ oA da
) [ g0 | vff—ﬁ_l%”fm+zif$1+z278>f2f¢ffmz%
9) fmv 0) f (ac—l)j/za:‘—Qac 11) f 7 dz $12) [ /55 d;

13) [V4x + 22 dx; 14) f¢5+4d72 f =z 16) fmz\‘/i—ﬁw%

17)fx\/ﬁix3;18)fx\/3wgz2x 1’19 f\/lz = °’20)fm _iIJr—ZlfS 6d{L‘

Braziexa. B npukragi 12 3po6uTtn 3aMiny z=2sin> t.

¢5. InTerpyBaHHA AeAKMX TPAHCUEHIEHTHHX (PyHKIIA

Tarerpan f R(e") dz 064YnCII0ETHCA 3aMiHO0 e’ =t, z=In t, dar—'—
[l rinep6oaivHUX (DYHKIIN COPaBIKYIOTHCA Takli GOPMYJIN HMOHUKEHHS CTEIeHs:

shzchz= sh 22 Ch2 = ch2xz41 Sh‘ ch 21 1
- 2 - 2

)

VIII. 21 SHAUTHU IHTerpaJIu:
3z 2z E
1) [Ede 2) [ 8) [S% 4) [ S dey 5) [a%eVida,
VIII.22. 3mauTu iHTErpaIu:
1) [sh®xde; 2) [sh®xch®xde; 3) [ch'wdr; 4) [sh®ach’®zda;
5) [thadx; 6) [cth’xdr; 7) [sh2zch3zdx; 8) [ch2xch3xda;

9) [Vthadr; 10) [shazsinbrdz; 11) [shazcosbzr dx.

§6. PisHiI npuKJIaAu Ha iIHTerpyBaHHA (QPYyHKIIK

VIII.23. 3umauTu iHTerpaJu:
) f \/l-l;w dw; 2) f arctge dac; 3) f dz 4) dx

14+x2 z3+ax?2 ) 1+sin a:;

6) [z cos?zdr; T) [ =25 8) [

621‘+el )

\/;dx,

5 dx :
) f VvVz(l—z)
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9) fcoszfdm; )fxtg2xdx' 11) fcos.zzdz; 12) sin  dx .

sin a: sin b2+4cos2x?

\/_§+2\/—’ 14) f aa;+bb d.Z’, 15) f ‘gfo’ 16) f (sin mif:os m)z;

7 fz¢a+b1”’18)f(afbizm19 ) V1 =20 —a?d; 20) [ %

]. f 621124 d.’E 22) j‘arctmgizmdm’ IW 24 fCtg fEd{E

25) [ VA5 d; 26) [ 22 dyy 27) [ SRE dy; 28) fm;

[t

[\

29 f\/2—+1 z. 30) [ E2L de; 31) [ YEEEE g 32) ) [ e

33) [ s 34) fmdz' 35) [SR2L dg;  36) [ 52L da;

37) [Inleospidr. gg) [ de_gy; 39) [einCede. yqy [Inletlide.
41 fmda; 42) fm% 43) [ 2l 44) [e V7 du;
45 IM f{fgix; 47 fln(zz-i-l)dz; 48) 522?1,

S

9 f —sm\/_dx 50 j‘ /(z+1)2d 51 marcsmzdz 52 j‘$2 L 1’

“W 54) [ it da; 55)]Mdag; 56)

(z+1)*» 3422 sin?

)
)
)
)
)
3)
)
)
)
)
)

53 4+4

§7. O6unuc/IeHHs BU3HAUYEHUX IHTErPAIiB

1°. Inmeepan 6 cenci Pimana. Hexall Ha NpoMikKy [a,b] BusHadeHa o6MexkeHa DYH-
xuig f(z). Po3i6’emo mpoMiXKOK [a,b] Ha n YaCTUH TOYKAMU a=z0<z1<z2<-<z,=b. Ha
n

KOXKHOMY IPOMIXKKY (z;—1,z;) BUOepeMo HOBLIbHY TOYKY &; 1 CKJIaJeMO CyMy z fl&)Ax;,

i=1
n

ne Az,=z;,—z;i—1. Cyma BULIAIY Z f(&)A x; Ha3UBaE€THCA IHTErpalbHOIO CyMOIO, a il
i=1
rpaHuIA Ipu maxA z; =\—0, AKIIO BOHA ICHYE 1 CKIHYeHHa He3aJeXHO BlJ CIIOCO0y po36uT-

TA Ta BUOOPY TOYOK Ha ejleMeHTaX PO30WUTTsA, Ha3sMBAETHCA BU3HAYEHUM IHTerpajoM BiJ
GbyHKII f(z) y MexXax BiJ a 10 b:
f ) de=1lim Z f&i)A ;.

A—)O
a

DyHKIiA f(z) B IbOMY BHNAJKY HA3MBAETHCA IHTEIDOBHOIO Ha MPOMIXKKY [a,b].
2°. Dopmyaa Heromowna-Jletioniya. Hexall f(x) Bu3HadeHa 1 HellepepBHA Ha [a,b] i

F(z) — ii nmepBicHa. Toxi cupaBaxyeTbca GopMyIa
ff(z do=F(2)|)=F(b)~F(a).

. Bamina aminnoi. SIkmo:

1) dyHnkuisa f(x) HellepepBHa Ha BiAPI3KY [a b]

=p(a

=¢(8);

)
2) QyHKUiA ¢(t) HemepepBHa Pa3oM 31 CBO€IO MOXiAHOIO ¢’ (t) Ha BIAPI3KY [o,B], me
), b
3) ckaageHa gyHKLiA f(¢(t)) BU3HadYeHa 1 HellepepBHa Ha [,3], TO

ff(m ) da= ff )’ (t) dt.
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4°. Inmeepysanna wacmuramu. Sxmo f(zx) i g(x) HemepepBHI pa3oM 31 CBOIMH IIOXi-
JHAMU Ha BIApPI3KY [a,b], TO

b b
[ #@)d (2) de= f(2)g(2) I}~ [ F'(2)g(e) da.

a

VIII.24. Cxaasmu iHTerpajibHi CyMU i MEPEUIIOBIIN 10 TPAHUIN, 3HAUTA
lHTerpau:
1) fxdx; 2) [2%de; 3) [e®dx; 4) [sin xda.
0 0 0 0
VIIL.25. O6uucauru:
) Jata o) f (a4 ) f—alds o [ 2
1) [2*dx; 2 x +—> dx; 3 2 —x|dx; 4 ¥
1 1 3 0 —1/2 1— 22
-1 dz

dx
2 _f2 (11 +52)®’

9 — 22’

5) fﬁdm; 6)0f1 7)0f1\/1+mdx;

i
w
=

16 dx e dx ¢1+loggx
9) [—2 . qo) [— 2. gy [ %804
)of\/a:—i—g—\/f )1fa:\/1+1na: )1f T *
2e 3dzx w3y 5 a
12 ;13 —————; 14) [e"/Pdx; 15 2 — az) dx;
Tt ) e w a9 fur e
3 dx V3 pdx /6 dx /6
16) [ —; 17 —; 18 —F: 19 sin 6x dz;
)2fx )Of\/4—x2 )ﬂ{8c0s22x ) Of
L dx 16 dy /31 4+ tgx
20) [ —2L . 9 Co99) [ T
W Mm-T P Grwer
23) f4 dx . 5 } 2?dr 25) T2 dx .
o 1+V2zx+1’ o VA—22 _njp Lt cosa’
L xde L dx a/2 T
26 —_— 27 _ 28 dx;
)Of(902-|—1)27 )Jez-l—l’ )()f a—z
1 dr w/2 w/2
29 ;30 cos® xsin 2z dx; 31 sinx cos® z dx;
)gx2+4x+5 )bf x sin 2z dx ){ inz rdx
va —/4 cos? v dx 2 dx
32) ‘! r2Va — 22 du; 33) f/2 s ; 34) ifﬂ? +m3;
1 /2 1 1
35) [we *dx; 36) [ wcoswzdx; 37) [In(x + 1) dx; 38) [V1+ a2 dx;
0 0 0 0
8 xdx L adr /3 g du ™
39 .40 : 41 . 42) [23sinzdx;
)3f\/1+_x )Ofl—i-\/f )F{leinzx )of
4 dx L e dx /2
/

9
———;45) [ e** coswxdx; 46) [ VT dz;
0 3 VI =1

_
+
D)
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5 rdr V2 . w/2 /4 s
47) | ——; 48 2 —x?dx; 49 x cosx dx; 50 tgex dx;
) | i a9 1f\/— ) ] ) [t

3 dx T /4

51) [ ——==:52) [ —— fsm = dx; 54) [ cos” 2z du;

1 y/(142%)3 1 T4 a2 2 5

/4 psing 12 234y T2 dr
55 dz: s [

) Of costz T J:EQ 3z+2 ) J 2cosx + 3
68. CepenHe 3HAYeHHS (QPYyHKITLi]

1°.

Cepedue 3nauenna gynxyii. Iucmo

b
M[fl=52= [ f(2)da

Ha3MBa€eTbCA CepelHIM 3HadeHHAM (YHKINI f(z) Ha IPOMIXKKY [a,b]

Skimo Ha NpOMIXKKY [a,b] GYHKIIA f(x) HellepepBHa, TO iCHye TO4YKa cE(a,b) TaKa, 110

. IIepwa meopema npo cepedne. Sxuio:
) dyHkuii f(z) i ¢(z) o6MexeHi U iHTerpoBaHi Ha IPOMIXKKY [a,b]
2) dyHKILia ¢(x) 36epirac 3HaK npu a<z<b,
TO

ff(z (z) de= ,uf (z) dz,

e m<pu<M im= inf f(z), M= sup f(z).

z€[a.b] z€[a.b]

ko, kpim Toro, GyHKIA f(x) HenepepBHA Ha IPOMIXKKY [a,b], TO u=f(c), ge a<c<b

. Apyza meopema npo cepedne. SAxio:
) dyHKuii f(z) i ¢(z) o6MexeHi U iHTerpoBaHi Ha IPOMIXKKY [a,b];
2) pyHKIIA ¢(z) MOHOTOHHA, KON a<z<b
TO
b 3 b
3efad]): [ f(2)p(2) de=p(a+0) [ f(z)date(6-0) [ f(z)da

a 3

Axmro, xpiM Toro, PyHKIIA ¢(xr) MOHOTOHHO CIaJHA Ta HEBiQ €MHa, TO

a

b

3
[ f(@) ¢(2) dz=p(at0) [ f(2) da;

SAKINO K (PYHKINA ¢(z) MOHOTOHHO 3pocTaloda i HeBix eMHa, TO

b b
[ 1) ¢(2) dz=p(b—0) [ f(x)da.

13

105



VIII1.26. BusHaunTu cepegHe 3HAUYEHHA (DYHKITI:
1) y = sinx Ha Bigpisky [0, 7];
2) y = tgx Ha Bigpisky [0, 7/3];
3) y = Inz na Bigpisky [1,€];
4) y = 2? ma Bigpisky [a, b];

5) Yy =——
) 1+ a2 _ _ N
Y KOXKHOMY HPUKJIALI HO3HAYUTH HA MPadiky cepenHe 3HAYEHH (DYHKIIL
Ta TOYKY, B AKIA BOHO JOCATAETHCA.
VIII.27. Busuaunrun 3HaKH TaKUX BU3HAYEHUX IHTErPAJIB:

Ha Bigpisky [—1,1].

2 T sin 2 L
) [sinzdy; 2) f dv; 3) [ 232°dx; 4) [ 2?lnxde.
0 0 -2 1/2
VIII.28. IlopiBHATHU 3HAYMEHHS IHTErPAJIIB:

/2 /2 1 1 5
1) f sin'® z d i f sin® z dx; 2) [e"dri [e™™ da.
0 0

VIII. 29 OuinuTy i lHTeraJII/I

3,5 $2de fE +5 57 /4 5/2 zdr
1) [=——; 2 dr; 3 1+sin®z)de; 4 .
)1,{3:17_1 )fx2+2 )7.(‘{4( ) )17[\21+$2
VII1.30. BukopucToByoun Iepiiy TeopeMy IPO CepeIHE, OLIHUTHU iHTer-

paJm:
27 dx 1
VI 1 0sess 2 Vi \/
o 1+0,5coszx o V1+ a;
VIII.31. BuxopucToOByO4YM IPYrYy TEOPEMY IPO CeperHE, OLIHUTH iHTer-
paJym:
2007 iy o

b
dx; 2) [sinz?dx (a <z <b).
100r T a

89. HeBsacTuBi iIHTerpain

1°. Hesaacmueutl inwmezpaa nepwozo pody. Skmo dynkmisa f(z) iHTerpoBaHa Ha

KOJXKHOMY CKIHYeHHOMY NPOMIXKY [a,b], TO

“+ oo b
[ f@)de"s tim [ f(2)da
. b—>+oca

HepnacTuBum iHTErpal Mepiioro poay Ha3MBa€ThCA 361:KHUM, AKINO I'DAHUISL y IIpa-
Bifl YaCTUHI pIBHOCTI iCHy€ Ta CKiHYeHHa, 1 po36i:KHUM — B IHIIUX BUMAJKaX.
2°. Hesaacmueutll twmezpaa dpyzozo pody. Slkmo dyukmis f(zr) HeobMekeHa B

JeAKOMY OKOJII TOYKHM b, ajle iHTerpoBaHa Ha KOXKHOMY NPOMIXKKY [a,b—e], (¢>0), TO
b b—e
de
[f@)deD tim [ f(o)de
e—+40

HeBaacTuBuit inTerpal Apyroro poay Ha3sMBacThCA 361KHUM, AKINO TPAHUIA Y IPaBin
JaCTHUHI PIBHOCTI ICHY€ Ta CKIHYEHHA, 1 PO36IXKHUM — B IHIINX BHUIAJKaX.
3°. O3HaKy 361HCHOCTNE HEBAACTNUBUT IHMESDANLE.

I. Axmo 0< f(z)<¢(z), Koau z>a, TO:
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+oo +oo
f f(z) dz 36iraeTbcs, AKIIO 36iraeTbcs f e(x) dz;
400 +oo
f ¢(z) dz po3biraeThbes, AKIO PO3OIKHUN f p(z) de.
+oo +oo
II. fIxmo f(z)>01 f(z)=0*(¢(z)), KoM T—+00, TO IHTErPAIN f f(z)dz i f p(z)dz

a

36irafoThcsa ab0 po36IiraloThCsa OLHOYIACHO.
+oo
ITI. Axmo f(z)>01 f(z):O*(m%), KOJIHU z—+00, TO IHTerpaJs f f(z) dz 36iraeThcs,

a
Koo p>1, 1 po3biraeTbes, Koau p<l.

b
Axmo x f(z)>01 f(z)=0* ((b_+),)), KoJu x—b—0, TO IHTerpaJ f f(z) de 36iraeTnes,

a
Ko p<1, 1 po3biraeTbcsa, Koau p>1.

IV. Osnaxa [ipizae. SIkmo f(x) — HemepepBHa Ha [a,+00) 1 Mae o6MexkeHy Ha [a,+00)

IepBicHY F(m):f f(t)dt, a g(z) — MOHOTOHHO cllajJHa Ha [a,+o0), HpudoMy lim g(x)=0,
xz— 400

too
TO f f(z)g(z) de 36ixKxHUN.

“+ oo
Osnaxa Abeas. Sxmo g(z) — MoHOTOHHa U ob6MexkeHa Ha [a,+o00), a f f(z)de

a

+oo
36iraeThca, TO f f(z)g(x) de — 361KHUN.

a

VIII.32. O6uucauru inTerpann abo JOBECTH iX PO3OIXKHICTH:
> dx dx  dx  dx *dx
1 —; 2 —; 3 —; 4) | —; 5 —d 0);
) ‘lfo’ ){ :Z:’ ){ﬁ’ ){xn7 ) {$2 x? (a’> )7
L dx too dr

1

0
10) Zox e~ dz; 11) :fol :i_xxw 12) jfoﬁ (j; = 13) :fox2 e~ /2 dx;
14 :fox ixﬂ’ 15) +‘zfoox jzx_ 1 16) “Tamtngdx; 17) jfo(xchfl)z;
W L W Len ® e
21) Tx?’e*xzdx; 22) Tm sinz dw; 23) Te*ﬁda:; 24) j.foe*‘v sin z;
0 0 0 0
25) ;foljxxS; 26) :fo%da 27) j%; 28)5 - (4df =
2 2 2 2
A R = e b
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1 e dx 2 dz e dx
33 Inz dx; 34 —_—; 35 36 _—.
fx A ) {)f rln®z )“1[1’1111’ ){x\/lnx

VIII. 33 ,Z[ocm,zmTI/I lHTera.JII/I Ha 301KHICTD:

A 2 gy 915 9[5S
T\/‘;d_x 6) ;fe_x2d$; 7)0f21d—a?r 8) *:"sin;xdx;
9>7°£—‘f"1; 1o>fi—j‘1d, ) FRE D 1) Fymesan,

§10. O6uYHMCIeHHS IJIOT

1°. Ilaowa Kpusoainitdnoi mpaneyii 6 npamorymmid cucmemi xoopduram. Ilioma S
miIockol ¢girypu AA; By B, mo obMexxeHa JBOoMa HellepepPBHUMM KPUBUME y=y1(z) 1 y=y2(z)

(y2(z)>y1(z)) i gBOMa npAMEME z=a 1 2=b (a<b) (puc.17, a) 06IUCIIOETHCA 3a (HOPMYIO0
b
S=[Ty2(x)—y1(2)] da.

2°. Iaowa @ieypu, obmerncenoi Kpueow, wo 3adaHa NAPAMEMPUYHUM DIEHAHHAM.
Axmo z=z(t) 1 y=y(t) (0<t<T) — napaMeTpU4H] PIBHAHHA KYCKOBO INIa KOl IPOCTOI 3aM-
KHyTOl KpuBoi C, sika Ipu 06X0i MPOTHA IOJMHHUKOBOI CTPIIKKA 06MeXKy€e 3iaiBa Bifg cebe
dirypy 3 miomero S, To

T T
S=— [y’ (t)dt=[2(t)y'(t)dt  a6o  S=37 [le(t)y'()—a'()y(t)] dt
0 0

ol
SN

3°. Ilnowa naockoi @ieypu, 3adanoi 8 noaapnuxr xoopdurnamaz. Ilroma S cekTopa
OAB (puc. 17, 6), 06MeKeHOr0 HellePEPBHOI KPUBOIO B MOIAPHUX KOOpAUHATaX r=7(p) 1

ABOMa MIBHPAMUMHU p=a 1 =0, (<), JOPIBHIOE

1 I
S 2
=3 f r
o
»
V(0 B
B B
A
r=rp)
B [
a
[} b x 4
AT ) Y *
a 6

Puc. 17
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VIII.34. O6uucantu mwiomm ¢iryp, 0OMeXeHnUX JiHIAME, [0 33TaHl B IPSI-
MOKYTHIN CUCTEMi KOOPIUHAT:
Dy=4-22y=0; 2) %+ z ;
4)y:x3,y=87x20; 5)y?=1—2z, 2= —3; 6) y> +at = 2%
7)4y—x y?=4dx; 8)ay=6,2+y—7=0; 9y=2% v+y=0;
)y—|log10x|y—0 r=0,1,2 = 10; 11)y =3—-2z—22%, y = 0;
12)y=22+4x+5, 2 =0,y = 0 i MiHIMATLHOIO OpIMHATOIO;
13) y? = 2pw, x = h; 14)y—$,y—2—x,
)xy—4x_1x_4 y = 0; 16)y=Inx, x =e, y=0;
17) y —2x+4 z=0; 18) y? =23,y =8, x = 0;
19) y
) a
)
)

=1; 3)y=6x—2a2 y=0;

~

( ac),z—O, 20)y:4x+x2,y:$+4;

21 23(2a — x); 22) (y —a)? =2, =1,

23) meraeto xkpusoi 4(y? — %) + 2% = 0;

24) metero crpodoinn y*(2a — x) = x(x — a)?;

25) ogHiero miBxBmiIeo cuHycoinn y = sinz iy = 0.
VIIIL.35. O6uucautu o hiryp, oOMeKeHuX JIiHIAMA, 10 33JaHl mapa-
METPUIHO:

1) ogsiero apkowo mukioinu ¢ = a(t —sint), y = a(1l — cos t) i Biccio Ox;

2) acTpoigow z = a cos’t,y=a sin® t;

3)x=2t—t2, y=2t>— 13

4) x = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin 2t).
VIIL.36. O6Guucantu miorm (iryp, 0OMeXeHuX JiHiAMY, M0 3a1aHi B IO-
JIDHUX KOOD JMHATAX:

1) aemuickaToo Bepry.i r? = a? cos 2¢p; 2) xapaioizowo r = a(l —cos);

3) r=acos2p; 4)r=asindp; 5)r=acos3p; 6)r =asin2p.
VIIL.37. O6uucanTy mIOILy CeKTOpa 1" = %, % <o <27

VIII.38. O6uucauTu miomy girypu, 0OMeKeHOl JiHAMIE:
1) r = a(l +sin?2¢), r = a;
2) p=4r—13, p=0; 3) o =r—sinr, ¢=rm.
VIII.39. O6uucanTu mromry pirypu, 0OMeXeHOl 3aMKHYTOI0 KPUBOIO

_ 2at ot
IR Tt
. . .,
VIII1.40. O64ucauTu mwiomLy, 1o MiCTUTHCA MiXK JOKOHOM Y = T 5 110ro
ACUMIITOTOIO. T ,
VIIL.41. OG6umcanTy miomy, mo MiCTHTHCS MiX KpuBowo y = ze * /% i
acuMnToTomw Iiei kpusoi (z > 0).
3
. . . X e
VIII.42. O64uCINTH ILIONTY, MO MiCTHTHCA MiXK IHCOLI0I0 y2 = 5 11
a—1x

ACHMIITOTOIO.
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§11. O0uHuCAeHHsA JOBXWH OYI' KPUBUX

1°. Josocuna dy2u naockoi Kpusoi 6 NpAMoOKYMHUT KoopIuramar. JoBKUHA NYIHU

a Kol HellepepBHO audepeHIinoBanol Kpusol y=y(z) (a<z<b) KOpiBHIOE

b
s:f V1+y'?(z) dz.

2°. fosocuna dyau Kpueoi, wo 3adana napamempuuro. SIkimo KpruBa 3aqaHa piBHA-
HHAMU z=z(t), y=y(t) (to<t<T), me z(t), y(t) — HenmepepBHO nudepeHIiNOBaHi QYHKII] Ha

BIPI3KY [to,T], TO JOBXKWHA IYyT'M KPUBOI NOPIBHIOE
T
s= [ Va2 (O)+y2 (1) dt.
to

[aa npocTopoBoi KpuBoi z=z(t), y=y(t), z=2(t) (tc<t<T) NJOBXKHUHa IyTI'U

T
s= [ Va2 (O)+y 2 (1) +2/2(t) dt.
to

3°. [fosocuna dyeu naockoi Kpueoi 6 noaapnur xoopdunamazr. Sximo r=r(p) (a<
<p<pB), ne r(p) — HenepepBHO AudepeHninoBada GYHKIIA Ha BiAPI3KY [«,[], TO HOBXKUHA

IYTU KPUBO1 TOPIBHIOE
B
s=[V12(e)+72() de.

VIII.43. DBusHaunTy JOBXUHU IyT' KPUBUX:
4
1) y? = 5(2 - x)3, BiATATOI IpaMoo © = —1;
2
2) y =In(sinz) Big = g 1oz = ?ﬂ-;
1 1
- 1 1 — 22 i = —— — -
y=1In(1-2°) Big x 5 A0 T = o
Y

4) y? = 2px, BiATATOI IpAMOIO T = g;
5) 2 _ .3 : H — é
y* = 2°, BigTaTol MPAMOIO T =
6) y> = (z + 1)3, BigTaroi npamoro z = 4;
2
Ny= 5 1, BigTaroi siccio Ox;
8) y =ach d MIX OpAMUME T = *a;
9) 1 . 12
=lhzeigr=-g0x=—.
Y Il 1 i 5

VII1.44. BusHavuTu IOBXUHU AYT MapaMeTPUIHO 3aTaHUX ILIOCKUX KPU-
BUX:
1) oguol apku nuxmnoiau x = a(t — sint), y = a(l — cos t);
3

; t 9 . .
2) xpuBoi x = t2, y = 3~ t? Mix Toukamu mepeTuHy 3 Biccio Ox;
£ tt
3) xpuBol * = —, y = 2 — — MiX TOYKAMU MEPETUHY 3 OCAMEU KOOD IH-

6
HaT.
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VIII1.45. BusHauuTy QOBXKUHU OyT INIOCKUX KPUBUX, NMOMEPETHBO 3AIUCAB-
M iX PIBHAHHA y MapaMeTPUIHIn (opmi:
‘ ‘ ‘ T\2/3  ry\2/3

1) 22 +y? = a%; 2) 2%/3 + 42/ = a?/3; 3) (—) +(3) =1
VIII1.46. BusnHaiuTu TOBXWHU AYyT MapaMeTPUIHO 3aggﬁnx KPUBUX:

1) x = acost, y =asint, z=ht, 0<t<2m

2) & = etcost, y =elsint, z =e', —o0o<t<O;

3) x=at, y=+3abt?, z =203, 0<t<to.
VII1.47. BusHauuTu AOBXWHU IyD KPUBUX, 3aJAHUX Y MOJAPHUX KOODIU-
HATaX:

1) xapmioinu r = a(1 + cos v);

2) mepuioro 3aBuTKa cmipami ApxiMena r = agp;

3) Bciei kpuBoi r = a sin® %

§12. O6uuciaenns o6’eMiB

1°. Obuucaenna 06’emy miaa 3a eidomumu nonepeunumy nepepizamu. SIkmo 06’em
Tina V icHye 1 S=S(z) (a<az<b) — IuIOma Nepepisy Tila MIOMMHOIO, IO MepIeH UKy IIpHa

o oci Oz B To4ui z (puc. 18, a), To
b
v=[ S(z) da.

a
2°. 06’em miaa obepmannsa. O6’eM Tira, yTBOpeHOTO 06epTaHHAM HAaBKOJO oci Oz
KpuBOJiHINHOI Tpanenii a<z<b, 0<y<y(z), me y(z) — HemepepBHa Ha [a,b] QYHKIA

(puc. 18, 6), popiBHiOE

b
V:ﬂf@f(m) dz.

Puc. 18

VIII1.48. O6uuciantu 06’eM TiIa 0OMEXKEHOTO TOBEPXHAMMT:
Hex+y+z=a, =0 y=0, z=0;
2 2 2
2) 24+ y? =22 =N B)x—z+y—+z—2:1;
a c
2 2 2
4) x—2+y—2:Z—2, z=c¢; 5)a?+4y’=1, 22+4y*=8z, z=0.
VIII.49. O64uuciaunTu 06’€M rOpHUIa, OCHOBOIO AKOI'O € IPAMOKYTHHUK 31 CTO-

posamu a i b, BepxHe pebpo TOPIBHIOE C, a BUCOTA — h.
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VIIL.50. O6uucantu 06’e€M 3pi3aHOro KOHYCa, OCHOBAMU SKOI'O € EJIlCHh 3
miBocsamu A, B i a, b, a Bucora gopiBHiOE h.

VIIIL.51. BusuauuTu 06’eMm Tina, yTBOpEHOro obepTaHuam (pirypu, oome-
JKEHOI1 JIHIAMU:

1) 2y =4,z =1, x =4, y = 0 maBkomo oci Oz;

2 42

2) - — -5 =1, y = £b masxomo oci Oy;
a b2

3

y? = 2px, x = h HaBKoao oci Ox;

y? = (z +4)3, x = 0 maBKO7IO OCi OY;

y? =4 — z, = 0 maBkos0 oci Oy;

y = sinz (ognieo miBxsuien) y = 0 HaBkomo oci Ox;
2? —y? =4, y = £2 masxono oci Oy;

)
)
)
)
5)
)
)
)

y = x = %1, y = 0 HaBkoo oci Ox;

14 22’
a? Y ,
9) atE= 1 maskoao oci Oy;
10) (y — a)? = ax, x = 0, y = 2a HaBKOIO OCi O;
11) y = cosz, y = —1 maBkouo mpamoi y = —1 mpu —7 < z < 7;
12) y = z/—x, x = —4, y = 0 maBkomo oci Oy;
13) y = cos (ac 3), =0,y =0 (opu z > 0) maBxoao oci Ox;

)
)
16) y = 23, 2 = 0, y = 8 maBKO70 OCi Oy;
) 22 — y? = a?, 2 = +2a "aBKo70 OCi Ox;
18) oxuiel apku mukmaoinu x = a(t — sint), y = a(l — cost) maBkomo oci
abcruc;
19) (y — 3)? + 32z = 0, v = —3 maBxo0 oci Ox.
VIIL.52. 3manTtu 06’¢M Tiga, yTBOPEHOrO OOEPTAHHAM IETJI KPUBOI & =
=2t — t?, y = 4t — t3 HaBKOJIO:
1) oci Ox; 2) oci Oy.
VIIL.53. O6Guucautu 06’eM Tina, yTBOPEHOrO 0O€PTAHHAM ILIOCKOL (Pirypu

B mousApHUX KoopauHaTax r = a (1 + cos¢) (0 < ¢ < 27) HABKOJIO:

1) mosapuoi oci; 2) mpaMol 7 cos @ = —%.
VIII.54. O6uucautu 06’eM Tina, yTBOpeHOro obepTanusaMm (irypu, obme-
JKEHO1 JMiHIAME ¢ = 73, ¢ = T, HABKOJIO HOJIAPHOI OCi.

VIIL.55. O6uncantu 06’eM Tila, yTBOPEHOr'O O0EPTAHHAM IHUCOiTM y2 =
3

x "
= HAaBKOJIO 11 aCUMIITOTH.
2a —x ) .
VIII.56. 3uauTtu 06’eM Tita, yTBOPEHOro 06epTaHHAM HABKOJO oci Ox He-
. .. . 1 1
CKIHYEHHOI T'lJIKM KPUBOi y = 2 <— —— | mpuz > 1.
T
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§13. O6umcIeHHs ILIOLI IIOBEPXOHL 00epTaHHA

Ilaowa noseprmi, yTBOpEeHOl 06epTaHHAM AYI'H INIaJKol KpuBol y=f(z), a<z<b HaB-

Koo oci Oz, NOPIBHIOE

b
P=2r f |yl ds(z), ne ds(z)=+/dz2+dy? — audepenuiar gyru.

VIIL.57. 3uanTu miolli moBepXOHb, YTBOPEHUX 0OEPTAHHAM KPUBUX:

Hy= av\/g (0 < x < a) HaBKOIO Oci Ox;
a

2) y = acos % (|x| < b) maBkoao oci Ox;
3)y=tgx 0<z< %) HABKOJIO oci Ox;
4) y% = 2px (0 < 2 < zg) HABKOJO:
a) oci Ox; 6) oci Oy;
5) x =a(t—sint), y = a(l — cost) (0 < t < 27) HaBKOJIO:
a) oci Oz; 6) oci Oy; B) mpamol y = 2a;

6) x = a cos®t, y = a sin® t maBKOTO MPAMOL Y = ;
7) r = a (1 4 cos @) HABKOIO NOIAPHOL OCi;
8) 12 = a? cos 2¢ HABKOIO:
. , ™ . T
a) TOMAPHOI OCi; 6) oci p = 3 B) oci p = T
§14. Tmmn 3agadi HA 3aCTOCYBAHHSA BU3HAYEHOI'O IHTErpajia

VIIIL.58. I'pebas mae popMy Tparmeliii 3 BEPXHBOIO OCHOBOIO @, HIKHBOIO —
b (b < a) i Bucorow h. 3HalTu TUCK BOAU Ha T'PEOIIO.

VIII.59. BusnauuTu TUCK BOAU HA BEP TUKAJLHUN MIBKPYT, AiaMeTp d AKOro
mepebyBa€e Ha MMOBEPXHI BOIU.

VIII.60. BusHa4YuTu THCK BOAW HA BEPTUKATIBHY TPUKYTHY ILIACTUHY BU-
coTOI0 h, OCHOBA @ KOl € HA MOBEPXHI BOIU.

VIII.61. BusHa4YuTu TUCK BOAU HA BEDTUKAIBHY TPUKYTHY ILIACTUHY BUCO-
TOI10 h, OCHOBA @ AKOl mapaJeabHa 10 IOBEPXHI BOIM, & IPOTIIEKHA BEPIIXHA
nepebyBa€e Ha TOBEPXHI BOIU.

VIII.62. 3mautu rimbuny d, Ha AKIM BEPTUKAILHUN IPAMOKYTHUAU IILTIO3
BHUCOTOIO h PO3ALIAETHCA HA IBI YaCTUHU, TUCK BOAU HA AKI OTHAKOBUU.
VIIL.63. fky pobory Tpeba 3aTpaTuTu, mobd MmiTHATH TIIO MacO0 M 3
[IOBEPXHI 3eMIi Ha BUCOTY h HaT 3eMier0?

BxkasiBka. CkopucrauTech TUM, IO CUIA, 3 AKOIO 3eMilsd NIPUTATYE TLI0, 06epHEHO
[ponopLiiHa KBaJpaToBl BiAcTaHI Tila Bif meHTpa 3eMiIi 1 JOPIBHIOE mg Ha IOBEPXHI
3eMuIi.

VIIIL.64. Ilipamiga Xeomca € MPaBUWIBHOI YOTUPUKYTHOIO MipaMiZon 3i
ctopouoio ocaoBu 200 wm i BucoToo 140 m. AKy po6OTy HA MOTOJAHHA CUTH

113



Baru mOTpiOHO OyJ0 BUKOHATU NP MOOYAOBI mipamigu, AKIIO MATOMA Bara
KaMeHIo, 3 AKOro BOHa 30y10BaHa, gopiHioe 2500 kI /m>.
VIII.65. [lepeB’ssHUI HOILIABOK IMWIIHAPWYHOI (POPMHU 3 ILIOMIED OCHOBH
S = 4000 cm?® i Bucotoro H = 50 cm mraBae y Bomi. SIky po6Gory mor-
pibHO BUKOHATH, W06 MOBHICTIO 3aHypuTu noro y Boay? ([ycruma mepesa
0,8 2/cm?).
VIIIL.66. flky po6Goty Tpeba 3aTpaTuTu, 106 BUKAYATH BOAY 3 IITIHIPA
pagiycom R i Bucotowo h?
VIIIL.67. flxy po6oTy noTpibHO 3aTpaTUTH, IIOO BUKAYATHA BOLY 3 MBCQepu
pagiycom R?
VIIIL.68. [IBa erekTpuaHux 3apain ¢, = 6.67-107° K igy = 10-107° K pos-
MimreHi B moBiTpi Ha BigcTtani 10 cm omguu Bix ogHOro. SIky pob6oTy BUKOHAE
CIJIa, eIEKTPUYHOL B3AEMOIL, IEPEMIIIYIOUN 3apAd ¢o:
a) Ha BigcTanb 30 cm BT ¢; 0) B HECKIHYEHHICTD?!
BkasiBka. Cuiaa B3aeMofii IBOX eJIeKTPUYHUX 3apsAiB BU3HAYAETHCA 3aKOHOM

9192

Kyaona F= —, [Ie q1,q2 — BEIWIWHM 3apiAjiB, €0=8,85-10"'? ¢ /m — yHiBepcaibHa

eﬂeKTquHa4c7r’;§.;;, ¢ — JieJleKTpUYHa IPOHUKHICTH cepeloBuINa (A MOBITpA ex1), r —
BIICTAHb MIXK 3apsJaMu.

VIIIL.69. 3 Ao CWIOK HECKIHYEeHHA MPAMA PIBHOMIPDHO HO3UTHUBHO 3apsI-
XKeHa 3 JIHITHOW I'YCTHHOI o K /M 1i€ HA ONVHWYHAN MO3UTUBHUN 3apsf,
1o nepebyBae Ha BigcTaHl a M Big HEi?

VIIIL.70. 3nauTu cTATUYHI MOMEHTH IIOAO0 KOOPIUHATHUX OCEH 1 KOOPIU-
HaTHU IeHTpa Mac JiHil y =a—x, 0 <2 < a.

VIIL.71. 3manTu CTATUYHI MOMEHTH IIOAO KOOPIMHATHUX OCEH 1 KOOPAU-
HATH IEeHTPa Mac TPUKYTHUKA, oOMexeHoro diHiaMu ¢ =0, y =0, 2 +y =
=a.

VIII.72. 3HauTu CTATUYIHI MOMEHTH IIOJ0 KOOPIUHATHUX OCEH 1 KOOpIu-
HATH IeHTpa Mac MmBKoIa y = Va2 — x2.

VIIL.73. 3manTu CTATUYHI MOMEHTH IIOAO KOOPIMHATHUX OCEH 1 KOODAM-
HaTH HeHTpa Mac miBkpyra 0 <y < va? — x2.

VIII.74. 3manTu cTaTUYHI MOMEHTH LIOL0 KOOPAMHATHUX OCEH 1 KOOpAMHA-
TH IeHTpa Mac Girypu, 06MeKeHOl 0CAME KOO AMHAT Ta KPUBOKO /T + VY =
Va.

VIIL.75. 3sauTun MOMEHTH iHEpPINi NPAMOKYTHUKA 3 OCHOBOIO G i BUCOTOIO
b 11010 MOT'O CTOPIH Ta MIOAO OCEU CUMETPii.

VIIL.76. 3uanTu MOMEHT iHepIii miBKoJa 3 pagiycoM R mono noro miamer-
pa.

VIII.77. 3uauTu MOMEHT iHepIiii mBKpyra 3 pagiycoM R 1momno noro giamer-
pa.

VIIIL.78. IlpoayKTUBHICTL Ipal IPOTACOM BOCBMUTOJAMHHOTO POOOYOrO
IHA BU3HAYAETLCA PiBHICTIO 2(t) = —2,5t? + 15t + 100. 3Ha@TH 06’€M BHPO-
OJ1eHO1 3a JeHb MPOMYKIIil.
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VIIL.79. IlpoayKTWBHICTL IpaIi OPOTACOM BOCBMUTOJAMHHOTO POOOYIOrO
MHA BU3HAYAETHLCA PiBHICTIO 2(t) = —3t% 4+ 10t + 175. fkuit BigCOTOK MpOTY-
KIIli BUPOOJIEHO y MEePINil MOJOBUHI THA?!
VIII.80. 3mauTu cepegHin 4ac, 3aTPavdeHUN HA OCBOEHHS OJHOIO BUPOOY,
3a 9aC OCBOEHHS:

a) Bixg 1 1o 121 Bupoby; 6) Big 100 no 121 Bupoby,
AKIO (PYHKITA 3MIHUM 3aTPAT dacy Ha BUMOTOBIEHHA BUPOOIB 3a1a€THCA PiB-

HicTIO t(2) = —=.
x

VIII.81. Kpusa Jlopenia xapakTepusye 3adeXKHICTh | Y A
BincoTka npubyTKis () Big 9acTKu HaceaeHHA (Y), MO
auMu Bosogie (kpusa O BA puc. 19). Koediuient Ixi-
Hi, AKAU XapaKTepPU3ye€ HEPIBHOMIPHICTL y PO3MOIi-
Ji JOXOMIB HACEJeHHs, OOYUCIIOETHCA AK BlIHOIICHHS

o gpirypu OABO no mwiomi AOAC. C x

O6uncanrn koedimient [xini, akmo kpusa Jlo- ¢ laoms
DEHIIa 3a1aHa PIBHAHHAM:
a)y = 6) y = 2% B)y=1—+1—2a2 Puc. 19
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PO3 AIJ IX

PAAN
§1. YucaoBi paau

1°. 3azaabni nonwammasa. HucaoBun psan o
uituztugtoFun =) un

. . . n=1
Ha3UBa€THCA 361)I(H1/IM7 AKIIO 1CHY€ CKIHY€HHa I'PaHUIA

lim S, =S,
o n— 0o
ne Sp=ui+uz+--+u, — UOro n-Ha YaCTUHHA CyMa. UUCIO S Ha3MBAETHCA CYMOIO PALY.
Psn, mo He 36iraeThbcs, HA3UBAETHCA PO3OIKHUAM.
oo
2°. Heobzidna o3naxa 36iscnocmi pady. Ao pang Z wp, 361KHUU, TO lim wu,=0.

n— oo
n=1

3°. O3znakru 36txcHocmi padie 3 J00aMHUMY YUAEHAMU.
I. SIkmo mociioBHICTH YaCTUHHUX CYM DALY 3 NOJATHUMH WIeHaAMU oOMeXKeHa, TO
pAI 36iraeThCs.
II. Axmo YV n>ng: 0<u, <v,, TO:
oc

oo
1) 31 36ixHOCTI PsALY Z v, BUILIMBaE 301KHICTH pALY Z U

n=1 n=1
o~ oo
2) 3 po36iKHOCTI PALY Z u, BUILIUBAE PO36IKHICTH PALY Z [T
n=1 n=1
III. ko w, ~v, Opu n—oco, TO PAIA Z Uy 1 Z v, 3 HOJATHUMHU UIeHAMHU 36ira-

n=1 n=1

I0ThCA abo p036iI‘a}0TbCH OQHOYaCHO.

IV. fAxumo u, >0 i npu n—co u, =0 (nlp) TO Ipu p>1 paf Z u, 361Ma€ThCA, a IpU
n=1

p<1 po36IiraeThcs.

V. Osnara Jasambepa. HAxmo u,>0 (n=1,2,...) i lim qul =gq, To npu ¢q<1 pAx
~ n— oo
Z u, 361raeThcs, a Npu ¢>1 po3biraeTbes.
n=1
oo
VI. Osnara Kowi. fxmo u,>0 (n=1,2,...) 1 lim u,=gq, To upu ¢<l psj Z U,

n— 00
n=1

36iraeThcs, a Ipu ¢>1 po3biraeTbes.
VIIL. Inmeepaavna oznara Kows. SIkmo f(z) (2>1) — HeBi'eMHa HezpocTava (yHK-
oo +oo
misi, TO PAJ Z f(n) 36iraerbcsa abo po3bIracThbCA OQHOYACHO 3 1HTEIPAJIOM f f(z) dz.
n=1 1

IX.1. 3amucaTu pOpMyIy 3arajbHOTO WIEHA PAIY:

1 3 5 7 1 1 1
Do+ 44+-+..; Dl4-+=4=-+...;
)2+4+6+8+ ; ) tgtgtats
2 4 6 8 1 1 1
— 4 4) — 4 — 4
V3tstmtat Jistss st
5)sinz+sin—+sinz+ ; 6) arct l+arct §—l—aurct 5+arct 7-i—
g TR TG T 3 3 $1s S

Yu BUKOHYETHCA HEOOXITHA YMOBA 301:KHOCTI IJIA [UX PALIB?
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IX.2. Besnocepequnbo g0BeCTHU 301KHICTD PALIB 1 3HAUTHU iXHI CyMu:

1 1 1 1"
1) ——+Z—g+ +(2n_1 + ...

1 1 1 1 1

(5 —>+< +§>+"’+(2—n+3—n>+...;

1 5 2n—1
3)5 — §+'~-+ o +...;

4) — + — ! + — ! +~~~+;+...'

1-2 2.3 3-4 n-(n—1) ’
Braszisxa. Poskiacru u, Ha eleMeHTapHI Ipo6u.

1 1 1
5)ﬂJrﬂJr”’Jr(3n—2)~(3n+1)Jr ’
G)L—Fi—i—“-%— L +

1-3 3-5 2n—1)-(2n+1) '

1 1 1
7)ﬂ+ﬁ+’”+n-(n+3)+ ’

1 1 1 )
8)ﬁ+ﬂ+”'+(2n—1)-(2n+5)+“"
9)%_}.34_...4_&_’_.”.

4 36 n2(n + 1)2 '

IX.3. Hdocrigutu psagu Ha 301KHICTE:
1) 0,001 + /0,001 + /0,001 +...; 6)%+%+~-~+%+...;
2)1+L+L+...’ 7)1+L+L+L+..n
3v3 55 ’ 101 © 201 301 ’
3) ! + 2 + 5 +..0 8)1+3+5+1+

1+14 1424 1434 ’ 4 9 16
4)1+i+i+i+...~ 9)l+3+3+1+...~

42 © 72 102 ' 2 22 23 24 ’
5)§+4—1+§+...' 10)z+£+6+

3 9 27 ' 1 3 5
11) L + L + L +'~'+;+...;

1001~ 2001 3001 1000 + 1

2 3 n 1 1
12)1+§+5+"'+2n_1+...; 13)1+3—2+"'+m+...;
14)L+L+~~+¥+...’ 15) L + ! + L +

V2 2V3 nyvn + 1 ’ 1-2-3 2-3-4 3-4-5
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IX.4. BukopucTOByIOYN O3HAKY MTOPIBHAHHA, TOCILIUTH 301KHICTb PALY:

1)1+1+ + ! + i 2) 1+ L + — 1 + 1 + ;
2 51 . nz—i—l . 2.5 3.52 4.5 77
—t—=+—=4+...; 4) — 4+ —+ —
AT AT AT YT T tms T
5) Lo 1y ! +..
1-2  3.23 (2n—1).22n—1 77
6) si 7T+s’ 7T+ + si 7T+
in — in—+--- in—+...;
2 4 2n '
7 sina+sin2a sin 3o )
1 22 32 Y
142 14+n
8) 1 e ——— 4L
) +1+22+ +1+n2+ '
1 1 1
9) —_ e -
) 3736 " +(n+1)~(n+4)+
T
0)t tg — tg —
)g2+ g8+ gt
o 1 > 1
11 ; 12 ;
)nZ::1 n?—4n+5 )nZ::1 n? + 2n
o 1
) S (Va-va=T; 1) % S (VaFl-va—T)
= n=1

p2yd 0y, gyl d P
379" 97 FER 379 3
3 S 4) =+ 29 o
)3!+5!+ +(2n+1)'+ ' )2 * +2n+
14223 6)1+2+4+ Ly
1-3 " 1.3-5 ’ 21 " 3l n!
O S S 2,257 L 25 (Bn=1)
27926 2.6-10 TR 1.5 (4n—3)
3 32 3n

9) 1+ — .
Jt53+tm st Yooy T

1 3 5! 7!
10) = 4+ ——

)3t itsaetazest

1 1.3 1-3-(2n—1)
M) o2y ez,

)3t3 T T T3 ’
oy Ly 9% 18 L.

V3 V2. 32 V333 V4 - 34 o

(12 (212 (n!)2
13 L 14) tg S ot £
T TR G TR )g4+ g8+ +ng2n+1
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I1X.6. 3a momomororo osmaku Ko gocaiguru 361KHICTE PALY:

1 100 1002 100™ )
)T+ TIRR e e SR
5 2 n!
)T+2—2+"'+n—n+...,
2l 2
1 22 nm Y
- 1! 2.2 ™.l
4)3_ o2 3 s
1 22 n"
1 1 1
5) — + ces

In2 1n23+.“+1nn(n+1)

2 n
Y Y (. +o
5 2n+1 Y

1 1
7) arcsin 1 + arcsin® 3 + - 4arcsin” — +....
n

IX.7. 3a monmomororo inTerpaibHoi o3uaku Ko gocaiqutu 361KHICTE pALY:

1 1 1 1

Dl4+-+=+z+. l+—=+—4=+——+...;
) 3 5 7 ) Vi VT V10
3) =t ot ) JE SR S

23 033 43 TV 1412 1422 1432 7
5) b 6) o o ot

1412 14 22 14 32 Y 32 -1 52 -1 721 7
Do r oLy

2In2  3In3 nlnn

1 1 1

8) +

+ 5— + 5 v
2In%22  3In%3  41n’4

) 1+1 2+ 142 2+ L (L 2+
1+ 12 1+ 22 1+ n2

62, O3maku 301KHOCTI 3HAKO3MIHHUX PALIB

1°. Abcomomua 36ixncHicms pady. Psan

(1) > un
n=1

Ha3WBAETHCA abOCOMIOTHO 301:KHUM, AKIIO 361:KHUN DA

(2) 7 Junl
n=1

Y npomy Bunaixy psap (1) Taxox 36ixuumi. Cyma a6CoqroTHO 36i:KHOrO psgy He
3aJIeXKATh BiJ MOPAIKY CyMyBaHHA AOJaHKIB. [lad BuaHadeHHA abCOMIOTHOI 361:KHOCTI
paxy (1) mocraTHbo 3acTocyBaTH 10 paxgy (2) BigoMmi 03HaKKM 361KHOCTI A 3HAKOCTAIMX
pagiB. fkmo psag (1) 36iraeTses, a psag (2) posbiraerbes, To paj (1) HazuBaeTbCSA YMOBHO

361KHUM.
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2°. Osznaka Jletibniya. 3HAKO3MIHHUM DAL
'Ul_'U2+'U3_'U4+'”:Z(_1)"_11’71, (vn,>0)
n=1

36iraeThes (3aralloM He aGCOMIOTHO), AKIIO v, >vn41 (n=1,2,...) 1 lim v, =0.

n— oo
Y uboMy BUIAAKY [AJIA 3aJUIIKY DALY R,,,:(—l)"v,,,,+1+(—1)"'+1v,,,.,.g—i—... cIpaB IXKYy-
€ThCsA OIIHKa |R,, |[<vy41.

oo
3°. Osnaka Abeasn. Psan Z Up vy, 3G1KHUAN, AKIO:

n=1

oo
1) pan Z w, 301KHUML,
n=1
2) 4ucia v, (n=1,2,...) yTBOPIOIOTH MOHOTOHHY U OOMEKeHY [OCJI IOBHICTD.
oo

4°. Osnaxa ipizae. Pang Z Up vy, 361KHAN, AKIIO:

n=1
n

1) gacTKOBI cymn U,,,,:Z u; obMexKeHl B CYKYITHOCTI;
i=1
2) MOCJIJOBHICTH v, MOHOTOHHO IIPAMY€ IO HYyJs IPU n—oo.

IX.8. [MocaiguTu 301KHICTb 3HAKO3MIHHUX PAIIB, I 301KHUX PAIIB 3HAUTH
iXHI cymu:

3 5 7 1 1 1
N1-242_-1% N1+=—>t=+t.
) 2+4 18 ) +21 41-'_8-: !
3)1— H1l-—=+———
) \/§+\/g ) mTgE -t
1 1 1 1 1 1
5)1— — b 6l e —
) 2a2+3a4 4a6+ i 6) \/§+\/§ \/ZI—'_
1 1 1 1 1 1
Nle oot o — — .o 8 - -
) 32+52 72+ ’ )21n2 3ln3+41n4

IX.9. MocrignTu 36iKHICTH 3HAKO3MIHHUX PATIB:

o (CVE == (D)
1) — ;2) (= ;3) 2 —
n=1 2 n=1 n + 100 n=1 \/’ﬁ-f—(
> (=1)» oS sin? n © n'%n  nr
4 ; 5 -1)" ; 6 —.
) & A ) S0 6 5 s
11 1 1 1 1 1 1
Nl+-+-—-——-—= +-+--

IX.10. [MocmiguTtu Ha abCOMIOTHY Ta YMOBHY 301KHOCTI paAgu:

1) 1—%+~-~+(—1)”+12n1_1+...;

2) 1—3%+~~~+(—1)"+1(2n%1)2+...;
3)2—g+~~+(—1)n+1nTH+...;

4) ﬁ—ﬁﬁ‘"'ﬁ-(—l)n"_lmﬁ-...;
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5) sina  sin 2«

sin na

1 . 2 7112 ’
6) — \/5 +(—1)nﬁ+ ;
7)% % %7—~--+(—1)"+1Z—n+ :

= (=y~* < (=t < (=
X e R 2 ST

= (- = (-1) = ()2
o mrcomp P hatwe P E T

63. DPyHKIIOHAIBHI PAIU
1°. Oé6uaacme 36ixcnocmi. O6gacTio 361KHOCTI (PYHKIIOHAIBLHOIO PAILY Z U ()

n=1

HA3UBAETHCA CYKYIHICTh X TUX 3Ha4YeHb x, NJA AKAX [eU pAJ 36iraeThes

Dyukmia S(z)= lim S,(z), ge S,,,(z)—Z wi(z), HA3UBAETHCA CYyMOIO LILOI'O PALY,
n— oo .

- =1
R, (z)= Z ui(z) — 3aJUIIKOM PALTY.
i=n+41

Pienomipna 361scnicms. IlocaifoBHICTD QyHKITA

f1(@),f2()5ee s fn (@),

Ha3MBa€THCA PIBHOMIPHO 3612KHOIO Ha MHOXKWHI X, AKIIO

Ve>0 3N, Vz€X Vn>N. |f(x)
Y mpoMy BHIAJKy HUIIYTH f,(z) = f(z).

DyHKIIOHATIBLHAN P Z Uy, () HA3WMBA€THCA PIBHOMIPHO 361:KHUM Ha MHOXKUHI X

—fa(@)|<e

n=1
SIKIIO Ha I[I MHOYXKWHI PIBHOMIPHO 36ira€ThCs MOCIIJOBHICTh NOI0 YaCTKOBUX CYyM S, (z)
n

:E Si(z) (n=1,2,...).

oo

3°. O3naka Betiewmpacca. Psan Z Uy () 36iraeTbca abCOMOTHO Ta PIBHOMIPHO Ha
n=1
oc
MHOXKHUHI X, AKIIO iCHy€ 361:KHAN YNCIOBUHU PAL Z cn TAKUU, WO Yz €X Vn  |uy (z)|<cn
n=1
o
4°. O3narxa Abens. Pan Z Uy (2) vy (z) 361KHUMA PIBHOMIDHO Ha MHOXKHHI X, AKIIO

=1
oo

1) psx Z Uy, () PIBHOMIDHO 361KHUU Ha MHOXKWHI X
n=1

2) dbyHKUil v, (z) (n =1,2,

) o6MexKeH] B CYKYITHOCTI ¥ YyTBOPIOIOTH IIPU KOXK-
HOMY @ MOHOTOHHY ITOCJiJTOBHICTH

5°. Osnaxa [ipizae. Psan 2 U,

»(2) 361)KHUU PIBHOMIDHO Ha MHOXKHMHI X, AKIIO
n=1

n

1) gacTkoBi cymn Z ui(z) obMekeH]l B CyKYyITHOCTI;
i=1

2) MOCJiJOBHICTH v, (z) MOHOTOHHA [IJf KOXKHOI'O x 1 PIBHOMIpHO Ha X HpAMYE JO
HYJIsSL, KOJIU n—00.
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6°. Baacmusocmi GYyHKYIOHAALHUT PAJLE.

I. Cyma piBHOMIpHO 36i:KHOIO pﬂ,z[y HelepepBHUX (PYHKIN € HellepepBHOIO.

I1. Slkmo pyHKIIOHAILHUE DA Z U, () piBHOMIpHO 361:KHUM Ha KOXHOMY [a,(]€
n=1
(a,b) ¥ icHYIOTH CKiHYeHHI paHuli, lim u,(2)=U,, (n=1,2,...), TO:
- xr—a
1) pan Z U,, 361:KHUN;

n=1

2) BUKOHYETHCA PIBHICTH lim { Z u,,,(z)}— Z { lim u,,,(z)}.

x—a x—a
n=1 n=1
oo

III. fIkmo Bci wieHu 36i1:KHOTO PALY Z u, () HemepepBHO audepeHLinoBaHl Ha a<
n=1

z<b 1 pAJ 3 HOXITHUX Z u! (x) 361)KHUE piBHOMIpHO Ha iHTepBadi (a,b), TO

n=1

oo
IV. flkmo wienun psaxy Z u,, () HemepepBHi i el psjl 361)KHUU PIBHOMIDHO Ha CKiH-
n=1
YeHHOMY NIPOMIXKKY [a,b], TO

f{;u z)} ifbu (z) dz.

n=1

IX.11. HocaiguTu (pyHKIIOHATBHI MOCTIIOBHOCTI HA PIBHOMIPHY 301XKHICTH
Ha 3a3HAYEHUX MPOMIKKAX:

1
1) fa(z) = 2", 3)0S$S§; 6)0<z <1
2) falz) =2 -2, 0<a<1;
3 n = 5 0< < 3
) fnlx) v <z <oo
4) fo(z) = , 0<e <
1= s 05
nx
6) fulz) = — ) 0<r<l-g 6)l-c<a<l+e
1+ a2m

B) 1+e <z <00
IX.12. Bussauwutu npu || < 1 cymy i 3aamimok pagy

1+z+22+2°2+...

1 moxasaru, 1o BiH piBHOMIpHO 36iraerbesa Ha Biapisky [0,1/2]. IIpu akomy
n 3amumok |R, (x)| < 0,001 gis 6yab-AKOro x 3 HpOro Bigpiska?
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IX.13. Iloxaszatu, 1110 paxg

1 1 N 1 1 N
2241 2244 2249 22416

piBHOMIpHO 36ixkHUI HA BCiu ducioin oci. IIpum sxomy n (i goBirbHOMY )
sammmok pagy |R,(x)| < 0,00017
IX.14. TlokasaTu, Mo psjg

r+z(l—2)+z(1—-2)* +2(1-2)%+...

361KHUI HEPIBHOMIPHO Ha Biapisky [0, 1] i piBHOMIpHO Ha BiApi3Ky [5, 1]. Tlpm

axomy n 3amumok |R,(x)| < 0,01 gia Oyab-AKOro x 3 HpOro Biapizka?
IX.15. TlokasaTu, 0 psAg

1 1 1
e+l  GiDE+2) T @r2@t3)

piBHOMIpHO 30ixkHUU 10 — Ha iHTepBad 0 < x < 0o. IIpu axkomy n (1 JOBLIb-
T

HOMy « > 0) sammmok psagy |R,(z)| < 0,17
IX.16. IloxasaTu, M0 psfg

.7]2 .7]2
_7_{_?_

=8

piBHOMIpHO 36ikHul Ha BiApisky [0,1]. IIpu akux n sammmok |R,(z)| < 0,1
s Oy Ib-KOT'O X 3 IIbOrO BiApiska?
IX.17. TlokasaTu, M0 psfg

a3 23

3
x +(1+x3)+(1+x3)2 +...

361kHUN HepiBHOMIpHO mpu & > 0 i piBHOMIpHO mpu z > 1. Ilpm skomy n
sammmok | R, (z)| < 0,001 gusa 6ygs-axoro x > 17
IX.18. IlokasaTu, Mo psfg

1 1 1 1
+ + + +..
Vi+az 3143z 32/1+52 33V1+T7z

piBHOMIpHO 36ixkHuN Ha iHTepBati 0 < z < co. Ilpu axkomy n (i 6yab-akoMy
HeBix eMHOMY ) 3amumok |R, (z)| < 0,017

Brasiexa. IlopiBHATH el pAx 31 361:)KHUM YHMCIOBAM PATOM.
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IX.19. Iloxaszatu, 1110 paxg

1 1 1 1
+ + + +
Vi+ar V22422 V24 43z V26 44z

piBHOMIpHO 36i:kHUK Ha iHTepBandi 0 < x < oo. [Ipu sKkomy n 3aIUIIOK psxy
|R,(z)] < 0,017
IX.20. Busnauutu obaacti 3612kHOCT] (PYHKIIOHATHEHUX PATIB:

Dil4+z+---+a™+...; )lnx+ln2x+~~~+lnnx—|—...;
2 n
T
3)m+z Fotam 4 4)m+2—2~~~+ﬁ+...;
5) - 1 L1 '
1—|—9v2 1+an o
6) x+6x +---+nn+ Dz +..
2 "
)1+x2 1a-v+_x4+ +}E+x2“+ '
8)sin— +sin—+---4+sin—+...;
)1n —|—1n4+ +1n2+
9) xt 2t "ty —
)wg +a g4+ o g2n+
. n2x sin nx
lO)smx—i— 52 3 cees

cosT = COs2T cosnx
2
12) e e 4o pe T4
IX.21. Busnauuru obmacti 361kHOCTI (a6COMOTHOL I yMOBHOI) Takux QyHK-
LIOHAJBHUX DATIB:

11)

o pn ot oo n z n
)y =, 2) > = 3 :
)nglfl’ )nngLQ’ )ngln—l-l <2x+1> ’

e o 2™sin" x *© 1-3-(2n-1) 2z \"
4 ;05 ;6 ;
) X Tre Y X T )X o <1+g;2>

> (=1 < nPsinnz o n32"

3 5 9 "1l—=x n7

2n
0 = (n+z)" (=)™ [1—2a\"
10 ne="%; 11 —; 12 .
) nzl ) ngl nnte ) nzl 2n—1 1+
IX.22. BuxopucroByo4nu o3Haky Benepurrpacca, 10BeCTH PiBHOMIPHY 36iK-
HICTDb y 3a3HAYEHUX IIPOMIXKKAX TAKUX (PYHKIIOHATIHHUX PATIB:

) $ ol <o 2) 3 W

g L

77 b < ;
n=1 1'2 +7’L2 n=17T +2n |m| >
S nx ) 1 )
3) nzl 1 +n5$2,|x| < oQ; Z \/_({L‘ ta n)vx € [572]7
sinnz °° SNT
Z || <o0; 6) Z —z el < oo

L Vnt -t =
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X sinnz * x
7y e L) Y (14— ) Ja] < .
) E M k<o 8 Shn(1+ -t ) bl <a<

IX.23. Iloxasatu, 1110 pAxg
R S A S
piBHOMIpHO 30ixkHuu Ha iHTepBam —1 +w < z < 1 4+ w, 16 w — Oyab-AKe

JIOJATHE YUCJIO, MEHIIE ONWHWIL. I[HTerpyBaHHAM LBOTO DALY 3HAUTH HA
imrepsam (—1;1) cymy pany

x3+m7+ +x4n71+
3 7 n—-1 "7
IX.24. 3uauTu cCyMH TaKWUX PALIB:
25 4n—3 22 23 » 2
D)ot —+- e 2) e (D) 4
e S o R P R e ey

IX.25. Dyukuisn f(r) BU3HAUEHA DIBHICTIO
flx)=e " +2e 2" 4 fne ™4 ...

IMokasaTu, mwo ¢yukuia f(x) memepepsHa Ha Bl gogaTHin miBoci Ox. O6-
In3

ancaurn [ f(xz)dx.
In2

IX.26. Dyukuia f(r) Bu3HAYEHA DIBHICTIO

fx)=14+2-30+ - +n3" a1 4. .

- . S 1.1
IMokasaru, mo ¢pyskuia f(r) HemepepsHa Ha iHTEepBAJ (—5, 5). O6uucanTu
0,125

[ flz)dx.
0

1 1
IX.27. BuxopucroBywoun croiBeigromenss [ z"dr = e 3HAUTU CyMy
0 n

TaKUX PATIB:
1 (_1)n+1 1 (_1)n+1

1) 1—Z+"'+m+...; 2) 1—Oog+"'+m+....
IX.28. BukopucToByOUM CITiBBI IHOIIEHHS d—f = %, 3HAUTHU CYMY DALY
) x n
1 1 1
T2ty Tt



IX.29. BukopucToByi04n CIiBBiIHOIIECHHA

w/2

on T (2n—-1)2n—-3)...3-1
de = =
/COS Ty T onen—2)...4-2

0

3HAUTHU CyMy DPAIY

—_

-3
4o (=1t

1-3...(2n-1)
2-4...2n

| =
[\)
B

IX.30. IlepexonaTucs B Tomy, mo GyHKia f(z), AKa BUBHAYAETHCA DALOM

3

f()—ac+x +§+ +m+...

3a40BOJIbHsE criBBigHOmeHHA 2y’ = y(x + 1).
64, CreneHesl pagu

1°. Inmepeaa 36ixcnocmi. [1Jisi KOKHOIO CTEIeHEeBOTO DALY
2 n
ap+tai(z—a)taz(z—a)*+..4+a,(z—a)"+...
icHye iHTepBal 361KHOCTI, BCEpeJNHI AKOrO Ied psijl 36iracThecsA, a 3a MOro MekKaMu —
po36iraeTnbes.

Paniyc 36ixkHOCTI R psany BudHadaeThcs 3a opmytaoo Komr-A ramapa

1
r= lim % |an |
n— oo
abo 3a GpopmyJI0oI0
R= lim ’ ""1 ‘,
n— oo

SAKIIO I TPAHUISA ICHYE.

Axmo R 1opiBHIOE co, TO psf 36iracThcs Ha BCIM YUCIOBIM OCI.

CreneneBun psj 361)KHAU He TLIBKM abCOJNIOTHO, ajle W PIBHOMIPHO Ha Oy Ab-AKOMY
BIAPI3KY [a,(], IO JIeKUTH BCEpeJUHI 1HTepBaldy 3061:KHOCTI (a—R,a+R).

2°. P10 Tetaopa. Heckindenno nudepeHninosHa B To4li a GyHKIIA f(z), BCl moxigHl
AKOl 06MeKeHI B IeAKOMY OKOJI Ii€l TOYKHU, PO3KIANacThCA B CTEIleHeBUHU DAL

f@)=3 L5 (o gy

k=0
OcHoBHI PO3BUHEHHA.

I. e“‘:l—i—%—i—“é—?—i—”:’;—?—i-m—i-%—i-..., — 36iraeThca Ipu x€(—o0;00).

II. sinz= ac—?-',-——uwi-(—l)”_1 (’2:'__1),-&- — 36iraeTbca IpH z€(—oo;00)

III. cosz= 1—— 2—?—---—}-(—1)""_1(‘;’ A +... — 36iraeThca Ipu z€(—o00;c0).

IV. (14e) =142 o 202D 52 +w " +... — 36lLKHUA npH |z|<1.
V. 1n(1+m):z—%+”"—+~~~+(—1)”_1%-ﬁ-... — 36iraeThbea mpu —1<a<1.

VI. arctgz:x—% T_'”"‘( 1)tz 2:_:'11-',- — 36iraeThes mpu |z|<1.
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3°. /[Iii nad cmenenesumu padamu. Bcepenuui cmiabHOro iHTepBaly 361KHOCTI Ipa-

BUJIBHI cniBBi,z[HomeHHH

I Zan T— a)":ﬂ:Zb z—a) :Z(a“:ﬁ:b”)(x—a)"~

n=0 n=0

IL. <Z an > <Z b (z— a)">—2 cn(z—a)™, ne cp=aobp+aib,_1+--+anbo.

n=0 n=0 n=0

8

L. £ Z an (w—a)"’:| :Z(n+1)an,+1(w—a)".
n=0

n=0
IVI{

IX.31. BusnauuTu pagiyc Ta iHTepBaJ 3012KHOCTI 1 OCTIINTH 3012KHICTD HA
T'PAHUIAX iHTepBaJIy CTeNeHEeBUX PAIIB:

:| dz—z 7,+1 (z— a)"+1.

n=0 n=0

DR P R G S A LR
sstEatE gt AN N
2z 422 83 = " < (—z)" !

3) 1+ + + +...; 4 —i 9 EEE—

N ast e T aE PR

) 3nxn e ©  plgm
S 7 2"l 8 —
6) g (3n—2)2” )ngl )ngl (n+1)»
(x+1)?2 (z+1)2° (z+1)*
9 1
A 3.42 443 ’
20 -3 (2r-3)% (22 —3)°
10 — — .
) 1 3 + 5 '
2x 422 83 oo g
1) 1 +.. 12) 3 —;
\/ \/9 52 \/13'53 n=1 N?
x4 28 o 107"
13) 1 - + . 14 ;
) 3. 2f 32.3V/3  33.4V4 )n; n
&= x?nt r—1 (x-1)2 (z-1)3
15 —1)n! 16
DA C N )Tt 3ty o
20 +1  (2z+1)2  (2z+1)3 = (n!)?
17 18 .
)ttt ’ )2 ™
2
o 37 4 (—2)n o 1\"
19) 3 3EEDT L 29) <1+—> o
n=1 n n=1
= [3+ (=) S 2" () 17
21) 3o BT g 99) S (<) ",
)nzz:l n v )nzzjl( ) (2n + 1)! .

IX.32. 3acTocoBywoun mowieHHe nudepeHItiioBaAHHA, OOTUCAUTH CYyMU PIAIIB

1 BUBHAYUTH 1HTEPBAJI 1XHBOI 3612KHOCT1 JO CBOIX CyM:
3 5 3 5
x x x x
Do+ —+—+..; Nr——+——..;
3 5 ’ 3 5 ’
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2 x4 232 233
3) 14+ = 4+ — 4 —t =+
) 1+ STt ar T )x+2+3+ ;

T $2 $3

5) ﬁ+ﬁ+3 4+....
I1X.33. 3acTocoByHOYM HMOWIEHHE IHTErPYBAaHHs, OOYUCAATHA CYMH PSAIIB i
BU3HAYUTH IHTEPBAT iXHBO1 3012KHOCT1 J0 CBOIX CyM:
D1+2r+322 +42+...; 2)ax+222+32°3 +...;
3)x—4x? +92% — 162" +...; 4)1-22+2-322+3-42® +...;
5) 1 — 322 + 5% — 725 + .. ..
1X.34. Busaayutu inTepBaa 3012KHOCTI PALY 1 3HAUTU UOT'O CYyMY.

D1+3z+522+72%+...;  2)1—do+722—102% +....

Bxasiexa. IlosHaduBmu cymy psagy depes S, 3anucaTu Bupasu S—Sz abo S+Sz.
IX.35. PosknacTu B pan 3a cTemeHaMu x QyHKIIII:

1) cos(z —a); 2)sin®z; 3) xe®; 4)sin (mx + g),

5) 2%; 6) cos (mx + g)
I1X.36. PoskiacTu B psjg 3a cTeneHaMu & (PyHKIII:
1+
1) In T 2)In(2 32+ 2?); 3)In(1-—a+2?).
-z
IX.37. Hamucatu mepuni Tpu “wWieHU DO3BUHEHHsA B pag ¢yHkmii f(x) =
=In(1 + e*@).
IX.38. BuxopuctoByoun dpopmynry MakiaopeHa, HamucaTu PO3BUHEHHSA B
PAx 3a cTemeHsaMu T OiHOMA (1 + %)m i moxasaTwu, o OTpUMaHuUu pan 36i-
raeThes, Ko |z| < a.
IX.39. 3a gomoMorowo GiHOMIAIBHOrO PALY HMOKa3aTH, mwo 4 |z| < 1
1 & (n + 1)
— 2 3 n—1

1X.40. 3a momomMorow 6GiHOMIAIBLHOTO pﬂ,z;y oqepmaTH PO3BUHEHHS B PAI

. 1
PYHKI ————
V1+2?
I1X.41. Posknactu B pax dyskuio In(z + 1 + 22).
Bra3siexa. IlpoinTerpyBaTu psjl, OTPUMAHUN Y THOMEPEIHIN 3a1adi.

IX.42. 3a gonoMorowo GiHOMIAIBHOIO PALY HOKa3aTH, mwio 41 |z| < 1
L il 28 e 1806,
Jioz 2t Ty 25 . 31
IX.43. Poskaactu B pan pyHKITO arcsin .
Bxasiexa. IlpoiHTerpyBaTh pajl, OTPUMaHWK y IOMEpPeIHIN 3a1atdi.
IX.44. Poskiactu e/ B psj 3a CTENEHAME T — a.

IX.45. Posknactu 3a creneramu © — 1 QpyHKIII:
1) f(x) =2° = 3x; 2) f(x) =sin EF.
IX.46. Poskmactu 3a crenmenavu x + 1 dynkuii f(z) = 2t Ta f(z) = Y.

HMocaiguTu 3061KHICTL OTPUMAHUX PATIB.

x|z < 1.
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IX.47. Poskractu B pag 3a crenenavu x + 2 dynxmii f(z) = 2t — 422 Ta

1 o .
f(z) = —. Hocaiguru 36iKHICTD PALIB.

IX.48. Poskmnactu B psagu pyHKIii:
1) f(z) = cos% 3a CTEIeHAMU T — g; 2) f(x) = sin 3z 3a crenenamu x + %

4 V4

Q .
I1X.49. PoskaacTu B pag 3a CTENEHAMA T — 3 dynaxmio f(z) = cos? x.
IX.50. Poskractu B pag 3a crenenamu x — 4 dyuxuio f(x) = /x i gocmi-
OUTH 301KHICTb PATY.

§5. 3acTocyBaHHsA PALIB A0 HAOGIM>XKEHUX O0OUMCIEHDb

I1X.51. Hanucaru GimoMiaabHUN paj 4ad /1 + x 1 o6uucauTa

/1,004, /0,992, /90,

OOMEXUBIINCH TBOMA LIeHaMu pagy. OuiHuTu moxubKy.
IX.52. Hanucaru GiHOMIAILHUN paf 4ad /1 + x 1 o64ucauTu

$/1,006, </0,991, v/130,

O0OMEXUBIINCH IBOMA WieHAMU pALy. OUiHUTH MOXUOKY.
IX.53. O6uucauTn

V1,005, {/1,0012, 1/0,993, /0,997, V110, V70, V40,
0OMEXUBIIICH TBOMA WIeHAMU OiHOMIAJIBLHOrO psaay. OumiHuTH HOXUOKY.

IX.54. OGumcamru: 1) sin12°; 2) cos12° 0OMEXUBUIMCH IBOMA “LICHAMIU
psany sinx i cos x BigmoBiguo. OmiHUTH MOXUOKY.

Brasiexa. IlepenTu g0 paiiaHHOI Mipu KyTa.
1 0
— n—1,.2n—-2 ; :
o2 = S (=) 1z i, mpoinTe-
n=1
T'PYBABIIA HOWIEHHO OTPUMAHUU PAJ, HAIUCATU PO3BUHEHHA B PAL (PYHKITL
arctgx.

1X.55. Orpumarn pO3BUHEHH:

1

ﬁ
W—zfz—"gil

O6uucanTu 7, B3ABIINA MEPIINAX IT HTI; 9JIeHIB PATY.

IX.56. [Ipunaasmm x = B PO3BUHEHHI B pag GyHKIII arctg x, omepxatu

pAx 1A OOYUCTICHHS T

I1X.57. BukopuctoByo4n posBuHEHHA B pan Temmopa QyHKIn e®, sinzx i
€OS &, OOIUCIUTHU:

1) e' 3 TounicTio 0,001; 2) \/E 3 TounicTio 0,001;
3) — 3 Tounicto 0,0001; 4) \/_ 3 Tounicto 0,0001;
5) sin 1° 3 Tounictio 0,0001; 6) cos 1° 3 TouamicTio 0,001;
7) sin 10° 3 Tounictio 0,00001; 8) cos10° 3 TousnicTio 0,0001.
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. . 1
I1X.58. BukopucroBywoduu po3BuHeHHS B pag Temtopa GyHKIi y = In 1 R ,
-

obuncautu In 2, In 3, In4, In6, 1ge, 1g 5.
I1X.59. 3anucaru y BUrIsAAL PAMIB iIHTErpaan, BUKOPUCTOBYIOUM PO3BUHEHHS
B PAI MiAIHTErPAILHAX (PYHKIIN. 3a3HAYUTH 00IaCTi 361KHOCTI OTPUMAaHUX

pAIIB:
sinx

DI e o) [ ) [
4) fi—de; 5) fe_mg dr; 6) arctga:dx;
0

8 ;
N 9
2
1 )fcos%dx.

1X.60. O6umcanTy HAOIUXKEHE 3HAYEHHA 33 JaHUX BU3HAYEHUX IHTErDAJiB,
B3SBINU TPU WIEHU PO3BUHEHHA MigiHTerpasbHux QyHKIN B pax. OuinuTn
NOXUOKY:
/4 1/4 1/2
cosx 2 dx
1) [ dx; 2) [ e dx; 3) [ ——
r/e T 0 0o Vi+zx

V3/3 0,5
[ 2Parctgxdr;  5) [ V14 23da.
0 0
IX.61. 3HauTH y BUMIALL ALY PO3B’A30K piBHAHHA Y’ = 22y 3 HOYATKOBH-

Mmu ymoBamu y = 1, y' = 1, xom x = 0.

IX.62. 3HauTu nepiui YOTUPH WIEHU DALY, IO BU3HAYAE PO3B’I30K DIBHAHHSA
Pixkati ¢y’ = 1 + 2 — y? 3 mogaTkoBoo0 yMOBOM0 4 = 1, xomu z = 0.

IX.63. 3manTu y BUNIAL pALY PO3B A30K piBHAHHA Beccena xy” +y'+xy = 0
3 moyaTkoBuMu ymoBamu y = 1, ¢y’ = 0, ko x = 0.

86. Pagu dyp’e

Axmro pyHKIis f(r) KyCKOBo-HellepepBHA 1 Ma€ KyCKOBO-HellepepBHY HOXITHY f'(z) Ha

inTepBaii (—I;l), mpudomy 1i ToYKM po3puBy £ peryaApHi (To6ro f(£)=3 [f(£—0)+f(£+0)]),
To GyHKIIA f(z) Ha IBOMY iHTepBa.JIi Moxe 6yTu 306paxkeHna psagom Pyp’e
f(z)= "O-i-z (an cos 222 4b,, sin 222 ),
e , n=1 ,
a”_, ff dzx, % ff x)sin 2L dx (n=1,2,...).
—1
Y 4acTKOBUX BHIIAIKaX:
1) axmo ¢yHKHis f(x) mapHa, TO
oo
(z):%“—-{-z a, cos LIL, xe ap=2 ff(ac cos FL dx (n=1,2,...);
n=1
2) AKIIO @yHKuiﬂ f(x) HemapHa, TO 0
1
z)_z by, sin 7L xe b,=2 ff(z) sin 0L dg (n=1,2,...).
n=1 0
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SAkmo ¢ynkuia f(z) BusHadeHa Ha iHTepBaai (0;/) i Mae BJIACTUBOCTI HellepepBHO-
CTi, mepesidyeHi BUIlle, TO il MOXKHa 300pa3uUTU Ha IbOMY iHTepBall AK psagom Pyp’e 3a
KOCHHYycaMi, Tak 1 pagoM DPyp’e 3a cUHycaM¥, BiJIOBIIHO MPOJOBXKUBIIY ii Ha IIPOMiKOK
(—=1;0).
IX.64. ®yuxmio f(z) = sin® 2 poskractu B pag Dyp’e.
1X.65. Poskinactu B pag Pyp’e y 3a3HadeHUX iHTEpBaIaX (PYHKIII:

1) fx) A, saxmo 0<z<I,

) =
0, saxmo [<x <2,

2) f(z) = z B inTepBami (—m;7);

ne A — crana, B imTepsaui (0;21);

3) f(x) = T—%, inrepsaui (0;27);

4) f(z) = { e, IO m<e<0, ne a i b — cran, B inTepBai
br, saxmo 0<zx <,

(=)

5) f(x) = 7% — 22 B igTeppani (—7;7);

6) f(x) = 2® B imTepsari (—m;m);

7) f(z) = cosax B inTepBani (—7;7) (a — He wine);

8) f(z) = sinaz B inTepBam (—7;7) (a — He mite);

9) f(x) = shax B iwTepnan (—m;7);

10) f(z) = e® — 1 B inTepnami (0; 27);

11) f(x) = e** B inTepsani (—h; h);

12) f(z) = zsinz B inTepBami (—m;7);

13) f(z) = z cosx B iHTepBa <_77T, g),

-1, saxmo —7w<x<0,
14) f(z) =
1, axmo O0<z<m.
I1X.66. Dyukuio f(z) = g — g Ha inTepsaai (0; 7) poskaactu B pag Pyp’e

3a:
1) curycamMu KpaTHUX AyT; 2) KOCHHyCaMu KPATHUX IyT.
IX.67. dynxmio f(r) = 2% poskaactu B pag Dyp’e:
1) B inTepBaii (—7;7) 3a KOCUHYCAMU KPATHUAX AYT;
2) B inTepsaii (0; ) 3a cuHycaMu KpaTHUX YT
3) B imTepsauai (0;27) 3a cuHycaM# Ta KOCUHYCAMEU KPATHHAX IyT.
Kopucryiouncs mumMu pO3BUHEHHAME, 3HAUTU CYMHU PATIB:
0 1 . 00 (_1)n+1 . o 1
nz::I n? ' nzzjl n? ' ngl (271 — 1)2 '
IX.68 Poskaactu B psagx Pyp’e nepiogudsi HyHKITII:
1) f(z) = |sinal;  2) f(z) = |cosal;  3) f(x) = sgn (cosa);
4) f(x) = arcsin (sin x); 5) f(xz) = arcsin (cos ).
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PO3AIJ X

DOYHKIIII BATATHOX 3MIHHUX.
YACTHUHHI IIOXIAHI TA INMPEPEHIIIAJIN

61. dyukiia 6ararbox 3MimHuX. I'panunnga. HenepepBHicTb

1°. Qyuryia 6azambor 3minnuz. SIKIO KOXKHIN To4ll z=(z1,22,...,2,)EX CR" 3a meB-
HUM 3aKOHOM CTABUTLCA ¥ BiAMOBIAHICTH €IMHE YUCIO yER, TO CKa)KeMo, 10 Ha MHOXKUHI
X 3aJaHO YUCIOBY (MYHKINIO n 3MIHHUX T1,T2,...,Tp.

Muoxuny Todok X CR™, Ha AKIN BuzHadeHO QYHKIO y=f(z1,22,...,¢5), HA3UBAIOTH
06JacTIO BU3HaYeHHA (PYHKIII f 1 mo3HavaoTh D(f) abo Dy. MHOXWHY 3HadYeHb (ByHKIIi1
f nosnavaioTh E(f) abo Ef.

MHOXUHY F(f):{(ml,.,,,z";f(zl,...,m,,))ER"‘“| (ml,...,z,,,,)eDf} Ha3WBalOTh T'padikoM
dyskuii y=f(z1,...,¢,). Y BUNAIKY (PYHKIIl ABOX 3MIHHUX z=f(z,y) rpadikoM YHKIII €
nesiKa MMOBEpPXHA y mpocTopi R

MuoxuHy To9oK M (z,y) ER?, KOOpAMHATH AKWX 32 0BOJLHAIOTL PIBHAHHA f(z,y)=C, 1€
C=const — nedAke (piKCOBaHe YUCIO, HA3MBAIOTH JiHIEIO PIBHA PYHKII z=f(z,y). Y BUIAIKY
¢yHKIIl n>3 3MIHHUX MHOXUHY {(z1,z2,...,T5)| f(z1,22,...,2,)=C} Ha3UBaIOTh IIOBEPXHEIO
piBHA GYHKI y=f(z1,T2,...,@x ).

2°. I'panuys Gynwryii 6azamvor 3minnux. Henepepsenicms. Yucio A HasMBalOTh T'pa-

Huneo GyHKIil f(z) B Toumi o (mumyTh lim f(z)=A), AKimo
r—a

Ve>036(e)>0VaeX: 0<p(z,a)<d=|f(z)—A|<e,

e p(z,a):\/(zl—a1)2+(12—a2)2+~~~+(m,,,—a,,,)z — BiJcTaHb MiK TOYKaM# = 1 a.
Ax 1 gna dyHKil ogHiel 3MIHHOI CIIpaB IXKYIOTbCA apudMeTUYHI TeOpeMH PO I'PaHUIli.
Axmo icHyoTs lim f(z) 1 lim g(z), TO
r—a r—a
lim (f(2)+9(2))=lim f(z)+lim g(z), lim (f(2)g(z))=lim () lim g(z)
r—a r—a r—a r—a r—ra r—a
lim f()

f(z) z—a

Axmro, kpim Toro, }i—% g(x)#0, To 111_13, . T T
- v - r—a

Dynkmito f(z), z€Dy Ha3MBalOTh HellePEPBHOIO B TOYI z°, AKa € I'PAHUIHOIO TOYKOIO

il obsacTi BU3HAYEHHS, AKIIO
lim f(z)=f(z°) (a6o  lim _ f(z1,z2,...,zn)=f(x],25,....27) ).
z—x° z

X.1. 3uanuTu i 306pa3suTU HA KOOPIUHATHIN IIOMUHI 00JACTH BU3HAYECHHS
dyHKIii:

— 2 2 2. — 1 . — z y-.

De=yR—22-y?% 2) 2= ———=—33) 2=/l - &5 — &5}

T ety -R?]
4) z=/(x2+y)? - 1; 5) z = /TY; 6) z = Vsinz - /COSY;
7) z(m,n) = C*, ne C" — KITbKICTH CHOLYYeHb 3 1 €JIeMEHTIB 10 M;
8)

z = arccos ;53 9) z = arcsin ’32+y2; 10) z = log, 4, (2z — y);

= /R? — 22 — 42 \/ﬁ, ) z = arcsin o5 + arccos(2 — y).




X.2. 3uanTu 06;1aCTh BU3HAYEHHA (DYyHKIIII:

Nu=tgm(r+y—2); 2) u=1In(l —2? —y? — 2?);
[ 2 2 1
3)u:arccos$7+y; 4)u= b 1— 22
5z rz—1 y—2
2 2 2
5) u = /22 +y2 — 2% 6) u= $—§+$—§+"'+$—;—25;
a? = a3 a2
Nu=yal—at+a—ai+- 4@ -l
X.3. f(2y) = 5o Suadinn f(1,3), f(3,1), f(2,0), [(2, =),
X.4. f(z,y) T3y i £(2,3), £(6,9), f(2z,3z). Yomy zopi
4. f(z,y) = ———=. 3mautu f(2,3), f(6,9), f(2z,3z). Yom iB-
Y = 3o, y zop
wmoe f(1,2), f(2,1)?
X.5. ®yuxuio f(r1, T2, ...,T,) HA3UBAIOTL OTHOPIAHOKW (DYHKIICIO BUMIDY
k, axmo f(tzy,tws,... tx,) = t*f(z1,29,...,2,). SIKi 3 HaBegeHNX HuXKTe

dbyHKUIN € 0aHOpI fHIME?
3
D) ) = VaT = 5 2) fly2) = (@ = )y — ) (e - o)
1
3) fla,y) =

N

5) f(avb’c):\/a-{—b—l—c'—a—}—b—l—c.a—b—}—c.a—l-b—c.

4) f(z,y) = cos(a? + zy + y?);

2 2 2 2 ’
r—y = zi\™
6 Y,2) =1 ; 7 S X, ... Tpy) = 14+ — .
) fa) =) fa o) = 5 (142)

,5=1 Zj

X.6. KirpkicTb TemioTu, AKy BUALIAE MPOBIAHUK i3 MOCTIMHUM CTPYMOM
npotrsirom 4acy t, = UIt. Ha migcrasi 3akony Oma 3ammcaTé KUIbKiCTb
TemroTu AK Qpyukiio U it 3a cransoro onopy R mpoBigHUKA.

X7 = 4FV

uv
6e3nocepeqHbO K PYHKINIO T 1 Y.

w
ju = wt,v = 7;w=x+y7t:m—y. Bupasutu z

X.8. z(u,v,w) = u" + w_v; u=x4+y,v=r—y, w =Ty 3aNUCATHA BUPA3,
AKWUN 32702€ 2 6e3nocepefnbo AK QYHKII0O T 1 9.
X.9. f(z,y) =2%—9% (r,y) =2y. SuaviTu:

1) fly,e(@,y?);  2) f(f@y).e(@y);  3) e(f(z,y), (z,y)).

X.10. Bigmykaru f(z) i z(x,y), axmo z = x +y + f(x — y) i, kpim Toro,
2z =22, axmo y = 0.
X.11. 3nantu f(x,y), axmo f(z +y, Q) =22 — g2,

x

m
X.12. PiBusaHHA cTaHy igeaqbHOro rady mae Bunvan pV = —RT, ne R =
I

=8,314 4% yHIBepcaJbHa Ta3oBa cTajga, M i g — Maca i MOJIpHA

Moub-K
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Maca rasy eigmoeiguo; p, V i T — BignoBigHo, Tuck, 06’em 1 abcomoTHA
TeMmIepaTypa poro rasy. [las 2 e BogHio

) mobyaysaru izorepmu T' = 273.16 K, T' = 150 K ax xinii pisaa ¢yskmil
T=T/V);
6) noGyaysaTu i306apu p = 101325 Ia, p = 200 xlla sk Jainii piBHa QyHK-
uii p = p(V, T);
B) moOyaysaru izoxopu V = 22.4 4, V = 44.8 4 ax xiuii piBHa dyHKmii
V=V(p,T).

X.13. Ha mmomusi Oy mobyayBaTu JiHil piBHA TakuxX (QYHKILN
Ne=a?—-x—y; 2)z=2>-9y% 3)z=uay; 4)z=y@®+1);

2 4,2
5) z = arcsin 7y, 6) z = arccos(1 —2? —y?); 7)z=In Ty,

$2 _y27
= /16 — 22 — 4y2; 9) z = (2% +y?)?

8) z

— 4(2% —y?).
X.14. Ha miomuui Oy mobyayBaTu JiHII PIBHA TaKUX HEABHO 33 TaHUX
dyuKIin:

Ny?=2"3x—-2); 2)y+z=zlnz; 3)a?+y?-22=1.
X.15. 3HauTHu NOBEpPXHi PIBHA TaKuxX QyHKINN
1) U= 2ac+2y—3z;

2) u = sin(2? + 4y? — 22);

2z ;
1 \/ﬁ 2 2
4) u=In TVe Ty *E 5) u= a:_+y_+4z2
1— /22 +y2 + 22 169

X
3

X.16. Ha puc. 20 306paxkeHo JiHil piBHA T€-
{31)// T axoi pymKkmil z = f(x,y). o6y nyBaTu cxe-
F?m = 1éf_ MaTUIHO Tpadiku GpyHKIN:
4 [
/j\ 2
=7

1) 2= f(x,0); 2)z=f(0,y);

= 3) z=f(x,2); 4)z=f(1y);
* 5) z=f(z,—-1); 6) 2= f(z,2x);
4/7 //;;VJ 7) 2= f(x,2);

8) z = f(x,2?).
~  X. 17 Yu icuye rpanuua gyukuii f(z,y)
H_ Y xomn x — 0,y — 0.
Puc. 20
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X.18. 3HanuTu rpaHMIi:

2y —3
1) limsin#; 2) lim 29{:+—y;
538 Yy —=2y+zr—1 zj%y —2y+zx -2
2 4 2
3) lim Tty ; 4) lim
238 /x2+y2+1_1 z—}03 "Ey+

2 2 «
2,,2 1—-1 1 ety tr—y—2
5) lim YU 171 6) lim <1+ ) :

i A A EE AN ’
7) lim 22, 8) lim (2% +y?) sin ———;
e £33 4y
1
1- 2 4y T2 4y?
9) lim M; 10) lim 6474,
im0 (2% +y?)ady z0 oty
1 -9 2 2
11) hm (1 + 2?y?) =*+v" 12) lim 1y =2y —y" + y;
a=1 (. —1)(y—2)
y—)O y—2
2
zy \* 1 =+
rz——o0 \ & +y2 T—00 X
y—r—+o0 y—=3
X.19. 3HanTu TOBTOPHI TPAHMUII:
2 _ 2 _
1) lim lim $27y7 lim lim 73/,
z—ro0 y—roo Y* + x4 Y—00 T—00 y2 —+ e
y y
2) lim lim z— lim  lim —
z—+ooy—+0 1 + zy’ y—=+0z—+oo 1 + xy
3) lim lim sin —x, lim lim sin ———;
1 1
4) lim lim —tg—2 lim lim —tg—2 .
z—0y—oo xy ~xy +4 y—ooz—0 xy xy +4
5) lim lim log, (y + ), lim limy log, (y + 2);
1 1
lim lim (1 oy lim lim (1 zy
O L, A e, e g ey
7) lim lim Y lim lim oY
z—oo y—0 Ty y—0 z—o0 Ty
rT+y . .
X.20. [loBecTu, 110 TPAHUILT hm T He ICHY€, BiOIIYKYIOUIU IOB-
8Yy®—2y

TOpPHI rpaHuti i€l GyHKIil B HO‘{aTKy KOODUHAT.

135



X.21. losecTu, 1o

. . xy . . xy
lim lim —— = lim lim ————.
z=0y—=0 2y + 2 — Y y—=0z—=0 2y + 2 — Y

x
Yu icuye rpanums lim A
yao Ty +r—yY
X.22. oBecTu, 1o
22 + y? 22 + y?

lim lim 7

z—00 y—oo 1 + (1‘ —_ y) o 4

2,2
T4y
Yu icuye rpanusa hm ——7
ye rp 1 1+(x_ )
. 2xy .
X.23. [osectu, mo ¢ysxuia f(z,y) = g € OOMEXEHOK. JHAUTH
T )

MHOXWHY 3HadeHb pyHKIIl f. Yu icaye lirr%) flx,y)?
T—r
y—0

X.24. Nosectu, mwo f(z,y) = IpAMY€E 10 HYJA B3MO0BXK OyIb-AKOT'O

x4 + y2
mpomeHs ¥ = tcosa, y = tsina, xkomm t — 0. Yu iCHye lim f(q:,y)?

X.25. HocaiguTu Ha HenepepBHicTL y Toumi (0; 0 q)yHKuu
ry

(
1 m7$ +y> #0, x2—|—y2’x +y? #0,
z =
1/2, 2*+y* =0; 0, 22 -I—y =0;
$y2 2 2
z =
03’3 .’L'2+y2=0; 07 x +y = 0;
7y : _y
5) x2+y27x2+y2#0? { $2+y2’x +y #O
z =

0, 2°+y°>=0; 0, 2’+y*=0

X.26. ToBecTu, MO (PYHKITII:

0, —ey 22 4 2 0,
1)2,’:{ (z2+y )27-% +y ;é 2)Z: (2| +]y) 3 Yy #
0, 2 +y°=0; 0, 2 +y?=0

B To4mi (0; 0) HemepepBHi 3a KOXKHOWO 3MIHHOIO 30KpeMa. du 6y 1y Th 1i (pyHK-
11l HellepepBHUMU B MOYATKY KOOPIUHAT !
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X.27. 3HanTu TOYKU PO3PUBIB PYHKIIIN:

1 r—y
1 z = 2 z = —: 3 1=— .
) (x—1)2+ (y+5)?’ ) x—3y’ ) 4o? —y2 — 4’
1 1 1 1
4)22.2 75)222 + D) 76)Z:—a
sin® mx + cos? Ty sin®mx  cos? Ty sin wx cos Ty
x—y xyz
Ne=——" Qu=—5"— " QPDu=
) z3 —y? ) v 4y? 4+ 22 -1 ) 22 4 y? — 22
1
10)u=———; 1) u=In .
) sinz siny cos z’ ) (x—a)?2+(@y—-0)2+(z—1¢)?
1, xy > 0,
X.28. 3HauTu TOYKM PO3PUBIB QYHKIN z = 0, zy =0, Ta 3006pa-
-1, xy <0

3uTHu 11 rpadik.
62. YacTuHHI DOXiAHI Ta JU(epeHIIaT HepIIoro IoPAAKY
dyHKI 6araTbox 3MIHHUX
1°. Yacmunna nozidna. HacTuHHOIO MOXigHOW QYHKINI u=f(z1,22,...,2,) B TOUN °

3a 3MIHHOIO z; HA3WBAIOTh I'DAHUIIO BITHOIIEHHA YAaCTUHHOI'O IIPUPOCTY Iiel YHKIII 3a

3MIHHOIO z; [0 IPUPOCTY 3MIHHOI x;, KOJIU LeW NPUpICT HpsaMye 10 0

o o o
of(x7,25,..2p) — lim

Ti z; =z
i

o o ° ° ° o o ° o o °
f(acl,m2,...,zi_l,mi,mi_'_l,...,z,ny)—f(ml,mQ,...,zi_l,mi ,a:i+1,...,a:n)
Ti—a? .

2°. Mufepenyian Pynryii. Pyuxuis u=f(z1,z2,...,2,) HA3UBAETHCA NUPEPEHIINOBHOO

B TOYIi z°, AKIIO il MPUPICT y IiN TOYII MOXKHa MOJaTH y BUTJIALIL

f(wl7w27~~~a$u.)_f(w;7$gy~~~a$,°, =A1(w1—w§)+A2(w2—w§)+“~+Au(wn—wf,,)'f‘fpy

e Aq1,As,...,A, — mesaKi cradi, p:\/(wl7wi’)2+(w27w§)2+m+(w”7w§’,‘)2,as—)O, Koum x—ax°.
looBHa JTiHIMHA YaCTUHA IPUPOCTY NUMEpeHI[iNoOBHOI B 3aaHil TOYi (bYHKIII Ha3m-
BAa€THCA 11 qUdepeHIiiagoM y il TOYI.
SIk1mo JacTHWHHI MOX1AHI O BCIX 3MIHHUX ICHYIOTH 1 HEIlepePBHI B OKOJI 3aaHOl TOYKH,

To 11 AudepeHIiag y il TOYII MoxkKe OyTH 3alllCaHU y BULJALIL

(z )—Z f_(mldij.

3°. Iozxidna ckaadenot Pymuwyii. fxmo dyuxmil u=f(z1,22,....2n) 1 Ti=@(t1,t2,..0stm ),
(i=1,2,...,n) AudepeHIiNOBHI, TO

Bu o Of doi .
5, = py) 8;: afj, (j=1,2,...,m).

4°. [loxidna 3a nanpamom. I'padienm. Skimo 13:(005 1,C08 A2,...,COS Ay ) — OJUHUY-
HUI BeKTOp HanmpsaMY [ (o; — KyT, IO YTBOPIOE el HAIIPAM 3 BICCIO ©; ), & u=f(21,%2,...,2x )
— nudepeHIiioBHa (GYHKI[A, TO IOXiHa Iiei QYHKII 3a HAIPAMOM | OGUHICIOETHLCA 3a
dopmyJo10

cos a; =g éfl".

a n
3—:2

af 9 3] .
Ty graa f= (3_;1’%""’ (%f’ ) — rpajieHT PYyHKII u=f(z).
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X.29. 3HalTH YACTUHHI MOXiAHI TaKuX QPYHKIHN:

1)z =xy + %; 2)z = a¥, 3)z:1ntg§,

4)z =€ v, 5)z =1In (x +Va? + y2) ;. 6)z=In(x +Iny);
1 x

7z = e 8)z = (1 +xy)*; 9)z = a";

10)z = arctg Va¥;  11)u = sin(z? + y* + 2%); 12)u=av;
+y .
—_— ajy’

13)u = x¥%; 14)u = (sin z)Y%; 15)z = arctg {E

¥
16)u =e “8%; 17)z = arcsinz/y; 18)z = Intg L
x

X.30. O6’em rasy V e dyukuiewo noro temmneparypu i tucky V = f(p,T).
CepeniM KOeMIIIEHTOM POIMUPEHHS ra3y MPHU MOCTIMHOMY THUCKY Ta 3MiHi
TemnepaTrypu Bix 17 1o 715 HA3WBAIOTL BUPa3 ‘/1‘(/2—‘/1 Mo Tpeba nazBaT;
KOe(MII[ieHTOM PO3IMMPEHHA ra3y Npu MOCTIMHOMY TUCKY [JId 33aHOI TeMIIe-
paTypu?

X.31. Temmeparypa B 3amamiu Touui A crpuxkaa OX € QyHKIEHD a0CIucu
x Touku A i wacy t: @ = f(x,t). Akunn Qi3uIHUN 3MICT MalOTh YaCTUHHI

ITOX1,1Hi1 N i a—?

T
X.32. 3mantu f,(0;0) Ta f,(0;0), axmo f(z,y) = Yxy. Tu Oyme ua ynxuis
1 ePEHIIINOBHOI B TOYII (O 0)?

X.33. 3anana dpyukuia f(x,y) = +/a® + y3. Uu 6yne ua dyuxuia gudepen-
[IOBHOIO B TIOYATKY KOOPIUHAT?
X.34. Yu 6ygme mudepenuinouor B Toumi (0;0) dymkuia

1

flx y):{e_wz+y27x2+y2¢07
, r=y=0.

Y 2y #£0
X.35. Hosectnu, mo ¢yukuia f(z,y) = < V22 +y? € Here-

0, z=y=0
. . . .. Of af
pepBHOIO B okozi Touku (0;0), Mae 0OMeKeHl JacTUHHI IOXigHI I Ta 30
z Y
oguax He nudepenuinosaa B Toui (0;0).

24,2
T+ 0
2 4+ y?’ v 7 Mae B

0, r=y=0
oxori Touxu (0;0) moximi f; i f,, pospusHi B Toumi (0;0) i HeoGMexeni B
0y Ib-AKOMY 1i OKOJIi, OMHAK caMa € Nu(pePeHINOBHOK B I[ TOMYIII.

22 + y?)sin
X.36. Mosectu, mwo f(z,y) = ( v
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d
X.37. 3gauTtn d_th’ AKIIO:

Du = "%, x =sint, y = t3; 2)u = arcsin(z — y), x = 3t, y = 4t>;

u=e>"" x=tgt,y=1t>—t; 4d)u = arctgg, r=e+1,y=e"-1;
x

Su=2aY, x=1Int, y =sint; 6)u = %,x:et,yzlnt,z:ﬁ—l.
x
0] d
X.38. 3gauTtu gz Ta —Z, AKIIO:
ox dx

1 1
1)z=1In(e" +¢), y = 5963 +x; 2)z= arctg 0, y = e(o+1)*,
)

3] 7]
X.39. 3uanTn £ Ta 8—;, axmo z = f(u,v) i:
_ %
S r+y’
v=2x?— 3y; v =Y~ v=e

Du

X.40. YBaxarwouu, mo Gyl f, ¢, ¢ nudepeHninoBati, nepeBipuT BUKO-
HAHHS TAKUX PIBHOCTEN:

) 0

1) ya_; — 1‘8—; = 07 AKIIO 2 = LP(l“Q + y2)7
) ) ’
2) .’L'2£ — {L-ya—; +y2 = O, AKIIO 2 = g_$ + W(xy)v
) ) i

3) (2% - y2)£ + xya—; = zyz, AKWO z = ¥y <y€2y2> ;

10z 10z z Y
- = = T =)
)x3x+y3y y2’ﬂKmoz fa?—y?)’

2] 0 0
5) x% + aya_Z + ﬂza—z = hu7 AKIIO U = l’htp (x%a xiﬁ) 5

ou ou : i i
6) coszo= + cosy—— = cosz cosy, Ko u = sing + f(siny —sinz).
Y X

X.41. 3manru noxinuy ¢ysxmii v = f(x,y,z) 3a HAIPAMOM BEKTODA I y
Touni My i rpamieHT 3amaH0l PYHKIN] B X TOYIN, AKIIO:
Du=a?y’z, 1= (2-3;1), Mo(l;—1;1);
2)u=Yazy?,  [=(-235), Mo(1;3;1);
3)u=zIn(z?+y2), [=(3;-2;4), Mo(—3;2;4);
A u=ysinz+zcosy, [=(=3;2;1), Mo(0;0;0).
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X.42. 3sanTu HAIPAM MAKCUMAJIBHOIO3POCTaHHA pyHKImiu = f(z,y,2) B

Touti My, AKIIO:

1) u =2 +y%z + 222, Mo(1;-1;1); 2) u=1In(z? +y? + 22), Mo(2; —1;1);
3) u=1xzcosyz +ycosxz + zcosxy, My(0;0;0).

X.43. 3nanTu noxigry dysxmi z = 22 — y? B Toumi M (1;1) y mampsami, mo

yTBOpioe KyT 60° 3 gogaTauM HampsMoM oci Ox.

X.44. 3nairtu noxigny dysxmii 2 = 22 —zy +y* B Touni M (1;1) y manpsawi,

0 YTBOPIOE KyT 3 mojaTHuM HampsiMoMm oci Ox. B saxomy Hampsami s

NOXiHA Mae: a)HanOLIbIIe 3HAYeHH:; 6) HAMEHIe 3HAYEHHA; B) JOPIBHIOE

HyJII07

2 2
x a b
X.45. 3manTn noxigH HKmii 2 =1 — — — %= Brouni M | —; —
AHY (yHKIT 2 I <\/§\/§>y
2 2
HaIpPsMI BHY TPIIIHBOI HOPMAIIl 10 KPUBOI — + i 1 B min ToUIm.
a

. . . 1
X.46. O6uucInTH 3HAYEHHA i BiIIyKaT HAIPAM CpatieHTa GyHKIH v = —,
r
ne r =+/x? +y? + 22 y rouni My (2o, Yo, 20)-

. T o . . .
X.47. Tlorennian nmois ¢ = kln \/cos2 =~ 4+ sh? —y, ne aik — geaxi cradi.
a a

3HaUTH HAIPYXKeHicTh moiasa E = —grad .
X.48. 3nanutu gudepeHuianu QyHKIIN:

; 2) z = cos xy; 3) z = arctg LA arctg f;
z Y

4)z=e"v; 5)z:arcsin£; 6) 2z = In+/22 + y?%;
Y

7)z:tgm—; 8)2:1nsiny; 9u=uxy+yz+zx;
y x
10)u = S 1) u = 2%y?z; 12)u = +¥44z
2 +y?’ ’ y oz
X.49. 3nantu gudepeHianu CKIaIeHnX PyHKIIN:
Du=f(t), t=4x-3y; 6)u = f(z* +y? a* -y, 2ay);
2
2)u= f(t), tzgyg—z,; 7z = f(u,v), u=az,v=by;
Du=fO), t=Va 9% 8z=flu), u=ayv="1;
DHu= f(zr+y,=2); 9)z = f(u,v), u=2x— 3y, v=3x+ 5y;
5)u=f(f,§>; 10)u=f(z,y,2), z=1", y =t>, 2 =2t
z
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X.50. 3maiiTu mOBHME mpupicT Ta fudepermiar pysKmii z = 12 + 1y + 32,
KOJIU ¥ 3MiHIOETHCA Bix 3 mo 3,1, a y — Bixg 2 no 2,2.

X.51. 3ma@Tu mMOBHUI mpuUpicT Ta gudepenmiar dynxmii z = lg(z? + y?),
KOJIM ¥ 3MiHIOeThCA Big 3 1o 2,9, a y — Bix 1 go 1,2.

X.52. O6uucantu HAGIMKEHO:

1)v/(4,07)2 + (3,02)2; 2) (2,01)393; 3) \/(1 01)3 + (1,98)3;
4) sin 29° cos 61°; 5)1/(6,01)2 + (7,98)2.

X.53. Tino ssaxwuiu B mosiTpi (4,1 +£0,1H) iy Boai (1, 8 +0,2H). 3uauTn
T'YCTUHY TLIa Ta BU3HAYUTU MOXUOKY OOUUCICHB.

X.54. Pagiyc ocuoBu xonyca mopiBaioe 10,2 + 0,1cMm, TBipHa — 44,6+
£0, 1 cM. 3HanTH 06’€M KOHYCA Ta BU3HAYUTH MOXUOKY OOYICICHD.

X.55. PiBHAHHA B 1eSIKOMY OKOJI TOYKH (Zo, Yo ) OFHOZHATHO 3343 (DYHKILIIO
y =y(x). 3uantu y' Ta y'(z9):

D2y=1+ay’, 20=1y=1; 2) (x2+y)?°>=27(x—y), 20 =2, yo =1;

T 20 =0, yo = 1; 4) y2:x+ln(y/x),x0:1,y0:1.

3) ye¥ =e
X.56. 3uanTu noxiauy y' sanasol piBHAHHAM QyHKUil y = y(z):
1) y® + 3y = 2x; 2)y—esiny ==z, (0<e<1).

X.57. Ilepexkonarucs, mo Oyab-ika GyHKLA y = y(x), HEABHO 3aJaHa PiB-

HAHHAM
arctgyxr = In /22 + y2,

3aJ0BOJBHAE nudepeHIlialbie DIBHAHHA

x(dy — dx) = y(dy + dx).
X.58. [lus 3agaH0l piBHAHHAM HesaBHOL (yHKHl 2 = z(x, y) 3HANTH YaCTUHHI
TTOX1,THi:

3

= a?; 2) 2% — 3wyz = a®;

1) 2 +y* + 22
3)x+y+z:ez~ 4)x+y+z:e_(m+y+z);
=V -yt tg ———
vV —y?

X.59. 3mautu gudepentian dz 3aJaHOl DIBHAHHAM HEABHOI (PYHKINI z =
= z(z,y):
2 2 2
x
1)a—2—|—z—2+z—:1; 2) xyz =z 4y + z;

3)z:x+arctgi; 4)£:1ni+1.
-z z y
X.60. 3uantu du, axmo u® — 3(x 4+ y)u? + z° = 0.

X.61. Hexan z = z(x,y) — QyHKIisA, BUBHAYEHA DIBHAHHAM Z
= 01 raka, wo z(3, —2) = 2. 3uanru dz(3, —2).

3—mz+y:
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§3. YacTuHHI noxigHlI Ta JudEpEHIIaJIN BUIIUX MOPALKIB

1°. HacmuHuHi norioni 8UWUT NOPAIKIE.

nudepeHinoBHOI (yHKIN Ha3WBaIOTh YaCTHHHUMMY IIOXIJHUMK APYTOro MOPAIKY

’f__a (of
a_zif—azi ox; )’

-0
Ox;0x; — Oxj

o f ﬂ)
ox; |

Tak camMo BH3HA4YalOTh IIOXi/HI TPeTHOI'0, YeTBEPTOr'o 1 T.[. IMOPAIKIB.

HacTrHHI TOXiAHI BiJ YaCTUHHUX IIOXIJTHUAX

SAxmo ana 3aganol GyHKIII B TOYIl ICHYIOTh HellepepBHI IOXiJHI JeAKOr'O MOPAIKY, TO

BOHU PiBHI, He3aJleXKHO BiJ HOpAAKY AudepeHmioBanHsa. Hampuxaan, Bz

2°. Jugepenyiasu suwur nopadxie.

de:(ij %dw,)

dopMmyaamMu

%f  9%*f
i0x;

(z 2 da )2f,

6 3
1 T.1. 3okpeMa auaA GYHKII z=f(z,y) JBOX 3MIHHUX
2 f *f f
d f—( dz+ ) f— 5 da? +2 aydzdy—i— 992 sdy?,
d3f:( de+5- dy) f= m’; da’+3 az°gy dady+3 Mal;g dzdy? +ayf dy®, ...

3°.
MOX1HI 10 n+1-T0 MOPAIKY, TO

f@)=f

e p:\/Ax%-%—Ax%—k----%—Ax%.

Dopmyaa Tetinopa. Skmo byHKIIA u=f(z1,22

(=) 2 d'f(

2°)+o("),

X.62. 3HauTU YaCTUHHI MOXIAHI IPYTOro MOPALKY (PyHKITIN:

2
1)z = arctg rty ; Az=ze ", 3z = sy ;
1—2xy T
4)z = In/ 22 + y?; 5)z = x¥; 6)z = e
7)z = arcsin(zy); 8)z = yme; 9)z = arcsin ——2——;
/$2 + y2
10)z = In (ac + Va2 + y2) ;o 11)u = eV, 12)u = /a2 + y? + 22,
13)u = z¥/7; 14)u = <£> c 15 u =¥ .
Y
9%u (0,0 9%u(0,0
X.63. IlepeBipuTu, 9u BUKOHYETBLCA PIBHICTD w(0,0) u(0,0)
Oxdy Oyor
dyHKIII
(922 — 4y2)6i 22 +y? #£0
flay) = 9% + 4y’ ’
0, 2 +y? =0.
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X.64. 3uanTu 3a3Ha¥eH] MOXigHI B 3aJaHuX (DPYHKINN:

3
1) %, Aaxmo u = In(x + y);
d*u
2) 02207 axmo u = In(z? + y?);
Fu
— pTYZ.
3) Bacay@z’m{mou evvz;
) 78411 ou=In !
, AKIO U = =;
dxdydE Vi@ =82+ (y—n)?
gm Tty x+y
5) amm—ayn,m{mou— .’E—y7
ak+m+nu

6) a0y o AKINO U = xyze YTz,
X.65. [dosectu, mo ¢pyukuis u = Asin A\x cosalt 3aI0BOJbHSE DIBHAHHI
KOJUBAHb CTPYHU

u 0%

o2 ~ " aa?

(LE 718[))2 .
40t 3aMOBOJIbHAE DIBHAHHSA

1
X.66. IosecTu, 1o HKIIA U = e
a by 2av/ 7t

ou 0%
— =a" —.
ot o2
X.67. losectu, mo dyrxuia u = In/(z — a)? + (y — b)? 3ag0BoAbHAE PiB-
uaaua Jlamnaca

TEIIONPOBI THOCTI

’u  O%u
Au=—+—=0
Y= o2 + y? ’

. 1 .
a pyHKIig u = — piBuaaHa Jlamiaca

ViE—a)2+ @y -0+ (z—c)?

Pu o ot _
oz Oy 022

Au =

X.68. Hexan u = xze? + ye®. osecTu, 1mo

u, P Pu P
ox3  yd T 0xdy? y3x28y'

X.69. Hexan u = e*¥*. [losecTu, 1o

Fu ==z Fu +2xa—u+u
oroy0:  Yoray T Tor T

143



X.70. Hexan u = In

22 _ o2

. [loBecTn, 110

Pu dPu APu Pu 5 ( 1 1 >

9% T ortay " owoy? 0 \p @

X.71. YBaxawouu, 1m0 TOBULIBHI (DYHKINI ¢, 1 1 Tak gaml gudepeHninoBHi

NOCTATHIO KLIBKICTE PasiB, IepeBipUTH BUKOHAHHA TaKUX PIBHOCTEN:
0%u d*u

) 5= :azw, AKIWO u = @(z — at) + ¢ (x + at);

2) %—2%4—%:O,HKH.IOU:JJQO(I'-F:U)+’y1/1(1’+y);

3) x2%+2$y%+y2%207 HKHIOU=QO(%)+$¢ (%)
axkmo u = x1 "y (%) + ™ (%),

) O T o u= (@ + ()
amamay_ayﬁxQ’ﬂm w=e 9

X.72. 3uanTu MOBHI AudepeHIiagn IpYyroro OpaIKy QyHKIin:

Y

y
z==——; 2)z = ——; 3)z=(z+y)e;
=ttt 9i=Gry)
4)z:xlng; 5) z = wsin? y; 6) z = In(x — y);

x
Nu=xyz; 8)u = e*¥%; u=uzxy+yz+ zz.

X.73. 3HauTu NOBHI AUdEPEHIHAIN 38 JaHOr0 MOPAIKY B QyHKINN:
1) d®u, axmo u = €Y sin x;

2) d*u, saxmo u = In(z + y);

3) d3u, axmo u = 23 + y> + 22 — 3wyz;

4) d%u, axmo u = In(z +y + 2);

5) d*u, axmo u = In (2%yYz?).

X.74. 3uauTu moBHI qu(EpeHIiaI IPyroro NOpPAIKY Bil CKIageHuX (pyHK-

in:

&n)y, =vt+yn=x-y;
r,y,2), =t y=t, =1t
t=+a2+y?+2% Tz=f(n(), {=ax,n="1by, (=cz;
&), E=ax,n=>by; 8)u=f(&n.(), { =2+,
n=a"-y> (=2uy.

(
(
(
(
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X.75. 3HaumoBIy MOBHUM AudepeHIian BiAMOBI THOrO TOPALKY, O0IUCIN-

I
o3 o3
1) 8—;; Ta T&, SAKIIO U = sin(2x + y),
ot ot
2) 8—; Ta Wgy?’ axmo u = In(az + by);
o3 3
3) g Y ko u = eo 23z,

9.3 T 0xdydz’
X.76. PospunyTu dyukiio f(x,y) = x> + 2y — xy 3a dpopmyaoo Teitopa
B okoui Touku A(—1; 1).

X.77. PossunyTtu dyukmio f(z,y,z) = 23 + 2y° + 23 — 5xyz + 22 — 3y 2a
dopmyioo Temnopa B okoui Touku A(1; —1; 0).

X.78. Possunyru dyukuio f(z,y) = sinzsiny 3a gopmymaoro Temtopa 10
IPYTOro MOPAIKY B OKOJI TOYKU (% %)

X.79. 3anucaru possunenusa pyukuii f(z,y) = ¥ 3a crenenavu (x — 1) Ta
(y—1) no wreniB TpeTHOro MOPAAKY. KOPUCTYIOINCH OTPIMAHUM DO3BUHEH-
HAM, HabamkeHo obuncantu 1, 1102,

X.80. 3nantu mHabmmkene sgadenaa ! cos(0,017), PO3KIABIIN BiAIOBIIHY
dyHKII0O 32 GopMyaorn MakiIopeHa 10 TPeTbOro MOPAIKY.

X.81. 3anucaTu ¢popMyan IIs HAOAUKEHUX OOYNCIEHDb 3HAYEHb (PYHKIHN
CoS T
1) ;

; 2) cos(x +y + z) — cosz cosy cos z
cosy

I TOCATH MaJIAX 3HA49eHb MOYJIB IXHIX apr'yMeHTIB.
84. ExkcTrpeMyM (pyHKIIl 6araTboxX 3MiHHAX

Touky 2° Ha3sMBATHMEMO CTAI[IOHAPHOIO TOYKOIO QYHKIII u=f(z), AKIIO B I TOYII BCi
il YaCTWHHI MTOX1JHI IepPIIOro HOPAAKY AOPIBHIOIOTH HYJIIO.

Hexann u=f(z) € nBidi nudepeHIinoBHOI (DYHKIIEI B CTallioHapHiX Toumi =° i Bci ii
YaCTWHHI TOXifHI APYTOro MOpAAKy HemepepsBHi B Toumi z°. Sflxmo d?u(z°) € s3HaxoBu-
3HaYEHOIO0 KBaIPaTUIHOIO (POPMOIO 3MIHHUX dx1, dT2,...,dTy, TO GYHKIIA u=[(T1,T2,...,Tn)
Ma€ B TOYI ¢° JOKATbHUE eKCTpemMyM (MakcumyM, AKIO d2u(z°)<0, abo MiHIMyM, K-
mo d%u(z°)>0). Slxkmo x AudbepeHIial APYroro NOPAIKY € 3HAKO3MIHHOIO KBaIPaTHIHOIO
dopmoro B Touni 2°, To GyHKUIA u=f(1,%2,...,T,) HE MAE €KCTPEMYMY B LiH TOHI.

3okpeMa (PYHKINA ABOX 3MIHHUX 2= f(z,y) Ma€ eKCTPEeMyM y CTaIlilOHAPHIN TOYIli, AKIIO

0’y 9°f ( 0 )2 o°f

B LU TOYIi 222 992~ \ 220y >0, IPUIOMY MAaKCUMyM, AKIIO 7—5 <0 1 MYHYMYM, AKIIO

%>07 1 He MaTUMe eKCTpeMyMy, AKIIO % 327};— (;fgy>2<0'

X.82. MocaiguTu Ha eKCTpeMyM Takl (PYHKIN1 TBOX 3MIHHUX:
1) z=2%—ay+y?+3z -2y + 1; 2) z = 2% + 9 — 3axy;
3) z

22 4+ 2y +y* — 3ax — 3by + 1; 4)z:xy+%+ﬁ’

Yy )
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5) z =2’y (a—x —y) +b; 6) » = 2y\/36 — 22 — y2;
Nz=al+yt =20 -y’ +12 8) z=e" Y (P +1%7);
9)Z=($—4)4—(y—3)2; 10) z =z +y+4sinzsiny.

X.83. HocaiguTu Ha eKCTpeMyM (QyHKIIIi:

1) u(z,y,z) = 2% + y? + 22 + 4o — 8y — 2z + 6;

2) u(x,y,z) = 2% + y? + 22 + 120y + 22;

3) u(z,y,z) =xyz(da—x —y — 2);

y? o 22 2

) u(z,y,z) =+ iz + ; + =
X.84. 3manTu HaubiIble Ta HAUMEHINE 3HAYEHHA (PYHKINI y 3agaHi 006-
JacTi:
1) z(zy)=224+y—-5 D={(z,9)0<r<1,0<y<L0<z+y <1k
2) z(z,y) = 2* —day — 5y, D = {(z,y)| 2| +|y| < 2};
3) 2(z,y) =2® +ay +y* D ={(z,y) |2 + ]yl < 1k
4) z(z,y) =sinz +cosy +cos(x—y), D= {(x7y)|0 <z < g,() <y < g}
X.85. Y miBky.r0 pajiyca R BoucaTu NpAMOKYTHUN Iapajesenine] Hanolib-
Ioro 06’eMy.
X.86. [loBXWHY MeTaTeBOIO CTPHXKHA 3aJ€XKHO BiJ TeMIepaTypu t Omu-
cye dpopmyaa l(t) = lp(1 + at). Meronom HalMeHIIIX KBAIPATIB 3HAUTH
KOe(MII[€HT JIHIMHOTO PO3MUPEHHA ( Ta NOBXKUHY [o 38 TAKUMU JAHUMU BU-
MipIOBaHb.

t, °C 25 50 75 100 125 150 175| 200
I(t), cm |200,14 | 200,24 | 200,33 | 200,41 | 200,52 | 200,61 | 200,69 | 200,8

X.87. BusecTu popMyau mis BUSHAYEHHS METOIOM HAUMEHIINX KBAIPaTiB
napaMeTpiB eMmipuydHOl GyHKii y = f(x), Akmo

a) f(r) =ax®> +br +c¢; 6) f(z) =ae’™; B) f(r) =alnz +b.
X.88. Busectu popMyan A BU3SHAYMEHHA METOAOM HAUMEHIINX KBaIPaTiB
3HaYeHb mapaMeTpiB BUpoGHMYOL dymkuii Kobu-Tyraaca U(z,y) = azx*y”®,
akmo a + 5 = 1.
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PO3A1J XI

KPATHI, KPUBOJIIHIVMHI TA IIOBEPXHEBI IHTET'PAJIN
§1. IToasinHi iHTerpain

1°. Hexal Ha neskinn obmacti DCR? 3anana dyHKIA z=f(z,y). Po3i6’emMo 1m0 obracThb
Ha migo6acti D; CD (i=1,n) i mosHaunMo A=max diamD; (MakcuMyM AiaMeTpiB migobrac-
Tel), a Yepe3 AD; — miomty obiaacti D;. B Ko;KHiﬁ obaacTi D; BuGepeMo MOBIIbHY TOYKY
(ziyyi)ED;.

TloaBivHUM iHTerpadom 1o obaacti D Big dyHKuiii z=f(z,y) Ha3sUBATUMEMO

I f(w)dzdy:;igl(él F(ei ) AD;,

AKINO I TPAHUIA ICHY€E 1 He 3aJeXKUTh Hi BiJ ciocoby po36mTTsa obiacTi D, HI Big BUGopy
TOYOK Ha eleMeHTaX Po3OnUTTA.

2°. fIkmo z=f(z,y) HenmepepBHa B obiacTi D={(z,y) | a<z<b,p(z)<y<y ()}, TO
b P (@)
ff f(z,y)da:dy:f dz flz,y)dy.
D a  p(w)

3°. Ilpu nepexozi BiJ IeKapTOBUX JO NOJAPHAX KOOPAUHAT (x=p cos ¢, y=psin @)
JI f(zy)dedy=[] f(pcosp,psinp)pdpdep,
D A
ne A — o6JacTh, y AKY Mepeuluia o6aacTh D NIpu Imepexol 10 MOJAPHOI CUCTEeMH KOOp-

NUHAT.

XI.1. 3amucaTu 3a OOIOMOIO MOABIMHUX IHTErpPAdiB i OOYUCAUTY ILIOII,
oOMexeHi JHIAMA:

Day=4,y=z,2=4 y=a*dy=2a% y=4
3)y=2a% 4y =22 =42 ) y?=4+z,0+3y=0;
5) ay = 2% — 2ax, y = x; 6)y=lnz,z—y=1,y=-1.
XI.2. ITobyayBaTu 0o6aacTi, MJIOMI AKUX BEPAXKAIOTHCS IHTErDATAMU:
a x a vV az_yz a m
1) [dx [dy; 2) [dy [ dx; 3) [dx [ dy.
0 0 0 a—y 0 T

SMIHUTH MOPAIOK IHTErPYBAHHS.
XI.3. [To6yxyBaT 06gaCTi, IO AKNX BHPAKAIOTHCA IHTErPATAMMT:

1 2—z? 0 0
1) [dx [ dy; 2) [dy [ d=.
0 @ -2 424
SMIHUTHU NOPAIOK IHTErPYBAHHA M OOYMCIUTH I ILIOLI.
XI.4. O6uucantu mwiomy ¢irypu a < r < a(l — cos p).

XI1.5. O6uucauTu mwiomry, 0OMexXeHy MPAMOIO T COS © = @ 1 KOJIoM I = 2a.
XI.6. O6uncauTn IO, OOMeKeH] JIHIAMMN:

Ny=a2®y=2+2; 2) ax = y* —2ay, y +x = 0;

3)y =sinz, y=cosz iz =0; 4 y*=a®—ar,y=a+ux;
5) r =4(1+ cosyp) ircosp =3 (cupaBa Big mpamoi);

6) r = a(l — cosy), r = a i po3ramoBany I03a KapIioigoro;
Nay=1,2y=8,y>=ux,y> = 8.



XI.7. [To6yxyBaTu 06aaCTi, IO AKUX BUPAKAIOTHCA IHTEIPAJAMU:
b T a \/m 4 8—x
1) [dx [dy; 2) [dy [ dz; 3) [dx [ dy.
a a 0 Vay 0 2z

SMIHUTH MOPALOK IHTErPYBAHHA U OOYUCIUTY ILIOLII.
XI.8. BuznauuTu meHTp Mac ILIOII, OOMEXKEHO1 JIHIAMA:

1) y = 0 i oaHi€r0 miBXBWIEIO CHUHYCOLAU y = sin x;

2Q)y=2a%, x=4,y=0; 3)y?=azx,y=uz; 4) 22 +y? =a?, y=0.
X1.9. Busnauntu MmoMeHnTn inepuil J,, Jy 1 Jo mionn npAMOKyTHuKA, 06Me-
x)enoro jgiHiasMu ¢ =0,z =a,y =01y = 0.
X1.10. Busuauutu momeHT iHepiiil moa0 oci Ox oI, 0OMeXeHOl JTiHiAMEI
y=z/2,x=a,y=a.
XI.11. Busmauutu MoMeHT iHepiii momno oci Oy IO TPUKYTHUKA 3 BEP-
muaamu A(0; 2a), B(a;0), C(a;a).
X1.12. BusauuTy MOJIAPHUN MOMEHT iHepIIil IO, 0OMEeXKeHOl JTiHiAMMT:

Nae+y=a,x=09y=0; 2)r2=a?cos2p; 3)y?>=ax, x=a.
XI1.13. BusnayuTu mesTp Mac:

1) miBcermenTa napaGom y? = ax, r = a,y = 0 (mpu y > 0);

2 2

2) 9acTUHU eJinca po + Z_Q = 1, BigTaroro siccio Ozx.

XI.14. BI;IZ&H&‘II/ITI/I MOMeHT iHepIii moa0 oci Oy mwiorr, 06MekeHOl JIHIIMEI

y:a+x—,y:2xi$:0.
XI.15. BaI/I3Ha‘II/ITI/I MOMEHT iHepiii mono oci Ox WOl TPUKYTHUKA 3 BEp-
mmaamu A(1;1), B(2;1), C(3;3).
X1.16. BusnauyuTy DOAAPHUN MOMEHT iHEPINI ILIOII, OOMEXKEHO! JIHIAMU:
1) E—l—%:l,av:O,y:O; 2)r=a(l —cosp); 3)y=4—2% y=0.
XI1.17. Busuauutu 06’eMu Tin, 0OMEXEHNX MOBEPXHAMU:

Dz=a>+y?, 2+y=4,12=0,y=0, 2 =0;

)

)

) 22 +y? =a?, 2% + 2% = a?;

) =ay, v =a,z=0,y=a,y=0;
6)az=22—-y% 2=0,2=aq;

)

Y +y+z=3a, 22 +y?=ad? z=0;

) 5

0) az =a* — 2 —y*, z =0;

11) 22 +y? + 22 = 4a?, 2% + y* = a® (nosa mamiEIPOM);
12) 22 + y? + 22 = @?, 2? + y® + ax = 0 (Bcepeauni UUTHAPIB);
13) 2% = 2ax, 2? + 9% = ax.

Brasiexa. B szagadax 8-13 mepedTn 10 MONAPHUX KOODIUHAT.
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§2. IloTpiuHi iHTerpaim

1°. Hexail Ha meskinl obracTi DCR? 3agana GyHkmia u=f(z,y,z). Po3i6’eMo mo obracTs
Ha migobacti D;CD (i=1,n) i MO3HAYMMO dYepe3 /\:miax diamD;, a 4epe3 AD; — o6’em
obracti D;. B koxHiu obaacTi D; BubepeMo NOBUIBHY TOYKY (z;,Y:,2i)€D;.

IloTpinauM inTerpasoM mo obaacti D Bix (byHKmn u=f(x,y,z) HA3UBATUMEMO

ffff @,y,2)dwdydz=lim Z f(zi,yi,zi)AD;,

AKIIO 1A PPAHUIA ICHY€E 1 He 3aJe’KUTh Hi Bl cnoco6y po36uTrTsa obmacTi D, Hi Bif BUGOPY
TOYOK Ha elleMeHTaX PO3OUTTA.

2°. fkwo u=f(z,y,z) HenepepBHa B obaacTi D={(z,y,2) | (z,y)€S,¢(z,y)<z<Y(2,y)}, TO
P(x,y)

ffff T,z dwdydz:]g’fdwdy J flzy,z)dz

e(z,y)

3°. Ilpu mepexofi 40 UAMIHAPUYIHAX KOOPAMHAT (z=7 cos @, y=rsin ¢, 2=z)
fff f(z,y,2)dzdydz=[[[ f(r cos ¢,rsin p,z)rdrdedz,
A

ne A — ob1acTh, B AKY Iepenlia o6iacTb D Opu Hepexoi 10 NUWIHIPUYHUX KOOP JUHAT.
4°. Tlpu nepexofi 1o chepuvIHNX KOOpAMHAT (x=r cos ¢ cos O, y=rsin ¢ cos 0, z=rsin 0)
fff f(z,y,z)dmdydz:fff f(rcos ¢ cos0,rsin ¢ cos 0,rsin 9)1"2 cos 0 drded,
D A

ne A — ob1acTh, B AKY Iepeulia obJacTh D npu mepexoii 10 cpepudHnx KOOPIUHAT.

XI1.18. BusmauuTu 06’eM Tiza, 0OMEXKEHOTO HOBEPXHAMH az = 12 + y2,
2az = a® — 2% — 9>

X1.19. BussauuTu 06’eM Tina, 06MEXKEHOro HOBepXHAME T2 + y2 — 22 = 0,
22 +y? + 22 = a?, Bcepeauni KoHyCA.

X1.20. IToxasaTu, mo moBepxHa Kouyca 22 + y? — 22 = 0, gimTe 06’eM Ky
2?2 +y? + 2% = 2az y Bignomensi 1:3.

XI1.21. BuszayuTu Macy mipamiiu, yTBODEHOI ILTOUMHAMUI & + Y + 2 = a,
x =0,y =0, 2z =0, AKII0 "'yCTUHA B KOXHIN ii TOYIll TOPIBHIOE AILTIKATI 2
Il€l TOYKU.

X1.22. BusHayuTy meHTP MAC OTHOPITHOIO TLIA, 0OMEXKEHOT'O TOBEPXHAMU:
Naz+y+z=a,x2=0,y=0,2=0; 2)az=a®>—-2%>—y% 2=0.
X1.23. BusuaunTu momeHT iHepiii mono oci Oz Tina, 00MeXeHOro IOBepX-

HaMu (rycTuHa 1t = 1):
HDx=0,y=0,y=a,2=0,x+z2=a;
Nr+y+z=av2, 2> +y>=a? 2=0.
X1.24. BusuaduTtu 06’eMu T, 0OMEXEHNX MOBEPXHAMU:
1) az = 22 +y?, 2?2 +y> + 2% = 2a?; 2) 22 4+y?—22=0,2=6—2%—y?%
3) az = 2% + 9%, 22 = 2% + 92,
X1.25. Busnaumtu macy Tita, oOMexeHOro mosepxuaMu 2 + y2 — 22 = 0,
z = h, AKIIO PyCTUHA B KOXKHIM MOT'0 TOYI AOPIBHIOE AILTIKATI 2 1€l TOYKH.
XI.26. Busnauutu macy Tina, 0OMeXEeHOr O MOBEPXHAMU 2T+ 2 = 2a, £+2 =
a, y?> = ax, y = 0 (mpu y > 0), AKIMIO IyCTWHA B KOXHIH ii TOYIN TOPiBHIOE
OpaUHATI Y 1€l TOYKHU.
X1.27. Busma4unTu neHTp Mac ogHOpiHOl miBkymi 22 4+ y2 + 22 = a2, 2 = 0.
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X1.28. Busuauutu moMmeHT iHepiii mono oci Oz Tina, 06MEeXeHOro IOBepX-
Hamu 22 = 2azx, z =0, 22 + y2 = ax.

¢3. Kpusouainiuauu interpan. dopmyaa I'pina

1°. Kpusoainitinut inmeepaa nepwozo pody. Hexanm Ha ny3i AB cnpAMIOBaHOl Kpu-
BOi BU3HA4YeHa HellepepBHa (yHKIIA f(z,y,z). Po3i6’eMo Ayry Ha YacTUHM TOYKaMu A=
=Mo(20,90,20),M1(21,91,21) -, My —1(Tn—1,Yn—1,2n—1), Mn (Tn,yn 20 )=B. Hexau (z;,7i,%i)
— gmeska TodKa ayru M;_1M;, a Al; — noBxuHa miel gyru. Toml KpUBOMIHIMHAM 1HTe-
I'PAJOM IIEPIIOro POAY HAa3UBATUMEMO

f f(z,y,z dl:nmxl%‘i_.o iZ=:1 (Zi,9i,2i) Al
SIKIIO IS TPAHUI iCHye 1 He 3aJIeXKUTh Hi BiJ CT0cO6y po36UTTA AyTH, Hi Bl BUGOPY TOYUOK
Ha elleMeHTaX PO30UTTA.
Sxmo gyra AB 3ajaHa PIBHAHHAME z=¢(t), y=1v(t), z=0(t), a<t<B, ToO
B
[ f(@y.2) di=f flo(0).3(8).0(0]y/ "2 (1) +4'2 () +6"2(¢) dt.
AB «

2°. Kpusoainitinutl inmeepaa dpyzozo pody. Hexalm Ha nysi AB cCOpAMIIOBaHOI KPUBOI

BU3HAYeHa HellepepBHA BeKTOp-DYHKIIA F(z,y,2)=(P(z,y,2),Q(z,y,z),R(z,y,2)). Pozi6’emo
AYTY Ha YaCTUHU TOYKaMU A=Mo(z0,y0,20), Mi(z1,91,21), -y Mp—1(Tn-1,Yn—1,2n-1),
My (n,Yn,2n)=B. Hexan (z;,7;,z;) — geska Todka ayru M;_, M;. IlosHauumo z;—z;_1=
=Az;, yi—yi—1=Avyi,zi—2z;—1=Az;. Tonl KpUBOMIHINHUM IHTerpajoM APYroro pomy Ha3W-
BaTUMEMO

A{g P(z,y,z) de+Q(zx,y,z) dy+R(z,y,z) dz=

=l 5 (P(E50,50) Anit QU i, 2) Ay RE 20 A%,
SAKIIO 11 PPAHUIIA ICHYE 1 He 3aJle’KUTh Hi Bl clIoco0y po36UTTA MyrH, Hi Bl BUOOPY TOYOK
Ha eJleMeHTaX PO3OUTTA.

Sxmo gyra AB 3ajaHa PIBHAHHAME z=¢(t), y=v(t), z=0(t), a<t<3, TO

fP z,y,2) de+Q(z,y,z) dy+R(z,y,2) dz=

B
=[(Ple(t),%(1),0(1)]@" (£)+QLe(1),3(1),0(t)]¢" (t)+ Rp(t),%(1),0()]0" (1)) dt.

3°.  Bunadox noenoeo 0ugﬁepeuumxm. Axmo B obaacti V. Pdx+Q dy+Rdz=du, TO
J Pdz+Qdy+Rdz=ua—up, TO6TO JOPIBHIOE PI3HUII 3HaUeHb PYHKINI u(z,y,z) B TOUKAX
AB
B 1 A i He 3aleXXNTh BiJ IIIAXY IHTerpyBaHH:A, BUOpaHOr'o B obracTi V.

4°. Dopmyaa 'pina

g(szJ,-Q dy) ff(——a—y) de dy

[epeTBOPIOE KPUBOMIHINHUY iHTerpaJ Big P dm+Q dy, B3ATHUY Y3 IOBXK 3aMKHYTOT'O KOHTYPa
C, y HOABIMHMI iHTerpaJ 1o obaacTi S, 06MekKeHIN UM KOHTYDPOM.

Ilnoma, o6mexkeHa KOHTypoM C, OGUHUCIIOETHCA 32 (POPMYJIOI0

S=1% §(z dy—ydz).
C

X1.29. O6uucantu f , me L — Biapizok mpsamoi y = 0,5x — 2 mix
Lr—Y

roukamu A(0; —2) i B(4;0).
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XI1.30. O6uncauru [ zydl, ge
L

1) L — xoutyp mpsamokyTtauka 3 Bepmunaamu O(0,0), A(4,0), B(4,2),
C(0,2);

2 2
2) L — qerBepruHa emnca — + zz = 1, WO 1eXUTH y HEepIIOMYy KBaJ-
a2
paHTi.
XI1.31. O6uncauTn f x —vy)dl, ne L — xomo 22 +y? = ax.

22 dl

Tty
=acost, y = asint, z = at.

XI.33. O6uncauru [ (22 — V2 + y2) dl, ne L — mepmmi BUTOK KOHI9HOI
L

XI.32. O6‘II/ICJII/ITI/If >

5 Ae L — mepmmy BUTOK I'BUHTOBOI JiHIl & =

I'BUHTOBOI JiHIl & = tcost, y = tsint, z = t.2 ,
X1.34. 3sanTu Macy 4eTBepTUHU eﬂinca —+ b—2 = 1, 110 JIEKUTH Y IEPIIO-
My KBAIPaHTI, SKIIO JiHIMHA T'yCTHHA B KO}KHII/I TOYIIl NOPIBHIOE ODJMHATI
i€l TOYKHU.
X1.35. 3mauTu Macy mepIIoro BUTKa PBUHTOBOIL JiHII & = a cost, y = asint,
z = at.
X1.36. 3HauTH KOOPAMHATH IIEHTPA MAC MEPIIOro MBBUTKA MBUHTOBOI JiHii
T =acost, y =asint, z = at, AKIUIO 11 TYCTUHA CTAJA.
X1.37. 3HauTH CTATUYHUA MOMEHT IEPIIOrO BATKA I'BUHTOBOIL JiHII & =
=acost, y = asint, z = at moxo miomman xOY, AKIIO ii TYCTUHA B KOXHIN
TOYIN MPOMOPILINHA KBA IPATOBI BlACTaHI Bl i€l TOYKHA 10 3a1aHOI ILIONIIHY.
X1.38. 3HauTy MOMEHTH IHEpPII BITHOCHO KOOPIUHATHUX OCEH IEPIIOro
BUTKa I'BUHTOBOIL JiHII = acost, y = asint, z = %t, AKIIO 11 TyCTUHA
cTaja.
X1.39. 3azano Touxu A(2;2) i B(2;0). O6uncmnrn [(z + y) da:
C

2

1) yaposx npsamoi AO; 2) y3n0Bx napabonny = 5 3) yanosx ntamanoi OB A.

X1.40. 3azano Touxu A(4;2) i B(2;0). O6umcmrn [(v +y)de — xdy
C

1) y3goBx mpsamoi AO; 2) yazoBx mamanoi OBA.
XI.41. 3azano rouxu A(a;0;0), B(a;a;0), i C(a; a;a). O6uucanrn [y dr+
+zdy + x dz y3gosxk mpsamoi OC i mamanoi OABC. :
X1.42. Tlone yTBOpEHE CHION ?(P; Q), ne P =1z —vy, Q = z. llobynysatnu
CITY B KOXHIM BepUIMHI KBagparTa 31 CTOpoHaMu & = +a i y = +a i
ob6uucauTu po6OTY MPHU MepeMIlIeHH] TiIa y3I0BXK KOHTypa KBaapaTa.
X1.43. Iloxe yrBopene cumowo F (P;Q), ne P = x+y, Q = 2z. [lo6ynyBaTu
cuy ? B IOYATKY KOXKHOI IBepPTi Koda ¥ = acost, y = asint i o6uucanTu
pO6OTY IpU mepeMilleHH] Tila Mo KOJIy.
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Poss’s3aru wio 3aga4ay 3a ymou P = x4y, Q = x. Yomy pobora gopiuoe 07
XI.44. Ilone yrBopene cunoio F (y;a). O64uucauru poboTy mpu mepemi-
IIEHHI TiIa B3MOBXK KOHTYDPA, YTBOPEHOI'O IMiBOCAMU KOOPAWHAT 1 MEPIIOI0
4YBepTIO eflinca r = acost, y = bsint.

X1.45. ITose yTBOpEHE CUIOK ?(w, y; z). BusnaduTu po6OTY Mpu epeMireH-
Hi Tina B3goBxk aamanol OABCO, ska 3’equye Touku O(0; 0;0), A(0;a;0),
B(a;a;0) i C(a;a;a).

X1.46. Hamucaru ta nepesipurtu ¢popmyry Ipina gus [(z +y)de — 2zdy, ge

C

C — kOHTYD TpukyTHUKA 31 croporamu ¢ =0,y =0,z +y = a.
X1.47. O64ucanTu iHTErpaIN:

1) [ 2zydr — 2z dy; 2) [ cos2ydx — 2z sin 2y dy;
AB AB

3) [ tgydz + xsec’y dy.
AB

X1.48. 3acrocysasiu ¢popmyay ['pina, 06IucaUTH IHTErPAT
[yPde + (z +y)3dy
c

y3goBx kouTypa AABC 3 Bepmnnamu A(a;0), B(a;a) i C(0;a).
X1.49. 3a gomoMoromn KpUBOIIHIMHOIO IHTErpala BUSHAYATH ILIONLY €JIlca
x =acost,y = bsint.
XI1.50. 3a 10mOMOro0 KPUBOJIIHIMHOTO iHTErpada BUSHAYUTH ILTOILY MEeTJI
kpusoi 22 + 22 — y? = 0.

Bra3siexa. IlepenTn 10 mapaMeTpUYHUX PIBHAHBL, IPUUHABIIN y=zt.
XI.51. 3azano rouku A(0;1), B(2;5) 1 C(0;5).

O6uncauru [(z +y) de — 2y dy, ge:

L

1) L — sigpizok AB;

2) L — nyra AB mapa6omm y = z% + 1;

3) L — namana ABC.
X1.52. 3agano Touku A(—a;0) i B(0;a). O64uucauru poboTy cuin ?(P; Q),
ne P =y, Q =y — x, npu nepeMinesHi Tiaa:

1) ysgoBx Binpiska AB; 2) yagoBx jgamanoi AOB;

.1’2

3) ysgoBx xyru AB mapabommn y =a — —.

a

XI.53. [okasatu, mo [ ydr+(x+y) dy y3150Bxk Oy Ab-AKOO KOHTYPA TOPIB-
(©)

uioe Hywawo. IlepesipuTn men GpaxT, OOIUCIUBIINA IHTETPAT Y3 I0BXK KOHTYPA

irypu, mo obMexena miniavu y = 22 iy = 4.

dy
T

X1.54. Hamucaru Ta nepesiputu dpopmyray ['pina mis imTerpana f % -
c

y3noBxk kouTypa AABC 3 Bepmmuamu A(1;1), B(2;1) i C(2;2).
XI1.55. 3a Z0noMOron KpUBOJIIHIMHOIO iHTEerpaia BU3HAMUTHU ILTONILY (piry-
pu, 06MexKeHOl acTpoigon © = acos® t, y = asin® t.
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XI1.56. 3a DOmOMOrow KPUBOJIHINHOTO IHTErpala BUSHAYATH ILIONLY, OOMe-
wxeny kpusowo y> + z* — 22 = 0.

Brasziexa. IlepenTu no nmapaMeTpUYHUX PiBHAHBL, IPUUHABIIN y=zt.
84. IToBepxHesi inTerpamu. Popmyaun Ocrporpaacekoro i CTokca

1°. Obuucaenns noBeprHesus tHMe2paaisé neputoz2o i dpyz020 pody. SKiio Ha moBepX-
Hi S, 3ajaHil CHiBBIAHOmEHHAME z=z(u,v), y=y(u,v), z2=z(u,v), Koau (u,v)EA, xe z(u,v),
y(u,v), z(u,v) — HemepepBHO AnUdepeHIINOBHI (PYHKIII mapaMeTpiB u i v BU3HAYeHa Helle-
pepBHa dyHKIA f(z,y,2), TO
JJ f(zy,2)ds=[[ f(z(u,v),y(u,v),2(u,v)) VAZ+B2+C%dudv,
s A

D(y,z) _
D(u,v)

ne

Yu  Zu D(z,z) o= D(z,y)
D(u,v) > ~ D(u,v)

Zu  Tu Tu  Yu

A= , B=

Yo 2w 2y Ty Ty Yo

Skimo Ha moBepxHI S BU3Ha4YeHI HellepepBHI dyHKIIl P(z,y,2), Q(z,y,2) 1 R(z,y,z),TO
£f P(z,y,2)dydz+Q(z,y,2)dzdz+R(z,y,z)dedy=
=+ £I(P(r(u,v)7y(u,v)72(u,v))A+Q(I(uvv),y(uvv),Z(u’v))B+
+R(z(u,v),y(u,v),2(u,v))C)dudv.

2°. Dopmyaa Ocmpoepadcvrozo-I'ayca

[f Pdydz+Qdzde+Rdzdy=[[[

(@ 9Q | OR
S v

oz +a—y+5) dedydz,

ne V — o06’eM, o6MeKeHU MoBepxHeio S.

3°. @opmyaa Cmoxrca

cosa cosf3 cosvy

_ 9 9 9
g Pdz+Q dy+R dz_gf 5 By 35 |95

P Q R

e a, B 1+ - KyTH 30BHIIIHBOI HOPMAaJil IO ITOBEPXHI S HAaIpaBleHOI B Ty CTOPOHY, 3 AKOI

06xi1 KoHTypa C' BUIHO MPOTHU MOJAUHHUKOBOI CTPLIKH.
XI1.57. Ocumcmurn [ (22 + 3y + 2) ds, ge S — wacTura nommen 3 + %+
S

+% = 1, O IeXUTh y MepImoOMy OKTAHTI.
XI.58. O6uncanru [[ xyzds, ge S — wacTuHa mwiommHn « + y + 2 = 1, mo
s

JeXUTH y MEPIIOMY OKTaHTI.
X1.59. O6uncuru [[ xds, ge S — wactuna cdepu 22 + y* + 22 = 1, mo
S

JeXKUTh y TIePIIOMY OKTAHTI.
X1.60. O6uucanru [[ 2?y?ds, ge S — miBcdepa z = /16 — 22 — y2.
S

XI1.61. 3manTu Macy cdepu, AKIIO MOBEPXHEBA IyCTUHA B KOXKHIN TOYII 10-
PiBHIOE KBAaAPATOBI BiACTaHI Ii€l TOYKHU Bi AeIKOro (GhiKCOBAHOTO gAiaMeTpa
cepu.
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XI1.62. O6uucauru [[ = dydz+y dzdx+z drdy 0o BepXHIil HOBEPXHI IIOMIMHY
S

2+ Yy + 2z = a, PO3TAIIOBAHOI B IEPIIOMY OKTAHTI.
XI1.63. O6umcmurn [[ 2? dydz + y* dzdx + 2* dedy mo BepxHIU mOBepxHI
s

napa6omoiga z2 + y? + 2az = a?, pO3TAIIOBAHOIO B APYTOMY OKTAHTI.
Brasiexa. IlepenTn no nmmnHpuIHUX KoopauHaT. KyT ¢ Gyme 3miHIOBaTHUCA Bij % no w.

X1.64. 3anucaru i nepesiputu popmyay OcTporpaicbKoro mLis iHTerpana

//zdydz + ydzdr + zdxdy
s

IO 30BHIIIHIA moBepxHi Ky 22 4+ y? + 22 = a.

X1.65. 3amucaru Ta mepeBiputu (opmyay Ocrtporpancekoro-layca mms
IHTEerpamna

//(x2 dydz + y? dzdx + 2° dady
s

110 30BHINIHIN OBEPXHi Tira, o6MexeHOro moBepxuamu r2 + y? + 2az = a?,

r =0,y =0, z=0 B mepuoMy OKTaHTI.
X1.66. Ilpunassmu B dopmyai Ocrporpaigcekoro-ayca P = z, Q = v,
R = z, orpumaTu popMyIy Lis 06’eMy Tila, OOMEXKEHOr0 MOBEPXHEO S

1
V= g//gr:dydz-H/dzdac—l—zalxaly~
S

XI1.67. BuxopuctoByotun (popMyIy 3 IOMEPEIHbOl 3a1a4i, 06IucauT 06’ eMm
1) kyai 2?2 +y? + 22 = R
o 2 2 2
2) emincoiga o + ol + 2= 1.
XI.68. 3amkuyTa nmoBepxHs S, 3anaHa CHiBBigHOmeHHAMA & = x(U,v), Yy =
= y(u,v), z = z(u,v), xkoau (u,v) € A. [loBecTu, mo 06’em Tina, 0GMEKEHOTO
MMOBEpXHEIO S, MOXHA 004IUCaAUTH 32 (POPMYJIO0

1 xT Yy oz
V = 3 // Ty Yu 2y |dudv.
N Ty Yo 2w

v

. . 0
X1.69. IIpunasemu B popmyai Ocrporpaacekoro-layca P = a—z, Q= B—Z,
ou
R = —, noBectn, mo
0z ou
///Audwdydz = //—dS,
on
1% s
e Au = 32_u + @ + ﬁ— onepatop Jlamraca
ACSU= 502 T oy T 922 baTop ’
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XI1.70. IlepesipuTu, oTpuMaHy B mMOmepeIHiN 3agadi GOPMYILy Maa (PYyHKILL
u = 2% + 3% + 22 ma noeepxwi 22 + y? + 22 = a>.

XI.71. Hamucaru Ta mepesiputu dpopmyay Ocrtporpaincekoro-layca mis
1IHTerpaia

B3ATOrO IO moBepxHi Ky 2 + y? + 22 = a®.

Brasiexa. B morpinnomy iHTerpali mepenTn no chepuIHUX KOOPAWHAT.

XI1.72. 3a gomomoroio dopmyaun Ocrporpaicskoro-layca o6uucantu

//z3dydz+y3dxdz+z3dajdy,
s

ae S — TmOoBepXHA mipaminu, yTBOPEHOI mmommHaMu & +y + 2 = a, x = 0,
y=0,2=0.

XI.73. Iloxasaru 3a gonomorow dopmymu Croxca, mo [ yzde + xzdy+

(©)

+zydz y3moBxk Oyab-SKOrO 3aMKHYTOI'O KOHTYpa JOPiBHIOE HyJao. Illepe-
BipuTu 1e, O6uMCAMBINY iHTEerpaa y3aoBxk koHTypa AOAB 3 BepummHaMu
0(0;0;0), A(1;1;0) i B(1;1;1).

XI1.74. 3amucatn Ta nepesipuru ¢opmyry Crokca as imrerpata [(z —

C
y) dx+(x—2z) dy+(y—x) dz yagosx xourypa AABC 3 sepmmnamu O(a; 0;0),
A(0;a;0) i B(0;0;a).
Brasiexa. IloaBiiHul iHTEerpaJ MOXKHA B3ATH IO OYIb-AKIM MOBEPXHI, IO MPOXOIUTH
Jepes IepuMeTp TPUKYTHUKa ABC, HallpukJIaj, IO INIOUIUHI z+y+z=a.
XI1.75. Hamucaru ta mepesiputu dpopmyay CTokca mas iHTErpaaa

/x(z—y)dx+y(x—z)dy+z(y—x)dz
c

y3noBx kKouTypa AABC 3 Bepmmuavu O(a;0;0), A(0;a;0) i B(0;0;a).
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PO3I1JI XII

3BUYAMHI IUDPEPEHIIIAJIbHI PIBHAHHHSA
61. IouaTTa npo gudepeHiaibHe PIBHAHHA

PiBHAHHA BuUraany

(1) F(z,y,y'y" ™)) =0

Ha3MBAETHCA 3BUYANHUM AuQepeHIialbHIM PIBHAHHAM n-I'0 HOpAAKY. Bynb-sgka QyHKIisA
y=¢(z), AKa IepeTBOPIOE Ile PIBHAHHA B TOTOXKHICTb, Ha3UBAETbCA PO3B’A3KOM DIBHAHHSA
(1), a dysxuis y=¢(z,C1,Ca,...,Cy), AKa 3aI€KUTh Bill n TOBLUIBHUX CTAINX, HA3WBACTHCA
3araJbHAM PO3B’A3KOM PiBHAHHA (1), AKIIO BOHA € PO3B’A3KOM LOIO PIBHAHHA HPU Oy b~
AKUX 3Ha9eHHAX cTaaux C1,Ca,...,Cy, 1 6y Ab-AKUN PO3B’A30K PiBHAHHA (1) MOXKHA OTpUMaTH
3 Hel BUOOPOM TIeBHUX 3Ha4YeHb CTAJIUX.

PiBuanua BuUrIsagy

(2) yM=f(eyy vy )

Ha3WBAETHCA 3BUYAUHUM AU(EPEHIiaJbHUM PIBHAHHAM n-T'0 MOPAAKY, PO3B’A3aHUM Bij-
HOCHO cTapmioi moxiguoi. SIkmo dymkmia f(z,y,y,y" ...,y " V) y neskiin obracTi € mere-

PEepBHOIO TIO BCiX 3MIHHEX i Mae HellepepBHI YacTWHHI Hoxigmi mo y,y’,y" ...,y 1),

TO B
OKOIIl TOYKH (Z0,Y0,Y01:Y02s-+>Y0,_1) L€l 06IACT] ICHYE €IMHUN PO3B’A30K piBHAHHA (2) 3
[MOYaTKOBUMH yMOBaMU

(n=1)(

y(zo)=vo, ¥'(z0)=vo01, ¥ (0)=y02, -, ¥ T0)=Y0,—1-

XII.1. Ilepexonaruch, mo ¢ysKmia y = C2® e po3p’a3koM audepeHIiarb-
Horo pisasauHA 3y = xy’. IloOGyayBaTu iHTerpaibHy KPUBY DIBHAHHA, AKA
MPOXOJAUTH Ye€pPe3 TOUKY:
D (L3); 211 3) (L—-3).
XII.2. TlepekoHaTuch, 1o
1) pose’askom piBusuua y'' +4y = 0 € pyuxuin y = Cy cos 2x + Cs sin 2z;
2) poas’sakoM piBaarHA "' —9y' = 0 € bynkiia y = O +Cae3 +Cze73%,
XII.3. Cxunactu gudepeHuianabie PIBHAHHSA, IHTErPDAJbHIME KPUBUMU SKOT'O
e cim’a mapabor y = Cz?.
XII1.4. Cxnactu nudepeHIiaibHe PIBHAHHA, IHTETPATLHIMY KPUBAMU IKOT'O

€ ciM’si:
1) mapa6ox y = 22 + 2Cx; 2) kit y? + 2?2 = 2Cx.
XII.5. [To6yayBaTu mose HAIPSIMIB IHTErPATbHIX KPUBUX, 34, IaHAX DIBHIH-
HAM: p p J
Y Y Y Y d 2
1) = =z+y; 2) = =y—u; 3) —==; 4) Y =z .
) 5, =ty ) 5. =Y ) 3. = ) & +y
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62, AudepeHmiaibHl PIBHAHHA 3 BIJOKPEMJIIOBAHUMY 3MIHHUMU

PiBusauuasa Burasagy

y'=p(2)¥(y) a6o M (z) M2 (y)do+ N1 (2) Na(y)dy=0
Ha3UBACTHCA 3BUYANHUM AUdepeHIialbHUM PIBHAHHAM 3 BlIOKPEMJIIOBAHUMU 3MIHHUMU.

3araJbHUM IHTerpajloM TaKOr'o PIBHAHHS Oyae BHpa3

f %:I p(z)dz+C abo Ml 37:)d +f

XII.6. 3HanTy 3araibHAN IHTErPaa PIBHAHHA:

1) xy’ —y = 0; 2) 2y’ +y =0;

3)yy' +x=0; 4) y' =y;

5) 2%y +y = 0; 6) = +ay +y'(y +zy) = 0;
7) 2%y’ — 2y = 0; 8) (2% + )y’ — 2y =1,
9)y\/a2+x2—y, 10) (1+ 2%y +1+y>=0;
11) p?dr + (r —a)dp = 0;  12) 2st?ds = (1 + t2)dt;

XII.7. 3HauTu 3araJbHUN IHTErpad PIBHAHHA 1 YACTKOBUU iHTErpaJ, AKUN
3a,E[OBOJII>HH€ IOYATKOBY YMOBY:
2y’f =y, y@)=1

2) y = (2y+1)ctgw y(r/4) =0,5;

3) @ =0, y(-1)=1

4) dr—l—rtgcpdgo—o r(m) =2;

5)y—2\/_lnx y(e) = 1;

6) (14 2%y +yV1+ 22 =y, y(0) = 1.
XII.8. 3pobuBmin HAIEXKHY 3aMiHy 3MIHHUX, DO3B’A3aTH DIBHAHHI:

1) y' = cos(z—y); 2)y' = 3x—2y+5; Ny'VIi+trz+y=z+y—1.
XII.9. 3a ckiabknu gacy Tino, Harpite go 100°C, oxomnone no 25°C B cepemno-
Buii 3 Temmeparypor 20°C, akmao 1o 60°C BOHO 0X0I01KyeThHCA 38 10XB7

Brasiexa. 3a3akoHoM HpIoTOHa MBUAKICTH OXOJIOIKEHHA TiJa MIPOIOPIiNHA PI3HAI
TeMIepaTyp Tila 1 cepeJoBHUIIa.

XII1.10. MoTOpHUI 90BEH PYXAETHCA Y CTOAYIN BoAl 31 mBuaxicTo 10 kv /rox.
Ha moBuint mBrIKOCTI IOI0 MOTOP BUMUKAKOTH 1 Yepe3 20 ¢ MBUAKICTDL Y0BHA
3MeHUIyeThes 10 6kM/ron. Bmaxaroun, mo cmia onopy BOAU IPOIOPLINHA
IO IIBAIKOCTI YOBHA, 3HAUTH IIBUIKICTHL YOBHA YePe3 2 XB IMICAA 3YNUHKA
MOTOpa. SIKUI NUIaX Tpouge Y0BEH 10 MOBHOI 3yIMUHKM!

XII.11. IIBuaKicTh POCTY ILIOINI MOJOLOTO JUCTKA BIKTOPii-perii, AKUN Mae
(opMy Kpyra, IpOmOpLiNHA TOBXKUHI KOJIa, M0 0OMEXYE JUCTOK, 1 KITBKOCTI
CBiTJIa, IO Magae Ha JUCTOK. KiTbKICTb CBITJIA, IO MOTPAILIAE HA TEAKY
ILIOCKY O0JACTB, AK BiIOMO, MPOIOPIINHA IO 00JACTI Ta KOCUHYCY KyTa
MiX HOPMAJLIIO [0 IUIONIMHY Ta HAMPAMOM IPOMEHIB CBITJIA. 3HAUTH 3aJe-
JKHICTH IUIONIL JUCTKA Bl Yacy HPOTACOM CBITVIOBOI'O IHS, AKIIO O 6 rofg
PaHKy, KON CXOIWIO COHIE, IUIOMA JUCTKA JopiBHoBata 1600 cm?. Bpaxa-
TH, MO 0 12 rox mHs coHie mepebyBajo B 3€HITi, a 0 18 roa cXoBaJjoch 3a
POPU3OHT ([EeHb DIBHOIEHHS HA €KBATOPI).
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XII.12. BusHaunTH KUIBKICTBH PEYOBHHM, IO IIe HE BCTYIWIA B XIMIYHY
peakIio Uepe3 tCceK MCIa MOYaTKy Peakirii, AKIIO0 MBUIKICTH Peakiil mpo-
MOPIINHA IO KITLKOCTI Ii€l PeYOBUHU 3 KOE(Ii€eHTOM MPOMOPUINHOCTI —k,
a KLTBbKICTh PEYOBUHU HA MOYATKY PEAKIlll TOPIBHIOBAJIA Q.
XII.13. Y cepenHiu 30HI iHTE€HCUBHOCTI BIAYyTTIiB 3MiHA IHTE€HCUBHOCTI F
BIIYyTTA NPONOPIINHA BiTHOCHIA 3MiHI IHTeHCUBHOCTI | TOAPA3HEHHA 3 KO-
ediieHTOM TPOHOPUINHOCTI k. BusHaunTy 3a/€XHICTL IHTEHCUBHOCTI Bi-
YyTTA Bi IHTEHCUBHOCTI ITOPA3HEHHA.
XII.14. VY mogeni pocTy BUPOOHHUIITBA B YMOBAX KOHKYPEHTHOI'O PUHKY
BBAXKAIOTh, 110 MBUAKICTH BUITYCKY MPOAYKINi IPOMOPIINHA BEANINHI 1HBEC-
THULIN, AKi € (PIKCOBAHOK YACTKOI 1M MPUOYTKY, OTPUMAHOIO Bif peasisarii
OPOAYKIl 38 PUHKOBOIO HiHOW p(y). BBakaeThes, 0 3aTPUMKY MiXK BUILYC-
KOM 1 peamisamiero npoaykiil memae. Benuwuny 1/1, o6epueny no xoedimi-
€HTa MPOMOPIINHOCTI, HA3UBAIOTH HOPMOIO aKcejepalli. SHAUTU BUPA3 s
06’eMy pearizoBaHol npoaykii y = y(t), AKIIO:

1) mopma axceneparii 1/] = 2, nopma iuBectuuin m = 0, 5, KpuBa monu-
Ty 3a0a€ThCA PIBHAHHAM p = 2 — y, a npu t = 0 06’em Bunycky y = 0, 5;

2) Hopma axcerepauii 1/l = 1,5, mopma imBectunin m = 0,6, Kpusa
MIONUTY 3a0a€ThCA PIBHAHHAM p = 3 — 2y, a upu t = 0 06’em Bumnycky y = 1.
63. OaHopigHi qudepeHIiaTbHI PIBHAHHA

PiBusaunsa BUTJIA LY y':f(oc,y)
Ha3UBAE€THCA OJHOPI THAM, AKIO f(z,y) € OAHOPITHOI MYHKIIE HyJIHOBOIO CTeleH:A (T06-
To f(tz,ty)=F(z,y)).

PiBusauHasA BUTJIA LY M(z,y)dx-i—N(x,y)dy:O

Ha3MBa€TbCA ONHOPIAHUM, AKIO M(z,y) 1 N(z,y) OfHOPIAHI DYHKIII OTHAKOBOI'O CTeIeHA
(To6TO M(tm,ty):t}" M(z,y), N(tx,ty):t}"’ N(z,y)).
O nHOPIAHI PIBHAHHA 3aMiHOIO y=zu(z), e u(z) — HOBa HeBigoMa (hyHKIIis, 3BOAATHCA

IO PIBHAHB 3 BiJOKPEMJIIOBAHUMU 3MiHHUMH.

XII.15. 3HauTu 3arajJbHUN iHTErPaJI PIBHAHHA:
1) yy’ = 2y - 2) % +y* - 2zyy’ = 0;
. 4 Y Y
; xy' cos = = ycos = — x;
x

w
® | =

e )
5)$y—y +ay; 6)wy+y2 (22° + 2y)y';
7) 2y +2\/7y = y; 8)y' = ‘Z——%
9) zy' —y =22 +y?% 10) (3y? +39cy+x ydx = (2% + 2zy)dy;

11) zdy — ydx = ydy; 12) zdy = yIn —dx;
XII.16. 3HauTu 3araJbHUN IHTETPAT piBHHHHﬂzi YACTKOBUU IHTErPAJ, AKUN
3aJ0BOJILHAE IOYATKOBY YMOBY:

D) (ay —y)arctg X =, y(1) =0;
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Y 1
)xy Yy +n$ y() \/E
3) (y? — 32%)dy + zydx = 0, y(0) =1;
2 2
Y- —2zy —w
4 l:— ]_ :—1.
)y R L y(1)

XI1.17. Tlo axin mosepxHi ob6epTanus Tpeba BimuuripyBaTu GOpMy I3epKa-
Jaa pedieKTopa, o6 BOHO BiAOMBAJIO MapaeJbHO 10 33 JaHOI0 HAIPAMY BCl
MIPOMEH], [0 BUXOAATH 3 3aIaHOI TOIKH!

Brasiexa. PosrisanbTe ochoBUU Mepepis moBepxHi. BubepiTh 3a1any TOYKY 3a moda-
TOK KOOPJWHAT, a 3aJaHWll HAIPAM 3a Bichb abCIUC, TOAl NOTUYHA N0 MMOBEPXHI ¥ Oy Ab-AKIN
TOYI[l YTBOPIOBaATHME OTHAKOBI KyTH 3 BIiCCIO abCIKC 1 3 paJlyc-BeKTOPOM TOYKHU TOTHUKY.

¢4. JlimiuHl AudepeHmialbHI PIBHAHHA IepPIIOTO HOPAIKY
o D

1°. PiBuAnHA BUIALY @)y +a(2) y=r(2)
Ha3UBAETHCA ATHIGHUM TU(EePEHIIATbHIM PIBHAHHAM II€PIIOr0 HOPALKY.

PiBHAHHA MOXHa pO3B’A3aTH MEMOJOM 6apiayii CMaaoi, AKAU MOJATAE B TOMY, IO
CHOYaTKY PO3B’A3yIOThH JiHINHe OfHODPIAHe PIBHAHHA p(z)y’ +¢(x)y=0, siKe € pIBHAHHAM 3 Bi-
MOKPeMJIIOBAHUMY 3MiHHUMH, a TIOTIM Y HOTo po3B’A3Ky y=Ce f ate)/ple)de PO3IIALAEMO
C aK QYHKINIO Bif ¢ 1 3HAXOAUMO 1i, i ICTABIAIOYY el PO3B’A30K y MOYATKOBE PIBHAHHA.

2°. PiBHAHHA BUIVIALY

m

p(e)y'+q(z)y=r(z)y

Ha3WBAETBCA PISHAHNHAM Bepuyaai. 3aMiHOO z=y'~™ piBHAHHA 3BOJNTHLCA A0 JiHIHHOTO.

XII.18. 3uanTu 3araibHUN iHTErpai PIBHAHHA:

1)y =32 - 2y +28 = —;
x x @
3) y' cosx — y sinx = sin 2x; Hxy' +y=Inz+1;
5) (a? + 2%)y + zy = 1; 6) 2z + 1)y +y=u1;
7) y' + ycosx = sin 2x; 8)y —ytgx = ctguw;
9) (1+22)y —2zy = (1+22)2%; 10) z(y' —y) = (1 + 22)e%;
11) tds — 2sdt = t3Int dt; 12) 22 dy + y(1 — 2z)dz = 22 dx;
1 Y
13)y = ——: Wy =—4
)y 2z — y? )y 2ylny +y—x

XII1.19. 3uanTu 3araibHUN iHTErpai PIBHAHHA:

z2

Day +y+ay>=0;  2)y —ay=—y’e ™
3) 2%y —xy —y? =0; 4)y +ay = ay®;

2
6)y’+2£= VY

2 )
x  cos’w
XII.20. 3HanTu 3arajbHU iHTErpaj PIBHAHHA 1 YaCTKOBUU IHTErPaJ, AKUN

3a0BOJIbHAE TIOYATKOBY YMOBY:
d
1) th—‘; —2ts—3, s(-1)=1;
2)y' —ytgx =secx,  y(0)=0;

Yy
3) vy’ — ol y(1) =0;

5) y' + 2zy = 223y3;
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1) t(1 + 2)de = (z + 2t — 2)dt, an:-%;
5)3y%y' +yP =a+1,  y(l)=-L

) (1 —22)y — 2y = xy?, y(0) =0, 5;
) L+e")yy' =e¥,  y(0)=0.
XII.21. Cuna TepTs, MO CHOBLIBHIOE PYX AUCKA, AKIN 00€PTAETHCA B Pian-
Hi, IPOMOPIINHA KyTOBIA MIBUAKOCTI OOEPTAHHA W. SHAUTU KYyTOBY IIBHI-
KiCTh 00€pTaHHA AUCKA depe3 t ¢, AKIIO IPOTAroM 1 XB MIBUIKICTH 3MEHIIN-
Jack Big 3 06/c 1o 2 o6/c.

XII.22. Cuna crpymy I y KOJi 3 eIeKTPOPYIIIUHOK CWIOK F, aKTUBHUM
omopoMm R i camoiuayKIieo L BU3HATAETHCA PIBHAHHAM

dI
Y Rrr—E
atE

SHAUTHU 3aJ€XKHICTL CTPYMYy Big dacy, axmo E = kt, i I =0, xomu t = 0.
XII.23. Hoxix Y (t), oTpuManuu neaxoio ranyssio, € cymomwo insectuuin I (t)
i cnoxkwusanusa C(t). B Momen mpupoIHOro 3pOCTaHHSI BUPOOHUIITBA BBa-
XKAIOTh, [0 MIBAIKICTH 30LIBIIEHHA JOXOAY MPOMOPIINHA BEJUTUHI iHBECTH-
uin bY'(t) = I(t), ge b — xoedilieHT KAMTAIOEMHOCTI IPUPOCTY TOXOLY.
3uantu gyskuito goxoxy Y = Y (t), akuo cnoxusanusa C' = 2t, b = 0,5, a
Y(0) =2.

65. PiBHAHHA y moBHMX audepeHIiiaiax

1°. PiBHAHHA BUTIALY P(2,y)de+Q(2,y)dy=0
’ ’ -

Ha3MBa€eTbCcA AudepeHNIialbHUM PIBHAHHAM Yy IIOBHUX IudepeHIiagax, AKIO

P (w,y) _ 9Q(x.y)
dy - dx .
3arajbHull 1HTEerpal LUboro PIBHAHHA MarTuMme BUrasag u(z,u)=C, ge u — QyHKIIs,
moBHUU audepentian akol du=P(z,y)dz+Q(z,y)dy.
2°. Skmmo W#W, TO iHOAI BAa€TbCA 3HaUTH QYHKLIO u(z,y), Taky IO
w(z,y)P(z,y)dz+pu(z,y)Q(z,y)dy € moBHUM nudepeHmiaioM. Ilio (yHKIIO HA3UBAIOTH M-
ME2PYI0UUM MHOHCHUKOM.

[HTerpyo4Ynil MHOXKHUK JEIKO 3HAXOAUTHCSA y BHUIAIKAX:

OP(2.y) _0Q(x.y)

1) saxkmo —4—— & ‘j"Quy) 3‘"’:<I>(m), TO In ,u:f ®(z) dz;

OP(w,y)  9Q(=.y)

2) akmo —<Y 9 Z”P(zy) 9o _g(y), To In p=— flIl(y) dy.

XII1.24. 3HauTu 3araJbHAN iHTErPaJI PIBHAHHA:
2
1) <4 — y_2> dz + 2ydy =0; 2) (z cos2y + 1)dx — x?sin 2y dy = 0;
x x
3) e ¥dr + (1 — ze¥)dy = 0; 4) 2z cos® y dr + (2y — 2% sin 2y)dy = 0;
5) 3x%e¥dr + (23e¥ — 1)dy = 0;  6) (322 + 2y)dx + (22 — 3)dy = 0;
xdy Y

7) e¥dx + (xe¥ — 2y)dy = 0; 8) PR = <x2 i 1) dx;
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vdx +ydy ydv—wxdy
XII.25. 3HanuTu iHTErpyoOYNl MHOXKHUK 1 PO3B’I3aTH DIBHAHH:
1) (2% — y)dx + xdy = 0; 2) 2xtgydr + (22 — 2siny)dy = 0;
3) (2 —y?®)dr +ydy =0; 4) (1+32®siny)dr — xctgy dy = 0;
5) y?dx + (yx — 1)dy = 0;  6) (sinz + e¥)dx + cosx dy = 0.

10) ya2¥~ldr + 2¥Inaz dy = 0.

66. PiBHAHHSA, He PO3B’sA3aHI BIAHOCHO IIOX1AHO1L

1°. Sfxmo piBHAHHA BUrIaly F(z,y,y’)=0 B geskin o6racTi MOXKHa PO3B’A3aTH BiHOC-
HO y', Tak mwo y' =fi(z,y),....y' =fr(z,y), TO Ile PIBHAHHA MaTUMe k 3araJbHUX IHTErPaJiB,
AKI 3aal0Th y KOXKHIN TO4I 06JacTi k iHTerpaJbHUX KPUBUX.

Oco6auBu po3B’A30K bOT'O PIBHAHHA, AKIIO BiH ICHY€E, MOXKHA 3HAWTH, BUKJIIOYUBIIIN

!

y' i3 cucremu piBHAHDL F(z,y,y’')=0, %{ﬂ’y):o.

2°. PiBuanHA Buraany y=f(y') abo z=f(y') MOXyThb 6yTH pO3B’sA3aHi HLIAXOM BBeje-
HHA TapaMeTpa p=y’.

3°. PiBusuus Jlarpamxa y=z¢(y')+¢(y') BBegeHHAM mapaMeTpa p=y’ 3BOIUTHCA IO
JHIMHOTO IudepeHIialbHOTO PIBHAHHA MEPIIOro MOPAAKY oo dyHmii z(p).

4°. PiBusauus Krepo y=zy'+¢(y’), AKe € 9acTKOBUM BUIagKoM piBHiHHA Jlarpamxa,

x=—1'(p)
y=—p¢'( +¢(P)

Mae 3arajlbHui po3B’sa30K y=Cz+(C) 1 0COGIMBUY PO3B’A30K {

XII1.26. TTo6ynyBaTu iHTerpaibHi KPUBI PIBHAHHSA y’2 = 4y, AKl TPOXOIATH
4epe3 Touxy M(1,4).

XII1.27. ITo6ynyBaTu iHTerpaabHi KpuBi PiBHAHHA Y’ 2+y = 1, AKi TpOXOIATH
gepe3 Touky M (1,3/4).

XI1.28. 306pa3uTnu iHTErpaabHi KPUBI PIBHAHHSA xy’2 —2yy’' +4x =0.
X11.29. Poss’sa3aTu piBHAHHA:

1) 2y + 22y —y = 0; 2) yy'” G-y —e=0;
3)y” +y? —1=0; 4) zyy” + (22 —ny+y2)y’+2<vy=4y2;
5y —2yy +4x=0;  6) 2%y”” — 2ayy’ +y = 2%y? + '

Ny +yy —ay—a?=0; 8) y’3 vy —y?y +ay? =0.
XII1.30. Poss’ H3aTI/I PIBHAHHSA METOJIOM BBEIEHHS IMapaMeTpa:

Dy=1+y" 2)y—y+lny7
3)w—y+ey' 4) 2y =1+y;
/3
5)y =y e’ 6) y (y—1)=(2—y’)2;
7y =In(zy" —y); 8) y(1+y'”) = 2.
XI1.31. Poss’a3aru piBuauasa Jlarpamxka abo Kaepo:
. . 1
Dy=ay” +y%  2)y=21y + —5;
yl
1
3)y=ay -y 4) y=ay + —5;
yl
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12

5) 2 = 6) y=ay —V1+y?

y +2
Ny=azy -3y 8 y=z(l+y)+y".
XI1I1.32. 3uauTu KpuBy, JOTUYHI 0O AKOl yTBOPIOIOTHL 3 OCAME KOODIUHAT
TPUKYTHUK ILTOLIEIO 2a2.

§7. PiBHAHHA BUIIAX NOPAAKIB,
IO JOIyCKAIOTh MOHMXEHHS IOPALKY

1°. Y piBussni Buraagy F(z,y*) y*+Y . y("))=0 nonusuTu nopamox Moxma 3aMi-
noto y M =z(z).
2°. Y piBHAHHI BUMIALY F(y,y’,...,y"))=0 NOHUBWTH MOPATOK MOXKHA 3aMiHOIO y'=

p(y). Toxi y"'=p'p, y'"'=p" p*+p'*p i T.a.

X11.33. Poss’asaTu Taki 3agadgi Kormri:
6
1) y" = L y(1)=2,y'(1)=1,y"(1) =1
2) y" =4 cos 2z, y(0) =0, y'(0) =0;

1
3)y' = —— 0) =5, y'(0) = 0;
)y 1J5x27 y(0) =5, y'(0) = 0;
T T
4) = ——, (—):0,51 2, ’(—):1.
)y cos? x Y\1 SRV
X11.34. Poss’sa3aTu piBHAHHA:
1) 2%y + 2%y =1; 2) yy" +y” =0,
3)y" +y'tgr =sin2z;  4) y" + 2y =0;
5) y'wlne = y; 6) y"tgy = 2y'*;
) xy"” —y = e*a?; 8) y" + 2xy’2 =0;
9)y"y’ =1; 10) (1 +22)y" + 22y’ = 2%;
d’>s ds
11) 2yy" =y 12) t— + — 4+t =0;
) 2yy y72 Jtos + ot ;
13) 2yy" =1+ y'%; 14) y"tgx =9y' + 1.

¢8. JliminHi audepeHmialbHI PIBHAHHA BUINNX HOPALKIB
31 cranuMu KoedimieHTaMu

1°. Piuanua suraany y ™ 4a1y" Y+ 4a, 1y +a,y=f(¢) HazUBaETHCA JiHITHUM
IndepeHIlialbHIM PIBHAHHAM n-I'0 HOPAAKY 3i cTaauMu KoedilienTamu, a piBaaana y™) +
+a1y™ " V4 +a,_1y +a,y=0 — BiINOBIJHUM JiHIAHEM OTHODITHUM DiBHAHHAM.

2°. 3arajJbHUN PO3B’A30K JIHIMHOIO AUMEPEHIAIbHOr0 PIBHAHHA n-T'0 HOPALKY 3a-

MUCYIOTH Y BUIVIAL
y=y"+C1y1+Coya+-+Cn¥yn,

e y* — YacTKOBUM DO3B’A30K JIHIMHOI'O HeOTHOPiAHOTrOo pIiBHAHHA, a Cqy1+Caya+--+
+C\yn — 3aTaJbHUN PO3B’A30K BiAMOBITHOrO ONHOPIAHOrO PIBHAHHA. JIIHINHO He3aJexkHi

PO3B’A3KH Y1, Y2,..., Yn 3HAXOJATDH 32 JOIMOMOTOI0 XaPaKTEePUCTUIHOI'O PIBHAHHA

E"4ark™ " 4 da,—1k4a,=0.
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KoxaOMYy AINCHOMY KOPEHIO k=a KPAaTHOCTI m XapaKTepPUCTUIHOI'O PIBHAHHA BijIIO-

aw ax m—1_ax

Biffae m po3B’A3KIB ™", ze™”, ..., 2™ 'e™”, a KOXKHIN Mapi KOMINIEKCHUX KOPeHIB k=a=+i3
— 2m PO3B’A3KIB " cos Bz, e“” sin B, ze*” cos Bz, ve®? sin Bz, ..., ™ " Le™® cos B, ™ I x
xe*" sin Bz.

YacTKoBUU PO3B’A30K y* MoOxKe 6yTH 3HAWIEeHUU METOJOM Bapiallii cTalmuX.

3°. Memod neosnauenur xoediyienmie. SIKmo nmpaBa YacTuHa JiHIKHOTO AudepeH-
[IaJbHOT'O PIBHAHHA n-I'0 MOPAKY 31 CTAJIUMU KoedillieHTaMu Ma€ BUTIAL P, (z)e™" cos Bz
abo Py, (z)e™” sin Bz, ge P, (z) — AeAKUN MHOIOWIEH m-I'0 CTEleHs, TO YaCTKOBUU PO3-

B’A30K y* MoxKe 6yTW 3HAWJAEHUN y BUTVIAIL

y =z"(Ql,,(z)e*” cos Bx+Q2,,(z)e™" sin fz) —
lle r — KpaTHICTH KOpeHsA a+if (AKIIo BiH € KOpeHeM XapaKTepUCTUYHOrO PIBHAHHA) abo
0, a Ql,,(z), Q2 (x) — 3arajibHi MHOTOYJIEHA m-T'O CTeleHA, KoeDII[ieHTH AKUX 3HAXOIATH

IMCJIA MCTAHOBKU y* B PIBHAHHA.

XI1.35. Poss’a3aTu piBHAHHA:

1) /1_2y/+y_e2ac. 2) y”—4y:8x3;

3)y”+y—x+2e 4) y" + 3y’ = 9ux;

5) y —3y + 2y = €% 6) & + k%i = 2ksin kt;

)y —2y=we 8) y' — 2y =a%—ua;

9) ylll + yll =6r+e z7 10) ,yl _ 81y — 276—312;

11) @ + @ = 3t%; 12) y" + 8y = e~ 2%;

13)x+4x+4x—e 2t 14) a®% + ax = 1;
15) 9" + 5y + 6y =e® +e2%;  16) y!V + 5¢y" + 4y = 3sinz;
17) y" + 9y’ — 2y = 62%; 18) y" +y' + 2,5y = 25 cos 2x;

)

19)y”+2y+y—€, 20 yl/l_3y1l+3yl_y:ez

XII1.35. Po3B’sa3aTu piBHAHHS:

2T
Dy +4y = —; 2) y" — 4y’ + 5y = ;
sm2x$ coST
e
3)y”—2y’+y=$—2; 4) y" +y = tguw;
5 " I= 7 6 1 4! 4 — 7
)y +y —1+e$1 )y +4y' + 4y pyor
nr
Ny +4y +dy = - 8) y' +y=—5—;
1 COS°” T B
9) y" + 4y = : 10)y" — 2y +y = —nu.
)y Y sin® z )y vy VA= a2

§9. Cucremnu JiHIMENX AudepeHNialbHIX PIBHAHDL
31 cTanumMu KoeddilieHTaMu

1°. Memod surarouenns nesidomuz. IIIAXoM BUKIOUEHHSA HEBIJOMUX CUCTEMY 31e-
OGLIBIIION0 MOYXKHA 3BECTU O PIBHAHHSA BUIIOIO MOPAAKY 3 OJHIEIO HEBITOMOIO (DYHKIIIEIO.
2°. P036’°A3Y8aHHA ATHITHUT 00HOPIONUT cucmem 30 cmasumu Koediyienmamu. s

pOBB’HZ&aHHH CHUCTEeMHU BUIIALY
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T1=a11T1++a1nTn,

Tp=anp1T1+ +ApnTn,

(ab0 B BekTOpHOMY 3amuci =Az) Tpeba 3HAUTU KOPEHI XapaKTEePUCTUIHOIO DIBHAHHSI

ai;—A a2 ain
a1l aj2—X ... a2n o
an1 an2 B

KoxuoMy mpocToMy MUCHOMY KOPEHIO \; XapaKTepUCTUIHOT'O PIBHAHHA BiJIOBITae
pO3B’A30K C;,vie’it, ne C; — NOBiTbHa cTala, v' — BIACHHN BEeKTOp MAaTPHII A, IO Bij-
IIOBiJa€ ILOMY BJIACHOMY 3HA4YEHHIO )\;.

SIKIo 1A KpaTHOT'O KOpeHA A\ € CTLIBKHA JIHINHO He3ajlekKHWX BJIaCHUX BEKTOPIB
vl,...,v*, AKa #oro KpaTHiCTB, TO HOMY BiAmoBigae po3B’sa30K ChrovleM 4. .CpoPert.

SAKmmo mus KopeHs \ KpaTHOCTI k € JnIle m JIHINHO He3aJeKHUX BIACHUX BEKTOPIB, i
m<k, TO Ille ONUH PO3B’A30K, IO BIAIOBIJae I[bOMY A, MOXKHA LIYKaTH Y BUIVIALI JOOYTKY

MHOI'O4JleHa cTeneHd k—m—1 Ha e“

3 HEO3HAYEHUMU KoeillieHTaMu.

IlTo6 3mauTu HeBigoOMI KoedilieHTH Tpeba MiACTABUTHU 1€l PO3B’A30K y CUCTEMY.
IlpupiBHABIIM KoedillieHTH MOMIOHUX WIEHIB y JiBIM 1 MpaBil YacTUHAX PIBHAHBb, OTPU-
MaeMO CHCTeMy JIHIMHUX alre6pUYHUX PIBHAHD IMIOA0 HUX KoedilieHTIB Ta 3HamAeMo il
3arajJbHUN PO3B’A30K, AKUU 3ajekaTuMe Bif k—m JOBUILHUX CTAIUX.

IIpocTuM KOMILIEKCHUM KOPEHAM A=a+i(3 XapaKTePUCTUIHOIO PIBHAHHA Bi/IIOBITae
nificHa W yABHa YaCTHHU BeKTopa ve™'(cos ft+isin 3t), ne v — BIACHUU BeKTOp, IMIO Bij-
[IOBi1a€ BOMY BJIACHOMY 3HA4Y€HHIO.

3°. Jliniting neodnopidni cucmemu 31 cmaaumu Koediyienmamu. SIkmo npasi gacTu-
HI JIHITHUX HEOJHOPIJHMUX CHCTEeM 31 cTaluMu KoedillicHTaMH € KBa3iMHOT'OWIEHAMH, TO
JaCTKOBUU PO3B’A30K CHCTEMHU MOXKHA IIyKaTH MeTOJIOM HeBH3HadeHUX KoedimienTis. Ile
po6UTHCA 3a TUMM CAMUMU NPABUJIAMU, 110 U [IJs OJHOTO JiHIMHOTO PIBHAHHA 31 cTaluMu
koedinienTamu. SKkino fi(t):Pmi (t)e't, ne Pp, (t) — MHOr'O4JIeH CTeleHs m;, TO YaCTKOBUI

pO3B’H3OK CHUCTEeMHU IYKa€ThCA y BI/IFJIH,ZIi
—0t t .
a:i_Q:n_'_s(t)e" R i=1,...,n,

e Q,’,"n_'_s(t) — MHOI'OYWIEH CTeIleHA m-+s 3 HeBIZOMUMU KoediIleHTaMU, m=maxm;, a §
NOPIBHIOE KPAaTHOCTI KOpEHs v XapaKTepPUCTUIHOIO PIBHAHHA (abo HyHb, AKIIO v HE €
noro xopeneM). Hesigomi koedilieHTH MHOIOYIEHIB BU3HAYAIOTH, I ACTABIAIOYN BUDPA3W
IJIA HeBlIOMMX (DYHKIIN y CHCTEMY.

Po3B’A30K HEOMHOPIAHOI CUCTEeMU MOXKHA TaKOXK 3HAUTU MeTOJOM Bapiallil CTaluX.

XII1.36. Posp’s3aTu cucreMu piBHSIHD:

T = -y, {I,‘:—I-i-y-l-@t
)9 . . 2) . .
T—y=3r+uy; y=x—y+e;

164



55 — 20 +4x —y = e, t4+3z+y=0,
3){ Y y 1 { Yy

T+ 8x — 3y = 5e~t; y—x+y=0;
{27 o {
y =2+ 2sht; Y+ 2x + 5y = 0;
7){3'::1/7 3 {jé—4j3+4m—y=0,
y=x+e +e7l ij + 4y + 4y — 24x = 16¢.
XII1.37. Posp’szatu cuctemu audepeHIIAIbHIX DIBHAHD:
1){:1?:2ac+y, 2){:1.0::10—11, 3){?34-33—,@:0»
y = 3r +4y; Y=y — 4 y—v—y=0;
4){3:::904-3;, 5){9:6:95—311, 6 {o:c+x+5y:O,
Y =3y — 2r; Y =3x+y; y—z—y=0;
T=x4+z—y, T=x—2y— 2z,
Nqy=r+y—=z, 8) ¥=y—x+z,
z=2x—1y; Z=x—2z
M =LA =2X3=-1) (A1 =0,22 =23 =-1)
T=x—y—2, T =2x+y, T=y—2x—2z,
9) < y=x+y, 1)< gy=ax+3y—2, 1)< y=a—2y+2z,
2 =3x+z; Z2=2y+3z—ux; z2=3x—3y+5z;
M =1As3=1%£2i) (M =2, 3=3%i) M\ =3A=A=-1)
T=3x—-2y—z, T=2r—y—z, T =4xr —vy,
12) R y=3x—4y—3z, 13){ y=2x—y—2z, 14) ¢ y=3x+y— z,
z =2x — 4y; Z=2z—x+vy; Z=x+z.

M=X=2,23==-5) (M=A=X=1) M=X=X3=2)
XI1.38. Posp’sa3aTu JiHINHI HEOIHOPIAHI CUCTEMH:
) T =y + 2et, ) % =1y — 5cost, 3 & = 3z + 2y + 4ed,
){y—x+t2' ){y=2m+y; {y=x+2y;

{x—Zx—4y+4e_2t, 5 {i’sz—3y+2e3t,
¥ =2z — 2y; y=x+y+5e
{x—m+2y+16te 7){5v=2x+y+et,
Y = 2x — 2y; y = —2x + 2t
{x—4m—3y+smt 0 {i:2m+y+2et,
Y =2x—1y —2cost; y=x+ 2y — et
T =2x—vy,
){y—2y—x—5e sint.
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XTI1.39. Posp’ssaTu cucTeMu pPiBHAHB METOIOM Bapiallii cTaaux:

. r =2y —x
=y+tgt—1 r=2y-7,
1){3'6 e ’ 2) Q. et
y=—x+tgt; y=4y—3$+m;
2
b= —de— 2y ——, . 1
— xr=x — —_—
3) 63 1 4){ y+c0st’
§ =62+ 3y — ——; y =2y
et —1
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PO3 41J XIII

OCHOBHY TEOPII UMOBIPHOCTEN
§1. EnremenT xoMGiHATOPUKH

Hexall MHOXKUHa A Ma€ n eleMeHTiB.

BropsgkoBaHi MHOXKUHE, YTBOPEHI 3 yCIX eleMeHTIB MHOXKUHUA A, Ha3MBaIOTh nepe-
cmanosramu. KiIbKICTH yCiX ITepecTaHOBOK MO3HAYAIOTh P, 1 06YHUCIIOITDH 3a (POPMYIOIO
P,=n!.

Pi3Hi k-ereMeHTHI miAMHOXNHE MHOKUHE A (0<k<n) Ha3MBAIOTH KOMOIHAUIAMU 3 1
eJleMeHTIB IO k ejJeMeHTIB. KilbKicTh KOMOIHAIIIHM 3 n eleMeHTIB 1o k eJeMeHTIB Io3Hada-
10Th C}' 1 0649UCTIOITE 3a (HOPMYJIOI0 C,’J‘:#ik)!.

Pi3ni BuopsakoBaHi k-eleMeHTHI I IMHOXWHI MHOXMHU A (0<k<n) Ha3UBalOTHb PO3-
MIWEHHAMU 3 1 eJeMeHTIB 1o k exeMeHTiB. KlabKicTb pOBMiH.IeH:: 3 n eJeMeHTIB 10 k
eleMeHTIB MO3HaYaloTh A}l 1 069HCIIOIOTH 3a (HOPMYIOIO A}j:ﬁ.

XIII.1. 3 micta A B micto B Bexe k nopir, y micro C — s gopir. I3 micta
B y micto D Bege p mopir, 3 micra C B micto D — n gopir. Micra B 1 C ne
MOxkHA 3’e¢qHaTu goporamu. CKUIBKY PI3HUX aBTOOYCHUX MaPIIPYTIB MOXKHA
npokaacT Mixk mictamu A i D7

XIII.2. VY xoxennomy kay6i € 10 dopsapais, 8 3axucHUKIB i 3 BOpoOTapi.
CKUIBKY DI3HUX BapiaHTIB KOMAHIU MOXKE CKJIACTU TPEHep, AKIIO HA Mau-
JAHYIUK BUXOOATH OMUH BOPOTAp, ABA 3aXUCHUKU 1 Tpu (opBapau?

XIII.3. Y mapmpyTtHOMYy Takci € 12 macaxkwupiB. Takci poouts 15 3ymnu-
HOK. CKimbKoMa cmocob6aMu MOXKYTh BUUTH MACAXKUPHU, AKINO: a) BCI BOHU
BUXOIATH HA PI3HUX 3YNUHKAX; 0) MACaKUPU BUXOJATH AK 3ABCOTHO?
XIII.4. CxigbkoMa crrocob6amMu MOXKHA, PO3MICTUTH N PI3HUX NpeaMeTiB y k
pi3HUX AMMKaX?!

XIII.5. Ckinbkoma ciocobamu MoxkHa 3 10 0cib BuOpaTn KOMIcito, AKa CKIa-
naeTsea 3 4 oci6?

XIII.6. VY ximuaTi € n gaMno9ok. CKIIBKE € PI3HUX CIHOCOOIB OCBITJIEHHS
KiMHATHU?

XIII.7. Cxigpkoma crmoco6aMmy MOXKHA BIODAIKYBATH MHOXWUHY 1,2,....7
Tak, mo6 KOXHE MapHe YUCIO MAJIO MAPHUU HOMED?!

XIII.8. Ckimbkoma crmocobaMu MOXKHA BIOPAIKYBATH MHOXWHY, KA CKJIa-
JAETHCA 3 N JIEMEHTIB TaK, 00 ABa (PIKCOBAHI €JEMEHTHU He CTOSAIN TOPAL’!
XIII.9. Ckigbkoma CIocoO6aMu MOXKHA PO3MICTUTH 71 [OCTEU 3a KPYIVIMM
cTOJIOM?

XIII.10. IT’aTe aBiakOMIaHIN MOJAMN 3aABKY Ha €KCILTYyaTallil0o HOBOI'O Map-
LUIPYTY, HA AKOMY MOXYTHb IpalloBaTh Juire a8l koMmmaHii. CKLIbKOMa CIIO-
cobaMu MOXKHa 1X BuOpaTu?
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XIII.11. Bask Bumyckae KpeauTHI KapTKW, AKI MalOTb IBI OYKBU AHTVIIN-
cpKOro amdasity i gorupu uudpu. CKITBKI MOXHA BUIYCTUTH KPEIUTHUX
KapTOK, y AKUX: a) BCl OyKBHU € pisHuMu? 6) BCi uudpu € pisHumu?

§2. Bumaakosi mofil Ta ixHi UMOBIPHOCTI

1°. Bunadxosi nodii ma onepayii nad Humu. [IBi mMOAll HA3UBAIOTHCA HECYMICHU-
MU, SIKIIO TOSIBAa B €KCIIEPUMEHTI OJHI€l 3 HUX BUKJIIOYAE MOABY IHINOI. MHOXWHY BCiX
MOMXKJIMBUX HACAIJIKIB €KCIIEPUMEHTY, KOXKHI [Ba 3 AKUX IIOIIApHO HECYMIiCHI, Ha3WBAIOTh
MPOCTOPOM EAEMEHMAPHUT BUNGIK0BUT NoJid i TTO3HATAIOTH . Bynb-AKa BUIAIKOBA ITO-
A € M IMHOXWHOI Q.

Tlois HA3UBAETHCA HEMOHCAUBOI0, AKIIO B BUIAIKOBOMY €KCIIEPUMEHTI HEMAE KO THOI
eJleMeHTapHOI Moil, AKa 1 HaJIeXUTh. [[ofig Ha3WBAETHCA 00CMO6IPH0I0, AKINO 11 CIPUAEC
KOXKHa eJleMeHTapHa I10/is, To6TO BOHA 36IracThCs 3 MPOCTOPOM eJeMeHTapHUX 10 IiH.

Cymoro (06’ednanmnam) noxin A ta B HasuBaeThes nonis A+B (abo AUB), sAka CKia-
NaeThCA 3 eleMeHTAapHUX MOJiN, [0 HajlekaTh A abo B.

Hobymrom (nepepizom) monin A Ta B HasuBaeThcA Hogis AB (ab6o ANB), AKa cKiIa-
MaeThCcA 3 eleMeHTAPHUX MOJiN, o HajlekaTh 1 A 1 B.

Piznuyer nBox mogin A Ta B HazsMBaeTbCA Taka 1o/ A\B, AKa MICTUTB Ti eJeMeH-
TapHi [MoJil, AKI HajJeXaTh A 1 He HaleXaThb B.

Ioxito A, AKa € npomuaescnoro 10 MOl A, MOXKHa 3alucaTd y BUNIAL A=Q\A.

Axmro moxii A Ta B — HecyMicHi, To ANB=g.

Tlogii A1,As,...A, YTBODIOIOTb NO6HY 2pyny (NO6HY cucmemy) MONAPHO HeCyMICHAX
HoAiH, AKIO A;NA;=@, KOIH i#j, 1 AJUA2U--UA, =Q.

2°. Kaacuumne o3nauenns tmosipnocmi. Hexall MHOXKUHA Pe3yJbTaTIiB eKCIIepUMEH-
Ty CKIAJAETHCA 3 n PIBHOMOXKJIMBUX €JIeMEeHTapHUX MOAId, To6TOo Q={wi,ws,...,w, }. He-
Xal mofii A CIpUAIOTH k 3 IUX eJeMeHTapHUX II0iN. IU/IMOBipHiCTIO nmofil A Ha3MBa€THCA
BiTHOIIEHHA KIMIbKOCTI PIBHOMOXKJIWBHUX €JIeMEHTAPHUX IMOMiM, AKI CIPUAIOTL momii A, 1o
KITBKOCT] BCIX MOXKJIWUBUX Pe3YJIbTATIB €KCIIEPUMEHTY, TOOTO

k

P(A):z.

3°. Cmamucmuuna ouyinka Hesidomoi timosiprnocmi. Po3risHeMo MOCTi JOBHICTH n
He3aleXXHUX BUNpoOyBaHb. Hexall momis A B nux BUOPOOYBAHHAX 3'ABUIACA m Da3iB.
3a 4YnciIoBe 3HaYeHHA WMOBIDHOCTI CTATUCTUYHO CTIMKOI MoAii A NpUUAMAalOTh BiJHOCHY

qacTOTY MOABHU Ili€l moxil, To6TO

m

P(A)zz.
4°. I'eomempuune o3nauenmns dmosiprocmsi. SIKIO MHOXKMHa MOMKIUBUX pe3ylbTa-
TIB €KCIIEpUMEHTY ) € HellepepPBHOI, TO PO3IIIALATUMEMO II0 MHOXUHY AK 00aacThb Gy
IeIKOMY KOOpIWHATHOMY mpocTopi. Todkamu miel o6racTi € ereMeHTapHi nmomaii. Eaemen-
TapHI MOJll, 3 AKUX CKIAaJaeThCcA MOMiA A, YTBOPIOIOTH NeAKYy o6JacTh g, npuioMmy gCG.
ﬁMOBipHiCTm moili A Ha3MBATHMeMO BiJHOIIEHHA MipHM 06JacTi COPUATIUBUX MOMIA g 10

Mipu 06JacTi BCIX MOXKJIMBUX pe3yJbTaTiB eKCllepuMeHTy (G, To6TO

mes g

P(A):mesG'
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5°. ﬁmoeipnicmb cymu ma dobymry nodid. ﬂMOBipHiCTb momii A 3a YMOBH, IO O iA
. P(AB .
B Bigbymnacs, o64nciaoeTbes 3a ¢popmynoo P(A/B)= P(‘(B) . 3 miel popMyIn OTPUMAEMO

dopMmyry s 064YUCIeHHA UMOBIPHOCTI H06YTKY [ABOX IOl
P(AB)=P(B)P(A/B)=P(A)P(A/B).
Axmo moxii A 1 B — HesamexHi, To P(AB)=P(A)P(B).
Sxmo noxii A Ta B HecyMicHi, TO
P(A+B)=P(A)+P(B).

[lns nBox moBlabHUX mofin P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB).
XII1.12. I'panpanu KyOuK migKuAaoTh ABidi. OmUUIiTE IPOCTIp eJeMeHTap-
Hux nogin. OnumiTs Taki Bumagkosi moxii: A = {cyma 040K, sKi 3’ ABUINCH
popiBHIoe 7}; B = {mix gac apyroro migkugaHus 3’sBUIoCI 5 090K }; AU B;
AN B; B; A\B; C = {o6uBa pasu BUIATa KiTbKICTB OY0K, KpaTHA 6};
D = {xoznoro pasy e Bunaio 6 o4ok}; E = {06uasa pasu Bunajio Ginblue,
Hix 3 ouka}; F' = {o0uBa pasu BUNATA ONHAKOBA KIIBKICTH OYUOK }.
XIII1.13. Mouery miakugawoTs Tpudi. CloCTepeKyBaHUN PE3YIbTAT: MOABA
rep6a (I') a6o mudpu (P) ma Bepxupomy Goui moneTu. Onumits mpocTip
eJleMeHTapHUX monin i Taki monii: A = {rep6 BuUmaB TUIBKU OAWH Da3};
B = {xognoro pasy ue Bunaia uudpa}; C = {Bunamo Gimbie rep6is, Hixk
mudpp}; D = { rep6 sunas He MeHme, HiXK ABIY miApAT}.
XIII.14. IIpoBOAATH CIOCTEPEKEHHS 3a I'PYIO0, AKA CKIATAETHCA 3 I0TH-
pbox ogHOPiAHUX 06’eKTiB. KOXeH 3 HUX 3a Yac CIIOCTEPEeXEHHI MOXKe Oy TI
BUABJIEHUN ab0 HeBUABIeHUU. Posrusgaiors Taki mogii: A = {Busasienun
TIIBKK OJMH 3 90TUPbOX 006’€kTiB}; B = {Buspienun xoua 6 ogus 06’€KT};
C = {BusBreHO He MeHie, HiXK nBa 006’e¢kTu}; D = {BusABIEHO came 1Ba
00’extu}; E = {Bussiaeno titeku tpu 06’ekTu}; F' = {BuUsBieHo BCi YoTUPU
00’exTu}. 3’sacyBaTH, AKUM MOTIAM piBHOCWIBHI Taki moxii: AN B; AU B;
BUC; BNnC; DUEUF; BN F? Yu s6iratlorbea noaii BN F i CNF Ta
BNnCiD?
XIII.15. [ocaim moasrae B MAKWIaHHI ABOX MOHeT. Po3rniamzaioTs Taki
noxil: A = {ma mepuin MoneTi Bunae rep6}; B = {Ha mepmin MOHeTI BUnaLa
mudppa}; C = {Ha gpyrin momeri Bunas rep6}; D = {ma gpyrin momeri
Bunana mudpa}; E = {Bunas xoua 6 ogun rep6}; F' = {Bunana xoda 6 oxxa
nudppa}; G = {Bunas oxun rep6 i ogna undpa}t; H = {He BUmAIO KOIHOTO
repba}; K = {Bunano asa rep6u}. 3’sacyBaTu, SIKAM MIOTIAM BiANOBIZAIOTH
Taki momii: AUC; ANC; FEUF;GUE; GNE; BND; EUK.
XIII.16. VY xidTi, AKUN 3yMUHAETHCA HA CEMU [IOBEPXAX, € TPU MACAKUPU.
SAki nMOBIpHOCTI Takux mOAIN: 1) yci macakupu BUUAYTH HA PI3HUX MOBEP-
xax; 2) ycl macaxXupu BUAAYTh HA I'ATOMY TIOBEpCi; 3) yCi macakupu BULIYTh
Ha OJHOMY IIOBepCi?
XIII.17. Habuparouu HOMED TeaedOHY, aOOHEHT 3a0yB IBI OCTaHHI 1udpu
1, mam’aTaYu, 0 BOHMU Pi3Hi, HAOpas ix HaBMaHHA. SIKa UMOBIPHICTB TOrO,
0 aG0HEeHT HaOpaB MOTPIOHUN TOMY HOMEpP?
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XIII1.18. O6uucaiTh UMOBIPHICTL TOT'O, IIO AHI HAPOMKEHHs 12 0ci6 mpuma-
OYTH Ha PI3HI MicAml pOKy.

XIII.19. V¥ cxpunbui € 20 gamn, Tpu 3 Hux 6paxkoBani. HaBmanus Bubupa-
I0Th YOoTUpH Jamnu. fka IMOBIpHICTE TOTO, IO BCi taMmu 6y 1y Th AKICHUMEI?
XIII.20. Pob6iTauk 3a 3miny Burorosus 20 merasnen Bumoro i 10 meTasnen
MEePUIOro TATYHKY. SIka UMOBIPHICTH TOrO, IO 3 [BOX HABMAHHA BUOPAHUX
neramnen: 1) o6uaBi 6yayTh BUIIOTO TATYHKY; 2) OJHA OyAe BUIIOrO, a APyra
MepIIOoro raTyHKY; 3) o6uaBi 6yayTh OJHOTO MaTyHKY.

XIII.21. Y cxpunbmi MictuTbesa 10 gamm noryxaicTio 100 B 1 5 tamn no-
TyxHicTIO 60 BT, AKi 30BHI HE BiAPI3HAIOTLCA MiX c06010. fIka NIMOBIpHICTH
TOro, IO ABlI HABMAHH: BUOpaHi erekTposamny 0yayTs: 1) mo 100 Br; 2) mo
60 Br; 3) ogua 100 Bt i ogua 60 Br; 4) 06uasi ogHaxoBoi moTyx)HOCTI?
XIII1.22. Y maprii 3 20 geranen € 16 crangapTuux. HaBManusa BUOUpPaOTh
IcTh getanen. SIka UMOBIPHICTH TOrO, IO cepel BimiOpaHux Oyge 10TUPHU
CTaHJIAPTHI AeTaJi.

XIII.23. V unexy mpamtorors 20 myxunH 1 10 xinok. Hasmanna 3a Ta-
OenbHUMEI HOMepaMu BiagouparoTh 15 ocib. fIka IMOBIpHICTE TOrO, IO Cepel
Bimibpanux 6yje I’AThb XKIHOK?

XIII.24. BugaBHUIITBO BiAMPABUIO "'a3€THU V IBA MOIITOBI Bl IIJICHH. vo-
BIDHICTH CBO€YACHOI'O OTPUMAHHA T'a3eT KOXKHUM IIOIITOBUM BlJIlIEHHAM
popisuioe 0,9. flka mmosipaicTs TOrO, mo: 1) 00MABA BiAAIIEHHS BIACHO
OTPUMAIOTH ra3eTw; 2) o0UABA OTPUMAIOTH I'a3eTU 3 3Ali3HEHHAM; 3) OJHE
OTpUMAa€E T'a3eTU BYACHO, & APYTe 3 3aMi3HEHHAM?

XIII.25. I3 mapTii, B akin € 25 AKicHUX 1 5 HeeKTHUX geTaael, HaBMaHHS
6epyTb Tpu gerami. flka uMoOBipHiCTBH TOrO, moO: 1) BCi Tpm meTami OyAyThb
AKicHi; 2) xo4a 6 ogHA KeTaab Oyjae AKicHa?

XIII.26. Y mexy € Tpu pe3epBHI ABUI'YHU. I/UIMOBipHiCTb TOr'O, IO IBUL'YH
MpAaIloe, OMHAKOBA A BCiX ABUrYHIB i cranoBuTh 0,2. flka mMOBipHICTH
TOTO, 10 B KOHKPETHUN MOMEHT Jacy IPAIioe X049a 6 OJUH ABUTYH?!
XIII.27. V mexy € Tpu BepCTATH-aBTOMATH. VIMOBIDHICTBH TOrO, IO HpO-
TATOM 3MiHE BepcTaT Oyae 3yNUHEHUU A 3aMiHu geTajien, cTaHoBuTh 0,1.
Sflka nMOBIpHICTE TOrO, mO: 1) XKOJ€H BepcTaT He Oyjle 3ynuHEeHW:d; 2) nBa
BepcTaTu OyIyTh 3yNUHEHI?

XIII.28. IU/IMOBipHiCTL TOrO, IO MPOTATCOM OfHI€l 3MIHE BEPCTAT BUMIE 3
aanay, cranoBuThb 0,05. fIka UMOBIpHICTH TOTO, IO BEPCTAT BiANPAIIOE TPU
3MiHU?

XIII1.29. CrymenT mpuumioB Ha 3amdik, 3Hatoo4uu 24 nuranas 3 30, aki € B
nporpami. Ika IMOBIPHICTE TOrO, IO ¥ BUMAIKY, AKIIO BIH HE 3HAE BiAIOBI I
HA TepIlle OTUTAHHA, CTYIeHT BIANOBICTHL HA Apyre?

XIII.30. AGomenT 3a0yB ocTaHHiO Uudpy HOMepa TeaedOHy TOMY HaOuU-
pae ii HaBMaHHA. fIKka UMOBIPHICTH TOrO, IO UOMY IOBEIETHLCA 3POOUTH He
Oliblie, HIXK Tpu CIpodu?
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XII1.31. Cryzment miarorysas 20 muTanb 3 25, AKi € B mporpami icoury.
Aka UMOBIPHICTH TOrO, MO 3 TPHOX MUTAHb, AKI € B OLIETI, CTYJIEHT 3HAE
BiamoBigb: 1) TirbKM HA OJHE MUTAHHS; 2) TLIBKU HA IBA NUTAHHA; 3) HA BC
Tpu TUTAHHA; 4) X04a 6 HA ONHE MUTAHHSA; 5) X04a 6 HA MBA NMUTAHHA?
XII1.32. B exsaMeHamiilHOMy GiteTi € TpM NUTAHHA. MMOBIPHOCTI TOrO,
IO CTYAEHT 3HA€ BIANOBIAL HA Ieplie, APyre 1 TpeTe€ MUTAaHHA, BiIIOBIIHO
cranoBaaTs 0,9; 0,9; 0,8. flka UMOBIpHICTEL TOrO, WO CTYAEHT CKJIaje iCIuT,
AKIIO IJIA IBOrO MOTPIOHO BignosicTu: 1) Ha Bel muTanHsg; 2) X04a 6 HA IBA
nuTaHHa?

XIII.33. Tpu gocaiTHUKT HE3aJaeXKHO OAUH Bl OMHOIO BUKOHYIOTH I€AKI BU-
MipIOBaHHS. fIMOBipHiCTb TOrO, IO IEPIINYA JOCTI JHUK TOMYCTUTh MOMUIKY,
cranoBuTh 0,1; apyrum — 0,15; Tperin — 0,2. fIka UMOBIpHICTEL TOTO, IO X0Ya
6 OJVH 3 HUX MOMIIATHCS?

XII1.34. Y naGoparopii € 1Ba KOMI'I0TepH. VIMOBIPHICTB TOrO, 10 B 3a4a-
HUU 9aC KOMIT I0T€p BUKOPUCTOBYIOTH, nopiBHioe 0,8. fka nMoBipHICTL TOrO,
mo: 1) 06uaBa KOMII'IOTEPY BUKOPUCTOBYIOTD; 2) TLILKA OJUH BUKOPUCTO-
BYIOTB; 3) X04a 6 OJUH BUKOPUCTOBYIOTH; 4) XKOI€H HE BUKOPUCTOBYIOTD !
XII1.35. VIMOBipHOCTI TOrO, IO KOXHA 3 TPHOX AETAICHl MEXaHI3My IIpa-
[IOBATUME ONUH PIK, BiAMOBIAHO cTaHOBAATEH 0,5; 0,6; 0,7. fIka uMOBIpHICTD
TOT0, II0 MEXAHI3M y LLIOMY IIPOIPAIIOE OTUH PIK?

XIII.36. I'paBmi A ta B rpators 3a Takumu mpaBmiamMu. B pesyiabTari
MEPIIOro XOAY, AKUU 3aBXKAM POOUTH I'paBellb A, BIH MOXe BUTDATH 3 iMO-
BipricTio 0,3; AKIIO XK 3a MepIIMM X040M A He BUrpae, TO XiJ poOUTEL rpaBelb
B i moxke Burparu 3 imosipuicTio 0,5. Axuo x B me Burpae, To A pobuts
OPYTUU Xif, AKUKA MOXKe IMPUBECTH UOr0 40 BUrpalry 3 iMoBipaicTio 0,4. Aki
IMOBIDHOCTI BUrpamly misa rpasiis A ta B?

XIII.37. [lmsa KOHTPOJIO 3a AKICTI0O MPOIYKII 3 KOXHOI MapTil TOTOBUX
Bupo6iB 6epyTs 100 mryk. [lepeBipky He BHTpUMYyIOTH y cepeiHboMy 12
BUpOOIB. fKka UMOBIPHICTH TOTO, IO HABMAHHA B3ATUN BUPIO Oyae HEGpaKo-
BauuM? Ckinbku Oyne OpakoBanux Bupo0isB cepen 10 000 Bimibpanux?
XIII.38. Cepen 11 000 miTen, ski HAPOIWINCA IPOTACOM POKY B IEAKOMY
MicTi, 3apeectpoBano 6452 xmomyuku. OQOYUCTITHL BITHOCHY YaCTOTY HAPO-
MKEHHS XJIOMIUKIB.

XIII.39. IIpoTsarom gesaxoro mepioqy Jacy BiJHOCHA JaCTOTA COHAYHUX THIB
cranoBmia 0,8. Ckinbku OyJI0 TOXMYPUX THIB, SKIIO BCHOTO OYJI0 72 COHAYHI
oui?

XIII.40. Ilicas 6ypi ma g Mix 40 1 70 kigomeTpamMu TeaedOHHOI Me-
pexi posipBaBcsa mpoBig. fxka UMOBIpHICTE TOrO, IO BiH po3ipBaBcsa Mixk 45
i 50 kioMeTpamMu Mepexi?

XIIT.41. TIlnomwmua posrpadueHa mapateIbHUMA IPSMUME, BiICTAHB MiX
sakuMmu nopiBHoe a. Ha mmonmuy HaBMAHHA KHJAIOTh MOHETY, PaAiyc sSKOi

. a o L
TOPIBHIOE T (7" < 5) Aka nMoBipHicTb TOrO, MO: 1) MOHETA HE mepeTHe
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XKOMHY 3 IPAMUX; 2) MOHETA IepeTHe He OlIble, Hi2K OJHY CTOPOHY KBaApa-
Ta’?

XII1.42. (3agaua Broddona). [Liommua posrpadieHa napaieJbHIME IPs-
MUMH, BiICTaHb MiX AKUME — 2a. Ha 1110 WIOmUHy HaBMaHHA KA IAI0Th TOJIKY
nosxuno 2! (I < a). flka IMOBIPHICTB TOrO, IO MOIKA IEPETHE AKYCh MIPS-
My?

XII1.43. (3agaga npo 3ycTpid.) [IBa CTyAeHTH JOMOBUIUCA PO 3yCTPId.
BBaxaioTh, M0 KOXKEH 3 HUX MOXKE IPUATH HA MICIe 3yCTpidi B IHTepBaJi
gacy [0;7]. CrymeHT, SKUI NPUUIIOB HA MicCLe 3yCTDidi mepimM, <YeKae
nporarom 4acy t, t < T i umge 3 Micua 3ycTpivi. fIka IMOBIpHICTBL TOrO, 11O
3ycTpiv Bigbyaacsa?

§3. dopmyaa nosHoi umosipHocTi. @opmyan Baneca

Hexan mogis A moxe BigbyBaTucsa 3 ofHieo 3 momiu Hi,Hz,...H,, SKi yTBOPIOIOTH
HOBHY IpyIly IONapHO HecyMicHuUX mofin (rimores). Hexam Bigomi mmosiprocTi P(H;),
i=1,2,...,n Ta UMOBIpHOCTI mosABU ToAil A B yMoBax nogin H;, to6to P(A/H;), i=1,2,...,n.
Tomi UMOBIPHICTH MOABH MO/l A 06YUCTIOITE 3a (POPMYJIOIO TIOBHOI MMOBIPHOCTI

n
P(A)=Y_ P(H;)P(A/H).
i=1

Axmo moxis A Bigbymracs, TO IMOBIPHICTH TOTO, IIO0 BOHA BigGyJacs Yepes rimoresy
Hj, j=1,2,...,n, 064ucIooTh 3a ¢opmyitamu Baneca

P, 4y P PALH)

> P(Hi)P(A/H;)

1=1

1o popmydy HazMBaOTH (POPMYJIOIO TEPEOIiHKA UMOBIDHOCTEH TiloTes.

XIII.44. Y rpyni cnopTcMeHiB € 20 JuKkHUKIB, 6 BeJocuneaucTiB i 4 OiryHuU.
fIMOBipHiCTb BUKOHATY KBATI(DIKAIINHY HOPMY [ JUKHUKA, BEJIOCUIIETUCTA
Ta OiryHa Bigmosiguo ctanoBuTh 0,9; 0,8; 0,75. flka uMoBipHICTH TOTO, IO
HABMaHHS BUOPAHUU CIOPTCMEH BUKOHAE KBaJi(pikaliuHy HOpMY. Bimomo,
[0 CIOPTCMEH BUKOHAB KBaTi(iKallinay HOpMy. fka UMOBIpHICTH TOTO, ILI0
e 6yB BEIOCUTIETUCT?!

X1III.45. Bigomo, mo 5% ycix myxuns i 0,25% Beix KIHOK € JalbTOHIKAMH.
Hamauusa Bubpana ocoba BUABIIACH JAJILTOHIKOM. flka MMOBIpHICTH TOTO,
IO IIe MYXKUMUHA, AKIIO MYXKYIUH 1 XKIHOK OyJIO HOPIBHY?

XII1.46. Tpu curzamaizaTopu MpaIo0Th HE3AJEXKHO OITUH Bl OTHOTO. Mmo-
BIPHOCTI TOrO, IO HiJ Yac aBapii CIpalioe Nepmui, IpPYyru i TpeTin CUrHaIi-
3aTopH, BiANOBIAHO cTanoBaATh 0,7; 0,8; 0,75 Bigomo, mo mig gac aBapii gBa
CUTHAMI3aTOPU He CIpaloBaau. SIka NMOBIPHICTH TOrO, IO HE CIIPAIIOBAIA
OPYTUU 1 TPETi CUrHATI3aTOPU?!

XI111.47. Tpu BepcTaTU-aBTOMATH BUPOOIAIOTE OJHAKOBI IeTall, AKi UIyTh
Ha CILILHUN KOHBeep. Ilepmmit Bupobase 25%, apyrun — 35%, tperin — 40%
yciei mpoxyxmil. Y ixHIE HpoAyKiil 6pax cTaHOBUTH Biamosiguo 5%, 4%, 2%.
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HaBmauus Bubpana geTalb BUABAIACH OPAKOBaHOW0. fKka UMOBIPHICTHL TOTO,
110 BOHA BUI'OTOBJIEHA, HA MEPIIOMY BEPCTATI?

XIII.48. Ha gBox BepcTaTax BUPOOISAIOTH OTHAKOBI A€Tawll, AKI UIYTh HA
CILIBHUU KOHBEED. fIMOBipHiCTL TOTO, IO MEPIINA BUTOTOBUTH AKICHY I€-
Taab, cragoBuTh 0,9, npyrum — 0,8. IIpoAyKTUBHICTH IEPLIOrO BEpCTaTa
BABiYl GinbIIa, HIXK NPONYKTUBHICTL Apyroro. [leranb, HABMAHHA B3SATa 13
KOHBEEPa, BUABMIACL AKICHOI. SIKa MMOBIPHICTH TOrO, II0 BOHA BUPOOJICHA
Ha [EepIIoMy BepcTaTi?

XIII.49. Ty camy omepariio MOXYTh BUKOHATH POOITHUKUA TPETHLOTO, IeT-
BEPTOrO i I’ATOro po3paais. ¥ opurani 3 10 poGiTHUKIB 4BOE MAIOTh I’ ATUN
pPO3ps, I'ATEPO — YeTBEPTUH 1 TPO€ — TpeTint. POSITHUKY 1'ATOT0 PO3pALY
pomyckarTb 1% 6pakxy, yersepToro — 2%, tpetsoro — 4%. Ilig wac nepesip-
KU BUABWIOCH, IO AeTalb AKicHa. flka UMOBIpHICTBH TOro, 1m0 ii BUrOTOBUB
POOGITHUK II'ATOTO PO3PALY?

XIII.50. ArenTcTBO 31 CTpaxXyBaHHsA aBTOMOOLIIB IOALIAE BOIIIB HA TpU
rpymu: rpyna H; (mano pusukye), rpyna Hy (He gyxe 9acTo pusmkye) i
rpyna Hj (m1yxe 9acTo pusukye). ATeHTCTBO BBaXKAag, IO 3 YCIiX BOMIIB, AKI
sacTpaxyBaiu aBromobim, 30% mamexuts g0 rpymu Hy, 50% — mo rpymm
Hs i 20% — 10 rpymu Hs. VIMOBIpHICTH TOrO, MmO HPOTArOM POKY BOIIM 3
rpynu Hi xo4a 6 OIuH pa3 mOTpanmuTh B aBapiioo, cranoBuThb 0,01, Bomin 3
rpymu Hs — 0,02, a soxin 3 rpymu Hy — 0,08. Bogin A 3acTpaxyBas CBOIO
ABTOMAILNHY 1 IPOTArOM POKY IIOTPANUB B aBapio. fxa IMOBIpHICTH TOrO,
wo BiH HATexkUTh: 1) 10 rpymu Hi; 2) no rpynu Hs; 3) no rpymu Hs?

84. ITocaigoBHICTH He3aleXXHUX BunpobyBanb. @opmysa Beprymii

1°. Czema Bepnyaai. Hexall BUKOHYIOTH Cepiio 3 n He3aJeKHUX BUIPOOYBaHb, y
KOXKHOMY 3 AKHMX Homia A Moxke BigbyTucs 3 uMosipHicTiO p. [losHadumo depes P, (k)
UMOBIPHICTH TOT'O, II0 B IUX n He3aJeXKHUX BUNPOOYBaHHAX moxia A Bigbyaacsa k pasis.

110 nMoOBipHiCTHL MOXKHaA o64MCIUTH 3a GopMmyaoio Beprysri
P, (k)= kp’”q" k e =1—p
VMoBipHiCTH TOTO, MO B n HE3AIEKHAX BI/IHpO6yBaHHﬂX monis A BigbymeThcs He

MeHIlle, HiX ki, 1 He Olublle, HiX k2 pas3iB, OG‘II/ICJIIOIOTL 3a (HOpMyI0I0
Py (k1<k<ko)= Z CEpF(1—p)n—F.
MmoBipHicTh TOrO, MO B N He3ATEKHIX Bnnpo6yBaHHﬂX nonia A BibyneThca xoda 6
OJMH pa3, 064YUCIIoITh 3a dopmynow P, (1<k<n)=1-—¢".
Hanb6iabm nMoBipHa KinbKIicTh ko mosAB mogii A B cxemi BepHyari € B iHTepBaii np—g<
<ko<np+p.
2°. Anporcumayitini gopmyau Myaspa-Jlanaaca. Y pa3i BeIMKOl KiIBKOCTI BUIIPO-

OyBaHb

©
=
|
3
§S]

1 —zZ
= 2 =
\/ch( ), ae o(x) on € ’ z /npq "

Iarerpansua dpopmyra Myaspa-Jlamiaca

Py (k)~

ko—np ki1—np

Py, (k1 <k<k2)=®(z2)—P(z1), ne ®(z)=—7= f t, wxo= , x1= .
SR> npq npq
7o J oo N
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Bukopucrosyoun inTerpaibay gopmyry Myaspa-Jlamiaca, MOXKHa BUSHAYUTU UMO-
BIPHICTB TOT'0, IIIO BiJHOCHA YacTOTa IIOABH MOJIl A B n He3aJeXKHUX JOCTINaX BlAXUIATHCA

BiJl IMOBIPHOCTI p TOABH IIiei MOAil B OHOMY [OCJTii He GiJbIlle, HiK Ha £>0

P([E-p|<c)~2a - \/pz)

Habankeni jJokajlbHy Ta iHTerpaibHy ¢opmyan MyaBpa-Jlamraca 3acTOCOBYIOTH Y

k

nP

BHUIIaJKy, KOIX p He IyKe Male, IpH npg>9. Slkmo p nyxe Male, TO BUKOPUCTOBYIOTH

Habamxkeny gopmyay llyaccoHa, ska nae Kpalle HAOIUKEHHS IIyKaHOI NMOBIPHOCTI

>
¥

=k N NG
P, (k)~ o Ae A=np; P, (k1<k<ko)~e~ e

k

k1

XIII.51. 3a ZaHUMEU TEeXHIYHOrO KOHTPOMIO 2% BHUTCOTOBICHWX BEPCTATIB-
aBTOMATIB MOTPEOYIOTH JOJATKOBOI'O DEryIioBaHHs. fIka IMOBIpHICTH TOrO,
10 3 IIECTU BUIOTOBJIEHUX BEPCTATIB I YOTUPHOX MOTPIOHE TOXATKOBE
pery/aoBaHHAT

XIII.52. ﬁMOBipHiCTL TOr'0, IO BepCTAT-aBTOMAT 3POOUTH CTAaHIAPTHY
neraib, craHoBuTh 0,9. fIka UMOBIpHICTE TOTO, 110 3 BOCBME JETAJIEN LIICTh
OyAyTh CTaHIAPTHUMUA?

XIII.53. 3pobmeno 20 mOCTPLIiB y LiIb. IMoBipHiCTS BIYYaHHA B ILTb
3 omHOro mocTpimy crasoBuThb 0,7. Buszadre: 1) UMOBIPHICTH TOrO, LIO
Oyme xo4a 06 OgHe BIYYEHH:; 2) UMOBIPHICTH TOrO, mo Gyae He OGLIbLIe IBOX
BIy9aHb; 3) HAMIMOBIPHINIY KiTbKICTh BJIy9aHb.

XIII.54. IMOBipHICTB TOrO, IO B YOTUPHLOX HE3AJEXKHUX AOCTiIax momia A
BinOymeTbcsa xo4a 6 oguH pas, gopisuioe 0,9919. fka UMOBIPHICTL MTOSABU
mofii A B ogHOMY mOCTimi?

XIII.55. Bemuka naptis Bupo6iB mictuth 1% 6paky. Ckiabku mOTpiGHO
B3ATH BUPOOIB 3 i€l mapTii, 1061 UMOBIPHICTH HAABHOCTI cepel HUX Xo4a O
OTHOT'0 GPAKOBAHOrO BUPOOY Oy./a He MeHIIow, Hixk 0,957

XIII.56. ITix yac BUrOTOBJIEHHA IITAMIOBAHUX AeTaten € 5% Opaxy. Cxinb-
KU TOTPIOHO B3ATU 3ar0TOBOK, 00 HamiMOBipHinie 0yi10 380 akicHUX geTa-
aen?

XIII.57. 3a gaHuMu Bioiay TEXHIYHONO KOHTPOIIO B cepeaHboMy 3% Buro-
TOBJIEHUX BUPOOIB € HECTaHIAPTHUMK. BU3HAYTe HANIMOBIDHIIIY KUIBLKICTH
cTaHgapTHUX BUPOOIB y mapTii 31 150 geranen i il IMOBIPHICTD.

XIII.58. IMOBiIpHICTH BUTIOTOBJIEHHS CTAHIAPTHOL AeTauai cTaHOBUTH 0,95.
CxiabKu meTaten MOBMHHO OyTu B mapTii, mo6 HaWiMOBIipHimme Oyma0 55 He-
CTAHIAPTHUX AeTajen’?

XIII1.59. Bizomo, mo 60% pob6iTHUKIB 1eAKOr0 3aBOLY MAIOTh CEPETHIO OCBI-
Ty. fAka nMmoBipHicTE TOrO, 110 3 500 pobiTHUKIB 280 Oy IyTH MaTH CEPeIHIO
ocBiTy?
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XIII.60. Hexanm iMOBipHICTBL HapOIXKeHHA Xjomyunka cTanoBuThb 0.5. fka
UMOBIpHiCTE TOro, o cepen 200 memosaar Oyxge: 1) 100 xmomuuxis; 2) 90
xaomuukis; 3) 110 xmomunkis; 4) me Menmte, Hixk 90 i me Olibuie, Hixk 100
XJIOIYIUKIB Y

XIIL.61. 3aBox Bignpasue cnoxusadesi 5000 BupoGie. VIMOBipHICTE mOLI-
KOMXKeHHsA BUPOOy B m0posi cranoBuTh 0,0002. fAxa MMOBIpHICTH TOTO, 10
B 10po3i Oyae momkomxkeHo: 1) Tpu Bupobu; 2) Tinbku oxuH Bupib; 3) He
6inblue, HiX Tpu BUpoOH; 4) Oliblie HiX Tpu BUPOOHU?

XIII.62. 3asopg Biampasus crnoxuBadenBi 1000 mIgmoK MiHepaJabHOI BOIM.
IU/IMOBipHiCTb TOrO, MO B JA0pOo3i miamka 6ymze po3buta, cranoBuThb 0,003.
flka UMOBIPHICTH TOrO, IO CHOXKUBAY OTPUMAE: 1) OBl PO36UTI muAmKY; 2)
MEHIIIe HiX ABI pO36UTi misamky; 3) xo4a 6 OAHY PO3OUTY MIAMKY
XIII.63. Y Bumaaky MacOBOrO BUIYCKY AeAKol mpoaykiii e 4% Opaxy. fka
HIMOBIPHICTBb TOrO, IO B mapTii 3 625 BupoO6IB BiIXUIEHHA BIIHOCHOI 9aCTOTH
OpaxoBaHuX BUPOOIB Bl UMOBIPHOCTI OpaKy 3a abCOIIOTHO BEIUIUHOIO Oy 1e
He Olrboo, Hix 0,027

XIIL.64. Biggin TexHiYHOrO KOHTPOMO mepeBipse 475 Bupobis. VIMOBip-
HICTH TOrO, 1O BUPi6 € GpakoBanuM, ctanoBuThb 0,05. Busnaure 3 umosip-
mictio 0,9425 mexi, B Akux OyJe MICTUTHUCA KUIBKICTH OpAKOBAHUX BUPOOIB
cepeJ mepeBipeHuX.

XIII1.65. [Ins Bu3HAMEHHS BiTHOCHOI aCTOTHU OPAKOBAHOI MPOMYKIN1 B3AIN
2500 Bupo6iB, cepen Axux BUABWIOCH 250 6pakoBanux. 3 imoBipHicTo 0,9545
O0YIMCINTY MOXKJIUBI MeXKi Bl IXUJIEHHS BiTHOCHOI YaCTOTU OPAKOBAHUX BUPO-
6iB Bi IMOBIpHOCTI OpaKky B OJHOMY MOCJII.

XIII.66. Bimomo, mo 3aBon Bumyckae 5% 6GpakoBanux Bupo6iB. Ckiabku
oTpibHO mepeBipuTu BUPOOIB, 1100 3 iMoBipHICTIO (0,954 BiAXWIEHHA BlTHOC-
HOI YacTOTH OpAKOBAHUX BUPOOIB Big MMOBIPHOCTI Opaky 3a abGCOMOTHOK
BEIMIMHOK HE mepeuuryBaao 4%7

§5. BumaJkoBi BeJUIUHUI

1°. Ocnoent nonamma. Hexanm Q — mpocTip eleMeHTapHUX NoAid. BumagkoBoro
BeJMYNHOI0 X Ha3MBaIOTh YMCIOBY GyHKIIO X (w), BU3BHaUYeHy Ha MHOXKWHI .

PDyHKII€I0 po3Nogily BUNaJKOBOI BeandnHN X Ha3WBalOTh (QYHKINO F(z), €R, AKY
BU3Ha4dae dopmyta F(z)=P(X<z).

ﬁMOBipHiCTb TOro, IO BUIaJKOBa BeandnHa X Habyle 3Ha4YeHHA 3 iHTepBaly [a;b),
064YHCITIOETHCA 38 (POPMYJIOIO P(a<z<b)=F(b)—F(a).

BunazgkoBa Berutuuna X Ha3sWBa€ThCA JUCKPETHOIO, SKINO BOHA HabyBae CKIHIEHHY
a60 3JiYeHHY KITbKICTh 3HadeHb. 3aKOH PO3MOIITy AUCKPETHOI BUIIAJKOBOI BEJMIMHU X

MOKHa 3allUCaTH Y BUIVIALI TabIAILI

zi |®1|T2|... [Ty

Pi P1|P2 |- | Pn

nae p1+p2+---+pn+---=1.
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DYHKIIO PO3NOIIY NUCKPETHOI BUAIATKOBOI BEINYMHY BU3HAYAIOTH PIBHICTIO

F(z)=P(X<z)= Y. pr
ko<
BunajgkoBy BeandnHy X Ha3sWBalOTh HellEePepPBHOIO, AKINO iCHYE HeBin'e€MHa (pyHKIIis

p(z) (iabHICTH po3moAily) Taka, o A BCIX z€ R il GYHKII0 PO3NOALLY MOXKHA 3allUCATH

Yy BHATIAIL

F(m):f p(t)dt.
—oo
2°. Yucaosi rapaxmepucmury.

Mamemamuunum cnodiéannam BUNAIKOBOI BelndMHUM X Ha3MBalOTh JAiMCHe 4HUCIO,

AKe BU3HAYalOTh 3a TaKUMU quOpMyJIaMI/II

MX= E PrT) — AJA JUCKPEeTHOl BUIIAJKOBOI BeJMYUHU,
k
oo
MX= f zp(x)dxr — [0 HemepepBHOI BUNAKOBOI BEJNYINHU.
—oco

/ucnepciero BUNaIKOBOI BeJuduHr X HA3UBAIOTH YUCIO
DX=M(X-MX)?.
YacTo AuCHepCiio BUMAAKOBOI BEIMYUWHU IIYKAOTh 3a (hOPMYJIOIO
DX=MX?—(MX)?.
Axmo X;1,Xo,...,X, — IOCIIJOBHICTh He3aJeKHUX, OJHAKOBO PO3IO[IIEHUX BUIAIKO-
BUX BeJIMYWH, AKI MAIOTh MaTeMaTHYHe CIOMIBaHHA M X =a 1 qucuepciio DXL;:U2, TO

n n 2

ML X )=a,  D(3 x)=Z
k=1 k=1

Sk Mipy pO3CiAHHA BUIIAIKOBOI BEJIMYUHU MOPAL 3 JUCIIEPCIEI0 BUKOPUCTOBYIOTH Ce-

peHE KBaJApaTAYHEe BIAXWICHHA BUIIATKOBOI BEJUIUHN
oxX=V DX.
BunankoBy BeanuuHy Y Ha3uBalOTh HOPMOBAHOIO, AKINO MY =0, DY=1. BunagkoBa
BeJUINHA
X-—MX
Y=
O

€ HOPMOBAHOIO BUIIaIKOBOIO BEJIMINHOIO.

Iouamrosum momenmom k-20 nNopadky BUNATKOBOI BeJUIMHN X HA3UBAIOTH YUCIO
ap=ay,(X), AKe JOPiBHIOE MaTeMaTHIHOMY CITOJiBaHHIO BUIAJKOBOI BeIUYHHE X

ar=M(X").

Heumpam:num MoMeHMOM k-20 nopﬂd%y BI/IHa,E[KOBOi BeandYuHU X Ha3UBAIOTH YUCIO
pur=pr(X), AKe NOPIBHIOE MaTeMaTHUIHOMY CIIOJIBaHHIO k-T'O CTelleHA BIAXWJIEHHA BUIIAJ-
KOBOI BEJIMYMHU BiJ CBOI'O MaTeMaTUIHOT'O CIIOTIBaHHSA

=M(X-MX)*
=M (X-MX)".

IleHTpaJbHI MOMEHTH L), BUIIUX ITOPATKIB MOXKHA BUPA3UTH Yepe3 M0YaTKOBI MOMEH-
TU a1,q2,...,05,. Hallpukaan,

— 2 — 3 — 2 4
pe=az—aj, pz=az—3aiaz+2ayj, pa=oag—4ajaz+6ajaz—3aj.

Koegiyienmom acumempii BUMa KOBOI BeJUINHN X HA3UBAIOTDH THUCIO
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XIII.67. Y maprii 3 mecTu geTajen € 90TUpU CTaHgapTHI. HaBmauHs Bu-
6paau Tpu metani. IloGyayBaTm 3aKOH PO3MOALIY AUCKPETHOI BUIAIKOBOL
BeanYnHU X — KUIBKOCTI CTaHIApTHUX JeTajen cepen Bubpanux. [loGypysa-
T (PYHKIIO PO3NOALTY Ta il rpadik, MHONOKYTHUK PO3IOILTY.

XIII.68. Tlicaa BigmoBimi cTymeHTa Ha MATAHHA €K3aMEHAIIMHOrO Oirera
€K3aMeHATOD 3aJa€ MOMY JO0JIATKOBI 3aNUTAaHHI. BUKIanad MNpUMMHIE OIMU-
TYBaHHA, K TIIbKU CTYAEHT He 3HA€ BIATOBIII HA 3aJaHe ITUTAHHA. I7IMOBip—
HICTBb TOr'O, IO CTYJEHT NAaCTh BIATIOBLAL HA OyIb-AKe HOMAATKOBE MUTAHHSI
cranoBuTh 0,9. [ToTpi6HO: 1) CKIACTH 3aKOH PO3MOALTY BUMATKOBOL BEININ-
Hu X — KUIBKOCTI JOJATKOBUX HNUTAHb, AKI BUKJIANAY 33TaCTh CTYIEHTOBI;
2) BU3HAYATU HAMIMOBIPHIIIY KIIBKICTH JOAATKOBUX MUTAHB, 33JAaHUX CTY-
MTEHTOBI.

XIII.69. ﬁMOBipHiCTB TOrO, IO ABTOMAT i IaC OIMYCKAHHA MOHETH CIIPa-
o€, cTaHoBuTh 0,97. CxiracTu 3aKOH PO3MOALTY KIIBKOCTI MOHET, OMyIIEHUX
B aBTOMAT [0 IEPIIOr0 CIPAIIOBAHH.

XII1.70. ©yHKIisg pO3NOAILY BUIATKOBOI BEINIMHA X Ma€ TAKUN BULVIAL:

0, z<2,
0,3, 2<z<3,
0,5, 3<z<A4,
1, x>4.

F(X) =

O6uncantn: 1) P(X > 3,5); 2) P(|X| < 2,5); 3) P(1< X <3).
[To6yayBaTu 3aKOH PO3MOALNTY BUIAIKOBOI BeIUInHN X .
XIIIL.71. 3azana QyHKIA PO3MOALTY AUCKPETHOI BUIAJKOBOI BeInduHu X

0, =<1,

0,25, 1<z<3,
F(X)=<¢ 0,4, 3<x<4,

0,8, 4<zx<5,

1, x>5.

[To6ynyBaTu 3aKOH pO3MOILTY ITi€l BUMIAIKOBOl BEIUYMHU. BU3HAYATH:
1) P(X = 2); 2) P(2< X <4).
XIII.72. BunagkoBa BeIXYnHA Ma€ 3aKOH PO3IOILIY
x; | —2|-1| 0| 2| 3
pi [0,1(0,210,2(0,3]0,2

BusnaunTn MmaTeMaTuvIHe CIOMIBAHHA Ta AUCIEPCIIO ITie€l BUMATKOBOI Be-
JUIWHIA.
XIII.73. BunagkoBa Beaum<nna X Mae 3aKOH PO3MOILIY
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. | =5] 2] 3] 4
p: 10,4/0,3[0,1[0,2

O6uncanTy MaTeMaTUYIHe CIOMIBAHHA, TUCIEPCII0 Ta CepeIHE KBaIpa-
TUYHE BiIXUICHHS ITi€] BUMAIKOBOl BETMYINHU.
XIII.74. BusHauuTu AUCIEPCI0 Ta CepeIHe KBAIPATUIHE BlIXUICHHSI TUC-
KPETHOl BUNAAKOBOI BeauduHu X , AKa Ma€ TaKUU 3aKOH PO3IOALIY:

1 2

) z: [4,3]5,1[10,6 ) z; | 131]140] 160180
P 10,2(0,3] 0,5 p: 10,05]0,1]0,25]0,6

3) 4)
v | —1] 1] 3 v | —2] 1] 2] 5
p: 10,2(0,5(0,3 pi 10,1]0,3[0,2(0,4

XIIL.75. O6uncanTy MaTeMaTUYHE CIOMIBAHHA BUIIAIKOBOI BEIUYIUHU 7,
SKIIO B1IOMI MaTeMaTwdHi cnogiBanua X Ta Y:

HZ=X-2Y, MX =2, MY =3.

2) Z=2X+4+5Y, MX =3, MY =2.

3) Z=2X-3Y, MX = -2, MY =4.

4) Z=2X-5Y, MX =2, MY = -3.
XIII.76. [TuckpeTHa BUMAIKOBA BeIUInHA X HAOYBa€ TPU MOXKJIUBI 3HA-
vennsa. r; = 4, xo = 6 3 imoBipHOocTaAME p; = 0,5 Ta po = 0,3 BiAMOBIAHO.
Busuauutu x3 Ta ps, akmo MX = 8.
XIIIL.77. JuckpeTHa BUMIAIKOBA BeJUYUNHA HAOYBA€ TPU MOXKINBI 3HAYMEHHS:
21 =—1, 29 =1, 23 = 3. Bigomo, mo MX = 0,9, MX? = 1,9. Ilo6yaysaTu
3aKOH PO3IOILIY ITi€l BUMAIKOBOl BEJUINHUA.
XIII.78. [uckpeTHa BAMAIKOBA BEJUUNHA 33 JaHA 3aKOHOM po3noainty. Bu-
3HAYUTU MOYATKOBI MOMEHTH IIEPIIOr0, IPYTrOro i TPeThOro MOPAAKIB

1) 2)
€T 1 3 X, 1 2 3
pi [0,4|0,6 p; 10,210,5(0,3
3) 4)
ZT; -1 0 1 T; 1 3 4
pi 10,3[0.5]0,2 pi 10,1]0,3]0,6
5)

. | 2] 3] 5
pi 10,1]0,4]0,5

a

o . ) 1422’
Oy e MILUIbHICTIO PO3MOALTY BUMAIKOBOI Beandnuu X ! BusmaduTu:

XIIL.79. IIpu skomy 3HauenHi napamerpa a ¢pyukuis f(z) T E€R

a) QYHKIIIO PO3MOAITY BUMAIKOBOL Beaumdunu X ;
6) IMOBIDHICTH HOTPAILIAHHS BUNAJKOBOI BeJUINHU B iHTepBat (—1;1).
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XIII.80. Ilpu axoMy 3Ha4YeHHI a QYHKIIA

0, z<0,
flx) =< asinz, 0<z<m,
0, z>m

Oy /e MIUIBHICTIO PO3MOLTY BUMAIKOBOI Bennanuau X ! BusnadnrTu:
. o . ™
a) IMOBIPHICTD, W0 X HAOyAe 3HAYEHHA 3 IPOMIKKY (O; 5),

6) MaTeMaTHUYHe CIIONIBAHHA Ta QUCIEPCIIO Ii€l BUMATKOBOI BEININHN.
XIII.81. BunaakoBa BeIu<nHa 3a1aHa (PYHKITIE€O PO3IOILIY

0, z<0,
1—

F(x) = %, O0<a<m,
0, z>m.

Buszauntu: -
1) wineHicTs posmoginy p(z); 2) P (0 <z < 5)
XIII.82. BunmagkoBa BeInyYrHA 3aJaHA (DYHKIIEI0 PO3MOALIY:

0, =<2,
F(r)=1{ (z—-2)% 2<x<3,
1, z>3.

Buszauntu:

1) winsHicTs posnoginy p(z); 2) P(2,5<x<4).
XIII1.83. BusnasiuTu MaTeMaTHUYHEe CIOMIBAHHA 1 TUCIIEPCII0 BUIIAIKOBOI Be-
auanHn X, IKa 3a0a€ThCI PYHKINEI0 PO3MOILIY:

0, =<0, 0, <0,
1) Fa)={ & s ) F@={ %
2)=¢ L o0<z< B)=¢ L 0<z<5
6 - STs® 950 U ST
1, z>4 L1, x>5;
0, <0, 0, xsg,
. Vs
3) F(z)={ 1% O<$S§’ 4) F(z) =< —cos3z, %<x§§,
17 x> b z
2 \1, $>3.
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§6. 3aKOHU PO3MOALIY AEAKHX BUNAAKOBUX BEJIUYINH

1°. BinomiaabHutll 3aK0on po3nodiay. BunagkoBa BeiuwduHa X, sKa HaOyBa€ 3HaAYEHHA
0,1,2,...,k,...,n 3 IMOBIDHOCTAMHA
Pu(k)=Chp*q" 7", gq=1-p
Ha3WBAETHCA PO3IOJIIEHOIO 3a 6GIHOMIAJbHUM 3aKOHOM. [l BUIAKOBOI BeIMYMHU X, AKa

posmogiieHa 3a 6iHOMIAJIbHUM 3aKOHOM

MX=np, DX=npq, 0x=+/1Pq,
KoediIIi€eHT acuMeTpil Ta eKClleC MalOTh BUIVIAL
_4-p _1-6pg
B="rape Y="0pg

2°. 3Baxon posnodiay I[lyaccona. Bunmankoa BenmmduHa X, siKa HabyBae 3HaYeHHSA

0,1,2,... 3 UMOBIPHOCTAMM
A e
Pm(A):T, >\>07

Ha3MBa€ETbCA PO3IO/IIEHOIO 3a 3aKoHOM IlyaccoHa 3 mapameTpoMm A.

st BUIIAJKOBOI BeanduHu X, sika po3mojiieHa 3a 3akoHoM llyaccona

1 1
MX=2, DX=A, ca=VA, ﬁ:ﬁ, =

3°. Pienomipnutl 3ax0n po3nodiay. HemepepBHa BHIaJKOBa BeluduHa X, SKa Ha-

6yBa€ 3HAYEHHA Ha BIAPI3KY [a;b], Mae PIBHOMIPHUU PO3IO/LI, AKIIO MLIBHICTH PO3MOALLY

p(z) Mae BUIIAL

0,  =¢[asb],
p(z)=9
—a>  «€lasd].
DyHKIA PO3MOIILTLY 1€l BUMATKOBOI BEJUINHNA
0, z<a,
F(z)=q 7=,  a<z<b,
1, x>b.
st BUITAKOBOl BeJUIUHUN X, IKA Ma€ piBHogfIipHnﬁ po3mnonia Ha [a;b]
_a+b _(b—ll) _b—a
MX=%32, DX="75—, oe=g

4°. [Toxaznwurosut 3akon po3nodiay. HemepepBHa BuIa KOBa BeJu4InHa X, AKa HaOY-
Ba€ HeBiJ'€MHUX 3HA4YEeHb, Ma€ MOKA3HUKOBUI PO3IOALI 3 MapaMeTpoM A, AKIIO MILIbHICTD

il posmogiry

0, +<0,
p(z)=
e A, z>0.
DyYHKIIA PO3NOIIY Ili€l BUNAJKOBOI BEJUUYUHA MA€ BUIVIAL
0, z<0,
F(z)=
1—Xe A, x>0.
[lis BUIIaJKOBOl BeJqWYnMHU X, AKa Ma€ IOKa3HUKOBUU PO3IIOLI
1 1 1
Msz, DX:v, cx=x, £B=2, y=6.

5°. Hopmaavuutli posnodia. HemepepBHa BHIAJKOBa BeIWIMHA X Ma€ HOPMaJbHUN
PO3LOALI UMOBIPHOCTEN 3 IapaMeTrpaMy a Ta o>0, AKIO 11 HIIbHICTh PO3IOLY Ma€E BH-

DJLAL 2

(z—a)

252

p(w)=glﬁ8_

Te, mo X Mae HOPMAJILHUI PO3IOALI, KOPOTKO 3alucyBaTUMeMo y BUrIAM X €N (a,0).
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[l BUIIAJKOBOl BeJIWYUHY, KA Ma€ HOPMAJIbHUM PO3IIOLL,
2
MX=a, DX=0c", ox=o, (=0, =0, M, X=M.X=a.
PDyHKIA po3nogiTy BunajakoBol BeaudnHu X €N (a,0) Ma€ BUTIAL

Fle=e (£72),

ne

* _ 1 r —t2/2 KON _B*
P (m)_—m f e dt, P (—z)=1—9"(x).
ﬂMOBipHiCTB TOro, 0 BUNlaJKoBa BelndnHa X €N (a,0) Haby/le 3Ha4eHHA 3 3aJaHOI'0

Bipi3Ka [z1;z2], O6YUCIIOITD 3a (HOPMYIOI0

P(z1<X<z2)=F(z2)—F(x1)=%" (%) —o* (%) .

JMoBipHicTb ToOro, 110 HOpMalbHa BHIAJKOBa BeIMYMHA X BiAXUIACTHCA Bij CBOIO
MaTeMaTUYHOT'O CIIOIBAaHHA MEHIIIEe, HiXK Ha €, O6YUCIIOITH 3a (GPOPMYIOI0
P(|X—a|<e)=2®"(£)-1.
Jekonn 3amicTh (yHKII $*(z) BUKOPUCTOBYIOTH (DYHKIIIIO
z

__1 —t2/2
@(w)_mfe dt.
0
Ou4eBnpHO, mo ®*(z)=®(x)+0,5. Toxi

F(z):<1>(m;a)+0,5, P(|X—a|<e)=2®(Z); P(z1<X<a2)=0 (“"2‘0—_“) 7¢(u).

o

Hexan e=30. Toxi P(|X—a|<30)=P(a—30c<X<a+30)=2®(3)~0,9973. OrTxe, posno-
JiJleHa 3a HOPMaJbHUM 3aKOHOM BHIAJAKOBa BelumdumHa X 3 iMoBipHicTIO 0,9973 HabyBae
CBOIX 3Ha4YeHb y MPOMIKKY (a—30;a+30). Ile TBepI:KeHHA HA3MBAETHCA IPABUIOM ~ TPHOX

curm” .

XIII.84. BusuatuTu MaTeMaTUIHe CIIOTIBAHHSI AUCKPETHOI BUIIAIKOBOI Be-
auauHn X — KUIBKOCTI TAKOrO BUKWUIAHHA II'ATU PAJbHUX KyOUKIB, y KOXK-
HOMY 3 KX HA JBOX KyOMKax 3’ABHUTBHCA II0 OJHOMY OYKY, SKINIO 3POOJIEHO
IBAIUATEH KUJIAHD.

XIII.85. O6uyncanTu MaTeMaTUIHe CIOMIBAHHA TA JUCIEPCII0 KIIBKOCTI JIO-
TepeNHnX KBUTKIB, HA AKI BUMNAIYTh BUTCPAIII, AKIIO KyIieHo 40 3 iMOBIpHIC-
TIO BUT'PAILy KOXKHOI'O 3 HUX, SKa cTaHOBUTH 0,05.

XIII.86. O64yucanT] UCIEPCiio TUCKPETHOL BUMA,TKOBOI BEIUYUHY X — KiTh-
KOCTI TOAB TOMii A B IBOX HE3AJIEKHUX TOCTITaX, AKIIO UMOBIPHOCTI MOABU
momil B ux pocaigax oguakosi i M X =0,9.

XIII.87. ApToOycu pyXarTbCs 3 IHTEpBAJIOM 5 XB. BBaxawmodw, 0 BU-
MaIKOBA BEMMYMHA X — JaC OYIKYyBaHHA aBTOOyCA HA 3YMUHIN — PO3IOILIEHA
PIBHOMIPHO Ha IBOMY iHTEpBaJi, O0UNCINTA CePEIHIN Jac OIIKyBaHHA 1 qUC-
mepciro Jacy odikyBaHHA. IloOygyBaTu (byHKIIIO PO3HNOALIY BHIAIKOBOL Be-
amauHn X Ta O0YUCANTY IMOBIPHICTE TOT'O, IO YaC OYIKYBAHHSI I€PEBUIINTE
3 xB.

XIII.88. Bunankosa Beawauna X Mae PIBHOMIpHUU po3moxin Ha [a;b]. Bu-
suaxutu M X, DX, ox. IlobyagyBaTu (pyHKITIIO PO3IIOILTY.
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XIII.89. Bunanxosa Beauunua X Mae€ MOKA3HUKOBUU 3aKOH PO3IIOILIY:

1) cxemarwano noGyayBaru rpadik GpyHKUil pO3mOLLLY;

2) Busnauutu M X, DX;

3) 06YMCaAUTE UMOBIPHICTH TOTO, IO I BUMAIKOBA BEJMYUHA HAOYIe
3HAYEHHA MEHIIOr0, HiXK 11 MaTeMaTUuYHe CIIOTIBAHH,;

4) pigmykatu P(|X — M X| < 30x.
XII1.90. O69yucanT MOBIPHICTH TOTO, IO HETIEPEPBHA BUMA[KOBA, BEJININ-
Ha, IKa Ma€ MOKA3HUKOBUU 3aKOH PO3MOILLY, HaOyIe 3HAYEHHS 3 IHTePBALy
(a;b).
XIII.91. BusmaumTu mMaTeMaTHIHE CIOTIBAHHA Ta JUCIEPCIIO BUIAIKOBOL
BeuurHU X, AKa 3a1aHa (PYHKIIE PO3MOLLTY:

1) Flz) =1—e % 2) F(x) =1—e2°,
XII1.92. BumagkoBa BeIUYMHA Ma€ HOPMAJILHUN 3aKOH PO3MOALIY 3 mapa-
merpamu @ = 0, 0 = 1. IopiBusaure nmosipuocti P(—0,5 < X < —0,5) Ta
P(1<X<2).
XII1.93. MaremaTudHe CIOJIBAHHA Ta CEpPeIHE KBAIPATUYIHE BiIXUICHHI
HOPMAJBHO PO3MOJLTEHOl BUIMAIKOBOI BeaudnHN X BiANOBIIHO TOPIBHIOIOTH
201 5. O6umcanru P(15 < X < 25).
XII1.94. Bunagkosa BeuduHa Mae HOPMaJIbHUAN 3aK0H posnogity N (10;5).
O6uucautu cumerpudaun moao M X iHTepBal, y AKAN 3 IMOBIPHICTIO p IIO-
TPanUTh 3HAYEHHS i€l BUMAIKOBOI BemnyrHU. PO3IVIAsHyTU BUmAIKU:

1) p=0,9974; 2) p = 0,9544; 3) p=20,5.
XII1.95. Y mOpMaasHO posnomineHin cykymnunocTi 15% smagens X ¢ menmi,
mix 121 40% snadenp X Olrbi, Hixk 16,2. O6YuCIUTH CepeIHE 3HAYCHHS Ta,
cepeHE KBaAPATUYIHE BlIXUIEHHSI PO3MIOILIY.
XIII.96. /[Teranb, BATOTOBIEHY aBTOMATOM, BBAXKAIOTH AKICHOIO, AKIIO Bif-
xunerHs X KOHTPOJBLOBAHOI'O PO3MIPY Bix 3amaHoro He mepepuirye 10 M.
To4HICTH BUTOTOBIEHHSA JETATCN XapaKTePUIYETHCA CTAH AP THUM Bl IXUICH-
HAM 0. BBaxkatoun, mo mia miei Texmoaorii ¢ = 5 1 X Mae HOpMaabHUU
PO3MOIiI, 3’ACyBaTH, CKLIBKM BiICOTKIB AKICHUX OeTalel BUPOOJIE aBTO-
MaT. fIlkoio moBmHHA 6YTHM TOYHICTH BUTOTOBJECHHS, MO0 BiICOTOK SKICHUX
JeTajen miIBAIMBCA 10 987
XII1.97. KopoOku 3 MOKOIAJOM TaKye aBTOMAT. IXHA cepemHs Maca Io-
piBaoe 1,06 kr. Bigomo, mo 5% xopo6G0OK MamTh Macy MeHIIy, Hixk 1 Kr.
O6uucanTu cepegHe KBaApPATUIHE BIIXWIECHH, AKIIO Maca KOPOOOK pPO3IO-
IiTeHa 3a HOPpMAJIbHUM 3aKOHOM. SIKui iX BiZCOTOK Ma€ Macy OLIbIIy, HixK
940 r?

§7. BunmagkoBi BeKTOpH

Hexan y mesxoMy eKCIepUMeHTI BU3HAaYeHO BUIAJKOBI BeawmdmHU X1=Xi(w), Xo=
=Xs(w), «ooy X=X, (w), weQ. KoxkHiN ereMeHTapHIN MOAll MOXKHA IIOCTABUTH y BigHO-
BIAHICTH n—BUMIPDHUI BUIIAJKOBUI BEKTOD (n—BUMIpHY BHIAJKOBY Beauduny) X (w)=(X1,
Xoyos Xn).
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Dynryiero po3nodiay n—BUMIPHOT'O BHUIIAJIKOBOI'O BEKTOpa HA3MBAIOTH (DYHKIHIO n
MIUCHUX 3MIHHUX Z1,T2,...,Tp, AKa € WUMOBIDHICTIO TOrO, IO OJHOYACHO BUKOHYIOTHCA n
HepiBHOCTeN X1<x1,X2<T2,...,. Xn <Tp

Fx(z)=P(X1<z1,X2<z2,....X, <Ty).
JlnAa MBOBMMIpDHOT'O BHUIIAJKOBOIO BeKTopa Z=(X,Y)
F(z,y)=Fz(z,y)=P(X<z,Y <y)=P((X <z)N(Y <y))-.

ﬁMOBipHiCTL TOro, IO BUNAaAKOBa To4YKa (X,Y) MOTpaluTh y IPAMOKYTHHUK x1<X <

z2, Y1 S Y S Y2, MOXKHa O6YUCIUTH 32 (POPMYyJIOIO
P(x1<X<z2,y1 <Y <y2)=F(z1,y1)+F(z2,y2)— F(x1,y2) — F(x2,y1).

/IBoBUMIpHUY BUNIaAKOBUU BeKTOD (X,Y) HA3UBAETHCA JUCKPEMHUM, AKIIO MHOXKUHA
MOro MOXKJIMBUX 3HadeHb G(z,y) € CKIHUeHHOIO abo 3J14eHHO0. 3aKOH PO3IOLLy NUCKPeT-
HOI'O BHITAJKOBOTI'O BEKTODA (X, Y) MOXKHa 306pa3suTh y BUNIAA TabJUIl, B AKIA mepe-
Ji4eHl MOXKIUBI 3Ha4YeHHA (z;,y;)EG, X=x;, Y=y; 1 BignOBIAHI IM UMOBIpHOCTI p;;=P(X=

=z;,Y=y;), IO 3aJOBOJLHAIOTH YMOBY
> > pi=l.
i

Ao BijoMuM 3aKOH PO3NOIILY [ABOBMMIDHOI'O IMCKpeTHOro BeKTopa (X,Y), To
MOXKHa BUBECTH 3aKOHHI PO3MOJIIy CKIajoBux X Ta Y

pi=P(X=2i)=) pij; Pi=P(Y=y;)=)> pij-

Hexan (X,Y) — ABOBUMIpHMH JUCKPETHUU BUIAIKOBUU BEKTOD. YMOBHUM 3AKOHOM
p0o3n00iay BUNALKOBOI CKJIaIoBoi X 3a YMOBH, IO CKJIanoBa Y HaOyJa [I€BHOI'O 3HA4YeH-
HA y;, HA3WBAIOTh CYKYTHICTH yCiX MOXKJIMBUX 3HaYeHb X i YMOBHUX WMOBipHOCTeH, AKi
BI/IITOBIIAIOTH [IUM 3HAYEHHAM

P(X:mi/Y:yj):+:—

Amnajyoriqyao
Pij
pi
Ymosnum mamemamuunum cnodisanham BUNAJKOBOI CKIanoBol X 3a yMOBH, IO Y

P(Y=y;/X=2i)=

HabyJa IeBHOI'O 3HAYEHHA y;, HA3UBAIOTh THCJIO
1
M(X/Y=y;)=-= Z TiPij-
Pj &
i
Amnajorigyao

M(Y/X=z;) Zm pij-

Axmo G - neska o6JacTh Ha IUIOUIUHI, TO
P((X,Y)E®)= Y > pij-
i
(z;.y;)€EG
/IBOBUMIPDHMU BUIIaIKOBUU BeKTOD (X,Y) Ha3UBAIOTh HENEpepBHUM, AKINO ICHYE TaKa
HeBiJ'€MHA, IHTEIPOBaHa 3a KOXKHOIO 3 KOOpAI/IHaT dyHKIIA p(z,y), M0

f f w,v)dudv.

— o0 —oo

Dyukuio p(z,y)>0 HA3UBAIOTH WiAbHICTNIO PO3N0JLAY UMOBIPHOCTEN BUIIAIKOBOI'O

BekTopa (X,Y).
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Axmo BigoMa mIBHICTH PO3HOiLYy UMOBIpHOCTEN BHIAJKOBOrO BeKTopa (X,Y), TO

MOXKHA 3HAUTHU MILIBHOCT] PO3MOLIY CKIAJOBUAX
oc

px (@)= [ py)dy,  pv()= [ p(z.y)de.

VIMoBipHICTH TOr0, IO BUIAAKOBa TOYKA MOTPANNUTHL Yy 3aJaHy obIacTb G, MOXKHA
069UCaUTHA 332 POPMYJIOI0
P((X,Y)€G) ffp(z,y)dmdy
G
YMmo6ny wiabHicmy po3Ioaily UMOBIpHOCTEN BUNAIKOBOI KOMIOHEHTH X 3a yMOBH,

0 KOMIOHeHTa Y Haby/a IeBHOI'O 3HadeHHSA { Takoro, mo py (y)>0, BU3HAYAIOTH 3a

dopmyo0

x(o/y) =25
Amnajorigyao
e

Ymoenum mamemamuunum cnodi6aHHAM BHHa;[KOBOi KOMIIOHeHTH X 3a yMOBHU, OIO

Y Ha6yna II€BHOI'O 3HAaY€HHA Yy, € IUCJIO0

M(X/Y=y)= f zpx (z,y)de.

— oo

Amnajiorigyao

MY/ X=z)= f ypy (z,y)dy.

Dyuknio f(y)=M(X/y) HasuBaoTh (pyHKII€ perpecii X Ha Y, a pyHKII0O ¢(z)=
M(Y/z) - dyHKIi€o perpecii Y Ha X.

Iouamxosum momenmom MOPAAKY m—+n BHUIALKOBOI'O BekKTopa (X,Y) Has3uBaroTb

Z Zm”'yJ Dijs

MiMCHE 9HCIO

Amom=M(X™Y™)=
f fZ"”y""p(Ivy)dzdy-

—o0 —oo
Hucna ag,,0o=M(X™) 1 Qg,n = M(Y") € BIJIIOBI THUMHU [TOYATKOBUMHU MOMEHTAMU
ckiaagoBux X Ta Y. Bekrop (MX,MY)=(a1,0,00,1) HA3UBAETHCA MAMEMAMUYHUM CTRLO DT~
8aHHAM, 00 IIEHTPOM PO3CIAHHA BHUIIAJIKOBOIO BeKTOopa (X,Y).
Lenwmpaavnum momenmom MOPAIKY m-+n BHIAIKOBOTO BeKTOopa (X,Y) Ha3MBalOTh

MIMCHE YKCI0

DD (@i=MX)" (y;=MY)"pij,
i g

P n=M((X=MX)" (Y =MY)" )=
f f —MX)"™ (y=MY)"p(z,y)dzdy.

— oo —oo

3okpeMa, u2,0=DX, po,2=DY.

IleHTpadbHUIT MOMEHT p,; Ha3WBaIOTh KO6apiayi€io 1 MO3HAIAIOTh

oxy=cov (X,Y)=M(X—=MX)(Y —=MY))=M(XY)—(MX)(MY).
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Koegiyienmom xopeasyii KOMIOHEHT TBOBUMIPDHOI'O BHIIaJKOBOIo BeKTopa (X,Y) Ha-

3UBAlOTh YUCIO
cov (X,Y)
oxoy
Kosapiayitinoo mampuyero n—BAMIPHOT'O BHIaJKOBOro BekTopa X=(X1,X2,...,Xn)

PXY =

Ha3WBalOTh CUMETPUYHY AIMCHY MaTPHUIO, eleMeHTaMn KOl € KoBapiaiii

011 g12 O1ln

021 022 O2n
2= ’

Onl On2 .-+ Onn

e 0ij=0ji, 0j;=COV (X,',X]')ZM((X,'—MX,')(YJ'—MY]')), o',',':DX,'.
Kopeasayitinoro mampuyero n—BUMIPHOIO BHIAJTKOBOIO BeKTopa X=(X1,X2,...,Xn)

Ha3WBA€TLCA CUMEeTPUYHA MIMCHA MAaTPUIA, eJeMeHTaMi AKOI € KoeilieHTH KOpeJAii
1 P12 +++  Pln

e Pnl  Pn2 e 1

cov (X;,X;)

pij = —— —

VDX;\/DX;
KoediIlieHTH KopelAmii ckragoBux X; Ta X, pij=pji. JJIA ITBOX BUNAIKOBUX BeIWINH X1
1 Xo KoedIIieHT Kopeaslil

cov (X1,X2)

PX1Xo= OX,0xy
[lnsa HezaleXXHMX BMIAJKOBUX BEIUYMH px, x,=0. O6GepHeHe TBep/:KeHHS 3arajloM

HellpaBUJIbHE.
n

Koau Bigoma xoBapiallilHa MaTpUIA, QUCIEPCII0 BUMAIKOBOI BEIMIMHUA U:Z Xk
k=1
06YUCTIOITE 32 (POPMYJIOI0

n n n
D (Z c;,,X;,,> :Z Z CiCjOij,

k=1 i=1j=1
e o;; — KoBapiamii.
XIII.98. 3aganHuu 3aKOH PO3MOALIY UMOBIPHOCTEN TUCKPETHOL ABOBUMIDHOL
BI/IHa,I[KOBOi BEJINYINHN

X\ Y[ 26] 30] 41 50
2,3 10,05/0,120,08[0,04
2,7 10,09/0,30[0,11]0,21

HamucaTu 3aKOHN PO3MOINY CKIaI0BUX.
XIII1.99. 3aganuu po3mogii IMOBIPHOCTEN AUCKPETHOI IBOBUMIPHOI BUIIAI-
KOBOl BeJIMYINHU

X\Y[ 5| 10] 15
7 0,1710,13]0,25
9 0,10[0,30]0,05

HamucaTu 3axoHU pO3MOILIY CKIATOBUX.
XIII.100. 3agana AUCKpeTHa IBOBUMIDHA BHUIIAIKOBA BeIWYnHA. BusecTn:
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a) 6e3yMOBHI 3aKOHU PO3IOLILY CKJIAIO0BUX;
6) yMOBHME 3aKO0H posnoairy X 3a ymosu, mo Y = 10;
B) YMOBHMU 3aKOH posnogiry Y 3a ymou, mo X = 6.

Y\X| 3] 6
10 [0,25] 0,1
14 |0,15]0,05
18 [0,32]0,13

XIII.101. 3agasuil 3aKOH PO3MOLTY OTBOBUMIPHOI JUCKPETHOI BUIAIKOBOL
BEJUIUHI

Y\X| 4] 7] 10
14 |0,15]0,30]0,35
1.8 ]0,05[0,12]0,03

Hanucaru:
a) 6e3yMOBHI 3aKOHY PO3IOLLY BUNAIKOBUX BeanduH X Ta Y
6) yMOBHUU 3aKOH posnoginy X 3a ymoBu, mo Y = 1,4;
B) YMOBHUU 3aKOH po3mnoginy Y 3a ymosu, mo X = 7.
XII1.102. 3aganuil pO3NOALI JUCKPETHOrO BUMATKOBOrO BekTopa (X,Y)

X\Y[] 2] o] 1
1 [0,30[0,15[0,35
2 0,12]0,05 (0,03

HanwmcaTu 3aKOHU PO3NOINY BAMAJKOBUX BEJIMIUH:
a) X+Y;6) X -Y;8B) XY.
XII1.103. 3aganuil pO3NOALI JUCKPETHOO BUNATKOBOrO BekTopa (X,Y)
X\Y] 1] o] 1
2 [0,01]0,03[0,06
1 10,02]0,24[0,09
0,05[0,150,16
1 0,03]0,06 | 0,10

Hamucatu 3axonu posnoxiny BunagkoBux Beaum+dua X + Y, XY.
XII1.104. 3aganuyl pO3IOALI JBOBUMIDHOIO BUIaakoBoro sexkropa (X,Y)

X\Y[ 2] -1] o] 1
1 [0,01[0,02[0,05[0,03
0 0,03]0,2410,15]0,06
1 0,060,09]0,16 0,10

Hanmucaru 3aKkoHU pO3MOALTY BUIAIKOBUX BEJUIUH
X+Y, X-Y,2X -3Y, |X|-Y.
XIII.105. VY mexy BUTOTOBJIAIOTD A€TaJI, AKi COPTYIOTH Ha YOTUPHU CPYIIN 3&
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BIIXWIEHHAM 1XHBOI'O BHYTPIIIHBOIO JiaMeTpa BII CTAHIAPTY 31 3HAUCHHAM
0,01; 0,02; 0,03; 0,04 MM Ta 3a BIIXWIEHHSIM 1XHBOI'O 30BHIIIHBOTO AiaMeT-
pa Big crangapty i3 3HadenHam 0,002; 0,004; 0,006; 0,008 MM BiAIIOBIIHO.
Posnonin BigxuieHb BHYTPIIHBOrO miaMeTpa X 1 30BHINIHLOTO Y 3aTaHUN
TabJINIIEIO

X\ Y [0,01]0,0210,03]0,04
0,002 0,01 [0,02 0,04 0,04
0,004 [0,03[0,24 (0,15 [ 0,06
0,006 | 0,04 [0,10 [ 0,08 [ 0,08
0,008 [0,02 (0,04 [0,03 [ 0,02

O6uncauT MaTeMAaTUYIHE CIOMIBAHHSA, CEPETHE KBAADATUYIHE Bl TXUICH-
1 X Ta Y i KkoedirieHT KOPesii MixK HUMH.
XII1.106. Bunankosuu BekTop (X,Y) 3amanuil 3aKOHOM PO3MO/ILILY:

X\Y| -1] o] 1
1 0,15]0,30 0,35
2 0,05]0,05 (0,10

a) HammucaTu 6e3yMOBHI 3aKOHU PO3MOLLy cKiamnoBux X Ta Y

6) 3’sacyBaTu, 4u 3amexHi ckaagoei X Ta Y

B) o6uncantu nMosipaocTi P(X =2,Y >0)1i P(X > V).
XII1.107. Tlo6ymyBaTu (pyHKINIO DPO3MOALIY BHUIAIKOBOIO BEKTODPA, AKUU
saganun y 3agagi XI111.106.
XII1.108. OGuucanTu KOBapiaminHy MaTPULO Bula 1koBoro sekropa (X,Y)
i3 zamaqai XII1.106.
XII1.109. [laa sumagkosoro Bextopa (X,Y) i3 samaai XII1.106 mamuca-
T YMOBHUH 3aKOH PO3IOALIY BUIIAIKOBOI BeimumHum Y 3a ymoBu X = 1 i
obuucauTy ymMoBHe MaTemaruiue cuogiBaunus M (Y/X = 1).
XTIII.110. 3agana QyHKIIA PO3MOALTY BUIAIKOBOrO BeKkTOpa (X,Y)

1—2"%_927Y 4 Z_Z_y7 AKIITO T Z 07 Y Z 0’
0, saxmo x < 0, a6o y < 0.

Pl = {

BuszauuTu UMOBIpHICTE TOTpaILUIAHEA BunankoBoi Touku (X,Y) y mpsamo-
KyTHUK, OOMexXeHulr mpaMuvu ¢ = 1, x = 2, y = 3, y = 5. O6uucauTu
IITBHICTE PO3MOILILY.

XIII.111. 3agana (yHKINA PO3MOILTY BUIAIKOBOT'O BEKTOPA

(1—e %) (1 —e ), axmo x >0, y > 0,
0, axmo x < 0, abo y < 0.

F(%y):{

O64uucanTu MIIBHICTD PO3MOILTY.

187



XII1.112. 3agana UIbHICTE PO3MOLLY BAIAIKOBOrO BekTopa (X,Y)

C
24+ 9)(y? + 16)°

p(x,y) = (

O6uncauru C.
XII1.113. 3ajgana UIBHICT PO3MOLLY BAMIAIKOBOrO BekTopa (X,Y)

_ C
p(z,y) = [CES RSN
O6uucauru C.
XIII.114. 3agana WIHHICTS PO3MOALILY HEIIEPEPBHOIO BUIIA,IKOBOI'O BEKTO-
pa (X,Y)
pla,y) = Cem="2eum15",

O6uucanTu:
a) cramuy MHOXHUK C
6) WIBHOCTI POBMOLLY CKJIATOBHX;
B) YMOBHI IIIBHOCT] PO3MOILLY CKJIAIOBUX.
XIII.115. 3agana UiJapHICTH PO3MOLLY BUIanKkoBOro Bexkropa (X,Y)

a:ye*wzfyz, axmo x > 0, y > 0,

p(z,y) = {

0, axmo x < 0, abo y < 0.

O64ucauTu MaTeMaTUIHe CIIOIIBAHHA Ta AUCIEPCio cKiaamoBux X Ta Y.
XIII.116. 3amaHa MIIBHICTD PO3MOILIY HEIIEPEPBHOI'O BUIIA,IKOBOT'O BEKTO-
pa

2¢0S X coSY, AKIIO T € [07 Z], y € [07 %]7

0, axmo x ¢ [0,%],3/6:‘ [0,2].

O6uncanTr MaTeMaTUIH] CIIOJIBAHHA TA JUCIEPCII0 CKJIATOBUX, KOBaPIAIIio.
XIII.117. 3agana mWIBHICTS PO3MIOIINY BUIAIKOBOI'O BEKTOPA

p(l'vy) =

1
isin(x-%y), AKIO T € [0, g] , Y€ [0, g} )

(z,y) =
T o o a ¢ 0.2 v [0.7)).

O6uncanT MaTeMaTUYHI CIIOJIBAHHA Ta JUCIEPCII0 CKIAI0BUX, KOBaPIAIIio.
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§8. 3akoH Bequkux umuces. I'paHu4HI TeopeMu

Hagejeni Hm:k9e TBepkKeHHsA Ta TeOpeMH — Il CyTb I'PYIM 3aKOHIB, AKI 06’eIHaH]
3arajibHOIO HAa3BOIO 3AKOH BEAUKUT UUCE.
Teopema (uepiBHicTs MapkoBa). flkmo BunankoBa BeimduHa X Moxe HalyBaTH
JIMIIle HeBiI' €MHUX 3Ha4YeHb 1 BOHa Ma€ CKIHYeHHe MaTeMaTU4YHe CIIOAiBaHHA, TO
Ve>0 P(X<e)z1- X
3 0CTaHHBOI HEPIBHOCTI OTPUMAEMO, IIIO

P(x>e)<MX,

Axmio Bunmaakosa BenrmunHa X mae M(|X|), To
M(X M(X
P(Ix|<e)>1-2UXD - p x5 e) < MUXD,

Teopema (HepiBHicTh Jebumona). fIkimo BumagkoBa BernmdnHa X Ma€ CKIHUEHHY
IHUCIIepPClio, TO
DX
Ve>0 P(|X7MX}<5)2176—2.
3 miel HepIBHOCTI OTPUMAEMO, IO
P(X-MX|>e)< 2
Hexan e=3c0. Toxi orpumaemo

P(|X—MX|<30)> 50,8888

AmnajioriyHo
P(|X—MX|230)< §0,1111.
Hacaigku 3 HepiBHOCTI Yeburnona.
1. fxmo X4,X»,...,X, — HOCIIJOBHICTDH IIONApPHO HE3AJEKHUX BUIAIKOBUX BEJUYTUH,
MXyp=ay, DXp=0}, k=1,2,...,, Ipuiomy ;[Mcnepcii PiBHOMIpPHO 0oOMexKeHi duciaoMm M, To

n
1 M

Ve>0 P EE X;u.~ E ap|<e | >21——= el
k=1 L*l

2. AAxkmo M X, =a, DX,=02, k=1,2,...,, TO

"
1

Ve>0 Pl | > Xp—al<e | 21—
k=1

. m . .
3. Hexait -~ — BiJHOCHa 4acCTOTa IOAB IO A B n He3aleXKHUX BUIPOOYBaHHAX, p

— UMOBIPHICTD MOAB MOMIi A B KOXKHOMY 3 IIMX BUNpoOyBaHb. Toni
P(| 5 -rl<e)21-2

Teopema “Te6uiioBa (3akoH BeInkux dmcen). SIKIIO BHUIAIKOBI BeJWYMHH B IIO-

g2

caigoBHocTi X1,X2,...,X,,... IOIMApHO He3aJeXKHI, a IXHI AucIepcil o6MexkKeHl 3rOpU TUM

caMuM quciom C, To6To DX;<C, TO

n n
. 1 1
Ve>0 lim P b E kaz E MXy |<e ) =1.

e k=1 k=1
Hacaidoxk. Sfxmo X1,X2,...,X4,... MOCTITOBHICTh He3aJeKHUX OJTHAKOBO PO3IOIijle-
HUX BUIIAJKOBUX BeJIUW4uH, M X =a, DX;L.:ch7 k=1,2,...,, TO

. 1 &
Ve>0 lim P pos Z X—a|<e |=1.

n— oo P
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Teopema BepHyJsuai. BigHocHa 9acToTa yCHiXiB y n He3ale:KHUX BUIIPOOYBAHHAX
Bephyuni 36iraeThcsa 3a UMOBIPHICTIO IIPX n—+00 10 UMOBIPHOCTI YCHIXy B OJHOMY BUIIPO-

6yBaHHI, TO6TO
Ve>0 lim P(|7Z—p|<e)=1.
n— o0 n
IlenTpasbHa rpaHnydHa Teopema (y ¢opMmyaosanti JlanyHosa). fkmo X1,Xo,...,

Xy, ,... BUTTAQAKOBI BEJINYNHN He3aJeKHi, OJHAKOBO PO3IO/lJIeH], MalOTh CKIHYEeHHI MaTeMa-

TU4He crnofiBaHHA M X Ta AUCIepCiio o2, TO NJA NOBIIBHOT'O MHCHOTO @

,,17 E Xp—MX
z 2
. k=1 1 =
lim P <z | =—F= e~ 2 dt.
Jim X Vo)

TeopeMa JIHHyHOBa. TBEPAUTH, IO IIPU JTOCUTH BEJIUKHUX N pOEHOrZ[iJI CTaHIapTU30Ba-

1 Z Xp—MX

k=1
HOI'O CepeqHbOr'o a.pI/Iq)MeTM‘IHOFO n BUIIAJKOBUX BEJIUYIUH Y,L:T opsAaMye no

N

HOPMaJIbHOI'O HOPMOBaHOT'0 posnogiry N(0,1).

XIII.118. Cywma BCiX BKJIAIIB y AeIKOMY OAHKY CTaHOBATH 20 MJIH T'DH, &
UMOBIPHICTB TOTO, IO BUMATKOBO BUOpanun BkIa g He nepesuinye 10000 rpH,
nopiBuioe 0,8. OUIHNTHY KiTBKICTH BKJIATHUKIB.

XIII.119. ITigcrannia obcayrosye ciTky i3 18000 ;tami. I/UIMOBipHiCTI) BMU-
KaHHA KOXHOI 3 Jamn ¢TaHoBUTh 0,9. OiHUTY UMOBIPHICTH TOTO, IO Kilb-
KICTh YBIMKHYTHUX JIAMII BiIPI3HAETHCA Bl CBOI'O MATEMATHIHOI'O CIIOJiBaH-
HA 3a a0COTIOTHOK BEJUYNHOIO He Oliblie, HiK Ha 200.

XIII1.120. BumagkoBa BerudnHa Mae 3aKOH PO3IOILTY

X, 1T 2] 3] 4] 5] 6
P, 10,05]0,10[0,25]0,30]0,20 0,10

Busuauntu P(|X — M X|) < 2). OuisuTu 110 IMOBIPHICTH, BUKOPHCTO-
BYIOUN HEPIBHICTL Ueburiosa.
XII1.121. OmiauTyr UMOBIPHICTH TOTO, IO KLTBKICTb OCI0, IKi MalOTh BUIILY
ocBiTy cepen 800 ocib BiAPI3HAETHCA Bl CBOIO MATEMATUYIHOTO CIIOAIBAHHS
MeHIe, HiK Ha 30.
XIII1.122. [I15 BU3BHAYEHHA CEPEIHBOTO YACY TOPIHHA €JEKTPOJIAMIN 3 ap-
Til, sKa ckaagaeTbea 3 200 0 THAKOBUX AMIMKIB, Y3AIM IO OJHIN JAMIIL 3 KOXK-
HOro smuka. OIIHUTK 3HH3Y UMOBIPHICTBH TOrO, IO CEPEeNHIN Yac MOpiHHA
Bigibpanux 200 eqekTpoIaMI BiAPI3HAETHCA BiI CepEIHBLOrO Iacy I'OPIHHA B
ycin mapTii 3a abCOMIOTHOIO BEIWYUHOKIO MEHINE, HiXK HA 5 TOf, AKIIO Bigo-
MO, IO CepelHE KBaapaTUIHE BIAXWICHHA Iacy TOPIHHA IOBLIBLHOI JaMIIU B
KOXKHOMY SIIUKY MEHIIEe, HiK 7 TOT.
XIII.123. Ckinpku pasiB HOTPIOHO BUMIPIOBATHU A€AKY BEJUYIUHY, iICTUHHE
3HAYEHHA AKOI TOPIBHIOE a, 100 3 UMOBIPHICTIO HEe MeHIIOow, Hixk 0,95 MoxHA
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OyJIO TBEPAUTH, IO CepeqHe apudpMeTUIHe 3HAYMEHHA X BUMIPIOBAHb Bif-
PI3HAETHCA Bl @ 3a a0COTIOTHOIO BEJUIUHOIO MEHIIe, HiXK Ha 2, AKIIO CepeTHE
KBaIpaTUIHe BIAXWICHHA KOXKHOI'O 3 BUMIPIOBAaHbL MeHIne, Hixk 107
XII1.124. Hexau NMOBIPHICTH TOrO, IIO MOKYIIO B3yTTEBOIO MATA3UHY
moTpibui depeBuku 40 posmipy cranoButh 0,15. OuinuTu Mexi BigcoTKa
mokymiiB cepen 2000 BiABIAyBatiB Marasunuy, SKUM TOTPIOH] UepEBUKH, AKIITO
i MexXi IOTpiOHO rapanTyBaTu 3 UMoBipHicTIO 0,98.
XIII.125. [ducmepcia kox#Ool 3 4500 He3aJeKHUX OTHAKOBO PO3IOILICHIX
BUIIAJKOBUX BEIUYUH NOPIBHIOE 5. OLIHUTH UMOBIPHICTBH TOrO, IO CEPEIHE
apudMeTUYHe IIUX BUNAJKOBUX BEIMINH BlIXUIAECTHCA BiT CBOI'O MATEMATH Y-
HOT'O CHOAIBAHHA 32 aOCOMIOTHOIO BEJUYUNHOIO He Olrblre, HiXK Ha 0,04:

a) 3a gomomorow HepisaocTi Ye6uiosa;

6) 3a JOMOMOIOK LEHTPAJIBHOI IPAHUIHOI TEOPEMHU.
XIII.126. BuxopucToByO4YM HEPIBHICTL 1e0UIIOBA, OLIHUTH UMOBIPHICTD
TOrO, II0 BUMAIKOBA BeIwdnmHA X BlIXWINTHCA Bif CBOIO MATEMATHUIHOI'O
CIIOJIBAHHS MEHIIe, HiX Ha TPU CepeIHl KBaAPATUYHI BlIXUICHHS.
XIII.127. [ToBecTu HEpiBHICTL JeOUIIOBA V BUTVIAIL

DX
€
XII1.128. Hexaun P(|X —MX| <¢) > 0,9, DX = 0,009. Bukopucrosyioun

HepiBHICTHL 1eOUIIOBa, OLIHUTHU € 3HUIY.
XIII.129. B ocBiTioBaIbHy MepexXy BBIMKHYTO mapaaeabuo 20 gamm. Imo-
BIpHICTB TOTO, IO 3a dac 1 jamma Oyme BBiMKHyTa cTanoBuTh 0,8. Kopuc-
TYIOYUCh HepiBHiCTIO efumosa, OMHNTE UMOBIPHICTE TOTO, IO A0COTIOTHA
BEJIMYMHA PI3HUIN MiXK KITHKICTIO BBIMKHYTUX JIAMII 1 CEPEIHBOIO KITHKICTIO
BBIMKHYTHUX JIaMII 32 9ac 1 BUABUTLCA: &) MEHLIOKI, HiK 3; 0) He MEHIIOI,
HIX 3.
XIII.130. ﬁMOBipHiCTb MOABU MOl B KOXKXHOMY AOCTiAlI cTaHOBUTH 0,25.
BuxopucTosyoun HepiBHICTE HeOuInosa, OiHNTI IMOBIPHICTD TOT'O, 110 Kilb-
kicts X mosB momii A mictuThbes B Mexkax Big 150 go 250, ko 3pob/eHo
800 mocJimiB.
XIII.131. I7IMOBipHiCT1> mosiBu o il A B KoxkHOMY pocaini gopisuioe 0,5. Bu-
KOPUCTOBYIOYN HEPIBHICTL JeOuInoBa, OIIHUTU UMOBIPHICTE TOTO, IO Kilb-
kicts X mosBs momii A micTurhes B Mexax Big 40 go 60, axmio 3pobaeno 100
He3aJIeXKHUX TOCTITiB.
XIII.132. Cepents KiTbKICTb CIIOXWBAHHA BOAU B HACETEHOMY MIYHKTI CTa-
moBuTh 50 000 i1 Ha meHb. OUIHWTH UMOBIPHICTH TOrO, IIO ¥ IILOMY Hacese-
HOMY IIyHKT] CIIOXKMBAHHA BOJU y BIBTOPOK He mepeBumuTh 150 000 1.
XIII.133. Cepenue CrioxXUBaHHA €IEKTPOEHEPT il 3a JUMEHb Y TeAKOMY MiCTi
cranosmio 360 000 kBr-rox:

a) OLIHUTK IMOBIPHICTH TOrO, IO CIOXWBAHHA €JEKTPOEHepril y JumHi
HacTynHOTO poKy mepeBumuTh 1 000 000 kBT rox;
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6) OLIHUTHU Ty CaMy UMOBIPHICTb, AKIIO CEPEIHE KBAAPATUIHE Bl IXUICH-
HA CIIOXKUBAHHA €IeKTPOeHePrii B MicTi 3a gunens ctanoBuao 40 000 kBr-rox.
XIII.134. WwmoBipHicTb meskol mogii A B KoxHOMY BUNpOOYBaHHI 3 cepii

N He3aJeXHUX NOCIITIB p = 3 BukopuctoByioun HepiBHiCTL Uebuiiosa,

OLIHUTY UMOBIPHICTH TOr0, IO BIIHOCHA YaCTOTA ITi€l MOail Bl AXUINTHCS Bl
ii ©UMOBIPHOCTI 3a aOCOMIOTHOI BEAWYNHOI He Olibine, HiX Ha 0,01, Akimo
Oy e MpoBeIeHo:

a) n=9 000 gocuinis;

6) n=75 000 mocaimis.

[TopiBuATH OTpPUMAaH] OLIHKY 3 PE3yIbTATAMU 3aCTOCYBAHHS IHTEIPAIb-
HO1 TeopeMu Myaspa-Jlammaca.
XIII.135. 3a yMOBU IOMEpeaHbOl 3aa4l 3HAUTU HAUMEHIIY KiTbKICTH 10C-
miB Tak, mo6 3 UMOBIPHICTIO HE MeHIow, Hixk 0,99, BigHOCHA YacTOTa MO
A BIIXmIAIaCh 33 a0COTIOTHOI BEIMINHOIO Bif il IMOBIpHOCTI He OLIbIIe, HiX
Ha 0,01, BUKOpPUCTOBYIOYNI:

a) "epiBHicTbL YebuImona;

6) inTerpanbHy Teopemy Myaspa-Jlammaca.
XIII.136. 3a ymoBu 3aga«di X111.134 BusHAYIUTH TPAHALIO A0COJIOTHOI BEJIU-
YUHU BlIXWIEHHS BIIHOCHOI 9acTOTH moxii A Bix il IMOBIPHOCTI, AKOI MOXKHA,
CIOMIBATHCA 3 UMOBIPHICTIO, HE MeHIow, Hixk 0,99, 3pobusmu 12 100 goc.i-
miB:

a) 3a gomoMorow HepisHocTi Yebumosa;

6) 3acToCyBaBIIM iHTErpaIbHy Teopemy Myaspa-Jlamraca.
XII1.137. [ln1 BU3HAYEHHS CEPEIHBLOIO YACy TOPIHHA EJIEKTPOJIAMIIOUYOK
y mapTii 31 100 0AHAKOBUX AMMKIB y3AIM 110 OAHIN JAMIOYIN 3 KOXKHOI'O
suka. OMHATYA IMOBIPHICTD TOTO, 110 BIAXWIEHHS CEPETHBOTO Yacy TOPIHHSI
JIAMIOYKY B BUOPAHIN CYKYIIHOCTI BiJ CEPEIHBLOrO Yacy MOPIHHA JaMIIOYKU B
ycinl mapTii He mepeBUIIUTE 8 TOJ, AKIIO CEPEIHE KBAAPATUYIHE BiIXUICHHSI
Jacy TOPiHHA eIeKTPOJAMIOYKA B MapTii He mepeBuuThb 10 rom.

Y 3amagax XIII1.138 — XIII.141 3agamo 3akoHM PO3MOILIY IOTAPHO HE3a-
JIEXKHUX BUIAJIKOBUAX BEIMYMH. 1M MOXHA 3aCTOCYBATH [0 IUX BUMNATKOBUX
BeJauvIuH TeopeMy debumroa?

XIII.138.
T, —v/n 0 vn
P(X,=uzp,)| 1/n|1-2/n|1/n
XIII.139.
T, —-na 0 na
P(X, =z,,)[1/2n%) |1 —1/n[1/(2n?)
XIII.140.
T, —na 0 na
P(X,=u,,)|1/2"|1—1/2""1[1/2"
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XIII.141.

T, —Vinn|vinn
P(X,=uz,)| 0,5 0,5

XIII.142. Y mesaxoMmy aBTOMApPKY CepemHsa KITbKICTH aBTOOyCIB, AKi Bii-
IPABIAIOTE y PEMOHT MICJIA MICAIA eKCILIyaTallll Ha MICBKUX MapIIpyTax,
cTaHoBUTH 5. OuinuTy nMoBipHicTs noail A = {micas micamns excnnyaTarii B
PEMOHT BIAIPABIAITL MEHINe, Hi 15 aBToOyciB}, AKIIO HeMae iHdOpMail
PO IUCIIEPCIIo.

X1II1.143. OminuTu UMOBIPHICTS mOAil A 3 mOmepenHbOl 3a4adi, AKIIO IUC-
mepcisa JOpiBHIOE 4.

XIII.144. VY pesyabraTi Mequaaoro orviaay 900 ¢TyaeHTiB mepuoro Kypey
BUJBIIN, IO CepeIHSA Maca CTYAEHTIB Ha 1,2 Kr OLibIa, HIXK CepemHsa Maca
CTYJEHTIB MUHYJOIO POKY. Im MOXHA MOACHUTHU I BiIXWICHHS BUIAIKO-
BICTIO, SKIIO CepeIHe KBaIPATUYHE BlIXWIEHHS MACU CTYAEHTIB CTAHOBUTH
8 kr?

XIII.145. BunagkoBa Beuauna X € cepeqHiM apudpMETUTHIM HE3ATeXKHUIX
1 OJHAKOBO PO3MOJITEHUX BUIAIKOBUX BEJINYNH, AUCIEPCiA KOXKHOI 3 AKUX
cTaHoBUTh 5. CKUIBKU MOTPIOHO B3ATH TAKUX BEIWIHNH, I0O BUIIAIKOBA
peanunHa X 3 UMOBIpHICTIO He MeHInoo, Hixk 0,9973 Bigxuiaracsa Big cBOro
MaTeMaTUIHOI'O CIIOAiBaHHA He Olibiie, Hixk Ha 0,017

XII1.146. Bunagkosa senuauna X € cepenrim apudmeruauaum 10 000 mesa-
JIEXKHUX, OJHAKOBO PO3MOJLIEHNX BUIATKOBUX BEIUYUH, CePETHE KBAIDATU-
YHE BIIXWIEHHA KOXHOI 3 HUX CTAHOBUTH 2. flke MakcuMaJabHe BiIXUICHHSI
BemuauHu X Bif 1 MATEMATUIHOrO CIOMIBAHHSA MOXKHA CIOMIBATUCA 3 UMO-
BIPHICTIO HE MeHIIOw, Hixk 0,95447

XIII1.147. [l15 BU3HAYEHHS CEPEIHBOTO YACY TOPIHHA TOCTIIKYIOTH MTapTiio
€JIEKTPOJAMITOMOK. KuM noBuHeH 6yTu 06cAar BuGIpKH, 11100 3 iMOBIPHICTIO,
He MeHIow, Hixk 0,9876 mMoxHa GyJ0 TBEPAUTH, IO CEPEIHIN Yac TOPIHHSA
JAMIIOYKN y BCIM MapTil BIAXWINTBCA Bill CEPEIHBOrO Yacy, OTPUMAHOTO B
BuUOIpI, He Olbie, HiXK Ha 10 1o, AKIIO cepelHe KBAIPATUYUHE BlIIXUICHHI
9acy TOPiHHA JaMIOYKK CTAaHOBUTL 80 roa?

XIII.148. 3a yMOBU mOmEpeIHBOI 3a1a4i BUSHAYUTH HAUMEHINY KLIbKICTh
eJeKTPOJAMIIOYOK, AKI Tpeba B3ATU MIA AOCHLIXKEHH:, 100 3 IMOBIPHICTIO
0,9973 TBepauTH, IO CEPENHIA YAC TOPIHHA JAMIIOYOK B ycin mapTii Bigxu-
JUTHCA Bl 9acy, OTPEMAHOIO B BUOIpII, He OlIbIle, HIXK HA 5 T'OJ.
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PO3I1JI XIV

EJJEMEHTUA MATEMATUYHOI CTATUCTUKHA
¢1. Bapiamingi pagu Ta IXHI XapaKTepPUCTUKHA

Cmamucmuunum po3nodisom BUGIPKM HA3WBAIOTH ME€PeliK BapiaHT z; BapiallillHOIO

pALy 1 9acTOT n;, AKI IM BiAIOBITaI0OTH

T; | T1 | T2 | ... Tl

n; [n1|na|... [|np

Emnipuunoro gynryiero posnodiay BUGIPKU HA3UBAIOTh (PYHKIIO

F*(z e

)
e n, — KUIbKICTh BaplaHT, 110 MEeHII, HIX z, n:Z n; — 06’e€M BUOIPKH.

i

IToaieonom wacmom Ha3WBaIOTL JaMaHy, BIAPI3KH AKOI 3’€JHYIOTH TOYKHU (x1,n1),
(z2,n2), ..., (zk,ny), Oe z; — BaplaHTH BUOGIPKH 1 n; — BIATOBiAHI IM JacTOTH. AHAJOIiYHO
Oy AY€THCSA MOJITOH BIJHOCHUX YacTOT wi:%.

IIpu BemkoMy 06’eMi BUGIPKH, IO XapaKTepU3ye HellepepBHY BUIIAIKOBY BEJIUYUHY,
il eleMeHTH 06’€IHYIOTH y I'DYIH, IPEJACTABIAIOYN Pe3YJbTaTH NOCIIIIB Y BAMAL 30PY-
[TOBAHOT'O CTATUCTUIHOrO pAMY. JlJIA HbOTo IHTepBad, B AKOMY MICTHTHCA Baplal[ilHUN
pAn, po3bUBaIOTh Ha k~‘y/n IHTepBAJiB, IO He NEePeTUHAIOTLCA. ['icmoz2pamoro po3nodi-
Ay Ha3WBAIOTh CXifJacTy (irypy, mo CKIaJaeThbCcA 3 NPAMOKYTHHKIB, OCHOBaAMH AKHUX €

i

Tmax —Tmin . wi
, @ BUCOTH JOPIBHIOIOTH B

n
Hexan F(z,0) — QyHKIiA PO3NOLLY BUIAIKOBOl BeInduHN X , AKa XapaKTepU3yeTh-

IHTepBaIl JTOBXKWHOIO has

¢ OHUM IapamMeTpoMm O, a z1,r2,...,T, — BHUOIPKa Iji€l BUMAIKOBOl BeJUINHU. TOYKOBOIO
OLIHKOI0 ©* HeBiOMOro napaMeTpa © BUIaIKOBOl BelnduHU X (MeHepalbHOI CyKyITHOCTI)
Ha3WBalOTh HabJMXKeHe 3HaYeHHA ITLOT'O ITapaMeTpa, gKe ojepKafd 3a BUOIPKOIO.

Ouinka ©* mapaMeTpa © Ha3MBAETBHCA He3MIULEHO10, AKIIO MO*=0O, cnpomosicnoio,

AKImo Ve>0 lim P(|0*—0|<e)=1 1 efexmusnoro, AKIIO0 BOHA Ma€ HAUMEHIIY AUCIEDPCiIo
n—oc
cepejl yCiX He3MIIeHNX OIHOK ITapaMeTpa O.

Hexall remepaibHa CyKyHHICTH X Ma€ MaTeMaTH4YHe CHONIBaHHA M X, Aucuepciio
DX, cepenHe KBagpaTUYHE BIIXUJIEHHA o, MOYATKOBI Ta I€HTPAIbHI MOMEHTH Qi , flm -
OuiHKaMu IUX IapaMeTpiB 6yIyTh BiJIOBITHO BUGIPKOBE CepelHE T4, BUOIPKOBa AUCIIEPCid
D,, BubipkoBe cepelHe KBaJpaTW4He BIIXWIEHHA o, Ta BUOIPKOBI MOMEHTH o, 1 pu),, AKI

BU3HAYAaOTHCA piBHOCTHMH

06=VDs,

HesMimeHoto OmiHKOIO AuCIEpCil MeHepaibHOl CYKYIHOCTI € BUIIPaBlIeHAa BUOIPKOBa

nucepcis



YsBIeHHA IPO TOYHICTH OIHKM Ja€ IHTepBal HaJIMHOCTI, TOOGTO TAKUU IHTEPBAJ
(0*—6§,0%+4), AKUM 3 IMOBIPHICTIO v, 6IU3BKOIO 10 1, HaKpUBA€E HEBIJOMUU HapaMeTp ©
P(O*—6<O<O"+6)=n.

IarepBan (0*—6§,0*+§) Ha3UBaIOTH IHTEPBAJIOM JOBIPY, YUCIO ¥ — HAMUHICTIO, § —
TOYHICTIO OI[IHKU.

Hexall reHepaibHa CYKyIHICTH X PO3NOALTEHA 32 HOPMAJIbLHUM 3aKOHOM. IHTepBalb-
HOIO OIIHKOIO 3 HAJIMHICTIO ¥ MaTeMaTHIHOT'O CIOAIBaHHA a 38 BUOIPKOBOIO CEPeNHBOIO T,
€ TaKuW! 1HTepBal JI0BipH:

1) upu BigoMoMy cepeqHBOMY KBaJpaTUIHOMY BIAXUJIEHH] o MeHepalbHOl CYKYIHOCTI

— to — to
To— \/E<a<acn+ Jr

to : : . .
e dz—n — TOYHICTH OI[IHKHU, n — 06’€M BUOIPKH, ¢ — PO3B’SA30K PIBHAHHSA Q(t):%;
2) mpu HeBijgoMOMYy o
t s t s
— v — v
Ta ﬁ <a<Ts+ ﬁ ’
e s — BUIIpaBJeHe BUOIDKOBe cepejJHE KBaJpaTUYHe BIIXWUJIEHHA, i, , 3HaXOIATH 3 Tabd-

auub posnoginy CThIOfeHTa IJIA 3aJaHOr0 v 1 v=n—1 CTyIeHs BLIBHOCTI.

[aTepBalbHOIO OIIHKOIO 3 HAJIMHICTIO v CepeIHLOr0 KBaIPaTUIHOTO BiIXWICHHA o
HOPMAJBHO PO3IOAIIEHOl I'eHepAIbHOI CYKYIHOCTI X 3a BUIPABI€HUM BUOIPKOBUM Cepejl-
HIM KBa/JPaTUYHUM BlIXWIEHHAM s € IHTEPBAJ

max{s(1—q),0}<o<s(1+q),

le ¢ — BU3HA4aOTh 3a TabmuusaMmu (Tabi. 4 gogaTky 1) gus sagaHux v i n.

XIV.1. Piuaun npubyTok 28 depmepis panony cranosus 2,0, 2,3, 2,7, 2,6,
2,6, 25,26,2,7, 28, 28,27, 27,26, 2,6, 2,6, 2,6, 2,6, 2,7, 2,6, 2,6, 2,5, 24,
2,4, 2,3 Tuc. rpH. BuszaunTu cepennin npuOyTOK, MeIiaHy, MOLY, CEPEIHE
KBaApPATUIHE BiIXWICHHsA Ta KOedilieHT acuMeTpii.

XIV.2. 3 renepanbHOi CyKymHOCTI 3p0o6aeHo Bubipky. [lo6yryBaTu momiron
YaCTOT Ta eMIIPUIHY (PYHKIINO PO3MOALTY. SHAUTH HE3MIIIEHY OIHKY I'eHe-
PaJbHOL CepemHbOl

1) 2)
x| =24 7|9 ;|1 3| 5| 7|9
n;| 3|8|15|4 n; 8112|1519 |6
3) 4)
x; 2526272829 x;[32]33[34(35|36|37|38
ng| 1| 4| 5| 4] 2 n;| 1| 3| 4| 6| 5| 2| 1

X1IV.3. 3a po3noaiioM BUOIPKHU 3HANTH BUOIPKOBY AUCIEPCIIO Ta HE3MIIIEHY
OIIIHKY IHCIepPCii MreHepaJbHOl CYKYITHOCT1

1 2

) 7; [ 340360 375 [ 380 ) 2;]0,01]0,04[0,08
n;| 20| 50| 18| 12 n;| 5| 3| 2

3) 4)
7; | 2502 ] 2804 2903 [ 3028 2:]10,1]0,5]0,6[0,8
n;| 8| 30| 60] 2 n;| 5] 15] 20] 10
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5 6
) z; [ 12501275 1280 [ 1300 ) 2:]0,110,5]0,7]0,9

n;| 20| 25| 50 5 n;| 6| 12 1] 1
XIV.4. 3a posnogiiom BubipKu moOyIyBaTH eMIipuIHy (PYyHKINIO Ta TiCTO-

rpaMy pPO3IMOILTy
1)

[; Tig1) | [10;20) | [2030) | [30;40) | [40;50) | [50;60) | [60;70) | [70;80)
n; 1 2 7 18 12 8 2

2)

[i; Tig1) | [18;20) | [20522) | [22;24) | [24526) | [26;28) | [28;30) | [30;32) | [32;34)
n; 4 3 3 2 4 7 12 5

XIV.5. Piyaun npuGyTOK COPOKa MiAIPUEMCTB CTAHOBUTH 17, 21, 8, 20, 23,
18, 22,20, 17, 12, 20, 11, 9, 19, 20, 9, 19, 17, 21, 13, 17, 22, 22, 10, 20, 20, 15,
19, 20, 20, 13, 21, 21, 9, 14, 11, 19, 18, 23, 19 Tuc. rpa. O64ucauTu cepenHin
npubyTOK 1 aucmepcito: 1) misg HE3rpyHOBaHOI BUOIPKHU; 2) Mg 3UPYNOBAHOL
BUOIPKY 3 MOBXKUHOIO iHTEpBAILy h = 2.

XIV.6. 3uanTu BUOIPKOBE CepeIHE Ta HE3MIIIEHY OLIHKY AUCIEpCii 3a BU-
6ipkoro 69, 73, 70, 68, 61, 73, 70, 72, 67, 70, 66, 70, 76, 68, 71, 71, 68, 70, 64,
65, 72, 70, 70, 69, 66, 70, 77, 69, 71, 74, 72, ,72, 72, 68, 70, 67, 72, 69, 66, 75,
76, 69, 71, 67, 70, 73, 71, 74, monepeaHbO 3TPYIIYBABIIHN ii.

XIV.7. BuszHauutu BuOIPKOBE CepemHeE, AUCHEPCiio, KoedillieHT acuMeTpil
Ta excuec. [lobyayBaTu ricrorpamy Ta eMHipuyHy (YHKINO PO3IOILTY

1)

[i;@iq1) | [61;65) | [65569) | [69;73) | [73;77) | [77;81)

n; 1 4 5 8 14

[ 2i41) | [81;85) | [85:89) | [89;93) | [93;97) | [97;101)

n; 9 6 1 1 1

2)
[@i;@ip1) | [49;52) | [52;55) | [55;58) | [58;61) | [61;64) | [64;67) | [67;70)
n; 3 6 11 19 30 21 10
XIV.8. X — KUIBKICTH yrofn, ykjaameHuX Ha (GOHIOBIN OipxKi IPOTATCOM

KBapTaIy, N — KLIbKICTH Takux 6ipxk. BusHauuTu BubipKOBe cepenHe, MemTi-
aHy, MOy, TUCIEPCIIO, CepeNHE KBAIPATUIHE BlIXIICHHA, KOe(DIIleHT Bapia-
I1il, MOYATKOBI Ta IEHTPAJbHI MOMEHTH 10 YeTBEPTOIO NOPATKY, KOeDIIieHT
acumeTpii Ta exciec. Ilo6yayBaTu MOJITOH YACTOT Ta EMIIPUIHY (PYHKIIIO
po3noaity O6ipxK 3a KITBKICTIO yIOJ

T; 0| 1| 2| 3| 4| 5|6|7({8]9]|10
n; | 1469773342310 |6|3 |4 2

[\
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X1IV.9. Posnomin miAupueMIIiB 33 CEPETHbOMICAIHIM TOXOIOM 3a1aHO Tab-

JIATIETO.

[i5@i41) | [0;500) | [50051000) | [1000;1500) | [1500;2000 | [2000;2500) | [2500;3000)
n; 58 96 239 328 147 132

Busuauutu BubipkoBe cepenne, MeIiany, MOy, TUCIEPCIIO, CepeTHe KBa-

IpATUYHE BlIXWICHHS, KOe(DIieHT Bapiallil, TOYATKOBI Ta IEHTPAJbHI MO-
MEHTH IO JIEeTBEPTOrO MOPAIKY, KoedimieHT acuMeTpil Ta excuec. [1o6ymy-
BATU IiCTOTPAMY, €MIIPUIHY (PYHKINIO PO3IOTITY.
X1IV.10. 3uanTu iHTepBa JOBipHU A4 OLIHKK 3 HaginHicTio 0,99 HEBl1OMOIO
MaTeMaTUIHOT'O CIIOTIBAHHA @ HOPMAaIbHO PO3MOILICHOI O3HAKU X TeHepaIb-
HOl CYKYIIHOCTI, AKIIIO BiIOMI TeHepaJbHe cepeqHe KBAaAPATUYIHE BlIXUICHHS
0, BUOIPDKOBE CepemHe T 1 06’eM BUOIPKHA Nn:

1) 0 =4; 7, =10,2; n = 16; 2) 0 =5; T, = 16,8; n = 25.

XIV.11. 3 Beaukoi mapTii eaekTpoaamn 3pobuan Bubipky y 100 gamm. Ce-
penuin dac ropigasa nux jgami cragosus 1000 rox. BusnaduTu 3 maginHicTIO
0,95 inTepBaI IOBIPU I CEPEIHBOIO Yacy TOPIHHA JaMI B yCI TapTil, AK-
IO CepeIHe KBAIPATUYIHE BlIXWICHHA dacy ropinasa Jamnu o = 40 rox, 1 4ac
COPIHHSA JAMII PO3IOIIIEHUN 38 HOPMAJIBLHUM 3aKOHOM.
XIV.12. BusaynTu MiHIMAJILHAN OOCAT BUOIPKY, 3a AKUM 3 HAIIMHICTIO 7Y
TOYHICTh OIIHKU MAaTEeMaTUIHOI'O CHOJIBAHHA G TeHEPAJTbHOI CYKYITHOCTI 34
BUOIPKOBOIO CEPENHLOI0 CTAHOBUTL A, AKIIO BiZOME CEpPeIHE KBAIPATUIHE
BIIXWJIEHHA 0 HOPMAJIBbHO PO3MOJALIEHOI IM'eHePATbHOI CYKYIIHOCTI:

1) vy=10,975, A=0,3, 0 =1,2; 2)v=0,925, A=0,2, 0 =1,5.
XIV.13. 3 remepaibHOl CYKyIHOCTI 3pOOJEHO BUGIPKY. SHAUTH iHTEPBAJ
noBipu 3 HaginHicTIO 0,95 118 MATEMATUIHOIO CIIOJIBAHHSA (, HOPMAJILHO PO3-
IIOJLJIEHOL O3HAKM T'eHEePAJIbHOI CYKYIHOCTI

1)
2| —2[1]2[3]4][5
n;| 2|1l2[2]2[1

2)
7:]-0,5]—0,4]—0,2]0]0,2]0,6[0,8[1]1,2]1,5
n; 1 2 1] 1] 1] 1[1] 2| 1

XIV.14. VY pesyabTaTi TOCTIIKEHHA CTAXy poOOTH CHIBPOOITHUKIB IIifi-

MIPUEMCTBA OTPUMATIN TaKl MaHi

Crax (poku) |2-6 | 6-10 | 10-14 | 14-18 | 18-22| 22-26 | 26-30
KinpkicTs 1 2 6 33 12 9 3

[ToGyayBaTu ricTorpamy Ta eMIipuyHy (PYHKINO PO3MOILTY. SHAUTH:

a) cepeHin cTax po6OTH 1 CepeHe KBAIPATUIHE Bl IXUICHHST;

6) iaTepBaa g0Bipu, B AkoMy 3 HazgiuicTio 0,9975 MicTUTBHCA cepenHin
cTax poboTu poOITHUKIB.
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B) iHTepBa1 AOBipH, B AKOMY 3 HajiuHicTIO 0,95 MiCTUTBCA AUCIEDCiA
cTaxy pobOTU POGITHUKIB, AKIIO CTAXK MA€ HOPMAJILHUM PO3IMOILI.
XIV.15. 3a BubGipkow 006CATOM N 3 HOPMAJIBLHO PO3MOILICHOI TeHepaIb-
HOI CYKYITHOCTI 3HAUJEHO BUIIPABJICHE CEPEIHE KBAIPATUIHE BiIXUICHHA S.
SHaUTH iHTEpBaJI AOBipu, B akoMmy 3 HaginHicTio 0,999 MiCTHTBCA cepemHe
KBaAPATUIHE BIIXWICHHA 0 TeHEPAIbHOI CYKYITHOCTI, AKIIO:

1)n=10, s=25,1; 2) n=>50, s=14.

XIV.16. Piuaum goxig 12 ¢gepmepiB panony craxosus 4,6, 6,1, 10,3, 9,8,
6,7, 12,3, 14,5, 8,7, 9,0, 7,3, 8,8 Ta 11,2 Tuc. rpu. Bpaxaiouu, mo 1oximg pos-
MOLICHUH 38 HOPMAJIbLHUM 3aKOHOM, 3 HamiuHicTio 0,99 BusHAYUTH iIHTEpBAI
MOBIPU MJIA T'eHEePAJbHOl JUCIEPCii.

XIV.17. Ilig gac mCUXOJOTIYHUX MOCTIMKEeHbL HA BUOIPI 3 52 YOJOBIK 3a

onuryBaabHuKOM Kerrena (dpakrop O) ogepxanu Taki 3HAUEHHs CTEHIB:
6 7444544635444 764554446323

4444364754745642453463458¢64

3a MM [TaHuME 00y IYBATH TOMITOH YaCTOT, EMIIPUIHY (PYHKIIIO PO3-
moainy. BusmaduTu Momy, MemiaHy Ta KBapTWII BaplallilHOrO pALy. JHau-
T HE3MIIEH] OMIHKN MAaTeMaTHIHOT'O CIOMIBAHHSI, TUCIEPCIl Ta BUIPaBJIe-
HEe CepeIHbOKBAIPATUYIHE BlIXUICHHA TOCTIIXKYBAHOI BUMIA TKOBO1 BEJUYINHU.
Busnauntu 3 maginaicTio 0,95 inTepBai I0BIpU IS MATEMATUIHOTO CIIOMIi-
BaHHA.

XIV.18. V gmocrini 3 BEUBYEHHA AMILIITYIHO-4aCTOTHOI XapaKTEPUCTUKU
yCTaTeHNX KOIUBAHB PYKHU JIOAUHA-OIIEPATOPA OJePKATN TaKl 3HAUYEHHA aM-
nmTyx (y Mm)

64 72 60 67 63 65 60 75 51 80 65 62 73 62 71 63 75 66 67 61

55 56 64 61 65 69 65 68 58 62 52 68 72 63 66 62 70 64 71 57

67 60 68 60 60 58 57 60 64 59 64 65 60 59 60 68 66 53 73 63

58 62 63 55 61 45 46 64 72 70 70 63 63 62 62 68 63 67 62 62

69 71 58 60 64 70 73 52 59 54 64 65 70 65 58 52 66 58 66 72

56 55 60 54 59 71 63 55 55 58 66 62 82 54 74 58 71 65 62 65

55 62 75 62 70 64 63 65 70 65 56 58 56 65 62 73 66 55 68 62

62 60 63 68 64 60 71 61 62 55 51 44 73 52 66 60 67 57 62 62

62 60 57 60 58 62 58 52 62 61 61 67 60 53 50 49 59 48 52 54

42 57 51 66 51 56 55 56 54 53 41 55 54 58 51 58 62 62 51 62

3a IUMHU JaHUMHU MOO0YIYBATH TiCTOrPAMy PO3MOALITY, eMIIPUYIHY (PYHK-
wiro posnoginy. BusnavuuTn Meniany Ta KBApTUI iIHTEPBAIBHOIO BapiaminHO-
o pALy. 3HAUTU HE3MIIIeHI OIiHKM MaTeMaTUIHOT'O CIOMIBAHHSA, TUCIIEPCil
Ta BUIIPABJICHE CEPETHHOKBAAPATUYHE BiIXUICHHSI MOCTIIXKYBAHOI BUIAIKO-
BOl BeimunHM. BuszaduTu 3 HagingicTio 0,95 iHTepBaX IOBipHU IAA MaTeMa-
TUYHOT'O CIIOAIBAHHA Ta AUCIEPCii.

XIV.19. [laa mocaimXeHHs TOXOIB HACETEHHS BEIUMKOrO MicTa BigibpaHo
1000 cimenr. OTpUMAHO TAKUE PO3MOLLI CIMEN 32 MICSAIHIM J0X040M (y TDH.)
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< 500|500 — 1000 | 1000 — 1500 | 1500 — 2000 | 2000 — 2500 | > 2500
58 96 239 328 147 132

1) BU3HAYMTHU UMOBIPHICTH TOrO, IO CepeAHIN MiCAYHUN AOXin ciM'i y MicTi
BIIPIBHAETHCA 33 MOIYJIEM Bl BHOIPKOBOT'O CEPENHBLOT'O He OLIbIIe, HiXK Ha
45 rpH.; 2) BU3HAYATH MeXi, B AKUX 3 HagiuHicTIO 0,99 MiCTUTBHCA cepenHin
MICAYHUE JOXIJ CIMEM MiCTa; AKUM MOBUHEH OyTu 00cAr BuOIpKM, 00 IIi
Mexi rapaaTysaTu 3 Haginaictio 0,99737 3) BU3HAUMTH WMOBIPHICTH TOTO,
o YacTKa Maxo3abesmedeHux ciMen y wicti (1o 500 rpH.) BigpisHAETHCS
3a MOJAYJIEM Bifl YaCTKM TAKUX CAMUX CiMen y BUOIpIN He OLIbINE, HiXK HA
1%; 4) BusnavuTu Mexi, B axux 3 HaginaicTio 0,98 mepebyBae YacTKa Ma-
Ja03a6e3nevdeHnx CiMen; AKUM [MOBHHEH OyTu 0o6cAr Bubipku, mob I Mexi
rapaaTysaTu 3 HaginHicTio 0,99737

XIV.20. [as ranysi, aska ckiaagaerses 3 1200 mignpueMcTs, 3po6JIeHO BU-
MAaIKOBY BHOIPKY, IO MICTUTH 45 migmpumeMcTB. 3a BuUOIPKOIO 3’SICYyBaJOCh,
110 HA HiATIPUEMCTBI B CepeIHbLOMY IpaIloe 77,5 0cib 3 cepeqHiM KBaIpaTU-
gauM Bigxmienusam 20 mpamiBHukiB: 1) xopuctywounck 90% iaTepBagom mpo-
BipU, OLIHUTH KITHKICTH MPAIIBHUKIB HA OJHOMY IiINPUEMCTBI 1 KLIbKICTH
NpPaLiBHUKIB Taty3i; 2) KopucTyoduck 95% iHTepBasoM J0BIpHU, OIIHUTHU JU-
CIEPCio MPALIBHUKIB M INPUEMCTBA ¥ BCIA Talysi.

XIV.21. IlpamiBHuku Bigaily MapKeTUHTY XeAKOi (GipMu, OIIHIOIOYHN MTOIH-
¢opMoOBaHicTL TPO ii TPOAYKIIO, OMUTAIM HA KOXHIM 3 II'ATH BYJUIb IO
40 oci6. KimpkicTb 0c€i6, 3HANOMUX 3 HPOAYKIH€H (hipMu, BUABIIACH Bij-
nosigro 20, 10, 30, 10 Ta 15 oci6: 1) MeToZaMM MOMEHTIB 1 MaKCHMAIbLHOL
IPaBAOMOAIOHOCTI OLIHNTY, HACKIIBEKY BigoMa npoaykuis dgipmu; 2) molyay-
Batu 90% Ta 95% iHTepBaIM MOBipU MIA PIBHA IHGOPMOBAHOCTI PO MPOIY-
Kiio ¢ipmu; 3) kopucTyounck 95% iHTepBasoM IOBIpH, OIIHATH KiTbKICTH
JI0MeN, AKI 3HAIOTh IpoayKiio ¢gipMu cepen 2000 KuTeldiB KBaApTALY.
XIV.22. Cepen 200 mpaniBHMKiB GaHKy BUOAIKOBO BuOpatu 20 oci6. Ix
cepeaHa Mica4Ha 3apmiaTa craHoBuTh 600 rpH., a il cepeqHe KBaIpaTUIHE
Bigxmrenns — 100 rpu. BBaxaroun, 1m0 3apobiTHA mIaTa PO3MOALIEHA HOP-
MaJIbHO, 3 HaginHicTIO 0,95 OIIHUTH CepemHIo 3apILIaTy MPAIBHUKIB OAHKY
Ta GOHI 3ap0oOITHOI mIaTH OAHKY.

XIV.23. 3 naprii, mo ckaagaerses 3 8000 TeneBizopiB, BUIIA IKOBO Bigibpasu
800. Cepen mux 10% BUABWINCL HEAKICHUMU. BU3HAYUTH MeXi, y AKX 3
iMoBipHIcTIO 0,95 MICTUTBCA YacTKa AKICHUX TeJEBi30PiB.

XIV.24. 3a pesyapraramm COLIOJOriYHOrO onurTyBauHs cepen 1500 pec-
[OHJEHTIB PEUTUHT MIiCHKOro rojosu cranosusB 30%. Busmauntm mexi, y
AKuX 3 HaAInHICTIO 0,95 MICTUTBCSA PEUTUHT MiCHKOro rojoBu. CKilbKu pec-
IIOHAEHTIB MOTPIOHO OMUTATH, OO IOMUIKA COLUIOJOTIYHOIO ONUTYBAHHA HE
nepesuityBaia 1% 3 maginmictio 0,997

XIV.25. IlpoBogaTs He3ajexHi BUMPOOyBaHHS 3a cxeMoio bepuymt. Bu-
3HaYUTH 3 HaginHicTio 0,95 iHTepBal NOBIpK MJIA OIIHKKM UMOBIPHOCTI IIOABU
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mojii B OHOMY eKcrepuMeHTi, AKIo B 60 BUIPOOYBAHHAX MO 3 SIBIIACH
15 pasis.
62. IlepeBipKa CTaTHCTUYHUX TillOTE3

CTaTUCTUYHUMU TilIOTE3aMU HA3UBAIOTh MPUILYIIEHHS PO BUIVIAJ HEBIJOMOI'O PO3-
oAty abo Ipo mapamMeTpHu BiJOMUX PO3IOILIIB.

Ilopsan 3 ocHOBHOIO rinoTe3o010 Hy, AKY Ha3WBAIOThb HYJIbOBOI, PO3IVIALAIOTH ONHY 3
aIbTEePHATUBHUX (KOHKYDEHTHHUX) rimore3 Hi. Bubip KOHKypeHTHOI rimoresu Bu3HaYa-
€ThCS KOHKpeTHUM (hOpMyJIIOBaHHAM 3anadi. IIpaBuio, 3a AKUM BUPILNIYIOTH [MPUNHATH
ab0 BIAXWINTH rinoTe3dy H(, HaA3MBalOTh CTATUCTUYHAM KPUTEPIEM.

PosrusaeMo 1Bi reHepaldbHi CYKYyIMHOCTI, AKI MalOTh HOPMAIbHUU po3noaia. Bubipku
3 HUX TO3HAYMMO BiATOBiAHO X =(X1,X2,....,Xn;) Ta Y=(¥1,Y2,...,Ys,).

1°. Ilopienanmnsa deox ducnepcili HOPMAALHUT 2enepasbHrur cyxynuocmet. Hexan
3a He3aJeXXHUMM BUOIpKaMU, 06’€MHU AKUX ni 1 na, B3ATUMU 3 HOPMAJIbHUX IeHePAIbHUX
CYKYTIHOCTeN, 3HaleHl BUMpaBieHi BuGipKoBi aucnepcii. [Ipm piBHI 3HAYyIOCTI o MOT-
pi6HO TepeBipUTHU HYJBOBY TillOTE3y PO PIBHICTL TeHepalbHUX Aucnepciu Ho: DX=DY.

2
Kpurepiem nepeBipku HyJIHOBOI T'IIOTE3M € CTATUCTUKA FeMn:z—é, AKa MPU MPABUIBHOCTI
OCHOBHOI rinore3u Hy mae posnomia PDimepa 3 ky=ni—11 ko=no—1 CTYIEHSIMU BLIBHOCTI.
TyT k1 — KIIBbKICTH CTYIIEHIB BIILHOCTI BUOIPKH, AKa Ma€ OIIBIILY BUIpPABIEHY NUCIEPCIIO.
KpuTrnyHi TOYKN 3HAXOAATH 3AJ€KHO Bl BUIVIALY KOHKYPEHTHOI I'IIOTe3N.

Hi: 6iJbIIy AUCIepCilo Mae CyKyNHICTb, BUGIpKa 3 AKOI Mae 6ilbllle 3HaYeHHA s2.

3 Tabauip posmogiry Pimepa 3HaXOLUMO KPUTHYHY TOUKY Fyp=F(o,k1,k2). k-
MO Feyn<Fyxp, TO HYJIBbOBY TiIOTe3y npnﬁMaIOTb, AKIMO Foyn>Fyxp — HYJIBOBY rilloTesy
BiaKufaoTh (IpUMMalOTh albTepPHATUBHY rimoTesy Hi).

Hy:DX#DY.

Y uboMy BUIAIKY FKP:F(%,kl,kz). Axmio Feyn <Fyp, TO Ho IpUAMaIOTh, AKIIO XK
Fesn>Fyp — Ho BigkugaoTh (T06TO NpUUMaioTh Ho).

2°. [Topi8HAHKA D80T CEPEIHIT HOPMAALHUT 2EHEPAALHUT CYKYNHOCMEND NPU 8100 MUT
Jucnepciaz (seaurt neszaaescni subipru). Hexall 3a Hezale:KHUME BUGIpKaMuU, 06’ €My AKAX
n1 1 ng, B3ATAMHE 3 HOPMaJbHUX He3aJeXKHUX CyKyITHOCTel, 3HalJeHo BUGIPKOBI cepelHi T 1
y. BBaxkaeTncs, mo resepadbii guctepcii DX i DY Bigomi. IIpu piBHI 3Ha4yII0CTi o Tpeba
IepeBIpUTH HYJIbOBY rinmore3dy Ho: M X=MY 1po piBHICTH MaTeMaTUIHUX CIOIBaHb I[UX
reHepaJbHUX CYKYIHOCTEH.

Kpurepiem mepeBipKu HyJbOBOI IIIOTE3U CIYTy€e BeJIUINHA

AKa 3a YMOBH IIPAaBUILHOCTI OCHOBHOI I'IIOTe3W Ma€ CTaHJapTHUA HOPMaJdbHUE PO3IOLI.
KpurndHi TOYKM HIyKalOTh 3aJeKHO Bl BUMNIALY KOHKYPEHTHOI I'IIOTE3N.
Hi: MX#MY .
B z S (Zp)=52. Ti
HBOMY BUNAAKY KPUTHIHY TOUKY Zy, UIYKAEMO 3 YMOBHU P(Zy,)= 5 limoresy
Hy NpUUMAIOTh, AKIIO |Zewn|<Zxp, | BIAXWIAIOTH B IHIIOMY BHIALKY.
Ho: MX>MY .
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Kpuruyny To4uky Zy, HIyKaeMo 3 YMOBU P(Zyp)= 5 - Tinoresy Hy npuuMaioTh,
AKMO Zeyn<Zxp, 1 BIIXWIAIOTEH B 1HIIOMY BHIAIKY.

Hz: MX<MY .

Kputudny Toduky Z, HIyKaeMo 3 yMOBH @(ZKP):I_;O‘. linoTesy H, mNpuuMaioTh,

AKIO Zeyn >—Zyp, 1 BIIXWIAIOTH B IHIIOMY BHHAIKY.

3°. Ilopienanna 080T cepednis HOPMAAbHUT 2eHEPasbHUT cyrkynuocmed, ducnepcii
ARuT Hestdomi G odnarosi (maai nezaaescni subipwu). Hexall 3a HesaleXKHUMU BUOGIpKa-
MU, 06’eMU AKX m1 1 no, B3ATUMEU 3 HOPMAJIbHUX HE3aMeKHUX CYKYTHOCTEW, 3HAUIEHO
BUGIPKOBI cepenHi T i ¥ Ta BulpaBleHi Bubipkosi aucnepcii s%, s2. [enepanbhi aucoepcii
HEBIJIOMI, ajle BBa)KA€ThCs, 110 BOHU piBHI. [lpm piBHI 3HadymocTi o« Tpeba mnepeBipuTU

HyJbOBY rinmotedy Ho:MX=MY . SIk KpuTepill NepeBipKH HYJbOBOI TiIIOTE3W PO3IVIALa-

T T—7 nins(ni+ns—2)
VDR a5y VO mme

Y
SIKa 33 YMOBM IPaBWIBHOCTI HYJBHOBOI rimoresn Mae posnonint CTeogeHTa 3 k=nq+no—2

€THhCA BeJIMIYMHaA

CTYIEeHAMHI BUIbHOCTI. KpuTndny 06JacTh IIYKAEMO 3aJeXXKHO Bl BUTVIALY KOHKYPEHTHOI
TiIOTe3H.

Hy: MX#MY.

3 Tabauil KPUTHUIHUX TOYOK po3smnoniny CTbIoZeHTa IIYKAEMO tnp«p(o,k). SKIimo
| Torerr | <tgs.xp (c,k), TO HyIbOBY rinoresy H, NpuiMaioTh. B iHmIOMYy BHIaJKy NPUIMAlOTh
albTepPHATUBHY TiIOTE3Y.

Ho: MX>MY .

3 Tabauii KPUTHUYIHUX TOYOK pos3noiiry CThIoLeHTa 3HaXOIUMO tnp.«p(a,k). Slkimo
Teran <tup.xp(c,k), TO HYJIBOBY IiIIOTE3y NPUUMAEMO, IHAKIIE NPUUMAEMO albTepPHATUBHY
rirmoresy.

Hs: MX<MY.

AKMO Tern>—tup.xp(a,k), TO HyIbOBY IiIOTE3y HPUIUMAEMO, IHAKIIE IPUUMAEMO AJlb-
TepHATUBHY TINIOTE3Y.

4°. Kpumepwi Ilipcona. [lis cTATUCTUYHOI IEPEBIPKU TiIOTE3U MPO Te, IO I'eHe-
pajdbHa CYKYHHICTh Mae GYHKIIIO posmoginy F(z), 9acTO BUKOPUCTOBYIOTH KpUTepinl x>

Tlipcona. BubipkoBe 3Ha¥YeHHS CTATUCTUKHA KPUTePilo x> 06YUCTIOEThCA 3a (POPMYJIO0

k

(ni—np;)*
npi

Slkmo mpaBuiAbHA HyJdLOBa TimoTesa Hy, TO MPU n—oo BUMANKOBA BeIMIMHA X2,
36iraeThca 0 PO3MOJITY x> 3 k—1 CTYIeHAMM BirbHOCTi. SIKIIO 3a BUGIpKOIO ITYKalOTh
OLIIHKM HEeBIOMHUX IapaMmeTpiB ¢yHKIIl po3noniny F(z), TO KIIbKICTb CTYIEHIB CBOOOAMN
m=k—1—s, ie s — KUIbKICTb ITapaMeTpiB, AKl OIIHIOIOTH 3a BUOGIPKOIO.

Ilpu 3agaHOMy PiBHI 3HAIYIIOCT] « 1 KIIBKOCTI CTYII€HIB BIIBHOCTI m=k—s—1 3 Tab-
JMIb KPUTUYHUX TOYOK POBMOJLLY X° 3HAXOAATH KPUTUYHY TOHUKY Xip(a,m). Axino

szn<Xip) To rinoresy H, NpUIMaEMO, iHAKIIIe TPUUMAEMO ATbTEPHATUBHY TiOTE3Y.

XIV.26. 3a gBoMma He3amexHUMU BubOipKaMu, 00’eMu Sxkux Ny = 9, ny = 16,
AKI 3pO0JEHO 3 HOPMAJBHUX IeHepaIbHUX CyKymHocTern X Ta Y, 3HAlIeHO
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BUNpaBIeHl BUOIPKOBI fucmepcii S7 = 34,02; S? = 12,15. Ilpu pismi 3Ha-
aymocTi a = 0,01 mepeBipuTH HyJbOBY IIOTE3Y IPO PIBHICTH MeHEPAIBLHIX
JQUCTIEPCiN, IpU KOHKypeHTHin rinoresi K : DX > DY.

XIV.27. 3a gBoMa He3ae:KHUME BubipKaMmu, 06’emu akux ny = 14, ny = 10,
AKI 3pO0JEHO 3 HOPMAJBHUX IeHepaIbHUX CyKymHocTen X Ta Y, 3HaAlIeHO
BUNpaBIeHl BUGIPKOBI aucmepcii S2 = 0,84; S7 = 2,52. Ilpu pisui 3Ha-
aymocTi @ = 0,1 mepeBipuTH HYJILOBY IiNOTE3y MPO PIBHICTH NeHEPAJILHIX
IUCIepCil, Tpu KOHKypeHTHin rinoresi Hy : DX # DY.

XIV.28. Buumipoioun Ty camMy BEJIUIHHY ABOMA METOJIAaMU, OXE€PXKAIMA TaKi
pe3yabTaTn:

Ty = 9,6, T2 = 10,0, xr3 = 9,8, T4 = 10,2, Tr5 = 10,6;

Y1 = 10,4, Y2 = 9,7, ys = 10,0, y4 = 10, 3.

Yu moxua nmpu piBHi 3Ha4dymocTi 0,1 BBaxaTu, o o6uIBa METOIU Ma-
I0Th OJHAKOBY TOYHICTH, SKIIO PE3yJbTaTU 000X BUMIPIOBAHb PO3IOILIEHI
HOPMAJIBHO 1 BUOIPKYU HE3AMeXKHI?

XIV.29. [l mOpiBHAHHSA TOYHOCTI NBOX BEPCTATIB-aBTOMATIB B3ATO OBI
BUOIPKU

|4:]1,08]1,10[1,12]1,14[1,15]1,25[1,36]1,38[1,40]1,42]

lys[1,11]1,12]1,18]1,22]1,33]1,35]1,36]1,38]

[Ipu pisHi 3HagymocTi a = 0,1 mepeBipuTH rinoTe3y mpo Te, IO Bep-
CTaTH MAIOTh OJHAKOBY TOYHICTD, IPU KOHKYPEHTHIN TiNoTe3l, Mo TOYHICTD
HEOJTHAKOBA.

XIV.30. 3a gBoMma He3ajgexHuMHU BuOipkamu, 06’emu axux n = 45, m = 60,
AK1 3pO6JIEHO 3 HOPMAJILHUX IeHEPAIbHUX CYKYIHOCTEH, 3HAUJEHO BUOIPKO-
Bl cepenni T = 150, ¥ = 160. Bimomi remepaasui gucmepcii DX = 90,
DY = 120. ITorpi6uo npu pieHi 3uagymocTi @ = 0,01 mepeBipuTu HYJIHLOBY
rimoTe3y npu KoHKypenTHin Hy : M X # MY.

XIV.31. 3a gBoMa He3aJeKHUMU MAIuMKU BUOIipKamMu, 00’€MU AKUX N =
=12, m = 18, 3pobieHNME 3 HOPMAJbHUX I'€HEPAIbHUX CyKymHOcTenm X i
Y, suangeno BubipkoBi cepenni T = 31,2, ¥ = 29,2 i BunmpasJeni qucrnepcii
s3 =0,84; s2- = 0,4. Ilpu pieui 3ragymocTi o = 0,05 nepeBipuTH HYJILOBY
rimoresy Ho: MX = MY upm kouxypeutnin Hy : MX # MY.

XIV.32. Ilpu piBui 3uauymocti a = 0,05 mepeBipuTu HYJILOBY TiIOTE3y
[IPO PIBHICTH I'€HEPAIbLHUX CEPeIHIX HOpMaIbHUX CyKymHocTen X i Y mpwm
KOHKypeHTHil rinore3i Hy : MX > MY 3a rakumu Bubipkamu
x;(12,3|12,5(12,8/13,0|13,5 v:112,2|12,3|13,0

XIV.33. Ulogenuunn BuTopr (y TUC. TPH.) OBOX Maras3wuHiB GpipMU HABEIEHO
B TaOJUIAX
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[Mepunn marasus  [Ipyrun Marasus
x;|3,4(3,5(3,7(3,9 vi|3,2(3,4(3,6
ni| 2| 3| 4| 1 n;| 2| 2| 8

Yu MoxHaA cTBep KyBaTH 3 piBHeM 3Ha4yIocTi 0,02, mo ix cepaHi mo-
JEHHI BUTOPTU PiBHI.
X1IV.34. Buxopucrosyoun kpurepiu I[lipcona mpu pisui 3uaaymocti 0,05,
[EPEBIPUTH, YU Y3TOMKYETHCA TIIOTE3a PO PIBHOUMOBIDHMU PO3IMIOILI Ie-
HEPATBbHOI CYKYIMHOCTI X 3 3aJaHUM eMITIPUIHUM PO3IIOIiI0M

1) 2)
ai[1]2]3[4[5]6[7[8] "[w[1] 23 [4][5]6][7][8

n; 242513 |8(15{10(9 |8 n; [98]113|116 |87 (91 |112|97|86

XIV.35. OnepaTop, 34UTyOYN IOKA3HUKY BUMiPIOBAJBLHOIO IPUIALY, TECS-
Tl YaCTKU MOIIKK 3YUTY€ HABMAHHA. Y TaO/IUI HABEIEHO KLIBKICTH Iudp,
SIK1 3aMIACAHO OMEPATOPOM SK AECATI YACTKU. 1 y3roMKyHOTHCA Il TaHl IPU
piBHi 3uaymocTi 0,01 3 TimoTe3010 Mo Te, MO KOXHA NUppa MOXKe 3’ IBUTUCT
3 OIHAKOBOIO MMOBIPHITIO?

Huppa |0 |1 |(2[3|4|5]|6|7|8|9
Ti moasm | 35|16 15|17 |17 (19|11 |16 |30 |24

XIV.36. Y koxny 3i 100 mimenen 3pobaeno mo 10 mocrpinis. PesyabraTn
CcTPLTEOM HaBeAEeHO B TAOJMIT

KinpkicTe momagaus (0|12 3 |4 |5 (6|7 |8{9]|10
KinekicTs mimenen |02 (4 (10(22[26[18[12(4(2| 0

Yu y3roaKyoThCA 1Ii JaHi 3 MNOTe3010 PO OIHOMHUU 3aKOH PO3IOILLY
npu piBHi 3HavymocTi 0,017
XIV.37. [lani mpo KiIbKiCTh KBITOK Ha KOXHiX 3 200 pOCIUH HABEIEHO B
TabJInIIl
KimbkicTe xBiTOK 34| 5 |6 | 7 |8 |9 [10|11|12]13|14|15
KinpkicTs pocaun |5 (2101920 (48 (2725|2311 5 |6 | 5

Yu y3romXymoThCs 11l JaHi 3 TIMOTE3010 IPO PO3MOIiT 3a 3akoHoM Ily-
accona 3 mapaMeTpoM A = 9 mpu piemi suaaymocTti 0,017
XIV.38. IlpoTsarom piBHUX MPOMIKKIB 9aCy B TOHKOMY IIapi PO3UUHY 30-
JIOTA PEECTPYBATIHN KLTBKICTh JACTUHOK 30JI0Ta, AKI IOTPANWINA B IOJE 30Dy
Mikpockomna. Pe3yabTaTu cnocTepekeHb HaBeIeHO B TAOIUII
KinpkicTe wacTunok | 0 1 2 131415|6|7
KinpkicTs mpomixkkis | 112 (168|130 (68 32|51 1

[IepeBipuTu npu piBHi 3Ha4ymocTi 0,05 rinoTe3y Ipo poO3MOILI KITHKOC-
Tl JaCTUHOK 3a 3axoHOM IlyaccoHa.
XIV.39. Yu y3romxyoThbea npu piBHi 3HauymocTi 0,05 HaBegeHi B TabaUIL
Pe3yabTaTU CIOCTEPEXEHb 33 CePEeIHbOI0 TeMIEPATyPOI0 ¥ MICTI B KBITHI
npoTrarom 100 pokiB 3 rinoTe30 IpO HOPMAILHUN 3AKOH PO3MOILTY Cepel-
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HBOMICATHOI TeMIepaTypu y KBITHI?

T°C| <125 |[[12,513,0) | [13,0;13,5) | [13,5;14,0 | [14,0;14,5)
n; 10 12 9 10 19

T°C | [14,5;15,0) | [15,0;15,5) | [15,5;16,0) | [16,0;16,5) | >16.,5
n; 10 9 6 7 8

X1IV.40. Bukopucrosytouu kpurepin Ilipcona mpu pieui 3uagymocti 0,05,
[EPEBIPUTH, YU y3TOIKYETHCA IIOTE3a IPO HOPMAJLHUHN 3aKOH PO3IOILIY
reHepaabHOl CyKynHOCTI X 3 33JaHUM €MIIPUYHUM PO3MOILIOM

a) 0) B)

[@3;2i41) | N [@i;Tip1) | 14 (@35 2i41] | i
10; 30) 2 [9;19) 8 (—30; —20] | 20
30;50) | 4 19; 29) (—20; —10] [ 47
50;70) | 6 29:39) |16 (—10;0] |80
70;90) |10 39;49) |35 (0;10) |98

[90;110) |18 49;59) |15 (10;20] |40

110;130) [ 20 59:69) | 8 (20;30] |16

130;150) [ 16 69;79) | 6 (30; 40 8

150;170) | 11 79:89) | 5

170;190)| 7

190;210)| 5

[210;230) | 1

XIV.41. Ym y3romxymoThbcsa npu piBHi 3HauymocTi 0,05 3 rimoTe3own mpo
HOPMAJILHUU 3aKOH PO3MOALTY NaHi IPO MaCy HOBOHAPOIXKEHUX Y MOJOTOBOMY

Oy JUHKY !
Maca, Kr | [2,0;2,6) | [2,6;3,2) | [3,2;3,8) | [3,8;4,4) | [4,4;5,0) | [5,0;5,6) | [5,6;6,2)
KinbkicTs 5 8 35 43 22 15 2

X1IV.42. [ani npo 3MiHy KLIBKOCTI BUPOOJIEHUX JeTajell Ha OJHOrO poObiT-
HUKA B MOTOYHOMY DOIIl MOPIBHAHO 3 IONEPEIHIM HAaBEIEHO B TaOJIUII
3MiHa K-CTi JAeT. |[2,0;2,6) | [2,6;3,2) | [3,2;3,8) | [3,8:4,4) | [4,4;5,0) | [5,0;5,6) | [5,6;6,2)
K-cTp pobiTHUKIB 5 8 35 43 22 15 2
[lepesipuTu rinoTesy npo HOPMAJLHIN XapaKTED PO3MOALTY miel 3MiHU.
XIV.43. 3a Bubipkorw 3 mpukaany XIV.18 mepeBipuTu rimoTesy mpo HOP-
MaJIbHUHI XapaKTep PO3MOALIYy MeHepaIbHOlI CYKYITHOCTI.

¢3. JlimiiHa perpecis Ta KOpeJsallisa
Posrusimemo aBi BumakoBi BeauduHu X Ta Y. 3alekHICTh

Y,=f(x),
AKa BUpaKa€ yYMOBHE CepelHe BeIWYMHU Y AK (PYHKIHO Bl 3HaYeHb BeJUIUHU X, HA3U-
BAIOTh 8UOIPKOBUM PIBHANHAM peapecti Y Ha X.

BubipkoBe piBHAHHSA IpsAMol JiHII perpecii Y Ha X Ma€e BULUIAL

— — g —
Vo =0+rs 5o (2=T),
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le Y, — YMOBHa CepellHA; T, ¥ — BUOIPKOBI cepelHi o3HakK X Ta Y; o, 1 0, — BuUOGIpKOBI

cepe/iHi KBaJApaTUIHI BiIXUIEHHSA, 7, — BUOIPKOBUN KOedII€HT KOpeJIAIil
s m
§:§:zﬁunﬁ—n5§
i=1j=1
"= NO LTy

BubipkoBe piBHAHHSA IpsAMol JiHIl perpecii X Ha Y Ma€e BULUIAL

— o —
Ty=T+7Tp g_r(y_y)'
Y
IlapaMeTpn piBHAHHA KPHWBOJIHINHOI perpecii MoxKHa 3HaUTH MeTONOM HaWMEHIIIX
KBapaTiB abo NMUIAXOM ITlepeTBOpeHHA 3MiHHUX Y Ta X. Hanpukian, perpecis 7,=az’

MoxKe 6yTHU 3BejleHa [0 JdiHiHOI perpecii Iny,=blnz+Inae 3MiHHOI In Y Ha In X.

XIV.44. Hanucatu BubipKOBe PiBHAHHA NPAMOI JiHii perpecii Y na X 3a
IaHUMU

1) 2)
z; [1[3]4]5 z;[2][3]5]6

v 2446 v [3(3[4]7

XIV.45. Y pesyabrari anaxisy pisasa mexanizanii pobit X (%) i nponykru-
BHOCTI npari Y (t/rog) mias 14 mignpueMcTB oTpuMAaIn

x;132130]36[40(41|47|56|54|60|55|61|67|69|76
y:;120(24(28(30(31[33(34|37|38|40|41|43|45|48

[To6yayBaTu piBHAHHA IPAMEX JIHIA PErpeciu.
XIV.46. 3a Bubipkor, 3p06IEHO0 3 TBOBUMIPHOI M'eéHEPAIBHOI CYKYIHOCTI
(X,Y), ckaageHo KOpeasaminHy TaOauiio. SHAUTH BUOIPKOBI DIBHAHHA IPA-
Moi Jisil perpecii Y wa X Ta npsmoi aixii perpecii X #a Y Ta 306pasutu ix
Ha KOOPIUHATHIN ILIOIINHI

1) < 2) v
Y|-1/0]|1]2 X|-1|0(3|6
013|1 02]1
11216 413|5
2 2|61 6 2134
3 219 9 3|5
3) < 4) <
Y |27 |12|17|22]|27 Y |12|22|32 (4252|6272
1102 |4 65 1 10 6 | 2
120 6|2 70 411
130 3 (50| 2 75 2171412
140 1]110| 6 80 1125
150 41713 85 416 1
0(1]|5|8]2
9511|126
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XIV.47. 3a Bubipkoio, 3p06IEHO0 3 TBOBAMIPDHOI HOPMAJIBHOI T'€HEPATBLHOL
cykynuocti (X,Y), cknaneno koperaningy tabaumno. 3HAUTU BUGIPKOBI piB-
HAHHA OpsaMoi Jinil perpecii Y wa X Ta mpsawmoi Jimii perpecii X ma Y Ta

300pa3uTé iX HA KOOPJUHATHIN ILIOINAH]

1) <
Y [5-15]15-25]25-35]35-45 | 45-55 | 5565
1020 5 7
20-30 20 | 23
30-40 30 | 47
40-50 10 | 11 | 20 6
50-60 9 7 3
2) <
Y T0-72]7274]7476]7,6-7.8]7,88,0
215245 5 1
245275 12 8 1
2,75-3,05 5 5
3,05-3,35 1 7
3,35-3,65 12 1
3,65-3,95 1

XIV.48. Posnoain 60 mianpueMcTB XiMITHOI TPOMEICIOBOCTI 3a eHepro3abes-
nevenicTio mpani Y (kBr-rox) i pougosabesnedenictio X (MIH. MDH) 3a1aHUN
Tabauner. 3HauTU BUOIPKOBI PIBHAHHA MpaAMOi JiHii perpecii Y wa X

X

Y [045]459]9-135]13,5-18]18 225
014 | 4 1
1428 4 2
2842 2 8 1
1256 1 20 1
56-7,0 3 3 3
7.0-8.4 1 3

XIV.49. Y Tabnuii HaBeIEHO PE3YIbTATU CIOCTEPEXKEHb HAJ IeHepPaATbHU-
Mz cykynHocTAMu X Ta Y. 3UpylyBaTH JaHl CIOCTEPEREHDb ¥ KOPEIAINHY
TabIuIo0. 3HAUTH BUOIPKOBE PIBHAHHA IPAMOI JiHil perpecii Y ma X
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XIV.50. BukopucToByio4M METO] HAUMEHIINX KBAIPATIB, 3aMUCATU DiB-

(57,8 ) (
(54,6 ) (
(54,8) (18,8) (51,5
(51,7) (19,9) (54,0
(61,1) (16,0) (50,4

) (

) (

) (

) (

) (

) (17,2
) (
) (
) (
) (
(62,3) (17,8) (53,0
) (
2) (
) (
) (

17,9

53,8
53,6

16,3
17,2
15,8
15,0

(16,3) (48,8
(17,2)
(15,8)
(15,0)
(14,4)
(15,3)
(16,6)
(14,9)
(14,7)
(19,5)

(

(53,5

(52,8

(52,9) (14,8
(52,1) (19,8
(
(
(
(

) (16,4)
) (15,9)
) (15,9)
) (14,8)
) (19,8)
47,3) (18,7)
) (20,2)
) (17,6)
) (19,2)
) (18,2)

15,9
15,9

(50,7) (21,5) (15,5)
(53,1) (21,3) (13,2)
(52,9) (20,3) (20,2)
(51,3) (20,1) (54,0)
(52,7) (17,2) (48.8)
(46.6) ) (46.2)
(46,5) (49,2)
(51,3) (57,9)
(51,0) (49.4)

) (51,6)

(49,3)

(50,4)

(50,6)

(18,9)

(18,6)

15,3 (19,1)
16,6 (15,7)
(17,1)
(16,0)
)

(

(

(15,6

(52,2) (18,8) (53,3 (16,0)

(49,2) (19,3) (51,6) (14,9) (49,3) (17,6) (51,3) (15,5) (57,9) (17,1
(53,9) (16,1) (50,9) (14,7) (50,1) (19,2) (51,0) (19,2) (49.4) (16,0
(60,0) (14,8) (52,2) (19,5) (54,4) (18,2) (47,5) (18,5) (51,6) (19,6
(56,2) (17,0) (50,5) (15,6) (49,0) (16,8) (47,7) (19,0) (52,2) (19,5)
(55,2) (17,8) (51,1) (18,1) (48,9) (18,2) (44,9) (16,6) (53,3) (19,9)

49.8) (20,2 15,7

~_— — D T O

HAHHA TapaboIidHOl perpecii ¥ = a + bx + cr? 3a TakuMu TaHIMI

1)

2)

x| =3 |-2|-1]0|1|2| 3 x| 5 10 | 15 | 20 | 25

y;|—10] 0 | 4 |5(4|2|—-2 yi [59,3]59,8]60,1|64,9|70,2

3)

2:]0] 2] 4 [ 6] 8 ]10
yi 15| —1]-0,5/1,54,58,5

XIV.51. BuxopucToByo4YM MeTO] HAUMEHIINX KBAAPATiB, 3alUCATU PiB-

HAHHA inepOOoTidHOl perpecil ¥ = a + — 3a TaKUMH JaHUMUI
x

1) 2)

2] 4 [ 6] 12 2:105]1,5]2,5]3,5[4,5

55

v: |815,25]3,5]3,25 v |15 (11|12 ]12] 9

10

XIV.52. 3a gaHuMu 3a7eXKXHOCTI IHTeHCUBHOCTI peakiiii U m10oc/iIKyBaHOTO
IpU CTEXKEHH] 3a 06’eKTOM Bi MBUAKOCTI X 00’€KTa BU3HAMUTU MapaMeTPH

perpecii T, = ax’
(0,15 1,05) (0,2; 1,08) (0,4; 0,57) (0,6; 0,56) (0.8; 0,52)
(2:022) (4:0,24) (6;0,26) (8;0,15) (10;0,16)
(15;0,08) (20: 0,1) (25;0,07) (30; 0,03) (35: 0,08)
(40; 0,08) (45: 0,05) (50; 0,12) (100; 0,06) (200; 0,03)
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BIATIOBIAI 10 3ATAY
PO3OLJT I

2 3 -9 11
31 8 5 0
I.1. 1) .25 2 . 3) .4l 3 4.
<7 2 1> (4 —3) <7 _4> (5 —17)
3 3 12 0 4 9 -1 2 13 —6
5) (6 3 2).6) (6 —6 12).1.2.1)(—2 o).z) (15 —8).
8§ -2 4 T8 -7 -4 2 -3 -1

2 1 4
-3 3 —17> (0 -2 —2>
- o5 o —13 -4,
<_1 1 4 -2 9 -3 0 3 4
-1 6 2 12 4
6) [ -5 3 -3]. 13.1) <:g _?}2 153 g>- 2) | 8 8.
o s ) 16 12
-8 —6 -—-14
. 5 | -10 6 -8 |.
4 -2 0
4 125 -1 —42 1 6 8
-1 2 (1).1.4- 1)<2 ~16 -3 17)’2)<17 10 11)'

3)(‘93 - :;).4) (_%6 —:go).w. 1) (g j).z)(}? 143).
(

W N
=
ot W
TR
N~
S
N2
/N
—
w

5. ( ) 0 (%)

2

—
ol e
|
© Ut
oo
L
N
> L
N———
©
=
VS
|
S e
| o0 on
—
—
w.l_.o‘
IS SRICIISE .
—
o
=
/
o W |
W W
|
= a
w |
—
=5 o

5 5 7 3
16 16 |.L6.1)[2 1].2)
2 2 1 2 —
-1 3
3 4 2
2 7 1 3 -4
4H12 3 0.5 . 6) . L7. 1) 3. 2) —6. 3)
Fit)olt n)ocey

5 )
37,5. 4) —1/6. 5) 2. 6) 11. 7) 16. 8) —42. 9) 1. 10) tgz + 1. 11) —10.
12) 22% +1. 13) 0. 1.8. 1) —53. 2) 3. 3) 0. 4) —=31. 5) 0. 6) 0. 7)
—192. 8)32. 9)0. L9. 1) —5. 2) 1. 3) 3. L10. 1) —1. 2) 19. 3) 6.
L11. 1) —a® — a2 2) b2 3) 2% — 1. 4) 22. L12. 1) 4a®. 2) —21. 3) —66.
4) 2%y — 2%z — y?x + y?z + 2%z — 2%y. 5) 1. 6) amn. 7) 2sinx — sin 2a.
I.13. 1) 21 = 0520 = 0,5. 2) 1 = Ly 29 = 4. 3) 23 = 0; 22 = 0,5. 4)

,_a
—
=

RS
—

N o
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1.14. 1) —70. 2) 38. 3) —36. 4) 900. 5) 12. 6) 96. 7) 640.
(c—=b)(c—a)(b—a). 9) a®b*. 10) ag + arx + azx® +

a—l—l))"—a". I.15. 1) <_§ ;) 2) L (_54 ;) 3)

I1 :—1; To =

2
g.
8) (d —a)(d = b)(
ot apa™. 11 12

) (
_i( 2 —2> 5 ( 1 —3) 5) ( 2 3 < cos o sina)
14\ -4 -3)° -1 3,5)° — 8 —sina  cosa
1 — -1 1 1 -2 —4
| -38 41 34 | 8- - 2 1
27 —29 —24 8 5 —12 17
1 —-14 -5 13 1 1 17 5 -1 -4
0= 10 4 -8|. 11)~ —7 5 1 -1,
6\ 2 1 1 40 3 7
12 -16 1 —53 5 3 -1
3 —4 1 40 13 -1 5
13 -7 10 -1 -2 - 5 3
) > . 14) 7 :
1 1
1 1 —1 —1
1 -1 1 -1 1 1 -2
1

1
0o 1 -1
16)(—1 1 0).17) -1 4_1 L .18) _01 _01 1 8).
1 -1 1
0o 0 1 -1
-1 2 1
41 0 2
2 1 -1
v

1 -1 1 | 3 2 1 s < 4> |
5501 1 1].6 -1 2 0. L171) 1;4). 2) (-2;1=). 3
0 1 1 12 13° 13

1
(3:2). 4) (4;3). 5) <210 i) 6) 7) (2:1;—1). 8) (=2;—1;5). 9) (2;3;1). 10)

(=2;—1;0). 11) 0. 12) (=2 + 3;2 + 5;2). 13) 0. 14) (2) L. 18 1) (0;—1;2).
2) (2:3;1). 3) (1;-2:2). 4) (=2;3;—-1). 5) ( z~|— 15—4;z>. 6)

53
(0,5;0; =1). 7) (=3y — 1;y; 4y + 3). 8)( 5ig

0. 11) 0. 12) (5 — 102;8 — 1525 2). 1
3.5)3. 6)3 7)2 82 9)3 10)3. 11) 3. 12) 3. 1.20. 1) (=1:1:0:1).

15
’ 14
3) (1 I.
1
1 1 1 2 1
2) 0. 3) (0;—-2;1;-1). 4) (——x?,—i—z 3%s 6 > 1.21. 1)

Qo2 T1s. 12 2)2 H 1LY

5 3T
Emepreruka: ~ 179; mammuoOyxysanua: =~ 160,5. 2) Faxyssl: 945,6; ra-
ayse2: 691,2. 1.22 1) (2;2x3;x3). 2) (2z2 — 3ws + 4;x2523). 3) (1;2;—-1;1).
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9 11 17 21
4) @ 5) (2) 6) (3;1;—1;1). 7) <—§(E4+?;81'4—9;—?‘%44-?;‘%4). 8)

§;$2;$3; —T2

2 3 1
+2x3 — =) 10) (Bwo —4as +2x4+2; 105 x3;24). 11) | 22 + 5;1’2;5;0 . 12)

3 1 4+ 3 11 + 7 + 1 9) 4 za
T, =1 — =T —, X3, ——% - - . —X x
172 1 2 3 2, 3 4 1 4 3 4 2 3

11 11 3
(3;——'——' —). 13) (6z5 — 20x2 + 3; 2525 — 422 + 15 =925 + 2929 —

47 42
9 7 7 11 13 13
;x5). ) ( 4$2 + 4$3 + 25 — 4,$2,$3, 1 T2 1 T3 T5 + 1 ,375)
37 2 26 + 107 n 5 1 4 1
—a:—— — = Ty —To+ ——Xg+ =5 Ty; ——To — —Tg4 —
2 4 37 2y 15 2 15 4 33 4, 10 2 5 4
4 17 33 1 11
16) <.T17.’L'1, = -1 + 2 —5.’]3'1 + 1) 17) (sz + Z, 1.%'5 + Z, _sz_
7 13 10 10 29
18) [ Zlas + 224 — =25 — "y — 204 + w3 24} oty + 24—
7o ) 8)<79€3+ T4 = = m -y = 204+ s Ta; — T3 + 20

19) (81’3, —2‘1’37 X3, 61‘3) 20) (—1’3; 21’3; X3, O) 21) (0, O; 21’5; —5; 1'5).

22) (—x3 + x4;0;x3;x4; —2x3). 1.23 1) Tak. Poswmipuicts npocropy k = 1,
3a 6a3y MOXHA B3ATH OyIb-AKUU HEHYJIbOBUU BEKTOD, AKUU MapaseIbHUN
saganin npsamin; 2) Tak. k = 2, 3a 6a3y MOXHA B3ATH OyIb-AKi TBA HEKO-
JiHeapHi BEKTODH, 10 MEepHIeHuKYIApHI 10 3aganol npsamoi; 3) Hi; 4) Tax.
k=2 & =(1,0), & = (0;1); 5) Tak. k = 3, & = (1;0;0), & = (0;1;0),
€3 = (0;0,1) 6) Tax. k = n, & = (1 O 0;...;0), & = (0;1;05...;0),

., = (0;0;0;...51); 7) Tax. k = n?, EZJ = [0s5], me &;; — cumBOX
KpOHeKepa 8) TaK k = n, 3a 6a3y MOXKHA B3ATU MATPUII TAKOT'O BUIVIA-
100 ... O 0 00 ... 0 0 00 ... O
0 00 ... O 01 0 ... 0O 0 00 ... O
oy , Y e ;
0 00 ... O 0 0 0 ... 0 0 00 ... 1
9) Tax. k = mn, E;; — marpumi, B AKUX a;; = 1, a pemra eieMeH-
TiB — mywai; 10) Tak. k& = 2, 3a 6a3y MOXHA B3ATU TAaKi BEKTOPH G; =

(0;1;1;0), @ = (—1;0;0;1). L.24 Tax, 3@ + 2b — 3¢+ 4d = 0. L25
x:—l,y:—1.126$—1y—OZ——1. 127 1) @+b+¢ = 0;
2) 23 —b—¢c=0;3) @ b, ¢ xiniitno mesarexui. 1.28 3a 6asy Mox-

- 2 3 3
Ha B3ATH, HANPUKIAL, BeKTopu a, b, ¢. 1.29 § = £ n + Eﬁ + gﬁ 1.30
3 -3 1 1 -1 0 0 0 0
(1;1;1). 1.31 | -2 3 —-1}).132 |0 1 1 133 (0 0 O
1 -2 1 1 1 -1 0 0 1
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1 0 O -1 0 O cosa sina 0
.34 |0 -1 0 1.35 0O 1 0 |. I36 —sina cosa 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 1
0 1 0 0 0 O 0 0 O 2 —11 6
.37 {10 0 2 ). 1380 0 O})J,|O0 O O). 139 |1 -7 4
0 0 O 0 0 1 0 0 1 2 -1 0
-2 0 1 0 -2 0 1 0
3 3 -1 1 1 -4 -8 7
1.40 a) 1 4 9 0). 0) ( 1 4 6 4 1.41 a) A\ = 1,
1 3 1 4 1 3 4 7
R . 3 1 3 1
Ay = =1, 7 = (—1;1), 2:(171), 6) \1 = §+§\/ﬁ, Ao = 5—5\/ﬁ,
7 = (1§%+ é\/ﬁ), Ty = (1;% - é\/ﬁ)v B) A\ =0, Ay =3, 71 = (1;2),
Py = (=1;1);0) Ay =0, Ay = =2, 71 = (1;1), & = (2;1); 1) Ay = 0,
)\2 = —1, )\3 = 1, fl = (—1,1,1)7 .’]_;"2 = (0,1;1), fg = ( ,—1,0), e
M =1, =3 )=-3 7 =(-2;151), & = (0;151), 3 = (6;-7;5);
€) /\1:)\2:/\3:—1,(?: 1;1,1);}1{) )\1:)\2:)\3:2,51:(2;1;0),
Py =(0;0;1);3) A =1, Ao = A3 =0, 71 = (1;151), 2 = (1;2;3); m) Ay = 2,
AQ = /\3 = _17 fl = (_2;_1;1)7 -‘2 (_1;071)7 -‘3 = (27173)7 1) /\1 = _17
= = (9-3:1), & i1), @3 = (1;0;0); i) Ay = 4,

71 = (1;0;0), &2 = (7;-1;1), &3 = (27;15;25);
¢ 10 MiarOHAJBLHOTO BUMVIALY. B HOBiM 6a3i I

1.42 ManHuﬂ A 3BO,I[I/ITb-

10 0
T3 =(1;0;,-3) A\ =1, A2 =A3 =2)Bomamae Buriag A’ = [ 0 1 0
0 0 1
Marpuusa B 1o giaroHaibHOTO BUTVIALY He 3BOAUTHCA. 1.44 1) 3 :4 : 2; 2)
2 2
2:4:3. 1.45 a) Q(l’l,l’z,l'g) = gl‘l df13 x5 + §$§ + §$1$2 — §ZE1$3 +

4 . . .
3023; 6) Q(z1,72,73) = 1723 + 1723 + 1122 — 162129 + 87123 — 8w273;
B) Q(z1,79,73) = 11z} + 223 + 522 + 4w129 — 162173 + 207023, 1.46

1 1
221 — 822 + 1

1 1.
Q(21,22,23) = 52% - 525 + 625, 1.47 a) Q(z1, 22, 23)

a) Q(z1,22,23) = —22; 0) Q(21,29,23) = 27 — 23 + 323; B)

23+ 23 + 23; 6)

Q(21,22,23) = —Z%—Z§+Z§§ B) Q(21, 22, 23) = Z%—Z§—3Z§§ r) Q(2117227235) =

23+ 23 4+ 23 148 a) Q(z1,22,23) = 2§ — 23 + 23, 11 = 21 — 522 + &
1 1 1

Ty = 522 - 623’ T3 = 623; 6) Q(z1,22,23) = Z% _23 —232,7 T = 521 + 2o,

Ty = 29 + 23, Ty = —22 + 233 B) Q(21,22) = 27 — 23. 1.49 a) Q(z1, 22, 23) =
2 1 2 2 2

422 + 23 — 222, 2 = Sy —

3 T2 + S¥3, 22 = ZT1 + T2 — ;2¥3, 23 =

3 3 3 3 3
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12 2 2 1 2
301+ 372+ 335 0) Q21,2 28) = 227 — 25 4 525, 21 = Sy - gw2 - Sw,

3 3 3 3
2 1 2 2
29 = §x1+§x2+§x3, 23 = §x1—§x2+§x3; B) Q(21, 22, 23) = 722 +423+23,
1 n 2 2 2 n 1 2 1 n 2 n
21 = =T, + =Ty — =3, 29 = —=T1] + =Ty — =T3, 2 —— z
1= 31+ 302~ 33, 2 371+ 372 — T3, 23 371+ 372+ o
1 2 1 2
150 ) T = = | =1 =2 2|. Q(z1,22,23) = 223 — 22 + 522 2, =
3
-2 2 1
2 1 2 1 2 2 6
it gt o ;= —on— gt on ¥ = —gatgnt s )
6v5 2v5 4
1 2 2 2
T = — 0 55 =10 |. Q(z1,20,23) = Tzi + 725 — 2z5. 1.52 a)

BA\s3vs —av5 —10
A>0;6) —0,8<A<0;B) A€; 1) |/\|<\/§.
PO3ILI 1T
IL1. 1) A1(—4); 2) Bi(=6); 3) C1(8). IL2. (Vjo) (—72;0), (o; 72)
—i) 11.3.1) M (1;2), My(—1; —2), Mo(—1;2); 2

2) ) 2
M0(3 0) 3) Ml( —2; 4),M2 1 2; 4) Mg( 17—2;—4),M0 —1, 2,4) 11.4.
0), ( ,\éga), ( % :¥%3a), (—a;0), (—%a;—ﬁa , (%a;—T‘o’a . I1.5.

(a; 5
(“22;0;0), 0;
(

f\i

N——

M

‘2/5;0 ,(—G\Q/T;O;O),(O;—“22;O)7(“22;0;a),(0; “‘Z/E,a)7
~22;05a), (0; - 22;.0). IL6. (0;0;0), (a;0;0), (0;4;0), (0;0:a), (a3 a;0),
(@:0:a), (0;a:a), (a;a:a). ILT. (0;0;0), (\fhoo) (o;ﬁh;o),(oo

\/31) a60 (0:0;0), (—/3h;0; 0) (0 ;—\/;h;0)7 (0:0:—/38). TL8. 1) ma
IUTOIIMHI, AKa MIATH IBOCPAHHUU KyT Mix miomuHaMu Oxy i Oyz HaBILT;
2) Ha IUIOWWHI, AKA AUIATH ABOCPAHHUU KyT Mix miomumHamu Oxy i Oyz
HABIILI; 3) HA IEepPeTUHI IUIOMKH, AKI AUIATH HAaBOLT gBOrpaHui Kytu Ozz i
Oyz ta Oxy i Oxz. 11.9. 1) Mi(—z;y); 2) Ma(z;—y); 3) Mo(—z;—y); 4)
Mj3(y;2). IL11. 1) (a;d;c); 2) (a;—b;—c); 3) (—a;b; —c); 4) (—a;—b; —c).
I1.13. |AB| =9, |BC| =6, |AC| = 3. I1.14. |AB| =5, |BC| =9, |AC| = 4.
IL.15. |[AB| = 3, |BC| = 1, |AC| = 4. IL16. 5v2. IL17. 1) (21;0); 2)
(0;—3). TL.18. 5(2 +/2), 90°, 45°, 45°. 11.20. 20. 11.21. 18v/2. 11.22.
(5;5), (5;—3). 11.23. (0;2,9). I1.24. (4;0), (—8;0). IL.25. (0;2), (0; —4).
I1.26. v = a £ v/c? — b2 mpu ¢ > |b| aBi Touky; mpu ¢ = |b| ogua; npu ¢ < |b|
mi oguoi. I1.27. (5;0). II.28. 1) (1;-1), R =5; 2) (2;—-1), R = 5. I1.29.
M(1;4). I1.30. (0;3,6). IL1.31. (0;0), (3;1), (1;2), V/5(2 + v2). I1.32.

1) (16;7); 2) (11;13—1> (21 331> 3) (6?)}) (11 11> (16;7), ( 3;),
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41 miTy + Mals
26; — ). I1.33. 1) (0;—-2), (4;0); 2) (0;8), (6;0). I1.34. —
(26:5) ) (0:-2), (4:0): 2) (0:5). (6:0) a1t

I1.36. 26 cm Bix mentpy Kyuai macoro 100 r. I1.37. (1;3). I1.38. (1;2,5).

102 24+/2
I1.39. (1;-1). IL40. on' IL.41. OC = 5, OD = Tf I1.42.

g=toatss W IL.43. 1) (10:9); 2) (4; —4). TL44.

(3;3). I1.45. 1) B Toumi A MOXHA HOMICTUTH Macy BUrAAny 7k, a B TO4Li
B — 3k, ne k=1,2,...; 2) B Toumi A MOXHA& IOMICTUTH Macy BULVIALY K,
1
aBroumi B — 7k, ne k =1,2,.... 11.46. %; %) 11.48. 9. I1.50. 13.
I1.51. C1(3;0), Co(—=7;0). IL.53. 22 +y? — 62 — 8y = 0. A i O jexaTh Ha
xoa. I1.54. x —y —2=0. D i E nexarts Ha Jinil. I1.55. 22 —y + 5= 0.
B i D gexatsb ua miumii. I1.56. 22 +y? = 9. IL57. 1) 22 + y? = 8; 2)
2

2
22 44?2 = 4. TL58. y = +z. IL59. % +y? =1 I1.60. y = ‘% —

I1.61. y = £2z. IL1.63. 1) (4;0), (0;—6); 2) (=5;0), (0;—2); 3) (0;0),
5

(=4;0); 4) (0;3), (=3;0), (1;0); 5) (=2;0), (0;£2); 6) (4;0), (0; £2). I1.64.
.CL‘2

y? = 8(x —2). IL65. y = — +1. IL.66. zy = 2. IL72. 1) r = —
4 CoS ¢
2) = D2 pygg = O a2 dgcosp. ILTT. 1)
sin g sin(f — )
r? = a2’2)r—a’3)r—L’4)t =1;5) r = acosy; 6)
~ cos2p’ 7 ~ cos(p—a)’ v =5 N v

r? = a?cos2p. IL78. 1) z = a; 2) 2% + y? = 2ay; 3) vy = a?; 4) v +y = 2a;
5) (22 +y? — ax)? = a®(2? + y?).
PO3ALJI III

IIL.1. OA = 37, AC' = 4], BC = —3i, BO = —4], OC = 31 + 4], BA =
4730 IL2. X =X, =8, Y =3V, = -2, [OM| = 641 4 = 2J/17.
IL3. X =YX, = -3,V =5V, = 6, [0OM] = VG736 = 3v/5. IIL5.

-

b -
) & = a; :2) @ = 2¢—b IIL6. 6v3. IIL7. +/8+2V3. IILS.
&=2,1d+0,0755. TIL9. AC = 2(i — ), OM = 2 + i1, ON = 317 + i,
2 .
MN =2 - it. IIL10. #= 2(3 - b). TIL1L. IOM| = 5v2, cosar = 0,4v/2,
cos B = 0,3V2, cosy = 0,5v/2. IIL.12. |A—B>| = 52, cosa = —0,5V/2,
1
cosB = 0,4V2, cosy = —0,3v2. IIL13. Gy = ——(3;1;—2). IIL14.
V14
upxAB = —2, upy AB = —4, |AB| = 2v/5. IIL15. (5:8), 3v/2. IIL16.
(4;—3). IIL18. 90°. IIL.19. M(3v/2;3;—3), ¥ = 3(v/27 + j — k). 1I1.20.

3
cosa = cosfl = cosy = % II1.21. 45° a6o 135°. IIL.22. |i| = 9,

—_
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1 2 2 . 2v/5

cosa = o, cosfB = —3y o8y = 3 I11.23. |i| = 3V/5, cosa = BT
45 5 - - o+

cosf = —%, cosy = % I11.24. 90°. IIL25. dy = i+ 4] — 2F;

dy = =7+ 27 — 2k; |dy| = V21; |dy| = 3. IIL.26. (0;—2;6) aco (0; —2; —6).

II1.27. D(4;0;6). IIL.28. 1) 135°; 2) 60°. IIL.29. B = C = 45°. IIL.30.

arccos0,8. TIL.31. 90°. T11.32. 2. II1.33. 1) 2+ v/3; 2) 40. IIL.34. 1) -15;

2) -16. II1.35. 1) 1; 2) 5,6. II1.36. 1) v/71i V13; 2) 2v/21 i 2¢/31. IIL.37.
= @m—ma 5T = 27

cos(d,m) = m e 1 = 1 ; cos(d, i) = - IT1.38. 1) (@ +

b)? = @ +b%+2ab cos ¢ (Teopema xocumycis); 2) (@+b)2 +(G—b)% = 22 +2b*

(BracTuBicTh glaronaren maparenorpama). I11.39. 7. II1.40. 5 1I1.41.

O_]\Zf: (z+j+2k O_]\}—2z+2]+k) cos@— 5 II1.42. D(-1;1;1);

. AB.CD

120°. 1I1.43. 120°. II1.45. cosp = 0,261/10. I111.46. mpzb = =
Iﬁl_
—6. IIL47. |OM| = /i + 202 = V7: |ON| = /B + 72 =
OM-ON  17V01 .
_ 9 O_} = 7v91 ~ 0,891. IIL.48. 1) @ = —6j, S = 6; 2)
|OM| - |On| 182

= -2k S=23)=6i—4j+6k S =222 I11.49. 24,5. IIL50. 1) 27;

2) 2@ x & 3) @x & 4) bx & IIL51. 0,5v/30. IIL.52. 50v/2. IIL.53. 1) 58y/3;
2) 4 275[ 4) 1,5. TIL55. 1,5v/2. II1.56. 317, Sa = 3{ I11.57.
Sx = 75, BD = %_ I11.58. 1) %(0;2;—1); 2) ?(1;—0,2;1,4).
II1.60. |@+b| = |@d—b] = 5, S = V6. IIL61. V = 51, xipa. IIL.62. 1)
V=14, H= %‘/5; 2) V =14, H = \/14. 1IL.63. 15. I11.65. 1) &= 5@ + b;
2) &= —3d+ gz}’. I11.67. i I11.68. &= G+ 2b. 111.69.

PO3/LI IV

2
IV11)V3z—y—2=0;2) 3z +y+2=0. IV.2.k:§,b:3:\/§.

IV3. )y=2+3;2)y=—-2+3. IV.4. 1) y = V32 — 3; = —V3z - 3.
IV51)y—x2y_\/_ac3x_O4y— \/_m5 :—a:.IV.G.
2 2
y=-150. IV.T. 1) k=2 b=-22) k=-2b=0:3) k=0,b=-3;4)

3
k=-2.0=31V9.k=1b=1y=0o+1 IV.10.1) 3WL12_1 2)
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8

+ Y-

1.IV1l1l.y=0,42—-3y =0,y—4=0,4c—-3y—12 = 0. IV.12.

a3 ta T
2

1) 2—3 —1;2) —£+Ey — 1. IV.13.|AB| = 10, ip ox AB = 8, mp oy AB =

. IV.14. Touku A i C — ua npsawmiun, B — "Bume”, D — "Humx4e” npsamoi.
IV.15. |AB| = 4v/5, mpoxAB = 4, tpoy AB = 8. IV.16. 2 +y — 4 = 0,
x—y—|—4:0 y—3=0,y=0.IV.17. fi% — +1. IV.18. %Jr% — +1 abo

3
—2 + % = =+1. IV.19. y = +£2(z + 3). IV.20. 1) arctg 7 2) 45°; 3) 90°;
2 12

4) 45°; 5) 0°; 6) arctg - = IV.22. ) y = o+ 7:2) y = V3o £ 54 2V5;
y=—-2x+3;4) y=>5 1IV.23. AB:4dx+3y—21=0,BC:z +2y —4 =0,
AC:3x+y—T7=0, A =18°26', B = 26°34'. IV.24. AB:x —y +2 = 0,
BC:2z +y—-8 =0, AC:y =0, AE:2x — 5y +4 =0, AD:z -2y +2 =0,
|AD| = v/29. IV.25. 1) y = 22+9; 2) y = —0, 5z +4. IV.26. 52+2y+4 = 0,
50 +2y—25=0. IV.27. 2+ 2y — 11 = 0. IV.28. v +y — 2 = 0. IV.29.
AC:z —3y+2=0,BE:5z—y—-—4=0,BD:3x +y — 12 = 0. IV.30.

3
28°, 12°30". IV.31. tgA = ., tgB = tgC = 2, § = 16. IV.32. y = 3z,

1

y=—37 IV.33. 2 =5y +6 =0, 50 +y +4 = 0. IV.34. (3;-1), (3;3),
9 3 8

(=55 5), 45°, 717347 TV.85. (1, 1), (35 -2). IV.37.1) V22+v2y—4 =0,

2) —V2r+V2y—4=0,3) V22 +V2y+4=0,4) V2r -2y —4=0.

IV.38.2,8; 0; 1,4. IV.39. 3. IV.40. g IV.41. k = £2. IV.42. V10.

IV.43. 32 —4dy +10 = 0, 2 — 2 = 0. IV.44. 42 — 3y £ 20 = 0. IV.45.
18
82— 15y +6=0,8z — 15y — 130 =0. IV.46. h= —. IV.47. 2+ y = 0,
y y Ve y

r—3y=0,d =22, dy, =0,4/10. IV.48. 2 —y =0, z +y — 4 = 0.
IVA49. 32 —y—-12=0,2+3y—4=0. IV.50. 2+ 2y =0,z + 2y — 10 = 0.
IV.51. 22 — 3y —4 = 0; 60 —y — 12 = 0. IV.52. 31z + 26y + 21 = 0.
IV.53. 2 +3y =2. IV.54. 2+ 3y =0, 3z +y = 0. IV.55. 4+ 2y = 0,
3r4+2y =0. IV.56. 2 +2y—4 =0. IV.57.y =0, 2z +3y +4 = 0,

1
y+4=0,224+3y=0,2+2y+2=0,z2+y =0, tga = 3 IV.58.

2 2
18°26', 108°27', § = 26%. IV.59. 92. IV.60. 36°52', 127°52'. IV.6L.

4(V10+5),20. IV.62. 20 —y +6 =0, z —4y —4 =0, 20 — 3y — 2 = 0.
IV.63. 22 + 4> + 8z — 6y = 0. IV.64. 2> +y?> + 8z — 6y = 0. IV.65.
22 +y? —62—-9=0. IV.66. 1) (3;-2), R = 6; 2) (—2,5;3,5), R = 4; 3)
(0;-3,5), R =3,5. IV.68. (0;0), (=2,5;2,5). IV.69. (zx—1)2+(y—1)2 =1,
(x—5)%2+(y—>5)2 =25. IV.70. tga = —2,4. IV.T1. (z+4)> + (y+1)% = 25.

4 .
IV.72. 22 + 4> —8x = 0. IV.73. y = 30 Y= 0. IV.74. y* = z2(a — 2).
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2 2
IV.75. 2% + (y%) - %. IV.76. 2% + 42 + 4y = 0, (0:0), (2: —2), (=2; —2).

IV.77. 2> +y?> +ax +ay = 0. IV.78.y = 0, 152 4+ 8y = 0. IV.79. 90°.

V3

IV.80. 22+ y* +ax=0. IV8l.a=4,b=2¢c=2V3, ¢ = 5 IV.82.
11)2 y2 11)2 y2
1)%+§_1,2)%+§_1 IV.83.1) b=1,4, ¢ =0,96 2) b = 3,
£=0,83)b=4,¢=0,6;4) b=14,8¢=0,285)b=25¢=0. IV.84.
$2 y2 3 2 yz ZL‘2 y2
LY =Y =3, =9.1V.85. S 4L —1aco L+ L =1,
3679 T T i 92+5 ?[‘)5+9
1 Y 3

IV.86. a = 15OMJIHKM28—@ Iv.87. E+z—175—777"1—4—\/§,
ro = 4+ /3. IV.88. @+32’—8 1,7 =11, 7 = 5. IV.89. 4\/§. IV.90.

15 /63 y? y?
V0,4. IV.9L, | ——;+ X = AT __:.
0,4 IV91< iE | V.92 36+4 1. IV.93. +3 1

V)
M
V)

42 1
IV.94. /2(a® + 0?). IV.95. ( \3[ 3) (0;—1). IV.96. (—5;7). IV.97.
+

> pa =16, Tv.98. oo+ Y — 1 1viee. L~ Y 1 1v.100.
T 9 "8 169
5
£ = ‘2[ 53°08', Fy(—2v/5;0), F1(2v/5;0). IV.101. 7, =1, 7, = 9. TV.102.
x2 y2 x2 y2 .T2 ,y2
DL Y o Y 1 1va03. S L =1 =23, = 613
) 16 9 , 9 2) 0 4 12 4 , T \/_ T2 \/_
IV.104. ”1”—6 - % — 1. IV.105. 2% — 4% = a2. IV.106. (0; £v/2). IV.107.

4 b
y= :I:g(z-l—S). IV.108.b, 2arctg —. IV.109. 1) ¢ = 2; 2) e = seca. IV.110.
a
2 2 V11 4
Y vl (—9,6;j:3 - 9). IV.112. (—4;3), <__._§).

4 12 7T
22 2 22

IV.113. E_E =1 IV.114.y = 3— . IV.115. 4 = 8(2— ). IV.116.

2 a?

y* = 8(x+2). IV.117. y =z — R IV.119. 1) 3% = 9z; 2) y? = —4a;

3) y = —2% 4) y = 22, IV.120. (w— §)2 +y? =2, (‘g;:i:p). IV.121.

y = —%. IV.122. (3;+3v2). IV.123. y? = —3u.

PO3OLIV
2 2 2 2 2
V2 1 = — = — = - 2 = — = ——
) cosa = cos f3 = cosy = ) cosa 3 cos 3 3
cosy==-. V3.2 —-2y—32+14=0. V4. x+4y —22—-2=0. V.5.



2y—324+7=0. V6.2+y—4=0. V.7. 22 +y=0. V8.2 +y+2—-4=0.

T Y z T Y z
VI. -+ =+ - =1. V.10. 2z — —-5=0. V.11. -+ =+ - = 1.
4-1-3-1-2 rT—y+z 2+4+4

V.12, L4 2 = 1. V.13.1) 45°; 2) 78°30'. V.14. 2 —2y—32—4 = 0. V.15.
a &

t+2y+2-5=0. V.16. —4x+3y+24+7=0. V.17. 3. V.18. /6. V.19.
2v2. V.20. 2—2y+22—11 =0, 2—2y+22+1 = 0. V.21. 2—8y+92—21 = 0.

1
V.22. 30 —dy+2—11=0. V.23. To—11y—2—15= 0. V.24. > V.25.

V29
W5

T.V.26.2x—y+z:0,x+y+z—1:0.V.27.2x+2y+z—20:0,
x y—2 z-1 r—4 y—-3 =z
20+2 4=0.V.28, — ==—-—= . V.29, ==
Tyt 04 ST 13 i 1 1
v.30.%:%:§. V3L )P =72 B=i+k3) P=7+F

r—6 y—-4 =z x+1 y—2 2-3 _
V.32. — =" _l.V.33. = = _5,cosoz—0,3\/§,

x—5 y+1 z+3

cos B = —0,5v2, cosy = 0,4v2. V.34. 5 e = o V.35.

xr=2,2=3.V.36. 1)z =-24+t,y=1-2t,z=-14+3t;2)z=1+1t,
r—a y—-b z-c

y=1—-t z=2+t V.37.1) = o T MOXEHA 3amucaTn
- -b 3
x:a,y:b;Z)z:cix g, Auky V.38.cos<,9:£. V.39. 1)
11 20 " s4+4 y-3 = 5

=—2 = —. V.41. =——=-.V.42.3 2y =0
oS = o5 ) cosp 51 1 3 3 ; x + 2y 5,
=4 V.43.d = 0,3\/38. V.44. d = /7. V.45. xa - % - %;

4+/2 261
cosa = cosy =0, cosfB = 1. V.46. 1) i; 2) ——. V.47.n =1. V.48.
3 V29
1 -4 2v/2 1
o= % = 2_2 , (1;1;2), sing = T\/_ V.49. singp = % V.50. [laa
o6buasox npamux Am + Bn + Cp = 0, ane Touka nepuoi npsamoi (—1;—1;3)
He HAJeXUTh IUOMHNHI, a To4uka apyroi (—2;3;—1) — mamexurs. V.51.
-2 -1
x—2y+z+5=0.V.52.y+z+1:0a60y131/1mm;[i$ :yT_?
V.53. 82 —5y+2—11=0. V.54. 2+ 2y — 2z — 1 = 0. V.55. g - % - %
1 -2
17°33'. V.56. (5:5;—2). V.57. (6:4;5). V.58.d = ——. V.59. == —
V3 -9
y—-1_ =z 1
S T I V.60. xr+2y—52=0. V6l.z —y—2=0. V.62.d = 5
-3 2 —4

ves T2 _yts_ 2 V.64. 8z — Ty — 222 — 58 = 0. V.65. 1)

5 =3 7
~1 1
(=1;2;2); 2) 30°. V.66. (—1;3;1). V.67. = — = _% = Z_+1

. V.68.
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83’7 837 83 97 97 9

L1736 26
7T 1)

279 184 290 5 3 3 29 38 8
(20,250, 290) ygn, (20, 3) vy (2,25

PO34LT VI

VI1. AuUB={r€R|-1<a2 <4}, AnB ={r € R|1 <z <2}
ANB={r€eR|-1<z<1},BNA={reR|2<x <4} VL2.1)
2) C; 3) C; 4) A; 5) {(5:2), i = 2,...,6}; 6) {(24),i=2,...,6}. VL6.
1 1 431 3 1313
B g . VL.10. 1) [~1,05; =0, 95]; 2) (—o00; —8] U [12; +00);
3’ 3 2990” 10,3 0 0. 1) [-1,05;—0,95]; 2) (—o0; —8] U [12; +00);
3)(— £=0,5); 4) (0;2/3); )[ 6:6]; 6) (0,5; +00); 7) (~0,5;0,5); 8) 0,5
V0.3:0,5—1/0,2]U[0, 5+ /0, 05+\/ 3. VI.11. a) 12+ 5i; 6) a®+b; B)
7_
5—12i; 1) —242i; n) i; €) 14+i;€) ——— 55 x) 2b(3a®—b%)i. VI.12. a) £5i; 6)
—142i;8) —243i;1) —2; 14+4v/3; 1) £1+4;e) 2, —1+iV3; €) £2, £144/3;
x) £3, £3i. VI13. 1) r=3,0=0;2)r =2, o =m 3)r =3, p = 7/2;
4)r=20=31/25)r=2/2, p=T1/4;,6)r =2, 0 =7/3;7) r = 2,
0=T1/6;8)r =42, o =7/4;9) r =2, 0 = 21/3; 10) r = /2, ¢ = Trr/4;
1M)r=5¢=0;12)r =2, =57/4;13) r =2, @:37{‘/4'14)7“:2‘81[1%,

o= % VI.17. a) 32i; 6) 64; B) 4(1—1); 1) 8i; 1) 512(1—iv/3); €) 2(3+2v/2)i;

k ke I
¢) 27: %) 8. VL18. cos?7T tisin =, k=0,1,...,5. VL.19. a) 7 L. 6)

3
—1+iV3
oS +isin g, o = 0°, 72°, 144°, 216°, 288°. VL.20. a) 1, %\/_ 6) —i,
'+ /3 +V/3+
! ‘[- B) i, ‘/; LR 144, 1,36 + 0,365, 0,365 — 1,36/, VI.21.
ntl n+1

sin &° sin 2= sin F cos "5+
M. V22, ST yros a w2 0:6) ¢ £ 1 B)

sin § sin §

x# =2, x #3;r)x € [0;4]; 1) x € [-2;2); ) x € [-1;2]; ¢) x > 10;
1

x) ¢ > 2; 3) [ﬂk;%ﬁ-ﬂk], k € Z; n) [_5;1} i)z € Ry ~ Z4;51) (1;2].

VI.24. a) [0;4]; 6) [1;2]; B) [-0,5;0,5]; r) R; 1) [1;2]. VI.25. 1) mapua; 2)

HemapHa; 3) napHa; 4) HenapHa; 5) HenapHa; 6) Hi napHa Hi HemapHa. VI.26.

1
y = log, x. VI.27.y = a*. VL.28. f(0) =1, f(-2) = 0,6, f (— 5) =0,

fla—1) = MTH f< ) = ‘“Lri) VI1.29. 2(322 + h?). VI.30.

4(2 —a). VL31. f(0) = 1, f( =1, f(-1) =3, fla+1) =a*+a+ 1.

VI.82. 9(0) = —3, p(—1) = @) < ) _ % ﬁ _



ac—i—l

. VL.33. F(4;3) = 19, F(3;4) = —25. VL.46. a) [—2; +00); 6) [—3;3];

o
5) [0; 8] r) [=4;0]; 1) [~1;3], e) [0;+00); €) (—00;4]; x) [-2;2]; 3 2) [—1;23]; u)
[—Zﬂk;zﬂk],kez, i) (=003 2] U [2i4+00). VL55. 1) &+ 2 =1
2) (2)2/3+ (%)2/3 —1;3) a2 —y? =1;4) (22 + 1)y = 1. VL57. |an| <0, 1,

1
Bl < 0.1, [yl < 0,1 mpm 1> . Jau| < 0,01, [B,] < 0,01, |7, < 0,01
mpu n > 7, || < 0,001, |B,] < 0,001, 7| < 0,001 mpu n > 11, |avg| < e,
1 1
|Bn| < e, |7n| < € mpm n > log, —. VLI.58. n > — —1. VL.59. 1) n > —;
5 € 5

2 lgl/e lge
2 > - 3 > 1; 4 VI1.60. 1) N > E; 2
)T‘—\/;’)”—lngr )2 120,999 ) N 2 B 2)
IgE ’ 10
N > lg—2 ;3) N >10'°. VI.6l. |z —1| < 0,0l mpun >50, |z —1| <e

12
opu n > ~f VI6s. a) lim z, =2;6) lim z, =-2;8) lim z, = -2,
2e n— oo n— 00 n— 00
lim z, =2;r) lim xn = 0; 1) lim Tn=3;e) lim z, =0;¢€) lim z, =
1; %) lm =z, = —1 hm T, = 1 3) lim %, = —oco, lim =z, = +o00; un)

n—oo n—o00 n—oo
lim z, = —oo, lim z, = +oo; i) lim z, = 0;i) lim z, = 0. VI.64.
n—oo n— oo n— oo n— oo

AB — 00, CB — oo, BOCD — 0°, ACB — 180°. VL.66. 1) ¢2; 2) e~ 7;
3) e /6, 4) €5; 5) e'®; 6) e72; 7) e72; 8) 4; 9) —3; 10) €. VL70. Ipu
3

|x| > 7,036. VI.71. lim = 400, lim = —o0. VL.75. 1)
n—240 x — 2 n—2—-0 x — 2

1
0; 2) 400; 3) +00; 4) 0; 5) 0; 6) 2; 7) 0; 8) 3’ 9) 4o00; 10) 0; 11) —0,6;

1 6
12) =2; 13) 2; 14) 0,5 15) =8; 16) 2 17) =; 18) 0; 19) 00; 20) =; 21) 0,2;

1

22) 1,5: 23) T 24) 5 25) 3,5; 26) 5; 27) 0.75; 28) ~2; 29) 0.5; 30) —3;
1

31) 0,25; 32) 15: 33) ~0,5: 34) 0,25; 35) — \Zf 36) \g 37) —0,5; 38) —1;

30) —0,25; 40) — = 41) 3; 42) 0,4; 43) —2,5; 44) 0; 45) oo; 46) 0; 47) oo

48) —1; 49) 2; 50) V/3; 51) —1; 52) %

53) =i 54) 5 55) 0,25; 56) 0,2
P 1
57) i 58) 1 59) 53 60) 8; 61) 24: 62) V2 63) 0,5: 64) m: 65) 12,5; 66)
2
%; 67) 0,5; 68) 0,5; 69) —; 70) 3; 71) 1; 72) —0,5; 73) —0,25; 74) —

2 1 .
75) —%; 76) 0,5; 77) 1,5; 78) 2 79) —53 80) 0,5; 81) 2; 82) %; 83)
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1
57 84) 0,25; 85) 1,5: 86) 2; 87) ~0,25; 88) 0,5 89) 0,5; 90) ~0,5; 91) ~1;

2
—; 93) €% 94) e7%; 95) e7 /%5 96) €% 97) e ; 99) —3; 5
92) =; 93) €% 94) e7*; 95) e71/%; 96) €% 97) €7%; 98) 0; 99) —3; 100) 0,5

) 200 1

101) €%6; 102) e; 103) e~1/2; 104) €3; 105) e~2; 106 107) 13; 108)

%§

1 1

6; 111) —E; 112) 0,5; 113) —0,5; 114) 1,5; 115) 12; 116) 2;
1

117) —2,5; 118) 4; 119) —0,1; 120) —v/2m; 121) 0, 25; 122) 15; 123) 4; 124)

2; 125) —24; 126) —3. VL.76. «(t) = O(B(¢)). VL.77.1) 2; 2) 3. VL.78.

a(t) = o(B(t)). VL79.1)4; 2) 1; 3) 3; 4) 2; 5) 3; 6) 1; 7) 2. VI.80.

109) 2; 110)

a

1) at) ~ B(t); 2) a(t) = o(B(t)); 3) a(t) ~ (). VI.81.a) 3; 6) +; »)

11. VI.82. © = —3 — Touka pO3puUBy APYroro poxay; lim y = —oo,
3 z——3-0

lim y =400, lim y =0. VI.83. x = —2 — TouKa pO3puUBy APYTOro
T—— 3+ z—too

porv. iy = ool v = —ow, lip v =1 VIS )w =0

— TOYKa pPO3pHUBY Apyroro poxay; 2) x = 7wk, k € Z — To4YKa PO3PUBY
apyroro poay; 3) £ 2 — Touka pospusy apyroro poay. VI.86. xz =4 —

. T . T
TOYKa PO3PUBY IIEPIIOrO POLY, xlgxn—o y=-5 xll,ffio y=5 Iggloo y=0.
VI.87. 1) x = 5 — Touxka ycyBHOro po3puBy; 2) x = 1, © = 5 — TOuUKH
pospuBy apyroro poxy. VI.88. 1) x = —2 — Touka pO3pUBY NEPUIOrO

poay; 2) x = —2 — To4Ka po3pusy nepmoro poay. VI.89. x = £2 — Toukn
po3puBy nepinoro poay. VI.90. x =0,z = £2. VI.91l. 2 = -3, 2 = -2 —
TOYKU PO3PUBY APYTOrO poay, ¥ = —1 — TOUKa yCyBHOTO po3puBy. VI1.92.
1) memepepsHa; 2) © = 6 — TOYKa PO3PUBY APYroro poay; z = 1, x = 6
— TOuUKHU po3puBy apyroro poxy. VI.93. 1) x = —1 — Touka po3puBy
APYTOro poxy; 2) HemepepBHa; 3) & = —2, ¥ = 1 — TOYKHU PO3PUBY APYTOrO
poay; 4) x = 7k, k € Z — T0o4Ku po3puBy APYroro poxay; 5) r = 0 — Touka
po3puBy Apyroro poxay; 6) x = 0 — Touxa pospuBy apyroro poxy. VI.94.
1) memepepeHa; 2) HemepepBHA.
PO341JI VII

1 1 1 1 1
VIIL.1. a) 2z; 6) 32%; B) — — ;

) ; € y €) —
)2\/5 ) 32 )cos2x ) sin®z’

- %; 3) \/%; u) — ﬁ VIL.2. 1) 22 — 8x +4; 2) 10a®x — 52%; 3)
ot — 227 + 2z — 4; 4) e 5) 1 \/2_ )2x<1+§);7) —8bx(a — bx?)?;
8) 2(;-:7\/;/5); 9) —%-{—%; 10) —mﬁ—%; 11) 22 — a — b; 12)
—?—;—34-;—?;13)14-3\3}?4-2\1/5;14) 3\32/3_04-&:\1/5;15)—;—34-%;
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1
e 19) 62° + cosx; 20)

1
16) — < >, 17) 1 — sinz; 18)
, 1 201 +a%) o 2(1—20)
4x_cos2 )( x2)2’ )(1—x+x2)2’

xd 2 1 Inz — 2
smx—i-\/fcosx 26) 5— x2+;;27)1nx+1;28) e

23) sin x+cos z; 24) Szttgr+

; 29)

m; 31) 4z2(3Inx+1); 32) 922 Inx; 33) 2?(3cosx —

rsinx); 34) 62* <5ctgx - L2
sin® x

x 2?2 3z%’

. 37)

rcosx — 2sinx 4z
>. 35) —mM 7(952 I

e ; 36)

2
1 1
2z + 3%1n3; 38) 22°(2 + x1n2); 39) ze?(2 + x); 40) T iE <1+—) ;

NE
41) 22 sin 42) w ) ! 44) 1
' 2z/rcos?x (1+sm:1:2 2y/x(1 +/x)?
z? 36z 2 cos T
45) 0; 46) ——; 47) ————; 48) 1 ; 49 ; 50
) 0; 46) 1422’ ) (22 4+ 9)2’ )1+ (1+2)2’ ) (14 2sinz)?’ )
2cha

; 51) sh?x; 52) 54) cth?z. VIL.3.

__: L )
(sinz + cosx)? (1 —shx)?’ ) sh? 2z’

F10) =2, f'(1) = =5, f'(=1) = 11. VIL4. ; VIL5. f/(0) = —1, f/(2) =

%, F1(=2) = — % VIL6. 0. VIL7. vy = I'(0) = 8, v, = I'(2) = —16,
A A

hmax = h(0,8) = 7,2. VIL8. =2 = 0, y = —100. VIL9. =2 = 9,
Az A

T
y' = 7. VIL10. «'(1) = 112,5, «/(7) = 327,5. VIL11. «/(2) = 43.
a 1 x . T T
VII.12. 1) 8COSS$7 2) m, 3) g (COSg—Sln g), 4) 2 cos Z, 5)
8 8 322 3cos3

-30(1 — 62)%; 6) ——ees; 7 xz x . 9) cos 3x
3Viz+3  (+=z 2\/2—i-—x3 2v/sin 3z’

2sin6 1 2
Sk T COS2T . 19) 2sin z cos a; 13) sin 22; 14) 2z cos 22; 15)

; 11
(cos 6z)4/3 ) V2x + sin 2z
1

. 1
—3sinx cos® z; 16) — NG sin \/x; 17) — sin 4x; 18) o

2sin 2z sin 22 sin 2z — 22 sin® z cos 22 1+ cos?x
19) —— 5 ; 20) oo P 21) = ———5—;
53/(1+2cos?z)? (sin 2?) 2sin® x

12 3 .

%; 23) tg° g + tg? %; 24) 2% sin® x(4sinz + 324 cosx); 25)
2(3 — 522 in” z(1 + 2 cos? 8z +3

x*( x ); 26) sin® z(1 + 2 cos x); 27) — T+ . 98) 3622 (227
V1—2a? cos? x 2(422 + 31 + 2)2/3

+1)%; 29) 60tg* 3z(1 + tg? 3x); 30) 2(32 — 2) cos 2z — 2(32% — 4x + 2) sin 2z;

1 2z +1 2 5
31) 22 cosx; 32) — cosx; 33) 5 (1 + tg? %) 34) sin ;\;SS va). ; 35)

. 10)

m(3tg2 rx—4tgr+4);

22) —
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1+ 1 6 sin” 3z x(2 — 3z?)
—4/ : 36 ;37 . 38) 8z sin® 22 cos 2%;
11—z (1+2)? ) V6x — sin 6z ) V1—a? )
3 cos 9z 4sin 2z 2(1+ 3x)
39) — 27 40) 2(14+tg2 x); 41 - 42) — .43
)3 (1 + sin 9z)2 ) 2(1+tg"2) )(1+cos2a;)2 ) 31+ 4w )

L= Cost2  yiras. -1 VIL14. ? VIL15. 1) &; 2) %2

2,/2t — 4sint/2 x sinz — 1’

10 2
;0 0 6) 5ztln(a® +3); 7
z(x5 +2)’ )90(1—902)7 ) SetIn(a® + 3); 7)
1 20 + 3 2 8x
- .3 .9 : 10) dze”(2 4+ 2) + —————; 11
2y/x(z +1) ) 1 — 422 ) 2+’ e’ ) 2(22 — 1) )
32? — 4 2 2cos’ x cosa , g .8
;12) x(l—am‘*);lg)_m;m)_a Ina sinz; 15) —3xe™";

1

1
16) 2ze~2%(1 — 2); 17) 18) e*/* 4+ e=2/4; 19) ~eV® (1 + —); 20) 2e® cos z;
2 VT
. z/b . Ty, e_ﬁ(x—’_ 1)2
22) be/ (sin +cos 3 ): 23) -
1+ tg? 2zt 1 6
. . - 928) —2¢~ % 2(,—xY.
2tgﬁ ; 26) o5z’ Sk ) —2e " cos?(e™%);

29) 3sin 6z sin® 3z e~ 5in”32; 30) < <;§+f ). 31)

3) —tgax — sin® zcosa; 4)

3 —4a

21) . 24) 2ae2e*(1 —
X

-1’
e~1a7); 25)

(z—3)(z— 1)(;2:429:)’

32)

1 1 . sin & .
_2\/ —4 zvVx241" 35) _\/1+c052z 36) 37)
—2z

2cos?z—1. 38) cos 2z . 39)3C053w In(sin 3z) | 40)(1+e_2 )2741)7; (1 e ,);

sin 2z sin 2z —sin” ¢’ (1+In(sin 32))2

1
ctgx — 3 sin 2z; 33) ; 34) —

x(l x?2

S

2

2 . 3 .. ln(sin V) . costx .
) a:\/a: +1’ ) In” 3 45) 2/ cos‘\/_’ 46) sing 47) 932(93 1)
. 50)

a . 1 .
zz-i-l o) 49) 2\/93 1-9z 2v2%—a?  51) 2y/z(1—2)’ 52) QIm
54) 1+z27 2 /1 _ ZL'2; 56) 1 5 S5z41 5 ) 5o+l 58)

Vz—z2 a:2’ Sa41) \/1 e2(52+1)
sgn (T T sgn (T arcsin T,Q—CLZ
2 (1) . 59 — 2{11;21)} 160)— \55_($;;61) 2ff 62) ~tr—; 63) - ZW —;

-1 . 62> 1 . 8sgn () . cosT .
i 65) i 66) Aoy 67) 2L 68) ;=2 69) 0; 70)
75)
81)

) 681 +13
)

e ) % 72) arccosz; 73) 2e"V/1 — %% T4) P

—2retgr . 76) sh2a; 77) S2hE; 78) tha; 79) L2 80) /1 - thPe

4 sh4ax; 82) 3 ch?z sh; 83) sh2 z+xsh2z+3 th? 2(1—th? z); 84) —%;

2sh8x . _ zcha: .CL'——]. 3 e
85) e 86) 322 — ctha; 84) Lhe; 88) — ‘/x+1’ 89) tg” x; 90)
t t _2
dztl . g1y 2<('41). g 24 _r-e 93) tg’t; 94) —t—; 95)
z(z —4)

2x\/4x—1" e2t+1
—\/;f?; 96) e3 '8’ T ginxtg?x; 97) f{:l; 98) we®  (2Inz + 222Inx + 1);
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@/2-1 1, 29:6‘"2 14242 t \/_ 2arctg e,
VIL17. T( ) = 0,25 E, (v )( ) = 0,5 T,(6) = 0,15 Et( )(6) = —0,9.

VIL.18. E.(y) = —0,6; amenmurscs #a 0,6%. VIL19. p = 2; E,(q) =

-0,3; E ( ) = 0,8; spocre ma 1,4%. VIL20. p = 3,25; Ey(q) = —1;
E,(s) = 12; spocre Ha 0,67%. VIIL.21. Bomu pieai. VIL.22.a) (—00;00);
' = PR 6) (—oo;00); o' = ﬁ, B) (—oo0;00); ' = Chlx; r) (—1;1);

' = ch?z; VIL23.a) 2 = £/1+/1—y (y < 1); 2 = £/1—-/1—y

1422
(O<y<1)ial, =g 0 r==%/75 0<y <)z, =5 s)z=

n(1+y1-y)-lny (0<y<1);z=In(/I1-y-1)-In(-y) (y <0); 2, =
S VIL24. y = VIL25. y' = —% . VIL26. a) —1; 6)

2(1—e®) " l—ecosy

sint 4+ 2cost — 2cos® t VACERVOR b
cost(2cos?t — 1) ) %W’ a
€) ﬂ; x) —1. VIL.27. a) — g; 6) g; B) (é)z z; r) — <9>2 E; 1)

b ctat ) b ot )
—— ;B) —— ;T
o gl; ag’

1 —cost a Y a Y
20—y 2r+y 2% —ay y\1/3 x? 1+ ye®
o) - ) ) — (2) T e) i) — :
T —2y T+ 2y ar —y T 1+z e*(e¥ + x)

e*tYsiny + sinx 1

VIL.28. —. VIL33. a) nz""dz; 6) (32 — 62 +

w

i) —
) e* ¥ cosy + cosx

xdx 2dt 1 2
3)dz; B) Nt r) gtdt; n) 2(1 — cos )dyp; e) — e €) (— ) + x_3> dz;

tdt du A
bsin (a — by)dy; 3) — ; —tgadr; 1) ————; i) —2e2dt.
x) ( w)w) — W 8 )2um)
1
VIIL.34. a) 6) tg® ada; B) b(1+e~)dt; ) (E + e‘t> dt; n) sin 2t dt; e)
a’dz 1 1 %) dx
_ 14+ —)do;3) — -sin = dp; ) — ———.
xQ(aQ-l—xQ)’)K)( +0¢> a; 3) 555 ©; u) T
VIL35. 0,75 (w); 0,006. VIL36. df = £-dS. VIL37. 0,04. VIL38.
AR < 47TR2 VII.39. 3menmuTu Ha 4646 cM. VII 40. a) 2,083; 6) 2,991; B)
. . 1
1+tg’a T . 24
g ;e) a2 VIIL.42. a) 4sin 2z; 6) — pre

2_ 2
B) —3sinxz — xcosz; r) _xi?; o) e (3 —1t); e) %. VIL.43. a)
(=1)"e=#/e;6) (~1)" "t (n — D)lz™; B) (=1)""1(2n — 32zt 1) pl;
) sin (z 4+ Z%); e) 2" 1 cos (2z + I); €) a®In" a; x) —2"" ! cos (2z + I2).
VILA45. a) —2e~“sina; 6) za® (2% In® a + 6zlna + 6); B) 2sinx + 4x cosz —

sinu du; €) —

r) 2e=*" (222 —1); 1) 2

. 1
2?sinz. VIL.46. a) 2e *(sinz +cosz); 6) —; B) —3cosz+xsinx; ) e(z3 +
x
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1
92% + 182 + 6); 1) — (63@ sin 2 + (a2 — 6a2) cos —) VILA4T. w/a(3a n
a a a

V3 V3 dx (21nx— 3)dx
. VIL48. 30°, — 2 V2 yiL5s. . 6 :
?) 6 36 Y Ty 0 o
. 1 2 4y -
B) 2 <ln2x+2lnm+1+§>. VIL56. a) —%; 6) 2%; )
my(n +m y? — a? 1+ y? 22 + y? y — b)?
%7 F) 3 5 rq) -2 5 5 e) - 3 5 e) _( >3
n’x y y y (y—b)
(z —a)? b 1 2
——. VIL57. ——. VIL.58. 1 — =. VIL.59. —e* —e. VIIL.60. 0.
RS z e
2
VIL.61. a) ac;sl3t, 0) 45;1%, B) 4(1;;4,, r) %; ) 43—t; e) %. VII.62.
a‘) %(1 +t)7 4(13—_15)7 ﬁ? 6) Ctgtv #nlst’ ;23sf::\s>i7 B) Ctg%? 4 i14£;
a sin b)
COSL in ¢ cos t+sint)® | sin < .
e sin27 %; r) Lisin2t, 2costisint)  204ein20) (4 5—cos2t+6sin2t—1, 5 cos 4t —
. . 22442 (2 4y? 3 o—
0,5sin4t); VIL63. a) N 8 32 ) 6) 2, By 3 ) Zecu
6Lty Mele —tubv) VIL6d. a) 120xda: ;6) — 15220 B) — (5120 sin 22—
1024z cos2x)dz'%; r) e® (Inz+ 2 — & + & — 5) dat. VIL65. arctg4, 7 —

arctg4. VIL.66. 4x+y :8,x+4y+8—0 VIL.67.p(y — yo) = yo (xo — ).
VIIL.68. arctg 3. VIL.69. 424y =8, v—4y—2 = 0. VIL.70. 45°, z—y+1 = 0.
VIL71l. 24y =3, 20—y =1 VIL72.1) 250 4 %80 =1, 2) yyo = p (x + x0).
VII.73.1)\/5/2,\/5,2x—y:1,x+2y—3,2 \/_/3,\/_/2,333—23;:1,
22 +3y = 5 abo 3z + 2y = 1, 2z — 3y = 5. VIL74. 45°. VILT5. a)
3r—3y=2,3x4+3y+4=0;6)y=0ix=0,3x -2y =11i2x+ 3y =5,
3r—2y=5i20+3y=-1;B)r+4y=5ide—y=3,z—-4y=>51i
dr4+y=3;r)y=4dvic+4dy=0,4de+y=161ix—4y=4; n)dy+2 =38
ider—y+2=0,4y—2+8=0ide+y+2=0;e)y=0ix+4=0,
y—3r=8i3y+x=24,y+3x+8=0i3y—2+24=0;¢)y—x =1
iz+y+17=0. VIL76. 4/V17. VIL77. y_ = -1 ¢/ =1 VIL78.
90°. VILT9. arctgX. VIL80. 2y —x = 1, 2y + 2 +3 = 0. VILSL.

42y = 42 VIL82. y = o+ Uy = 5 4 o (35 +2). VILS3.

_
Tomy, mo Touka x = 0 xyTosa (181 toTuwuni). VIL87. f(b) = b?, f(a) = a?,

b ¥ ab+ b2
F1(¢) = 2¢, ¢ = ; VILSS. ,/%. VIL89. ¢ = 2,25. VILIL.

. Q ™ . . .
Ha ny3i e xkyToBa TOUKA IpU T = 5 B AKIN PYHKIA HeMae noxiguol. VIL.92.,

VII1.85. He moxua, 60 mpu z = 0 nemae noxiguoi. VII.86.

dyukiis HenmepepBHa 1 Mae MOXiqHy BcepeauHi Biapiska [0;2], are pospusBHA
Ha noro npasomy Kinmi. VII.93. Ieomerpuunun smict ¢pyukmii ¢ mosaarae
B TOMYy, IO Ie noaBoeHa mioma AAM B, ne M — moBuIbHa TOYKa Ha Ay3i
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4 4 1 w 15\ >/
AB. VII.95. - -1 1- VII. — .
95 a)\/ﬁ 76)\/ )12 96. )46)(4
VIL.97. Oyuxuis y = |z — 1| HEMag HOXI,ZIHOI opu z = 1. VIL.98. x = -0, 5.
a 1

1
VIL99. 1) 7 2) 0,25 8) —— 4) —=—: 5) 3 6) 1; ) a— b; 8) =3 9)
an In5 b ) 3
1 1 a\?
—=;10) 0; 11) =; 12) lna—lnb; 13) 0,5; 14) 1; 15) (=) ; 16) 0,5; 17)
3 8 b
1/6; 18) 3; 19) oo; 20) 0; 21) 0; 22) 0; 23) 3; 24) 0; 25) 0; 26) 0; 27) %

1 1

1
; 33) 5 34) €®; 35) 1; 36) 1; 37) €3
1
38) 1; 39) ~:40) 1. VIL.103. f(ac) —14 (. —2)2 —2(z —2)> 4 (z — 2)4,
143, -60, 2. VIL104. fl@) ®1=6(z—1)+ (@ - 1) +60(x — 1)3, 0,823.
3 2n—1

VIL.105. 2,23. VIL106. a) f )_x+ S+ &+t Gy +o@®); 6)
6 9

f()_1+2l+4l+ +($n)'+0(2n+1) B)f()_1_$3+x2_g_§_!+

n 3!1
e EET (@) r) fe) = —at - — e — 2" 4 o(z2"). VIL107.
n—1
a) 1+ 3z §x2+§x3—m+—( ) 2n(nz!n I +o(z"); 6) 1+ 12 — $a? +
_yn-1 _
S%x3_...+( 1) 235’”3!...(371 4)xn+0(mn); B) a+ma,1,1v,1x mz;?az’l” 22+

)" (m=1)@m—1)..(n=1)m—1)

mrnlgnm—1

P — 4 2" + o(x™). VIL.108.

3 220 , 1 5 5
x+§+ﬁ+o( %). VIL109. (z — 1)+ (z — 1) +§(x—1) +o((x—1)%).

1
VIL.111. a) < 0,013; 6) < 2-10~%; B) < 0,00043. VIL112. a) — 5 0

0; B) é; r) In?a; 1) 0,5; €) % VIL.114. a) npu = € (—00;0,5) QpyHk-
uis 3pocrae, npu = € (0,5;4+00) Qyukuia cnanae; 6) npu € (—oo;—1) i

€ (1;+400) dyuxuis cnagae, npu x € (—1;1) dyukuis 3pocrae; B) mpu
z € (—o0;—1)1ix € (1;+00) dyukuia cnagae, npu ¢ € (—1;1) Qpysxuin
apoctag; I') QyHKIiA 3pocTae npu & € R; e) npu x € (—00;0) i z € (2;400)
dyuxuia cnagae, upu x € (0;2) dyskuia apocrae; €) npu x € (—oo;—1) i

€ (0;1) pyukuia cnagae, mpu € (—1;0) i z € (1;400) pyHKUia 3poc-
tae. VII.116. a) xpusa omykaa BHm3 Ha R; 6) mpu x > 0 KpuBa omykia
BHU3 1 mpu = < 0 KpuBa omykiaa Bropy, = 0 — TOUKA MEPEruHy; B) KPUBA
omykiaa BHu3 Ha R; r) xpusa omykiaa Bropy Ha R; 1) (0;0) — Touxa mepe-
ruay. VIL.117. a) npu & € (—00;0) i z € (4;+00) dyHKIiA 3pocTae, npu

8
x € (0;4) Qpyukuia cnagae, | 2; — 3 ) ~ TOUIKa meperuy; 6) npu = > 0 pyHK-

1 .
mia cnagae, npu ¢ < 0 GyHKIIA 3pocTae, <iﬁ; el/z> — TOYKA IEePeruHy;

B) mpu = € (—oo;—1) i & € (1;+00) dyukuisa cnanae, npu = € (—1;1) Qpyn-
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3

KIIis 3pOCTae, (ﬂ:\/g; i§>’ (0;0) — Touku meperuny; r) QYHKIIA CIagae
In2

mpu ¢ € R\ {0}, x = — —~ ~ TOIKA Heperuxy. VII.118. 1) npu & = —2

Ymin = 1; 2) mpu & = 0,5 Ymaee = 1,25; 3) © = —1 — Touka neperuny; 4)
mpi & = 1 Ymin = 0; 5) mpu & = =5 Ymin = 0; 6) mpu & = =2 Ypin = 3; 7)
16

Hpﬂx:—Qymm:—?,Hpﬂl’zzymaz: 8)Hpﬂ$:—1ymaz:§7

?7
opua & = 3 Ymin = —9; 9) mpu & = £2 Ynay = 5, 1pu & = 0 Y, = 1; 10)
(0;0) — Touka nmeperuny; 11) upu & = 2 Yumin = 2, IPU T = —2 Yoz = —2;

12) mpu = —1 Ymin = —4, 1pu & = —3 Ymae = 0; 13) mpu & = 0 Ymin = 0,

5—+13
ompu * = £1 Ymee = 1; 14) mpn z = g Ymin ~ —0,76, mpu z = 1
5++13
Ymaz = 0, Ipu = +T Ymin = —0,05, x = 2 excrpemyMmy Hemae; 15)
opu & = 1 Ymin = 2, 1pA T = —1 Yoz = —2; 16) mput & = —1 Yomin = —1,
7 1
opt £ = 1 Ymaee = 1; 17)npnx:gymm:—ﬁ; 18)mpuz =0ix =2
1 1
Ymin = 0, opn r = 1 Ymaz = 1; 19) opu © = 1 Ymaz = —3 20) mpn r = —
e e
2
Ymin = — —, OpA T = 04 Ymaz = 0; 21) mpu = = w(k + 0,5) Ymin = 5, npu
e

T 1 ™
Z—glnl 23) HpH$——Z+27Tk'
V2

3
, IDA & = Iﬂ— + 7k Ymaz = 7637T/4+7Tk. VII.119.

T =Tk Ymae = 10; 22) put & = 1 Ymaz =
@e—ﬂ/4+2ﬂk2
2

Ymin =
1
a) X 32; 6) 2; 66; B) 0; 132; r) 2; 100,01; 1) 1; 3. VII.120. 30 M X 60 m.
h
VIL121. 51 5. VIL122. az. VIL123. % VIL124. 43 x 4 X 2u.
18

VII.125. 20cm. VII.126. 60°. VII.127. ——. VII.128. Yepes a4
a4 +7 20

FOAUH HAUMEHINA BiICTaHb JOPIBHIOBATUME 3 kM. VIL.129. B V3 =~ 1,7

2,4 1,6
pasu. VIL.130. [ = 5,6 M; BU3HAYAETHCA AK MAKCUMyM | = —— + —

198 sina cosa’
VIL.131. V.. = Tﬂ- am® mpu Bucoti ¢ = 2 oM. VIL132. S,,.. = R?

IpU BUCOTI T = \%. VIL.133. (1;1). VIL134. +ab. VIL135. 4 cu

1v3cem VIL136. z = 1,5. VIL137. o = ZW\/g. VIIL.138. 9,129.

VII.139. 3. VII.140. 0,612. VIL.141. 1) z =0iy=1;2) 2 =0iy = —ux;
Nr=0iy=x;4)zr=—-1liy=xz—-1;5)y=16)xz=0iy=-1;7)
r=0iy=2-1;8)x=-0,5iy=-2,9) y=u=x; 10)y =x=£m 11)
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yz—g; 12)y=0;13)y=X2x; 14)z=0iy=z;15) z=1,2=—-11
y=1;16) y = 0. VIL142. 1) opu & = 2 Ymas = 4, mpuy = 0 21 = 0,
xo =4;2) upu © = —1 Ypmin = —4, upuy = 023 = 1, 20 = —3; 4) npu
T =22 Ymin=—4, 1pa T = 0 Ypmaz = 0, mpu y = 0 71 = 0, 133 = £/8; 5)

opu £ = 0 Ymin = —1, TOUkE nepetuny 3 Biccio Oz z = £1; 6) npu x = 0
Ymaz = 1, y = 0 — acumnToTa, KpUBa CUMETPUYIHA BigHOCHO oci OY; 7) npu
T =05 Ymin =4, 0pu T =1 Ypmeo = —4, © = 3, y = x — 3 — acumnrory; 8)

)Hpﬂm:oymam:]-vy:07

T V3

5m us
: 10 = — min"N‘074a = 35 Ymaz = 75 SR 1
acummnToTa; 10) npu x 5 Y mpn =5y 2 + 5 )

mpu & =1 Ymae = 1, 2 =0, y = 0 — acumnroru, npu y = 0 x = e~ !; 12) mpu

4
HPHUE:Oymm:O,HPHJU:gymam=§;9

&= 0,5 Ymin = 5 g’ npu & = —0,5 Ymaee = 0,28,y = xﬂ:g — ACHMIITOTH;
13) mpu & = 2 Ymaa = Py y = 0 — acumnroTa; 14) mpu z = - Ymin = — é;
15) mpu © = 0 Ypmin = 0, ipu = = £ 4n;177 Ymaz = 1; 16) mpu z = 0
Ymin = 0 17) mpu @ = 7 + 7k k € N\ {0}, ymin = % npu 7 = %’“

1 1
ke N\{0}, Ymae = 1; 18) prt & = = Ypmae = ——,
\ {0}, v ) mp 5 Y e

1
2 =1 19)Hpﬂx:—21/mz'n=—§7HPH33=21/max=—1737=17l"1=4*

npu y = 0 27 = 0,

acumnrory; 20) mpu & = 1 Ymin = 1,5, KPUBA ACUMOTOTHYIHO HAGIAKAECTHCS

10 mapadoan y = % i 1o oci Oy; 21) mpu & = —3 Ymaz = —4,5, Ipu & = 3

Ymin = 4,5, (0;0) — Touka meperuny; r = +v/3, y = = — acuMnToTH; 22) IpH
1 1

T = % + 27k, Ymaz = %+27rk— 51n2; 23) mpu = 1 Yomin = §ln2— %

24) ipu & = —1 Ymae = 1, 1pu & = 0 Ypin = 0; 25) mpu & = 0 Ypmin = 0, npu

T =2 Ymaz = —, Y= 0 — acumnroTa; 26) mpu & = 1 Y = —1, mpu z =0
e

27
ymamzo,npnyzo.’pl=0,ac2=§;27)npnx:—lymaw=2,npnx=1

1
Ymin =0, mpu x =0y =1, y = 1 — acumnrora; 28) npu = = 1 Ymaez = —,
Ve
1
mpu £ = —1 Ymin = _ﬁ; 29) mpu & = 2 Ymin = 2(1 = In2), z = 0 -
acumnroTa; 30) mpu x = % Ymaz ~ 0,34, ipu © = —% Ymin =~ —0,34; 31)

1
ope & = 0 Ymin = 0, 1P & = 1 Ynepeo. = 1; 32) mpu & = — 5 Ymae ~ 1,85,

1
npu r = 3 Ymin ~ 1,28, mpu x = 0 y = g; y = x — acuMnToTa; 33) mpu
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5

T = ix:—ymmc:1,5,r1p1xlac_2 Ymin = 1; 34) pu & = € Ymae = —,

s
6
mpuy =0z =1; 2 =01y =0 — acuMmorory; 35) mpu & = —3 Ymin =
npnx:—lymm:2;npmy:0x:i\/§;npmx:Oy:l,fi;x——21
y =2—x —acuMnToTu; 36) mpu & = 1 Ypmin = 2, 1pu & = —1 Ypmae = —2; 37)
IpA X = 1 Ymin = 3, IPA & =4 Ynepeo. = 0;mpuz =0y = 3,6;38) mpuz =1
Ymin = =2, TpA & = —1 Ymae = 2; mpu y = 0 2y = 0, 293 = £1,3; (0;0) —

1
e
6,

TOYKa neperuny; 39) mpu £ = —2 Ymin = 0, 1pu & = —4 Ymar ~ 0,8; mpu

T =1, Ymaz = 2,8; Ox — acumnrora; 40) npu & = 1 Y, = 1, mpu y =0
2

$:i§;1’201y=07aCHMHTOTH; 41 mpu £ =0 Ymae = 1, mpu z = 1

1

Ymin = 0;mpuny =02 = £1;42) npu & = —1 Ymin = 3 P T =1 Ymas = 35
npu x =0y =1; y =1 — acumnrora; 43) npu £ = —1 Ymee = 1, mpu y =0
21 =0, 22 = —4; 44) 1pu & = =3 Ynepeo. = 0, 1A = 0 Yupin = R
x=-21iy=u2x+5 - acamorory; 45) npu x,, = 27N, N € Z, Ymin = 0, mpu
Tn=02n+ 171, n € Z, Ymaz = V2, 46) mpu &, = 7N, N € Z, Ymin = 0, mpu
1 _. .
&, = g-l-ﬂn, € Z, Ymar = 5o /I 2, = (—1)”% +mn,n€Z -
touku neperuny. VII.144. 1,86. VII.145. —2/15; 1,77. VIL.146. a) 1,17;
6) 3,07. VIL.147. 1,67. VII.148. a) 1,297; 6) 0,310; B) —0,682l; r) —0,798;
1,495.

PO3/ILT VIII

VIILL. 1) :2° + 2> + Infz|+ C; 2) 22° — 272 + C; 3) a2 — 271 + C; 4)
H(@? =z ) +2Inz[+C; 5) 3(2® —272) = 2In x|+ C; 6) 3Yz+2//T+C;
7) 35 -3V + C; 8) dlnx — 8/ — 1/ +C; 9) 22 + 32T+ C; 10)
2[—4f+c 11) 2V2% - 32 + 67 —Inz + C; 12) 3\/_ 3z + C;
13) e* +1/2 + C; 14) a®/Ina—2/\/x + C; 15) 2/sm2x+C’ 16) In |z| —
et = 12724+ C;17) 1+ cosz +C; 18)e +tgz+C; 19)—ctga: x+C; 20)
tgx—ctgac+0 21) tgx— x+C 22) $(z—sinz)+C; 23) L (z+sinz)+C; 24)
2arctgx — 3arcsinz + C; 25) —x—l—arctgm—l—C 26) ’”/lna—zx_‘l—l—C
27) cosz — ctgx + C; 28)3tgx+2ctgx+0 VIII.2. 1) Lsin3z + C; 2)
Ltgsa+C; 3) 2e%/2—2e72/24+ C; 4) 1\/(42 — 1)3+C; 5) —0,1(3— 2x) +C,
6) —5/(5—62)*+C; 7) —\/3—2x+C, 8) sh2x+2x+C, 9) Lsin*z + C;
10) —3v1—4z + C; 11) —¢sin(a — bx) + C; 12) 1 cos(a — bx) + C; 13)
In(z? — 52 + 7) + C; 14) $1In(z? + 1) + C; 15) —0,11n(1 — 10z) + C; 16)
—%ln (1—3629”) + C; 17) Insinz + C; 18) —Incosz + C; 19) Insin 2z + C;
20) —1In(1+3cosz)+ C; 21) $In(1 + 2sinz) + C; 22) In(1 +Inz) + C; 23)
Lsin® 2+C; 24) —Lcost 2 +C; 25) —2sin™? 2+ C; 26) L cos™2 2+ C; 27) (2—
cosz)/sina+C; 28) Lsin® 2 +C; 29) 1 /(1 + 32)1+C; 30) - ¢/(1 — 223)7+
C;31) VI+22+C; 32) (sinz—2)/cosz+C; 33) — °°”+C 34) esin® 4 C;
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35) —Le=" + C; 36) 2eV" + C; 37) L\ /(a2 + 1)3 + C; 38) Ly/(a® —8)T +
C; 39) L3/(a3 +1)2 + C; 40) —V1—2a? + C; 41) —/1+2cosz + C; 42)
2V +1nz)? 4+ C; 43) ,/1+4s1nx +C; 44) 409/(1—69:5 + C; 45)

21In|sinz|+C; 46) e* +C 47) —1In|1—23|+C; 48) S bw2+C VIIL4.
1) 15 n’m’—i—C;Z tarctg £ +C; 3) arcsin 2 +C; 4) In (z + Va2 +5) + C;
5) ln(x—M) + C; 6) ﬁ(arctg%%—ln +§ ) +C;7) arcsm\/— +
In (z + Va2 +2)+C; 8)21n(x2+5)—\/5arctgf+c 9) z—i—\}—ln +ﬁ‘+c;
10) 2 arctg\/—+C 11) arcsm\/——i-C 12) arcsm——i—C 13) arcsinf/—i—i-C'
) 55 In + C; 15) 2E;chsm\/—-l-C 16) 11n(x +\/:C8—)+C 17)

2

bxa

14

gln(a; +4) —arctg s + C; 18) 2Inf2? — 4| —In |2
In (z + V22 + 1) + C; 20) —marcsinx +C; 21) x — arctg:v +C; 22)
123 + 3z + %ﬁln i;g‘ + C; 23) arctg (z + 2) + C; 24) 1
25) 32 — 2z + 2\/_arctg\/i— + C; 26) arcsine® + C; 27) arctg (222) + C; 28)

tarctg L2 + C; 29) 2arcth+C 30) 1n(x+1+\/x2+2:v+ )+C 31)

arcsin mj—l +C; 32) arcsin 252+ C; 33) \/—arctg 2?3 +C; 34) \/—arcsm 4“”5 34

C; 35) 13 In |3z — 1+\/9z2 — 62 + 3) + C; 36) arcsin 2 4+ C; 37) §In(2? +
z-l-l)—%arctg%\’/tl-l—c 38) 21n (2z + 1+ V42? + 4o — 3)+C. VIILS5. 1)
zln|z|—z+C; 2) %1n|x—1|—5 (7 +z+n|z— 1|)-{-C7 3) Le2 (z — 1)+
C; 4) wzg“larctgx— 2 +C;5) a?sinz + 2z cosz — 2sinz + C; 6) 2e*(sinz —
cosz)+C; 7) z[(In |z|-1)?>+1]+C; 8) —z ctgx+1n | sinz|+C; 9) — lil%l+—1+0;
10) 2y/1+ zarcsing + 4v/1 — 22 + C; 11) xarcsing + V1 — 22 + C; 12)
—e (2% + 32?2 + 62 + 6) + C; 13) zln (a: +1) — 2z + 2arctgx + C; 14)
Z(coslnz+sinlnz)+C; 15) 2\/_(1n|31:| 2)+C;16) —2e7*/%(a? +4x+8)
C’ 17) zarctgx — £ In (2 +1)+C 18)xtgaz+1n|cosa:|+0 19) e (sinz +
cosz) + C; 20) 4\/2—|-_x—2\/m;1rcs1n‘ +C;21) -1 (&= +ctgx) +C;

sm-< T

22) zarctg/2r — 1 — ¥2=1 4 C; VIIL6. 1) In V‘% +C; 2) Linj(e -

2)2\2z +1]+C; 3) & 1n|3x+1|+ 2|2z —3|—tIn|z|+C; 4) jo+In|z| -
lln|2x—1| 2 1n|2x+1|+C 5) 1n|2x—1| 61n|2x 3|+51n|2x 5|+C

16
6) In ‘+C7 775 z+f‘+2f z+f]+c 8)—+ fda+
z(z—2)° G L VA ]G 2 ‘ VIIL7. 1)

(z+2)3 T+2

X

(m+3

) In f—2+c 10)

+C;2) a+l+ml

z+2) 1 31
m‘+0 5) T 4(z-1)2 4(96—1) +5 Infr—

In

S|t e +C 3) £ —2Infz|+20In|z — 3| -

Ulnjz—2/+C;4) L+1n

237



+gh|z+1/+C;6) 5 +Infz+1|+C; 7) {In|5

=2 +o (45 -

—_— z—1 - .
2(;_2). VIILS. 1) 1nﬁ+c. 2) llnﬁ+ Tarctg%Jrc 3)
bin 42| — aretga+ C: 4) § [in YR + avctge — 2] +.Ci5) G52

In |2;2i|1 — aI‘Ctg.’IJ + C 6) In ;+—4 + arcth — Marctgi + C 7)

ﬁiln%ﬁ-\ffwctg V2 1 05 8) (2+2)+an2+2 4\/—arctg\/—+C’

4023 +152°+33
9) 216(§2+9) + 55 2+9)2 + 648arctg s +C;10) w48(1+22)2 z + arctgx—i—(]

1 220322 3 z°—1 z2+x+2 1 x+1
11) 251 ln 22 +1‘) +C VIII.g. 1) —m hl 1

1 (225322 +3 1 [ 22%-322 4+ 3 2167393

Z( o1 T3 2+1D 3) Z( o1 51In 2+1D 4) i@ T

SIn |2 ‘ VIIL15. 1) 222 §/(Bz + 12+ C; 2) 241227 +1-3) +C; 3)
[\f f+\/—_1n 1+\/‘]+c 4) 2 (322 —ax — 2a®)/a -z + C; 5)
e 4+1) 3\/ _|_ 31n( /$4 1+ 1) +C; 6) wv_i_c VIII.16.
1) ¢arcsm— —I—C -mpn v > 0, + mpu = < 0; 2) ln . F2+2x+1’ 3)
=5/ EEHC ) In sk VIILAT) § [aV/a? =27 + o arcsin 7]+
C; 2) 2arcsin £ — £(2—2%)v/4 — 22 +C; 3) 2arcsin 25+ — ‘(m—l)W'FC;

T z3 iy T
4) W+C7 5) ﬁ—i‘c 6) \/=a:2 — arcs1n—+C. VIII.].S. ].)

L(@+5)Va2 + 2z +2-2 In(z 4+ 1+ Va? + 27 + )+C 2) =3 — 21 — 22—
arcsin & 4+ C; 3) ~4\2ax — 12 + & > arcsi 1)

1+ 3 \/ .9y _ 1422 .
\/—IH‘%— arctg\/l—}—x +C; 2) — +C,3) Z\/IJ’:T—I—C,

1) 2ozt 4 C; VIIL20. 1) =220 2) M + 3z + 1)1/3 +
In|(3z+1)3 -1+ C; 3) 2 — 2y/x + 2In(Va +1) + C; 4) —0,3 (27 +

« 3 T
3a)¢/(a — 2)2+C; 5) 2v/x — 2+ Zarctg /252 +C; 6) 2L < Sansat
Vel §)+C; 7) In (1 + V1422 + s 11+7) +C; 8) x2+@+0;

6) F\/E2 +C (-mpuz > 0i + mpn z < —2); 10)

11) 2arcsin § — $v4 — 2?; 12) 2arcsin /5 — V2x — 2%; 13 2+’”\/4£E+:U2
2In|z + 2 + Viz + 22| + C; 14) — &85+ 4z — 2?2

15) — VIR 4 Lin YEETHL 4 0 16) — YVIEZ 4 ¢ 17) lln‘—‘&ﬁ‘-ﬁ-c
)

18) arccos Lt + C; 19) — w\/l + 22 — 22
(251 +37) VaZ + 4z + 3 —661n |z +2+ a2 + 4z + 3| + C; VIIL21. 1)
%ln( 2 1) — 2arctge® + C; 2) 1€** — 2¢®* +4In(e® +2) + C; 3) €”

1
3
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Inle® — 1] + C; 4) 2Inje® — 1| — z + C; 5) 2e'(t5 — 5t* + 20t3 — 60t? +
120t — 120, ge t = /z. VIIL22. 1) 3ch3x—chx+c~ 2) ;shxch‘*x—
}%shxch%n— %shm+6’; 3) %az—i— —sh2m+ Lshdz + C; 4) 328h4x

g7+ C; 5) In|chz| + C; 6) x —cthx—}—C 7) f5chbz — Lcha + C; 8)
& shsz + fsha 4+ C; 9) 1[In(e*® + Vel —1) + arcsin(e™2)] + C; 10)

achamsinbg;i;hamcosbm +C 11) achamcosZgi—ﬁ;hamsinbz +C VIII.23. 1)

2y + 1 + In [ ZH2= ‘/F’-i—c 2) : (arctgx) +C;3) Hn|zte| - L4 ¢
4) tg (£ — )+ C; 5) 2arcsiny/z 4+ C; 6) 1 (2? —l—msm2az+—c082x)+0 7)
1nC(e“°+1) r—e " +C;8) arcsmgc-F\/m%-C7 9) — #ctg® z+ C; 10)
ztgr +1n|cosz| — L + C; 11) cosz + In |tg £| 4+ C; 12) — tarctg %L + C;
13) 3Yz—12Yx+24In(Yz+2)+C; 14)6;’@%+0; 15) — L tarctgz+C;
16) — ooy + 05 17) 3Va+bIna +C; 18) gy —peoyr +C mpun # 11
—3bln|a—bx3|+CHpHn_1 19) = 1 — 22 — a2 + arcsin%—i—C' 20)

%ﬁ;ﬁc 21) Larctg S —a+1In(4+e2*)+C;22) 3 In The? — BT 4 O

1
23) In ’ﬁi%? [ 24) 2+ ctga — detg? o+ C; 25) — VI — avesin § + €
20) D g 2] 29 & lle a2 2

\/_+ctgm .
V3—ctgz
%[x\/x?—+1n(x+\/x2— + 224 C; 30) L 4o+ L4 In CEmLZ 3y
—l(w—+2)3/2+0 32) 3arctg\/x3—+0 33) 1 [x+1n|s1nx+cos:v|]+0
4) 2[y/zarcsinx + /1 —x] + C; 35) tg? x—l—C 36) ctgx — g ctg®x + C;
37) —ctgzIn|cosz| — x4+ C; 38) e7® 4 § In |5 +1‘ +C; 39) tgta + C
40) In|z| — = In |z + 1| 4+ C; 41) i2\/m + mpu cosz > 0, - mpu
cosz < 0; 42) %arctg(\/itgx) +C;43) + In IszJ +C; 44) —2eVe(\/T +
)+C 45) 2\/zarctg\/x — In|z + 1] + C; 46) tgx + C; 47) In|z| —
o 'H In(z? 4+ 1) + C; 48) tarctg(a®) + C; 49) 2(\/z + cos /) + C; 50)

%”4/954_ 1+ 2V2In 4LWC++:§__+C~ 1) z — V1 —22arcsinx + C; 52)

VST 4 0 53) — L 4 0 54) In B 4 0 55) — Lteesadin®e

56 ) L Cﬁ%ﬁ;”jt arctgz% +C. VIIL25. 1) 22, 9) 263, 3) 4; 4)
z 5) 22:6) Z; 7) 42; 8) 53 9) 12; 10) —; 11) 1,5; 12) —31n|b 13)
2 14) 5(e— 1) 15) — La®; 16) 25 17) 1; 18) f Y3zl 19) 1 20) g 21)
(1+1n3 In2); 22) Mf”; 23) 2 —In2; 24) T — § 25) 2; 26) 1

1+1n 25 28) —; 29) arctg3— arctg2; 30) 2; 31) #; 32) — 33) 1, 125 34

27)
)
31n2— Lln5; 35) 1 2; 36) £ —1; 37) 2In2 — 1; 38) _f 1n(f 1. 39)
)

w
e

725

~— w3

2
32, 40) ——21n2 41) ——i—lan 42) 73 — 67, 43)——+21n3 44

arctge . 45) 55_2,46) 7+21n2 47) 17,48) z —1,49) T —1;50) =02
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51) ¥3; 52) In3; 53) 57, 54) 8,55 T~ %- 56) 2 — 15In2 + 81n3; 57)
2 2
25 arctg X3, VIIL26. 1) 2;2) 3In 2; 3) 1 1; 4) @Hab+l 5y T VIT.30.

1) %’T + 70, [0 <L 2) MICTHUTBCS MiX m i 11—0. VIIL.31. 1) §ln2;
2) € 10| < 1. VIIL32. 1) 1; 2) poa6ixmmit; 3) p0361>KHm71; 4) —L- npn

n > 11 posGixkmmit mpu n < 15 5) 1;6) —1; 7) m; 8) 3\/—; 9) 1;10) 1; 11) %,
12) 1; 13) 16; 14) In2; 15) ; 16) T 11nz 17) £ 18) —; 19) — 20)
26) —; 27) 5; 28) — 29) p0361>KH1m 30) ; 31) p0361>KH1m 32) 6; 33)

34) 1; 35) p036i>KHI/IfI; 36) 2. VIIL.33. 1) 361)KHI/II/I 2) po36ixHuUN; 3) 361}K—
Hun; 4) 30ikuU; 5) po3bixkuuy; 6) 36ikHUM; 7) po3bixkauT; 8) PO36iKHNY;
9) 36ixuun; 10) posbixuun; 11) posbixuun; 12) 36ixuun; 13) posbixuun,
14) po36ikHUL; 15) 361xHUN; 16) pO36iKHUM. VIII 34. 1) 22; 2) wab; 3)
36; 4) 12; 5) 2:6) 3:7) ¥:8)17,5-6In6; 9) ;10) 9,9 -8, llge 11) 2
12) u. 13) 14) L 15) 21n2 16) 1; 17) & 16, 18) 19 2; 19) 0,8; 20) 125, 21)

22) 0,8; 23) 11258, 24) U=ma®. 95y 2. VIIL35. 1) 3ra?; 2) ?”TTG; 3) &,

4) 6ma2. VIIL36. 1) a%; 2) 37;12; 3) 72, 4) T, 5) ma®. 6) =, VIIL37.

2 4 )
1) %71‘04 2) 41457 3) 71'(]_+ 7%2) VIIL3S. 1) 1_ 2) 41457 3) 77(1"‘7%—2)

VIIL39. 7a? (1—%). VIIL40. 7. VIIL41. 2. VIIL42. 37ra®. VI-
I1.43. 1) ;2)In3; 3) 2In3 — 1; 4) p[vV2+In(1 + V2)]; 5) ¥2; 6) £2; 7)
V6+1In(v2+v3); 8) 2ash1; 9) 1,35+1n2. VIIL44. 1) 8a; 2) 4v/3; 3) Toukn
nepeTuny 3 ocavm npu t; = 01ty = v/8, S = 13 . VIIL.45. 1) 27a; 2) 6a; 3)
4M VIIL.46. 1) 27v/a? + h2; 2) V/3; 3) ato+2bt3 VIII 47. 1) 8a; 2)

wav'1 +4772+ ¢ In(27+v1 + 4n2); 3) Sma. VIIL48. 1) ; 2) 2h?; 3) $mabe;
4) Zabc; 5) &. VIIL49. %(2a + ¢). VIIL.50. 22[(24 + a)B + (A + 2a)b].

VIIL51. 1) 1277, 2) 8ma%b. 3) rph?; 4) 58,5m; 5) ST 6) = 7) Sin, 8)

—W(W4+2); 9) %ﬂa2b; 10) %ﬂa3' 11) 37%; 12) @; 13) %(%’T + ‘/_) 14) 4”

15) 3§gg : 16) 19, 2m; 17) 8’“ ; 18) 57%a®; 19) 727. VIIL52. 1) &X: 2) ‘;‘gg

VIII. 53 1) 8”3 ; 2) 13” o VIIIL54. 2. VIIL55. 27%a®. IpuitaaTn ¢ =
2asin’t i HepeI/ITI/I o napaMeTquHoro plBHHHHH. VIIL.56. 4” VIIL.57.

1) 2 01V + 21n 554, 2) 20y @ TAF + 8 In (/g
m [(\/_—\/5)4-111%}; 4) a) 2?”[(2% + p)\/2pxo + p? —pZ], 6)

T [(p+4x0) 220(p + 220) — p?In 7%/_ ”""2“30]' 5) a) %, 6) 1672a2, B)

3273”1 . 6) Za?(4V2—1); 7) %; 8) a) 2ma*(2 — v/2), 6) 2v/2ma?, B) 4wa’.

VIIL58. %(a + 2b)pgh®. VIIL59. pgd®/12. VIII.60. pgahz. VIIL.61.

ah? h mgRh
”T. VIIIL.62. 7 VIII.63. Rg+h VIII.64. 16 33 .10 xI'. VIIL.65.

LgSH?(1 - p)?. VIIL66. "L VIIL67. . VIIL.68. a) 4-107%; 6)
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6-107%. VIIL69. 52— VIILT0. M, = M, = %, . = y. = §. VIILT1.
M, =M, =% 2, =y =% VIL72. 2, =0, y. = 2. VIIL73. 2. = 0,
ye = 2 VIIL74. 2. = y. = &. VIIL75. M, = % VIIL76. =X
VIIL77. =2 VIIL78. 853,3. VIIL79. 59,3%. VIIL80. a) 100; 0)
57,14. VIIL.81. a) 0;6) 1/3; B) (7 —2)/2 = 0,57.

POB/ILT IX
IX.1. 1) 23;1, 2) 273—717 3) 5—1}7 4) m 5) sin - 2,,, 6)

IX.2. 1) 2;2) 2:3)3;4) 0,1;5) 5 6) 0,5; 7) 13; 8) 23; 9) 1. IX.3. 1) pos6.;
2) 36.; 3) 36.; 4) 36.; 5) 30.; 6) 36.; 7) po36.; 8) po36.; 9) 36.; 10) 36.; 11)
po36.; 12) po36.; 13) 36.; 14) 36.; 15) 36. I1X.4. 1) 36.; 2) 36.; 3) po36.; 4)
po36.; 5) 36.; 6) 36.; 7) 36.; 8) po36.; 9) 36.; 10) po36.; 11) 36.; 12) pos6.; 13)
po36.; 14) 36. IX.5. 1) 36.; 2) 36.; 3) 36.; 4) 36.; 5) 36.; 6) 36.; 7) 36.; 8) 36.;
9) po36.; 10) po36.; 11) 36.; 12) 36.; 13) 36.; 14) 36. IX.6. 1) 36.; 2) 36.; 3)
36.; 4) po36.; 5) 36.; 6) 36.; 7) 36. IX.7. 1) p036 2) p036 3) 36.; 4) 36.; 5)
p036 6) 36.; 7) 36.; 8) 30.; 9) 36. IX.8. 1) 36., 9, 2) 36., 3, 3) 36., = 0, 668;

4) 36., =~ 0, 9017 5) po0., akmo |a| < 1, 36., akmo |a| > 1, In (1 + 1/a?); 6)
36., =~ 0,605; 7) 36., ~ 0,916; 8) 36., ~ —0,526. IX.9. 1) 36.; 2) 36.; 3)
po36.; 4) po36.; 5) 36.; 6) 36.; 7) 36. IX.10. 1) ym. 36.; 2) abc. 36.; 3) po3b.;
4) ym. 306.; 5) abc. 36.; 6) ym. 36.; 7) abc. 36.; 8) abe. 36., koam p > 1, ym.
36., ko 0 < p < 1; 9) abe. 36., ko p > 1, ym. 36., xomu 0 < p < 1; 10)
abc. 36., ko p > 1, ym. 36., ko 0 < p < 1; 11) abe. 36., koau p > 2, yM.
36., kou 1 < p < 2; 12) ym. 36.; 13) pos6. IX.11. 1) a) 36. pisH., 6) 36.
HepiBH.; 2) 36. piBH.; 3) 306. piBH; 4) 36. piBH.; 5) a) 36.HepiBH., 6) 36. PIBH.;
6) a) 36. piBH., 06) 36. HepiBH., B) 30.pisu. IX.12. 1/(1—x), 2™/(1 —x), npu
n > 11. IX.13. |r,| < 1/n? n > 100. IX.15. |r,| < 1/n, n > 10. IX.16.
o]l < 1/(n+1), n > 9. IX.17. |r,| < 1/2"7', n > 1 —log,e. IX.18.
[rn| < 1/(2-3"71), n > 1+1log;50. IX.19. n > 1+ log, 100; IX.20. 1)
“l<z<];2)l/e<z<e3)-l<ae<l;4) -1<z<l;5z<-1i
r>1;6)-1l<ax<l;7)z#%£1;8) —co<z< +00;9) -2 <z <2;10)
—00 < x < o005 11) & > 0; 12) > 0. IX.21. 1) 36. abc., koau |z| > 1; 2)
36. abe., koau |z| < 1; 3) 36. abc., ko < —lixz > —1/3;4) 36. abc., koau
|z| # 1; 5) 36. abc., xomu |x — wk| < 7/6,k € Z; 6) 306. abc., xomn |x| # 1,
i ymoBHO, xomu x = —1; 7) 36. abc., komu p > 1, ¢ # k(k = —-1,-2,...), 1
ymoBHO, Komu 0 < p < 1, x # k(k = —1,-2,...); 8) 36. abc., kKom ¢ > p+ 1,
i ymoBHO, koau p < ¢ < p+ 1; 9) 36. ab6c., Kom (3— \/ﬁ) /6 <x<1/31i
2/3<p< (3 + \/ﬁ) /6; 10) 36. ab6¢., koau x > 0; 11) 36. abc¢., komu x > 1;
12) 36. abc¢., koau z > 0, i ymoBno, ko x = 0. IX.23. %ln ﬁfi — %arctgx.
IX.24. 1) 1 ! In £ + Larctga; 2) (x+ Din(z +1) — 2. IX.25. 1/2. IX.26.

0,2. IX.27. 1) 3(ln2+77/\/_) #(lnl—i-\/_ +7/2). IX.28. In2.
1X.29. 222 IX.31. 1) [-3;3); 2) [-V5; V5] 3) [-v3/2V3/2); 4)
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(=003 00)7 5) (—1;1]; 6) (—v2/3; f/3 7) {0}; 8) {0}; 9) [-5;3); 1
(1;2); 11) (=V5/2;V5/2 ]’ )( 151); 13) [~V3; V3 14) [-0,1:1); 1
(-1 ] )[ 153); 17) [-1;0); 18) (=4; 4); 19)( 4/3;-2/3); 20) (—1/e; 1/e);

0)
5)
21) (—1/4; 1/43, 2) [-27;27], p > 0. IX.32. 1) 1In{EE, 2| < 1; 2§
5)
)

arctgz, |z| < 1; 3) cha, |z| < oo; 4) —In(1 —x) —1 < r < 1
1+ (1/z —1)In(l —z), -1 <z < 1. IX.33. 1) 1/(1 — )2, |a:| < 1 2
/(1 -2, Jal < 1; 3) o(1 —2)/(1+ )3, [o] < 1; 4) 20/(1 - 2)%, Ja] < L;
5) (1—22)/(1+ 222, |of < L 1X.34. 1) (1 +2)/(1 — 2)%, |a| < 1.
2) (1 -22)/(1 +2)%, || < 1. IX.35. 1) (ﬁ—§+§—...)sma+
2 4 2 03,4 55,6 2 3 4
(1-g+5-.)osa2) F-TE+8 - ot GG +i+..;
2,2 4 _4 3.3 5.5
4>%§(1——m; + —~~)+%(%—mgf g —~~~);5>1+—““+

—“3212“!22 Z (mz) = cos(2n—1) IX.36. 1) 2 (x+ + —+ )

2) 11’12_ Z (2777,_'_1) ~ 2 Z COS —TL— IX 37 1n2+km+ 222| _]314?"‘

n=1 n=1

CIX.4L. 2+ Y (_anx%ﬂ IX.43. 2+ 2

2nn!  2n+41°
n=1

z @ 0” IX.45. 1) —2+3(z—1)>+(z—-1)% 2) 3 %Sm(g +nZ).
n=
z+1
103546 1) 1—4(x+1)+6(x+1)2—4(m+;l>)3 (x+1)4 2) -1+ 2 4
1 S (o 4 1L 1X47. 1) -3 20 @2 9) (¢ + 2)* — 8(x +
n= n=
2)° +20(z +2)* = 16(x +2). IX.48. 1) > LI cos 2nilr; o)

n=1

277. 1 " 2n+1
217,,“

. IX.44.

o0

47 mﬂ_?n s nlzﬂ, n
2 (= >%IX49WZ%+Z%+

n=1

LIX50.2 [1+ 5 - Gk + 25t - B35l 4 L IX51. 1,002

2311 26.2! 29.31 212,41
0,996; 9,5. IX.52. 1,002; 0,997; 5,067. IX.53. 1,0025; 1,0004; 09965 0,999;
10,5; 4,125; 2,1. IX.54. 1) 0,208; 2) 0,978. IX.55. z — L + &
IX.57. 1) 7,389; 2) 1,649; 3) 0,3679; 4) 0,7788; 5) 0,0175 6) r 000 7)
0,9848. IX.58. 0,693; 1,099; 1,386; 1,792; 0,4343; 0,6990. IX.59. 1)

2n+1

3 2
Cra—ggm+ +(-)""oymoit- - ¢ €R; 2) C+nfa|— g5+ -+

(—1)" g+ @ € R\{0}; 3) C+Infa] + o+ £ Lo, TE
xS

R\ {0}; 4) C——+in|f:|+ TN +n(n+1).+ .., © € R\{0}; 5) x2—1—+

"+(—1)n+1m+...,l‘€R, ).I'——-‘r +(_1)n1§n 1)2“1‘

5 3....(2n I4" 3

—1<x<1'7)x+%+~-~+%+... —1<x<1;8)
2938 . 2t n_ (2n— 5) 12372

T+ 10+ +ogt 1< <L 9) at gy — (1) T Ih—1)1Gn=2) T

242



1 154"_3

oy m1 <2 < L10) -t e+ () iy e € € R
IX.60. 1) 0,3230; 2) 0,24488; 3) 0,4971; 4) 0,012; 5) 0,508. IX.61. y =
1+gc+34+4£,)+34878 JIX.62. y =145 -2 42— IX.63. Io(x):
1-— 2;4-2242—%4- . IX.64. ———cos2a:+ cos4zx. IX.65. 1)

%kz —2k+1 sin 5 (2k + 1); 2) 2 Z smmy; 3) 3 %; 4) (a—b)m

4
2(a—b) <= cos(2k+1)x = sin kz - n+1 cos nx
Emp i b CEDDWC >k+1+;5> S4B (1) Hep

n2
n=1

n=1

6) Z (_1)n (}L_% _ QL) sinnx; 7) 2s127ra (ﬁ + Z an%O_S;L’f); 8) 2si;17ra ~
n=1

o —1 nsinnz sha - n—1 nsin nz T 1

S (—1)n-tngnnr. gy Zshma $7(_7) 1m§ 10) —1+(e*"=1)/7 <§+

Z cosm:;ilsinnac> 11) sha

+
1-2 Z (=" cosna:; 13) 16 Z

2 2 "shh
> —;}L:}W * (hacos ™= — nr sin 272 ); 12)

"+l sin 2nz X sin(2n T
. . (1)(4,”‘_4_1)2, 14) % Zl % IX.66.

< sin 2nzx o cos(2n+1)z w2 ncosn:v
1)2%;2)%2%. IX.67. 1—+4§; ne. )
OO 2 2

o0
sinnz; 3) 4 44 Y cospr _yp Y- osinne, xf o

n=1

=

3
n=1
o 2 (=1)"*! cos 2nz (=
IX68. 1) 2-1 % ) 141 L SR8 1 L

 sin(2n + 1)z 5 4% %
n=0

PO3ILT X

e
iy
IN .

1) {(z,y)|2* +y* < R2}; 2) {(z.y)|2% +y* > R?}; 3) {(2,y)| & +
1}; 4) {(z,y)|y < —2®> —1aboy > 1—x2}; 5) {(z,y)|xy > 0};

|27m<x<77+27m——+277k<y 5+ 2nk, k,n € Z}; 7)
) nENU{O}0<m<n} 8){(x,y)| 20x<%a60y§
\ {(0;0)} 9) {(z,y)[2? +y* < 4}; 10) {(z,y |$>0y<2$}; 11)
<a® +y* < R’} 12) {(2,9)]y € [1;3], —y? SxSy }oX.2. 1)
)z +y—z# 5+nn€L}2) {(z,y,2) | 2* +y> +2° < 1} 3)
) | 2® +y? <5z} 4) {(zy,2) |2 > 1,y > 2,-1 < 2 < 1} 5)

2 2 2

2) | 2% +y? > 2%} 06) {(v1,29,...,70) ;Tlf ;’TZ% :
(1,22, ... @) | 21| < |aa],|z2| < azl, ... |zn| < lan]}. X.3. —%; 12—1;
0, x;éO, 3y #0. X4 —1; -1, 15,?5#0 X.6. Q(U,t) = Lt
X.7. 2= %jjgl’“ X.8. 2 = (w-i-y)wz:;(xy) - X9, 1) y? — 2%yt 2)
ot —32%y% + ¢ 3) 2Py —ayd. X.10. f(2) =22 — 25 2(2,y) = 2y + (v — y)>.

_ 21— . . . . . .
X.11. f(o,y) = 22172 X.18. 1) 0;2) — 2:3) 2 4) - 6; 5) 0; 6) ¢; 7)

(S}

vl

<
—~

Vs ®
3

83
Sl

<

- =

w =
D =~

P A O A Do
\_//-\/\/\Av A~ — |
888
< F@
™

8

)
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5, 8) 1; 9) oo 10) 0; 11) 1; 12) 2; 13) 0; 14) €3. X.19. 1) — 1; 0; 2) %,
1;3) 0; 1; 4) 0; 15 5) 15 005 6) 1; 5 7) 1; 0. X.27. 1) (1;—5); 2) Toukn
npamoli y = x/3; 3) Touxu rinep6omu x? — y2/4 = 1; 4) {(m,n) | m,n € Z};
5) citka gimin * = n, y = m, ge m,n € 7Z; 6) ciTka Jgigiu x = n, y = m,
ge m,n € Z; 7) Touku npsMol y = x (B yCiX, KpiM IOYAaTKy KOODIWHAT,
TOYKaxX Iiel mpamol (yHKIia MOxKe OyTH JOBU3HAYEHA MO HENEPEPBHOCTI);
8) TOYKM OIMHUIHOL chepr 3 HEHTPOM B MOYATKY KOODAUHAT; 9) TOUKHU KO-
myca 2 + y? = 22; 10) ciTka WIOMUH T = TN, y = TM, 2 = 7r/2 + 7rk
xe m,n, k € Z; 11) (a,b,c). X.28. 1) 2z, = Jy — #, z’ = 2\/_ + 7,

— 71 — . — 2 — —Za: —
=Y ge—wlu B g
T Ty Ry = y2 5) \/ﬁ’ - m2+yy2+m2+y2’ 6) Z; ~ z+lny?
_ 1. _ _ . _
% = ey D) % = Tl 4 S T el O e =
(1 4oy, 2 :<1+xy>y(1ii +1n<1+xy>);9> 2 = e*y(lna + 1)),
2l = 2" In 10) = ﬁ’f:z,l, zl = 1‘;1;_,,’”; 11) u!, = 2w cos(x? + y? + 22),
ul, = 2ycos(z? +y? + 22), u, = 2zcos(z? + y* + 2%); 12) u, = ixz/yfl,
uy, = —Zu z*/¥Inz, uy, = gxz/ylnx; 13) w), = yzav*~!, u), = za¥*Inu,
u, = yr¥?Inz; 14) v, = yz(sinx)¥>~! cosa: uy, = z(sinx)yz Insinz, u, =
y(sin z)¥* In sin a; 15) 2l == 1+17’ z, = HyQ, 16) = —e vt/ Z ctgy /2,
—_ ,—xctg — _ ,—xct .
U;J em*e y/zzsiHQz(y/z)’ u, = —e wcgy/zz s1: 2(y/2)? 17) 1—?;23;’
— . _ — —2 _ 2 oln f(p,T)
ZZII - 2\/?;—2y2’ 18) Z’z T 22 sin(?yy/a:)’ 22’! T xsin(2y/z) " X.29. nE)Tp :

X.30. f1(0,0) = 0, f/(0,0) = 0; mi. X.37. 1) e"=2(cost — 6¢2); 2)

3(_31t2t121t3)2; 3) e2t8 t—3t°+3t (cos2t —3(2t — 1)) 4) %;ai’l; 5) %(ln t)sint—l «

smt+cost1n1nt(1nt)smt 6) L((1—t*)Int+t—1+2tnt). X.38. 1) & =
e” dz e’ +(z%+1)e” /3+L, 9z __ z (=412
T@:(—+)/a+ﬁ )m—w’iz—m(l‘
2 _ 2 of 9z _ 2 9f af

2z + 1)2). X39 18) gz — —(Hl;) +2x8v7 5= whEs 39L; 2)
f = ot v = ol s onth o <ol vl
gz 2y +xewy8f X.41. 1) grad f = (-2;3;-1), az = —V14; 2)
gradf = (3;6;3), 2 o = 21/v38; 3) gradf = (—24/13;16/13;1n13), 2 az =
\/—2—9(1n13— 2); 4) grad f = (1; O :0), 2 ST = —3/V14. X.42. 1) (-1;-1;3);

2) (2/3;—1/3;1/3); 3) (1;1;1). X.43. 1— V3. X.44. cosa + sina, a)
a = m/4; 6) a = 57/4; B) a = 3r/4. X.45. /2(L+%). X.46.

s . N
’gradu‘ = & cosa = —% cosff = —L cosy = -2 X47. E =
0

To T0 T

7 isin(2mz/a)+] sh(27y/a .
kx Cos((227rz//a))-i{_-]ch(2(72ryl;£))' X.48. 1) —%dr+L1dy; 2) —(ydz+zdy) sinzy; 3) 0;
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zdy—yder — . yde—zdy zdr+ydy , 3:c2yda:—a:3dy, zdy—ydzx Y.,
4) nyy € m/y7 5) Y 6) 7) ) 8) Ctg ;79)

S v re? 0 1) YT cos?(23/y) 22
(y + 2)dx + (z + 2)dy + (x + y)dz; 10) (wgﬂz)?;;f;z,(;dzﬂdy); 11) 32%y%2dx +
223y zdy + 23y?dz; 12) (% — z%) dz + (% - y%) dy + (1— —%)dz. X.49.
1) f/(0)(4de = 3dy); 2) F () (eyde - ady); 3) EEex x (@ +ydy);

4) SL(de + dy) + GLdz; 5) gLadespdz 4 SLudeczdu; 6) 980 (xdu + ydy) +

Zg—g(xdx —ydy) + 2g—£(xdy + ydx); 7) a%dx + b%dy; 8) %(a:dy + ydx) +

of sduzyte; ) 51 (2dr — 3dy) + 3L (3dw + 5dy); 10) (325 + 29 + 227 ) a.

X.50. Az = 227, dz = 2.2. X.51. Az = —-0.0066, dz = —0.0087.
X.52. 1) 5.068; 2) 8.286; 3) 2.965; 4) 0.235; 5) 9.99. X.53. 1780 +
3

190 we/m®; X.54. 14.2 4030w, X.55. 1) =4—, —1; 2) fy“ 0,5;
—(z 2 r—

3) STy, 03 4) o, 0. X.56. 1) 52 2) L. X.58. 1)

Z; = _27 Z; = _%; 2) Z/ = Zl = ac—i—y—li-z—l; 3) le = _Z2y_zzy, Zgl/ =

z y
=-1;5) 2z, = prepmy: 2 Zy = —xgyfyg. X.59. 1) dz =

) 2
2 [ zda r—2z)d —yz)dx —xz)d
~Z (2 +58); 2) dr = do - 5 8) dp = - (uleileaa,

4) dz = Wwdetzdy) X 60, qy = —Lllstdu—zd: x 61, gy = L(2de —

y(z+2) 5 ) u(2(w+y)—U)2 N
0%z _ _ 2x 0z __ 0%z _ _ 2y . I5) _
dy) X'62' 1) dx2 (1+z2)2’ oz 0y - 07 Z‘)yz - (1+y2)2’ 2) oz2
2 —z 9%z _ 2 — 8%z _ 3,—ay. 9%z _ 2cosy?
(zy® — 2y)e™"Y, dzdy (z%y — 2z)e™"Y, oy — T€ ) 922 — T a3
9%z 2ysiny2 9%z _ _2sing/2—|-4g/2 cosyz, 4) 922 _ y2—m2 922 _ —4zy
8f8y - 129 ’Dé)y? - , x ’ Bzz = (z24y?)? 9z0y (m2+2y2)2’
9%z _ _ x—y~ | %z _ -2 07z __ -1 0%z _
o == Gy O) aar =y - 1V o = 2 (L4 ylne), 5 =
2 v 2 v 2 v
a¥Inx; 6) 95 = e, 8(2:5?4 = e¥e™" (1 + ze¥), 25 = ze¥e™’ (1 +
2 3 2 2 3
Y. 9%z _ __ Ty 0%z  __ 1 9%z _ Ty .
xe )’ 7) oz? T T \/(1_m2y2)3’ dzdy \/(1_m2y2)3’ oy? T /(1—22y2)3’ 8)
Pz _ _ Iny—2 8%z _ ,lnzltlnzin 8%z _
57 = = Iny(lny — Da¥=2, g0 = yro=d 5% = Ina(lne —
1) lnz—2. 9) 9%z _  2z|y %2 _ (@P—2)sgnx 922 _ _ _2azly| . 10)
y ? axz - (I2+y2)27 away - (z2+y2)2 b ayQ - (m2+y2)2?
32z _ _ T 9%z _ Yy 8%z _ :v3+(m2—y2)\/ z24y? . 11)
97z _ — _ = — sz =
0 == T g 0503 el 0 s (een/r)
2 2 2 2
—gzg = y222e™v?, —gy;‘ = 222%e?V7, —gz;‘ = 22y2eV?, megy = ze™*(1 + xyz),
Pu ezyz(l + Z) 9%u — xemyz(]_ + Z)' 12) %u — y2 422
9202 — Y Yyz), Oydz Yyz); dz2 /(a:2+y2+z2)37
Pu _ 2422 Pu _ 22442 Py _ —zy Py _
ayZ (z2+y2+22)3’ 922 T \/(z2+y2+22)3’ oxdy \/(w2+y2+22)3’ dxdz
—zz Pu —yz . %u _ yly—=2) y/z 9w _ In’z y/z
(22+y2+22)3 ) Y0z | J(p21y24.2)3’ 13) 902 = oz TV, gz = T T,
?u _ ylnaz(22tylnz) y/> 0%u _ ztylne y/z 92w _ —y(ztylne) /> 9%u
022 T z4 x > 9zdy — zz2? x ’ dxdz z23 x ’ Qydz
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- 1 1 2 _ z
= el G = G0 (5) B = 6 (5) 6 -
92 — 22 z 8%u _ 1 _ 1
(5) ln y’ 8mauy - _E (%) ' Qwdz T ; (%) (]‘ +Zln )7 5yaz - _5 X
(%) (1 + zIn —); 15) 2277; — yz(gg/;—l)xyz, g; = 2y* 2(2_1+Zyz Inz)z? x

Inz, 2 g =y*(14+y*Inz)z? Inzln?y, Bway = 2y"12¥ (1+y*Ina), % =
1“yyz 14y Inz), ayé‘z =y 2 (1+2lny(l +y*Inz)) lnz. X.64. 1)

) et —622y2+ oY 2,22 48(z—£)*(y—n)>
e 2) 125G 2+52> 58 (1 + 3yt 407572 4) Gemgrty—n
G 5) A ) 6) (2 4 k) (y + m) (2 + n)e T,

2. .3 2_
X.72. 1) Bdo?+2 (& - L) dedy—Zdy? 2) Jorhda® +2 s

dxdy — \/Tdy 3) eV ((2y+ 2y +y3)dz? +2(x +y) (vy +2)dxdy + (22 +
2y +2°)dy?); 4) —da® + 2dwdy — Ldy?; 5) 2sin 2ydady + 2z cos 2ydy®; 6)
— Gy (Ao —2dwdy+ +dy?); 7) 2(2dwdy+ydede+adydz); 8) eV (y* 2 da +
222dy® 4+ 22y?dz? +2(1+ acyz)(zdxdy +ydxdz + xdydz)); 9) 2(dedy + dxdz +
dydz) X.73. 1) e¥(sinzdy® + 3 cosxdrdy® — 3sinxdr’dy — cosxdx®); 2)
z+y e (dx® + 3dx*dy + 3dzdy® + dy®); 3) 6(dx® + dy® + dz® — 3dadydz);

4) —120%; 5) Zdat + Zdy + 2dzt X4 1) fU(1)(de? +

2dxdy +dy?); 2) L (xdy ydz)? — ($d$dy yda?); )m(azdm+
ydy+zdz)2+%((y + 2 )dx + (2% + 2%)dy* + (2 + y?)dz?

2aydrdy — 2xzdrdz — 2yzdydz), 4) a 2fE”Edac + 2abff, dedy + b frr. dy?; 5)
fée(de + dy)? + 2ff, (da® — dy®) + f), (dx—dy) 6) (fi, +4t2f), + 9t I +
atfl, +6t° f +12t3 e +2f,+6tf! )dt2 7) @® feda? +b2 T dy? +c2 Led2? +
2abf dady + 2acfg, da:dz + 2bcf - dydz; 8) 4f (a:dx + ydy) +4f (xdx

ydy)? +4f (xdy-l—ydx) +8f¢,(x 2dac y2dy? )+8f C(3cdac+yaly)(ydyn+:vdy)+
8fy-(vdx — ydy)(xdy + ydx) + 2fé(dx2 + dy?) + 2] (dx® — dy?) + 4fldxdy.

3 4 4
X.75. 1) &% = —8cos(2z+y), 52 a3y = —2c08(2z +y); 2) gy = _(aﬁ+y)‘“
9t _ 6a°b> By _ z+2y+3z Bu z+2y+3z
angyQ - _(aaca:&-by)‘“ 3) é‘)zg = 2Te Y ' 9xdydz 6e Y - X.76.

242z +1)+7(y—1)=3x+1)22—(z+1)(y—1)+6(y—1)%+(x+1)>+
20y — 13 X.77. 3+5(x — 1) +3(y+1)+52+4(x—1)2 —6(y +1)? +
5x—1)z=5(y+1)z+(@x—1)2+2(@y+1)>+23 -5 —1)(y +1)z. X.78.
%+%($—Z)+l(y——)—i($3—z) +t3@-F) -7 -1b-3) "+
X {((m—%)i—l—(y——) %) sin z siny X.79.
(5+6(=—%).5+0(v-%))
1,149 & 14 0,140,1-0,02+ 20,12.0,02 = 1,1021, 1A] < 1,2 - 105,
X.80. 1,10462, |A|<5 1076, X81 1)1——(x —y?); 2) —zy — 22 — Y2
X.82. 1) zZmin = z(—% §) = 3, 2) Zmin = 2(2a — b;20 —a) = 1 +

=
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3ab — 3a% = 3b%; 3) Zmax = 2 (5:%) = 35 + b 4) zmin = 2 (VZ-V2) =
=4, Zmin = z(—x/?; \/5) = 4; 5) ekcrpemywmiB Hemae; 6) axkuo a > 0,

TO Zmin = z(a,a) = —a®, akmo a < 0, TO zZmax = z2(a,a) = —a®; 7)

Zmin = Z(G"b) = 3ab; 8) Zmax = % (2\/572\/5) =z (_2\/§§ _2\/5) = 24\/57
Zmin = 2 (—2V3;2V/3) = 2 (2V/3; =2V/3) = —24V/3; 9) 21nin = 2(0,0) = 1, sxc-
o |a| > |b], TO zmax = 2(£1,0) = |a|/e, axwo |a| < |b], TO Zmax = 2(£1,0) =
b /e, axmo |a|] = [b|, TO zmax = |a|/e Ha ko1 22 + y? = 1; 10) excTpemymu
z=mm+(=1)"" (2 +/3) +(-1)"-2 B TouKax x = (-1)™ 1 I 4 M,
y= (-1t I+ M Komu m,n € Z, m Ta n — pisHol naprocti. X.83.
1) tmin = 1 (—2;4;1) = —15; 2) Umin = u (24; —144; —1) = —6913; 3) Upmax =
u(a;a;a) = a*; 4) Uy = u(é,l,l) =4, Umax = u(—3;-1;-1) = —4.
X.84. 1) m[i)nz = —5; maxz = -3; 2) rn[i)nz = —20; maxz = 4,5; 3)

minz = 0; maxz = 3; 4) minz = 0; maxz = 338 X.85. a=1b= 22
D D D D 2 V3’
c= 2L X.86. | = 999,804 +0,0212t. X.87. a)a = {1, b = 32,
no Yw Yyl Yy wi Y}
cz%l,;[eAz S Sta? et A=Yy Sa? Sat|, Ay =
Yai Yal Yl Yty dal Yad
n Yy L noooY T LY
Y ywyi yall, Ag= |y yal Y aiy |;6) b= (Y ailny—
Yai Yatyi Yl Yai Yal Yaty
= (%(297_b2 ) a— Eyl

L oY ny) /(e - 1 ()
lnxi—%ZlnxiZyi)/(Zln2xi—%(21nxi)2) —%(Zyl—bzmxz)
X.88. a=A/A, = 1—a,a=el2/A, qu:nZln z—— (Zln‘z—) ,
Ar=nYhahL-(Tms) (Snl) A =Yn?snL-(Tn)

x (Cnzm )
PO3/ILT XI

XI.1. 1) 2+41In2; 2) 32/3; 3) 4; 4) 125/6; 5) Sa?; 6) + — 1. XL.3. 1) 7/6;
2) 16/3. XI.4. a* (§ +2). XL5. a® (V3 — 47). XL6. 1) 9/2; 2) a?/6; 3)
2 —/2; 4) 4,5a% 5) 87 +9V3; 6) (2—7/4)a?; 7) TIn2. XL.7. 1) (b—a)?/2;
2) (r/4—1/6)a?; 3) 40/3. X1.8. 1) (2,5) 2) (3;4,8); 3) (22;2);4) (0;22).
X1.9. J, = ab®/3, J, = a3b/3 Jo = % (a® +b?). X1.10. 17a*/96. XL.11.
7a*/12. XL12. 1) & 2) m%; 3) 880 X713, 1) (32;34); 9) (0; &2).
XI.14. a*/30. XI. 15 3. XI 6. 1) 2 (a%+1?); 2) 35{%“4? 3) 4. XI.17.
1) 128, 9) 843; 3) < 4) 1863; 5) ga3; 6) £ 7) 2% ) 3na®; 9) Zmad;

) ? 3 24 3 3
10) g a?; 11 2\/‘m 12)43 3(3m — 4); 13) 16243 XI1.18. ). XI.19.
2ma® (5 _ \/5). XL.21. &. XL22. 1) (44 g)- 2) (0;0;¢). XI.23. 1)
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X1.24. 1) T2(8v/2 — 7); 2) ¥1; 3) 70 X1.25. T XI.26.

\/_ 1
g( XI.27.) (0;0;32). XI.28. S22 X1.29. /5In2. XIL.30. 1) 24; 2)
ab a2+ab+b

? ma? 8v2r%a 2 2 3/2
. XL31. T XI.32. %271 XI.33. 2 ((4n%+1)*/2-1).

XI1.34. & + 2\/’121’ arctg = _b XI.35. 2\/_7ra XI.36. (O ﬁa, §a)

X1.37. 5\2r%a’. X138, \/471' a2+h2( + e ; F+ ). XL39. 1)
4; 2) 10.°3) 2. XI1.40. 1) &; 2) 4. XI.41. 1,5a%; a®. XI1.42. 8a*. XI.43.

- XLad. TRet. X1.45. 0. X1.47. 1) %5 2) =33 3) 2— 7= X1.48. 3a’

X1.49. mab. XI 50. £. XL51. 1) —16; 2) —22; 3) —12. XL.52. 1) 22 2)
. 3) Uo® X1.55. gm X1.56. 3. XL57. 4\/61. XL.58. ey X1.59.
s XI 60 8921 XI.61. $7R*. XI1.62. 4. XI.63. . XL.67. 1) 37R?;

4
2) 3 drabe. XI 72 0,15a°.

PO3AIJT XII
XIL1. 1) y = 1% 2) y = 2%; 3)y——§x3 XIL.3. zy = 2y. XII.4.
1) y? — 2% = 2xyy’; 2) 22 +y = ay'. XIL.6. 1) y = Ca; 2) 2y = C; 3)
$2+y2:CQ;4)y:C’e’”;5)y:Cel/z;6)x+y:1nC’(x+1)(y+1) 7)
y=Ce™t/8) 2y = 25 —1;9) y = Cla + Vi +a); 10) y = 255
11) r = Ce'/? 4 a; 12) s* = tQ’HCt. XIL7. 1) y = CeV?, y = CeV®2,
2)y = M,y_2sm z —0,5; 3) i:C,y:—m;él)r:C’coscp,

r = —2cosp; 5) \/_:xlnx—x—l—C’,\/_:xlnx—x+1;6)y:mc;7v\/1%,

_V14a2 o _ . _ —2z .
y == XIL8. y—sin(x—y)=C;2)y=Ce **+1,50+1,75; 3)

r=2/T+r+y-2In(Vi+z+y—-1)+§n(yT+r+y+2) =C XIL9.
40 xB. XII.10. 0,47 xm/rog; 108,76 m. XII.15. 1) y —ax = Ce'/ 75 2)
2> —y? = Ca; 3) s> = 2°InCt; 4) sin¥ + Inx = C; 5) y = Cz—; 6)
y? = Cze™¥/*; TYmpnz > 0 /LT =In< mpnz < 0 /T = InCu; 8)
y=12-:9) 2% = C?+2Cy; 10) (v +y)? = Ca’e” 7v; 11) Injyl+$ =C;
12)y:xel+cm XII.16. 1) y = 2e°*, y—oce"”/2 )\/714—6'"“%‘,
N yP=y?—2%4)y=—z XILIT. y = 2?-C? . [Izepxano nmoBuHHO GyTH

napabomoigom obeprannsa. XIIL.18. 1) y = Cx 2% 2) y = _2;- 3)
L —coszsx InC(x a2tz
Yy = 02005192 74)y:11'1$%, 5)y: (\/%?) 6)y__+ /293-1—17 7)

y = 2(sinz — 1) + Ce™®n%; 8) y = lnistgm%; 9) y = (x + C)(1 + 2?); 10)

y=e" (ln|ac| - %) +Ce®; 11) s = t>(Int — 1) + Ct?; 12) y = Ca?e'/* + 22,
13)x:0e2y+£+2+l~ 14) o = ylny + S, XIL19. 1) s = O + L,
s=2t2+1;2)y = CO”, 3y =@ 1+1n|x|) 4) x = —tarctgt;
5 y? = x4+ Ce™®, y? = v —2'7% 6) y = 3@71. XII.24. 1)
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42 +y =Cuzx;2) = CSSQy-I-x—C 3)y+axe ¥ =C;4) x?cos’y+y? =C;
5) a%e¥ —y = C; 6) 2® + 20y —3y = C; 7) we¥ —y*? = C; 8) w +arctg £ = C;
9) x2+y2+g =C;10)2¥ = C. XIL25. 1) p= 5, 2+ % =C; 2)
Inp = Incosy, :r siny +0,5cos2y =C;3) p=e? y? = (C - 21)e*;
Hp=gm ayta® =05 pu=y ay—lny=20C;6)p=e?,
e Ycosr = C+x XI1.26. y = (C £ x)%. Yepes Touxy M (1;4) mpoxoaaTs
kpuBi y = (1+2)? iy = (3 —2)? XIL27. y=1- m+c)2 Yepes TOUKyY
M(1,4) HpOXO,lIHTprI/IBly—l—ﬁly—x—— X1128 y—Cx —I—C,
oco6msui inrerpar y = +2z. XIL29. 1) x(y/1+Z 2+ ) = C, ocob-
quBi igTerpam x = 0,y = —v. 2) y = v+ C i 2? +y? = C?. XIL.30.

Hy =1+ %, ocobmuBmit inTerpar y = 1; 7) y = Cx — €%, oco6-
musmit imterpar y = x(lnz — 1). XIL31. 1) y = (C + x +1)2, oco-
6muBui imTerpar y = 0; 2) o = Ct? — 23, y = 20t — 3t%, ge t = %;
3) y = Cx — C?, ocobmuBmii iHTerpar y = %; 4)y = Cx + %, ocobun-
Buit interpar y> = 4z; 5) Cy = (z — C)?, ocobausi imTerpam y = 0 i
y = —4x; 6) y = Cax — 1+ C?, ocobmusutt inTerpar z? + y? = 1; 7)
y = Cx — 3C3, ocobmupuit inTerpar 9y £ 22/ = 0; 8) o = Ce P +2(1 —p),
y = x(1 + p) + p?. XII.32. Bigpiskn ,LIOTMqui Y —y =9y (X —2) nHa
0CAX KoopaumHaT: X4 = & — %, Yg =y — zy'. 3a ymoBomw XA Y2 = 242,

(y—xy')? = —4a®y'; y = vy’ £/ —4a?y’ — piBrarna Kiepo. By,Z[b-ﬂKa mpsaMa
civ’i y = —Cx % 2aV/C, a Takox KpuBa, BU3HAYEHA OCOGINBIM IHTETPAIOM
ry = a?, nae poss’asok 3agadi. XI1.33. 1) y =3lnx + 222 — 62 +6;2) y =
1—COS2.’E; 3y = Clx—l—xarctgx—ln V14+a22+Cy4)y = Clx—i-Cg—lncosx,

—Incosz. XII 4. 1)y = —+Cllnx+02, 2) y* = —Chiax + Cy; 3)
y = 01 sin x— x—— sin 20+Cy; 4) Yy +C1y+Cy = 325 5) y = Crz(Inx—1)+Co;
6) ctgy = Cy — Clx Ny=e*(x—1)+C122+Cs; 8) y = \/%arctg\/%-l-Cg

HpHC’1>O,y:2\/iTlln z;\/—v:gi +Cympun €y <0,y = Co— 1 npu

Cr =0;9) Ciy? —1 = (Crox + Cy)?; 10) y = % — 7 + Crarctgw + Co; 11)
y=(Crz+Cy)% 12) s = — & 4 Cy Int + Cy; 13) 4(Chy — 1) = (Crz + Cy);
14)y = Cy —Crcosw—x. XIL35. 2) y = C1e?* 4+ Che 2% —22° —30; 3) y =
Cicosz+Cysinz+ax+e*; 4)y = Cy +Cze_3m+3x —x;5)y = Cre** +(Cy—
x)e*; 6) x = Asink(t —to) —tcoskt; 7) y = Clem‘/_-i-C V2 _ (z—2)e~

8)y:Cl+CQe2w—é3 )y—C1+Cgm+(Cg+x) T 4+ 2% — 322; 10)
y=C1e3 + (Cy — £) e73% + C5cos 3z + Cysin3z; 11) o = Cy + Cy cost +
Cysint + t° — 6t; 12) y = (C1 — £2) e + (Cocoszv/3 + C3 sinzV/3) e”
13) 2 = (Cr+Cat+5) e 14) 2 = Acost + Bsint + 1; 15) y =
le® 4+ xe_% + Cre?® 4+ Cye™3%; 16) y = Acosz + Bsinc + C cos2x
Dsin2z — srcosx; 17) y = Cle + Coe™® — 3(2® + . + 1,5); 18) y

I+
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e 2 (Creos 3+ Cy sm—)—|—851n2x 6cos2z; 19) y = (Cra+Cs)e " + e

20) y = (C4 +ng+03x + % ) . XII.36. 1) y = (Cy — In|sinz|) cos 2z +
Cgcosx + 50525 2) ¥y = [(C1 + Incosz)cosz + (Cy + z)sinz]e’™; 3)

= (Cy —Inz + Coz)e™; 4) y = Clcosm+C2sinm—cosxlntg( + )
5) y=C1+Coe™* — (l—l—e*w)ln(l%—e )+x;6) y = (C1+ Cox+ 5= )6*2“”, 7)
y=e2 (1a?Inw — 327 + O, + Cy2); 8) y = Cysinz + Cocosz + 50— 9)
y = (C; —In|sinz|) cos 2x+(Cg —x — Letga)sin2z; 10) y = (C1+V4 — 2%+
zarcsin § + Cox)e®. XIL37. 1) z = Cre' + Coe™3t y = Cret — 3Ce73; 2)
r=e +C1+Coe ™ y=et+C1—Cre 2 3) 2 =2+ Cret + Coe 2, y =
3e 1 +3C et +2Cye72 5) . = Crel + Coe~t+tcht, y = Cret —Coe P +cht+
tsht; 6) x = e % (C; cost+Cysint), y = e % [(Cy+C1) cost+(Cy —Cy) sin t];
7))z = Cret +Che t+tsht, y = Cret —Cre P +sht+tcht; 8) x = et +Cre® +
Coe 3t + Cscos(t — ). XIL.38. 1) & = Cret + Coe’t, y = —Cyet + 3Cqe™;
2) x = Cre7t + Coet, y = 2C1e7t — 2Cqe3t; 3) o = 201e3t — 4Cye™ 3¢,
y = C1e3t + Coe™3t; 4) = ¥ (Cy cost + Cysint), y = e?[(Cy + Cs) cost +
(Cy — Ch)sint]; 5) @ = €'(Cy cos3t + Coysin3t, y = e'[Cy sin 3t — Cy cos 3t;
6) v = (2Cy — Cy)cos2t — (2C1 + Co)sin2t, y = Cycos2t + Cysin2t; 7)
x = Cret + Cre?t + Cse™t, y = Cre? — 3C3e7t, 2 = Cret + Cre? — 5C3e7 Y
8) v = Cy + 3Cye?, y = —2Cqe? + Cze7t, 2 = C) + Cye® — 203e7 Y
9) x = e'(2Cysin2t + 2C3cos2t), y = €'(C; — Cyco82t + Cysin2t), z =
et(—Cy — 30y cos2t + 3Cssin2t); 10) x = Cre?t + e (Cycost + Czsint),
y = e3[(Cy + C3cost + (C3 — Co)sint], z = Cre? + 3![(2Cy — C3) cost +
(2C3 + Co)sint]; 11) z = C1e¥ + Cre™t, y = —Cr1e3t + (Cy + 2C3)e™ !,
2 = =3C1e3 + Cze™t; 12) @ = Cre? + Cze™d, y = —Che?® + 3C3)e ",
z = (C1 — 20%)e? + 2C3e7 5% 13) z = (Cy + Cst)el, y = (Cy + 2C3t)et,
z = (Cl —Cy — C3 — C3t)€t; 14) Tr = (01 + Cot + C3t2)€2t, Yy = [201 —
Cy + (202 - 203)t + 203t2]€2t, z= [Cl —Cy+2C3 + (CQ - 203>t + C3t2]62t.
XI1.39. 1) z = Cret + Coe P+ tel —t2 -2,y = Cret — Coe P+ (t —1)et — 2t;
2) x = Ce* + Cye™t — 2sint — cost, y = 2C1e?" — Cye~t + sint + 3 cost;
3) ¥ = Cret +2Cqe + 3e5, y = —Cre! + Caett + €5 4) x = Cy(cos2t —
sin 2t) + Cy(cos 2t + sin2t), y = Cy cos 2t + Cosin 2t + e~ 2, 5) & = Cre? +
3Cyett —e7t —4e3t y = Cre?t + Coett —2e71 - 2631 6) 2 = 20 €% + Core 3t —
(12t +13)et, y = Cre?t —2C2e™ 3" — (8t +6)el; 7) z = Cyel cost + Cael sint +
et +t+ 1,y = —Cief(cost — sint) + Caef(cost — sint) — 2et — 2t — 1; 8)
x = Cret + 3Cye?" + cost — 2sint, y = Cre! + 2C2e* + 2cost — 2sint; 9)
r = Cret + Cye3t + te! — et y = —Cret + Coedt — (t + l)e — 2e%t; 10)
x = Cret + 0% + ef(2cost —sint), y = Cret — Cye3t + et (3cost + smt),
XI1.40. 1) © = Cjcost — Cysint + tgt, y = —Cysint + Cycost + 2; 2)
x = Cret +205e% —el In(e?! +1)+2e*arctgel, y = Cret +3Cye?! — el In(e?! +
1)+ 3e*tarctgel; 3) 2 = Oy +2C2e~t +2e~tnlel — 1|, y = —2C; — 3Che™! —
3e7tIn|et—1];4) x = Cy cost+Cy sint+t(cost+sint)+(cost—sint) In | cost|,
y=(Cp — Cy)cost+ (Cy + Cy)sint + 2costln|cost| + 2tsint.
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PO3IIJI XIII

XIIL1. kp + sn. XIIL2. 34242,. XIIL3. a) A!2. 6) 15'2. XIIL.4. k"
XIIL5. 210. XIIL6. 2". XIIL7. (n!)2. XIIL8. (n — 1)!(n — 2). XIIL9.
(n —1)!. XIIL10. 10. XIIL11. a) 6500000. 6) 3407040. XIIL16. 1)

. 2) 5. 3) &0 XIIL17. L. XIIL18. 225, XIIL19. 0,49. XIIL.20.

3 Ci+C2
)022 2) 0,45. 3) 0,54. XIII.21. 1) o 2) % 3) ng{—L XIII.22.

Cl()CS 64
. XIII.23. %20, XII1.24. 1) 0,81. 2) 0,01. 3) 0,18. XIIL.25. 13:.
30

2) 124. XIII1.26. 0,488. XIII.27. 1) 0,729. 2) 0,027. XIII.28. 0,8574.

XII1.30. 0,3. XIIL.35. 021. XIIL.36. 044; 0,35. XIIL.40. 1. XI-

L41. 1) =207 9) 1 42 XTI1.42. 2L XIIL44. 0,86. XIIL45. 2
XII1.46. 0,25. XIII.47. 2. XIII.48. . XIIL.49. 0,2029. XIIL.50.

69 13
1) 3;2) 30: 3) 40 XIIL51. 2,3-107° XIIL52. 0,1488. XIIL53. 1)

1 —2(90,3)2029~ 1;2) 3,8-107%; 3) 14. XIIL.54. 0,7. XIIL.55. 296. XIIL.56.
400. XIII.57. 146; 0,1855. XIII.58. 1099 < ko < 1119. XIII.59. 0,0069.
XII1.60. 1) 0,0564. 2) 0,0208. 3) 0,0208. 4) 0,8419. XIII.61. 1) 0,0631.
2) 0,3679. 3) 0,981. XIII.62. 1) 0,224. 2) 0,1922. 3) 0,5768. XIII.63.
0,9692. XII1.64. 15 < ko < 33. XIIL.65. 119. XIIL.66. 184. XIIL.67.
[0 1 ]273 ] 1] 2 3 ]... k
p:]0]0,2]0,2]0,2 X1IL.68. p:]0,1]0,09[0,0,081]...]0,1-0,9F
x| 1 2 n

p;|0,97]0,0291 ... 0,97-0,03" 1
] 23] 4 x| 1 3 1475
3) 0,5. > 10.370.210.5 XIIL.71. T35 0.5 [0.410.2] 1) 0. 2) 0,55.
XIIL.72. MX =0,8; DX =2,96;0 = 1, 72. XIIL.73. MX = —0,3; DX =
15,21; 0 = 3,9. XIIL.74. 1) DX = 8,55; 0 = 2,92. 2) DX = 28658, 05;
o =169,29 3) DX = 1,96; 0 = 1,4; 4) DX = 11,5; ¢ = 3,39. XIIL75.
1) MZ = —4; 2) MZ = 16; 3) MZ = —16; 4) MZ = 19. XII1.76. 23 =
21,p3 = 0,2. XIIL.77. ; 0;525 0}25 0713125 . XII1.78.1)2,2;5,8;16,6;
2)2,1;4,9;12,3;3) -0, 1; 05 —0,1;4)3,4;12,4;46,6;5) 3,9;16,5; 74,1. XIIL.79.
a=1;a) F(z) = 1 + Larctgz; 6) 0,5. XIIL80. 0,5; a) 0,5; 6) MX =

DX = "4—2 — 2. XIIL81. 1) p(z) = isinz, axmo x € (0;7) i p(z) =
axmo x ¢ (0;7); 2) 0,5. XIIL.82. 1) p(x) = 2(x — 2), akmo = € (2;

i px) =0, axmo = ¢ (2;3); 2) 0,75. XIIL.83. 1) MX=% DX

XTIIL.69. XIIL.70. 1) 0,5. 2) 0,3.

2)MX = %,DX = %;B)MX =5 -1,DX =734 MX = =,

DX = 719;3 XIII.84. 3,215. XIII.85. MX = 2; DX = 1,9. XIII.86.
0, z <0,

DX =0,495. XIII.87. MX =2,5; DX = %; F(z)=< 0,2z, 0 <x <5,
1, x > 5;
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0,4. XIII.89. 3) 0,63. 4) 0,9817. XIIL.90. P(a < X < b) = =@ — ¢,
XIIL91. 1) 10; 100; 2) 0,5; 0,25. XII1.93. 0,6825. XII1.94. 1) (—5;25);
2) (0;20); 3) (6,65;13,25). XIIL.95. a=15,39; o =3,26.

XTIL.96. 9545%: 4.29. XTIL97. 0,036; 99,05%. XTIL98. |l 25 | 227 |
p]0,29]0,71
Y] 26 | 30 | 41 | 50 X[ 719 |[Y] 510
p10,14]0,42]0,19(0,25 | XII1.99. p|0,55]0,45[ [p[0,27]0,43
X[ 3] 6 |[Y][10]14 18.6) X |3
p[0,72[0,28] [p[0,35]0,2]0,45] */ [P(X/10)| 3
Y [10]14]18 X[ 4] 7 |10 ]|[V][L4
. XIIL101. a : ’

PO S [ 28 ) p|0,2[0,42]0,38] [p|0,8
X 7110 Y [1,4]L,8 X+Y]-3
PO T2 %,B) P . XIIL102. a) o3
—1] 0 | 2 3_6)X—Y—2 —1[ 1] 2 | 4 |
0,15|0,47]0,05 0,03 » 10,35[0,15]0,33]0,05]0,12
XY] 4] -1]0] 2 X+Y] 3] -2]-1] 0
5) > 10.12(0,35[0,2[0,33 HHA08- = —G5170,050.35 0,27
112 [XY]—2]-1]07]1]2 X+Y] -3
0,22[0,1] [ p [0,06]0,12[0,69]0,12[0,01 [ XIIL.104. p 10,01
2 1] 01 [2]|[X-Y][=2]-1]0]1]2]3|
0,05/0,35]0,27]0,22[0,1[ p |0,03[0,11[0,27]0,41]0,12]0,06
2X —3Y|-5|-3]|-2]-1] 0| 1|2 [3][4]5]6]3
p 0,03 /0,06 | 0,05 | 0,1 |0,15|0,02|0,16 | 0,24 | 0,01 | 0,09 | 0,03 | 0,06
X[—Y[-1] 0 | 1] 2] 3
p  |0,06]0,28(0,450,14]0,07
0,026, ox = 0,00165, oy = 0,00916, rxy = —0,074. XIIL.106. a)

X| 1 2 Y| -1 0 1
s10.8[0.2 5 10.2[0.35 0,45 ] 6) rak; B) 0,15; 0,65. XIII.108.

0,16 0 Y 1 0 1] B
( 0 0,5875>' XIIL.109. P(Y/1)[0,1875]0,375[0,4375 | MYy =
0,25. XIIL110. 2L; f(z,y) = 27* ¥In®2. XIIL111. f(z,y) = 8e %2,
XIIL112. 2. XIL113. 2. XIIL114. a) ¥3; 6) fy(z) = %e’%wz;

foly) = Y2e 3", B) ¢(z) = #e*(”wz; U(y) = %e%ﬂvﬂy)z/‘*. XII1.115.

MX = MY = ¥Z; DX = DY = &1 XIIL116. MX = MY =
T 4+1-V2 DX = DY = (T +2)V2 -5 COV(X,Y) = 0. XIIL117.
MX=MY =% DX=DY =5 +5 -2 COV(X,Y) = -5 + & - 1.
XIII.118. Homaa 10000. XIIL119. P > 0,595. XIIL120. P = 0,85;
P > 0,585 XIIL121. P > 1-%000-p) > 1 8.1 _ T XJ[1.122.
P >0,9902. XIIL123. 500. XIIL.124. (8,85%;21,15%). XIIL125. a)

—
Ut

<
w

; B)

XII1.100. a)

DO | 0o [NINg &

; 0)

O =

o] o~

o2}
SIS

U

. XIIL.105. MX = 0,00482, MY =
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0,306; 6) 0,77. XIIL.128. 0,3. XIIL129. a) P > 0,64; 6) P < 0,36.
XII1.130. P > 0,94. XIIL.131. P > 0,75. XIIL.132. P > 0,67. XI-
I1.133. a) P < 0,36; 6) P < 0,004. XIIL134. a) P > 0,753;6) P > 0,97.
XIIL.135. a) n > 222230; 6) n > 14792. XIIL.136. a) 0,043; 6) 0,011. XI-
I1.137. P > 0,9844. XIIL.142. P > 2. XII1.143. P > 0,84. XIIL.144.
Tak. (p > 0,95). XIIL.145. 438080. XIIL.146. 0,04. XIIL.147. 400.
XIII.148. 2304.

PO3 4L XIV

XIV.1. T = 2,5625, Mo = 2,6, Me = 2,6, 0, = 0,175, f = —1,233.
XIV.2. 1) 5,567; 2) 5,1; 3) 27,125; 4) 34,955. XIV.3. 1) D, = 167,29, s> =
168,98; 2) D, = 0,000721, s> = 0,000801; 3) D, = 12602, 7, s> = 12730;
4) D, = 0,0344, s2 = 0,0351; 5) D, = 167,2, s> = 168,9; 6) D, = 0, 0499,
2 =0,0525. XIV.5. 1) T = 17,225, D, = 19,174; 2) T = 17, 65, 5% = 20, 08.
XIV.6. T = 70,625, s> = 10,11. XIV.7. 1) T = 78,92, s* = 52,15, § =
0,213, v = 0,275;: 2) T = 61,6, 52 = 19,53, f = —0,51, v = —0,2. XIV.8.
T =1,535 Mo=0, Me = 1, as = 5,735, az = 30,38, ay = 201,605, s =
3,38, g = 11,2, jug = 79,49, s = 3,38, 5 = 1,84, V = 119,9%, § = 1,8,
v = 3,93. XIV.9. T = 1653, Mo = 1664,8, Me = 1663, 1, as = 3178000,
as = 6,60 -10°, ay = 1,501 - 10'%, po = 445591, uz = —40670346, g =
5,047-10'1, 2 = 445591, s = 667,53, V = 40,4%, 3 = —0,137, v = —0, 458.
XIV.10. 1) (7,62:12,78); 2) (14,22;19,38). XIV.11. (992,16;1007,84).
XIV.12. 1) 81; 2) 179. XIV.13. 1) (0,28;3,72); 2) (—0,04;0,87). XIV.14.
a) T = 17,58, s = 4,61; 6) (15,79;19,36); B) (3,77;5,45). XIV.15. 1)
(0;14,28); 2) (7,98;20,02). XIV.16. (0,08;27,65). XIV.17. Mo = 4,
Me =4, &5 = 4, &30 = 5, T = 4,5, 8> = 1,51, s = 1,220, MX €
(4,16;4,84). XIV.18. Me = 62, &4 = 57,5, &4 = 66, T = 61,575,
2 = 42,27, s = 6,88, MX € (60,62;62,53), DX € (38,37;57,09). XIV.19.
1) 0,9667; 2) (1599;1707), n > 1356; 3) 0,84; 4) (0,041;0,075), n > 1663.
XIV.20. 1) 77,5+ 5, 93000 £+ 6311; 2) DX € (243,36;595,36). XIV.21.
1) 0,425; 0,425; 2) (0,368;0,482), (0,356;0,494); 3) sig 713 10 987 oci6.
XIV.22. 600+46,8 rpr; 120009360 rpr. XIV.23. (0,879;0,921) a6o ix
7034 10 7366 Teresizopis. XIV.24. (0,277:0,323), n > 13933. XIV.25.
(0,14;0,36). XIV.44. 1) 7, = 1,029 + 0,914z; 2) 7, = 0,65 + 0,9z.
XIV.45. §, = 7,036 + 0,543z, T, = —8,96 + 1,73y. XIV.46. 1) T, =
—0,98+0,92y, 7, = 1,22+0,872; 2) 7, = —1,91+0, 762, T, = 3, 94+0, 71y;
3) g, = 104,74 + 1,69z, T, = —34,37 + 0,38y; 4) 7, = 102,69 — 0, 56z,
7, =129,85—1,11y. XIV.47. 1) 7, = 9,74+ 0, 73z, T, = 5,69+ 0, 83y; 2)
G, = —10,17+ 1,742, T, = 6,31 + 0,41y. XIV.48. 7, = 1,339 + 0,297z
XIV.49. 7, = 4,769 + 0,005z, XIV.50. 1) 7, = 5,381 + = — 1,23822; 2)
7, = 61,84 — 0,67z +0,042%; 3) 7, = 4,39 — 2,71z + 0,3522. XIV.51. 1)
G, =2+12/2;2) 7, = 9,9+ 2,56/x. XIV.52. 7, = 0,412~045,
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CoTi YaCTHHH

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0] 0,3989] 0,3989] 0,3989] 0,3988] 0,3986] 0,3984] 0,3982] 0,3980] 0,3977| 0,3973
0,11 0,3970] 0,3965] 0,3961] 0,3956] 0,3951] 0,3945] 0,3939] 0,3932] 0,3925] 0,3918
0,2] 0,3910f] 0,3902] 0,3894] 0,3885] 0,3876] 0,3867] 0,3857] 0,3847] 0,3836] 0,3825
0,3] 0,3814] 0,3802] 0,3790] 0,3778] 0,3765| 0,3752] 0,3739] 0,3725] 0,3712] 0,3697
0,4] 0,3683] 0,3668] 0,3653] 0,3637] 0,3621] 0,3605] 0,3589] 0,3572] 0,3555] 0,3538
0,5] 0,3521] 0,3503] 0,3485] 0,3467] 0,3448] 0,3429] 0,3410] 0,3391] 0,3372] 0,3352
0,61 0,3332] 0,3312] 0,3292] 0,3271] 0,3251} 0,3230] 0,3209] 0,3187] 0,3166] 0,3144
0,7] 0,3123] 0,3101) 0,3079] 0,3056] 0,3034] 0,3011} 0,2989] 0,2966] 0,2943] 0,2920
0,8] 0,2897] 0,2874] 0,2850] 0,2827] 0,2803] 0,2780] 0,2756] 0,2732] 0,2709] 0,2685
0,91 0,2661] 0,2637] 0,2613] 0,2589] 0,2565] 0,2541] 0,2516] 0,2492]| 0,2468] 0,2444

1] 0,2420] 0,2396] 0,2371] 0,2347] 0,2323] 0,2299| 0,2275] 0,2251] 0,2227] 0,2203
1,1] 0,2179} 0,2155}] 0,2131] 0,2107] 0,2083] 0,2059] 0,2036] 0,2012] 0,1989| 0,1965
1,2] 0,1942} 0,1919] 0,1895] 0,1872] 0,1849| 0,1826] 0,1804] 0,1781] 0,1758] 0,1736
1,3] 0,1714} 0,1691] 0,1669] 0,1647] 0,1626| 0,1604] 0,1582] 0,1561] 0,1539] 0,1518
1,4] 0,1497| 0,1476] 0,1456] 0,1435] 0,1415| 0,1394] 0,1374] 0,1354] 0,1334| 0,1315
1,5] 0,1295} 0,1276] 0,1257] 0,1238] 0,1219} 0,1200} 0,1182] 0,1163] 0,1145} 0,1127
1,6] 0,1109} 0,1092] 0,1074] 0,1057] 0,1040f 0,1023] 0,1006] 0,0989] 0,0973] 0,0957
1,7] 0,0940] 0,0925] 0,0909] 0,0893] 0,0878] 0,0863] 0,0848] 0,0833] 0,0818] 0,0804
1,8] 0,0790f 0,0775] 0,0761] 0,0748] 0,0734| 0,0721] 0,0707] 0,0694] 0,0681] 0,0669
1,91 0,0656] 0,0644] 0,0632] 0,0620] 0,0608] 0,0596] 0,0584] 0,0573] 0,0562] 0,0551

2| 0,0540] 0,0529] 0,0519] 0,0508] 0,0498] 0,0488] 0,0478] 0,0468] 0,0459| 0,0449
2,1] 0,0440] 0,0431] 0,0422] 0,0413] 0,0404] 0,0396] 0,0387] 0,0379] 0,0371] 0,0363
2,2] 0,0355] 0,0347] 0,0339] 0,0332] 0,0325] 0,0317] 0,0310] 0,0303] 0,0297] 0,0290
2,3] 0,0283] 0,0277] 0,0270] 0,0264] 0,0258] 0,0252] 0,0246] 0,0241} 0,0235] 0,0229
2,4] 0,0224] 0,0219] 0,0213] 0,0208] 0,0203] 0,0198] 0,0194] 0,0189] 0,0184| 0,0180
2,5] 0,0175] 0,0171] 0,0167] 0,0163] 0,0158] 0,0154] 0,0151] 0,0147] 0,0143] 0,0139
2,6 0,0136] 0,0132] 0,0129] 0,0126] 0,0122] 0,0119] 0,0116] 0,0113} 0,0110f 0,0107
2,7] 0,0104] 0,0101] 0,0099] 0,0096] 0,0093] 0,0091] 0,0088] 0,0086] 0,0084] 0,0081
2,8] 0,0079] 0,0077] 0,0075] 0,0073] 0,0071] 0,0069] 0,0067] 0,0065] 0,0063] 0,0061
2,91 0,0060] 0,0058] 0,0056] 0,0055] 0,0053] 0,0051] 0,0050] 0,0048] 0,0047] 0,0046

3] 0,0044] 0,0043] 0,0042] 0,0040] 0,0039] 0,0038] 0,0037] 0,0036] 0,0035] 0,0034
3,11 0,0033] 0,0032] 0,0031] 0,0030] 0,0029] 0,0028] 0,0027] 0,0026] 0,0025] 0,0025
3,21 0,0024] 0,0023] 0,0022] 0,0022] 0,0021} 0,0020] 0,0020] 0,0019] 0,0018] 0,0018
3,3] 0,0017] 0,0017] 0,0016] 0,0016] 0,0015} 0,0015] 0,0014] 0,0014] 0,0013] 0,0013
3,41 0,0012] 0,0012f) 0,0012] 0,0011} 0,0011} 0,0010f 0,0010] 0,0010] 0,0009| 0,0009
3,51 0,0009] 0,0008] 0,0008] 0,0008] 0,0008} 0,0007] 0,0007] 0,0007] 0,0007] 0,0006
3,6] 0,0006] 0,0006] 0,0006] 0,0005] 0,0005] 0,0005] 0,0005] 0,0005] 0,0005] 0,0004
3,71 0,0004] 0,0004] 0,0004] 0,0004] 0,0004] 0,0004] 0,0003] 0,0003] 0,0003] 0,0003
3,81 0,0003] 0,0003] 0,0003] 0,0003] 0,0003] 0,0002] 0,0002] 0,0002] 0,0002] 0,0002
3,91 0,0002] 0,0002] 0,0002] 0,0002] 0,0002} 0,0002] 0,0002] 0,0002] 0,0001} 0,0001

4| 0,0001}] 0,0001] 0,0001} 0,0001} 0,0001}] 0,0001} 0,0001}] 0,0001} 0,0001] 0,0001
4,1] 0,0001) 0,0001} 0,0001} 0,0001} 0,0001] 0,0001} 0,0001} 0,0001} 0,0001] 0,0001
4,2] 0,0001)] 0,0001} 0,0001} 0,0001} 0,0000{ 0,0000] 0,0000] 0,0000f 0,0000f 0,0000
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0

0,0040

0,0080

0,0120

0,0160

0,0199

0,0239

0,0279

0,0319

0,0359

0,1

0,0398

0,0438

0,0478

0,0517

0,0557

0,0596

0,0636

0,0675

0,0714

0,0753

0,2

0,0793

0,0832

0,0871

0,0910

0,0948

0,0987

0,1026

0,1064

0,1103

0,1141

0,3

0,1179

0,1217

0,1255

0,1293

0,1331

0,1368

0,1406

0,1443

0,1480

0,1517

0,4

0,1554

0,1591

0,1628

0,1664

0,1700

0,1736

0,1772

0,1808

0,1844

0,1879

0,5

0,1915

0,1950

0,1985

0,2019

0,2054

0,2088

0,2123

0,2157

0,2190

0,2224

0,6

0,2257

0,2291

0,2324

0,2357

0,2389

0,2422

0,2454

0,2486

02517

0,2549

0,7

0,2580

0,2611

0,2642

0,2673

0,2704

0,2734

0,2764

0,2794

0,2823

0,2852

0,8

0,2881

0,2910

0,2939

0,2967

0,2995

0,3023

0,3051

0,3078

0,3106

0,3133

0,9

0,3159

0,3186

0,3212

0,3238

0,3264

0,3289

03315

0,3340

0,3365

0,3389

0,3413

0,3438

0,3461

0,3485

0,3508

0,3531

0,3554

0,3577

0,3599

0,3621

1,1

0,3643

0,3665

0,3686

0,3708

0,3729

0,3749

0,3770

0,3790

0,3810

0,3830

1,2

0,3849

0,3869

0,3888

0,3907

0,3925

0,3944

0,3962

0,3980

0,3997

0,4015

1,3

0,4032

0,4049

0,4066

0,4082

0,4099

0,4115

0,4131

0,4147

0,4162

0,4177

1,4

0,4192

0,4207

0,4222

0,4236

0,4251

0,4265

0,4279

0,4292

0,4306

0,4319

1,5

0,4332

0,4345

0,4357

0,4370

0,4382

0,4394

0,4406

0,4418

0,4429

0,4441

1,6

0,4452

0,4463

0,4474

0,4484

0,4495

0,4505

0,4515

0,4525

0,4535

0,4545

1,7

0,4554

0,4564

0,4573

0,4582

0,4591

0,4599

0,4608

0,4616

0,4625

0,4633

1,8

0,4641

0,4649

0,4656

0,4664

0,4671

0,4678

0,4686

0,4693

0,4699

0,4706

1,9

0,4713

0,4719

0,4726

0,4732

0,4738

0,4744

0,4750

0,4756

0,4761

0,4767

0,4772

0,4778

0,4783

0,4788

0,4793

0,4798

0,4803

0,4808

0,4812

0,4817

2,1

0,4821

0,4826

0,4830

0,4834

0,4838

0,4842

0,4846

0,4850

0,4854

0,4857

2.2

0,4861

0,4864

0,4868

0,4871

0,4875

0,4878

0,4881

0,4884

0,4887

0,4890

2,3

0,4893

0,4896

0,4898

0,4901

0,4904

0,4906

0,4909

0,4911

0,4913

0,4916

2,4

0,4918

0,4920

0,4922

0,4925

0,4927

0,4929

0,493 1

0,4932

0,4934

0,4936

2,5

0,4938

0,4940

0,4941

0,4943

0,4945

0,4946

0,4948

0,4949

0,4951

0,4952

2,6

0,4953

0,4955

0,4956

0,4957

0,4959

0,4960

0,4961

0,4962

0,4963

0,4964

2,7

0,4965

0,4966

0,4967

0,4968

0,4969

0,4970

0,4971

0,4972

0,4973

0,4974

2,8

0,4974

0,4975

0,4976

0,4977

0,4977

0,4978

0,4979

0,4979

0,4980

0,4981

2,9

0,4981

0,4982

0,4982

0,4983

0,4984

0,4984

0,4985

0,4985

0,4986

0,4986

0,4987

0,4987

0,4987

0,4988

0,4988

0,4989

0,4989

0,4989

0,4990

0,4990

3,1

0,4990

0,4991

0,4991

0,4991

0,4992

0,4992

0,4992

0,4992

0,4993

0,4993

3,2

0,4993

0,4993

0,4994

0,4994

0,4994

0,4994

0,4994

0,4995

0,4995

0,4995

3,3

0,4995

0,4995

0,4995

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4997

3,4

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4998

3,5

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

3,6

0,4998

0,4998

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,7

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,8

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999
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i i il S b s 25 = 7 i it

2,365

3,499 | 5,408 | 30 | 2,042 | 2,750 | 3,646

7
8 | 2,306 | 3,355 | 5,041 35 ] 2,030 | 2,724 | 3,591
9] 2,262 | 3,250 | 4,781 40 | 2,021 | 2,704 | 3,551
10 | 2,228 | 3,169 | 4,587 45 | 2,014 | 2,690 | 3,520
11 | 2,201 | 3,106 | 4,437 50 | 2,009 | 2,678 | 3,496
12 | 2,179 | 3,055 | 4,318 60 | 2,000 | 2,660 | 3,460
13 ] 2,160 | 3,012 | 4,221 70 | 1,994 | 2,648 | 3,435
14 | 2,145 | 2,977 | 4,140 80 | 1,990 | 2,639 | 3,416
15 ] 2,131 | 2,947 | 4,073 90 | 1,987 | 2,632 | 3,402
16 | 2,120 | 2,921 | 4,015 10 | 1,984 | 2,626 | 3,390
17 | 2,110 | 2,898 | 3,965 | 110 | 1,982 | 2,621 | 3,381
18 | 2,101 | 2,878 | 3,922 | 120 | 1,980 | 2,617 | 3,373
19 | 2,093 | 2,861 | 3,883 00 1,96 | 2,576 | 3,291
Tabauus 3HaUeHb Uyn
Tabauys 4
n v n v
0,95 | 0,99 | 0,999 0,95 0,99 | 0,999
511,37 | 2,67 5,64 20 | 0,37 0,58 0,88
61 1,09 | 2,01 3,88 251 0,32 0,49 0,73
71092 | 1,62 2,98 30 | 0,28 0,43 0,63
81 0,80 | 1,38 2,42 35| 0,26 0,38 0,56
910,71 | 1,20 2,06 40 | 0,24 0,35 0,50
10 | 0,65 | 1,08 1,80 45 | 0,22 0,32 0,46
11 1 0,59 | 0,98 1,60 50 | 0,21 0,30 0,43
12 ] 0,55 | 0,90 1,45 60 | 0,188 | 0,269 | 0,38
13 10,52 | 0,83 1,33 70 | 0,174 | 0,245 | 0,34
14 1 0,48 | 0,78 1,23 80 | 0,161 | 0,226 | 0,31
15]1 046 | 0,73 1,15 90 | 0,151 | 0,211 | 0,29
16 | 0,44 | 0,70 1,07 | 100 | 0,143 | 0,198 | 0,27
17 | 0,42 | 0,66 1,01 | 150 | 0,115 | 0,160 | 0,211
18 ] 0,40 | 0,63 0,96 | 200 | 0,099 | 0,136 | 0,185
19 |1 0,39 | 0,60 0,92 | 250 | 0,089 | 0,120 | 0,162
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2,35

3,18

4,54

5,84

1,72

2,09

2,53

2,85

3 20
4 2,13 2,78 3,75 4,60 25 1,71 2,06 2,49 2,79
5 2,02 2,57 3,36 4,03 30 1,70 2,04 2,46 2,75
6 1,94 2,45 3,14 3,71 35 1,69 2,03 2,44 2,72
7 1,89 2,36 3,00 3,50 40 1,68 2,02 2,42 2,70
8 1,86 2,31 2,90 3,36 45 1,68 2,01 2,41 2,69
9 1,83 2,26 2,82 3,25 50 1,68 2,01 2,40 2,68
10 1,81 2,23 2,76 3,17 60 1,67 2,00 2,39 2,66
11 1,80 2,20 2,72 3,11 70 1,67 1,99 2,38 2,65
12 1,78 2,18 2,68 3,05 80 1,66 1,99 2,37 2,64
13 1,77 2,16 2,65 3,01 90 1,66 1,99 2,37 2,63
14 1,76 2,14 2,62 2,98) 100 1,66 1,98 2,36 2,63
15 1,75 2,13 2,60 2,950 110 1,66 1,98 2,36 2,62
16 1,75 2,12 2,58 2,92 120 1,66 1,98 2,36 2,62
17 1,74 2,11 2,57 2,90 0 1,64 1,96 2,33 2,58
0,05 0,025 0,01 0,005 0,05 0,025 0,01 0,005

oL (OTHOCTOPOHHS KPUTHYHA 00JIACTb)

oL (OTHOCTOPOHHS KPUTHYHA 00JIACTb)
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~ 70,V 77U 77,10 T T gad T T4IU T TyII 77,90 T 7490 T T I T T T yTYU
3] 34,12 30,82 29.46| 28,71| 2824| 2791 27,67 2749| 2734| 2723
4] 21,20] 18,001 16,69] 1598] 1552 1521] 14,98] 14,80] 14,66] 14,55
5| 16,26 1327] 12,06 11,39] 1097] 10,67 1046] 10,29] 10,16] 10,05
6|l 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87
71 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62
8| 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81
9] 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 547 5,35 5,26
10] 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,39 4,74 4,63 4,54
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30
PiBens 3nauymocti a=0,05
k1
k2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 161.4] 199,51 2157 224,6] 2302] 234,0] 236,8] 2389| 240,5| 2419
2] 18,51 19,001 19,16 19.25] 19,301 19,33] 19,35 19,37 19.,38] 19,40
3] 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75
13 4,67 3,81 341 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54
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3 16.27] 11,34 7.81 43 77,42 67,46 59,30
4 18.47] 13,28 9.49] 44 78,75 68,71 60,48
5] 20,52] 15.09] 11.07] 45 80,08 69,96 61,66
6] 22.46] 1681] 12,59 46 81,40 71,20 62,83
71 24.32] 18,48 14,07 47 82,72 72,44 64,00
8] 26.12] 20.09] 15,51 48 84,04 73,68 65,17
ol 27.88] 21.67] 16,92] 49 85.35 74,92 66,34
10] 29,59 23.21] 18,31 50 86,66 76,15 67,50
11 31,26 24,72] 19.68] 51 87.97 77.39 68,67
12] 3291 2622 21,03 52 89,27 78,62 69,83
13] 34,53 27.69] 22.36] 53 90,57 79,84 70,99
14] 36,12 29.14] 23,68 54 91,87 81,07 72,15
15| 37,70 30.58] 25,00 55 93,17 82,29 73,31
16] 3925 32,00 26,30 56 94,46 83,51 74,47
17] 40,79 33.41] 27,59 57 95,75 84,73 75,62
18] 42,31 34.81] 28.87] 58 97,04 85,95 76,78
19] 43,82 36.19] 30,14 59 98,32 87,17 77.93
20 4531 37.57] 31.41 60 99,61 88,38 79,08
21 46,80] 38,93 32.67] 61| 100,89 89,59 80,23
22| 4827 40.29] 33.92] 62] 102,17 90,80 81,38
23] 49,73 41.64] 35.17] 63| 103,44 92,01 82,53
24] 5118 42,98] 36.42] 64| 104,72 93,22 83,68
25| 52.62] 4431 37.65] 65| 105,99 94,42 84,82
26|  54.,05] 45.64] 38.89] 66| 107.26 95,63 85,96
27| 55.48] 46.96] 40.11 67] 108,53 96,83 87,11
28] 56,89 48.28] 41.34] e8] 109,79 98,03 88,25
20 5830 49,59 42.56] 69| 111,06 99,23 89,39
30 59,70 s50.89] 43,771 70| 112.32] 100,43 90,53
31 61.10] 52,19 44.99] 71| 113.58] 101,62 91,67
32| 62,49] 53,49] 46,19 72| 114,84] 102,82 92,81
33| 63,87] 54,78] 47,40] 73] 116,09] 104,01 93,95
34| 65,25] 56,06] 48,60] 74] 117,35] 105,20 95,08
35| 66,62 57,34] 49,80] 75] 118,60] 106,39 96,22
36| 67,99] 58,62] 51,00 76] 119,85] 107,58 97,35
37] 69,35] 59,89 52,19] 77| 121,10] 108,77 98,48
38| 70,70] 61,16] 53,38] 78] 122,35] 109,96 99,62
39| 72,05] 62,43] 54,57 79] 123,59] 111,14] 100,75
40| 73,40] 63,69] 55,76] 80] 124,84] 112,33] 101,88
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HNomaTok 2
Heski komaugu Maple 8

Komanau y Maple 8 3aBepiryoThCsa KPamkoo 3 KOMOIO a00 IBOKPAIKOO.
[Bokpanka O3Hava€, M0 KOMaHAA Mae OyTH BHKOHAHOIO, aje Pe3yabTaT il
BUKOHAHHS He Tpeba BUBOAUTU HA €KPAH.

Bupasu y Maple 8 sanucyiors Ak 1 B OLIBIIOCTI MOB IPOrPAMYBAaHH.

a — 3bsin 2 . .
Hampuknan, Bupas —————— 3agaeTbesa KoMau100 (a-3*b*sin(x"2))/
e* + 3cos2x )
(exp(x)+3*cos(2*x)) ;. [uasa cupomeHHs BUPA3iB BUKOPUCTOBYIOTH KOMAH-

oy simplify, aprymenToMm sKol € cmpouryBanuu Bupa3s. [las oGducieHHs
HaOIMXKEHOr'0 3HAYEHHs BUPA3y BUKOPUCTOBYIOTH KoMaHny evalf. Hampu-
kian, evalf (Pi,100) ; BuBene Ha expan 100 3HaKIB Yucaa 7.

SHaAUTH PO3B’SI30K DIBHAHHA, a00 CUCTEMHU DIBHAHb MOXKHA KOMAHIOIO
solve. Hampukaanm, solve(x~3-5*x"2+6=0,%); 3HAXOIUTL PO3B I3KU PiB-
apHA 20 — 522 + 6 = 0, a komamzaa solve({5xx-3xy=5, 2*x+T*y=b},
5r — 3y = 5,
20+ 7y =b.

s po3B’sa3yBaHHA 3a4ad JiHINHOI aarebpu Tpeba CIOYaTKy 3aBaHTA-
KUTY BiANOBiTHUI makeT KOMaHgoo with(linalg) ;

Matrpumto A posMipHOCTi M Xn 3agae komanga matrix. Hanpukiam, ko-
Magga A:=matrix(3,4,[5,7,-2,4,3,-5,0,2,5,7,-1,2]) ; 3amae MaTpPUIIO

{x,¥}); — posB’a3KM cucTemu piBHAHBL {

5 7 =2 4
A=13 -5 0 2
5 7T -1 2

Omnepamii 101aBaHHA MATPUIb TAa MHOXEHHSI MATPUII HA UUCIO 3AIU-
CYIOTBH 3a [JONOMOIOI0 3BUYANHUX 3HAKIB apudpMeTUIHuX omnepauin. Hampu-
kaam, A+B;-B;-2B+3xA; A-x*E;. MHOXEHHSI MATPUIL TO3HAYAETHCA 3HAKOM
&*. Hanmpuknan, A&*B; B&xA; A&xA&*A+5xA&*A-3*A+5*E;. BuBecTu Ha ek-
PaH MATPHUIO MOXHA KOMAHAOK evalm.

Busuaunuk ksagpaTtuoi marpurni C obuuciaoTs komangow det(C) ;.
[ 3HaxXOoMKeHHs MaTpulli, obepreroi 1o maTpuil C, MOXKHA BUKOPUCTATH
xomauay inverse(C); a6o xomauny C~(-1);. Buacui 3HaUYeHHSI MaTPHUILL
3HAXOIUTH KOMaHZIa eigenvalues, a BIaCHI BEeKTOpU — eigenvectors.

s 3agannsa GyHKII cayrye komagga —>. Hanpuknan, komanzga f:=x-
>exp(5*sin(x)); samae Qynkmio f(z) = €**"? xomanga F:=(x,y)->(x-

, & KOMaHJa Z:=X->plecewise
x—5, x € (—3;5],
x+3, v ¢ (-3;5].

[ o6y 1oBU rpadikiB (PyHKIIN BUKOPUCTOBYIOTH MAKET, 10 3aBAHTA~
KyeThcs: kKoMauaowo with(plots);. Komamga plot(f(x),x=a..b); Oynaye
rpadix yuxuii y = f(x) Ha mpomixkky [a;b]. Komanga polarplot(r(t),

y~3)/ (x+3*y) ; — ¢yukuio F(z,y) = i-l— 3

(x<=5 and x>-3,x-5,x+3) ; — dyuxkuio z () = {
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t=0..2*Pi); Gyaye rpadik ¢yukuii r = r(p) y HOIAPHAX KOODAUHATAX.
Komanga plot (f(x,y) ,x=a..b,y=c..d); Oyaye NOBEPXHIO, KA € IPAPIKOM
dyukuii z = f(z,y) HA TpAMOKYTHUKY [a;b] X [c;d].

11 06YMCACHHA IPAHUIb MOCTIOBHOCTEN 1 (PYHKINN MOXKHA BUKOPIC-
Tatu KomMaHay limit. Komampga 1imit((1+1/n) "n,n=infinity); obwuc-

n
JIF0€ TPAHUITIO TOCTITOBHOCTI T, = (1—}— —) , Komu n — oo. Komannga
n

3

x
limit ((x73-8)/(x72-4) ,x=2); obumcmoe lim ———, a komanam limit(
z—2 12 — 4

abs(x-1)/sin(x -1),x=1,left); Ta limit(abs(x-1)/sin(x-1),x=1,rig
nt): ~ Ctim P gy 2o

; OAHOCTOPOHHI rparnui lim @D oS = 1)

s o6uucaeHHs MOXiAHUX (PYHKINM BUKOPUCTOBYIOTH KOMaHxy diff.
Tak xomanma diff (x"2*cos(1ln(x)) ,x); 0o0vMCIIOE MOXIMHY 3a T (PYHK-
mii y = z2coslnz, mocrigoBHicTs KoMang g:=x->diff(x"2%cos(1n(x)),
x$2); g(1); — zapyry moxiguy miel ¢yHKIl B Toumi & = 1, a, Hampu-
krang, komagaa diff ((x"2+y~2) *xexp(x-y) ,x$2,y$3) ; — wacTuHHY HOXiI-

9 ((2? + y*)e™v)
0x29y?

Komanga int cayxuThb mis OOYUCIEHHS K HEBU3HAYEHUX, TAK 1 BU-
3HadeHux iHTerpatis. Hampukiang, komanga int ((x+3)*sin(2x/3) ,x); 06-

GHCII0€ HeBU3HAdeHUN inTerpan [(z + 3)sin gaj dx, a xomagga int ((x"3-

2
2%x+5)* exp(-x),x=0..2); — BusHadenuu inTerpan [(z* — 2z +5)e " dx.
0

o0
. . o . 2 . -
36LKHUI HeBIACHAN iHTErpat [ 22e7®" dr 064MCIIoTL KOMAHIO0 int (x72

*xexp(-x~2),x=0..infinity) ;O. KpatHi inTerpamm MoxxHa OO0UUCIUTH MiCIA
iX momeperHbOro 3BeIeHHs 10 MOBTOpHUX. Hanpukiam, komanga int (int (x*
y,y=-sqrt(4-x"2)..sqrt(4-x"2)) ,x=-2..2); 0064YUCIIO€ TOABIUHUL iH-
rerpar [ zydzdy.
z24y2<4
Cymy 361:KHOTO PAIYy MOXHA OOYUCAUTU 33 JAOMOMOIOI0 KOMAHIM Sum.
Hampuknan, komasga sum((-1) "n/n~2, n=1..infinity) ; o64uCIuTL CyMmy
n _ n
pagy . ( 12) :
=1 N
[lna po3B’A3yBaHHA 3BUYANHUAX NUDEPEHIIATLHUX PIBHAHBb CIyTYe KO-
MaHga dsolve. Hampukmang, mo6 3HANTH 3araJbHUM DO3B’A30K DIBHAHHSI
2y +z(y)? —y = 0, focTaTHRO BEKOHATH KOoMaHAy dsolve(x*diff (y(
x) ,x$2) +x* (diff (y(x),x)) "2-diff(y(x),x)=0);, a komanga dsolve ({x*
diff (y(x),x$2)+x* (diff (y(x),x)) "2-diff(y(x),x)=0,y(2)=2,D(y) (2)
=1},y(x)); mae aMory 3sHaUTH PO3B’A30K BigmoBiauoi 3ama4i Ko ams mpo-
'O DIBHAHHA.

215



FOSAUL L CHCTCMH KOOP/inHal
§1. lexaproBa cucrema xoopauHat (25) §2. Bincranp Mik aBoma Toukamu (26) §3.
Tonmin Bimpiska y 3agaHoMy BimHomeHHi. Ilmoma muorokytHuka (27) §4. PiBHSAHHS
TiHIT K reoMeTpHYHOro Miciyt To4ok (29) §5. [omspui koopauuaTu (30)

Po3zpin II. EileMenTH BeKTOPHOI ajare6pu 33
§1. JlomaBanHs BekTopiB. MHOXeHHS Bekropa Ha ckamip (33) §2. IlpsmoxyrtHi
KOOpAMHATH BekTopa B mpoctopi (34) §3. Ckamsipuuii 106yTok 1Box BekTopiB (36) §4.
BexTopHuii 106yToK 1BOX BeKTOpiB (38) §5. Mimanuit 1oOyTok ABOX BeKTOpiB (39)

Posnin IV. AHajliTH4YHA reoMeTpist HA MJIOIMHI 41
§1. PiBusuus mpsimoi (41) §2. Kyt ik npsmumu. PiBHAHHSA mydka NpSIMHX, L0
[POXO/SITh Yepe3 AaHy TOUKY. PIBHSHHS MpsIMOI, 110 ITPOXOANTH Yepe3 Bl 3a1aHi TOUKH
(42) §3. HopmamsHe piBHSHHA mpsmoi. Bimctanp Big Toukum mo mpsmoi. PiBHSHHS
GicexkTpuc. PiBHAHHSA Hy4Ka NPAMUX, IO MPOXOAATH Yepe3 TOUKY MEPETHHY IBOX
nmaHux npsaMux (44) §4. Pizui 3amaui Ha npamy (45) §5. Komo (46) §6. Eninc (47) §7.
T'inep6omna (49) §8. ITapabomna (50)

Po3ain V. AnajiiTHuHa reoMeTpisi B MpocTopi 52
§1. PiBusnus twommHu (52) §2. Kyt Mik rommHamu. BiacTanb Big TOYKH /10
[UIONMHA. PIBHSHHS IyYka IUIOLIMH, IO NPOXOAATH 4epe3 JIHII0 MEepeTHHY ABOX
3aganux o (53) §3. PiBustHus npsmoi B mpoctopi (54) §4. Ipsma i mionguna (56)

Pozain VI. Beryn 1o anasizy 59
§1. Muoxunu. Jlificui uncina. Jloriuna cumBomika (59) §2. Kommuiekcni uncia (60) §3.
Yucnosa ¢yukuis (61) §4. I'panuist mocmigosHocTi (65) §5. I'pannus dynkuii (67) §6.
TopiBHsHHS HecKiHYeHHO ManuX (71)

Poznin VII. Indepenuianbue ynciaennst GyHkuiii oaHiei 3MiHHOT 74
§1. Hoxiana ¢ynxuii (74) §2. Ioxigna cknagenoi Gpynkuii (76) §3. [oxiana obepHeHOT
¢yuxuii. [loxigna ¢yHkuii, mo 3agana mapamerpuyto. [loxigHa HesBHOT GyHKLUIT (79)
§4. Nudepenmian ¢pynxuii (80) §5. Moxinui i xudepenmiany Bumux nopsakis (82) §6.
Jotnuna i HopMmanbs 1o ruiockoi kpuBoi (84) §7. Teopemu mpo cepexse (85) §8.
Poskputrs HeBuzHauenocteil. [Ipasuio Jlomitams (87) §9. @opmyna Teitnopa (88) §10.
3pocranns i cmamanHs ¢yskuii. Hampsm omykinocti. Toukm mepermny (90) §11.
Exctpemym ¢yukuii. Haiibinpure i naitmennre 3uauenss ¢yskuii (90) §12. Ilobynosa
rpadikiB ¢yukuiit (93) §13. Habnmxkene po3s’si3yBaHHs piBHAHB (95)

Pozpain VIII. InTerpanshe uncieHHs GyHKuii oxniei 3MinHO1 97
§1. HeBusnauenwuii inrerpan (97) §2. IurerpyBanus pauionambHux ¢yHkiii (99) §3.
InTerpyBannss TpuroHoMmerpuuHux QyHkuin (100) §4. InTerpyBaHHS JAESIKHX
ippamionamsHocTet (101) §5. InTerpyBaHHs IedKkuX TpaHCHEHAEHTHHX GyHKIiN (102)
§6. Pisni npukiaan Ha iHterpyBanus ¢yHkuiit (102) §7. OOumcieHHsS BH3HAYCHUX
inrerpaniB (103) §8. Cepenue 3nauenus pynkuii (105) §9. Hepnactusi inrerpasu (106)
§10. O6uncnenns mrom (108) §11. OGumcnenns mosxuH myr kpusux (110) §12.
O6uucnenns 06’emis (111) §13. O6uncnenns o moBepxons obepranus (113) §14.
IHi 3agadi Ha 3aCTOCYBaHHS BU3HAYeHOro interpana (113)

Posain IX. Psiau 116
§1. YmcnoBi psau (116) §2. Osmaku 30DkHOCTI 3HaKo3minaux psaiB (119) §3.
Oynkiionanshi psagu (121) §4. Crenenei psmu (126) §5. 3actocyBaHHs psigiB 10
HaOmmkeHux obuucieHs (129) §6. Paau Dyp’e (130)

254



Crokca (153)

Pozain XII. 3Buuaiini qudepenniaabHi piBHAHHS 156
§1. Housarrsa npo audepenuiansue piBusaaas (156) §2. [AudepeHuiaabHi piBHAHHSA 3
BimokpemioBaHuMH 3MiHHUME (157) §3. Onnopinni nudepenniansHi piBHSHES (158)
§4. Jliniiini audepentianbHi piBHAHHEA nepiuoro nopsaaky (159) §5. PiBHAHHS y mOBHUX
mudepenuianax (160) §6. PiBusuHs, He po3B’s3aHi BimHocHO moximHoi (161) §7.
Jliniiiai nudepeHIianbHi PiBHSHHS BUIUX IOPAAKIB 31 cTamuMu koedirientamu (162)
§8. Cucremu miHIHUX audepeHIianbHIX PIBHAHB 31 cTaMu KoedirieHtamu (162)

Pozain XIII. OcHoBH Teopii iiMoBipHOCTE# 167
§1. Enementn xom6inatopuku (167) §2. Bumankosi mopii ta ixai #iMoBipHOCTI (168)
§3. ®Popmyna mnosuoi iiMoBipHocTi. Popmynu baiteca (172) §4. IlocmigoBHicTh
HezanexHUX BUMpoOyBaHb. Popmyna bepuymi (173) §5. Bunaakosi Benmuuunu (175)
§6. 3axoHu posmopniny Aeskux BumaakoBux BenuuuH (180) §7. BumankoBi BekTopu
(182) §8. 3akon Benukux uyncen. I'pannuni Teopemu (188)

Posnin XIV. EneMeHTH MaTeMATHYHOI CTATHCTHKH 194
§1. Bapianiiini psau ta ixmi xapaxrepuctuku (194) §2. IlepeBipka CTaTHCTHYHUX
rimote3 (199) §3. Jliniitna perpecis i kopessiwist (204)

Jonatok 1.CratucTuuHi Tadmui 208

Jonatok 2. lesiki komanau Maple7 214

Binnosini no 3agau 216




SRR AT e R AReEAt TR ASEERVE REERRY
Tpimg bornan MuxaiinoBuy,
Ianoschka ’Kanna SApocnasiBHa

306ipHuMK 3agay 3 BULLOI MaTEMATUKN

Penaxrop H.H.ITuca
Texuiunanii pegakrop C.3.Cenux
Komm’rorepuuii HaOip 1 MakeTyBaHHs B.B. babenxo, K. A.L{anoscvka

[Mipgmucano o apyky 21.09.2005. ®@opmat 60x90/16. IMTamip odcers.
Odcern. mpyk. Lapuitypa Taiimc. YMoBH. apyk. apk.14,8. O6u. Bua. apk. 13,5.
Haknag 1000 npum. 3am. 818.

Bunasanunii neHTp JIbBIBCHKOro HalliOHAIEHOTO YHIBEpCHUTETY iMeHi [BaHa PpaHka
79000 JIbBiB, Byn. JopomicHka, 41.

BinapyxoBano B apykapsi JIA “ITipamiza”.
Caigourso nep>kaBHOTO peectpy: cepis K Ne356.



	ЗБІРНИК ЗАДАЧ.pdf
	rozd1
	rozd2
	rozd3
	rozd4
	rozd5
	rozd10
	rozd11
	rozd12
	rozd13
	rozd14
	rozd6
	rozd7
	rozd8
	rozd9
	vidpr1
	Додаток І
	dodatok2
	Зміст



